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EESSONA

° See raamatuke, esimene «Fiilisika-mate-
maatika kooli raamatukogu» matemaatili-
ses seerias, on piithendatud koordinaatide
meetodile. Ta ei noua mingeid erilisi,
kooliprogrammi iiheksanda klassi raami-
dest kaugemale ulatuvaid teadmisi. Bro-
siitir pole aga siiski kirjutatud kiireks luge-
miseks, vaid siistemaatiliseks Oppimiseks.
Seepdrast ei ole seda voib-olla kerge
lugeda. Et kergendada teie «raamatutee-
konda», paigutame lehekiilgede dértele
, litkklusmadrgid. Lugemisel poorake neile
tdhelepanu.

Mirgiga «Parkimiskoht» on tédhistatud
tekst, mis sisaldab edasise moistmiseks
vajalikke definitsioone, valemeid jne. Nii-
suguse margi juures on tarvis peatuda, see
koht mitu korda ldbi lugeda ja kindlalt
meelde jatta. .

Mirk «Jarsk tous» asub seal, kus sisal-
dub raskem materjal. Kui triikitud tekst on
peenikese Sriftiga, siis voib vastava koha
esimesel lugemisel vahele jétta.

Eriti tdhelepanelik olge margi «Ohtlik
kurv» juures. Sageli asub see kohal, kus
esimesel pilgul tundub koik olevat kerge
ja lihtne. Kui aga aru saadakse valesti,
mitte nii nagu peab, voib see edaspidi viia
tosistele vigadele.

Viga suurt tahtsust omistame iiles-
annete lahendamisele. Ulesanded ja Kkiisi-
mused on paigutatud osadesse «Harjutu-
sed», kuid monikord esinevad ka tekstis.
Lahendage need kindlasti!

Soovime teile edukat Goppimist!
Autorid
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SISSEJUHATUS

Kui te loete ajalehest teadet uue tehis-
kaaslase valjalennutamise kohta, siis poo-
rake tdhelepanu sonadele: «Sputnik lennu-
tati orbiidile, mis on ldhedane ettearvesta-
tule». Moelge: kuidas on voimalik ette
arvestada, s. o. arvudes uurida sputniku
orbiiti — mingit joont. On ju selleks vaja
osata tolkida arvude keelde geomeetrilisi
moisteid ja esmajérjekorras osata arvude
abil mdadrata punkti asukohta ruumis (voi
‘tasandil, voi Maa pinnal).

Koordinaatide meetod — see on punkti
. voi keha asukoha madidramise viis arvude
voi teiste siimbolite abil.

Arve, mille abil médaratakse punkti asu-
koht, nimetatakse punkti koordinaatideks.

Teile hésti tuttavad geograafilised koor-
dinaadid médravad punkti asendi pinnal
(Maa pinnal) — Maa pinna igal punktil
on kaks koordinaati: laius ja pikkus.

Et méadrata punkti asukohta ruumis, on
vaja juba mitte kahte, vaid kolme  arvu.
Naiteks et mdédrata sputniku asendit, voib
ndidata tema korguse Maa pinnast, aga
samuti punkti laiuse ja pikkuse, mille kohal
ta asetseb.

Kui on teada sputniku trajektoor, s. o.
joon, mida méoda ta liigub, siis selleks, et
maarata sputniku asukohta sellel joonel,
on piisav ndidata iiks arv, nditeks voib
ndidata vahemaa, mille sputnik 1dbib min-
gist trajektoori punktist alates.!

! Monikord o6eldakse, et joonel on iiks moode,
pinnal kaks moodet ja ruumil kolm. Seejuures moo-
dete arvu all mbdeldakse koordinaatide arvu, mis
médravad punkti asukoha.



7ocde/gn

Joon. 1

Tépselt samal viisil kasutatakse koordi-
naatide meetodit punkti asukoha mééra-
miseks raudteeliinil: ndidatakse kilomeetri-
posti number. See number ongi raudtee-
liini punkti koordinaadiks.

Omaparaseid koordinaate kasutatakse
males, kus iga malendi asukoht laual maa-
ratakse tdhe ja arvu abil. Ruutude verti-
kaalread tdhistatakse ladina tdhestiku téh-
tedega, horisontaalread aga arvudega.
Igale malelaua ruudule vastab tdht, mis
nditab vertikaalrida, millel ruut asetseb, ja
number, mis nditab horisontaalrida. Meie
joonisel (joon. 1) asetseb valge ettur ruu-
dul a2, must ettur ruudul c¢4. Seega voib
valge etturi koordinaatideks lugeda a2,
musta etturi koordinaatideks aga c4.

Koordinaatide kasutamine males voimal-
dab mangida malet iileskirjutise jargi. Ka
kdigu teatamiseks pole vajadust iiles joo-
nistada malelauda ja malendite asetust.
Piisab, kui nditeks o6elda: «Suurmeister
mangis e2—e4», ja juba on koigile selge,
kuidas alustati partiid.

Matemaatikas kasutatavad koordinaadid
voimaldavad arvude abil mdirata ruumi
voi tasandi voi joone suvalise punkti asu-
koha. See annab voimaluse «Sifreerida»
igat liiki kujundeid, neid arvude abil iiles
kirjutada. Uhe néite sellisest Sifreeringust

deiate punkti 4 harjutuses 1.

Eriti tdhtis on koordinaatide meetod
selle poolest, et see voimaldab kasutada
kaasaegseid arvutusmasinaid mitte ainult
igat liiki arvutusteks, vaid ka geomeetri-
liste {ilesanmnete lahendamiseks, suvaliste
geomeetriliste objektide ja nendevaheliste
seoste uurimiseks.

Me alustame matemaatikas kasutatavate
koordinaatidega tutvumist koige lihtsama
juhu analiiiisist: punkti asukoha maarami-
sest sirgel.



| PEATUKK

§ 1. Punkti koordinaadid sirgel

1. Arvtelg

Et maidrata punkti asukoht sirgel, toimi- -

takse jargmiselt. Sirgel valitakse [ldhte-
punkt (mingi punkt O), moéotkava iihik
(loik e) ja suund, milline loetakse positiiv-
seks (joonisel 2 ndidatud noolekesega).

- Sirget, millel on valitud ldhtepunkt,
mootkava iihik ja positiivne suund, nime-
tatakse arvteljeks.

Punkti asukoha médramiseks sirgel on
piisav nimetada iiks arv, nditeks +5. Seec
nditab, et punkt paikneb positiivses suu-
nas viie tthiku kaugusel 1dhtepunktist.

Arvu, mis mairab punkti asukoha arv-
teljel, nimetatakse punkti koordinaadiks
sellel teljel.

Punkti koordinaat arvteljel on vordne

selle punkti ja ldhtepunkti vahelise kaugu- -

sega, mis on avaldatud valitud mootkava
ithikuis ja voetud mérgiga pluss, kui punkt
asub ldhtepunktist positiivses suunas, ja
mérgiga miinus vastupidisel juhul. Ldhte-
punkti nimetatakse tihti koordinaatide
alguspunktiks. Lahtepunkti (punkti O)
koordinaat on vordne nulliga.

Kasutatakse tahistusi: M(—7), A (x) jne.
Esimene neist tahistab punkti M, mille
koordinaat on miinus seitse, teine punkti 4,
mille koordinaat on x. Sageli 6eldakse
lithidalt: «punkt miinus seitse», «punkt x»
jms.



Tuues sisse koordinaadi moiste, 16ime vastavuse
arvude ja sirge punktide vahel. Seejuures on téide-
tud tahelepanuvaidrne omadus: sirge igale punktile
vastab kindel arv ja igale arvule vastab kindel
punkt sirgel.

Votame kasutusele spetsiaalse termini: vastavust
kahe hulga vahel nimetatakse iksiiheseks, kui esi-
mese hulga igale elemendile vastab teise hulga {iks
element ja (samas vastavuses) teise hulga iga ele-
ment vastab mingile esimese hulga elemendile. Esi-
mesel pilgul nédib téiesti lihtne korraldada {iksiihest
vastavust sirge punktide ja arvude vahel. Kuid kui
matemaatikud siigavamalt jarele motlesid selle iile,
siis ilmnes, et sellesse fraasi kuuluvate sonade
motte tdpseks moistmiseks oli vaja luua suur ja
keeruline teooria. Kohe kerkivad kaks «lihtsat»
kiisimust, millele on raske vastata: mis on arv ja
mida moista punkti all?

Need kiisimused kuuluvad niinimetatud geomeet-
ria alustesse ja arvude aksiomaatikasse. Hiljem,
teistes meie viljaannetes vaatleme neid kiisimusi
veidi iiksikasjalikumalt.

Vaatamata sellele et kiisimus punkti
asukoha méddramisest sirgel on dirmiselt
lihtne, on vaja seda siigavalt moista, et
harjuda arvudevahelistes seostes nagema
geomeetrilisi seoseid ja vastupidi.

Kontrollige ennast.

Kui te oigesti moistsite § 1, siis tulete
raskuseta toime teile esitatavate harjutus-
tega. Kui te aga harjutusi ei suuda lahen-
dada, siis see tdhendab, et jitsite midagi
vahele voi ei saanud aru. Sel juhul p6or-
?#'Jge tagasi ja lugege see paragrahv uuesti
abi.

Harjutused

1. a) Joonistage arvteljele punktid

A(—2), B(), K(0).

b) Joonistage arvteljele punkt M(2).
Leidke arvteljel kaks punkti A ja B, mis
asuvad punktist M kolme iihiku kaugusel.
Millega vorduvad punktide A ja B koordi-
naadid?

2. a) On teada, et punkt A (a) on punk-



tist B(b) paremal'. Milline arv on suurem:
a voi b?

b) Punkte arvteljele joonistamata 6elge,
kumb punktidest on paremal: A(—3)
voi B(—4), A(3) voi B(4), A(—3) voi
B(4), A(3) voi B(—4)?

3. Kumb punktidest on paremal: A(a)
voi B(—a)? (Vastus. Ei tea. Kui a on posi-
tiivne arv, siis A on punktist B paremal,
kui aga a on negatiivne arv, siis B on
punktist A paremal).

4. Moelge, kumb punktidest on paremal:
a) M(x) voi M(2x); b) A(c) voi B(c+2);
c¢) A(x) voi B(x—a); (Vastus. Kui a on
suurem nullist, siis on paremal A;kui a on
viiksem nullist, siis on paremal B. Kui
a =0, siis A ja B iihtivad.) d) . A(x) voi
B (x2),

5. Joonistage arvteljele punktid A(—5)
ja B(7). Leidke loigu AB keskpunkti
koordinaadid.

6. Mirkige arvteljel punase pliiatsiga
punktid, mille koordinaadid on: a) téis-
arvud; b) positiivsed arvud.

7. Mirkige arvteljel koik punktid x, mille
puhul:  a).x<;2; b) .x.25;.e).2<<Xx< 5;

d) —34 <x<0.

2. Arvu absoluutvaartus

Arvu x absoluutvddrtuseks (voi arvu x
mooduliks) nimetatakse punkti A(x) kau-
gust koordinaatide alguspunktist.

Arvu x moodulit tdhistatakse piistkriip-
sukestega: |x| — x moodul.

R 5 % o
Niiteks, |—3| = 3, |Tl git

1 Siin ja edaspidi eeldatakse, et telg on horison-
taalne ning positiivseks suunaks on suund vasakult
paremale.




/A

Siit jareldub, et
kui x>0, siis x| = x,
kui x <0, siis Jx| = —x,
kui x =0, siis |x] = 0.
Kuna punktid a ja —a asetsevad vord-
setel kaugustel koordinaatide alguspunk-

tist, siis arvude a ja —a absoluutvairtu-
sed on vordsed: |a| = |—al.

Harjutused

1. Millised véaartused voivad olla aval-
disel B2

2. Kuidas kirjutada mooduli maérgita
avaldised: a) |a?; b) Ja—b], kui a>b;
¢) la—b], kui a<<b; d) |—a|, kui a on
negatiivne arv?

3. On teada, et |x— 3| = x—3. Missu-
gune voib olla x?

4. Kus kohal arvteljel asuvad punktid x,
mille korral

a) |x]=2; b) |x|>3?

Lahendus. Kui x on positiivne arv, siis
|| = x, jarelikult x>3? Kui x on nega-
tilvne arv, siis |x|] = —x; siis vorratusest
—x >3 jéreldub, et x < —3. (Vastus. Koik
punktid, mis asetsevad punktist —3 vasa-
kul, ja koik punktid, mis asetsevad punk-
tist 3 paremal. Selle vastuse voime saada
*iiremini, kui arvestada, et |x| on punkti x
kaugus koordinaatide alguspunktist. Siis
on selge, et otsitavad punktid asuvad
koordinaatide alguspunktist kaugusel, mis
on suurem kui 3. Vastuse saame jooni-
selt.)

c) |x}<5; d) 3<<|x]<5?

e) Ndidake, kus asuvad punktid, mille
korral

fe—2|=2—x.

5. Lahendage vorrandid: a) |x —2| = 3;
b) |x + 1| + |x + 2} = 1. (Vastus. Vorrandil
on lopmata palju lahendeid: koikide lahen-
dite hulk tdidab loigu —2 < x < —1, s. o.
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vorrandit rahuldab iga suvaline arv, mis
on suurem voi vordne kui —2 ja vdiksem
voi vordne kui —1.)

3. Kahe punkti vaheline kaugus

Alustame harjutusest. Leidke punktide
a) A(—=7)  ja B(—2),

1 ;
b) A(—3) ja B(—9)

vaheline kaugus. Nende {ilesannete lahen-
damine on lihtne, kuna punktide koordi-
naatide jargi saame médérata, milline punkt
on parempoolne, milline vasakpoolne, kui-
das asuvad punktid koordinaatide algus-
punkti suhtes jne. Seda teades on ‘aga
* tédiesti lihtne moista, kuidas arvutatakse
" otsitav vahemaa.

Niiiid teeme teile ettepaneku tuletada
arvtelje kahe punkti vahelise kauguse iild-
valem, s. o. lahendada jargmine {ilesanne.

Ulesanne. On antud punktid A(x,)
ja B(xp). Leida nende punktide vaheline
kaugus'.

Lahendus. Kuna niiid punktide
koordinaatide konkreetsed véddrtused on
tundmatud, siis on wvaja ldbi vaadata
kolme punkti A, B ja O (koordinaatide
alguspunkt) vastastikuse asetuse koikvoi-
malikud juhud.

Selliseid juhte on kuus. Koigepealt vaat-
leme juhte, kus B on punktist A paremal.
Selliseid juhte on 3 (joon. 3, a, b, ¢).

Esimesel neist (joon. 3,a) on punktide-
vaheline kaugus (A4, B) vordne punktide
B ja A kauguste vahega koordinaatide
alguspunktist. Kuna sel juhul x; ja x, on
positiivsed, siis

Q(A,B) ey £ e 3T

! Harilikult kasutatakse kauguse tahistamiseks
kreeka tahte o («roo»). Avaldis (A4, B) téhistab
punktide A ja B vahelist kaugust

11



a)

5) "

c) .

8 A
0

Joon. 4

Teisel juhul (joon. 3,86) on punktide-
vaheline kaugus vordne punktide B ja A
kauguste summaga koordinaatide algus-
punktist, s. o. endiselt

0(4,B) = xo— x4,
kuna sel juhul x, on positiivne ja x; nega-
tiivne.

Néidake, et ka kolmandal juhul (joon.
3,c¢) maadratakse punktidevaheline kaugus
sama valemiga.

Ulejddanud kolm juhtu (joon. 4) erine-
vad ldbivaadatuist vaid selle poolest, et
punktid A ja B on vahetanud oma osad.
Iga juhu korral voib aga kontrollida, et
punktide A ja B vaheline kaugus on méaa-
ratav valemiga

0(A,B) = x; — Xo. -

Seega koigil juhtudel, kui x:>x;, on
punktidevaheline kaugus o(A,B) vordne
X9 — X, ja koigil juhtudel, kui x; > x,, on
see kaugus vordne x;— x;. Meenutades
mooduli definitsiooni, voime punktidevahe-
lise kauguse kirjutada iihtse valemina, mis
on sobiv k(')i%il kuuel juhul:

0(A4, B) = |xo— xy|.
Soovi korral voib selle valemi esitada ka
kujul

Q(A’B) 2 le '—x2|'
Kui olla pedant, siis on vaja ldbi vaadata
veel juht, mil x; = xy, s.0. kui punktid A4 ja
“B langevad kokku. On selge, et sel juhul

Q(A,B) o le"_xll.

Seega on piistitatud iilesanne lahenda-
tud téaielikult.

Harjutused

1. Markige arvteljel punktid x, mille
korral a) g(x,7) <3;b) [x—2|>1;¢) |x+
+3| = 3.

2. Arvteljel on antud kaks punkti A (x;)
ja B(xg). Leida loigu AB keskpunkti koor-
dinaadid. (Mdrkus. Selle {ilesande lahen-
damisel peate ldbi vaatama punktide A

12



ja B koik voimalikud asetused arvteljel
voi kirjutama lahendi, mis sobib korraga
koigi juhtude jaoks.)

3. Leida arvteljel sellise punkti koordi-
naadid, mis asub punktile A(—9) kolm
korda ldhemal kui punktile B(—3).

4. Lahendage niiiid alapunkti 2 harju-
tuse 5 vorrandid a) ja b), kasutades kahe
punkti vahelise kauguse moistet.

5. Lahendage jargmised vorrandid:

a) x+3|+x—1]=5;
b) x+3|+x—1]=4
¢) x+ 3+ x—1]=3;
d) |x+3|—|x—1}=5;
e) x +3|—px—1]=4;
fy x+3—x—1}=3.

§ 2. Punkti koordinaadid tasandil

4. Koordinaattasand

Et maidrata punkti koordinaate tasandil,
tombame sel tasandil kaks teineteisega
ristuvat arvtelge. Uht telgedest nimeta-
takse abstsissteljeks ehk x-teljeks, teist
ordinaatteljeks ehk y-teljeks.

Telgede suunad valitakse tavaliselt nii,
et x ja y positiivsed poolteljed iihtiksid, kui
poorata x-telge 90° vorra vastu kellaosuti
liikumise suunda (joon. 5). Telgede loike-
punkti nimetatakse koordinaatide algus-
punktiks ja tiédhistatakse tdhega O. See
punkt on ldahtepunktiks molemale teljele x
ja y. Mootkava iihik neil telgedel valitakse
reeglina iihesugune.

Votame tasandil mingi punkti M ja tom-
bame sellest punktist x- ja y-teljele rist-
sirge (joon. 6). Nende ristsirgete ja tel-
gede loikepunkte M, ja M, nimetatakse
punkti M projektsioonideks koordinaattel-
gedel.

13
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Punkt M, on x-teljel, mistottu wvastab
talle kindel arv x — tema koordinaat sel-
lel teljel. Tépselt samuti vastab punk-
tile M, kindel arv y — tema koordinaat
y-teljel.

Seega seatakse tasandil igale punktile M
vastavusse kaks arvu x ja y, mida nimeta-
takse punkti M ristkoordinaatideks. Arvu x
nimetatakse punkti M abstsissiks, arvu y
aga ordinaadiks.

Vastupidi, igale kahele arvule x ja y
voime seada vastavusse tasandi mingi
punkti, mille abstsissiks on x ja ordinaa-
diks y.

Niiiid on kindlaks tehtud {iksiihene vas-
tavus! tasandi punktide ja arvupaaride x
ja y vahel, mis jargnevad kindlas jarjekor-
ras (esmalt x, seejarel y).

Seega nimetatakse tasandi punkti rist-
koordinaatideks selle punkti projektsioo-
nide koordinaate koordinaattelgedel.

Punkti M koordinaadid kirjutatakse
tavaliselt jargmiselt: M(x,y). Esimesele
kohale kirjutatakse abstsiss, teisele ordi-
naat. Monikord o6eldakse lithiduse mottes
«punkt koordinaatidega (3, —8)» asemel
«punkt (3, —8)».

Koordinaatteljed jaotavad tasandi nel-
jaks veerandiks (kvadrandiks). Esimeseks
“veerandiks loetakse x positiivse pooltelje
ja y positiivse pooltelje vahelist tasandi
osa. Edasi nummerdatakse veerandid
jérjekorras vastupidiselt kellaosuti liiku-
mise suunale (joon. 7).

Et harjuda koordinaatidega tasandil,
tehke moned harjutused.

! Uksithene vastavus tasandi punktide ja arvu-
paaride vahel on vastavus, mille korral igale punk-
tile vastab iiks kindel arvupaar ja igale arvupaa-
rile iiks kindel punkt, kusjuures erinevatele punkti-
dele vastavad ecrinevad arvupaarid.

14



Harj'utused

Koigepealt esitame teile moned lihtsad
iillesanded.

1. Millised tédhed on siin Sifreeritud?
{6, 2),.(9, 2},.(12, 1), (12, 0), (11.—-2),
(97 —'2)v (4v _2)' (2’ _l)v (1’ 1)‘ (—11 l),
1—2,0), (7,1), (2, 1), (5,2), (50), (9, 1),
(10, —2), (9, —1), (7, 0), (2, 2), (—2, 2),
{2, 1) R =1),T0, U0), (4,90, (2, =2),
(4* )9 (12’ —1)7 (12’ —2)v (llv 3)v
(7, 2) (4 0) (9 0), (4, 2), (10, 3),

—2).

7

2. Punkti A(l, —3) konstrueerimata
oelge, millises veerandis see punkt aset-
seb.

3. Millistes veerandites voib punkt aset-
,seda, kui tema abstsiss on positiivne?

4. Missuguste markidega on teise vee-
- randi punktide koordinaadid? kolmanda
veerandi punktide koordinaadid? neljanda
veerandi punktide koordinaadid?

5. x-teljel on voetud punkt koordinaa-
diga —5. Missugused on tema koordinaa-
did tasandil? (Vastus. Abstsiss on —5,
ordinaat 0.)

Ja veidi raskemad iilesanded.

6. Joonestage punktid A(4, 1), B(3,5),
C(—1,4) ja D(0,0). Kui joonestasite
need punktid oigesti, siis saite ruudu
tipud. Missugune on selle ruudu kiilje pik-
kus? pindala!? Leidke ruudu kiilgede kesk-
punktide koordinaadid. Kas te ei saaks
toestada, et ABCD on ruut? Leidke veel
neli punkti (ndidake nende koordinaadid)
nii, et need oleksid ruudu tippudeks.

7. Joonestage korrapdrane kuusnurk
ABCDEF. Votke punkt A koordinaatide
alguspunktiks, abstsisstelg suunake punk-
tist A punkti B, mootkava ihikuks votke

! Pindala mooduiihikuks valime ruudu pindala,
mille kiilg on vordne mdotkava iihikuga telgedel.
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Joon. 8

16ik AB. Leidke selle kuusnurga koigi tip-
pude koordinaadid. Mitu lahendit on iiles-
andel?

8. Tasandil on antud punktid A(0,0),
B(xy, y1) ja D(xs, y2). Missugused peavad
olema punkti C koordinaadid, et nelinurk
ABCD oleks roopkiilik?

5. Koordinaatidevahelised seosed

Kui on teada punkti molemad koordi-
naadid, siis on tema asend tasandil téie-
likult méaadratud. Mida voib Gelda punkti
asendi kohta, kui on teada ainult iiks tema
koordinaatidest? Néiteks: kus asuvad koik
punktid, mille abstsiss on 3? Kus asuvad
koik punktid, mille {iks koordinaat (kuid
milline, ei tea) on 3?

Kahest koordinaadist iihe etteandmine
méédrab iildiselt 6eldes mingi joone. Sel-
lel faktil pohineb isegi Jules Verne'i
romaani «Kapten Granti lapsed» siiZee.
Raamatu kangelased teadsid ainult iiht
laevahuku koordinaatidest (laiust), mis-
tottu (selleks et 14bi kdia koik voimalikud
kohad) nad olid sunnitud rdndama iimber
maakera modda paralleeli — méoda joont,
mille iga punkti laius oli 37°11".

Koordinaatidevahelised seosed maééra-
vad koige sagedamini mitte iihe punkti,

* vaid teatava hulga (kogumi) punkte.

Niiteks, kui méarkida é&ra koik punktid,
mille abstsiss on vordne ordinaadiga,
s. 0. punktid, mille koordinaadid rahulda-
vad vorrandit

X =y,
siis saame sirge — esimese ja kolmanda

. veerandi poolitaja (joon. 8).

Mbnikord oeldakse «punktide hulk» ase-
mel «punktide geomeetriline koht». Nai-
teks, nende punktide geomeetriline koht,
mille koordinaadid rahuldavad seost x = y,
on (nagu me isja iitlesime) esimese ja kol-
manda veerandi poolitaja.

16



Ei maksa aga moelda, et igasugune
koordinaatidevaheline seos méarab tingi-
mata joone tasandil. Te voite néditeks ker-
gesti veenduda, et seos x2 + y? = 0 médrab
ttheainsa punkti — koordinaatide algus-

unkti. Seost x2+ y? = —1 ei rahulda aga '
thegi punkti koordinaadid tasandil (ta
maidrab niinimetatud «tiithja» hulga).

Seos

e PR y2 )
méaédrab tasandil {ihe paari ristuvaid sir-
geid (joon. 9). Seos x2— y?>0 mairab
aga terve piirkonna (joon. 10).

Harjutused

1. Selgitage, millised punktihulgad méaa-
,ratakse alljargnevate seostega:

a) x| = lyl;
I fa
b) Wr="1"
c) Id+x=1ly|+ y;
d) [x] = [y];!

e) x—[x]1=y—I[y];

f) x—[x]1>y—1[yl. (Vastus iiles- joon. 10
andele 1f on antud joonisega lk. 67.)

2. Sirge tee eraldab heinamaa pollust.

Jalakiija liigub mdoda teed kiirusega 5,
modda heinamaad kiirusega ‘lkhﬂ , modda

poldu kiirusega 31%. Algmomendil seisab

jalakdija teel. Joonistage piirkond, mis
koosneb neist punktidest, kuhu jalakéija
voib sattuda iithe tunni moddudes.

3. Tasand jaotatakse koordinaattelge-
dega neljaks veerandiks. Mooda [ ja III
veerandit (koordinaatteljed kaasa arva-

! Siimboliga [x] tdhistatakse arvu x tdisosa, s.o.
suurimat tdisarvu, mis ei iileta arvu x. Naiteks,
[3;5] =3; {b] =5, }—28) = —3.

2 Koordinaatide meetod 17



tud) saab liikuda kiirusega a, médda Il ja
IV veerandit (koordinaatteljed valja arva-
tud) aga kiirusega b. Joonistage punktide
hulk, kuhu voib koordinaatide alguspunk-
tist sattuda teatud aja moodudes, kui see-
juures:

a) kiirus a on kaks korda suurem kui
kiirus b,

b) kiiruste vahel kehtib seos

a=bJ2.

6. Kahe punkti vaheline kaugus

Me oskame niitid teiega rddkida punk-
tidest arvude keeles. Naditeks pole meil
enam vaja selgitada: votke punkt, mis
asub y-teljest kolme iihiku vorra paremal
ja x-teljest viie ithiku vorra allpool. Piisab,
kui lihtsalt 6elda: votke punkt (3, —5).

Me juba mainisime, et see loob teatud
eelised. Nii voime telegraafi teel edasi
anda punktidest koostatud joonise, selle
teatavaks teha arvutusmasinale, mis {ildse
ei moista jooniseid, arve aga hasti.

Eelmises punktis andsime arvudevahe-
liste seoste abil moningad punktihulgad
tasandil. Niiiid proovime jark-jargult tol-
kida arvude keelde teised geomeetrilised
» moisted ja faktid.

Alustame lihtsast ja tavalisest iiles-
andest: leida tasandi kahe punkti vaheline
kaugus.

Nagu alati, eeldame, et punktid on antud
oma koordinaatidega. Siis seisneb meie
iilesanne selles, et leida reegel, mille poh-
jal saab punktide koordinaatide jargi leida
punktidevaheline kaugus. Selle reegli tule-
tamisel on muidugi lubatud kasutada joo-
nise abi, kuid reegel ise ei tohi sisaldada
mitte mingisuguseid viiteid joonisele, vaid
ta peab ainult néditama, milliseid tehteid
ja millises jdrjekorras on vaja teha antud
arvudega (punktide koordinaatidega), et
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saada otsitav arv (punktidevaheline kau-
us).

% Voib-olla ndib monele lugejale see ldhe-
nemisviis iilesande lahendamiseks imeli-
kuna ja kunstlikuna. Mis on lihtsam, iitle-
vad nad, punktid on antud, olgu kas voi
koordinaatidega. Joonestage need punktid,
votke joonlaud ja mootke nendevaheline
kaugus.

See moodus polegi monikord nii halb.
Kuid kujutage endale ette, et teil on tege-
mist arvutusmasinaga. Selles ei ole joon-
lauda ja ta ei joonesta, arvutada aga oskab
ta niivord kiiresti!, et see ei tekita talle
mingit probleemi. Pange tdhele, et meie
iilesanne on pistitatud nii, et punktide-
vahelise kauguse arvutamise reegel koos-

. neks kaskudest, mida masin on voimeline

~

tditma.

Piistitatud {ilesannet on parem esialgu
lahendada erijuhul, kui iiks antud punkti-
dest asub koordinaatide alguspunktis.
Alustage moningaist arvulistest néidetest.
Leidke punktide (12,5); (—3, 15) ja
(—4, —7) kaugus koordinaatide algus-
punktist.

Nouanne. Kasutage Pythagorase teo-
reemi.

Niiiid kirjutage véilja {ildine valem
punkti kauguse leidmiseks koordinaatide
alguspunktist.

Vastus. Punkti M(x,y) kaugus koordi-
naatide alguspunktist méaratakse vale-
miga

(O, M) =]+ y2 .

Ilmselt selle valemiga antud reegel
rahuldab eespool piistitatud noudeid. Eriti
voib teda kasutada arvutamisel masina-
tega, mis on voimelised arve korrutama,
neid liitma ja siis ruutjuuri leidma.

Niiiid lahendame {ildise iilesande.

! Kaasaegne arvutusmasin teeb kiimneid tuhan-
deid liitmis- ja korrutamistehteid sekundis.
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Joon. 11

A |

Ulesanne. On antud tasandi kaks
punkti A(x,,y,) ja B(xs, ys). Leida nende
punktide vaheline kaugus o(4, B).

Lahendus. Téhistame tdhtedega A,
By, Ay, By (joon. 11) punktide A ja B pro-
jektsioonid koordinaattelgedel. Sirgete AA;
ja BB, loikepunkti tdhistame tdhega C.
Tdisnurksest kolmnurgast ABC saame
Pythagorase teoreemi pohjal!

0’(A4, B) = ¢*(4,C) + ¢*(B, (). (*)
Kuid 16igu AC pikkus on vordne 16igu A2B.
pikkusega. Punktid A, ja B, asuvad y-teljel
ja nende koordinaadid on vastavalt y, ja yo.
Punktis 3 saadud valemi pohjal on nende-
vaheline kaugus |y; — y|.

Analoogiliselt arutledes saame, et 16igu
BC pikkus on |x; — xs|. Asendades leitud
AC ja BC vairtused valemisse (*), saame

0*(A,B) = (x1—x3)2 4+ (y1 —y2)>

Seega leitakse punktide A(x;,y,) ja
B (x9, y2) vaheline kaugus o(A4, B) valemist

(A, B) =J (X1 —x2)% + (y1—y2)*

Mirgime, et koik meie arutlused kehtivad
mitte ainult joonisel 11 toodud punktide

asetuse korral, vaid ka iga teise asetuse
puhul.

! Siimboliga ¢?(A, B) tdhistame kauguse o(A4, B)
gruudu.

? Me kasutame asjaolu, et

. VE=l
(moeldakse juure aritmeetilist vdédrtust). Selle reegli
chatipne kasutamine (monikord loetakse ekslikult,

et Jx2=x) voib viia ebadigetele jireldustele. Nii-

teks toome jdrelduste ahela, mis sisaldab seda liiki

ebatdpsuse, ja teeme teile ettepaneku avastada see:
peors e 4506 = ] —-3—}—_2—:4—6—%— e

(-4 2=V -
: V(Q__g_)z_ﬂ_g_:_ o e S W
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Tehke joonis (vottes néditeks punkti A
esimeses veerandis, punkti B aga teises) ja
veenduge et koiki arutlusi voib sona-sonalt
korrata, isegi punktide téhistusi pole vaja
muuta.

Mairgime veel, et punktis 3 leitud valem,
anis valjendab punktidevahelist kaugust
sirgel (vt. 1k. 11), voib kirjutada analoo-
gilisel kujul (vt. allmérkus 2, 1k. 20):

e(4,B) = (% —x5)2.

Harjutused

1. Tasandil on antud kolm punkti
A(3,—6), B(—2,4) jaC(1,—2). Toestada,
et need kolm punkti asuvad iihel sirgel.
‘(Nouanne. Niidake, et «kolmnurga» ABC
* iiks kiilgedest on vordne kahe teise kiilje
summaga.)

2. Kasutage punktidevahelise kauguse
valemit, et toestada teile tuntud teoreemi:
roopkiiliku kiilgede ruutude summa on
vordne diagonaalide ruutude summaga.
(Nouanne. Votke iiks roopkiiliku tippudest
koordinaatide alguspunktiks ja kasutage
punkti 4 iilesande 3 tulemusi. Te néete, et
teoreemi toestus taandub lihtsa algebralise
samasuse kontrollile. Millise?)

3. Toestage koordinaatide meetodi abil
jargmine teoreem: kui ABCD on ristkiilik,
siis iga suvalise punkti M korral kehtib
vordsus AM?2 + CM?2 = BM2 + DM?. Kui-
das on kasulik paigutada koordinaatteljed?

7. Kujundite esitamine

Punktis 5 toime mitu nédidet koordinaa-
tidevahelistest seostest, mis maéddravad
teatud kujundid tasandil. Opime veel veidi
geomeetriliste kujundite esitamist arvude-
vaheliste seoste abil.

Kuna me vaatleme iga kujundit kui
punktide hulka, millest ta koosneb, siis
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Misy

Joon. 12

P

kujundi esitamine tdhendab anda meetod,
mille jdrgi oleks voimalik teada saada, kas

"~ see voi teine punkt kuulub vaadeldavale

kujundile voi mitte.

Et leida selline meetod néiteks ringjoone
tarvis, kasutame definitsiooni ringjoonest
kui punktide hulgast, mille kaugus min-

_. gist punktist C (ringjoone keskpunktist)

0 x
)\Cy

on vordne arvuga R (raadiusega). Tdhen-
dab, et punkt M(x,y) (joon. 12) oleks ring-
joonel keskpunktiga C(a, b), on tarvilik ja
piisav, et o(M,C) oleks vordne raadiu-
sega R.

Tuletame meelde, et punktidevaheline
kaugus méaaratakse valemi jargi

e(A,B) = (xi —x2)2 + (y1 — 1)~

Jarelikult, tingimus selleks, et punkt
M(x, y) asuks ringjoonel keskpunktiga
C(a, b) ja raadiusega R, vdljendub seosega
Vx=a)2+ (y—b)2=R, mille vdib
timber kirjutada kujul:

(x—a)2+ (y—b)? =R (4)

Seega, et leida, kas mingi punkt asub
antud ringjoonel, on vaja kontrollida, kas
selle punkti korral on rahuldatud seos (A).
Selleks on vaja asendada seoses (A) x ja
y vaadeldava punkti koordinaatidega. Kui
saame samasuse, siis punkt asub ringjoo-

“nel, vastasel juhul aga see punkt ei asu

sellel ringjoonel. Seega, teades vorran-
dit (A), voime tasandi iga punkti kohta
oelda, kas ta asub antud ringjoonel voi
mitte. Seepdrast nimetatakse vorrandit (A)
ringjoone vorrandiks keskpunktiga C(a, b)
ja raadiusega R.

Harjutused

1. Kirjutage ringjoone vorrand, kui ring-
joone keskpunkt on C(—2,3) ja raadius 5.
Kas see ringjoon ldbib punkti (2, —1)?
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2. Ndidake, et vorrand

x2+2x4+y?=0
madrab tasandil mingi ringjoone. Leidke
selle ringjoone keskpunkt ja raadius.

(Nouanne. Esitage vorrand kujul

(x2 + 2x + l) + y?2=1 ehk

(x+1)24+y2=1))

3 Millise punktide hulga méirab seos

x24+ y2< 4x + 4y?

(Lahendus. Kirjutame selle vorratuse
kujul

X2—4x+4+y?—4y+4<8
ehk

(x—2)2+ (y—2)2<8

Nagu nédhtub saadud vorratusest, on
otsitava hulga iga punkti kaugus punktist
. (2, 2) viiksem voi vordne kui V8. Ilmselt
* seda tingimust rahuldavad punktid tdida-
vad ringi, mille raadius on ]/8 ja kesk-
punkt on (2, 2). Kuna seoses on lubatud
vordus, siis ka ringi rajajoon kuulub otsi-
tavasse hulka.)

Me veendusime selles, et ringjoont
tasandil saab esitada teatava vorrandi abil.
Samal viisil saame esitada ka teisi jooni,
ainult et vorrandid ndevad muidugi vilja
teistsugused.

Eespool nimetasime (vt. 1k. 17), et vor-
rand x2— y? = 0 esitab sirgete paari. Pea-
tume sellel veidi iksikasjalikumalt. Kui
x2—y?=0, siis x2=y? ja jarelikult
lx] = |y| Vastup1d1 kui |x| = Jy], siis x2—
— y? = 0; seega on need seosed samavéar-
sed. Kuid punkti abstsissi absoluutvéartus
on ju punkti kaugus y-teljest ja punkti
ordinaadi absoluutvddrtus — punkti kau-
gus x-teljest. Tdhendab, punktid, mille kor-
ral |x] = |y|, asuvad koik vordsel kaugusel
koordinaattelgedest, s. 0. asuvad nende tel-
gede poolt moodustatud nurkade poolita-
jail. On selge ka vastupidine, et nende
kummagi nurgapoolitaja suvalise punkti
koordinaadid rahuldavad seost. x2= y2.
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Joon. 14

Seepérast nimetame vorrandit x2—y? =0
nende nurgapoolitajate iihiseks vorrandiks.

Te muidugi teate veel teisi néiteid joonte
esitamisest vorrandite abil. Néiteks, vor-
randit y = x? rahuldavad tipuga koordinaa-
tide alguspunktis asuva parabooli koik
punktid ja ainult selle parabooli punktid.
Vorrandit y = x2 nimetatakse selle para-
booli vorrandiks.

Uldiselt nimetatakse mingi joone vor-
randiks vorrandit, mis muutub iga kord
samasuseks, kui x ja y asemele panna
selle joone suvalise punkti koordinaadid,
ja mis pole rahuldatud, kui x ja y asemele
panna sellel joonel mitte asuva punkti
koordinaadid.

Niiteks, kui me isegi ei tea, millise joone
esitab vorrand

(FE Py i=ab3 (*)
voime siiski 6elda, et see joon ldbib koor-
dinaatide alguspunkti, kuna arvud (0, 0)
rahuldavad antud vorrandit, punkt (1, 1)
aga ei asu sellel koveral, sest (12 + 12+
+ 1)2.% 12 + 12

Kui teid huvitab, missugune néeb valja
selle vorrandiga esitatud kover, vaadake
joonist 13. Seda koverat nimetatakse
kardioidiks, sest tal on siidame kuju.

Nii et kui arvutusmasin voiks tunda
siimpaatiat kellegi vastu, siis toenéoliselt
annaks ta tollele vorrandina esitatud
siidame joonise, voib-olla aga kingiks ta
matemaatilise «lillekimbu» — joonisel 14
kujutatud koverate vorrandid. Nagu néete,
on need koverad toepoolest sarnased lille-
dega. Nende matemaatiliste lillede vorran-
did esitame teile hiljem, kui tutvute teist
liiki koordinaatidega, nn. polaarkoordinaa-
tidega.
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8. Alustame llesannete lahendamist

Tolkides geomeetrilised moisted koordi-
naatide keelde, saame voimaluse geomeet-
riliste iilesannete asemel vaadelda algeb-
ralisi. Osutub, et pérast sellist tolkimist
taandub suurem osa sirgete ja ringjoon-
tega seotud iilesandeid esimese ja teise
astme vorranditele, selliste vorrandite
lahendamiseks on aga olemas lihtsad {ild-
valemid. (Peab mérkima, et XVII sajan-
diks, kui voeti kasutusele koordinaatide
meetod, oli algebraliste vorrandite lahen-
damisel saavutatud kiillalt korge tase.
Selleks ajaks olid matemaatikud oppinud
lahendama néiteks mistahes kolmanda ja
neljanda astme vorrandeid. Seepédrast
.prantsuse teadlane R. Descartes, kes oli
‘koordinaatide meetodi looja, iitles: «Ma
~ lahendasin koik {ilesanded», moeldes selle
all tolle aja geomeetrilisi iilesandeid.)

Toome lihtsa néite geomeetriliste iiles-
annete taandamisest algebralistele.

Ulesanne. On antud kolmnurk ABC;
leida selle kolmnurga i{imberringjoone
keskpunkt.

Lahendus. Votame punkti A koordi-
naatide alguspunktiks, abstsisstelje suu-
name punktist A punkti B. Siis punkti B
koordinaadid on (¢, 0), kus ¢ on loigu AB
pikkus. Olgu punkti C koordinaadid (g, k)
ja otsitava ringjoone keskpunkti koordi-
naadid (a,b). Téahistame ringjoone raa-
diuse tdhega R. Kirjutame koordinaate
kasutades, et punktid A(0,0), B(c,0) ja
C(g, h) asuvad otsitaval ringjoonel:

a2 =8 b2 = R2,

(C__a)2 - b2 — R2,

(9—a)?+ (h—b)2=R2

Igaiitks neist tingimustest véljendab
fakti, et punktide A(0,0), B(c0) ja
C(g,h) kaugus ringjoone keskpunktist
(a,b) on vordne raadiusega. Neid tingi-
musi on lihtne saada ka otsitava ringjoone
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vorrandist, kui see valja kirjutada (ring-
joone keskpunkt on punktis (a, b) ja raa-
dius on R), s. o.

{2 @) 6 LY —D)t = RS,
ja seejarel selles vorrandis x ja y asemele
asetada punktide A, B ja C koordinaadid.

See kolme vorrandi ja kolme tundma-
tuga vorrandisiisteem on kergesti lahen-
duv ja me saame: ;

Peu gl 2h

R _V(@+r)(g—c)’+h]

2h &

Ulesanne on lahendatud, kuna oleme
leidnud keskpunkti koordinaadid.!

Miérgime, et iihtlasi saime valemi kolm-
nurga timberringjoone raadiuse arvutami-
seks. Seda valemit voib lihtsustada, arves-
tades, et]/q? + k2 = o (A, C),J(g — c)*+ 2=
=0(B,C) ja arv h on vordne kolm-
nurga ABC tipust C tommatud korgusega.
Kui tdhistada kolmnurga kiilgede BC ja AC
pikkused vastavalt tihtedega a ja b, siis
raadiuse valem omandab lihtsa ja mugava
kuju:

e |
R e
Voib veel markida, et hc = 28, kus S on

kolmnurga ABC pindala, ja siis kirjutada
saadud valem timber kujul:

o labe
R=5%.

Niiiid tahame teile ndidata {ilesannet,
mis on huvitav selle poolest, et tema geo-
meetriline lahendamine on kiillaltki raske;
kui aga tolkida ta koordinaatide keelde,
siis iilesande lahendamine muutub téiesti
lihtsaks.

¢ b:qz-%h’—cq

I Pange tédhele, et selle iilesande lahendamisel
me ei kasutanud joonist.
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Ulesanne. Tasandil on antud punktid
A ja B; leida punktist A kaks korda kauge-
mal kui punktist B asetsevate punktide M
geomeetriline koht.

Lahendus. Valime koordmaatlde siis-
~ teemi tasandil nii, et koordinaatide algus-
-punkt langeks punkti A ja abstsisside posi-
tiivne pooltelg ldheks modda 16iku AB.
Mootkava iihikuks votame loigu AB.
Punkti A koordinaadid on siis (0, 0) ja
punkti B koordinaadid (1, 0). Punkti M
koordinaadid tdhistame (x,y). Tingimuse
0(A,M) = 29(B, M) saame kirjutada koor-
dinaatides jargmiselt:

Vee+y=2Vx—1)? + 2
Saime otsitava punktide = geomeetrilise
- koha vorrandi. Et aru saada, millist puhk-
’ tide hulka kirjeldab see vorrand, teisen-
dame teda nii, et see omandaks teile tut-
tava kuju. Tostes vorrandi molemad pooled

ruutu, avades sulud ja koondades sarna-
sed litkmed, saame vorduse

3x2—8x +4+3y2=0.
Selle vorduse voib iimber kirjutada nii:

x?_ix-{-l_ﬁ_ +y2:i

<3 9 9
ehk

(s~ T+ o3

Nagu juba teate, on see vorrand ringjoone
vorrand keskpunktiga punktis (%, 0) ja

raadiusega —;— Seega punktide M geo-

meetriline koht on ringjoon.

Kuna lahendatud iilesande puhul polnud
oluline, et o(A, M) on nimelt kaks korda
suurem kaugusest o(B,M), siis tegelikult
lahendasime palju {ildisema {ilesande.
Nimelt toestasime, et punktide M geomeet-
riline koht, mille kauguste suhe antud
punktidest A ja B on konstantne:
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Joon. 15

oA, M) _ *

o(B, M) k (*)
(k — antud positiivne arv, mis ei vordu
arvuga-l), on ringjoon.!

Et veenduda koordinaatide meetodi
voimsuses, proovige see iilesanne lahen-
dada geomeetriliselt. (Nouanne. Tommake
punktist M kolmnurga AMB sise- ja valis-
nurga poolitaja. Olgu punktid K ja L
nende nurgapoolitajate Io6ikepunktid sir-
gega AB. Toestage, et punktide K ja L
asend ei soltu punkti M valikust otsitaval
punktide geomeetrilisel kohal. Toestage, et
nurk KML on vordne 90°.)

Mirgime, et taolistest tilesannetest oska-
sid jagu saada juba vanad kreeklased.
Selle iilesande geomeetriline lahendus on
antud vana-kreeka matemaatiku Apollo-
niuse (II saj. e.m.a.) traktaadis «Ringi--
dest».

Lahendage niiiid jairgmine {ilesanne.

Leida punktide M geomeetriline koht,
mille kauguste ruutude vahe kahest antud
punktist A ja B on vordne antud suuru-
sega ¢. Missuguste ¢ vairtuste korral on
lilesanne lahenduv?

9. Teised koordinaatide slisteemid

Paralleelselt ristkoordinaadistikuga kasutatakse
tasandil ka teisi koordinaatide siisteeme. Joonisel 15
on kujutatud kaldkoordinaadistik. Jooniselt on néha,
kuidas maédratakse punkti koordinaadid selles siis-
teemis. Moningail juhtumeil osutub vajalikuks votta
koordinaattelgedel erinevad mdéoduiihikud.

On koordinaate, mis veelgi olulisemalt erinevad
ristkoordinaatidest. Selliste koordinaatide néiteks
on polaarkoordinaadid, missuguseid me juba ees-
pool mainisime.

Punkti polaarkoordinaadid tasandil mé&édratakse
jargmiselt.

! Me jitsime korvale juhu k=1. Te kindlasti
teate, et sel juhul geomeetriline koht (*) on sirge
(punkt M on vordsel kaugusel punktidest A ja Bj.
Toestage see analiiiitiliselt.
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Tasandil voetakse arvtelg (joon. 16). Selle telje
koordinaatide alguspunkti (punkti O) nimetatakse
pooluseks, telge ennast aga polaarteljeks. Punkti M
asendi miidramiseks on piisav niidata kaks arvu:
0 — polaarraadius (punkti M kaugus poolusest) ja
¢ — polaarnurk' (pbérdenurk polaarteljest kii-
reni OM). Meie joonisel polaarraadius o= 35 ja

51

polaarraadius ¢ = 225° ehk? e Seega polaar-

koordinaadistikus miiratakse punkti asendid tasan-
dil kahe arvuga, millest iiks néitab punkti asukoha
suunda ja teine kaugust selle punktini. Selline koha
nditamise viis on lihtne ja seda kasutatakse sageli.
Niiteks, et juhatada teed metsas eksinud inimesele,
Geldakse talle: «Pdlenud ménni juurest (poolus)
poérduge itta (suund), minge selles suunas paar
kilomeetrit (kaugus) ja jouategi metsavahi majani
(punkt).»

Kes on oppinud matkasektsioonides, maistab
kergesti, et liikumine asimuudi jérgi pohineb samal
pohimattel.

Ka polaarkoordinaatide abil saab esitada tasan-
#dil mitmesuguseid punktide hulki. Viga lihtne on
nditeks ringjoone vorrand keskpunktiga pooluses.
Kui ringjoone raadius on R, siis ringjoone suvalise
punkti (ja ainult vaadeldava ringjoene punktide)
polaarraadius on samuti R. Tihendab, selle ring-
joone vorrand on

o=R,
kus R on mingi konstantne suurus.

Milline punktide hulk saadakse, kui vaadelda
vorrandit @ = a, kus a on mingi konstantne suurus

1 37
naiteks 5 voi —21) ? Vastus on ilmne: punktid,

! @ — kreeka tiht, loetakse «fii».

? Nurkade ¢ modtmiseks polaarkoordinaadisti-
kus kasutame kraadiméodu korval ka nn. radiaan-
mootu. Viimases voetakse nurga mooduiihikuks
1 radiaan, s. o. kesknurk, mis toetub ringjoone
kaarele, mille pikkus on 1 (eeldatakse, et ringjoone
raadius on 1). Téispodrdele 360° (toetub tervele
ringjoonele) vastab seega radiaanmosdus 2m, sirg-

nurgale 180° vastab m, tidisnurgale 90° vasiﬁab—;L .

)
nurgale 45° vastab —— jne. Radiaan on vordne
180° _ 180° :
i~ 18 %3 i e 57°17'45”. Osutub, et paljude kiisi-
muste puhul (moningatest neist tuleb juttu meie
jargmistes viljaannetes) on radiaanmaot tunduvalt
mugavam kui kraadimoot.
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Joon. 17b

mille jaoks ¢ on konstantne ja vordne a-ga, tdida-
vad kiire, mis viljub poolusest polaartelje suhtes

nurga a all. Niiteks, kui a = PE siis moodustab
kiir polaarteljega ligikaudu 28° nurga!, kui aga
=-§1, siis kiir on suunatud vertikaalselt alla,

s. 0. polaartelje positiivse suuna ja kiire vaheline
nurk on 270°.
Vaatleme veel kahte nédidet. Vorrand
=¢

kujutab teatavat spiraali (joon. 17a). Toepoolest,
@ =0 puhul ka 9=0 (poolus), ¢ kasvamisel ¢
samuti kasvab, nii et punkt, pooreldes timber poo-
luse (vastu kellaosuti liikumise suunda) samal ajal
eemaldub sellest. Teise spiraali kujutab vorrand

1

0=—

(joon. 17b). Siin nullile ldhedase ¢ korral on o
suur, ¢ kasvamisel ¢ kahaneb, suure ¢ puhul o
0 aga vidga viike. Seepdrast ¢ tokestamatul kasva-
misel spiraal nagu kerib ennast punkti O timber.

Koverate vorrandid polaarkoordinaatide siistee-
mis on teile raskesti moistetavad peamiselt sce-
tottu, et te pole veel oppinud trigonomeetriat. Kui
olete aga trigonomeetriaga veidi tuttav, siis proo-
vige moistatada, milliseid punktide hulki kujutavad
seosed:

o =sing, g(cos p 4 sin@) +1=0.

Polaarkoordinaadistik on moningail juhtumeil
mugavam kui ristkoordinaadistik. Vaat kuidas néeb
nditeks vilja kardioidi vorrand polaarkoordinaati-
des (vt. punkt 7):

0=1—sinq.

Kui tunnete veidi trigonomeetriat, siis selle vor-
randi jargi kujutate endale kergemini ette koverat
kui tema ristkoordinaatides antud 'vorrandi jargi.
Ja need ilusad lilled, mis on kujutatud joonisel 14,
antakse lihtsate vorranditega:

0 = sin 5¢ (joon. 14, a)

(0—2)(@—2—Jcos3¢]) =0 (joon. 14, d).

Me pole midagi rddkinud iikstihesest vastavusest
tasandi punktide ja polaarkoordinaatide vahel. See

I Tuletame meelde, et arvu, mis on koordinaa-
diks @, on vaja tolgendada nagu nurga radiaan-

1
modtu (vt. allmarkust 2, 1k. 29). Nurk o radiaani

3x aes 3
on ligikaudu 28°, nurk 5 radiaani on tapselt
2707,
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on seletatav sellega, et sellist iiksiihest vastavust
lihtsalt pole. Toepoolest, kui te lisate nurgale ¢
suvaline taisarv korda 2w (s. o. tdisarv korda 360°),
siis kiire suund ilmselt ei muutu. Teiste sonadega,
punktid polaarkoordinaatidega o, ¢ ning o, ¢ -~
-2 km, kus ¢ >0 ja k& on suvaline tdisarv, iihtivad.
Toome veel iithe ndite, kus puudub iiksithene vas-
tavus.

Sissejuhatuses rddkisime sellest, et joontel voib
madrata koordinaate ja esimeses paragrahvis vaat-
lesimegi koordinaate koige lihtsamal joonel — sir-
gel. Niilid naitame, kuidas saab koordinaate kasu-
tada ringjoonel. Selleks (nagu ka § 1) valime ring-
joonel mingi punkti koordinaatide alguspunktiks
(punkt O joonisel 18). Positiivseks liikumise suu-
naks loeme, nagu tavaliselt, liikumise vastu kella-

osuti poorlemise suunda. Modduithiku ringjoonel

voime samuti valida loomulikul viisil: valime selleks

ringjoone raadiuse. Siis ringjoone punkti M koordi-

naadiks on kaare OM pikkus, mis on voetud mar-

giga pluss, kui liikumine punktist O punkti M toi-
- mub positiivses suunas, ja margiga miinus vastu-
+ pidisel juhul.

Kohe torkab silma nende koordinaatide oluline
erinevus punktide koordinaatidest sirgel: siin pole
iiksiihest vastavust arvude (koordinaatide) ja punk-
tide vahel. On ilmne, et igale arvule vastab iiks
kindel punkt ringjoonel. Olgu néiteks antud arv a.
Et leida sellele vastavat punkti ringjoonel (s. o.
punkti koordinaadiga a), on vaja paigutada ring-
joonele positiivses suunas kaar pikkusega a raadiust,
kui a on positiivne, ja negatiivses suunas, kui a on
negatiivne. Seejuures iihtib nditeks punkt koordinaa-
diga 27t koordinaatide alguspunktiga. Seega punkii
O saame, kui koordinaat on vordne nulliga voi kui
koordinaat on vordne 2m. Seega pole vastupidine
vastavus enam iihene, s. o. ithele ja samale punktile
vastab mitu erinevat arvu. Lihtne on niha, et ring-
joone igale punktile vastab I6pmata hulk arve.!

<

§ 3. Punkti koordinaadid ruumis

10. Koordinaatteljed ja -tasandid

Punkti asendi maaramiseks ruumis on
vaja votta mitte kaks arvtelge (nagu

! Nagu te madrkate, iihtivad siin defineeritud
ringjoone(funkti koordinaadid nurkadega ¢ polaar-
koordinaadistikus, kui viimaseid moota radiaanides.
Seetottu illustreeritakse siin veel kord polaarkoordi-
naatide mitteiihest vastavust.
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tasandi korral), vaid kolm: x-telg — abst-
sisstelg, y-telg — ordinaattelg, z-telg —
aplikaattelg. Need teljed voetakse ldbi iihe
ja sama punkti — koordinaatide algus-
punkti O — nii, et iga kaks telge neist
oleks omavahel risti. Tavaliselt valitakse
telgede suunad selliselt, et z-telje positiivse
pooltelje poolt vaadatuna iihtiks x-telje
positiivne pooltelg y-telje positiivse pool-
teljega, kui poorata x-telge 90° vorra
vastu kellaosuti liikumise suunda (joon.
19). Ruumis on peale koordinaattelgede
otstarbekas vaadelda veel koordinaattasan-
deid, s. o. tasandeid, mis ldbivad kaht min-
git koordinaattelge. Selliseid tasandeid on
kolm (joon. 20):

xy-tasand (labib x- ja y-telge) — punk-
tide (x, y, 0) hulk, kus x ja y on suvalised
arvud;

xz-tasand (ldbib x- ja z-telge) — punk-
tide (x, 0, 2) hulk, kus x ja z on suvalised
arvud;

yz-tasand (ldbib y- ja z-telge) — punk-
tide (0, y, 2) hulk, kus y ja z on suvalised
arvud.

Niitid voib iga ruumipunkti M jaoks
leida kolm arvu x, y ja 2, mis on tema koor-
dinaatideks.

Et leida esimest arvu x, votame labi

* punkti M tasandi, mis on paralleelne

yz-tasandiga (voetud tasand on samaaeg-
selt risti x-teljega). Selle tasandi loike-
punkt x-teljega (punkt M; joonisel 21,a)
madrabki sellel teljel koordinaadi x. Arvux
(punkti M, koordinaat x-teljel) nimeta-
takse punkti M abstsissiks.

Et leida teist koordinaati, voetakse 1dbi
punkti M tasand, mis on paralleelne
xz-tasandiga (risti y-teljega), ja leitakse
y-teljel punkt M, (joon. 21,6). Arvu y
(punkti M, koordinaat y-teljel) nimeta-
takse punkti M ordinaadiks.

Analoogiliselt, vottes 1dbi punkti M
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tasandi, mis on paralleelne xy-tasandiga
(risti z-teljega), leitakse arv z— punkti M,
koordinaat =z-teljel (joon. 21,c¢). Arvu =z
nimetatakse punkti M aplikaadiks.

Nii oleme igale ruumipunktile seadnud
vastavusse kindla arvude kolmiku — tema
-koordinaadid: abstsissi, ordinaadi ja apli-
kaadi. Vastupidi, igale punktide kolmikule
(x, y, 2), mis on antud kindlas jérjekorras
(esiteks x, seejdrel y, siis z), voib seada
vastavusse kindla ruumipunkti M. Selleks
on vaja kasutada kirjeldatud konstrukt-
siooni, alustades seda Ilopust: maérkida
koordinaattelgedel punktid M;, My ja M,
mille koordinaadid neil telgedel on vasta-
valt x, y ja z, ning seejarel votta ldbi
nende punktide tasandid, mis on paralleel-
- sed koordinaattasanditega. Tasandite 16i-
kepunkt ongi otsitavaks punktiks M. On
ilmne, et arvud (x, y, 2) on punkti M
koordinaadid.

Seega on meil kindlaks tehtud iiksiithene vasta-
vus' ruumi punktide ja korrastatud arvukolmikute
(nende punktide koordinaatide) vahel.

Ruumipunkti koordinaate on teil kind-
lasti raskem tundma oOppida kui punkti
koordinaate tasapinnal, sest selleks on vaja
veidi teada ruumigeomeetriat — stereo-
meetriat. Nimelt saavad ruumipunkti koor-
dinaatide moistmiseks vajalikud teadmi-
sed (millistest te kergesti aru saate nende
lihtsuse ja néitlikkuse tottu) stereomeetria
kursuses veidi rangema aluse.

Nii toestatakse stereomeetria kursuses,
et punktid M;, M, ja M3, mis on konstruee-
ritud kui koordinaattelgede loikepunktid
punkti M ladbivate koordinaattasanditega
paralleelsete tasanditega, on punkti M pro-
jektsioonid koordinaattelgedel, s. t. et need
on punktist M koordinaattelgedele tomma-
tud ristsirgete aluspunktideks. Seega voib
ruumipunkti koordinaatidele anda definit-

I Uksiihese vastavuse definitsiooni vt. 1k. 8.
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siooni, mis on analoogiline punkti koordi-
naatide definitsiooniga tasandil, ja nimelt:
ruumipunkti M koordinaatideks nimeta-
takse selle punkti projektsioonide koordi-
naate koordinaattelgedel.

Saab néidata, et paljusid valemeid, mis
me tuletasime tasandilise juhu tarvis, on
vaja ainult veidi muuta, et need kehtiksid
ka ruumilise juhu puhul. Nii arvutatakse
néiteks kaugust kahe punkti A (xy,y),21) ja
B (x9, Yo, 29) vahel valemi jérgi

e(4,B) =

= (xi —x2)2 + (11 —y2)2 + (21— 22)%
(Selle valemi tuletamine on tdiesti sar-
nane analoogilise valemi tuletamisega
tasandi jaoks. Proovige seda tehal!)

Punkti A(x,y,2) kaugus koordinaatide
alguspunktist valjendub valemiga

0(0,4) =) + 2 + 22

Harjutused

1. Votame kaheksa punkti: (1, 1, 1).
(lv l, _1)7 (11 _lv l)v (13 _lv —l)»
(-1, 1, 1), (=I1,1,—=1), (—1,—1,1),
(—1, —1, —1). Milline punkt on koige
kaugemal punktist (1, 1, 1)? Leidke selle
punkti ja punkti (1, 1, 1) vaheline kaugus.
Millised punktid on koige ldahemal punktile

“ (1,1, 1)? Kui kaugel on need punktid

punktist (1, 1, 1)?

2. Joonistage kuup. Votke koordinaattel-
jed valjuvatena kuubi iihest tipust ja
suundugu nad piki kuubi servi. Uhikuks
votke kuubi serv. Téhistage kuubi tipud
tahtedega. A, B, C;i Dy’ Ay By Crividh
(joon. 22).

a) Leidke kuubi tippude koordinaadid.

b) Leidke kiilje CC, keskpunkti koordi-
naadid.

c) Leidke tahu AA,B,B diagonaalide
loikepunkti koordinaadid.

3. Millega on vordne iilesandes 1 antud
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kuubi tipu (0, 0, 0) ja tahu BB,C,C diago-
naalide 16ikepunkti vaheline kaugus?
4. Millised punktidest AL, i08),

I YR Vi L B
ﬁ(%,——%), F( l,%,%)on iilesandes 1

antud kuubi sees, millised véljaspool kuupi?

5. Kirjutage iiles seosed, mida rahulda-
vad iilesandes 1 antud kuubi sees ja tema
pinnal asuvate punktide koordinaadid.

(Vastus. Vaadeldava kuubi sees ja tema
pinnal asuvate punktide koordinaadid
x, y, z voivad omandada arvulisi vadartusi
nullist kuni {iheni (need kaasaarvatult),
s. 0. rahuldavad seoseid:

0<X\l,
0<y <1,
0<z<1)

11. Kujundite esitamine ruumis

Nagu tasandil, nii annavad ka koordi-
naadid ruumis meile voimaluse arvude ja
arvuliste seoste abil esitada mitte ainult
punkte, vaid ka jooni, pindasid ja teisi
punktide hulki. Vaatleme néiteks, milline
punktide hulk saadakse, kui ette anda
ainult kaks koordinaati, kolmas lugeda aga
suvaliseks. Tingimused x = a, y = b, kus
a ja b on antud arvud (nditeks, a =5,
b =4), annavad ruumis sirge, mis on
paralleelne z-teljega (joon. 23). Selle sirge
koigil punktidel on {iks ja sama abstsiss
ning ordinaat. Koordinaat z v6ib oman-
dada suvalisi vdartusi.

Analoogiliselt maadravad tingimused

y==b, z=¢
sirge, mis on paralleelne x-teljega; tingi-
mused

z=c¢, x=a
aga sirge, mis on paralleelne y-teljega.

Milline punktide hulk saadakse, kui ette
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anda ainult iiks koordinaatidest, nditeks
=1?

Vastus selgub jooniselt 24: see on tasand,

mis on paralleelne xy-koordinaattasandiga

(s. 0. tasandiga, mis ldbib x- ja y-telge) ja

on sellest {ihiku kaugusel z-telje positiivsel

poolel.

Vaatleme veel moningaid nditeid, mis
demonstreerivad, kuidas ruumis vorrandite
ja teiste koordinaatidevaheliste seoste abil
saab esitada mitmesuguseid punktihulki.

1. Vaatleme vorrandit

x2+y2+22:R2- (*)
Kuna punkti (x, y, 2) kaugus koordinaa-
tide alguspunktist véljendub avaldisega
Vi + y? + 22, siis on selge, et seos (*),
tolgituna geomeetrilisse keelde, tédhendab,
et seda seost rahuldav punkt koordinaati-
dega (x, y, z) asetseb koordinaatide algus-
punktist kaugusel R. Tdhendab, punktide
hulk, mille jaoks on tdidetud seos (*), on
kera pind e. sfdar keskpunktiga koordinaa-
tide alguspunktis ja raadiusega R.

2. Kus asetsevad punktid, mille koordi-
naadid rahuldavad seost

X pigta 2

Vastus. Kuna antud seos tdhendab, et
punkti (x, y, 2) kaugus koordinaatide
alguspunktist on vdiksem iihikust, siis otsi-
tavaks punktide hulgaks on punktid, mis
asetsevad niisuguse kera sees, mille kesk-
punkt asetseb koordinaatide alguspunktis
ja mille raadius vordub iihikuga.

3. Milline punktide hulk esitatakse vor-
randiga

Vaatleme koigepealt ainult xy-tasandi
punkte, mis rahuldavad seda seost, s. o.
punkte, mille puhul z= 0. Siis antud vor-
rand, nagu me eespool (lk. 22) ndgime, esi-
tab ringjoone, mille keskpunkt on koordi-
naatide alguspunktis ja mille raadius on 1.
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Igal neist punktidest on koordinaat 2
vordne nulliga, koordinaadid x ja y rahul-
davad aga seost (*¥). Naiteks punkt

(%, 4, 0) rahuldab antud vorrandit
o

(joon.25). Seda iiht punkti teades saame
leida 16pmata palju teisi punkte, mis rahul-
davad sedasama vorrandit. Toepoolest, kuna
vorrandis (**) koordinaati z ei esine, siis ka

punkt (%,% 10;) rahuldab antud vor-
randit, samuti punkt (%,% i ) ,ildiselt

koik punktid (%, %, z), kus koordinaadi z
vidrtus on taiesti suvaline. Koik need
punktid asuvad sirgel, mis labib punkti

: (%, %, O) ja on paralleelne z-teljega.

Samal viisil voime sellel xy-tasandil
asuva ringjoone igast punktist (x¥, T hgwgliy)
saada lopmata palju punkte, mis rahulda-
vad vorrandit (**). Selleks tombame lébi
ringjoone iga punkti sirge, mis on paral-
leelne z-teljega. Nende sirgete igal punktil
on koordinaadid x ja y samad mis ring-
joone vastaval punktil, koordinaat z voib
olla aga suvaline arv, s. o. need punktid
on kujul (x* y* 2). Kuid kuna koordi-
naati 2z vorrandis (**) pole, arvud
(x*, y* 0) aga rahuldavad vorrandit, siis ka
arvud (x*,y*, z) rahuldavad vorrandit s
On selge, et sel viisil voib saada kitte iga
punkti, mis rahuldab vorrandit  (*¥).
Seega punktide hulk, mis méaaratakse vor-
randiga (**), saadakse jdrgmisel viisil:
votame xy-tasandil ringjoone, mille kesk-
punkt on koordinaatide alguspunktis ja
raadius on 1, ja ldbi selle ringjoone iga
punkti tombame sirge, mis on paralleelne
z-teljega. Saame nn. silindrilise pinna
(joon. 25).

4. Négime, et iiks vorrand esitab ruumis
iildiselt mingi pinna. Kuid alati pole see

37

Joon. 25



Joon. 26

nii. Néiteks rahuldavad vorrandit x2 +
+y?>=0 ainult sirge (z-telje) punktid,
sest vorrandist jéreldub, et x ja y on vord-
sed nulliga, koik punktid aga, mille puhul
need koordinaadid on vordsed nulliga, asu-
vad z-teljel. Vorrand x2 + y2 + 22 = 0 kuju-
tab punkti (koordinaatide alguspunkti),
kuid vorrandile x2 + y2+ 22 = —1 vastab
tiihi hulk.

5. Missugust hulka kujutavad punktid,
mille koordinaadid rahuldavad mitte {iht
vorrandit, vaid vorrandite siisteemi?

Vaatleme siisteemi:

{x2+y2+z2=4
z=1 (¥**)

Esimest vorrandit rahuldavad punktid
asetsevad sfdidril, mille raadius on 2 ja
mille keskpunktiks on koordinaatide algus-
punkt. Teist vorrandit rahuldavad punktid
asetsevad tasandil, mis on paralleelne
xy-tasandiga ja asub sellest iithiku kaugu-
sel z-telje positiivsel poolel. Seega punktid,
mis rahuldavad nii esimest kui ka teist
vorrandit, peavad asuma nii sfaaril x? +
+ y?+ 22=4 kui ka tasandil z=1, s. o.
asuvad nende loikejoonel. Niisiis esitab
see siisteem ringjoone, mis on sfdiri ja
tasandi loikejooneks (joon. 26).

Néieme, et siisteemi kumbki vorrand esi-
tab pinna, kuid molemad vorrandid koos
esitavad joone.

Kiisimus. Missugused allpool toodud
punktidest asuvad esimesel pinnal, mis-
sugused teisel ja missugused nende loike-
joonel:

A(V2,¥2,0),B(V2,V2,1),c(V2, V2,V 2),
D(1, V3,0), E(0,V3,1), F(—1,—V2,1)?

6. Kuidas esitada ruumilist ringjoont,
mis asuks xz-tasandil keskpunktiga koor-
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dinaatide alguspunktis ja mille raadius
oleks 1?

Vorrand x2 4+ 22=1 maddrab ruumis, ?
nagu te juba nigite, silindrilise pinna. Et
saada vajaliku ringjoone punkte, tuleb sel-

“

lele vorrandile lisada tingimus y = 0, vali- L
des sellega koigist silindri punktidest vilja T
need, mis asuvad xz-tasandil (joon. 27). A
Saame siisteemi
x2 4 22=1, Joon. 27
{y =0.

Harjutused

1. Millised punktide hulgad esitatakse
ruumis seostega:

a) z22=1; b) y2+22=1;
gy +2=1r

2. On antud kolm vorrandisiisteemi:
a) [(2+y2+22=1
y+a2=1

b) {x2+y2+22=1

x=0
ifr+a=1
x=0.

Missugused neist méddravad iihe ja sama
joone ning missugused erinevad?
3. Kuidas esitada ruumis nurga xOy poo-

litaja? Millise hulga esitab ruumis vorrand
x=y?




I PEATUKK

§ 1. Sissejuhatus

Niiiid te teate juba iiht-teist koordinaa-
tide meetodist ja me voime teile jutustada
huvitavamatest asjadest, mis on rohkem
seotud kaasaegse matemaatikaga.

1. Méningaid tldisi arutlusi

Algebra ja geomeetria, mida enamus
kooliopilasi omandab praegu kui tdiesti
erinevaid teadusi, on tegelikult viga lahe-
dased. Koordinaatide meetodi abil oleks
voimalik esitada kogu kooligeomeetria kur-
sus ilma {ihegi jooniseta, kasutades ainult
arve ja algebralisi operatsioone. Plani-
meetria kursus algaks sonadega: «Nime-
tame punktiks arvude paari (x, y)...».
Seejdrel voiks madaidrata ringjoone kui
punktide hulga, mis rahuldab vorrandit
(x—a)?2+ (y—b)%2 = R2 Sirgeks nimeta-
takse punktide hulka, mis rahuldab vor-
randit ax + by + ¢ = 0 jne. Koik geomeet-
ria teoreemid muutuksid seejuures mingi-
teks algebralisteks seosteks. Meie jargne-
vates viljaannetes jutustame lidhemalt,
kuidas seda tehakse.

Algebra ja geomeetria vahelise seose
kindlakstegemine oli oma olemuselt revo-
lutsiooniks matemaatikas, sest see taastas
matemaatika kui iihtse teaduse, milles pole
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«hiina miiiiri» tema erinevate osade vahel.
Koordinaatide meetodi loojaks loetakse
prantsuse filosoofi ja matemaatikut René
Descartes’i (1596—1650). Tema 1637.
aastal ilmunud suure filosoofilise traktaadi
viimases osas antakse koordinaatide mee-
todi kirjeldus ja selle rakendus geomeetri-
liste iilesannete lahendamiseks. Descartes’i
idee edasiarendamine viis matemaatika uue
haru tekkimisele, mida praegu nimetatakse
analiiiitiliseks geomeetriaks. See nimetus
ise vdljendab teooria pohiideed. Nimelt on
analiiiitiline geomeetria matemaatika osa,
mis lahendab geomeetrilisi iilesandeid
analiiiitiliste (s. o. algebraliste) vahendi-
tega. Olgugi et analiiiitiline geomeetria on
praegu. juba tdiesti védlja arendatud ja

- lopetatud, on ideed, mis peituvad 'tema

~

alustes, tekitanud uusi matemaatika haru-
sid. Nii on tekkinud ja areneb algebraline
geomeetria, mis uurib algebraliste vorran-
ditega esitatud joonte ja pindade omadusi.
Seda matemaatika osa ei saa mitte kuidagi
lugeda lopetatuks. Just viimastel aastatel
on saadud seal uusi pohilisi tulemusi, mii-
lel on suur moju ka matemaatika teistele
harudele.

2. Geomeetria aitab arvutada

Geomeetriliste {ilesannete lahendamisel
kerkib koigepealt esile koordinaatide mee-
todi iiks kiilg — geomeetriliste moistete
analiiiitiline tolgitsemine, geomeetriliste
kujutuste ja seoste tolkimine arvude
keelde. Kuid koordinaatide meetodi teine
kiilg'— arvude ja arvudevaheliste seoste
geomeetriline interpretatsioon — pole siiski
mitte viiksema tdhtsusega. Kuulus mate-
maatik German Minkovski (1864—
1909) kasutas geomeetrilist 1dhenemisviisi
vorrandite tdisarvuliseks lahendamiseks ja
tema kaasaegsed matemaatikud olid raba-
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tud sellest, kuivord lihtsateks ja arusaada-
vateks osutusid seejuures moningad enne
vidga rasketena tunduvad arvude teooria
kiisimused.

Vaatleme siin iiht lihtsat néidet selle
kohta, kuidas geomeetria aitab lahendada
algebralisi {ilesandeid.

Ulesanne. Vaatleme vorratust

X2 + y?2 < n,
kus n on mingi tdisarv. Kiisitakse, kui
palju tédisarvulisi lahendeid on sellel vor-
ratusel? {

Vaikeste n viaartuste korral on sellele
kiisimusele lihtne vastata. Néiteks n =10
korral on ainult itks lahend: x =10, y = 0.
n =1 korral lisandub selle lahendile veel
neli: x=0, y=1;, x=1, y=0; x=0,
y=—1 jax=—I1,y=0. Tahendab, n = 1.
korral on kokku viis lahendit.

n = 2 korral on peale loetletute veel neli
lahendit: x=1, y=1;, x=—1, y=1;
x=1,y=—1; x=—1, y=—1. Kokku on
seega n = 2 korral 9 lahendit. Jatkates sel-
lisel viisil lahendite leidmist, voime koos-
tada tabeli:

2 Lahendite Suthe pid Lahael}:rdi_te o
n g Nin n N Nin
0 1 — 5 21 42
1 5 a 10 37 37
2 9 4.5 20 69 3,45
< 9 3 50 161 3,22
4 13 3.25 100 317 3T

Nédeme, et lahendite arv N kasvab n kas-
vamisel, kuid N muutumise tdpset seadus-
parasust on kiillaltki raske kindlaks teha.
Voib eeldada, vaadates tabeli parempoolset
veergu, et suhe N/n liheneb n kasvamisel
mingile arvule.

Néaitame niiiid geomeetrilise interpretat-
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siooni abil, et see on tdepoolest nii ja et
suhe N/n liheneb arvule n=3,14159265. . . .

Vaatleme arvude paari (x, y) kui tasandi
punkti (abstsissiga x ja ordinaadiga y).
Vorratus x2 + y2 <n tahendab, et punkt
(x,y) on raadiusega ‘Vn ja keskpunktiga
koordinaatide alguspunktis asuva ringi K»
sees (joon. 28). Seega on meie vorratusel
nii palju tédisarvulisi lahendeid, kui palju
taisarvuliste koordinaatidega punkte satub
ringi Ka.

Geomeetriliselt on kohe ndha, et tais-
arvuliste koordinaatidega punktid on
«tasandil jaotatud iihtlaselt» ja et pindala
tihikule tuleb iiks punkt. Seepdrast on
selge, et lahendite arv peab olema ligi-
kaudu vordne ringi pindalaga. Seega
'saame ligikaudse valemi:

N =~ an.

Toome selle valemi lithikese toestuse. Jaotame
tasandi ithikruutudeks sirgetega, mis on paralleel-

sed koordinaattelgedega. Olgu tédisarvulised punktid
nende ruudukeste tippudeks. Ringi K, sees olgu N

tdisarvulist punkti. Seame igale neist punktidest
vastavusse iihikruudu, millele see punkt on parem-
poolseks iilemiseks tipuks. Nendest ruutudest moo-
dustunud kujundi tahistame siimboliga 4, (joon. 29,

kujund A4, on viirutatud). On ilmne, et 4, pindala
on vordne arvuga N (s.o. seda kujundit moodus-
tavate ruutude arvuga).

Vordleme A, pindala ringi K, pindalaga. Koos
ringiga K, vaatleme veel kaht ringi keskpunktiga
koordinaatide alguspunktis: ringi i(,,' raadiusega
Yn —V2 ja ringi K, raadiusega Jn + 2.
Kujund A, tervikuna asub ringic K, ja sisaldab
endas ringi 1\,; (toestage see ise, kasutades teo-
reemi, et kolmnurga iiks kiilg on viiksem kahe teise
kiilje summast). Seetottu A, pindala on suurem K,
pindalast ja viiksem K, pindalast, s. o.

(fn —V2 P <N<alln +V2)%

Siit saame oma ligikaudse valemi N = min koos
tema vea hinnanguga:

IV — an] < 2x(V2n +1).
Niitid piistitame analoogilise iilesande
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kolme tundmatu jaoks: kui palju tdisarvu-
lisi lahendeid on vorratusel

b ol T i 2R

Vastuse leiame kiiresti, kui kasutame
jédlle geomeetrilist interpretatsiooni. Ules-
ande lahendite arv on ligikaudu vordne
kera ruumalaga, mille raadius on Vn S. 0.

-g— nVn. Saada sellist tulemust puht-
algebraliselt oleks palju raskem.

3. Neljaméotmelise ruumi sissetoomise
vajalikkusest

Kuid mida teha, kui meilt noutakse
leida vorratuse

2+t 2t+u2sn

tdisarvuliste lahendite hulk? Selle iilesande
lahendamisel kahe ja kolme tundmatu
puhul kasutasime geomeetrilist interpretat-
siooni. Kahe tundmatuga vorratuse lahen-
dit (s. o. arvude paari) vaatlesime kui
punkti tasandil; kolme tundmatuga vorra-
tuse lahendit (s. o. arvude kolmikut) aga
kui punkti ruumis. Kas seda meetodit ei
saaks kasutada ka edasi? Siis arvude neli-
kut (x,y,2z,u) tuleks lugeda mingi nelja
moodet omava ruumi (neljaméotmelise
ruumi) punktiks. Vorratust x2 + y% + 22 +
+ u? < n voib sel korral vaadelda kui tin-
gimust, et punkt (x,y,z,u) asub raadiu-
sega Vn ja keskpunktiga koordinaatide
alguspunktis neljamootmelise kera sees.
Edasi on vaja neljamootmeline ruum jao-
tada neljamootmelisteks- kuubikesteks.
Lopuks on meil vaja arvutada neljamoot-
melise kera ruumala.! Teiste sonadega, me

! Me ei hakka siin tegelema neljaméotmelise
kera ruumala arvutamise valemi tuletamisega, vaid
lihtsalt anname selle. Neljamootmelise kera ruumala
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peaksime hakkama arendama neljamoot-
melise ruumi geomeetriat.

Koike seda kédesolevas viljaandes
tegema me ei hakka. Piiliiame vaid avada
veidi ust neljamootmelisse ruumi ja tut-
vustada teid lihtsaima kujundiga selles —
neljamootmelise kuubiga.

Arvatavasti huvitavad teid kiisimused:
kuivord tosiselt voib konelda sellest kujut-
letavast neljamootmelisest ruumist, kui
suures ulatuses saab selle ruumi geomeet-
riat iiles ehitada analoogia pohjal tavalise
geomeetriaga, milles on kolmemootmelise
ja neljamootmelise geomeetria vaheline
sarnasus ja erinevus. Uurides neid Kkiisi-
musi, said matemaatikud sellise vastuse.

Jah, sellist geomeetriat arendada on
voimalik, ta on paljus sarnane tavalisega.
‘Veelgi enam, ta sisaldab endas tavalise
~ geomeetria kui koostisosa, sarnaselt sellega,
nagu stereomeetria (geomeetria ruumis)
sisaldab endas planimeetria. Kuid mui-
dugi on neljamootmelise ruumi geomeet-
rial ka palju olulisi erinevusi. Vdga huvi-
tavalt neist neljamootmelise maailma ise-
drasustest jutustas iihes oma jutustuses
kirjanik-fantast Herbert Wells.

- Néitame niitid, et oma olemuselt on need
isedrasused viga sarnased nendega, mille
poolest kolmemaootmelise ruumi geomeetria
erineb kahemootmelise tasandi geomeet-
riast.

4, Neljamootmelise ruumi isearasused

Joonistage tasandile ring ja kujutiege
ennast kahemo6otmelise maailma kujutle-

214
on —H5— . Vordluseks margime veel, et viiemdot-
) 825 o :
melise kera ruumala on T kuuemootmelise
°RS : 8 . 16:3R?
6 seitsmemootmelise 105 °
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tava olendina — punktina, mis voib liikuda
mooda tasandit, kuid millel pole digust vil-
juda ruumi. (Te isegi ei tea, et ruum eksis-
teerib, ja ei oska seda endale ette kuju-
tada.) Siin ringi piirjoon (ringjoon) on
teie jaoks iiletamatuks tokkeks: te ei saa
viljuda ringist, sest ringjoon tokestab
koikjal teil tee (joon. 30, a).

Niiid kujutlege, et see tasand koos joo-
nistatud ringiga on paigutatud kolme-
mootmelisse ruumi ja et te aimasite kol-
manda mootme olemasolu. Niiiid saate
muidugi raskusteta véiljuda ringist, néi-
teks astute lihtsalt iile ringjoone (joon.
30, 0).

¢) b)
/0\ :

> @ g . @‘ »
Joon. 30

Oletame niiiid, et te olete kolmemootme-
lise ruumi olend (loeme teid endiselt, kui
te vastu ei vaidle, punktiks; muide, see on
taiesti ebaoluline) ning paiknete kera sees,
mille piirpind (sfdédr) on teie jaoks lédbi-
matu. Siis te ei saa véljuda sellest kerast.
Kui aga kera on paigutatud neljamootme-
lisse ruumi ja te aimasite neljanda mootme
olemasolu, siis kerast vdljuda saate ilma
igasuguste pingutusteta.

Mitte midagi miistilist selles pole —
lihtsalt kolmemootmelise kera piirpind
. (sfddr) ei jaota neljamootmelist ruumi
kaheks osaks, ehkki kolmemootmelise
ruumi ta jaotab. See on tdiesti analoogi-
line sellega, et ringi piirjoon (ringjoon) ei
jaota kolmemootmelist ruumi kaheks osaks,
ehkki tasandi (millel ta asub) ta jaotab.
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Veel iiks nidide: on selge, et tasandil kaht
teineteise suhtes siimmeetrilist kujundit
ithtima viia ei saa, kui neid lubatakse
iimber paigutada ainult tasandil, sellelt
viljumata. Kuid istuv 66liblikas v6ib tii-
vad kokku panna, viies need horisontaal-
sest tasandist vertikaalsesse. Samuti ei
saa ka kolmemootmelises ruumis siimmeet-
rilisi ruumilisi kujundeid ithtima viia. Néi-
teks ei saa, iikskoik kuidas ka poorata,
vasaku kie kinnast muuta parema kée kin-
daks, kuigi nad on vordsed geomeetrilised
kujundid. Neljamootmelises ruumis aga
saab kolmemdootmelisi siimmeetrilisi kujun-
deid iihtima viia sarnaselt sellega, nagu
tasandilised siimmeetrilised kujundid iihti-
vad, kui viia need kolmemdotmelisse
ruumi.
 Seepirast pole selles midagi imelikku,

“kui eespool mainitud Wells’i jutustuse kan-
gelane pérast oma reisi fieljamootmelisse
ruumi osutus iimberpooratuks, stimmeetri-
liseks iseenda suhtes (siida oli {al néiteks
paremal pool). See toimus sellepdrast, et
viljudes neljamoo6tmelisse ruumi, ta poor-
dus selles pahempidi.

5. Veidi fuisikat

Neljamootmeline geomeetria osutus era-
kordselt kasulikuks ja lihtsalt asendama-
tuks aparaadiks kaasaegsele fiiiisikale.
Ilma kujutletava mitmemootmelise geo-
meetriata oleks viga raske esitada ja kasu-
tada sellist kaasaegse fiiiisika tdhtsat osa
nagu Albert Einsteini relatiivsusteooriat.

Iga matemaatik voib kadestada Min-
kovskit, kes, parast seda, kui ta edukalt
kasutas geomeetriat arvude teoorias, oskas
veel kord niitlike geomeetriliste kaalut-
luste abil tuua selgust rasketesse mate-
maatilistesse kiisimustesse — seekord
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relatiivsusteooriasse puutuvaisse. Relatiiv-
susteooria aluseks on idee ruumi ja aja
pidevast seosest. Seepdrast on loomulik
lugeda ajamomenti, mil toimub mingi
stindmus, selle siindmuse neljandaks koor-
dinaadiks korvuti kolme esimese koordi-
naadiga, mis maidravad ruumipunkti, mil-
les siindmus toimub.

Selliselt saadud nel]amootmellst ruumi
nimetatakse Minkovski ruumiks. Selle
ruumi kirjeldusega algab praegu iga rela-
tiivsusteooria kursus. Minkovski avastus
seisneb selles, et relatiivsusteooria pohi-
“lised valemid, Lorentzi valemid, kirjuta-
tuna selle spetsiaalse neljamootmelise
ruumi koordinaatide keeles, on erakord-
selt lihtsad.

Kaasaegsele fiitisikale osutus seega
suureks onneks, et relatiivsusteooria avas-.
tamise ajaks olid matemaatikud valmista-
nud ette mugava, kompaktse ja kena
mitmemootmelise geomeetria aparatuuri,
mis real juhtumeil tunduvalt Ilihtsustab
iillesannete lahendamist.

§ 2. Neljaméotmeline ruum

Lopuks jutustame teile, nagu eespool
lubasime, veidi neljamootmelise ruumi geo-
meetriast.

Geomeetria iilesehitamisel sirgel, tasan-
dil ja kolmemootmelises ruumis on meil
kaks voimalust: kas esitada materjal niit-
like kujundite abil (see meetod on iseloo-
mulik koolikursusele, mistottu on raske
endale ette kujutada geomeetria opikut
ilma joonisteta) voi (selle voimaluse
annab meile koordinaatide meetod) puht-
analiiiitiliselt, nimetades naiteks plani-
meetria kursuses tasandi punktiks arvude
paari (selle punkti koordinaate), ruumi
punktiks aga arvude kolmikut. '
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Neljamootmelise ruumi puhul meil esi-
mene moodus puudub. Me ei saa vahetult
kasutada néitlikke geomeetrilisi kujundeid,
kuna meid umbritseval ruumil on ainult
kolm moodet. Kuid teine tee pole meile
suletud. Toepoolest, me maarame ju sirge
punkti kui arvu, tasandi punkti kui arvude
paari, kolmemootmelise ruumi punkti kui
arvude kolmiku. Seepérast on téiesti loo-
mulik ehitada neljamootmelise ruumi geo-
meetria files, defineerides selle kujutletava
ruumi punkti kui arvude neliku. Sellises
ruumis tuleb geomeetriliste kujundite all
moista teatavaid punktide hulki (nagu ka
tavalise geomeetria puhul). Anname niiiid
geomeetriliste moistete tdpsed definitsioo-
nid neljamootmelises ruumis.

/

6. Koordinaatteljed ja -tasandid

Definitsioon. Neljamootmelise ruu-
mi  punktiks nimetatakse korrastatud!
punktide nelikut (x,y, 2, u).

Mida lugeda neljamootmelises ruumis
koordinaattelgedeks ja kui palju neid on?
Et vastata sellele kiisimusele, poérdume
veidikeseks ajaks tagasi tasandile ja
kolmemootmelisse ruumi.

* Koordinaatteljed tasandil (s.o. kahe-
mootmelises ruumis) — need on punktide
hulgad, kus punkti iiks koordinaatidest on
suvaline arv, teine aga vordub nulliga. Nii
on abstsisstelg (x, 0)-kujuliste punktide
hulk, kus x on suvaline arv. Nditeks asu-

vad punktid (1, 0), (=3, 0), (2~ 0) abst-
sissteljel, punkt (—;—, 2) aga ei asu abstsiss-
teljel. Tasandi ordinaattelg on (0, y)-

I Me iitleme «korrastatud», kuna iihtede ja
samade arvude erineval asetusel nelikus saadakse
erinevad punktid: néditeks, punkt (1, —2, 3, 8) on
erinev punktist (3, 1, 8, —2).
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kujuliste punktide hulk, kus y. on suvaline
arv.

Kolmemdootmelises ruumis on kolm telge:

x-telg — see on (x, 0, 0)-kujuliste punk-
tide hulk, kus x on suvaline arv;

y-telg — see on (0, y, 0)-kujuliste punk-
tide hulk, kus y on suvaline arv;

z-telg — (0, 0, 2)-kujuliste punktide hulk,
kus z on suvaline arv.

Neljamootmelises ruumis, mis koosneb
koigist (x, y, 2z, u)-kujulistest punktidest,
kus x, y, 2z, u on suvalised arvud, on loo-
mulik lugeda koordinaattelgedeks selliseid
punktide hulki, kus punkti {iks koordinaati-
dest omandab suvalisi arvulisi vaartusi,
iilejddnud on aga vordsed nulliga. Siis on
selge, et neljamootmelises ruumis on neli
koordinaattelge:

x-telg — (x, 0, 0, 0)-kujuliste punktide
hulk, kus x on suvaline arv;

y-telg — (0, y, 0, 0)-kujuliste punktide
hulk, kus y on suvaline arv;

z-telg — (0, 0, z, 0)-kujuliste punktide
hulk, kus z on suvaline arv;

u-telg — (0, 0, 0, u)-kujuliste punktide
hulk, kus « on suvaline arv.

Kolmemdootmelises ruumis on peale koor-
dinaattelgede veel koordinaattasandid.
Need on tasandid, mis ldbivad mingit kaht
koordinaattelge. Niéiteks, yz-tasand on
tasand, mis labib y- ja z-telge. Kolmemaoot-
melises ruumis on kokku kolm koordinaat-
tasandit:

xy-tasand — (x, y, 0)-kujuliste punktide
hulk, kus x ja y on suvalised arvud,

yz-tasand — (0, y, z)-kujuliste punktide
hulk, kus y ja z on suvalised arvud;

xz-tasand — (x, 0, 2)-kujuliste punktide
hulk, kus x ja z on suvalised arvud.

Neljamootmelises ruumis on loomulik
nimetada koordinaattasandeiks punktide
hulki, kus punkti kaks koordinaati (nel-
jast) omandavad suvalisi arvulisi védartusi,
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iilejddnud kaks on aga vordsed nulliga.
Nditeks hakkame (x, 0, 2, 0)-kujuliste
punktide hulka nimetama neljamootmelise
ruumi xz-koordinaattasandiks. Kui palju
on tildse selliseid tasandeid?

Seda pole raske leida. Kirjutame need
Koik lihtsalt valja:

xy-tasand — (x, y, 0, 0)-kujuliste punk-
tide hulk,

xz-tasand — (x, 0, 2, 0)-kujuliste punk-
tide hulk,

xu-tasand — (x, 0, 0, u)-kujuliste punk-
tide hulk,

yz-tasand — (0, y, z, 0)-kujuliste punk-
tide hulk,

yu-tasand — (0, y, 0, u)-kujuliste punk-
tide hulk,
+ zu-tasand — (0, 0, z, u)-kujuliste punk-
tide hulk.

Iga niisuguse tasandi korral voivad
muutuvad koordinaadid omandada suva-
lisi vdirtusi, nende hulgas ka vaartust
null. Niéiteks kuulub punkt (5, 0, 0, 0)
samaaegselt xy-tasandile ja xu-tasandile
(millisele veel?). Siis on lihtne nédha, et
nditeks yz-tasand «ldbib» y-telge selles
mottes, et y-telje iga punkt kuulub sellele
tasandile. Toepoolest, y-telje suvaline
punkt, s. 0. (0, g, 0, 0)-kujuline punkt, kuu-
lub (0, y, z, 0)-kujuliste punktide hulka,
s. 0. kuulub yz-tasandile.

Kiisimus. Millise hulga moodustavad
punktid, mis kuuluvad samaaegselt yz- ja
xz-tasandile?

Vastus. Otsitav hulk koosneb koigist
(0, 0, 2, 0)-kujulistest punktidest, s. t. on
lihtsalt z-teljeks.
teerivad punktide hulgad, mis on analoo-
gilised kolmemootmelise ruumi koordinaat-
tasanditega. Neid on kuus. Igaiiks neist
koosneb punktidest, mille (nagu ka kolme-
mootmelise  ruumi  koordinaattasandite
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punktidel) kaks mingit koordinaati voivad
omandada suvalisi arvulisi véartusi, iile-
jadnud kaks on aga vordsed nulliga. Iga-
liks neist koordinaattasandeist «ldbib»
kaht koordinaattelge: néiteks yz-tasand
lébib y- ja z-telge. Teiselt poolt ldbib iga
telge kolm koordinaattasandit. Nii néiteks
libivad x-telge xy-, xz- ja xu-tasand. Me
iitleme, et x-telg on nende tasandite loige.
Ko6ik kuus koordinaattasandit sisaldavad
{ihe {ihise punkti. See on punkt (0,0,0,0) —
koordinaatide alguspunkt.

Kiisimus. Milline punktide hulk on xy- Ja
yz-tasandite 16ikepunkt? xy- ja zu-tasan-
dite loikepunkt?

Nieme, et pilt saadakse tdiesti analoo-
giline sellega, mis on kolmemootmelises
ruumis. Proovime niiiid isegi teha skemaa-
tilise joonise, mis aitaks luua neljamootme-
lise ruumi koordinaattasandite ja -telgede
asetusest mingi nditliku pildi. Joonisel 31
on koordinaattasandid kujutatud réopkiili-
kutena ja koordinaatteljed sirgetena, koik
tdpselt nii, nagu seda tegime kolmemoot-
melise ruumi puhul joonisel 20.

Kuid neljamootmelises ruumis on veel
punktide hulki, mida voib nimetada koor-
dinaattasandeiks. Seda oligi muide oodata:

z
Tasand uz
Tasand yz
u 7 -
Tasand xu Tasand yu
¢
Tasand xz Tasand xy
&
Joon. 31
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sirgel on ainult koordinaatide alguspunkt;
tasandil on nii koordinaatide alguspunkt
kui ka koordinaatteljed; kolmemootmelises
ruumis on peale alguspunkti ja telgede
veel koordinaattasandid. On loomulik, et
neljamootmelises ruumis ilmuvad uued
. hulgad, mida hakkame nimetama kolme-
mootmelisteks koordinaattasandeiks.

Need on hulgad, mis koosnevad koigist
punktidest, mille mingid kolm koordi-
naati neljast omandavad koikvoimalikke
arvulisi vaértusi, neljas koordinaat on
aga vordne nulliga. Selline on néiteks
(x, 0, 2z, u)-kujuliste punktide hulk, kus
X, 2, u omandavad koikvoimalikke vaartusi.
Seda hulka hakkame nimetama kolmemoot-
meliseks xzu-koordinaattasandiks. On kerge
moista, et neljamootmelises ruumis on neli
kolmemootmelist koordinaattasandit:

. xyz-tasand — (x, y, 2, 0)-kujuliste punk-
tide hulk,

xyu-tasand — (x, y, 0, u)-kujuliste punk-
tide hulk,

xzu-tasand — (x, 0, z, u)-kujuliste punk-
tide hulk,

yzu-tasand — (0, y, z, u) -kujuliste punk-
tide hulk.

Voib samuti 6elda, et iga kolmemootme-
line koordinaattasand «ldbib» koordinaa-
tide alguspunkti ja kolme koordinaattelge
(sona «ldbib» kasutame siin selles mottes,

+ et koordinaatide alguspunkt ja koordinaat-

telgede iga punkt kuulub tasandile). Naii-
teks ldbib kolmemootmeline xyu-tasand
x-, y- ja u-telge. Analoogiliselt voib Gelda,
et iga kahemootmeline koordinaattasand
on kahe kolmemdotmelise koordinaat-
tasandi l6ige. Néditeks on xy-tasand kolme-
mootmelise xyz-tasandi ja kolmemootme-
lise xyu-tasandi loige, s. 0. koosneb koigist
punktidest, mis kuuluvad samaaegselt nii
ithte kui teise hulka.

Vaadake joonist 32, mis erineb jooni-
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sest 31 selle poolest, et siin on vilja joonis-
tatud kolmemootmeline xyz-koordinaat-
tasand. See tasand on kujutatud réoptahu-
kana. On nédha, et ta sisaldab x-, y- ja
z-telje ning xy-, xz- ja yz-tasandi.

7. Médningaid ulesandeid

Katsume niitid aru saada scllest, mis
mottes voib neljamootmelises ruumis rdé-
kida punktidevahelisest kaugusest.

Kédesoleva vidljaande [ peatiiki punk-
~ tides 3, 6 ja 9 nditasime, et koordinaa-
tide meetod annab voimaluse geomeet-
rilistele kujunditele toetumata maarata -
punktidevahelist kaugust. Toepoolest, kau-
gus arvutatakse sirge punktide A(x,) ja
B(xp) puhul valemi jéargi

(4, B) = |x; — x|
ehk G
o(4,B) = Vixi—x)%
tasandi punktide A(x;,41) ja B(xs Y2)
puhul valemi jérgi

0(4,B) = Vxi—x2)2 + (51 — 1)
kolmemdootmelise ruumi punktide
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A(xy, y1, 21) ja B(x, ys, 25) puhul valemi
jargi

e(4,B) =

=V —x)2+ (41— )2 + (21— 29"

Loomulik on defineerida ka neljamoot-
melise ruumi puhul kaugus analoogilisel
viisil. Teeme seda.

Definitsioon. Neljamootmelise ruumi
punktide A (xy, y1, 21, 1) ja B(xa, Ya, 29, Us)
vaheliseks kauguseks nimetatakse arvu
0(A, B), mis arvutatakse valemi jérgi

o(A, B) =
—V(xl_x2)2 (Y1 —y2)%+ (21 —22) 2+ (11 —uz) %

Erijuhul  jirgneb siit, et punkti
A(x, y, z, u) kaugus koordinaatide algus-
punktist avaldub valemiga

Q(O,A)=]/x2 -+ yh 22l

Selle definitsiooni pohjal saab juba
lahendada neljamo6tmelise  geomeetria
ilesandeid, mis on tédiesti sarnased koolis
lahendatavate iilesannetega.

Harjutused

1. Toestage, et kolmnurk tippudega
A4, 7, —3, 5), B(3, 0, —3, 1) ja
C(—1, 7, —3, 0) on vordkiilgne kolmnurk.

2. On antud neli neljamootmelise ruumi
punkti: A(1,1,1,1), B(—1,—1,1,1),
C(—1,1,1,—1) jaD(1,—1,1, —1). Toes-
tage, et need mneli punkti on f{iksteisest
vordsel kaugusel.

3. Olgu A, B ja C neljamootmelise ruumi
punktid. Nurga ABC voime médérata jarg-
misel viisil. Kuivord me oskame arvutada
neljamootmelises ruumis punktidevahelist
kaugust, siis leiame ¢(4,B), o(B,C) ja

0(4,C), s. 0. kolmnurga ABC «kulged‘~
pikkused>>. Konstrueerime niitid tavali-
sel kahemootmelisel tasandil kolmnurga
A’B’C’ nii, et tema kiilgede A’B’, B’C’ ja
C’A’ pikkused oleksid vastavalt vordsed pik-
kustega (A4, B), o(B,C) ja o(A, C). Selle
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kolmnurga nurka A’B’C’ hakkamegi nime-
tama nurgaks ABC neljamootmelises
ruumis. Toestage, et kolmnurk tippu-
dega A(4, 7, —3,5), B(3,0, —3,1) ja
C(1, 3, —2, 0) on tdisnurkne.

4. Votame harjutusest 1 punktid A, B
ja C. Arvutage kolmnurga ABC nurgad
A B ja.C

§ 3. Neljaméétmeline kuup

8. Sfaéri ja kuubi definitsiconid

Hakkame niiid vaatlema geomeetrilisi
kujundeid neljamootmelises ruumis. Geo-
meetrilise kujundi all moistame nagu tava-
liselt mingit punktide hulka.

Votame néiteks sfddri definitsiooni:
sfddr on mingist punktist {ihel ja samal
kaugusel asuvate punktide hulk. Seda defi-
nitsiooni saab kasutada ka sfddri definee-
rimiseks neljamootmelises ruumis, sest mis
on punkt ja punktidevaheline kaugus, me
juba teame. Annamegi ntiid sfaéri definit-
siooni, tolkides selle arvude keelde (liht-
suse mottes, nagu ka kolmemootmelise
ruumi puhul, votame sfdéri keskpunktiga
koordinaatide alguspunktis).

Definitsioon. Punktide (x, y, z, u)
hulka, mis rahuldavad seost

2+ y2+ 224+ u2=R2 p
nimetatakse neljamootmeliseks — sfdidriks
keskpunktiga koordinaatide alguspunktis
ja raadiusega R.

Jutustame niiiid veidi neljamootmelisest
kuubist. Nimetuse jdrgi otsustades on see
kujund analoogiline teile tuttava kolme-
mootmelise kuubiga (joon. 33a). Tasandil
on olemas samuti kujund, mis on analoo-
giline kuubiga — see on ruut. Analoogia
nende vahel tuleb eriti ilmekalt esile, kui
vaadelda kuubi ja ruudu analiiitilisi defi-
nitsioone.
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Toepoolest, nagu te juba teate (I ptk.,
p. 10, harj. 4) voib kuubile anda sellise
definitsiooni:

Ruubiks nimetatakse punktide (x, y, 2)
hulka, mis rahuldavad seoseid:

F0<y <,
0<y<l, (*)
0<z<1.

See kuubi «aritmeetiline» definitsioon ei
vaja enam mingit joonist, kuid ta vastab
tdiesti kuubi geomeetrilisele definitsioo-
nile.!

Ruudule v6ib samuti anda aritmeetilise
definitsiooni:

ruuduks nimetatakse punktide (x, y)
. hulka, mis rahuldavad seoseid (joon. 335):

0<x<l1,
0<y<l.

Vorreldes neid kahte definitsiooni, on
kerge moista, et tegelikult on ruut kuubi
nn. kahedimensionaalne analoog. Edaspidi
nimetamegi ruutu ménikord «kahedimen-
sionaalseks kuubiks».

Samuti v6ib vaadelda kuubi analoogi ka
tihemootmelises ruumis — sirgel. Saame
punktide x hulga, mis rahuldavad seost:

0<x<1. &
On selge, et selliseks «iihedimensionaal-
seks kuubiks» on 16ik (joon. 33c).

Loodame, et niiiid paistab teile tiiesti
loomulikuna jérgmine definitsioon.

! Muidugi on ruumis ka teisi kuupe. Niiteks on
punktide hulk, mis méiidratakse seostega —1 <
Sx<1l,—1<y <1, —-1<2 <Il,samuti kuup.
See kuup paikneb viga histi koordinaattelgede
suhtes: koordinaatide alguspunkt on tema kesk-
punktiks, koordinaatteljed ja -tasandid on aga tema
telgedeks ja siimmeetria tasapindadeks. Ent me
otsustasime lugeda pohikuubiks seostega (*) mad-
ratud kuubi, mida me monikord nimetame ka iihik-
kuubiks, et eristada teda teistest kuupidest.
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Definitsioon. Neljaméootmeliseks
kuubiks nimetatakse punktide (x, y, 2, u)
hulka, mis rahuldavad seoseid

o
N
=

S Nw e
VAW AW AW AN

(o> Rlen )
VAW AW A

Neljamootmelise kuubi joonise esitame
teile hiljem. (Arge imestage, et saab joo-
nistada neljamootmelist kuupi: joonistame
ju kolmemootmelist kuupi tasandilisel
paberilehel.) Selleks on vaja koigepealt
kindlaks teha, kuidas on see kuup «ehita-
tud», milliseid elemente saab temas eris-
tada.

9. Neljamdotmelise kuubi ehitus

Vaatleme jarjestikku erinevate moodete
arvuga «kuupe», s. o. 16iku, ruutu ja tava-
list kuupi.

Loik, mis on maddratud seostega 0 <
< x<1, on viga lihtne kujund. Tema
kohta voib vahest ainult Gelda, et tema raja
koosneb kahest punktist: 0 ja 1. Loigu iile-
jddnud punkte nimetame edaspidi sise-
punktideks.

Ruudu raja koosneb neljast punktist
(tipust) ja neljast 16igust. Seega on ruudu
rajal kaht liiki elemente: punkte ja loike.
Kolmemootmelise kuubi raja sisaldab
kolme liiki elemente: tippe — neid on 8,
servi (l6igud) — neid on 12 ja tahke (ruu-
dud) — neid on 6.

Kirjutame need andmed tabelina.

l ujundi raja ' Punkte li(?iilkei Ruute
koosseis ! (tippe) é&‘l‘\i ,il,a,lfl,(,e_),__
Loik 2 TR S
Ruut 4 + } =
Kuup 8 12 f 6




Selle tabeli voib timber kirjutada liihe-
malt, kui leppida kokku, et kujundi nime-
tuse asemel kirjutada arv n, mis on vordne
tema moodete arvuga: 16igu puhul n =1,
ruudu puhul n =2, kuubi puhul n = 3.
Raja elementide nimetuse aseme! voib kir-
jutada aga vastava elemendi moodete
arvu: tahu puhul n = 2, serva puhul n = 1.
Seejuures punkti (tippu) on mugav lugeda
nuilise mooduga elemendiks (n = 0). Siis
eelnev tabel omandab jargmise kuju.

Raja moodete

| |
l
Kuubi g3 | 0 | 1 { 2
mooddete arv I |
\ BB e
2 { \ 4 \I —
3 Vg 1Ry
4 1 |

Meie iilesanne on téita selle tabeli neljas
rida. Selleks vaatleme veel kord, kuid niiiid
juba analiiiitiliselt!, 1dbi 16igu, ruudu ja
kuubi raja ning analoogia pohjal piitiame
taibata, kuidas on ehitatud neljamootme-
lise kuubi raja.

Loigu 0<x <1 raja koosneb kahest
punktist: x =0 jax = 1.

Ruudu 0<x< 1,0<y <1 raja sisal
dab neli tippu: x=0, y=0; x=0, y=1;
x=l.y=0jax=l,y=1, s. 0. punktid
(0, 0), (0, 1), (1, 0) ja (1, 1)

Kuubil 0<x <1, 0<y <1 0<2z2<1
on kaheksa tippu. Igaiiks neist kujutab
punkti (x, y, z), milles x, y, z asendatakse
kas nulli voi ithega. Saadakse jargmised
kaheksa punkti: (0, 0, 0), (0,0,1), (0, 1,0),
ek 1), (1,0, 0), .0 1), 1.0
LECE

! s. 0. puhtaritmeetiliselt.
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tippudeks nimetatakse punkte (x, y, 2, u),
mille koordinaadid x, y, z ja u asendatakse
kas nulli voi iihega.

Selliseid tippe on 16, sest on voimalik
koostada 16 erinevat nelikut, mis koosne-
vad nullidest ja {ihtedest. Toepoolest,
votame kolmemootmelise kuubi tippude
koordinaatidest moodustatud kolmikud
(neid on 8) ja kirjutame igale sellisele kol-
mikule juurde algul 0, seejdrel 1. Seega
igast kolmikust saame kaks nelikut, kokku
tuleb nelikuid 8-2 = 16. Niisiis oleme
neljamootmelise kuubi tipud kokku luge-
nud.

Motleme niiiid, mida nimetada nelja-
mootmelise kuubi servaks. Kasutame jalle
analoogiat. Ruudu servad (kiiljed) méa-
ratakse jargmiste seostega (vt. joon. 33b):

0<x s« 1, y=0 (serv AB);
x=.1" 0 g<1 = (sery.BE):
0<x <1, y=1 (serv CD);
x=0, 0<y<1 (serv DA).

Nagu ndeme, on ruudu servade puhul ise-
loomulik, et antud serva koigi punktide
tihel koordinaadil on kindel arvuline vaar-
tus: 0 voi 1, teine koordinaat omandab aga
koiki vadrtusi 0 ja 1 vahel.

Edasi vaatleme kuubi (kolmemootme-
lise) servi (vt. joon. 33a):

x =0, y—OO z <1 (serv AA));
D881, =0, z =1 (serv A\B));
x=10<y<l, z =1 (serv B;C))

jne.

Analoogia pohjal saame jargmise defi-

nitsiooni.
Definitsioon. Neljamootmelise kuubi
servadeks nimetatakse selliste punktide
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hulki, mille koik koordinaadid, peale tihe,
on konstantsed (kas 0 voi 1), neljas oman- ‘ p |
dab aga koikvoimalikke véartusi nullist 4
tiheni.

Néiteid servadest:

sl x =0, y=0,z=1,0<u<l

"2) 0<x<1, y=1,2=0, u=1;

3) x=1,0<y<1, z=0, u=20
jne.

Loeme niiiid kokku, kui palju on nelja-
mootmelisel kuubil servi, s. o. kui palju
‘saab selliseid ridu kirjutada. Et mitte segi
minna, loeme neid kindlas jarjekorras. Eel-
koige eristame neli servade riihma: esi-
mese rithma puhul olgu muutuvaks koordi-
naadiksx (0< x <1), y, z ja u omandagu
* aga  koikvoimalikes = kombinatsioonides
‘konstantseid vdartusi 0 ja 1. Kuna me juba
~ teame, et on olemas 8 erinevat nullist ja
ihest koosnevat kolmikut (meenutage, kui
palju tippe on kolmemootmelisel kuubil),
siis esimese rithma servi on 8 (mille puhul
muutuvaks koordinaadiks on x). Ka teise |
rithma servi, mille puhul muutujaks on y,
mitte x, on 8. Siit saame jareldada, et
iildse on neljamootmelisel kuubil 4-8 =
= 32 serva.

Niitid on lihtne vidlja kirjutada neid
servi madravad seosed, kartmata, et mone
vahele jatame.

Esimene Teine rithm:

rithm:

D' & 1 0<y<1

¥z }e x|z |
o a7 Lo

S0 010 |

0 1'0 0110

0 l 1 .........

1/0-|0

00«1

1 110

1 1 1
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Kolmas Neljas rithm:

rithm

0<z<1 0<ig <]
[ ]v AN
|

|0 0o 0(0]o0]|
lo|o |1 1

Kolmemootmelisel kuubil on peale tip-
pude ja servade veel tahud. Igal tahul
kaks koordinaati muutuvad (omandavad
koikvoimalikke védartusi nullist iiheni) ja
itks on konstantne (0 voi 1). Niiteks maa-
ratakse tahk ABB;A (joon. 33a) seostega:

0<x<l1l, y=0, 0<z<l

Anname niiid analoogia pohjal jarg-
mise definitsiooni.

Definitsioon. Neljamootmelise kuubi
kahemootmeliseks tahuks' nimetatakse sel-
liste punktide hulka, mille kaks mingit
koordinaati véivad omandada koikvoima-
likke vaértusi 0 ja 1 vahel ja kaks filejda-
nut on konstantsed (0 voi 1).

Tahu ndide:

x=0, 0<y<l, =2z=1, 0<us<l
Harjutus

Leidke neljamootmelise kuubi tahkude
arv. (Nouanne. Me soovitame algul, ilma
et kasutaksite joonist, ldhtudes vaid ana-
liiiitilisest (aritmeetilisest) definitsioonist,
kirjutada vélja koik tavalise kolmemoot-
melise kuubi kuut tahku méaaravate seoste
read. Vastus. Neljamootmelisel kuubil on
24 kahemootmelist tahku.)

Niiiid voime tdita meie tabelis ka nel-
janda rea.

! Vajadust tahu nimetuse (kahemdotmeline) tap-
sustamiseks selgitame veidi hiljem.
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Kuubi it 0 1 2 3
moodete arv

12
32

00 RO —

O 00 B

)

Ro ||
l

Nagu nédeme, pole see tabel veel lopeta-
tud: selles ei ole parempoolset alumist ele-
menti. Asi seisneb selles, et toendoliselt on
neljamootmelise kuubi jaoks vaja lisada
veel iiks veerg. Toepoolest, 16igul oli ainult
iht tidpi raja — punktid (tipud), ruudul
. lisandusid servad, kuubil veel ruudud —
. kahemootmelised tahud. On oodata, et
neljamoo6tmelisel kuubil lisandub raja tun-
tud elementidele veel uus elementide liik,
mille m6odete arv on vordne kolmega.

Anname jargmise definitsiooni.

Definitsioon. Neljamdotmelise kuubi |
kolmemaootmeliseks tahuks nimetatakse |
selliste punktide hulka, mille kolm koordi- p
naati omandavad koikvoimalikke védértusi
nullist {iheni ja {iks on konstantne (kas I
voi 0). |

Kolmemdootmeliste tahkude 'arvu on
kerge kokku lugeda. Neid on kaheksa, sest
iga tema nelja koordinaadi jaoks on kaks

voimalikku vaartust: 0 ja 1. Seega saame
2:-4=8. B NS

Vaadake niiiid joonist 34, millel on kuju- §
tatud neljamootmeline kuup. Joonisel on \/
ndha koik 16 tippu, 32 serva, 24 kahemoot-

|
{

melist tahku (need on kujutatud réopkiili-

kutena) ja 8 kolmemootmelist tahku (need \
on kujutatud réoptahukatena). Jooniselt on )
hédsti ndha, missugune serv missugusel
tahul asetseb jne.

Kuidas on see joonis saadud? Kuid
moelge, kuidas joonistatakse paberilehele

Joon. 34
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Joon. 35

tavalist kuupi. Kujutatakse kolmemootme-
lise kuubi nn. paralleelprojektsioon' kahe-
mootmelisele tasandile. Neljamootmelise
kuubi joonise saamiseks tegime koigepealt
ruumilise mudeli, mis on neljamootmelise
kuubi  projektsioon  kolmemdootmelisse
ruumi, ja seejdrel joonistasime selle. Kui
teil on osavad kéed, siis voite ise valmis-
tada niisuguse mudeli, kasutades selleks
nditeks tikke ja plastiliinist kuulikesi. (Kui
palju on teil vaja tikke? plastiliinist kuu-
likesi? Mitu tikku tuleb torgata igasse
kuulikesesse?)

Niitliku  kujutluse neljamootmelisest
kuubist voib saada ka teisel teel. Kujut-
lege, et me palusime teil meile postiga
saata tavalise kolmemootmelise kuubi
mudeli. Saatmiseks voite muidugi kasu-
tada «kolmemootmelist» posti. Kuid kolme-
mootmelisi kujundeid voetakse postkonto-
ris vastu postipakkidena ning see on Kkiil-
laltki keeruline. Seepédrast on parem teha
nii: valmistada paberist kuup, votta see
siis liimist lahti ja saata meile, nagu mate-
maatikud {itlevad, kuubi pinnalaotus. Sel-
line kuubi pinnalaotus on kujutatud jooni-
sel 35. Kuna joonisel on tippude juurde
kirjutatud ka tema koordinaadid, siis on
lihtne moista, kuidas seda pinnalaotust
kokku liimida, et kuupi saada.

I Stereomeetria kursuses tutvute ldhemalt parai-
leelprojektsiooniga. Et endale ette kujutada, mis-
sugune on tavalise kuubi paralleelprojektsioon
tasandil, toimige nii: tehke traadist kuup (kuubi
mudel) ja vaadake, millise varju heidab see mudel
paberilehele voi' seinale pdikesepaistelisel péeval.
Kui mudel sobival viisil paigutada, siis varjul saa-
dakse joonis, mida harilikult ndete raamatutes. Sece
ongi kuubi paralleelprojektsioon tasandil. Kuubi
paralleelprojektsiooni saamiseks on vaja ldbi kuubi
iga punkti panna samasihilised sirged (pédikese kii-
red on omavahel paralleelsed), mis aga ei tarvitse
olla risti tasandiga, millele me projekteerime
(ekraaniga). Nende sirgete 16ikumisel ekraaniga
saadaksegi kujundi paralleelprojektsioon.
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Harjutused

1. Kirjutage vélja seosed, mis méara-
vad neljamootmelise kuubi koik kolme-
mootmelised tahud.

2. On voimalik valmistada ka nelja-
mootmelise kuubi «pinnalaotus». See on
-mingi kolmemootmeline kujund ning ilm-
selt koosneb ta kaheksast kuubikust. Kui
teil onnestub valmistada voi endale ette
kujutada seda «pinnalaotust», siis joonis-
tage see ja ndidake joonisel iga tema tipu
koordinaadid.

10. Ulesandeid kuubist

melise kuubi ehitusega. Proovime niiiid
endale ette kujutada tema suurust. Nelja-
mootmelise kuubi iga serva pikkus, nagu
ka ruudul ja tavalisel kuubil, on vordne
ithega (serva pikkuse all me moistame
ithel serval asuvate tippude vahelist kau-
gust). Mitte ilmaaegu ei nimetanud me
oma «kuupe» iihikulisteks.

1. Arvutage kuubi mitte {ihel serval aset-
sevate tippude vaheline kaugus. (Selleks
valige iiks' tippudest, koige parem tipp
(0, 0, 0, 0), ja leidke selle tipu ning koigi
illejadnud tippude vahelised kaugused.
Punktidevahelise kauguse arvutamise vale-
mit te teate, samuti ka tippude koordi-
naate, jddb vaid sooritada lihtsad arvutu-
sed.)

2. Lahendanud iilesande I, néete, et koik
tipud voib jaotada nelja gruppi. Esimese
grupi tipud asuvad punktist (0, 0, 0, 0)
kaugusel 1, teise grupi tipud kaugusel Ve,
kolmanda grupi tipud kaugusel V3 ja nel-
janda grupi tipud kaugusel [/4 = 2. Kui
palju on neljamootmelisel kuubil iga grupi
tippe?
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3. Tipu (1, 1,1, 1) kaugus;: tipust
(0, 0, 0, 0) on koige suurem, vordne 2-ga.
Seda tippu nimetame neljamootmelise
kuubi tipu (0, 0, 0, 0) vastastipuks ja neid
{ihendavat 16iku — neljamootmelise kuubi
peadiagonaaliks+Mida nimetada teiste moo-
dete arvuga kuupide peadiagonaaliks ja
millega vorduvad nende peadiagonaalide
pikkused?

4. Kujutage niiiid endale ette, et kolme-
mootmeline kuup on tehtud traadist ja
tipus (0, 0, 0) istub sipelgas. Et minna
ithest tipust teise, tuleb sipelgal ronida
mooda servi. Mitut serva modda tuleb
sipelgal ronida, et saada tipust (0, 0, 0)
tippu (I, 1, 1)? Mooda kolme serva. See-
parast tippu (1, 1, 1) nimetame kolmandat
jarku tipuks. Tipust (0, 0, 0) tippu (0, 1, 1)
minekul tuleb sipelgal ronida moéda kaht
serva. Sellist tippu nimetame teist jarku
tipuks. Kuubil on veel esimest jarku tippe,
s.o0. selliseid, millistesse sipelgal tuleb
ronida modda iiht serva. Selliseid tippe on
kolm: (0,0, 1), (0, 1, 0) ja (1, 0, 0). Teist
jarku tippe on kuubil kolm. Kirjutage iiles
nende koordinaadid (iilesanne 4a). Tipust
(0, 0, 0) igasse teist jarku tippu viib kaks
teed, mis koosnevad kahest liilist. Naiteks
tippu (0, 1, 1) voib saada 1édbi tipu (0,0, 1)
voi ka ldbi tipu (0, 1, 0). Mitut kolmeliili-
list teed mooda voib saada mingist tipust
tema vastastippu (ililesanne 4b)?

5. Votke neljadimensionaalne kuup kesk-
punktiga koordinaatide alguspunktis, s. o. -
punktide hulk, mis rahuldab seoseid:

—1<x<1,

—1<y<l,

-1 L 2K 1;

—1l<u<l
Leidke tipu (1, 1, 1, 1) ja koigi iilejddnud
tippude vahelised kaugused.

Millised tipud on tipu (1, 1, 1, 1) suhtes
esimest jarku tipud? teist jarku tipud? kol-
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mandat jdrku tipud? neljandat jarku
tipud?

6. Ja viimane kiisimus, mis on kontroll-
kiisimuseks neljamootmelise kuubi kohta:
kui palju on olemas neljalililisi teid, mis
viivad neljadimensionaalse kuubi tipust
- (0, 0, 0, 0) vastastippu (1, 1, 1, 1), kui lii-
kuda modda kuubi servi? Kirjutage iiksik-
asjalikult iiles iga tee marsruut, ndidates
jérjekorra, missugustest tippudest on vaja
1abi liikuda.

Vastus harjutusele lk. 17. 322527774
vEry

WY,
WY,
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