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SUR LA LEGITIMITE D UNE METHODE DE FOURIER.

Il s’agit ici de la méthode de Fourier qui permet, dans certains
cas, de résoudre des systémes d’équations linéaires & une infinité
d’inconnues.

Voici l'idée essentielle de cette méthode :

Soit donné un systeme d’équations linéaires a une infinité d’incon-
nues xy .

(e 0]
(1) Ci—_—hzlaihxh (t=1,2 38 ...

Pour trouver une solution du systeme (1), on calcule la solution
(2) xl(n) xg(n) Ce a:(m

) P

du systeme réduit correspondant

n

(3) 2 ag 3,...m),

on passe a la limite pour n > oo et 'on prend pour les valeurs des
inconnues z, du systéme (1) les limites a; des z(":

(4) xp=ap=1lim z,
n->»00

On peut se demander quelles sont les conditions d’apres les-
quelles ce procédé nous conduira au but en fournissant une solution
du systeme (1).

1. — Pour préciser la question posée, convenons d’entendre sous
une solution du systeme (1) tout ensemble des valeurs des inconnues
qui satisfont & ce systeme en rendant absolument convergentes toutes
les séries qui y figureront.

Supposons :

(a) que le systeme réduit (3) ait une solution bien déterminée (2);

() tendent vers des limites finies et bien

(b) que, pour n- oo, les z,

déterminées a; (4);



(c) et que les a; substitués dans les séries du systeme (1) rendent
absolument convergentes toutes ces séries.

Cela étant, démontrons la proposition suivante: La condition
nécessaire et suffisante pour que les a; constituent

une solution du systeme (1) consiste en ce que soit

S i '(;:)
h=m+1

¢ étant une quantité positive choisie arbitrairement a
l'avance, z un entier positif quelconque, M(:) et N(i, m)
des entiers positifs assez grands.

En effet, désignons

(4) <& pour m > M(i) et n > N(¢, m),

m
I = h_vl Aip Chy
(5)
n)_ Sag (n)
=
La série
©) hél th h

étant absolument convergente aura une somme bien déterminée S:
lim Sm S 2 Aip Op-
m -+ 00 h=1

Pour que cette somme soit c;:

S ¢,
il faut et il suffit évidemment que 1'on ait

lim lim¢™ =¢;
Me> OO N=» 00
ou
lim lim (¢ —¢™)=0
(7) M=pCO N m( ! m ) ’
étant la limite de o™ pour n-co
(8) =1lim o™



Donc, d’apres (7) et (8)

et
lim (¢,—s,)=0,
m - OC
d’ou l'on tirera immédiatement que
(c,-—— Sm) | <<% pour n> N(,m)
et

|6;—sm | pour m > M(2),

¢ étant un nombre positif quelconque, N(s, m) et M(:) des nombres

entiers positifs assez grands, dont le premier N(, m) dépendra en
général de m.

En se servant de l'inégalité

il <l )~ sl <5

1 sm

c;,— S,

on obtiendra donc

¢ — o™ ‘ <

c;— 8,

+ 5 <.

Or, d’apres (2), (3) et (5)

S _

n G

et, par suite,

o)

g g
n m

(n)
m h

= Yapzx
= 1

Donc la condition nécessaire et suffisante (7) s’exprimera bien sous
la forme suivante:

. (n)
Zazh Zh
h=m-}-1

pour m > M(¢) et n > N(z, m).

On obtiendra évidemment une condition suffisante en exigeant de
plus que l'on ait

‘ n

‘ A\"aihxgml<s pour m > M(¢) et n > N(i),

h—m+1 |

N(7) étant supposé indépendant de .



En ajoutant la condition (4) aux conditions (a), (b),
(c), on obtiendra donc un systeme de conditions néces-
saires et suffisantes, pour que la méthode de Fourier
fournisse une solution du systeme (1), cette solution
satisfaisant & la convention faite ci-dessus.

2. — Etant donné un systeme (1) dont on se propose de calculer
une solution par la méthode de Fourier, on aura donc & étudier non
seulement si les trois conditions (a,) (b,) (¢) sont remplies, mais en
outre si la condition (4) le sera elle aussi.

. Or, la condition (4) est d’une nature tout a fait analogue a la
condition générale de convergence des séries due & Cauchy. Par suite,
pour reconnaitre si la condition (4) est remplie, on n’aura qu a procé-
der d’'une maniere tout analogue comme dans le cas ou il s’agit de
la convergence d’une série donnée, en appliquant le plus souvent des
criteres divers moins généraux, mais plus commodes dans la pratique.

Tous ces criteres spéciaux auront au fond pour base commune la
proposition évidente suivante:

(B) Si les modules des termes de la somme

n (n)

2 athxh (2‘—' 2’ 3, o o .)
h=1
restent .pour inférieurs aux modules des termes correspon-

dants d’une série absolument convergente

0

h=1

i aihx;;n) ’ <|vg| pour A> H(Z), n_> ZV(Z),!

la condition (4) sera remplie, H(:) et N(i) étant des entiers positifs
quelconques.

Il en résulte, en particulier, que la condition (4) sera remplie, si
les séries

[o 0]
(©) Sapa, (=1,2,3,..)
h=1

sont absolument convergentes et si les modules des tendent vers
lay| en croissant.
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8. — Dans certains cas, il est commode de se servir du critere
suivant :

La condition (4) sera remplie, si 'on peut faire cor-
respondre a une quantité positive p(J)<<1 des nombres
entiers positifs H(/) et N(i) tels que

(D) “"+1 <pe) <1 pour k> H() et n>> N(i)
(e=1, 2,8, ...,
ou
Hp Qi (n)-

En effet, d’apres (D) on aura pour k,>> H(:) et n> N(i):
g1 | <@ | o, |
[ @by 42 | <P |1, |,

Hhy+k @) | | »
c’est-a-dire les modules des termes de la somme

?

=

o0 h=hy-F,

v

h=1

resteront pour A, > H(z) et » > N(7) inférieurs aux termes correspon-
dants de la série géométrique convergente

0
Py @) l ﬂhol .
k=1

Done, la condition (B) et, par suite, la condition (4) elle aussi
seront bien remplies.

4. — En particulier, le critere précédent (D) permet de vérifier
aisément que la condition (4) sera remplie pour tous les systemes
réduits généralisés auxquels nous avons appliqué la méthode de Fourier
dans notre travail*) ,Sur certains types de systemes d’équations liné-
aires“. . ., en ne tenant compte que des conditions (a), (&) et (c).

Nous y avons montré que, pour ces systemes, les trois conditions
(a), (b) et (¢) sont remplies; donc, si de plus on s’assure de ce que la

*) Acta et Commentationes Universitatis Dorpatensis A. VIII;, 1925.



condition (4) le sera elle aussi, on en conclura immédiatement qu’il
a été, en effet, légitime d’y appliquer la méthode de Fourier.

Nous allons le vérifier maintenant en examinant de pres les trois
types dans lesquels rentrent nos systemes réduits généralisés.

5. — Les systemes réduits généralisés que I'on trouve dans le
Chapitre I (,Sur certains types . ..“) rentrent dans le type suivant:
&z
(9) 0=23 bz, (i=0,1,2,..)),
h—1
ou pour 7. %j; et
ht1

(10) >p>1 pour A> N,

N étant un entier positif quelconque.

Prenons le systeme réduit correspondant sous la forme suivante:

n—1
s i &y (n)

(1=0,
Par un calcul simple on obtiendra (,Sur certains . . p. 16)
(n) , -1 1—-1 a1 ]
) T _ (—* )‘ 1 Zpdg..ap_y rr Ak
\x/ 2 17 PO ¥ 4 71—}‘
! Ay k=2 L B
' A

Donc, en désignant

i [\ X %01\ ()
=/»Zl h) et M‘h+1=4h+] ) ’

on aura
b 1
n—1 —_— n41 -
”’h-{-l__l h o1 1 7 A
vm) H——— 1l
1 —
ARl i
Désignons enfin
l
N—11— I‘_‘
h
Ph)y= [l ———

k=1 1 —

A1

et remarquons que lim P(h)=1.
h-»oc



Il est aisé de voir que pour et n>h—1

Mhy1 1 © 147
w | <bB) 1O I —
k=1 -_
et que
: |
lim —
h—soo 0

par suite, étant donné une quantité positive p(i) << 1, on peut assigner
évidemment un entier positif H(;)= N tel que

“pt1

<p(H)<1

pour quelle que soit la valeur entiere et positive de
n>h— 1= H(3).
Donc, d’apres le critere (D), 1a condition (4) est bien rem-
plie pour tous les systemes (9) sous I’hypothese (10).

6. — Les systemes réduits généralisés du Chapitre II (,Sur cer-
tains types ...“) sont du type suivant:
(o]
(11) ¢ z, (¢ 0,1,2,...),
h=1
ou
19 ¢;=0 pour iz2k, ¢;>20, k étant un entier positif quelcon-
(12) \ que ou zéro,
20 ‘ﬂ Sp>1 (h=1, 2, 3,...)
(voir ,Sur certains stype.. n° 37).

Le systeme réduit correspondant s’écrit

n .
=3 7M™ (=012, n—1)
h=1

et 'on aura
(n—1) .
k
2 (1) Ty i (n° 30, p. 55),
TR =



ou l'on entend par
(n—1)

 dghe...d
A
la fonction symétrique, entiere et homogene, d’ordre % des »—1 quan-
tités:

11 1 1 1

— 5 9 s —

— poeee
AL A2 A1 Arpl *n

et du premier degré par rapport & chacune d’elles, tous les termes de
ce polyndme ayant le meme coefficient numérique - 1.

Donc,
("—l) 1
)h . hI——Il 1 —— n 1_—"; “ ,‘\}‘213"'/*—{-1
o i 1z 'y
U“p ‘)‘h+] m A‘h-{—l (n A
—1 1—1?‘1 m=h+2 1— 7 ; ;
+ (1) 2R i
ou
u=2 2" (h—1, 2 3,... n)
Il est aisé de voir que
(n—1) (n—1) 1
T < < S
(i 20) Aodg e dpy, (151) Aoy ooy, 2 Aodz...dy,
ou
:! lim Uy (n° 33,35)
————— — 1llm - nes
Aodg ... A A '} ’ .
uhv Al)' 243 m N => 0 (lh,l]) 213 m
D’apres cela on aura
(n=1) 1 15
[ 1 '
}.ol'z...,{ <Q|A"
ou
A= (pour k< m),

Aidg- - Ah—l ;'h—{—l ey

Aike (pour h=>m)  (n° 35);

10



et, par conséquent,

L , (n—1) 1
sldI<| 3 —- <214 (n° 36, p. 69).
(e 21)
Donc,
| =y
U h—i (oe] n l
‘ ‘;H <15 ( ) Il P pour A>%k--1
n=1 1— "
et
lim | &ngaf)
h—soo Up I— 0

On en conclut immédiatement qu’étant donnée une quantité posi-
tive p(?)< 1, on peut assigner un nombre jentier positif H(z) tel que

Mpya

W <pl)<1 pour k> H),

quelle que soit la valeur entiere et positive de » > k> H(i).
D’apres le critere (D), la condition (A) sera donc bien
remplie pour tous les systemes (11) sous I'hypothese (12).
7. — Les systemes réduits généralisés du Chapitre IV (,,Sur cer-
tains types...“) sont du type suivant:

(13) v X ATy, 6=1,23 ..,
h-l
ou
[ 1° ;=0 pour 1k,
(14) 1 90 {

>p>4 (h=1,2, 3,...) (n° 65).

La valeur de l'inconnue y( " qu systeme réduit correspondant, ne

contenant que n équations et autant d’inconnues (n>>#), s’exprime par

h4-k =1

o -7 0= 7
n ! ° B85 5
y N B (n° 65, p. 115).
L " i

11 ! I 1—;

m= m=k+1

11



D’apres cela, en désignant u, = 4’ 1y ",

on aura
(n—1)
‘ e
243+ - Aptl
Mpi1 (> 1) <15
- 1
Hn (n—1) 1 h+1
(lb'll) }.2 13 CECN)
et, par suite,
lim" | #1
h—s co Uy,

d’ou l'on déduira, tout comme ci-dessus (n°s 5 et 6), que la condi-
tion (4) sera bien remplie pour tous les systemes (13)
sous I'hypothese (14).

12



0 IPUMEHHMOCTH METOJIA ®YPHE.
CBoaka.

B HEKOTODHX ciIy9asx pemIeHMs cHCTeM JUHEHHHX YPaBHEHHH C
0eCKOHEIHHM MHOJKECTBOM HEM3BECTHHX IMOJIYyJalTCI NPH [TOMOHIM
u3BecTHOro Meroxa dypne.

IJTOT METOX COCTOMT B TOM. 9YTO B COOTBETCTBMU C AAHHOW GECKO-
HEIHOU CHCTeMOlt

0
(1) = D apxp, (=1,2,8,...))
h=1

COCTABJACTCA KOHEYHAsSA penylHpOBaHHAA CHCTEMa

n
(2) c; = 2_‘ Qp T, (Z= 1, 2, e 'ﬂ),
h=1

HCIUCIACTCA pellleHHe CHCTeMH (2):
SAn) o (n) (1)

OIIpeeNAITCA IIpeelIn
(n)

ah=lim z,

. n—->0o0
M 9TH nocnenﬂn‘e NPUHUMAIOTCS 3a 3Ha4YeHHA HEM3BECTHHX B JaHHOU
cucreme (1):
x,=a, (=1, 2, 8,...).

CnpamuBaercs, Ipu KakHX ycaoBUAX MeTod Pypbe neHCTBUTEIHHO
AT pemeHHs M JaHHOM GeckOHeIHOM cucTeMH (1)?

st yTo4HeHHs BOIIPOCA YCIOBHMCHA MOHMMATH II0J pelleHHeM
CHCTEMH (1) TAKYI0 COBOKYNHOCThH 3HA4YeHU! HEM3BECTHHIX IpU KOTO-

poxt Bce PAIH

(oo}
2 227X (Z= 1, 2, 3, . )
h=1

OKaKYTCsA a6CoOIITHO CXOAALMMUCH.

13



Mwmea sro B Buay u npeamomaras :
(a) cyulecTBOBaHMe pellleHUs pepylHPOBAHHON CHCTEMH (2),
(b) cymecrBoBanue a;, uj
(c) abCOMOTHYI CXOAMMOCTH DPAIOB :
O
3 e ap (t=1,23,...)
h=1
MOSKHO JoKasaTh ciaenyoliee IpenjosKeHue :
HeoGxoguMoe M J0CTATOYHOE ycJaoBHE, YTOOH a
COCTABAANMN PelleHNe TaHHON GeCKOHeIHOH CHUCTEeMH (1),
COCTOHUT B TOM, YTOOH OHJIO

(4) 3, %hx(n) < e npu m > M@) 1 n>N(,m),

h=m-1
rage ¢ 03Ha4YaeT NPOU3BOJBHO BHOPDAHHOE NONOKHUTEAb-
HOe YHuciao, ¢: — J0oe mejgoe MNOJOMKHUTEIbHOE YUCIO, &
M(z) u N(z,m)— BocTaTo49HO GOJbIIHNeEe IeJHE NOJOKHNUTEID-
HHE€ YHCIA.

B vacTHHX caydasx, 48 yao6CcTBa IPaKTHIeCKOT0 NPHUMEHEHHH,
3TOT OOLINH KpUTepuit (4) MoskeT OHTH 3aMeHEH Pa3JVUHEMH CllelaJb-
HEIMU KpUTEPUAMU.

Tak, Halmpumep, B HEKOTOPHX CJIydasdX MOMKHO I10Jb30BATbCA Clle-
IHAJbHEM KpUTEpHEeM:

YcaoBue (A) BHNOJTHEHO, €CJIH OIS NOJOMKUTEIbHON
BEINYUHH p(?)</1 MOMKHO yKa3aTh TaKHe COOTBETCTBY -

nue NeJHEe NOJONKUTECIbHEEe ducaa H(z) u N(¢),9To6H OHJIO
“Zjl <pl)<<1 mpu h>HGE) 1 n>NG) (=1, 2, 3,...),

rze ag, acgz).

IIpy momoimu 9TOr0 CIENUATBHOTO KPUTEPUS INPOBEpseTcs, dTO
ycaoBue (A) B YaCTHOCTH BHIOJHEHO MJIS BCEX TeX OGOGLIEHHHX pemy-
IUPOBAHHHX CHCTEM, K KOTODHM aBTOP NpHUMeHA] Merox Pypbe B cBoell
paGore: ,Sur certains types de systemes d’équations linéaires & une
infinité d’inconnues. Sur l'interpolation“ (Acta et Comment. Universi-
tatis Dorpatensis A VIll;, 1925), u sruM noxaTBep:kIaeTcs NIpaBUIb-
HOCTH NOJYYeHHHX TaM pe3yJbTaToB.

14
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