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11. LINÜAARPROGRAMJOKRIMINE.

B.'Näiteid lineaarprogrammeerimise

ülesannetest.

a) Sotsialistliku tootmise planeerimise ja organiseerimise

parandamine, tööjaotuse edasine arendamine ja kapitaalmahutus-

te majandusliku efektiivsuse tõstmine on meie majanduselus suu-

re tähtsusega. Tänapäeva tööstuse tehniline keerulisus, mitme-

suguste tehnoloogiate kasutamise võimalus, rahvamajandusharude

vastastikune sõltuvus jt. majanduslikud probleemid teevad ees-

pool toodud küsimused väga raskeks. Nende ülesannete lahendami-

sel on suur abi matemaatilistest meetoditest ja uuest arvutus-

tehnikast.

Viimasel paaril aastakümnel on eriti intensiivselt uuritud

matemaatika rakendamise võimalusi keeruliste ja seni lahendama-

ta majanduslike probleemide uurimisel. Seda soodustas uue arvu-

tustehnika areng ja levimine.

b) Meie tutvume uue ainega - lineaarprogram-
meerimisega ehk lineaarplaneerimi

g a. Lineaarprogrammeerimises tegeldakse ülesannetega, kus

tuleb mitmele üksteisest lineaarselt sõltuvale otsitavale lei-

da sellised väärtused, mis ühe lineaarse mitme muutuja funktsi-

ooni teevad maksimaalseks (või mõnel juhul minimaalseks), s.t.

tegeldakse lineaarsete lisatingimustega ekstreemumülesannetega,
kus ka funktsioon on lineaarne.

c) Alguseks sõnastame ja formuleerima matemaatiliselt mõ-

ned LP ülesanded (s.o. lineaarprogrammeerimise Ülesanded).
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Näide 27. Tehases Tabel 1

toodetakse kahte liiki väeti-

si A ja B. Väetise A valmis-

tamiseks vajatakse nelja tseh-

hi tööd, väetise B jaoks aga

kolme tsehhi tööd. Tabelis 1 on

antud aeg tundides, mis kulub

ühe tonni kummagi väetise tööt-

le!?Jsele igas tsehhis, näiteks

kulub väetise B töötlemisele

II tsehhis 2 Peale selle

on tabelis toodud igas tseh-

his väetiste töötlemiseks päe-

vas kasutada olev aeg tundi-

des ja päevaplaan tonnides

kummagi väetise jaoks.

Ülesandes nõutakse organiseerida väetiste A ja B tootmine

nii, et päevaplaan oTeks täidetud või ületatud, et ületunde ei

tehtaks ja et päeva kogutoodang (tonnides) oleks maksimaalne.

Formuleerima selle ülesande matemaatiliselt. Selleks valime

kõigepealt otsitavad. Vaja on teada, kui palju toota väetist A

ja kui palju B. Tähistame x-ga väetise A päevatoodangu tonnides

ja y-ga väetise B päevatoodangu tonnides (vt. tabeli 1 viimast

rida).

Arvestades plaani saame võrratused

ja

x tonni väetise A töötlemiseks I tsehhis kulub 2x tundi, y ton-

ni väetise B töötlemiseks I tsehhis kulub 3y tundi. Kokku kulub

väetiste töötlemiseks I tsehhis 2X + 3y tundi, võimalik on aga

kulutada kuni 49 tundi. Viimase lause saame väljendada võrratu-

sena

2x + 3y % 49.

Analoogiliselt saame ülejäänud tsehhide tööaja jaoks võrra-

tused:
x + 2y $ 28,

%35,3x

2x+ y
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Kui leiame arvud x ja y nii, et nad rahuldavad koostatud

võrratusesüsteemi

rvuax ja y nn

1

f x 310

-y3 8

J 2x+3y%49

x + 2ys 28

3x 435

2x+ yg42,

plaantäidetud

õuabaga võrrat

siis saaks päevaplaan täidetud või ületatud ja ületunde ei teh-

taks. Ülesanne nõuab aga võrratusesüsteemile niisuguse lahendi

(x; y) leidmist, mis teeks päeva kogutoodangu maksimaalseks,

s.t. x + y maksimaalseks.

Saime ülesandele matemaatilise formulatsiooni:

leida võrratusesüsteemi

'x HO

y 8

2x + 3y $49

< x + 2y $2B

3x 35

2x + y 42

reaalarvupaaride (x;y) hulgast niisugune, mille pu-

tsuurim.
*

rahuldavate ]

hui x + y on

Näide 28. Tehas toodab kahte liiki elektrimootoreid,

uhe esimest liiki mootori valmistamiseks kulub 30 tundi ja 4 kg

limiteeritud toorainet (vasktraati), ühe teist liiki mootori

jaoks vastavalt 50 tundi ja 2 kg vasktraati. Mootorite tootmi-

seks on kasutada 12 000 tundi kuus ja 1125 kg vasktraati kuus.

Mootorite hinnad on 400 ja 350 rubla vastavalt.

Kui palju peaks tehas tootma kumbagi liiki mootoreid, et

kuutoodang oleks (rublades) maksimaalne, kusjuures ületunde ei

tehtaks ja vasktraadi ülekulu ei oleks?

Tähistame kuus toodetavate esimest liiki mootorite arvu x-gt

ja teist liiki mootorite arvu y-ga. Ilmselt peavad x ja y olema

mittenegatiivsed täisarvud, s.t. täisarvud, mis rahuldavad võr-

ratus!

ja y3-0.

x esimest liiki mootori valmistamiseks kulub 30 x tundi ja



4x kg vasktraati.

y teist liiki mootori valmistamiseks kulub 50y tundi ja 2y

kg vasktraati.

Kõigi mootorite valmistamiseks kulub 30 x + 50y tundi ja

4x + 2y kg vasktraati, tohib aga kuluda ülimalt 12 000 tundi

ja 1125 kg vasktraati, seega

30x + 50y 12 000

4x + 2y 1125

Kuutoodang z rbl. on arvutatav x ja y kaudu

z = 400 x + 350y.

Tuleb leid* .

max

saime ülesandele järgmise formulatsiooni:

leida võrratusesüsteemi

f 3x + 5y 1200

) 4x + 2y < 1125

] x 0

y 0

täisarvuliste lahendite (x; y) hulgast niisugune, mille

puhul funktsioon

z = 400 x + 350 y

on maksimaalne.

Näide 29. õlletehas peab kiiresti täitma tellimuse

100-le hektoliitrile 4% alkoholisisaldusega õllele. Laos on nel

ja liiki õlut, kuid mitte 4%-list, nagu näitab tabel 2.

Tabel 2.

Olemasolev 31u Tellitud

31u1 11 III IV V
(vesi)

Alkoholisisaldus 2,5 3,7 4,5 5,8 0 4

Laoseis
hektoliitrites

150 60 30 120 oo 0

Fektoliitri hind
rublades

22 25 32 45 0

Segades olemasolevaid õllesorte ja vett valmistatakse tel-



7

litud kogus 4%-list õlut. Kuidas tuleb segu koostada, et laos

olemasolevast õllest ja veest saada odavamini 100 hekto-

liitrit 4%-list õlut?

Otsitavaks võtame i-ndat liiki õlle hulga segus (mõõde-

tuna hektoliitrites, kusjuures i = 1,2, 3,4, 5. Seega peab

olema

Xi 150, x. 60; x- < 30; x. 120
1 2 4

ning

Xi + xg + Xg + X4 + X5
= 100.

hektoliitris I liiki õlles on 0,025 Xi hektoliitrit ehk

2,5 Xi liitrit alkoholi, analoogiliselt on segu ülejäänud koos

tisosades 3,7 Xg; 4,5 5,8X4 ja o*Xg liitrit alkoholi.

Tellitud 100 hektoliitrist peab 4% olema alkoholi, s.t. 400

liitrit alkoholi. Nii saame võrrandi

2,5Xi ***6,7xg + 4,5Xg + = 400.

100 hektoliitri segu hind z rbl. koosneb segu koostisosade hin

dadest kui summa:

z = 22Xi * 23*2 + + 46X4.
z tuleb teha minimaalseks.

Matemaatilises keeles kõlab meie Ülesanne seega nii:

leida võrratusesüsteemi

*l* *2* *3*

2,5Xi + 3,7xg + 4,5Xg + * 400

*1

*2 60

*3 3°

l2O

mittenegatiivsete lahendite Xg; X4; xs) hulgast

niisugune, mille puhul funktsieon

z = 22X1 + 25xg + 32Xg +

omandab minimaalse väärtuse.
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Näide 30. Tsehhis valmistatakse kahte toodet, mille

jaoks kulutatakse kahte (olulisemat) liiki faktorit. Tootmist

võib tsehhis organiseerida viie erineva tehnoloogia järgi.

Tabelis 3 on toodud toodang (positiivsed arvud) ja kulutused

(negatiivsed arvud), kusjuures ühikuks on (tonni päevas).

Tabel 3.

Esimest faktorit tohib nädalas, s.t. 6 päeva jooksul kulu-

tada ülimalt 17 tonni, teist 10 tonni. Nädalases kogutoodangus

peab esimest ja teist toodet olema vahekorras 2:3. Kasutades

järgemööda erinevaid tehnoloogiaid, tuleb tsehhi nädalatöö or-

ganiseerida nii, et nädalane kogutoodang (tonnides) oleks mak-

simaalne.

Tähistame i-nda tehnoloogia järgi töötamise aja päe-

vades i = 1,2, 3,4, 5. Siis

*1 **2"*3* *4 * *5 6

Esimest toodet valmistame nädalas

5Xi + 5Xg + 2X3 + 2X4 + 2x,_ tonni.

Teist toodet valmistame nädalas

+ 2Xp + 7,75X3 + 6X4 + 7xs tonni.

Seega
2 2Xg+2X4 +2xs

3 2xi * 2*2 + 7,75x3 + 6X4 + 7xs
ehk

4Xi + 4Xg + 15,6X3 <- + 14x,. = 15Xi + + 6X3 + 6X4 + 6xs

Tehnoioo-
Toodang ja kulutused vastavalt tehnoloogiale

gia nr.
1.toode 2. toode 1. faktor 2. faktor

1 5 2 - 1 - 3

11 5 2 - 3 - 1

III 2 7,75 -7,25 - 1

IV 2 6 - 1 - 4

V 2 7 - 5 - 2



ehk

+ llxp - 9,5X3 - 6X4 - BXS = 0.

Esimese faktori kulutamist piirab võrratus

Xi + 3Xg + 7,25x3 + + 17,

teise faktori kulutamist võrratus

3Xi * *2 * X3 * 4*4 + 2X3 $ 10.

Maksimaalseks tuleb teha kogutoodang

z= (SXI+SX2+2X3+2X4+2XS) + (2xi +2x2+7,75x3 +6x4+7xg<

ehk

z = 7xi *** 9,75X3 + BX4 +

Kokkuvõte

leidavõrratusestisteemile

' Xg+ X3 + X4+ X5 6

11x1 +11x2*9,5x3-6x4-Bxs =0

Xi + 3Xg +7,25X3 + X4 + 17

sXi+ Xg+ X3+ 4X4+2X5

niisugune mittenegatiivne lahend, mille puhul z väärtus on

suurim, kus

z = 7xi * 7*2 * 9,75X3 + BX4 +

Näide 31. Kolmes laos on briketti vastavalt 300, 400

ja 530 tonni, kokku 1230 tonni. Sellest briketikogusest tuleb

rahuldada nelja tarbija vajadused, mis on vastavalt 220, 350,

250 ja 410 tonni, seega kokku ka 1230 tonni. Teada on ühe ton

ni briketi veokulu rublades igast laost igale tarbijale:
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Ülesandeks on varustada kõik tarbijad briketiga nii, et

kogu veokulu oleks minimaalne.

Otsitavaks võtame i-ndast laost k-ndale tarbijale vee-

tava briketikoguse tonnides, kus i=l,2,3jak = 1,2, 3,

Ladudes olevate briketikoguste ja tarbijate vajaduste arvesse-

võtmine annab võrrandid:

*ll * *l2 * *l3 * *l4 500

*2l * *22 * *23 * *24 " 400

*3l * *32 * *33 * *34 = 530

*ll * *2l * *3l
= 22°

*l2 * *22 * *32
* 550

*l3 * *23 * *33
* 250

*l4 * *24 * *34 = 410*

Sellele seitsmest võrrandist koosnevale süsteemile tuleb

leida niisugune mittenegatiivne lahend, mis teeb koguveokulu z

minimaalseks, kusjuures

z = + 2,7X12 + 1*6*13 * I*BXl4 +

+ * 1'7*22 * 5'1*24 *

+ 2,2Xgi + 2,6Xg2 + l*2Xgg +

9. Lineaarprogrammeerimise ülesanne

(üld juhtum).

a) Kõigis eelmise paragrahvi näidetes tuleb lahendada line

aarvõrratustest ja -võrranditest koosnev süsteem. Kõigil juhtu

del otsitakse süsteemile ainult mittenegatiivseid lahendeid.

Kõigis Ulesandeis on lisaks veel formuleeritud lineaarfunktqi-

oon z. Süsteemi üldiselt paljude mittenegatiivsete lahendite

hulgast tuleb leida niisugune lahend või niisugused lahendid,
mille puhul z väärtus on parim ehk optimaalne



(konkreetselt maksimaalne või minimaalne).

b) Ülesande tingimustes sisalduvad lineaarvõrratused on

otstarbekas teisendada lineaarvõrranditeks. Selleks liidame

võrratuse väiksemale poolele uue mittenegatiivse tundmatu,

millele otsime niisugust väärtust, mis teeb võrratuse võrduseks

Näide 32. Teisendame näite 29 võrratused (vt. lk. 7 )

võrranditeks:

Xi + Xg
= 150

j Xg + x? = 60

AX, Xg
= 30

! +Xg = ISO.

Uued tundmatud Xg, x?, Xg, Xg tähendavad vastavalt I, 11,

111, IV liiki õlle ülejääki hektoliltrites.

c) Ülesandes esinevat lineaarfunktsiooni z võib avaldada

kõigi tundmatute funktsioonina, kirjutades välja ka liikmed

kordajatega null.

Näide 33. Täiendame näite 29 funktsiooni

z - + 32Xg +

avaldist ülejäänud otsitavatega Xg, Xg, x?, Xg, Xg. z tähendas

valmistatava õllekoguse hinda, kasutatud vesi (Xg) ja ülejää-

nud õlu (Xg, Xy, Xg, Xg) seda hinda ei mõjuta. Seega

z = 22*i + 25Xg + 32*3 + + Oxg + Oxg + + Oxg.

d) Nüüd võime fonnuleerida LP ülesande üldjuhtumil järgmi

selt:

leida llneaarvõrrandite süsteemi

+ *
--

* = *lO

* *22*2 *
'"

* * *2O

,

*
'*'

* " *mO

- 11 -
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mittenegatilvsete lahendite hulgast niisugune, mis teeb

funktsiooni

Z = + CgXg +
...

+

maksimaalseks (või minimaalseks).

e) Tähistades m-dimensionaalseid vektoreid

/*iA /&i \

Bait / *22 \ /*2n
*-p]*=p *

= p
.

. j t
.

J
.

n*

\ \
rr)y

saame LP ülesande formuleerida üldjuhtumil nii:

leida niisugused mittenegatiivsed arvud

Aio\

/

= p.

xi,Xg, ...
et

P. = XIPI + XgPg +
...

+

ja et z =

CjXi + CgXg +
...

+ omandaks maksi-

maalse (või minimaalse) väärtuse.

10. Ljneaarprogrammeerimise ülesannete

graafiline lahendamine.

a) Kui LP ülesande võrratusesüsteemis on ainult kaks otsi

tavat, võime selle süsteemi lahendada graafiliselt. Nii saadu

hulknurga punktide hulgast tuleb siis otsida need, mis LP üle

ande funktsiooni z teevad maksimaalseks (või minimaalseks).

Näide 34. Lahendame näites 27 formuleeritud LP üles

ande graafiliselt.

Kõigepealt leiame hulknurga, mida esitab võrratusesüsteem

x 10; y> 8; 2x +3y 49; x+ 2y 28; 3x 35;

2x + y 42.

Selle võrratusesüsteemi lahendid moodustavad (joonise 14
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Joon. 14



I.

14

põhjal) täisnurkse trapetsi PQRS. Tippude P ja Q koordinaadid

saab lugeda jooniselt 14 täpselt:

P(10;8) ja Q(-35;8).

Tippude R ja 3 ordinaate on parem arvutades täpsustada. Selle

lahendame võrrandisüsteemid

( x+2y = 28 fx +2y= 28
< la <

(3x =35
** (x =lO.

Saame, et

R(y;42) ja S(10;9).

Joonise 14 põhjal võib sellest võrratusesüsteemist võrra

sed

2x + ja 2x +

kui ülearused ära jätta. Samuti on lahendite mittenegatiivsus

nõue iseenesest täidetud.

Näites 27 nõutakse leida sellest trapetsist PQRS niisugune

punkt, kus x + y on suurim. Tõmbame joonisele 14 sirged,mille
punktides z = 0 ja z = 5, s.t. sirged x+y=ojax+y=s.
Sirge x + y - max peab olema nendega paralleelne, lõikama tra

petslt PQRS ja olema I veerandis võimalikult kaugel koordinaa

tide algusest (sest ilmselt z suureneb O-st kaugenedes). Neid

nõudeid rahuldab sirge, mis läbib tippu R, s.t. sirge

3 6

ehk

x+7

Sellega on ülesanne lahendatud. Vastus on: väetisetehas peab

päevas tootmast ehk 11,667 tonni väetist Aja t ehk

8,167 t väetist B; siis saadakse päevas kokku t ehk

19,833 t väetisi, mis on maksimaalne võimalik päevatoodang.

Näide 35. Tehas toodab kahte liiki veekraane. Esimes

liiki kraanile kulub 0,4 kg vaske ja 0,2 kg erisulamit, teist
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iiki kraanile 0,3 kg kapronit ja 0,2 kg erisulamit. Toorainet

n tehasel piiratud hulgal, nimelt 14 t vaske, 9 t kapronit ja

t erisulamit. Kui palju peaks tootma kumbagi liiki kraane,

t kraanide kogutoodang oleks maksimaalne?

Ühele kraanile kulub 0,4 kg vaske, 10 000 kraanile seega

t vaske. Sobiv on võtta ühikuks 10 000 kraani, ülesande tin

imused ja otsitavad saab korrastada tabelisse:

Tabel

I liiki 4t
kraanid 10 000

I liiki

Lendame ülesande graa

iliselt. Jooniselt 15

äeme, et

4,5 ,

.t. maksimaalne kogu-

oodang on 45 000 kraa-

Väärtuse 4,5 omandab

viirutatud hulknurga

ippe (1,5; 3) ja (3,5; :

hendava külje kõigis

unktides (x; y).

Formuleerima ülesande matemaatiliselt:

mis rahuldavad võrratus!leida x2O ja y 0

(4x 4 14 r x 4 3,5

/ 3y 9 eh*
]

y 3

(2x +2y 9 (x + y 4,5

ning teevad z = x + y maksimaalseks.

Joon. 15
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Teoreemi 9 põhjal (I osa, lk. 28 - 29)

C x = 1,5 + 3,5 (1 -

tv = r ****y
ehk

J * 3*5

[y=i+2#,
Et kraanid on tükikaup, siis sobivad lahendiks niisugused

x ja y, mille puhul 10 COO x ja 10 000 y on täisarvud. Seega

võib omandada väärtused C; 0,00005; 0,00010; 0,00015; ...

0,99995; 1, s.t. 20 001 erinevat väärtust. Nii on ka 20 001

võimalust maksimaalse kogutoodangu, s.o. 45 000 kraani saami-

seks:
Tabel 6.

x 3,5 3,4999 3,4998 3,4997 ... ] 1,5CC1 1

y ] 1 ] 1,0001 ) 1,0002 ) 1,0003 ) ... ) 2,9999 3

Missugust neist lahendeist kasutada, seda tuleb otsustada

arvestades muid (seni arvesse võtmata) asjaolusid.

N 1 d e 36. Lahendame näites 28 püstitatud ülesande

graafiliselt. Selleks tuleb lahendada süsteem:

3x + 5y 1200 —+ -X- < i
400 240

—— + —X— i

281,25 562,5

x 0

4x + 2y 1125
ehk

x 0

y o y



17

Joonisel 16 on

selle võrratusesüs-

teemi kõigi lahendi

te hulk viirutatud.

anname joonisele

16 sirge

400x + 350y = 35000.

mille punktides

funktsioon z oman-

dab väärtuse 35000,

Nihutarneseda sirget

iseenda a paralleel-

selt koordinaatide

algusest eemale ku-

ni tal on veel viiru

tatud hulknurgaga

ühiseid punkte. Vii-

mane niisugune

ounkt on viiruta-

tud nelinurga tipp

P, mille koordinaa-

tideks on (ligikaudu)
(230; 103). Seega on

* = 128050.

Täpsustame tulemust.arvutades kõigepealt tipu P täpsed koor-

dinaadid. Selleks tuleb lahendada võrrandisüsteem:

J 3x +sy = 1200

\ 4x + 2y = 1125.

Elirr.lr.eerioes x-j saame

. x + = 400

14
ehk

- y = - 475
k. 3

(x + = 400

) -
1425

[ y
14 '

millest y elimineerides leiame, et
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x =
3225

x = 230
14

2JU—-

-1 ehk J

Punkti P koordinaadid ei ole seega täisarvud. Ümardades sa

uue punkti Q(230; 102), mille kohta ei ole enam teada, kas

rahuldab ülesande võrratusesüsteemi. Kontrollime seda:

3 * 230 + 5 ' 102 = 690 + 510 = 1200,
4 * 230 + 2 * 102 = 920 + 204 = 1124 < 1125.

Seega on Q(230; 102) võrratusesüsteemi täisarvuline lahend.

Arvutarne funktsiooni z väärtuse punktis Q:

Zq = 400 - 230 + 350 - 102 = 92000 + 35700 = 127700.

Kas Zq on z maksimaalne väärtus täisarvuliste lahendite puhu

Selgitame küsimust esmalt joonise abil. Joonisel.l7 on esita

x= 228 229 230 231 232 233

Joon. 1?
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tud punkti P ümbrus. Nihutame punkti P läbivat sirget, millel

g * iseendaga paralleelselt koordinaatide alguse poole.

Esimene täisarvuliste koordinaatidega punkt viirutatud piir-

konnast, mida läbib sirge z = const, on Q(230; 102), sellele

järgnevad R(231; 100), 5(230; 101) jne.

Smax > > SR > "S

Tõepoolest,

Zmax = 4°o * 230 + 350 * 101 = 127 767

ZQ = 400 * 230 + 350 *IM = 127 700,

ZR
= 400 . 231 + 350 . 100 = 127 400,

= 400 - 230 + 350 * 101 = 127 3505,

jne.

Järelikult saime ülesandele järgmise vastuse': tehas peab

tootma 230 esimest ja 102 teist liiki mootorit kuus, siis kuu-

toodang on 127 700 rbl., millest rohkem pole võimalik antud

tingimustes saada.

b) Majandusliku sisuga LP ülesannetes esineva võrratuse-

süsteemi kõigi lahendite hulk on polüeeder (kui ülesanne on

mõistlikult püstitatud), nagu selle paragrahvi näideteski

(siin saime kahe tundmatuga lineaarvõrratuste süsteemide kõigi

lahendite hulkadeks hulknurgad, s.t. polüeedrid kahedimensio -

naalses ruumis).

LP ülesande lahendamiseks tuleb niisugusest lahendite polü

eedrist leida kõik niisugused punktid (ehk lahendid), kus line

aarfunktsioon z omandab.maksimaalse väärtuse. Kahedimensionaal.

sel juhul nägime, et z saab maksimaalseks kas hulknurga ühes

tipus (näide 34) või hulknurga ühel küljel (näide 35); mõeldav

on veel, et z = kogu hulknurga 1 (kui z = const.). Seda

asjaolu saab üldistada. Vaatleme kõigepealt üht näidet kolme

tundmatuga.

Näide 37. Lahendame mitu LP ülesannet võttes näites

23 (I osa) lahendatud võrratusesüsteemile juurde erinevaid
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funktsioone u.

Du-x+y

Vaatleme kõikvõimalikke tasapindu x + y = lõikavad

hulktahukat (joonis 10, I osa)., Kõik need tasapinnad on üks-

teisega paralleelsed, kusjuures võrrandi paremal poolel seisev

const.(s.o. u väärtus)suureneb koordinaatide algusest eemaldu-

des. " 3'5 annab seega tasapind x + y = 3,5, mis läbib

hulktahuka tippu (2;

Seepa saab funktsioon maksimaalseks meie hulktahuka ühes

tipus.

Talitades analoogiliselt eelmise juhuga näeme, et u saab maksi

maalseks hulktahuka kahte tippu (2; 0; 1) ja (C; 0; 2) ühenda-

val serval, sealjuures u = 4.
' ** max

3) u
- .?x 4y +6z

Sel juhul saab u maksimaalseks hulktahuka ühel tahul,

4' u = 1962

Et u = const, siis = 1962, seega on hulktahuka kõigis

punktides u =

Võib tõestada, et kehtib

te o r e e m :

kui lineaarvõrratuste süsteemi kõigi lahendite hulk on

polüeeder, siis lineaarfunktsioon saab maksimaalseks selle

polüeedri ühes või mitmes tipus ning ühtlasi nende tippude

ga määratud kumera polüeedri kõigis punktiões.

Järelikult võib LP ülesande lahendamisel piirduda ainult

lineaarvõrratuste süsteemi lahendite polüeedri tippude uurimi-

sega. Nii talitatakse simpleksmeetodi puhul:

algul leitakse polüeedri ükskõik missugune tipp T& ning arvu-

tatakse z väärtus z selles tipus; siis kontrollitakse nn.

s implekskriteeriumi abil, kas z° = z ;
max

kui gO Zmax* s.t. z°< siis minnakse polüeedri üht ser
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ööda niisugusesse naabertippu et z°; edasi raken-

latakse uuesti simplekskrlteeriumi, et otsustada, kas juba

= z Ine; liikudes niimoodi polüeedri ühest tipmist teise

joonis 18) jõutakse paratamatult lõpuks tippu kus =

Näide 38. Joonisel 18 alustame tipust .irp-miscko'

sobivad T", T*"ja T'\ valime neist ühe, näiteks

Tipust T*" saab minna ainult tippu sest naabertip-

)v 1
udes ja T on z ilmselt väiksem kui z

. Jada lõpeb tipus

'm, sest tasapinna z = const edasise paralleellükkega kaovad

)düeedri ja tasapinna ühised punktid.
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Kui LP ülesande võrratusesüsteemis on välja kirjutatud m

võrratust n tundmatuga ,
siis neile lisanduvad otsitavate mitte

negatiivsuse nõuded (tavaliselt välja kirjutamata), s.t. veel

n võrratust. Seega tuleb lahendite polüeedri kõigi tippude saa

miseks lahendada c" = n-võrrandilist süsteemi

n. m.

(vt. näited 25 ja 26 I osast),erinevaid tippe võib polüeedril

tulla ülimalt Kombinatsioonide arv aga kasvab teatavasti

väga kiiresti. Seepärast osutub väga otstarbekaks simpleksmee-

todi idees sisalduv võimalus piirduda ainult osast tippudest

koosneva jadaga (ehk järjendiga).

11. Simpleksmeetod.

a) Simpleksmeetodil saab lahendada kõiki LP ülesandeid.

LineaarvÕrratuste süsteemi lahendite polüeedri tippude leidmi-

seks kasutatakse simpleksmeetodi puhul konspekti I osas käsit-

letud täieliku elimineerimise valemeid; juurde on aga tarvis

reegleid, missugune rida ja missugune veerg juhtvee-

ruks, et võrrandisüsteemile saadä mittenegatiivset lahendit

ning funktsioonile z maksimaalset väärtust.

b) Algprogrammi moodustamine. LP ülesande lahendamist

simpleksmeetodil alustame võrrandisüsteemile ühe mittenega-

tiivse lahendi leidmisega, mis osutuks polüeedril tipuks. Seda

võrrandisüsteemi mittenegatiivset lahendit nim. LP ülesande

Igprogrammiks

LP ülesande võrrandisüsteem on tihti saadud võrratusesüs-

teemist uute mittenegatiivsete tundmatute liitmise teel, nagu

näites 32. Niisugusele võrrandisüsteemile on kerge leida ühte

mittenegatiivset lahendit. Seepärast piirdume algul LP üles-

annetega, mille võrrandisüsteem on saadud võrratusesüsteemist

.isugusele võrrandisüsteemile on kerge

'set lahendit. Seepärast piirdume algu

le võrrandisüsteem on saadud võrratus

f *IIXI * *I2X3 *
-"

+ *lO

< *22X2 *'" * *2nXn *2O

< *mlXl + Vn *mo



kua kõik vabaliikmed on mittenegatiivsed, s.t.

° ' *

Saab tõestada, et niisuguse võrratusesüsteemi kõigi mittenega-

tiivsete lahendite hulga kui polüeedri mingi tipu saamiseks

tuleb

1) võrratusesüsteem teisendada uute mittenegatiivsete tund-

matute "'
teel võrrandisüsteemiks:

* *l2*2 +"'* ****n+l

) *22*2
"

* *m+n *

2) kirjutada välja süsteemi (1) järgmise kujuline erilahend

°

*2 °

* *lO

Xn+2 =

*n+m "

ehk

x = (0, 0, ... , 0, au,, ago* , %,())'
mis ongi algprogramm, sest saab tõestada, et

T° (0, 0, ... , 0, &iQ, agQ, ... ,

on kõnesoleva polüeedri tipp.

Juhtumeid, kus LP ülesande matemaatilisel formuleerimisel

saadakse algul osa tingimusi lineaarvõrrandeina või kus osa

võrratus! on vastupidised,käsitleme hiljem (vt.1k.42,53,55, 68jt.)

c) Olgu vaadeldava LP ülesande funktsioon

z - t-cgXg+...+ + %+iXn+i +

Algprogrammi puhul omandab z väärtuse z°, kus

z° = +--+ %+m%iO.

Meil on tarvis kriteeriumi, mis võimaldaks otsutada, kas

z Zmax või . Viimasel juhul on tarvis leida uus
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am
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s.t.võrrandisüsteemi
c)Juhtrea
valiku

reegel.Vorrandisüs-

(1)

mittenegatiivsete
lahendite

polüeedri

teemile
(1)saime

lahendi
x°väga

kerges-

tipp
nii,

etfunktsiooni
zuus

väärtus

tiselle
tõttu,
et

mtundmatut

1

z

=

olekssuurem-vordne
vanaga,
s.
t.

*'*'

Xn+mesinesid
sellessüsteemis

3t

Z

z°;

seljuhulütleme,
etprogramm

elimineerituina.
Uuelahendi

saamiseks

-1

elimineerimevõrrandisüsteemist
(1)täie-

X

onparem
kui

x.

likueliminatsiooni
valemite

järgimingi

Vorratusi

0ja

z°püüame
ra-

tundmatu
x.,

jn+1,
n+2,...,
n+m,

huldada
juhtrea

jajuhtveeru
sobiva
vali-

võttesjuhtvorrandiks
r-ndavõrrandi.

Siis

kugatundmatute
täielikulelimineerimisel

omandabvÕrrandisüsteem
(1)kuju: **1n=*t0

Xl+*

''

Xn

*r+l;1

x^+..**r+1,j+lXj+l+<
*'

Xj+i+...

.



Siit võime välja lugeda, et võrrandisüsteemi (1) üheks lähen

diks"on
'

=0

x . 1
= 0

J-l

&T 0

*j+l
0

0
x
n

t

*Yl+l 10

!

ar- 1,0

x
=0

n+r
!

"

*_*
*

ehk

VI = (0, p,o,amQ).

Et lahend oleks programm, peab ta olema mittenegatiiv-

ne, s.t. 0, ja vastama polUeedri tipule. Viimast asjaolu

saab tõestada. Püüame nüüd juhtrida, s.t. r-i, nii valida, et

?! oleks mittenegatiivsete koordinaatidega vektor, x** nullist

erineda võivad koordinaadid r, ...,m, on

võrrandisüsteemi vabaliikmed ning on arvutatud täieliku elimi-

natsiooni valemite järgi:

10 '*lo -

Spj

4

! _

*ro
*r-1.0 &r-l,0 a .

'

rj

,
*r+l,j *ro

(2)

*

' *mj&ro
&mo &mO

ja
-25-
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*
=

V'
Et 0, siis peab mittenegatiivsuseks olema

0. See tähendab, et
rj '

juhtelemendiks võib simpleksmeetodi puhul olla ainult

positiivne arv, Ryj> 0.

Et 0, ...
,

0 ja > 0, siis on mitte-

positiivse puhul alati

'
=a -

1J I*o \ Qlo *io
-

Järelikult on mittenegatiivsuse garanteerimine prob-

leem ainult nende i väärtuste puhul, kus > 0. Et juhtrida,

s.t.r, oli seni vabalt võetud, õlis võime r nii valida, et

°

*ro
s.t. et -— võrduks väikseimaga kõigist võimalikest jaga-

rj

±0
tistest

,
mille nimetaja on positiivne. (Tähistasime

"lo t

min = Q,.) Siis on ka kõik need 0, mille puhul
i a. 3 io

j > 0. Tõepoolest, r valiku järgi

"

mida võime korrutada positiivse arvuga

*ij
,

a.
lo

rj



ehk millest

n.-
rj

Sõnastame nüüd juhtrea valiku reegli:

tundmatu elimineerimisel tuleb juhtreaks võtta see r!

da, milles vabaliikme ja kordaja jagatis on väikseim,kus-

juures jagatakse ainult positiivsete kordajatega ;

kui juhtrida ei ole selle reegliga üheselt määratud,

s.t. kui

L a a
ro

=
_so

=

rj *pj a.j

siis tuleb nende ridade hulgast, s.t. r-nda, p-nda, ... ,

s-nda hulgast, valida juhtrida uute jagatiste järgi, mil-

les jagatavaiks on võetud tundmatu kordajad, jagajaiks

aga ikka Xj kordajad; nii talitatakse """loogiliselt kuni

juhtrida on üheselt määratud.

Tuletatud reegel võimaldab lähtudes mingist olemasolevast

programmist, millel on m mittenegatiivset koordinaat! ja n nul-

liga võrduvad koordinaat!, saada uut programmi, mille kõik

koordinaadid on mittenegatiivsed, kusjuures ülimalt m on neist

positiivsed.

Järgmiseks tuleb lahendada küsimus, kuidas garanteerida,

et uus programm oleks vanast programmist parem, kui see on

võimalik. Seda püüame saavutada juhttundmatu, s.t. j sobiva

valikuga.

d) Slmplekskrtteerium ja juhtveeru valiku reegel. Et uus

programm oleks parem kui algprogramm x°, peab z

kus

zl "

°jaro +°n+l*io+ ''*
* Cn+r-l*r-1,0 * °n+r+l*r+l,O*"

ehk valemite (2) ja (3) järgi

*"

* °n+r+l<*r+l,o '

-27-
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ehk

*

avaldise esimene sulgavaldis erineb z°-st ainult liikme

c a_ võrra. Edasiste lihtsustuste saamiseks on seega ots
n***rro

tarbekas liita avaldisele null, mis on kirjutatud kujul

°n+r &ro **"n+r

ehk
ro

i , a — c , — -
n+r ro n+r

-

ehk (3) põhjal

"n+r *ro * "n+r *rj O
j*

1
Siis saame z avaldisele kuju:

zl = z° - <9j[(cH+iaij+...+ + +

*** *

Tähistades siin ümarsulgudes seisva summa Zj-ga, s.t.

Zj "11+1*13 * "n+2*2j "n+m%j' (4)

saame, et

Z* Z°-Qj(Zj-Cj). (5)

Siit näeme, et >z° kui

Võrduse juhul = z°. Seega võime edaspidi eeldada, et

Qj > 0, mistõttu võime jagada *Oj - ga, saame

°*

Seega on suurem kui z° siis ja ainult siis, kui
Zj -Cj < 0

ja Qj > 0. Juhtveerg ehk juhttundmatu Xj tuleb valida nii,

et Zj -Cj< 0, kui see on üldse võimalik. Kui kõik -0,

k = 1, ... ,n+m, siis ei ole uut paremat programmi enam
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võimalik saada, sest siis iga k puhul z

Seega võime sõnastada simplekskrit

r 1 u m i:

kui kõik vahed cn mittenegatiivsed, siis on

algprogramm x juba optimaalne ja LP ülesande lahendami-

ne on lõpetatud, s.t. z° =

kui aga vahede hulgas leidub negatiivseid, siis

on programni *x° võimalik parandada, s.t. z°.

Parema programni saamiseks tuleb juhttundmatu Xj valida

sobivalt, nagu seda nõuab juhtveeru valiku

reegel:g e 1:

juhttundmatu Xj võib valida nii, et vastav vahe

- Cj oleks negatiivne ja kõige väiksem:

°k" <'k-°k);

3k"°k<o

kui juhttundmatu ei ole selle reegliga üheselt määra-

tud, s.t. kui

"h"h= ---=*"g-°g= *jL"

siis võetakse juhttundmatuks neist vasakpoolseim.

Tõepoolest, siis - (zj - Cj) on kõige suurem ning seega

(5) põhjal zl z°.

e) Simpleksmeetodi skeem. LP ülesande lahendamine simpleks-

meetodil toimub põhiliselt järgmise skeemi järgi:



1. LP ülesande matemaatiline formuleerimine

2. algprogrammi leidmine

3. esimese simplekstabeli koostamine

4. simplekskriteeriumi rakendamine z käes
max

5. juhtveeru valimine

6. j-uhtrea valimine

7. uue simplekstabeli arvutamine

Selle skeemi selgituseks märgime, et 3. ja 7. sammul

koostatavate tabelite kuju toome esimese konkreetse ülesande

lahendamisel. '

f) - arvutamine uue tabeli jaoks. Uues simplekstabe-

lis peavad esinema ka uued vahed - sest muidu ei saa

rakendada simplekskriteeriumi. Definitsiooni (4) järgi on

funktsiooni z väärtus, mis saadakse algprogrammile analoogilise

vektori

= (0, 0 0, au,., agk , ,

puhul:

Sk =Cl'o*°2*°+---+ +

Et U' arm

°* °

siis tuleb z? saamiseks kasutada vektorit

O, &ik,...,

Seega

= +...+ 0 + + Cj+i-0 +...+ +

*
Cn+r-l*r-l,k + '0 +

*mk'

-30-
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millest

f V f

" * * Cn+l*lk*"**

* °k

ehk asendades nende avaldistega täieliku elimi-

natsiooni valemitest (I osa, lk. 18):

)+...+ "

k

ehk avades sulud, gruppeerides ja liites 0 = Cn+r&rk *

* " **"* °n+r-l°r-l,k

a
k

- °k*ä"
* °n+r%?j *

rj

°n+m%:j *

ehk

, Zl"Cj)&rk
z. - = -

,
k = 1, 2,...,n+m.(6)

Tuletatud valemi (6) võime sõnastada järgmiselt:

uue vahe - saamiseks tuleb vanast vahest la-

hutada murd, mille nimetajas on juhtelement ja mille luge-

jas on tundmatu kordaja juhtvõrrandist korrutatud juht-

veerust võetud vahega Zj - Cj.
Tähendab, uue programmi hindamiseks vajalikud vahed

- saame ka arvutada täieliku eliminatsioonl valemite

järgi nagu kogu võrrandisüsteemi uued kordajadkl.
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12. Maksimaalse kogutoodangu Ülesande

lahendamine simpleksmeetodil.

a) Vardatsehh. Tsehhis toodetakse kolme liiki vardaid, mis

erinevad ainult diameetri poolest: 1,25 cm, 1,00 cm ja 0,75 cm.

Toormaterjaliks on 1,33 cm jämedune traat. Varraste valmistami-

se tehnoloogia koosneb kolmest sammust: traadi lõõmutamine,

traadi venitamine, varraste lõikamine ja pakkimine. Ajakulu

igale operatsioonile iga vardaliigi puhul, kasum igalt varda-

liigilt ja tsehhi võimsus (efektiivne tööaeg) operatsioonide

kaupa on antud tabelites 7 ja 8.

Tabel 7.

Tabel 8.

Nendel andmetel püstitame mitu ülesannet.

b) Maksimaalse kogutoodangu ülesanne. Kui palju peab varda-

tsehh tootma iga liiki vardaid, et dekaadi kogutoodang tonni-

des oleks maksimaalne? Sealjuures ei tohi teha ületunde ega

pooltooteid (näiteks lõõmutatud ja venitatud, aga lõikamata-

pakkimata traati).

Otsitavaiks võtame esimest liiki varraste toodangu

teist liiki varraste toodangu Xg kolmandat liiki var-

Operat-
sioon

Tööaeg
ht/dek.

Efek-
tiivne
tööaeg

%

Efek-

tiivne

tööaeg

L 800 87,5 700

V 640 85,9 550

P 480 93,7 450
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raste toodangu millega väldime pooltoodete arvesse-

võtmist.

Siis

z = Xi + X3 + X3

on kogutoodang, mis tuleb teha maksimaalseks, * ?'

juures peavad olema niisugused mittenegatiivsed

arvud, mis rahuldavad võrratusesüsteemi

700 10xi + 23xg + 26x3
< 550 5Xi + 13Xg +

\450 7XI * il*3*
sest siis väldime Ületunde. Sellega on ülesanne matemaatiliselt

formuleeritud.

c) Algprogrammi leidmine. Selleks täiendame võrratusesüs-

teem' võrrandisüsteemiks uute tundmatute juurdelisamise teel*,
Taane

f7OO = IQXi + 23x„ + 26x,+ x.

/550= sXi* 13X3+22X3 (1)

= 7xi +

millest algprogramm

= 0, Xg = 0, Xg -0, = 700, Xg =*sso, 450

ehk

x° = (0, 0,0, 700, 550, 450).

Tundmatuid Xg, nim. edaspidi struktuure,

t e k s ja juurdevõetud tundmatuid Xg vabadek

Va t a.d e 1 tundmatutel on ilmselt järgmine tähendus:

x,. jääb lõõmutusseadmete efektiivsest tööajast

varraste tootmisel kasutamata

x$ jääb venituspinkide efektiivsest tööajast

varraste tootmisel kasutamata,

Xg jääb pakkimisautomaatide efektiivsest tööajast

varraste tootmisel kasutamata.

Seega tuleks algprogrammi x° järgi tööd organiseerides

jätta kõik seadmed kogu dekaadiks seisma.



34

d) Esimese slmplekstabeli koostamine. Võrrandisüsteemi ja

funktsiooni z kordajad paigutame nn. esimesse simp-

lekstabelisse (tabel 9). Selleks tähistame tundmatu

kordajate veeruvektorit võrrandisüsteemist k = 1,

?, ...
,

n + m, ja vabaliikmete veeruvektorit Vabade

hundmatute kordajate vektorid kirjutame vasakule nii, et tekiks

ruuttabel, mille diagonaalil on Ühed ja mujal nullid. Lisame

veel kontrollveeru S, mille elementideks on tabeli vastavas

reas asetsevate elementide summad. Funktsiooni z kordajad

-paigutame tabeli esimesse ritta samas järjekorras mis vektorid

Prograwmiveergu märgime need millele vastavad

väärtused erinevad alaprogrammis nullist ja seisavad veerus

just selles reas. Kordajate veergu kirjutame programmis esi-

nevatele tundmatutele vastavad kordajad

I simplekstabel Tabel 9.
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koostamise lõpetame viimase rea

vahede - rea täitmisega. Et definitsiooni (4) järgi

s.o,

*k
= °n+l °n+2 *2k *'"* %+m

siis praegu

**4 °5 *2k °6

s.t. saamiseks tuleb veeruvektor korrutada skalaar-

selt vektoriga I osa, lk. 14). Vahe - saamiseks

tuleb veel lahutada kohal seisev

Veergu viimasesse ritta kirjutame sama tUUpi skalaar-

korrutise (lahutada ei ole midagi), mis on tegelikult funktsi-

ooni z väärtus algprogranmi korral z°.

e) Simplekskriteeriumi rakendamine. Et vahede - hul-

gas on esimeses simplekstabelis negatiivseid, siis algprogramm

ei ole optimaalne programm ja z° = 0 ei ole funktsiooni

z maksimaalne väärtus.

Järgnevalt parandame algprogrammi.

f) Juhtveeru valimine. Et kõik negatiivsed vahed -

on praegu võrdsed, siis tuleb juhtveeru valikul rakendada

reegli teist poolt, seega saame juhtveeruks s.t. j = 1.

Juhtveeru tõstame tabelis 9 muudest joontest erinevate joon

tega esile.

g) Juhtrea valimine. Et j " 1, siis tuleb arvutada

@1 =*min iio
i a..

*il> °

Vajalikud jagatised kirjutame tabeli viimasesse veergu vasta-,

vasse ritta. Võrreldes saadud jagatisi, saame

Q-*
*

*3l

s.t. juhtreaks on kolmas rida. Tõstame juhtrea esile ning mär

gime juhtelemendi.

Juhtrea pea 0, Pg, mis näitab muuseas, et selles võrrandis
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on Xg kordaja 1 ning et teistes võrrandites Xg puudub, tuleb .
uues simplekstabelis asendada juhtveeru peaga 1, sest

nüüd elimineerime Seda vahetust tähistame nooltega I ja II

simplekstabelis.

Muus osas on II simplekstabeli pea sama mis I.

h) II simplekstabeli arvutamine. Täieliku eliminatsiooni

valemeid kasutades on otstarbekas kõigepealt arvutada juhtrea

uued elemendid vanade elementide jagamise teel juhtelemendiga.

Edasi rakendame I osa lk. 2C - 21 toodud reeglid erijuh-

tude jaoks:

oc) Täidame juhtveeru ülejäänud kohad II tabelis nullidega.

(5) Veerud ja P$ võib ümber kirjutada, sest juhtreas on

nende veergude kohad nullid.

Ühtegi rida ei saa muutmatult ümber kirjutada, sest juht-

veerus on I tabelis kõik elemendid nullist erinevad.

I osa lk. 18 toodud reegli teist poolt võime ümber formu-

leerida, kui võtame arvesse, et juhtritta on uued elemendid

juba arvutatud ja et viimase rea uusi elemente võib arvutada

samade valemite järgi (vt. lk. 31 ); seega saame reeglile kuju:

simplekstabeli mingisse ritta (mitte juhtritta) mingi

uue elemendi saamiseks tuleb vastavast vanast elemendist

lahutada selle vana elemendiga juhtreas kohakuti asetseva

uue elemendi korrutis selles mingis reas juhtveerus aset-

seva elemendiga.

Selle reegli järgi arvutades täidame kõigepealt veeru P°
700 - 64,29 * 10 =*7oo

- 642,9 = 57,1;

550 - 64,29 * 5 = 550 - 321,45 = 228,6;
0 - 64,29 ' (-1) = 64,29.

Analoogiliselt arvutades täidame II tabeli ülejäänud tühjad

kohad ka veeru S.Kontrolliks arvutame S elemendid kui summad.

i) Simplekskriteeriumi rakendamine. Et II simplekstabeli

viimases reas on kõik arvud mittenegatiivsed, -0,

k = 1, ... , 6, siis on Ülesanne lahendatud.



j) Vastus. Et selgitada, kuidas saab II simplekstabelist

lugeda välja programmi ja selleks kirjutame II tabeli

põhjal välja teisenenud võrrandisüsteemi (1) I

mis algprogrammi leidmisel, võime öelda,Kasutades sama võtet,sama võtet, mis aigprogrammi Aeiumi

64,29

*2= 0

*3= °

<*4= 57,1

xs= 228,6
°

xl = (64,29; 0; 0; 57,1; 228,6 ; 0)

et

ehk

ehk ümardatult

X-**= (64,3; 0; 0; 57; 229; 0).

Praktiliselt ei ole tarvis teisenenud süsteemi välja kirjutada,

vaid tuleb II tabeli programmiveerust võtta tundmatute indeks

ja väärtus ning ülejäänud tundmatud võrrutada nulliga

z = asetseb II tabeli viimases reas P -veerus, ana-
max o

loogiliselt z°-ga I tabelis, seega

= 64,3.
max *

Nüüd võime sõnastada ülesande vastuse:

vardatsehh võib dekaadis anda toodangut maksimaalselt

64,3 tonni; selleks tuleb toota ainult esimest liiki var-

daid = 64,3t; Xg=O,Xg = 0); sealjuures on pakkimis-

automaadid täielikult koormatud (seisuaeg Xg = 0

lõõmutusseadmete ja venituspinkide efektiivsest tööajast

jääb aga vastavalt 57 ja 229 h/dek kasutamata

= 57 ja Xg = 229).

-37-

[ 57,1 = - *l,429xg + 10,14 Xg +10,29

(228,6= - 0,7145x-
6

+ 6,57 Xg + 14,15 X3

[ 64,29 = 0,1429Xg - + l,286Xg + l,571Xg
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13. Seadmete maksimaalse koormamise

ülesande lahendamine simpleksmeetodil.

a) Seadmete maksimaalse koormamise ülesande formuleerime

sellessamas vardatsehhis (vt. eelmine paragrahv). Otsitavad

ja piiravad tingimused jäävad seega samaks mis eelmises üles-

andes, muutub ainult ekstremaliseeritav funktsioon z.

Seadmed on maksimaalselt koormatud, kui nende summaarne

seisuaeg on minimaalne, s.t. kui z* = +xs+ Xg on mini-

maalne, = ?.

Ülesannet saab lahendada simpleksmeetodil, kui võtame

funktsiooniks z=-z* * -

-xs-Xg ja otsime Siis

ilmselt = -

b) Paigutame võrrandisüsteemi (1) (vt. paragrahv 12) ja

funktsiooni z kordajad simplekstabelisse ja lahendame üles-

ande simpleksmeetodil.

c) IV simplekstabel annab optimaalse programmi:

Xl - 12,2 %tek., Xg = 0, Xg = 22,2 t/dek.,

seega kogutoodang on 34,4 t/dek., mis absoluutselt maksi-

maalsest kogutoodangust (vt. lk. 37) moodustab 53,5%; edasi

*4 =O, Xg = 0, Xg = 120 *%ek.,
j*

= 120 *7a.k. ;

s.t. minimaalselt 120 ehk * 7,1 % jääb efek-
-1700

tiivsest tööajast kasutamata, kusjuures kitsaskohaks on lõõmu

tus- ja venituaseadmed (s.t. kui nende seadmete efektiivne

tööaeg oleks suurem, saaks pakkimisautomaate rohkem koormata

ja seega kogu seisuaega vähendada ).

Tuleb rõhutada vastusest ilmnevat asjaolu, et masinapargl

maksimaalse koormamisega ei kaasne sugugi maksimaalne kogu-

toodang (tonnides), vaid ainult 53,5 % maksimaalsest võima-

likust kogutoodangust.
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14. Maksimaalse kasumiülesande lahendamine

simpleksmeetodil.

a) Ka maksimaalse kasumi ülesande formuleerima varda-

tsehhis. Nagu eelmises paragrahviski, muutub ainult funktsi-

oon z. Tabelist 7 näeme, et 1 tonn I liiki vardaid annab 210 rb:

kasumit, analoogiliselt 1 tonn II liiki vardaid 480 rbl. ja

1 tonn 111 liiki vardaid 600 rbl. Et iga liiki vardaid toodame

vastavalt Xg ja Xg t/dek., 3H3 väljendub kasum z järgmi-

selt:

z = 210 + 480 Xg + 600 Xg.

Seega tuleb võrrandisüsteemile (1) paragrahvist 12 leida nii-

sugune mittenegatiivne lahend, mis teeb selle funktsiooni z

maks imaalseks.

b) Paigutame andmed simplekstabelisse ja lahendame üles-

ande .

I simplekstabel erineb eelmise Ülesande I simplekstabelist

(tabel 10) ainult viimase rea poolest (ja tabeli pea poolest).

Mõlemas tabelis on juhtveeruks järelikult on tabelis 11, I

jubtreaks sama rida, mis tabelis 10, I, s.t. II simp-

lekstabeli kirjutame tabelist 10, II maha, välja arvatud vii-

mane rida, mille arvutama kas täieliku eliminatsiooni valemite

järgi või vahede arvutuseeskirja järgi (nagu I simp-

lekstabelis) või kontrolliks mõlemal viisil.

Osutub* et ka II simplekstabelis on juhtveerg sama, mis

tabelis 10, 11, seega on juhtrida ka sama ning arvutada on

tarvis ainult 111 simplekstabeli viimane rida (muu saab maha

kirjutada).
Edasi saab ka IV simplekstabeli põhiliselt maha kirjutada.

c) Optimaalne programm on maksimaalse kasumi ülesandel var

datsehhis sama mis seadmete maksimaalse koormamise ülesandel:

12,2 b/gek., Xg = 0, Xg = 22,2

Maksimaalne kasum

z =l5 900 rbl/dek.



I Tabel 11

6
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15. Täpse plaaniga Ülesande lahendamine

simpleksmeetodil

a) Olgu lisaks paragrahvis 12 toodud tingimustele tarvis

täita (mitte ületada) plaan: 10 tonni II liiki vardaid dekaa-

dis, s.t.
„ = in

Eesmärgiks olgu seadmete maksimaalne koormamine. Siis on

ülesanne matemaatiliselt formuleerituna järgmine:

leida võrrandisüsteemi

700=10Xi+23X2+26Xg+X4
550 = s Xi + 13 Xg +22Xg +Xg
450 = 7Xi + 9Xg+ 11Xg +Xg

10= Xg

mittenegatiivsete lahendite hulgast niisugune, mis

teeb funktsiooni

* * X4 * Xg - x

maksimaalseks.

Enne lahendamist lihtsustama võrrandisüsteemi elimineeri-

des kolmest esimesest võrrandist Xg (selleks asendame neljanda

võrrandi põhjal Xg **10), saame:

470=10 +26Xg+
<420 = sXi + 22Xg +XS ja Xg=io.

360= 7xi+llxg +Xg

tarvisveelleidaXi,x,,Xg,Xgja
ainutaineandmedsimnlekstabelisaelaarvutama.

Seega on tarvis veel leida Xg, Xg, Xg ja

b) Paigutame andmed simplekstabelisse ja arvutarne.

c) II simplekstabel annab vastuse: et täita plaani

Xg
= 10 t/dek. ja sealjuures koormata seadmeid maksimaalselt

tuleb vardatsehhis töötada järgmise programmi järgi:

*1 = 0' *2 " 10 %iek.; Xg = 18,1 t/dek.; = 0; Xg
= 22,3%

x. = 161,2 h/dek.
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Zmin
=

millest väiksem seisuaeg antud plaani (xg - 10) täitmise

puhul ei ole võimalik.

Et
1M,5

— = i0,6 %,
1700

siis jääb selle plaani (xg = 10) täitmisel seadmete efektliv

sest tööajast 3,7 % võrra rohkem kasutamata võrreldes abso-

luutselt maksimaalse koormamise juhuga (vt. lk. 38 ).

Kogutoodang on selle programmi puhul 28,1 t/dek. ehk

43,7 % absoluutselt maksimaalsest kogutoodangust.

Kasum on nüüd

480 - 10 + 600 ' 18,1 = 15 660 rbl/dek.

Slls jääb seadmete efektiivsest tööajast kasutamata
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ehk 98,5% absoluutselt maksimaalselt kogutoodangust.

d) Pakub huvi, kas plaani Xg= 10 täitmisel on võimalik saa-

da oluliselt suuremat kogutoodangut kui 28,1 Selleks la-

hendame samade tingimuste puhul ülesande, kus eesmärgiks on mak<

simaalne kogutoodang : ?
,

kui

z Xg+
Et Xg= 10, siis

z*= 10 + Xg
ehk

z-10=Xi+Xg.
Tähistame z - 10 = siis ilmselt

z
max

z
max

Järelikult tuleb lahendada ülesanne

leida võrrandisüsteemi

'470 + 26Xg +

< 420 = + 22xg + X5
360 = + HX3 + X5

mittenegatiivsete lahendite hulgast niisugune, mis teeb

funktsiooni

z=xi+x3
maks imaalseks.

e) Parem reegel juhtveeru valikuks. Koostame esimese simp-

lekstabeli. Juhtveeru valiku reegli järgi (vt.lk. 29 ) tuleks

juhtveeruks võtta veerg Kas saame aga sel juhul z väärtust

z° korraga kõige rohkem suurendada ?

Funktsiooni z uus väärtus

sl= 3

zl-z

Zj*
seega

- -Qj( Zj-
Meid huvitab

max(zi 3°),
S.t.

max [L Q, (
J ** Zj. Cj )].
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Siit võime välja lugeda uue parema reegli

juhtveeru valikuks:

kõigi veergude jaoks, kus < 0, tuleb arvt

tada ja - juhtveeruks tuleb võtta vee:

Pj nii, et

- = -Oj(zj - Cj).

Selle reegli rakendamine vähendab üldiselt simplekstabel

arvu lahenduses, kuid toob iga tabeli puhul arvutustööd juur

eriti kui on palju veerge, kus - < 0.

Tabelis 13, I on j& - arvutatud ja pai

tatud viimasesse ritta. Siin

max * °k)J * 18,08] = 47 = -

k

seega on juhtveeruks tõepoolest sobiv võtta

f) II simplekstabel annab optimaalse programmi (kui arv

tada, et Xg " 10):

=47 t/dek., =lO Vdek., Xg =0; =0;

Xc = 185 *y<aek., X- = 31

kusjuures saavutatakse selle plaani (10 t/dek.ll liiki vardi

täitmisel võimalik maksimaalne kogutoodang

= 57 t/dek.

ehk 88,6% absoluutselt maksimaalsest kogutoodangust, mis o;

oluliselt parem seadmete maksimaalse koormamise juhul saadud

kogutoodangust (vt. c) ). Kuid sel korral on seadmete seisu-

aeg suurem: 216 h/ctek. ehk 12,7% seadmete efektiivsest kogu-

tööajast.

Kasum on selle programmi puhul 14 670 ehk 92,3%
absoluutselt maksimaalsest kasumist.

g) Optimaalsele eelnev programm. Nüüd võime püstitada ül<

ande:
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leida vardatsehhile niisugune programm, mis garantee-

riks plaani Xg = 10 täitmise ja kõiki kolme liiki varraste

tootmise ning sealjuures annaks kogutoodangut 80% abso-

luutselt maksimaalsest kogutoodangust.

Selle ülesande lahendamiseks on kõigepealt tarvis simpleks

meetodil leida programm, mis erineks optimaalsest programmist

(s.t. kus Xg / 0) ja sealjuures oleks sellest võimalikult vähe

halvem. Simpleksmeetodil saab aga leida niisuguseid programme,

mis geomeetriliselt vastavad võrratusesüsteemi kõigi lahendite

hulga, kui polUeedri tippudele. Praegu on meil tegu võrratuse-

süsteemiga

+ 26Xg

,420 + 22x3

360 ) 7xi +

ja funktsiooniga

s = *1 + *3*

FolUeedriks on prae-

gu kolmnurk OAB

(joonis 19 ). Tipus

A on z. tipus B
max*

aga Zmax eelnev*

nagu seda edaspidi

nimetame.

Et optimaalsele eelnevat programmi arvutada, leiame opti

maalses simplekstabelis Ja ** kõigi veergude

jaoks, kus - >0 ja valime siis juhtveeru Pj nii, et

- "k'].

sest nii saame uue programmi, mis on optimaalsest võimalikult

vähe halvem.

Nii saame tabelist 13, 111 optimaalsele eelneva programmi

(arvestades ka, et Xg = 10):
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= 0; Xg = 10 = 18,1 t/dek.;

=o; Xg
= 22,3 Xg = 161,2

mille puhul kogutoodang on 28,1 t/dek. (see programm oli just

optimaalne seadmete maksimaalse koormamise juhul, kui Xg = 10

Tabelisse 13, 111 arvutame ainult sest ülejäänu

ei ole enam vaja.

h) Optimaalse ja sellele eelneva programmi vahepealsed

programmid. Kahe programmi kui punkti vaheline lõik koosneb

tervenisti punktidest, mis on programmid ja mis annavad funkt!

oonile z väärtuste 28,1 ja 57 vahelised väärtused, 28,1 4z

Lõigu punktid avalduvad aga otspunktide koordinaatide kaudu

tuntud viisil (vt. I osa, lk. 29, (2)). Seega saame optimaalse

ja sellele eelneva programmi vahepealseks programmiks:

xf= (47 y; 10; 18,1 - 18,1 y; 0; 22,3 + 162,7y; 161,2-120

ja vastavaks funktsiooni z väärtuseks

28,1 + 28,9 y ,

kus Siit võime parameetrit ymuutes saada lõpmata

palju programme.

Näiteks püstitame lisaks veel nõude, et Xg > 5, s.t. 111

liiki varraste mlinimumplaan olgu 5 Seda ülesannet sa

me lahendada x "abil:

18,1 - 18,1 5

ehk

13,1 18,1

ehk

f <. = 0,723.
& 18,1

Et soovime saada maksimaalset kogutoodangut ja et on seda

suurem, mida suurem on y ,
siis tuleb võtta y = 0,723 ning vas

tuseks saame programmi

0,723 = (34,1; 10; 5; 0; 140; 74,2)

mis annab = 49,1t/dek.oiukorda on selgitatud ka joonise:
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Lahendame nüüd abil g) algul püstitatud ülesande. Et

80% 64,3-st on 51,43, siis

= 28,1 + 28,9 - 51,43

millest
= 0,807.

Arvutame vastava programmi

=(37,9; 10; 3,5; 0; 153,6; 64,2).

Vastavalt selle programmile täidaks vardatsehh plaani Xg 10,

toodaks kõiki kolme liiki vardaid ja annaks kogutoodangut 80%

absoluutselt maksimaalsest kogutoodangust.

-.0,807 , , . ,

Jooniselt 2o on aga näha, et programm x (mis vastab

punktile E) ei ole ainus, mis neid nõudeid täidab: lõigu EF

kõik punktid, välja arvatud F (sest seal Xg
= 0), sobiksid

vaadeldava ülesande vastuseks. Kui g) algul püstitatud üles-

andes nõuda kogutoodangut vähemalt 80% absoluutselt maksimaal

sest toodangust, siis sobiksid vastusteks kõik kolmnurga AEF

punktid, välja arvatud külg FA (sest seal = 0).
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i) tõlgendus. Et kasutada optimaalse simplekstabeli vii

mases reas esinevaid vahesid - on tarvis koos lähte-

ülesandega:

leida võrratusesüsteemile

' lO Xi +26 Xg 470

sXi+22 Xg 420

7Xi+ll Xg 360

niisugune mittenegatiivne lahend, mis teeb

Z=Xi*Xg

maks imaalseks;

nn. duaalille sannet:vaadelda

leida võrratuaesüsteemile

10 Ui + 5Ug + 7Ug 1

[26Ui+22Ug + 11 Ug 1

niisugune mittenegatiivne lahend, mis teeb

w = 470 + 420 Ug + 360 Ug

minimaalseks.

Duaalülesande kordajad on samad arvud, mis lähteülesandel

tlt teisiti kasutatud, nagu seda kerge on näha.ainult

Lahendame duaalülesande graafiliselt.

Joonisel 21 on kujutatud tasapinnad

"1, "2, "3
.j

0,1 0,2 0,143

u* u- u,
1 3 i

0,04 0,045 0,09

J*
47 = 470ui + 420ug + 360ug

kui I, II jaw=47. Võrratusesüsteemi rahuldav piirkond peab

asetsema I ja II tasapinnast ülalpool, s.t. I tasapinnast ülal

pool. Seega on w = 47 koordinaatide algusele lähim tasapind

tasapindade
conct. = 470111 + 420ug + 360ug

hulgast, millel on veel punkte võrratusesüsteemi lahendite
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piirkonnas, s.t.

mln (0,1; 0; 0) = 47.

Saab tõestada, et duaalülesande optimaalset programmi

?=(0,l!0i0)
võib arvutada lähteülesande optimaalse simplekstabeli vahede

rea esimesest m arvust, liites neile vastavad s.t.

et

?= (Z4; zg; zg),
kus Z4, Zg, Zg seisavad tabeli 13, II eelviimases reas vasta-

vates veergudes (tõepoolest, et O4 =

Cg = Cg = 0, siis

4*04 = 24, Z5-C5-Z5, Zg-C6=Zg).

Saadud programmi ii= (0,1; 0; 0) kasutamiseks selgitame

Joon, 51
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dimensiooniga ja et z = + kordajad 1 ja 1 on nimeta

arvud, siis peavad võrratustee

1

26 +22 Ug +U Ug 1

Up, Ug olema dimensiooniga Kontrolliks võib arvutad;

w dimensiooni, mis peab tulema sama mis z-1, s.t. .

Järellkult võime vastust

Ul=O,lt/h; Ug=O, Ug=o

tõlgendada järgmiselt: = 0,1 s.t. et lõõmutusseadmett

iga lisatund annaks 0,1 t kogutoodangut juurde; Ug = Ug = o,

s.t. et venitus- ja pakkimisseadmete lisaaeg kogutoodangut

juurde ei annaks (tõepoolest, tabelist 13, II on ju teada, e

Xg = 185 h/dek. ja Xg
= 31 s.t. et neil seadmetel on

aja Ülejääk).
j) Tabelitest 9, 10, 11 ja 12 võime ka välja lugeda, mis

suguseid seadmeid on vaadeldava Ülesande seisukohalt otstarb

kas juurde muretseda või lisavahetuses tööle panna.

Nii leiame,et absoluutselt maksimaalset kogutoodangut

saab vardatsehhis suurendada, kui anda pakkimisseadmetele t

aega juurde, nimelt suureneks iga lisatunni arvel kogutooda:

0,143 t võrra (tabel 9, II).

Edasi, seadmeid saaks vardatsehhis rohkem koormata, kui

anda lõõmutuaseadmetele tööaega juurde, sest iga lisatund

vähendaks kogu kasutamata aega 2,1-1= 1,1 tunni võrri

Venitusseadmete lisatund aga suurendaks kasutamata aega, ses

= 0,2 - 1 = - 0,8 (tabel 10, IV).

Edasi, vardatsehhi aboluutselt maksimaalset kasumit saak:

suurendada, kui anda lõõmutus- ja venitusseadmetele tööaega

juurde, seejuures suurendab iga lisatund lõõmutusseadmetel kt

sumit 18 rbl. võrra ja iga lisatund venitusseadmetel 6 rbl.

võrra (tabel 11, IV), s.t. kasulikum on suurendada lõõmutus-
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seadmete tööaega.

Viimaks, plaani Xg = 10 täitmisel saab seadmeid rohkem

koormata 1,27 tunni võrra iga lisatunni puhul, mia antakse

lõõmutusseadmetele (tabel 12, II), sest

'4
* — 2,2 7 ja — —1

millest
= 1,27.

16. Miinimumplaaniga ülesande lahendamine

simpleksmeetodil.

a) Olgu lisaks paragrahvis 12 toodud tingimustele tarvis

täita või ületada plaan: 30 tonni I liiki vardaid dekaadis,

Xi 30.

Teisendama selle võrratuse võrrandiks:

Xi = 30 + x^.

Eesmärgiks võtame maksimaalse kasumi, = ?, kui

z*= 210Xi + 480Xg + 600Xg.
Seega tuleb

leida võrrandisüsteemi

700 =*lQxi * 23*2 + 26Xg +

j 550 = 5Xi * 13*2 * 22Xg + x$

450 = 7xi * 9*2 * ****6

30 = xi -

mittenegatiivsete lahendite hulgast niisugunemittenegatiivsete lahendite hulgast niisugune, mis

teeb funktsiooni

z*= 210X1 + 480xg + 600xg
maks imaalseks.

Lihtsustama võrrandisüsteemi ja z*, asendades Xi
= 30 +

( 400 = lOX7 + 23xg + 26Xg +

< 400 = 5x7 + 13xg + 22x3 + X5
(240 = 7X7 + 9Xg + lIX3 +Xg
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ja

6300 = 210x7 + 480Xg + 600 Xg

ehk, tähistades z = z* - 6300

z = 2IOX7 + 480xg+600xg.
Ilmselt .- ...

= + 6300.

b) Seega võime asuda simplekstabelite koostamise ja arvuta

mise juurde. Sealjuures saab osa II simplekstabeli elemente

maha kirjutada tabelist 12, 11.

II opt.

Xl =3O t/dek.; Xg =C; Xg * 15,4 ; =0;

Xg = 61,6 Xg = 70,8 *7dek.

Tööd vardatsehhis selle programmi järgi organiseerides saame

c) Optimaalne programm on seega:



kasumit = 6300 + 9230 = 15530 ehk 97,7% abso-

luutselt maksimaalsest kasumist, millest rohkem pole selle plaa

nl 30) puhul võimalik saada. Sealjuures osutub, et plaa-

ni = 30) ei ole (maksimaalse kasumi mõttes) otstarbekas

ületada.

Kogutoodangut saame sel,juhul 45,4 ehk 70,6% abso-

luutselt maksimaalsest kogutoodangust.

Seadmete efektiivsest tööajast jääb seekord

ehk 7,8% kasutamata, s.t. ainult 0,7% võrra rohkem kui seadmete

absoluutselt maksimaalse koormamise juhul.

d) Tabeli 13, II viimasest reast saame, et

24 = 23,08; Zg =0; = 0,

-.t. et kasumit saab 23,08 rbl. võrra suurendada iga lisatun

niga lõõmutusseadmetel. . ; '

17. Kunstlikkude tundmatute võte. Kõdunud juhtum.

a) Olgu lisaks paragrahvis 12 toodud tingimustele tarvis

täita või ületada kasumiplaan 15000 eesmärgiks aga

olgu maksimaalne kogutoodang. Siis

15000 210X1 + ISOXg + 600x- (1)

ja

Z - Xl + Xg + X,,
= ?

Saadud võrratus (1) on vastupidine võrreldes varemesinenu-

tega, välja arvatud eelmises paragrahvis esinenud ühe tundmatu-

ga võrratus 30. Viimasest lihtsast võrratusest vabanesime

Xi asendamisel avaldisega 30 + x? kõigis võrratustee ja z avaldi

Võrratusega (1) aga nii talitada ei saa.

Kõigepealt täiendame võrratuse (1) võrrandiks uue vaba

tundmatu x? 0 abil ja kirjutame välja ülesande võrrandisüs-

teemi:
' 700= IQxi *23*2 + 26Xg+

<

550= 5x1+13x2+22x3 +XS (2)
450= 7xi * HX3 + Xg

= 210xi+480xg+600X3 -x?
-55-



Võrrandisüsteemis (2) esinevad elimineerituina tundmatud

X4, Xg, x,?. Kuid lahendit tuntud viisil moodustades saame

Xi = 0; Xg=*o; X4 = 700;

Xg =*sso; Xg = 450; = -15000;

milles viimane tundmatu omab negatiivse väärtuse, seega ei

ole see lahend programm. Hädast aitab meid välja nn. ku n s

lik tundmatu Xg, mille liidame (2) viimase võrrandi

paremale poolele:

700 + 23xg + 26Xg +

550 = 5x- + 13xo + 22x- + X-

< 1 2 3 5 (3,
450 = + 9xg + llxg +Xg

= 480xg +6OOXg -Xy + Xg.

Formuleerime nüüd uue LP ülesande (3) abil, Bt selle u

ülesande ontimaalne programm oleks ühtlasi lähteülesande o

Formuleerima nüüd uue LP ülesande (3) abil. Et selle uue

ülesande optimaalne programm oleks ühtlasi lähteülesande opti

maalne programm, tuleb garanteerida, et kunstlik tundmatu

Xg = 0 optimaalses programmis. Selle saavutamiseks võtame uue

LP ülesande funktsiooniks

-**B. '.<n'

kus K > 0 on väga suur arv (kõigist arvutustes esinevatest ar-

vudest suurem). Tõepoolest, siis iga programm, kus Xg= 0, an-

nab z-le suurema väärtuse, kui mistahes programm, kus Xg> 0.

Järelikult saab z maksimaalseks mingi niisuguse programmi

korral, kus Xg= 0.

b) Lahendame nüüd simpleksmeetodll ülesande:

le'da võrrandisüsteemi (3) mlttenegatiivsete lahen-

dite hulgast niisugune, mis teeb funktsiooni

maksimaalseks,

Simplekstabeleis tuleb meil viimases reas minnadena esine-

vad arvud paigutada ruumipuudusel kahte ritta.

Juhtveeru valimiseks kasutame paremat reeglit. Et !!>0 on

väga suur, siis ilmselt

15CC H + 25> 14620 M + 30,5> 13500 M + 64,3 ;

-56-
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.t. et tabelis 15, I on juhtveeruks Pg.
Juhtrea valimisel ütleb aga reegel üles: 6g = 25 saame

Pg-reas ja Pg-reas, seega ei ole juhtrida üheselt määratud.

Niisugust juhtu nim. kõdunud juhuks. Juhtrea va-

liku reegli (vt. lk. 27 ) teine osa on vajalik selleks,et

ka kõdunud juhul oleks juhtrida üheselt määratud:

kui

aa. a
po qo ro Q

*Pj *qj *rj
siis arvutame

/ *P,n+l *q,n+l
U

.
= min ;1 \*pj

r,n+l \

*rj /
kui nüüd üksainus jagatis

e'j

siis võtame r'vnda rea juhtreaks, vastupidisel juhul raken

dame seda reeglit uuesti kasutades jagatavatena veeru

elemente jne.

Nii tuleb tabelis 15, I selle tõttu, et

=
552

= 25= 6, j. = 25=
*23 22 3

.43 600 3

arvutada jagatised

Z24=
= 0 ja Z44=_o_=o,

*23 22 *43 600

millest

Q = 0= iii,
*2! *4!

edasi jagatised

Ž25 =A. <a =

*23 22 643 60C

millest
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6,11 0 130,00 75,0060

'45<9=o
3

'43

s.t. juhtreaks tuleb võtta neljas rida.

c) Kõdunud juhtudel on ülesande lahendus tavaliselt pikem

(rohkem simplekstabeleid) kui harilikul Juhul. Seepärast tuleb

esimeste tabelite elemendid arvutada suurema täpsusega. Tabelis-

se 15, II saame kõik arvud kas täpsed või perioodilised kümnend

murrud, kus perioodis on üksainus number.

Tabelis 15, 111 võib juhtveeruks olla ainult Pg, sest

Zg - Cg = M - 0,0014286 > 0. Tõepoolest, M > 0 pidi olema ju

suurem kõigist arvutustes esinevatest arvudest.

d) Tabelist IV loeme vastuse:

selleks et vähemalt täita kasumiplaan 15000

ja saada maksimaalses hulgas kogutoodangut, peab

= 55,56 t/dek.; Xg =0; Xg = 5,56 ;

X4 =0; = 150 Xg =o;x?= 0; Xg = 0;

Prog
ramm *1 *2 *3 *4 *5 *6

Opt. 55,56 0 5,56 0 150,00 0

Opt.eelnev 0 22,73 6,82 0 104,55 170,45

Opt. eel-
nevad (I-y) 55,56 22,73

5,56+
Q

150-
170,45y

+ 1,26f -45,
"

Xg 5

-*0,22 43,33
x

5,00 5,83 C 140,00 37,50

*2 *3
-+0,26 41,11
x

5,89 0 138,18 44,32

Xg = 10

31,11
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siis Zmax * 61,11 mis on 95,1% absoluutselt maksi-

maalsest kogutoodangust, kasum on 15000 on

94,3% absoluutselt maksimaalsest kasumist, ja kasutamata

efektiivne tööaeg on 150 ehk 8,8% kogu efektiivsest

tööajast.

e) Saadud programmi ainsaks puuduseks on see, et II liiki

vardaid saame 0 t/dek. Selle puuduse kõrvaldamiseks otsime

optimaalsele eelneva programmi, kus Xg 0 (tabel 15, V, mil-

lest arvutame ainult P.-veeru).

Moodustame nüüd optimaalsele eelnevate programmide üldaval-

dise, nagu lk. 48
,

milleks korrastame optimaalse ja sellele eel-

nevad programmid tabelisse 16 (et Xg = 0 juba eelduse järgi, siis

jätame selle tabelist 16 välja).
Tabeli 16 viimasesse kolme ritta arvutame näiteks kolm konk-

reetset eelnevat programmi: esiteks niisuguse, mille puhul

Xg = 5, teiseks niisuguse, mille puhul Xg = x-, ja kolmandaks

niisuguse, mille puhul Xg
= 10. Analoogiliselt võib saada

muid programme.
Tabel 16
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18. ülesanne, mis ei oma lahendit.

a) Püüame lõpuks koostada vardatsehhile programmi, mis

garanteeriks 95 % nii absoluutselt maksimaalsest kogutoodangust

kui ka kasumist. Seega tuleb tavalisele kolmele võrrandile li-

saks kaks võrratust

Xi + Xg
'

+ Xg,

2IOXI + 480xg +

mida võrranditeks teisendades saame

'
61,1 =

Xi + Xg + Xg - Xg,
15100 = 210xi + 480xg + 600Xg -

Simpleksmeetodil lahendamiseks peame nende võrrandite paremate

le pooltele liitma veel kunstlikud tundmatud x? ja x&:

61,1 = xi + Xg + Xg + xy - x,

15100 = 210xi + 480xg + 600xg + Xg -

Eesmärgiks seame seadmete maksimaalse koormamise, seega

= -x.
4 5

ehk arvestades kunstlikke tundmatuid

z = * *4 " *5 " *6 " M*7 " = '

b) Paigutame nüüd andmed tabelisse ja lahendame ülesannet

simpleksmeetodil. Selle ülesande puhul tuleks tabelisse palju

nulle kirjutada - selle asemel jätame tabeli kõige suuremas

nullide kohale tühjad ruudud.

Tabelis 17,111 saadud programmi on võimalik parandada ainult

P 4 asendamisel Pg-ga või sest juhtveeruks võime võtta

kas P 5 või ?iQ, kusjuures mõlemal juhul peame juhtreaks võtma

- rea.

IV tabelissaadudprogrammi

*1=50,7 t/dek.;*2*o;xg=7,4 t/dek.; Xg
= 133,3*7dek.

Xg
= 13,5h/dek.; * 2,96t/dek.;Xg = O;Xg =0; 0
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ei ole enam võimalik parandada, sest - on kõik va-

hed mittenegatiivsed. (Tabeli sisu pole vaja arvutada.)hed mittenegatiivsed..(Tabeli sisu pole vaja arvutada.)

Selgitame tulemust:

võrrand isüs teemil

700 = 10x. + 23x- + 26x- + x.
1 2 5 4

550 = 5Xi + 13Xg + 22xg +

450 = 7xj + 9Xg + llXg + Xg

61,1 = Xi + xg + Xg *** "Xg

15100 = +6OOXg +Xg -

ei ole niisugust mittenegatiivset lahendit, milles

=Xg = 0 ehk, mis on sama, võrratusesüsteemil

700 + 23xg +. 26xg

550 5: SXI + 13Xg + 22Xg
450 7Xj, + .9xg + HX3

61,1 Xi + Xg + Xg

15100 + 480xr, +

ponduvad lahendid?

IV tabelis saadud programm on optimaalne, et plaani

jätame selle järgi kõige vähem täitmata. Tõepoolest ehk

puudujääk kogutoodangu plaanist on 2,96 sama arv esineb ka

(1)

z avaldises:
max

= - 146,68 - 2,96 M,
max ' * '

maksimumi saavutamiseks peab siin aga - M kordaja olema võima-

likult väike.

19. Kokkuvõte vardatsehhi programmidest.

a) Kõigi vardatsehhis lahendatud ülesannete vastused võtame

nende paremaks võrdlemiseks kokku tabelisse 18.

Tabelis 18 tõstame absoluutsed maksimumid ja miinimumid

ruudukestega esile. Samuti märgime (ringikesega) kitsaskohad,

s.t. juhud,ins mingite seadmete kogu efektiivne tööaeg on

kasuta tud.
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8 g 2
43

* "

*-4 cn <u X ,c\l

M U)M

5 5 9 <r 9 g . J
g S g 1 S 5

g -S
$ g $ g e g

8 M M

t/dek. 64,3 12,2 12,2 0I liiki vardaid

II liiki vardaid t/dek 0 0 0 10,0

111 liiki vardaid 0 22,2 22,2 18,1

t/dek.Kogutoodang 64,3 34,4 34,4 28,1

rbl/d.Kasum 13500 15900 15900 15660

Kasutatud aeg h/ '

lõputuses 642,9

Kasutatud aeg

venituses

Kasutatud aeg

pakkimisel

Kasutamata

koguaeg

Kogutoodang

Abs.max toodang

Kasum

Abs.max kasum

Kasutamata aeg

Efekt.koguaeg

Programmi nr.

321,4 527,7

wolo) 330,0 330,0 288,8

h/dek. 285,7 ]120,0 h20,0 183,5

% 100 53,5 53,5 43,7

% 98,584,9 100 100

% 16,8 7,1 7,1 10,8

421 3



Tabel 18
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b) Vardatsehhile kõige sobivamaks tuleb lugeda programme

nr. 10 ja 11, sest sel juhul toodetakse kõiki liiki vardaid ja

toodud kolm protsentuaalset näitajat on ühtlaselt head.

20, Alternatiivse optimumi leidmine.

a) Lahendame näites 30 (vt. lk. 8-9) toodud ülesande.

Selleks tuleb lk. 9 saadud võrratusesüsteem kõigepealt teisen-

dada võrrandisüsteemiks:

6 =

Xi + Xg + Xg i X4 + Xg +Xg
0 = llxi * Hxg " 9,5Xg - 6X4 - BXS +X7

jl7 = Xi + 3Xg + 7,25Xg + X4 + 5Xg +Xg
(10 = 3Xi + Xg + Xg + 4X4 + 2X5 + Xg.

5t Xr,on kunstlik tundmatu, siisEt x,? on kunstlik tundmatu, siis

z = 7xi 7*2 * 9,?5Xg + BX4 + -

=
'

b) Lahendame ülesande simpleksmeetodil. Arvutarne täpselt,

s.t. harilikes murdudes.

Tabelist 10, V loeme optimaalse programmi ja

Xi = 0; Xg = 2 = 0; = 1 = 2

Xg = 1 Xy = o;xg = O;Xg -0; = 40

s.t. et töötades 2 päeva nädalas II tehnoloogia järgi, 1 päev

TV tehnoloogia järgi ja 2 päeva V tehnoloogia järgi on mõlema

tcctmisfaktorl limiit kulutatud, aega jääb üks päev üle, kuid

korutocöanr on maksimaalne, rinelt 40 t.

c) Alternatiivne optimum. Kas saadud programm on ainus,

mille phbul

Z = Zniax
* 40?

Ei ole. Simplekskriteerium ütleb, et tabelis 19, V saadud

programmi ei ole enam võimalik parandada, küll võib olla aga

võimalik teda muuta. Võttes simplekstabelis juhtveeruks Pj ni

et Zj " Cj
* 0, jääb funktsiooni z väärtus muutumatuks, prog-
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rammi muutumine sõltub aga veeru ülejäänud elementidest:

kui veerus Pj on üksainus nullist erinev element ja see on 1

Pj - reas, siis programm ei muutu; kui veerus Pj on positiiv-

seid elemente teistes ridades, siis saame programmi muuta.

Nii tuleb tabelis 1?9,V võtta juhtveeruks Pg -veerg ja juht-

reaks (tavalise reegli järgi) Pg-rida..Vl-st tabelist arvutame

ainult mis annab uue optimaalse programmi, nn.

alternatiivse optimumi:

=o;xp= = 2,02; x- =—- = 1,28;1 2 219 3 219

x =
367

= 17. = Q. =
75

= i 03
4 219 $ 6 73

X?
=

*8
=

*9
= 0

mille puhul ikka z = 40.

Kahest optimaalsest programmist võime saada lõpmata pal-

ju optimaalseid programme, nagu saime programme optimaalsest

ja optimaalsele -eelnevast programmist lk. 48
. Et esimesena

saadud optimaalses programmis kasutatakse ainult kolme tehno-

loogiat, igaühte neist täisarv päevi, siis on see programm

vastuvõetavam kui alternatiivne optimaalne programm või neist

kahest kombineeritavad programmid.

d) V tabeli viimases reas Pg- ja Pg- veerus seisvad arvud

j ja -g-ütlevad, et esimese faktori limiidi suurendamine 1 ühi-

ku võrra suurendab kogutoodangut 1,25 ühiku võrra ja et teise

faktori limiidi suurendamine 1 ühiku võrra suurendab kogutoo-

dangut 1,875 ühiku võrra - s.t. et kasulikum on suurema kogu-

toodangu saamise eesmärgil taotleda teise faktori limiidi suu-

rendamist.

21. Piiratud toorainekogustega seguülesanne.

a)Lahendame näidetes 29,32 ja 33 formuleeritud Õllesegamise

ülesande.

Selle ülesande formuleeringus esinevad kaheliikmelised võr-
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0
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1

1 46
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19 23.

35 92
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P1
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4 23

1
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.
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10 23
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0

76 23

13 46

1

63
*
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147 46

142
*
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"5
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46

11 45
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79
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1
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775 23

0
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0
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15523
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0
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1
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7

140 1Õ9
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109
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1
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7
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63 "218

1
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9
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1
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0

M
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0

0
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Vopt.

0

-M

0

0

7

39 4

8

9

p.

_A_
....._3.

Pi,

p.

Ps_

0

1

1

1 *35

1 '7
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š

3 "140

8

P
4

1

1 28Õ
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79 280

109 140

70

1

7

2

9 140
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Z1 70

1

1 70

9

2

—
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*""29 280
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8

5
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5 4..

0

0

0
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0
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-
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442 219 280"" 2H9 40



ratused, nagu

1505? Xi

ehk võrrandiks teisendatuna

150 = Xj, + Xy

ehk
- 150 - X7.

Kui nüüd kõigis ülejäänud võrrandeis asendada Xi selle vahega

ning siis lahendada ülesannet (ilma võrrandita +x? = 150)

simpleksmeetodil, saame tundmatule x,? mittenegatiivse väärtuse,

mis võib juhtumisi olla ka suurem kui 150. See aga ütleb, et

lähteülesandele saaksime vastuse, kus Xi 0, mis ei sobi.

Kokkuvõttes saame:

kaheliikmelisi võrratus!, kus positiivne vabaliige on

välksem-võrdne otsitavast, saab süsteemist uue tundmatu

abil elimineerida;

vastupidise märgiga kaheliikmelisi võrratusi aga ei

saa süsteemist elimineerida, sest sellega võib kaasneda

otsitava negatiivsus.

Sama kokkuvõtet võib ka teisiti sõnastada

miinimumplaane esitavaid kaheliikmelisi võrratusi saab

süsteemist elimineerida;

toorainelimiiti esitavaid kaheliikmelisi võrratusi ei

ole aga süsteemist võimalik elimineerida.

b) Koostame nüüd simplekstabelid.

Tabelist gO, IV võime välj.akirjutada optimaalse programmi
*

Xi = 0; Xg = 60 hl; = 30 hl; - 7,41 hl; = 2,59 hl;

Xg = 0; X7 = 150 hl; = 0; Xg = 0; = 112,59 hl

ja

Seega saime odavaima õllesegu koostamiseks järgmise juhise:

10

73
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Tabel
20

°k

0

-M

0

0

0

0

-22

-25

-32 ?3

-45

Prog- ramm

1*0

*5

*6

?7

1*8

?9

*10

?1

?4

0

100

1

1

1

1

1

400

1

2,5

3,7

4,5

(B)

0

150

1

1

0

60

1

1

0

30

1

1

0

120

1

1

Zk"°k

-400M
0

0

0

0

0

0

""2'2-' -2,5M

2T- -3,7M

""32-- -4,5M

-45-- -5,8M

100//
60

222M
30

68,97/ /400M

11 0

31,03

1

-0,172

0,569

0,362
j

0,224

68,66

0,172

0,431

0,638

0,776

1

o

150

1

1
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_0

60

0

"p,'"
30

-

0

Pio

51,03

-43,172

1

-0,431

-0,638

-0,776

-

°k

0

M- -7;759
0

0

0

0

2,604

-3,706

-2,914

60

30 //
87

III
0

9,310

1

-0,172

-0,362

0,569

0,224

-45

P4

30,69

0,172

-0,638

0,431

0,776

1

0

150

1

1

-t-25

P2

60

1

1

,?9

30

1

0

89,31

-0,172

0,638

1

-0,431

-0,776

-

Ck

-2A61.11
0

M- -7759
0

3,706

0

0

2,604

0

-2,914 30
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)V °k

0

-M

0

0

0

0

-22

-25

-32

-45

p.

Pr

P-

R,

P,

<-0

2,59

1

-0,172

-0,362
-0,224

(0,569)

-45

P4

7,41

0,172

-0,638
-0,776

0,431

1

0

150

1

1

-25

P2

60

1

1

-32

30

1

1

0

112,59

-0,172

0,638

0,776

1

-0,431

z

max

-2793,69
0

-- -7,759
0

3,706

2,914

0

2,604

0

0

0

60 /222
30 /

87

12

V

-22

?1

4,55

-45

5,45

0

145,45 "50

-32

30

0

?10

114,55
eelnev
I

-2805.54

-
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võtta 60 hl II liiki õlut,

30 hl 111 liiki õlut,

hl IV lüki õlut,

2,59 hl vett,

siis 100 hl 4% alkoholisisaldusega õlut maksab ainult

2793 rbl.

Pakub huvi, kas ilma veeta koostatud segu läheb palju kal-

limaks - parem on ta ju kindlasti. Seepärast arvutame IV ta-

belisse veel Uhe rea ja määrame juhtveeru ning -rea optimaal-

sele eelneva programmi saamiseks. Osutub, et just optimaal-

sele eelnevas programmis on vesi asendatud I liiki õllega.

Tabelist 20, V saame seega välja lugeda, et

kui võtta 4,55 hl I liiki õlut,

60 hl II liiki õlut,
30 hl 111 liiki õlut,

5,45 hl IV liiki õlut,

siis 100 hl 4% õlut maksab 2805 rbl., s.o. ainult 12 rbl.

rohkem kui .odavaimal juhul.

Nii võime lugeda parimaks just viimase õllesegu - ilma

;a ja odav (peaaegu kõige odavam).veeta

22. Lõpmatu maksimumi juhtum.

a)J Simpleksmeetodi käsitlemise lõpetame juhuga, kus

ei ole lõplik.Zmax

Vaatleme ülesannet:

leida 0 ja y nii, et

-x + 2y 4

x - 3y 1

ja et funktsioon z saab maksimaalseks, kusjuures
z = x + 2y.

Et tundmatuid on ainult kolm, x, y, z, siis saame üles

ande lahendada graafiliselt. Võrratusesüsteemi kõigi mitte
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negatiivsete lahendite

hulk on Ühelt poolt tõ-

kestamata (joonis 22 ).

Sirget

x + 2y * oonst.

võime tõmmata ükskõik

kui suure konstandi pu-

hul ikka nii, et tal on

võrratusesüsteemi lähen

dite piirkonnaga ühi-

seid punkte. Seega

z = + oo
max

*

b)Lahendame nüüd sama ülesannet simpleksmeetodil. Selleks

tuleb võrratusesüsteem täiendada võrrandisüsteemiks!

*=-*l*2*2+ *3
1= +X4,

kus = x ja Xg
= y. Koostame simplekstabeli:

I Tabel 21.
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Tabelist 21, I saame programmi

Xi = 0, xg = 0, X3 = 4, X4 = 1; z = 0,

mis vastab punktile 0 joonisel 22
.

Tabelist 21, II saame prograssni

Xi=O, Xg=2, X4=7, zl=4

mis vastab punktile A joonisel 22 . Selles tabelis tuleks

juhtveeruks võtta kuid juhtrida ei saa valida, sest H-vee-

rua ei ole Ühtegi positiivset elementi. Seega ei saa tabelis

21, II leitud programmi simpleksmeetodil enam parandada, simp-

lekskriteerium aga Ütleb, et funktsioonil z on suuremaid väär-

tusi kui z = 4. S.t. et võrratugesüateemi lahendite piirkonnal

ei ole niisugust tippu, kus z > 4, küll aga on selles piirkon-

nas muid punkte, kus z > 4. Jooniselt 22 on näha, et tipust A

väljuval serval z > 4 ja sealjuures z on seda suurem, mida

kaugemale minna. Et selles suunas on lahendite piirkond tõkcs

tarnata,siis z_._ + oo .
* max

c)Selle konkreetse ülesande puhul ilmnenut on võimalik üldis

tada järgmiseks väiteks:

kui simplekstabeli juhtveerus ei ole ühtegi positiiv-

set elementi, siis lahendatava LP ülesande funktsioonil

on lõpmatu maksimum.

Majandusliku sisuga ülesannetes tähendab vastuse lõpmatus

ülesande puudulikku püstitamist. Niisuguse olukorra kõrvalda-

miseks tuleb uusi sisuliselt põhjendatud tingimusi, s.t. võr-

ratus! juurde võtta (nagu näiteks x + 10 joonisel 22

mis annaks = 8).
max

23. Parameetriline programmeerimine.

a) Vaatleme sesoonse tootmise ülesannet, kus eesmärgiks

on tootmis- ja laondamiskulude miinimum.

Vabrikus toodetakse supeltrikoosid. Kaubandusorganisatsi-
oonid tellisid neid
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I kvartaliks ehk 2 tuh. tk.,

II
"

Tg
" 10 " ",

111 9*3

?4IV 3

Vabriku laos oli aasta algul ehk 1 tuh. trikood

Kvartalitoodangu suurendamine 1000 supeltrikoo võrra ühest

kvartalist teise üleminekul maksab a rbl.: 1000 supeltrikoo

laondamlne maksab b rbl. kvartalis, (koefitsiente a ja b on

raske täpselt määrata, seepärast lahendame ülesande kasutades

täheiisi suurusi a ja b ning vastusest loeme muuhulgas välja,

kui täpselt on neid koefitsiente teada tarvis.)

Kui palju peab vabrik kaubandusorganisatsioonide tellimus-

te täitmiseks tootma supeltrikoosid igas kvartalis, et laonda-

miskulrde ja tootmise suurendamise kulude summa oleks aastas

minimaalne?

b) Formuleerima ülesande matemaatiliselt. Selleks tähistame

kvartalitoodangu tuhandetes tk-des

i = l, 2,3, 4.

I kv. jaoks saame võrratuse

*l+

Teeme selle võrratuse võrrandiks

"1 + s. = + Si,

kus tähendab ilmselt I kv. ülejääki tuh. tk. Analoogiliselt

tähistame kõigi kvartalite ülejääke

tuh.tk.

'i 1 = 1,2, 3, 4.

II kv. jaoks saame võrratuse

*2 + rg,

mil] est

*2 * Sl
"

*2
*** S2*

Analoogiliselt 111 ja IV kv. jaoks:



X3*3g 1*3*33,

" = +

Kokku saame võrrandisüsteemi, milles trntrid ja tundmatud suuru

sed on eraldatud:

xi -si=ri-s°

" 3i - Sg
=

rg
(1)

Xs+32-S3=r.

X4+ 33 - 34
=

I*4

Kvartali toodangute kõikumist mõõdavad arvud

*2 * *l' *3 " X2'-X4 " Xg, (2)

mis suurenemise juhul on positiivsed, muudel juhtudel aga nul-

lid või negatiivsed. Kulusid esitava funktsiooni avaldisse on

a -ga Immutatult tarvis ainult positiivseid neist arvudest.

Viimaste eraldamiseks arvude (2) hulgast kasutame järgmist võ-

tet: tähistame toodangu suurenemist tuh. tk. i-ndast kvarta-

list (i + l)-sse üleminekul uue nittenegatilvse tundmatuga

l=l, 2,3

analoogiliselt toodangu vähenemist uue mittenegatilvse tund-

matuga

l=l, 2,3,

Imsjuures ja ei tohi korraga olla nullist erinevad:

3*131=0, 1=1,2,3

Siis võime toodangu kõikumist mõõtvaid arvusid (2) teisiti väi

jendada vahedena

71 -zi, 72 -z.g, Ys-Zg. (3)

Võrrutades (2) ja (3) vastavad arvud, saame võrrandisüsteemi

n

81



82

- = yi -

* "

' "3 " " S-

(4)

Võrranditest (1) ja (4) koosnebki sesoonse tootmise üles-

ande võrrandisüsteemi

Eesmargiks on meil minimaalsed tootmise suurendamise ja

laondamlse !mlud, s.t. = ?, leul

= + yg + yg) + &(S1 + Sg +

Et laondamiskulude koefitsient b / 0, siis võime temaga jagada:

za
, .

T
"

b
+ + 31 + Sg + Sg +

** *

ehk,tähistades z =— ja Ä=
b b

'

2?*= A +yg + yg) + +Sg+ 3g + z"

Seega võime simplekstabelis a ja

list kordajat ehk nn, pa r a m

b asemel kasutada ühte tähe-

eetrit A .

Kohandame ülesande simpleksmeetodil lahendamiseks. Selleks

tähistame kõigepealt tundmatud I=l, 2,..., 14:

*l* *2* *4* *5 Sl* *6 " 32' *7 * 3g, Xg =

yi' y2' * y3' - * = zg.

Edasi on tarvis lisada süsteemi (1) võrrandite vasakutele

pooltele kunstlikud tundmatud ning asendada

3(3'*l' arvudega.



83

Nii

saameülesandele
järgmiseformulatsiooni:

leidamittenegatiivsed

i

=1,
2,

...,18,
nii,
et ——

1

*2+*!?-X6

+*16

=10

X3+X6-x?

=9

X4+X7-X8'
+X18

=

3

-X1+X2

-Xg

+=
0

-X2

+X3-XiQ

=0

-Xn+X14

=0

ja

etfunktsioon
Z

=

-Xg-Xg-Xr,-Xg-(Xg++-
++

+

saaksmaksimaalseks,
=?

Tabel
22.

Tingimused
A,

kohta

Tingimused
aja

bkohta

xi

X2

X3

X4

S2

'3

Y1

zg

"3

1

a

8

b

20 3

20 3

20 3

3

12 3

2 3

0

0

0

0

0

0

0

H 3

b

+7a
2

9

9

3

1

0

0

0

7

0

0

0

0

6

2

9a

.

1

10

9

3

0

0

0

0

9

0

0

0

1

6
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1

1

1

-1

1

0

9

1

r

1

1

-1

0

6

1

-1

1

1.

-2

1.

-1

Zk"Ck

-1-7A
M+A

M-1 +A

H+1 -2A

M

A

2A- -1

0

0

0

0

0

0

3-3A
2A

1

0

1-A

Ä

0

1

1

1

-1

-*o-

1

1
,

-1

1

1

-2

1

-1

-

A

?9

9

-1

1
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2

-1

1

0

P4

3

1

1

1

-1

0

10

1

1

1

-1

0

9

1

1

1

-1

0

6

1

-1

1

1
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1
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M-A

M

M
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0

0

0

0

0

0
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1

<1

0
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b) Lahendame ülesande simpleksmeetodil, arvestades et

funktsiooni z kordajad on lineaarsed avaldised kahest täheli-

sest suurusest M ja A . M-ga opereerimine on meile juba tut-

tav. Parameeter A toob aga ülesande lahenduskäiku uusi momen-

te - tegu on nn. parameetrilise lineaar-

programmeerimlaega.

Tabelis 2? on toodud I, II ja VI, VII, VIII, IX, X simplek

tabel, rnniduvad 111, IV ja V tabel, mida on üliõpilasel soovi-

tav ise taastada.

Juhtveeru valikuks vajalikud ja - on ta-

belis 23 paigutatud ühe rea asemel kahte ritta (tabelite pare-

maks äramahutamiseks).

Tabelis 23, VI on vahed Zg -Cg ja - negatiivsed,

nimelt - "2* vahe Zg -cg= A - märki me aga ei tea,

sest parameetri A kohta pole seni muud eeldatud kui positiiv-

sust. Seetõttu valime juhtveeruks kas Pg või (otstarbekamaks

osutub Pg).
Tabelis 23, VII on olukord eelmisega analoogiline.

Tabelis 23, VIII võivad ainult Zg - Cg ja - olla

negatiivsed, nimelt siis, kui A< 1. Kui aga 1, annab ta-

bel VIII optimaalse programmi.

Analoogiliselt eelmisega annab tabel IX optimaalse program-

mi neil juhtudel, kui I ning tabel X neil juhtudel,

kui .

2

Järelikult on leitud optimaalsed programmid kõikvõimalike

A ehk väärtuste jaoks.

Tabelist 22 näeme, et optimaalsed programmid rahuldavad

nõuet Yi Zi
= 0, i = 1,2, 3 (vt. lk. 81 ).

Edasi teeme tabelist 22 järelduse, et sesoonse tootmise

ülesandes võivad koefitsiendid a ja b olla antud päris jäme-

dalt. Näiteks Sp, r&, fg, kasutatud väärtuste puhul on
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vaja teada vähemalt seda, kumb on suurem, kas a või b, ja juhnl,

kui a on väiksem, ka seda, kas a on suurem või vaikset
2

Veel näeme tabelist 22, et üldiselt on 1.-st sõltuvalt ainult

kolm erinevat optimaalset programmi. Erijuhtudel aga, kui A = 1

ehk b=aja A = ehk b= 2a saame lõpmata palju optimaalseid

programme. Näiteks juhul a = b tuleb optimaalseks üldprogram-

miks

(2 + ;9 - Z?;9 - ly; 3; I+-4 f ; 0; 0;

3

kus 0<

o) Võib lahendada LP ülesandeid, kus parameetrist või para-

meetreist sõltuvad ka elemendid. Näiteks võib lahendada

LP ülesannet, kus võrrandisüsteemiks on (1) ja (4), Siis tuleb

lahenduskäigus vaadelda mitme parameetri 3°, Tg, Tg, eri-

nevaid suurusvahekordi ja seega töö läheb palju pikemaks kui

käsiteldud üheparameetrilisel juhul.

24. Ratsionaalse juurdelõikuse Ülesanne

a) Trükikoda saab ajalehepaberit standardsetes rullides,

ndlje laius (s.t. silindri kõrgus) on 1,5 n. Rullid on tarvis

lõigata osarullideks nii,
Tabel 24.

et saada 0,7; 0,6 ja

C,45 m laiusi osarvlle

vastavalt 10C, 150 ja

90 tk. Kuidas teha se-

da nii, et paberi üle-

jääk (liiga kitsad osa-

rullld) oleks minimaalne

.õikamisvlis

1 2 3 4 5 6

Osarullld

70 1 1

60 1 2 1

Kõigepealt selgitame,

mitmel viisil on 1,5 m

laiust rulli võimalik

lõigata soovitud laiu-

45 1 2 3

20Jääk 10 35 30 0 15
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sega osarullideks.

Tabelist 24 näeme, et kõige parem on 5. lõikamisviis: saa-

me ühe 60 ja kaks 45 cm laiust osarr.lli ning ülejääki ei ole.

Et täita sordimendinõuet, tuleb aga ilmselt käsutada ka mõnda

teist lõikamisviisi.

Ülesande lahendamiseks valime kõigepealt otsitavad:

rulli lõikame katki i-ndal viisil, i = 1,2, 3,'4, 5, 6.

Et 70 cm laiusi osarulle on vaja 100 siis saame võr-

randi

ICC = 2 Xi + Xg + X3.

Analoogiliselt saame 60 ja 45 cm laiuste osarullide jaoks

võrrandid

150 =Xg+2 X4 + Xg,

90 = X3 + 2 Xg + 3 Xg.

Ülejääkide kogulaius cm-tes

lOXi +2O Xg+ BS Xg + +l5 x

Seega tuleb

leida niisugused mittenegatiivsed täisarvud i =

et
100= 2xi + Xg+ Xg

.150= Xg + 2x4+ X5

'9o= X3 +2xs+ 3xg

ja et z

- + 20xg+ 35x3 + + 15Xg.

Jagades võrrandisüsteemi esimest ja teist võrrandit

ja kolmandat 3-ga, saame läbi ilma kunstlike tundmatute

miseta:
1 1

2-ga

; 3-ga, saame läbi ilma kunstlike tundmatute lisa-

=Xi+2*2+2*3

S7s= +*4 + 3 *5

1 12

3-X3 +-X5 + X6.



93

z* ja koostame simplekstabelid.Tähistame z -

b) Tabelitest 25, II ja 111 saame kaks optimaalset prog-

rammi, mille põhjal võime koostada optimaalse üldprogrammi:
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—*l —*2
Programmides x ja x on neljas koordinaat murruline.

üldprogrammis oleks võimalik valida nii, et

+ oleks täisarv. Selleks peab olema paaritu-

arvuline kordne, siis aga on esimene koordinaat murruline.

Seega ei ole vaadeldavale ülesandele võimalik leida täisarvu-

liste koordinaatidega programmi, mille puhul z** 2075.

Vastuse saamiseks tuleb võtta mingi optimaalne programm ja

seda Ümardada ülespoole. Käiteks x saame

Xi = 50; Xg=o; *3=o' = 53; Xg = 45; Xg = 0,

siis väärtuse saamiseks tuleb -le liita ümardamisel

lisatud rulli laius ehk 75 cm, seega ülejääk z* = 2150 cm.

. —*2 %
*

Programmi x ümardades saame z jaoks samuti 2150 cm.

25. Tööstusharude seosed.

a) Vaatleme masinatööstuse, kergetööstuse, energiatööstuse

ja muude tööstusharude seoseid ühe aasta jooksul. Nummerdame

need tööstusharud selles järjekorras, i = 1,2, 3, 4. Tähista-

me Xi j rbl. i-nda tööstusharu toodangust seda osa, mida kasutab

j-s tööstusharu aasta jooksul, i, j = 1,2, 3, 4. Iga tööstus-

haru aastatoodangu tähistame Xi rbl. Edasi tähistame muud

nõudmised (laiatarbekaubad, eksport jne.) i-nda tööstusharu

toodangule rublades.n3es.

;kogu aastatoodang jaotatakse tö

rahel, saame võrrandisüsteemi:

Xn+ + * Yi * *i

"21+ + + "24 + 72 =

"32 * X33 + + y$ =

Xg

"41+ + *43 * X44 * ?4 = *4

Oletades, et kogu aastatoodang jaotatakse tööstusharude ja

muude nõudjate vahel, saame võrrandisüsteemi:

ehk
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*1 ***ll **l2 * *13 * *14 *

*3 * *3l" *32" *33 * *34"
* * * X43 " 74 *

Olgu teada, et eelmistel aastatel kulus j-nda tööstusharu

toodangu Iga rubla kohta j -nda tööstusharu toodangut
j

rbl.

eest. Seega võib eeldada, et ka sellel aastal

*ij
lj-

ehk

= l,j = l, 2,3, 4. (2)

Asendame leitud avaldised võrrandisüsteemi (1), saame

*

*ll *1 * *l2 *2 * *l3 *3 " *l4 *4 = Yl

*2 " *2l *1 " *22 *2 " *23 *3 " *24 =

7g

" *3l * *32
*

*33 *3 " *34 = ?3

* *4l *1 " *42 *2 * *43 *3 * *44
=

74

ehk

ai2*2 * *l3*3

* *3l * *32 *** " * *34
*

*4l * *42 ***43 ** *

Kui võrrandisüsteemi (3) vabaliikmed yg, ys, on

ette teada, siis tuleb lahendada neljast nelja tundmatuga llne-

aarvõrrandlst koosnev süsteem. Saadav lahend Xg, Xg,
annab loeteldud tööstusharude aastatoodangu plaanid rublades,

valemitest (2) saame siis arvutada tööstusharude seoseid mHN-

ravad arvud
j

rbl.
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Näi.de 39. teada koefitsiendid ja

o,9Qxi * O.SOXg * 0*20X3 - 0,25X4 = 2 000 000

-C,O5Xi + O,BOXg - 0,02xg - 0,10X4 = 10 000 000

-0,30xi - o,loxg + 0,95x3 - 0,20x4 = 500 000

-0,16Xi - 0,10X2 - 0,10x3 + 0,86X4 = 1 000 000

ehk (kopikatele üle minnes)

9üXi - 20x2 - 20Xg - * 200 000 000

- s*l + BQXg - 2X3 - lOX4 =* 1 000 000 000

-3QXi - lOxg + 95Xg - 20X4 - 50 000 000

-15Xi - IQXg - lOX3 + 85x4 - 100 000 000.

Lahendame eelis võrrandisüsteemi täieliku eliminatsiooni

meetodil:

Tabel 27.

VBrrandisüsteem (3) omab kuju:



I Tabel "

13
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Arvutame
veelvalemite

(2)põhjal.
Saadudvastuse

koon-iametabelisse
29.

Tabel

i

Seosed

Kogu- toodangut *i
Muudeks nõudmist

eks

Yi

Masina- tööstusele Xn

Kerge- tööstusele Xi2

Energia- tööstusele Xj.3

Muudele Xi4

1

Masinatööstuselt
7822
000

2000
000

782000
2745
000

1091
000

1204
000

2

Kergetööstuselt
13727

000

10000
000

391000
2745
(JOO

109000

482
000

3

Energiatööstuselt
5455

000

50'0000
2346
000

1

373
000

27300c

903000

4

Muudelt

4814
000

1000
000

1173
000

1373
000

546000

722000
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S.t. et näiteks masinatööstuse kogutoodang peab olema

7 822 000 rbl. aastas, mis tuleb jaotada järgmiselt:

782 000 rbl. masinatööstusele,
2 745 000 rbl. kergetööstusele,

1 091 000 rbl. energiatööstusele,

1 204 000 rbl. muudele tööstusharudele,

2 000 000 rbl. muude nõudmiste rahuldamiseks.

Analoogiliselt võime tabelist 09 välja lugeda kergetööstu-

se j.t. kogutoodangu jaotuse.

b) Eelmises punktis lahendatud ülesanne ei ole LP üles-

anne. Muudame näite 59 ülesannet nii, et saame LP ülesande.

N äi d e 40. Olgu koefitsiendid a. . sama.!,mis näites

39. ärgu olgu teada, vald otsitavad. Selle asemel olgu

aga teada, et vaadeldavate tööstusharude aastatoodangud ei

tohi ületada vastavalt 10 miljonit, 12 miljonit, 7 miljonit

või 5 miljonit rbl. tilesandeks on leida tööstusharude aasta-

toodangud Xg, Xg, X4 rbl. nii, et nad rahuldaksid võrrandi

süsteemi eespool loeteldud kitsendusi ja teeksid masina-

tööstuse ja energiatööstuse kogutoodangu maksimaalseks.

Ülesannet matemaatiliselt formuleerides saame:

0 = - + 20xg + + 25x4 + lOOyi

0 = sxi * SQXg + 2Xg + + lOOyg
0 = 3Oxi + ICXg - 95Xg + +

C = 15Xi ***i°X3 *Bs*4 + iOOP4
10.106 xi
12.106 Xg
7.i06

>
X4

ja
Z = X-. + X-, z__ =?

1 3' max
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(Edasises arvutuses on sobiv tähistada

?*l=Xs' 32
= Y4" *3j

Järgneva töö ülesande lahendamisel jätame üliõpilastele endi

le teha.

26. Transportälesanne.

a) Näites 31 formuleeritud LP ülesanne erineb teistest

vaadeldud LP ülesannetest võrrandisüsteemi lihtsuse ja korra-

pärasuse poolest - kõik kordajad on ühed või nullid, kusjuu-

res ühed paiknevad silmnähtavalt seaduspäraselt, ainult vaba-

liikmeid ja funktsiooni z kordajad on ühest suuremad. Loetel-

dud asjaolud võimaldavad nii suiste nn. transportülesannete

lahendamiseks kasutada simpleksmeetodi lihtsamat, nende üles-

annete jaoks kohandatud varianti.

b) Andmete tahuleerimire. Transportülesande lahendamiseks

ei ole tarvis koostada võrrandisüsteemi ega z avaldist, tuleb

ainult andmed korrastada tabelisse järgmisel viisil:

tabeli peasse vasakule servale kirjutame tootjate või

maiused või laoseisud, üles aga tarbijate nõudmised;

kui osutub, et laoseisude summa erineb tarbijate nõud-

miste summast, tuleb väiksemale neist arvudest liita puu-

duv kogus fiktiivse lao või tarbija abil;

tabeli ruudud jaotame diagonaalidega pooleks, ülemis-

tesse pooltesse kirjutame andmed, s.t. kaugused vastavast

laost vastava tarbijani (kilomeetrites) või veokulud vas-

tavast laost vastava tarbijani (rublades tonni kohta),

alumised pooled jäävad etsitavate jaoks, s.t. vastavast

laost vastavale tarbijale vedada tuleva koguse jaoks (tsr

nides).

Näide 41. Koostame näites 31 toodud transportülesande

lahendamiseks tabeli eespool kirjeldatud viisil.
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c) Algprogrammi koostamine. Heansportülesandes on tarvis

laotaba kogu ladudes olev ühetaoline kaup tarbijate vahel nii,

et viimaste kõigi nõudmised oleksid täidetud ja et sealjuures
tonn-kilomeetrite arv või veokulud oleksid minimaalsed.

hagu ikka simpleksmeetodi puhul, tuleb ülesande lahenda-

mist alustada algprogrammi koostamisega. Transportülesande pu-

hul on vabadus suur - algprogrammiks sobib peagu iga programm,

uis garanteerib tarbijate nõudmiste täitmise ladudes oleva

kaubaga. Seetõttu on transportülesande algprogrammi koostamiseks

palju võtteid, anname neist ühe:

valime tabelist ühe kõige väiksema kilomeetrite arvu -

sellel marsruudil toimugu võimalikud!' suur vedu, veomars-

ruudi tähistame rõngaga ümber selle kilomeetrite arvu ja

vedada tuleva koguse kirjutame selle ruudu alunr.se poolde,

vastavast laoseisust ja vastavast tarbija oouoiisest lahu-

tame selle kogusel

kui sellesse lattu jäi veel kaupa. tarneselle jär-

jest kaugemate tarbijate vahel;

kui juhtub, et ladu saab tühjaks ja samaaegselt saab

rünrj tarbija nõudmine täiesti täidetud, tuleb sellest

laost teha üks tühivedu mingil seni rõngaga märkimata

mar"Truidil;
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e''aslvalime tabelist ühe kõige väiksema kilomeetrite ;

nrvu, millele vaatavast laost pole veel veetud ja millele

vastava tarbija nõudmised ei ole veel täiesti täidetud;

jätkame nagu algul jne. kuni kõik laod on tühjad ja kõik

tarbijad rahuldatud, sealjuures ei ole vaja viimase lao tüh-

jendamise järel enam teha tühivedu;

latiladusid on m ja tarbijaid n, siis veomarsruute

(koos lisatud tühivedudega) peab tulema täpselt m + n -1;

lõpuks arvutame saadud algprogrammile vastava tonn-

kilomeetrite arvu või veokulu (s.o. z väärtuse) liites ta-

beli iyas ruudus oleva kahe arvu korrutised (tühi koht tä-

hendab nulli), tulemuse märgime tabeli alumisse parempool-

nurka.

H äi d e 42.Tabelis ?C tuleb alustada ühest marsruudist,

kus tonni vedu maksab 1,2 rbl.,näiteks marsruudist, mis viib

Ilsest laost esimese tarbija juurde. Talitades eespool toodud

reeglite järgi saame näites õl püstitatud transportülesandele

algprcrrammi, mille puhul veokulud on 2258 rbl.

d) Simplekskr^teerium. Et otsustada, kas leitud algprog

ramm on parim või mitte, rakendame simplekskriteeriun.i trans

portülesandele kohandatud kujul:
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teiser.dame algprograimni tabelis kõik rõngastee asetse-

vad arvud malliks liites ruutude ülemistest pooltest koos-

nevatele ridadele ja veergudele sobivalt valitud arve:

kui pärast seda teisendust tabelis ei 010 ühtegi nega-

tiivset arvu, siis on see programm optimaalne, s.t. vas-

tav z väärtus minimaalne;

kui aga tabelis leidub negatiivseid arve, siis prog-

ramm ei ole veel optimaalne ning järgnevalt tuleb seda

parandada.

baide 43.Et teisendada tabelis 31 kõik rõngastes seis-

vad arvud nulliks, liidame kolmanda rea kõigile arvudele -2,8;

siis tekivad arvude 1,2 ja 3,2 asemele arvud -1,6 ja 0,4; vii-

maste arvide nulliks teisendamine toimub kolmanda veeru arvu-

dele 1,6 ja neljanda veeru arvudele -0,4 liitmisega; viimase

teisenduse tulemusena tekib arvu 1,8 kohale 1,4, mida teisen-

dame nulliks esimesele reale sobivat arvu.liites jne. Teisen-

dusteks vajalikud arvud kirjutame tabeli 32 äärtele. Tabelis 33

on tulemus, mis ütleb, et algprogrammi tuleb parandada.
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e) Parema programmi koostamine. AlgprcgraKm:ist uue parema

proTimt saamiseks

moodustame kinnise ahela lähtudes ne-

gatiivsest arvust, liikudes päripäeva vaheldumisi horison-

taalselt ja vertikaalselt ja pöörate" rõngaste kohal;

kõik ahela pöördepunktid nummerdame alustades negatiiv

sest arvust, paarisarvuIlse järjelrorranuvhriga ruutudest

leiame väikseima kaubakoguse, seda kogust nibutame ahelat

mööda edasi liites teda paarituarvul'stesse ruutudesse ja

lahutades paarisarvulisimat ruutudest; sealjuures paiguta-

me rõnga rulliks muutunud koguse j?'urestrullist erlnevalrs

muutunud koguse juurde:

odasl otsustame simplokskr-teer'umi abil, kas saadud

uus programm cn optimaalne või vajab veel parandamist;

jne.

N ä 1 d e 44. Moodustame tabelis-35 kinnise ahela ja nihu

vajalikku kogust mööda ahelat edasi. Saametarne

tabeli 54.

Teisendama nüüd tabelis 34 kõik rõngas olevad arvud

nullideks. Tabeli 35 põhjal võime öelda, et optimaalne

prorramm on käes.
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f) Väetuse koostamine. Transportülcsande vastuseks kirjuta-

me lähtetabelist kilomeetrid või ühe tonni veokulud ja

viimasest tabelist kogused koos marsruudi tähisega (rõngaga).
Saadud tabelis teeme juhuslike vigade avastamiseks kontrolli

lütes kõlised ridade ja veergude kaupa ning võrreldes neid

lähtetabelist võetud laoseisudega ja tarbijate nõudmistega.

Edasi arvutame sellest tabel*st s.t. minimaalse tonn-kilo

meetrite arvu või minimaalsed veokulud, nagu me lähtetabelist

arvutame z väärtuse.

N äi d e 45 . Koostame näites 51 püstitatud ülesandele

nüüd vastuse kasutades tabeleid 30 ja 35,
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Vastuse v3ime sßnastada järgmiselt:

kui vedada

esimesest laest neljandale tarbijale 3CO t briketti,
t!teisest " esimesele " 50 t "

" " teisele " 350 t "

kolmandast " esimesele " 170 t

" kolmandale
"

250 t
"

,

" neljandale " 110 t "
,

siis on kõik laod tühjad, kõik tarbijad rahuldatud ja

sealjuures saadud minimaalse arvu tcnn-kilomeetritega,

nimelt 2221 tonn-kilomeetriga.

N äi do 46
.

Lahendame transportülesande: kolmest ele-

vaatorist veetakse kolme leivakombinaati nisu; antud on elevaa-

torites olevad nisukogused, leivakombinaatide nõudmised tuhande

tes tonnides ning veokulud tuhandetes rublades tuhande tonni

kohta; nõutakse organiseerida veod minimaalsete kuludega.

Et elevaatorites on nisu kokku 140 ühikut, kombinaadid

nõuavad aga kokku ainult 115 ühikut, siis tuleb kasutada fik-

tiivset tarbijat, kelle nõudmine on 25 000 tonni nisu. Fik-

tiivsele tarbijale veod tegelikult ei toimu, seepärast on sin-

na veokulud nullid:
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Koostame nüüd algprogramm.i, kusjuures fiktiivse tarbija

rahuldame viimases järjekorras. Alustame veoga esimesest ele-

vaatorist kolmandasse kombinaati, siis esimesse - sellega on

elevaatorist nisu otsas ja samal ajal esimese kombinaadi nõud

mised rahuldatud, järelikult tuleb määrata ül:s tühivedu, näi-

teks teise kombinaati. Edasi jaotame nisu ülejäänud elevaato-

ritest ja arvutame veokulud. Kontrolli teeme muidugi ka. Siis

laiame nulliksteisendamiseks vajalikud arvud, alustades teise

veeru viimasest arvust.
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Teisendamc niidideelmises tabelis kelk rõngas olevad'arvad

nullideks, saame

Järelikult tvleb ;-arandada:

ehk pärast teisendust



Seega tuleb ka seda progranmii veel parandada
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Kuid osutub, et see ei ole ainus programm, mis võimaldab

kõik kombinaadid varustada nisuga minimaalsete veokuludega,
s.t. 325000 rubla eest. Tõepoolest, moodustades üleeelmises

tabelis kinnise ahela lähtudes ilma rõngata nullist, saame uue

programmi:

Saime ülesandele kaks optimaalset programmi, järelikult
on sellel transportülesandel (kui LP ülesandel) lõpmata palju
optimaalseid programme, mis esitame optimaalse üldprogrammi

näol tabelis t&henctus analoogiline näites 31 tooduga)
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Tabel 3R.

N äi d e 47
. Viimaseks lahendame transportülesandc, kus

kõiki nõudmisi ei ole võimalik rahuldada (fiktiivne ladu), kuid

ühe tarbija nõudmised on ilmtingimata vaja täita.

Maantee nuldkeha tegemisel cn tarvis tee pikiprofiili tasar

daga (joonis 23 ).
täidend

_ZI
-y

-

g \

Selleks veetakse pinras isekallutajatega kaevistest ttt!

denditesse. Teada on kolmest kaevisest saadaolevad ja nelja

tmdändisse tarvisminevad pirnasekogused mõõdetuna sadades

samuti kaugused kaeviste ja t&idendit

vahel kilomeetrites (tabel 39). Tabel 39

Joon. 23
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Et kaevistes on 8000 koorma võrra vähem pinnast kui kõigi

täidendite jaoks vaja, siis kasutame lahendamisel fiktiivset

kaevist mahuga 8000 koormat.

Nõutakse vedada kogu pinnas kaevistest täidenditesse mini-

maalse arvu koorem-kilcr.eetritega, kusjuures kolmas tälderd tu-

leb tingimata täita. Viimase tingimuse täitmiseks võtame fik-

tiivse kaevise ja kolmanda täidendi vaheliseks kauguseks M km,
kus M > 0 on väga suur arv. Analoogiliselt toimisime ka varem

simpleksmeetodil LP ülesandeid lahendades (vt. §l7 ).

Ülesande lahendus on järgmine:
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Tabelist4o
,

V loeme välja järgmise vastuse:

kui vedada

esimesest kaevisest kolmandasse täidendisse 3000 koormat,

teisest
" " " 2000

neljandasse ' " 2000 "

,

kolmandast " teise ", 3000 "

,

siis on kõik kaevised tühjad, kolmas täidend täis ja

sealjuures tehtud minimaalne arv koorem-kilomeetreid, ni-

melt 41 000 koorem-kilomeetrlt.

Soovitav oleks veel lisaks arvutada minimaalne koorem-kilo-

meetrite arv eel juhul, kui kolmanda täidend! täitmise nõuet ei

ole. saadavat tulemust on huvitav võrrelda siinleituga.
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