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EessOna

Kombinatoorika e. kombinatoorne analiiie on matemaatika-
haru, mis ké&dsitleb elementide paiknemist hulkades, eeskdtt
1oplike hulkade elementidest moodustatud i{ilhendeid (ENE m&drat-
lus). Samalaadse liihiselgitusega algab ka loengukursus [2].
Kasutatava tehnika vaatevinklist tdlgendatakse kombinatoorset
analiilisi lisna tihti kui valdkonda, mis on peaaegu tdienisti
seotud genereerivate funktsioonide kasutamisega mitmesuguste
1o6pliku iseloomuga i{ilesannete lahendamisel (nditeks [12]).
Laiemalt on kombinatoorika ainet ja lilesandeid piilitud mddrat-
leda raamatu [15] eessonas, eriti pdhjalikult aga toreda dpiku
[6] eessdnas.

Kombinatoorika-alane temaatika on vanimaid matemaatikas.
Ja alati on lilesannete mOtestamine ja lahendamine selles vald-
kennas tdhendanud eri asju erinevatele inimestele sdltuvalt
nende eesmdrkidest ja ettevalmistusest. Kombinatoorse iseloo-
muga probleemid on kerkinud ja kerkivad igas teadusharus, ka
neis, mis matemaatika abi esialgu vdhe vOi pealiskaudselt ka-
sutavad. Kuid eraldiseisvate (kuigi t&htsate) ililesannete la-
hendamiseks loodud skeemid kaotavad kiiresti arenguvdime ning
nende pbhjendus jddb empiirilise selgituse tasemele, kui puu-
duvad ithendavad kontseptsioonid ja tehnika, kui puudub seos
matemaatika pdhistruktuuride ja juhtprobleemidega. Sellest,
aga mitte niivdrd kombinatoorika noorusest - temaga tegeldakse
intensiivselt Leibnizi-aegadest - on tingitud ilisna mitmete vdl-
japaistvate matemaatikute tagasihoidlik suhtumine: tunnistatak-
se kombinatoorika vajalikkust ning probleemide huvitavust ja
raskust, kuid eitatakse selle valdkonna silistemaatilisust ja
siigavust.

Viimaseil aastakiimneil on huvi kombinatoorika vastu suu-
resti t6éusnud. Leidub mdrke, et ta on kasvamas matemaatiliste

teooriate ansambliks. Kujunemas on ldhedaste rakendussituat-



sioonide {ihtne k&dsitlus. Igas konkreetses lilesandes jd&b mui-
dugi vajadus sobiva t®lgenduse ja siigavate, asja olemusest
tulenevate kaalutluste jdrele, sest ilma nendeta ei anna iikski
teooria soovitud resultaati. Olukord on siin praegu moneti
sarnane situatsiooniga algebralises geomeetrias kdesoleva sa-
jandi 40.-50.-ndail aastail, kui mitmed viljapaistvad matemaa-
tikud (0.Zariski, A.Weil, J.-P.Serre) hakkasid rajama algebra-
lise geomeetria iildisi aluseid ning otsima selleks sobivat
abstraktset vormi.

Viljakaks ja isegi asendamatuks on kombinatoorika selli-
ses arengus osutunud jdrjestuse ja vdre mdisted, mis algselt
leidsid kasutamist geomeetria alustes, seejdrel algebras (vt.
[1, 131, 1101, [13], [14]). Jdrjestusrelatsioon loob silla
dhelt poolt diskreetse matemaatika lilesannete ja teiselt poolt
arvuteooria, (lineaar)algebra ja geomeetria vahendite vahel.
See kergendab leida lahendusele viivat tehnikat ja annab k&-
Sitlusele piisava lildsuse. Seos arvuteooriaga on eriti mdrki-
misvddrne, sest diskreetse iseloomuga ililesannete lahendamisel
on saadud tihti just matemaatika sellest kdrge arengutasemega
valdkonnast juhtivad analoogiad ja meetodid. Liikuda sillal
saab aga ka teises suunas - avardub arvuteooria mitmete prob-
leemide mdistmine ning rikastuvad tema meetodid ([5]), samuti
puhkevad ootamatult arengule ja uuenevad lineaaralgebra osad,
mis levinud arvamuse jdrgi on vaid piisivaks koolitarkuseks tar-
dunud (vt. [4] seoses matroididega). Selline vaatekoht on niilid
Mmuutumas Usna populaarseks. Ergutust lisab lootus, et teoree-
tilise fiilisika ja arvutiteaduse mitmed probleemid selginevad
Ooluliselt, kui Snnestub luua kombinatoorse iseloomuga teooriad,
mis liletavad diskreetse-pideva vastuolu paremini kui olemas-
Olevad, vVddrt on asjaolu, et nimetatud seose kaudu uut kasu-
tust leidnud valdkondade oluline koht matemaatikas on meie
maal olnud plisiv ja panus neisse fundamentaalne. Lisagem, et
Moskva iilikoolis toimus 1981.aastal juba V iileliiduline kombi-~
natoorika-alane konverents, millel muuhulgas esitati vdljapais-
tev tulemus - G.P.JegordtSev NSVL TA Siberi Osakonna L.V.Ki-
renski nim. Fiilisikainstituudist lahendas van der Waerdeni prob-
leemi permanentidest.

Anda aimu vaatekohast ja seostest, mis kombinatoorika
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sellist arengut v&imaldavad, oligi TRU-s rea aastate viltel
autori poolt esitatud loengutsiikli ililesanne. Seejuures oli
loengukursuses [2] esitatu aluseks nii teemade valikul kui ka
piiritlemisel, et saavutada loenguis Biget {ileminekut kombina-
toorika klassikalistelt tilesannetelt ja tehnikalt tema rohkem
ténapdevaste osade juurde.

Kdesolev konspekt kujutab endast nende loengute esimest
osa, mida on laiendatud ja iimber t&dtatud. Lugejale piilitakse
anda vdimalus dppida kaasaegse loendamisteooria aluseid - 8-
rede keelt - suunates vdreteooria iildisi kontseptsioone kombi-
natoorikas olulistele n&idetele. Lineaaralgebra vahendeid ka-
sutades antakse lihtne kdsitlus paljudele kombinatoorikas tun-
tud arvudele. Konspekt on koostatud Oppevahendina kasutamiseks
TRY matemaatikateadusikonna {iliSpilastele. Et aga dppekirjandus
loendamisteooria kaasaegsetes kiisimustes on vihene (vt. [4],
ka [6]), siis vb®ib kdesolev, peamises perioodilistele vdlja-
annetele tuginev materjal kujuneda huvipakkuvaks ka neile,
kellel loendamisteooria meetodeid oma t¥8s kasutada tuleb.
Tundub oluline lisada, et arvudest ja nende omadustest siin
nditena vaadeldu katab vaid vdikese (kuigi ajalooliselt t&htsa
osa vdimalustest, mis tulenevad vaatekoha {ildsusest. Loengute
teine osa (loendamisteocoria tildine meetod ja rakendused ning
seosed arvuteooriaga) ilmub eraldi vidljaandena.

Loengutsilkli m8tte algatas . Kaasik ning see sai teoks
tdnu U. Lumiste stimuleerivale!toetusele. Aastate viltel on
muutunud nii loengute sisu kui vorm, muutumatuks on j&&nud
seos vlrede ja Mdbiuse inversiooniga, mis esmakordselt ilmus
6.-C. Rota tdddes ja ergutavates kirjades. Oluline on olnud
J. Tapferi ja S. Langi efektiiyne abi. Kisikirjale m8jus sood-
salt V. FljaiSeri, K. Kaarli jq 0. Kaasiku kriitika, kisikir-
ja triikkis L. Juhansoo.

K8igile neile autoéi siiras té&nu!

11. mail 1982.a.



§ 1. JERJESTATUD HULGAD

1.17. Olgu antud hulgad P ja Q. Anda binaarne seos e.
relatsioon p=p(P,Q) (hulkade P ja Q elementide vahel) t#hendab
fikseerida teatav alamhulk p hulkade P ja Q korrutises PxQ;
erijuhul P=Q r&ddgitakse binaarsest seosest hulgal P. Asjaolu,
et (x,y) € p, tdhistatakse ka xpy. Nditeks iga funktsiooni
£:P~Q vdib tdlgendada binaarse seosena pf={(x,y)erQ|f(x)=y}.
Vbi nditeks juhul P=Q=R (R - reaalarvud) m#irab binaarne seos
p={(x,y)eR?*Ix%+y2<25} ringi raadiusega 5 ja keskpunktiga koor-
dinaatide alguspunktis. Kaht liiki binaarsed seosed leiavad
eriti tihti kasutamist matemaatikas. Nendeks on ekvivalents
(refleksiivne, slimmeetriline ja transitiivne seos) ja jirjes-
tus (refleksiivne, antisiimmeetriline ja transitiivne seos).
Jirgnevas on hulk sellel fikseeritud j&rjestusseosega pdhi-
mdisteks.

Definitsioon. 8eldakse, et hulk P on jérjestatud (liihi-
dalt ka, et P on o-hulk), kui temal on antud (fikseeritud)
mingi binaarne seos p, mis rahuldab ndudeid

01. Vxe P, xgX (refleksiivsus),
02. X§p & X -4 (antislimmetria),
03. XpY z > X (transitiivsus),

Midrgime lahkuminekut i{isna levinud terminoloogiast, kus relat-
siooni p omadustega 01-03 nimetatakse osaliseks jdrjestuseks.
Kiesolevas kédsitluses on otstarbekas loobuda tdiendsdnast
"osaline" ja lisada t#iendsdnu teistel vajalikel juhtudel
(ndit. lineaarne jirjestus jms.). Vhel ja samal hulgal P vdi-
vad olla korraga antud mitmed huvitavad jirjestusseosed p, o,
... (vt. nditeid (2) ja (3) allpool). Juhul, kui hulgal P vaa-
deldakse korraga vaid tht jirjestusseost, siis t#histatakse
seda tavaligelt <. Seejuures a<b loetakse "a on viiksem-vdrdne
kui b", ehk ™a eelneb b-le". Sedasama t#hendab ka b>a, mida
loetakse "b on suurem-vdrdne kui a", ehk "b jirgneb a-le".

Kul asb ja a#b, siis kirjutame ka a<b ning loeme, et "a eelneb



rangelt b-le".

Ueldakse, et element b katab elementi a, kui element b
rangelt jirgneb elemendile a (s.o0. b>a) ja ei leidu x¢P sel-
list, et b>x>a. See mbiste vdbimaldab 1d6pliku o-hulgaga P si-
duda orienteeritud graafi H(P), o-hulga P diagrammi, mille tip
pudeks tuleb lugeda hulga P elemente ja servadeks neid jirjes
tatud paare (x,y), kus x katab elementi y. Joonisel t&hista-
takse vidikeste ringikestega H(P) tippe ning x>y korral elemen
ti x esindav ringikene asetatakse kdrgemale kui elementi y

esindav ringikene.

1.2. Nditeid o-hulkadest. (1) Tdisarvud 2 tavalise jdr-
jestusega, s.o. (a2b)&»(a-b20). (2) Naturaalarvude hulk N
ning selle 1dplik alamhulk n={1,2,...,n} neil fikseeritud ta-
valise jidrjestusega on o-hulkade né&dideteks. (3) Naturaalar-

vud N jaguvuse kaudu antud j&rjestusseosega: loeme a<b, kui
arv a jagab arvu b (seda asjaolu tdhistame a|b). (4) Olgu
arvu n, ne€N, kdigi jagajate hulk; jdrjestuse hulgal D anname
nagu eelmiseski n#dites ning saame 1ldpliku o-hulga. (5) Hulga
M kdikide alamhulkade hulk B(M) on o-hulk, kui temas loeme
(ASB) & (AcB); selle o-hulga alamhulka,mille elementideks on
hulga M kdik 1dplikud alamhulgad, t#histame Bl(M). (6) Rilhma
G kdigi alamrithmade hulk, milles j&rjestus on antud alamriihma
del kui hulga G alamhulkadel md&dratud sisalduvusseose < kaudu
on ndide o-hulgast. (7) Vektorruumi V(R) kdigi alamruumide
hulk, milles j&rjestus on antud seose ¢ kaudu, on o-hulk. Ju-
hul, kui ruumi dimensioon on 1dplik ja pdhikorpuseks on 1ldp-
lik korpus GF(pm), s.0. vaadeldes vektorruumi (GF(pm)),
saame 1b6pliku o-hulga  (p™). (8) Hulga M kdikvdimalike ekvi
valentside hulka I (M) saab vaadelda o-hulgana, sest I (M) <
B(MxM) tbttu indutseerib ndites (5) kirjeldatud jirjestus
hulgal B(MxM) jédrjestuse hulgal N(M): (vsSoc hulgas 1(M)

((amb = (acb) hulgas M)). Juhul |M|=n saame siin 1dpliku
o-hulga Hn. (9) Olgu w:n=p1+...+pk ja a:n=s1+...+sl naturaal
arvu n suvalised lahutused naturaalarvuliste liidetavate Py
ja Sj summaks. Loeme w<c , kui lahutuse o saab lahutusest =
selle liidetavate grupeerimise (ja vdimalik, et {imberjirjes-
tamise) tulemusena; nduded 01-03 on t&idetud ning meil on 1ép
lik o-=hulk Pn. (10) Antud hulkade X ja Y korral, kus Y on



o-hulk, saab kéikvdimalike funktsioonide f:¥»Y hulka Y= vaa-
delda o-hulgana, kui temas lugeda (f<g)=>(¥xeX, f(x) < g(x)
hulgas Y).

Toome mbnede o-hulkade diagrammid. Selguse mbttes on rin-
gilkeste sisse (vdi juurde) kirjutatud elemendid hulgast P, mi-
da need ringikesed esindavad.

n 1,2,3
n-4
n-2
14242 D 1+1+3
2
14¢444+2
4 144 4144 44
(2) (4) :Dyq (5):B(3) (9): Py
Joon.1.

1.3. J4rjestatud hulgas B(3) on elemendid ¢ ja 3 vas-
tavalt vihim ja suurim: iga XeB(3 ) korral ¢<xX<3 . tlldistades,
o-hulga P elementi 0 nimetatakse vdhimaks elemendiks, kui iga
x€P korral O<x. Vihimat elementi katvaid elemente nimetatakse
aatomeiks. Elementi TeP nimetatakse suurimaks elemendiks o-hul
gae P, kui iga x€P korral {>x. Elemente, mida katab suurim ele
ment T, nimetatakse o-hulga P koaatomeiks. Rohkem kui iiks vi&-
him element ning rohkem kui {iks suurim element iiheski o-hulgas
leiduda ei saa. Kuid tbkkeid ei tarvitse o-hulgal alati olla -
ndites (1) vaadeldavas o-hulgas pole ei suurimat ega ka vdhi-
mat elementi. Isegi 1bplikel o-hulkadel ei pruugi tdkkeid olla
o-hulgas B(3 )\ {¢} puudub vihim element ning B(3)\ {3} ei oma
suurimat elementi. Yeldakse, et element m on minimaalne hul-
gas P, kui hulk P ei sisalda elemendile m rangelt eelnevaid
elemente. Element m on maksimaalne hulgas P, kui hulgas P pole
elemendile m rangelt jirgnevaid elemente. On selge, et iga 1op
1ik o-hulk sisaldab nii minimaalset kui ka maksimaalset elemen
ti. Juba 16plikud o-hulgad vdivad omada mitut minimaalset ele-
wenti, niiteks elemendid {1}, {2} ja {3} o-hulgas B(3)\{g}.
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Analoogiline on lugu maksimaalsete elementidega.

1.4. Mirkame, et o~hulga P iga alamhulk I on ka o-hulk.
Alamhulka kujuga [a,5]={xeP|an<b}, kus elemendid a,beP, asb,
on fikseeritud, nimetatakse 16iguks o-hulgas P. Jidrjestatud
hulki, mille kdik ldigud on 1ldéplikud, nimetatakse lokaalselt
16plikeks o-hulkadeks. Sellised on muidugi kdik 1dplikud
o-hulgad, aga ka n4iteis (1)-(3) vaadeldud o-hulgad, samuti
o-hulgad (M) ja  (p™).

Alamhulka I o~hulgas P nimetatakseideaaliks , kui iga
yeP korral on dige implikatsioon ((x€I)& (y¢x))=>(yel). See-
juures, ideaali I nimetatakse peaideaaliks, kui eksisteerib
selline aeP, et I= {xeP|x<a}. Lisame, et ideaale o-hulgas
(B(M) ;e) nimetatakse simplitsiaalkompleksideks, peaideaale sel-
les o-hulgas aga simpleksideks.

Kui mbénes alamhulgas McP osutuvad iga kaks elementi a,
beM vorreldavaiks (s.o. kas a>b vdi b>a kehtib), siis sellist
alamhulka M nimetatakse ahelaks o-hulgas P; erijuhul M=P kb-
neldakse lineaarselt jdrjestatud hulgast P. Ahela alamhulk on
ka ahel. Lbdpliku ahela MeP pikkuseks 1(M) loetakse arvu n-1,
kus n=|M|. Jdrjestatud hulga P pikkuseks 1(P) loetakse lilem-
raja sup M), kus A on t&histatud o~hulga P kdigi ahelate
peret;MeAkui 1(P) on naturaalarv, rd#gitakse lépliku pikkuse-
ga hulgast P.

Omagu o-~hulk P vdhimat elementi O; elemendi x€P kdrguseks
h(x) nimetatakse o) ja x vahel leiduvate ahelate pikkuste {ilem-
raja. On selge, et h(x)=1 kehtib parajasti siis, kui x on
aatom. Kui o-hulk P omab suurimat elementi T, siis kehtib
vordus h(T)=1(p).

Rédgitakse gradueeritud o-hulgast P, kui leidub funkt-
sioon g:P~Z kahe jdrgmise omadusega:

Q1. (x>y) = (g(x)>g(y)),

Q2. kui x katab elementi y, siis g(x)-g(y)+1.

Ldoplikus o-hulgas P leidub iga elemendipaari a¢b korral
vdhemalt ks ahel xo=a<x1<...<xm=b, mille iga element ka-
tab elementi Xy qi sellise omadusega ahelat nimetatakse tihe-
daks ahelaks elementide a ja b vahel. Yeldakse, et o-hulk ra-
huldab Jordan-Dedekindi tingimust (lidhidalt, on JD~hulk), kui
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kdik tihedad ahelad tlhe ja sama elemendipaari vahel on alati
tthe ja sama 1ldpliku pikkusega.

Mdrkame, et o-hulk P, mille kdik ahelad on 1ldplikud ja
mis omab vdhimat elementi 6, on omadusega (JD) parajasti siis,
kui kdrgusfunktsioon h:P+Z teda gradueerib. Tbepoolest, kui P
on kdrguse h:P+Z poolt gradueeritud, siis on iga elemendipaari
a<b korral kdik tihedad ahelad a ja b vahel ilhe ja sama pikku-
sega h(b)-h(a). Vastupidi, kui P on JD-hulk, siis iga (6] ja x
vahelise tiheda ahela pikkuseks on h(x), mistdttu kdrgusfunkt-
siooni h:P+Z korral on tdidetud omadus Q2. Omaduse Q1 tdide-
tus tuleneb h definitsioonist.

1.5. Edasises on vajalikud j&rgmised kolm konstruktsioo-
ni.

Iga o-hulka (P;p) saadab nn. duaalne o-hulk P* mis kui
hulk dhtib hulgaga P, kuid jdrjestusseos ¢ temas antakse reeg-
liga (xoy)é» (ypx).

Antud o-hulkade (P;p) ja (Q;o) korrutiseks P%Q nimetatak-
se kdikvdimalike jirjestatud paaride (p,q), p€éP, g€Q, o-hulka,
milles jdrjestusseos m on antud reegliga

(psq) ®(p"e") <> (Cppp) & (3
Analoogiliselt defineeritakse o-hulkade P

nbP,.
jer 1
Antud o-hulkade (P;p) ja (Q;o) summaks P*Q nimetatakse

disjunktiivset ihendit PUQ (siin loetakse PNQ=¢; vajaduse kor-
ral tuleb vdtta o-hulkade P ja Q disjunktiivsed koopiad), mil-

I ieI, korrutis

lesse jédrjestus viiakse reegliga: loetakse arb, kui kas
(1){a,6y <P ja apé kehtib o-hulgas P vbi

(2){a,6}c @ ja a6é kehtib o-hulgas Q;
juhul, kui elementidest a,b ks kuulub hulka P, teine aga hul-
ka Q, loetakse neid kahte elementi vdrreldamatuiks.

1.6. Vaatleme niiiid o-hulga (P;p) jadrjestust sdilitavaid
kujutusi o-hulka (Q;o), s.o. kujutusi f£:P-Q omadusega: (apb)
>(f(a)of(b)). Kdigi taoliste nn. o-homomorfismide hulk
HO(P,Q) on ka vaadeldav o-hulgana; vt. ndidet (10). Kasutusel
on jdrgmine terminoloogia. Juhul (P;p)=(Q;c) kdneldakse o-endo
morfigmidest.. Injektiivset o-homomorfismi P+Q nimetatakse
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o-monomor fismiks e. o-hulga P tdpseks esituseks o-hulgas Q.
siirjektiivset o-homomorfismi P-Q nimetatakse o-epimorfismiks.
Juhul, kui o-homomorfism P+Q kui hulkade kujutus on iiksiihene,
nimetatakse teda ¢-bijektstoontiks.

Ueldakse, et o-hulgad P ja Q on <gomorfsed, - kui leidub
jdrjestust sdilitav bijektiivne kujutus P3Q, mille pB8rdkuju-
tus on ka jdrjestust sdilitav. Juhul, kui P ja Q* on isomorf-
sed, kbneldakse, et P ja Q on antiisomorfsed. Kui o-hulk P on
isomorfne o-hulgaga P , siis nimetatakse o-hulka P eneseduaal-
geks. Edasises kasutame elemendi a kujutise tdhistusega f(a)
vbrdviddrselt ka tdhistust af.

Sulundioperaatoriks (vdi ka sulundioperatsiooniks) o-hul-
gal P nimetatakse kujutust A:P»P, millel on jédrgmised kolm
omadust :

Gl. VaeP , (a*)* =a*,

G2. YV aeP , < ,

G3. (a<e) = ( <&

Elemente x€P omadustega x=xA nimetatakse A-kinnisteks. Alam-
hulga AcP A-sulund antakse vdrdusega AA={aA|aEA;. Kujutisi a
ja A" tdhistatakse tihti ka vastavalt a(a) ja a(A). Kul kogu
arutluse vdltel on juttu ilhest ja samast sulundioperaatorist
A o-hulgal P, siis vdib A-sulundit nimetada lihtsalt sulundiks
ja tdhistada A siimboli A(A) asemel. Siin on sobiv ilheelemen-
dilist hulka {a} tdhistada lihtsalt a ja tema sulundit a.
Oluline klass sulundioperatsioone tekib jérgmiselt. Vaat-

[}

leme nn. Galois' vastavust o-hulkade P ja @ vahel, s.o. kuju-
tuste paari

{: P—>Q ja 9: @—>pP,
sellist, et on tdidetud kaks nbuet:
0 pf 6 pf) & (44 %),

(2) VpePVaeQ, (pp (p) & (g 6(g?).
Vahetu kontroll nditab, et kujutused
P ja q —
on sulundioperaatoreiks o-hulkadel (P;p) ja (Q;¢) vastavalt,
kusjuures o-hulgad, mis moodustuvad kinnistest elementidest

hulgas P ja kinnistest elementidest hulgas Q, on antiisomorfsed.
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Lisame, et nédites (5) vaadeldud o-hulgal B(M) antud su-
lundioperaator A, mis rahuldab t&diendavalt ndudeid:

2. VAcM, (lAl=4)=> (A*-A) a
3. ¥ AcM (AuB)A = A% U B*,

mddrab topoloogia hulgal M, mille kinnisteks hulkadeks on
A-kinnised elemendid o-hulgast B(M). Osutub, et nduded G2 ja
G3 on seejuures liigsed, kuna (T2&T3)=> (G2&G3); detailid vt.
[10].

Toodud "sbnastik" leiab jirgnevates paragrahvides inten-
siivset kasutamist, seejuures aeg-ajalt t&ienedes.

§ 2. JERJESTATUD HULGA TUKELDUSED

2.1. Juba need tagasihoidlikud vahendid esimesest para-
grahvist annavad mitmeid vdéimalusi liikumiseks oluliste tule-
musteni. Kiesolevat paragrahvi vdib vaadelda iihe sellise mbt-
teliini esitusena.

Jdrjestatud hulga (P;p) elemente a ja b, mille korral
kehtib ((a,b)¢p)&((b,d¢p), nimetatakse vérreldamatuiks; t&his-
tatakse a%:b, aga ka axb. Kui mingis alamhulgas AcP iga kaks
elementi on vbrreldamatud (teiste sdnadega, kui (AxA)Np=
={(a,a) |a€A}), siis kbneldakse o-hulga (P;p) antighelast A.

Mbneti ootamatult, elementide arv 1ldpliku o-hulga anti-
ahelais middrab selleo-hulga ehituse. Selle teesi tédpseks v&l-
jenduseks on Dilworthi teoreem 1dpliku o-hulga ahelaikstiikel-
dustest, mille tdestus (liks paljudest!) tuuakse punktis 2.2.
Kdnesoleva teema jédtkuks oleks siivenemine Dilworthi teoreemi
analoogidesse lépmatute o-hulkade korral (iiht neist vt. [15],
1k.90). Kui m&rgata siin ilmnevat seost M.Suslini kuulsa tee-
siga (vt. [8], 1lk.72), tekib tdiendavalt ka kiisimus piirist,
millest algab vastavate védidete sdltumatus (analoogiliselt
kontiinuumhiipoteesile) .

Jdrgnevais punktides tuuakse (Dilworthi teoreemi jéreldu-
sena) P.Halli teoreem relatsioonil kooskdla olemasolust ja

selle tuntud variant transversaalide keeles ning seejdrel ka
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vihetuntud, kuid oluline teoreem riihmal mddratud peaaegu pe-
rioodilisel funktsioonil invariantse keskmise olemasolust.
Peaaegu perioodiliste funktsioonide teooria loodi taani mate-
maatiku H.Bohri poolt, l&htepunktiks tema uuringud Dirichlet'
ridadest ja g-funktsioonist; tema 3 t68d ilmusid aastail 1924-
1926. Selle funktsioonide klassi t#&htsaima alamklassi (kvaasi-
perioodilised funktsioonid) toid matemaatikasse Tartu iilikooli
kasvandik (1884-1893), 1l&ti matemaatik P.Bohl (1893) ja (sdl-
tumatult) prantsuse astronoom E.Esclangon (1904), l&htepunk-
tiks mehhaanika ja astronoomia lilesanded. H.Bohri mddratluse
kohaselt nimetatakse pidevat funktsiooni f:R+C peaaegu perioo-
diliseks, kui Ve>03 o=0(e), nii et igas vahemikus kujuga
(a,a+0)cR leidub selline arv 1, et

Sama mdiste annab jdrgmine (S.Bochneri, 1926) definitsioon :
pidevat funktsiooni f:R+C nimetatakse peaaegu perioodiliseks,
kui funktsioonide ldpmatu pere {fh(x)lfh(x)—f(x+h), heR} on
kompaktne reaalsirge R1 tihtlase koonduvuse topoloogias.

J.Neumann(1934) n&ditas, et peaaegu perioodiliste funkt-
sioonide teooriat saab laiendada suvalisele riihmale G funkt~
sioonide midiramispiirkonnana R(+) asemel; pdhiraskuseks on
tdestada invariantse f-keskmise olemasolu. Kuidas seda saab
teha, ndeb lugeja punktis 2.4.

Tdhelepanu vddrib asjaolu, et kogu nimetatud faktide ahe-
la koos nende suurepdraste rakendustega ja mitte ainult selle
ahela (vt. L.Harper, G.-C.Rota, Adv. in Probability 1 (1971),
169-213) saab toetada teoreemile ldplike o-hulkade tiikeldus-
test.

2.2. Ri4gime hulga titlkeldusest, kui ta on esitatud oma
paarikaupa thisosata alamhulkade, e. ti#kkide (kdbneldakse ka
kompcnentide) {ihendina. Meid huvitavad j&rgnevas o-hulga ahe-
laikstilikeldused. Triviaalne vdimalus selliseks tilkelduseks on
alati olemas, vdttes kdik tilkkid dheelemendilistena. Kuid milli-
ne on minimaalne vdimalik tilikkide arv sellisel tiikeldusel? Ker-
ge on mdista, et see arv ei saa olla vidiksem elementide ar-
vust vaadeldava o-hulga ikskdik millises antiahelas. Elemen-
tide maksimaalarvu o-hulga P antiahelas nimetame co-hulga laiu-
seks ja tihistame w (P).

13



Teoreem 1 (Dilworth, 1950). Minimaalne véimalik tikkide
arv  Wpliku o-hulga ahelaikstikeldusel vérdub selle o-hulga
latusega.

Toestuse anname induktsiooniga o-hulga P elementide arvu
jdrgi. Juht |P|=1 on triviaalne. Olgu P suvaline o-hulk laiu-
sega n. Oletame teoreemi vdite kehtivust kdigis o-hulkades Q,
[Q]<|P|. Et o-hulga P ahelaikstilkeldused vdhem kui n tiikiga
pole vbimalikud, siis piisab &ra n#didata P selline ahelaiks-

tilkeldus, milles on n tilkkki. Sobiva tilkkelduse konstrueerime
eraldi jdrgmistel juhtudel a ja b, mis koos ammendavad kbdik
vdbimalused:

a) leidub antiahel A< P, |A|=n, mis ei sisalda ei hulga
P kdiki minimaalseid ega ka kdiki tema maksimaalseid elemente,

b) iga antiahel Uc P, |U|=n, kas sisaldab o-hulga P kbdiki
maksimaalseid elemente (nende hulka t&histame M-iga) vdi ta
sisaldab P kdiki minimaalseid elemente (viimaste alamhulka
o-hulgas P t&histame N).

Juht a). Defineerime hulgad

A*-.-{xeP]gueA,x)u} ja A—={56P13V€A75€V}.

Osutub, et AT1A =a ja AU A =P. Téepoolest, definitsiooni-
dest ndhtuvad A< A+ﬂA ja A+U A c P. Kui seejuures eksistee-
riks element x€A NA , x¢A, siis leiduksid u€A ja veA, et
u<x<v, s.o. u<v, samal ajal kui A iga kaks elementi peaksid
olema vdrreldamatud. Elemendi pé€P, péA+UA olemasolu korral
oleks see element vdrreldamatu A kdigi elementidega, mistdttu
{pWA oleks antiahel. Kuid see rddgib vastu A maksimaalsusele.

Et A+#P#A (jdreldub tingimusest a)) ja m(A+)=n=w(A )
(konstruktsiooni pdhjal), siis tuleneb induktsiooni oletusest,
et leiduvad tilkeldused

At =B, V...UBA ja A =CU...UCn.

Sealjuures kdigis ahelais ja C, vdib sisalduda (ja ka peab
sisalduma) tépselt {iks element antiahelast A. Seetdttu vdime
lugeda, et antiahela A= {u1,..., un} elemendid on nummerdatud
kooskdlas nende kuuluvusega ahelaisse B, ning ahelad C. num-
merdame vajaduse korral i{imber kooskdlas elementide uj kuuluvu-
sega neisse. Nii saavutame, et tiikid Bi ja Cj sisaldavad {iiht

ja sedasama elementi u €A (vt. joon.2).
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Vaatleme niiid hulkasid B1UC1,...
B UC.. Esiteks, kdik need hulgad on
ahelad. Teiste sbdnadega, iga kaks ele-
[N menti x ja y hulgast B.U on vdrrel-
davad. Kuna B. ja on ahelad, siis
piisab selles veenduda juhul X€B, ja
yeC . Et aga B CA Jja CiCA ning
(B UC )ﬂA—[ui), siis saame x>u >y,
st. x2y. Teiseks, hulqad B l.JC:L kata-
vad kogu P, sest P=A tua = (yBi)U(UCi)—
=L)(BﬂJCi). Kolmandaks, hulgad B uCi,
i=1,...,n, on paarikaupa ihisosata. Tdepoolest, vdrduse
(BUC)N(B;UC;) =(B;n8 )u(cmq)u(s-nq)u(Bd-ncL-)
tdttu piisab k01g1 1#3 korral veenduda B nc =¢ kehtivuses. See
vdide tdepoolest kehtib, kuna B nc]cA nA =A tdttu B nC]cB NA=
—(ui} ja samal ajal ka BjOC]cAnC]—{u_}
Kokkuvdttes oleme tdestanud, et P=(B,UCU... U(Bnucn) on
soovitud tilkeldus.
Juht b). Vaatleme suvalist antiahelat U, |U|=n, ning olgu

i

nditeks McU (seose NcU korral on arutlused analoogilised). Fik=-
seerinud mingi elemendi béM, vaatleme o-hulka Pb={xeP|x<b} ja
selles suvalist minimaalset elementi a. Siis a¢b ning kerge on
taibata, et agN. Tidhistame D1={a)u{b] ja Q=P\D1. Seos w(Q) <w(P)
on QcP tdttu ilmne. Et oletus w(Q)=n viiks juba ldbivaadatud
juhu a) juurde, siis peab kehtima w(Q)<n-1. Seejuures sisaldab
antiahel UNQ té&pselt n-1 elementi, mistdttu Q laiuseks on n-1.
Induktsiooni oletuse kohaselt leidub o-hulga Q ahelaikstiikel-
dus Q=D2U sel U . Siis aga P=D1U D2 ...UD on soovitud ti-
kelduseks o-hulgale P. X

Hoopis lihtsam on veenduda, et kehtib Dilworthi teoreemi-
ga duaalne vidide.

Teoreem 2 (L.Mirsky, 1971). Kui o-hulgas puuduvad (n+1)-
elemendilised ahelad, siis see o-hulk on tikelduv n antiahelaks

Tdestuse saame induktsiooniga n jdrgi. Tdhistame teoreemi
viidet €(n). Vdide €(1) on ilmne. Oletame vididete §(2),...,
£(n-1) kehtivust ning olgu P selline o-hulk, milles puuduvad
(n+1) -elemendilised ahelad. Tdhistagu M o-hulga P kdigi maksi-
maalsete elementide alamhulka; on kerge mdista, et M on anti-
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ahel. Vaatleme o-hulka Q=P\M ning oletame, et ta sisaldab ahe-
lat a1<a2<...<an. Vastavalt teoreemi tingimusele on see ahel

maksimaalne o-hulgas P. Sellest jdreldub aneM, vastuolus tin-
gimusega QnM=¢g. Jirelikult puuduvad o-hulgas Q n-elemendilised
ahelad, mistdttu induktsiooni oletusest tuleneb, et Q tiikeldub
n-1 antiahelaks. See tilkeldus koos antiahelaga M annab soovi-

tud tiikelduse o-hulgal P. Oleme tdestanud &(n) kehtivuse.X

2.3. Jirjestatud hulga laiuse praktiline leidmine ei ole
alati kerge {ilesanne; lugeja veendub selles, kui ta piiliab ndi-
data, et m(B(n))=([n/2]). Siiski, punktis 2 tbestatud teoreemil
on mérkimisvddrseid rakendusi. Jdrgnevalt tutvume lhega neist.

Iga binaarse seose pec AxB korral mélrab element ae A
hulga B alamhulga p(a),

pla)={6eB|
mille nimetame elemend? a p-naabruseksning elemente hulgast
p(a) - tema p-naabreiks. Uldisemalt, vdib r##kida alamhulga
KeA o-naabrusest o(K),

?(K): UK _P("-)

eldakse, et binaarne seos p sisaldab kooskbéla u, kui leidub
binaarne seos pc AxB, ucp, nii et ‘hulga A igal elemendil on
tdpselt Uiks p-naaber ja A erinevail elementidel pole #hiseid
y-naabreid.

Teoreem 3 (P.Hall, 1935). Ldplike ilhisosata hulkade A ja
B korral sisaldab binaarne seos pc AXB kooskdla parajasti siis,
kui hulga A iga alamhulga X korral on tdidetud tingimus
lp(K)121KI.

Tdestus. Teoreemis toodud tingimuse tarvilikkus on ilmne,
sest kui p sisaldab kooskdla, siis iga alamhulga KeA korral

= Q=S 1p@)] =K,
L9CK > [ p(K)| luKyt)l ;2; pll = |

Piisavuse tdestamiseks mirkame, et hulka P=AUB vdib vaa-
delda o-hulgana, lugedes temas p>p kdigi peP korral ning a>b,
kui element béB on p-naabriks elemendile a€éA. Seejuures on an-
tiahela B elementide arv o-hulga P laiuseks. Tdepoolest, leidu-
gu antiahel QcP, [Q|>[B|. M&rkame, et p (QNA)cB\(QnB), kuna vas-
tasel korral sisaldaks antiahel Q (seose < suhtes) vbrrelda-
vaid elemente. Sellest tuleneb |p (QnA)|<[B\(QnB)!.

Samal ajal, et Q=(QnA)uU (QNB), siis on dige ka vbrratus
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IQI<IQNAI+|QN B|, mistdttu IB\(QN B)=|B|-1QN BI<|B|-|Ql +
+1QNAIKIQAA|; siin viimane vérratus kehtib |QI>|B| tbdttu.
Kokkuvdttes ndeme, et |p (QNA)IKIQNA|, mis on aga vastuolus
teoreemis toodud'(ning k#esolevas tdestuse pooles kehtiva) tin-
gimusega.

Teoreemi 1 pdhjal saab o-hulga P tiikeldada kdige v&hem
|B| ahelaks. Igalihes neist peab sisalduma t&pselt {iks element
antiahelast B. Samal ajal ka hulga A iga element asub {lihes
neist |B| ahelast, kusjuures vastavad ahelad peavad siis olema
kaheelemendilised - tulenevalt seose "<" definitsioonist ja
faktist, et B on antiahel. Need kaheelemendilised ahelad kbdigi
a €A jaoks koos miiravadki kooskdla u, ucp.X

Olgu antud hulga B alamhulkade pere B ={By/a € A} . Beldak-
se, et alamhulk Tc B on traneversaqlike persle B , kul eksis-
teerib bijektsioon u: T-A nii, et kdigi t € T korral.

Transversaali mdiste vdimaldab teoreemile 3 anda jérgmise
sbnastuse.

P.Halli teoreem. Ldpliku hulga B alamhulkade 16plik pere

={By/a € A} omab transversaali parajasti siis, kui kdigi
alamhulkade Kc A korral kehtib tingimus

| U Ba | 2 'KI
aek

Téepoolest, hulga B alamhulkade pere £={Ba/ae A} mé&rab
binaarse seose pc AxB, kus (a,b)e p, kui be B,. Sealjuures,
p(a)=B; ja iga Kc A korral p(K)=UBa ning kooskdla y seose p
tarvis pole midagi muud, kui perS‘K.‘& transversaali T mddrava
bijektsiooni u graafik hulgas AxB. Ka vastupidi, iga binaarne
seos pc AxB md3drab hulga B alamhulkade pere 8B , kus Ba=p(a) .
a€A. Seejuures, kooskdla u projektsioon hulgale B annab pere

transversaali.x

2.4. Suvalises rilhmas G vdib iga alamhulga TcG ja elemen
tide a,b €G korral vaadelda alamhulga T nihet aTb={axb/x € T}
See vdimaldab riihma G (kui hulga) iga tiikeldusega n= (Ti/is n}
siduda nn. nthutatud tidkelduse a-m-b= {aT b/ie n} Tdepoolest,
suvalise x ¢ G korral leidub selline xen, et a”'xb”ler,, mil-
lest x=a(a xb )beaka s.0. ch aka Sealjuures, kui i#3
korral leiduks element x e (aTib) la) (1aij) , siis leiduksid selli

sed elemendid ycTi ja z eTj, et ayb=x=azb, millest y=ze€ T.
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Viimane on vastuolus faktiga, et = on tiikeldus.

Olgu funktsioon f:G =€ ja reaalarv ¢>0 suvalised. Riihma
G (ldplikku) tiikeldust 7= {T./ie n} nimetame e-tilkelduseks funk—
tstoont f jaoks , kui on tdidetud tingimus

Vien, sub_ |f(x)-$:x0}| < & ; (1)
X/, x"€T;
sel korral tdhistame w=w(f,e). Tlkeldust =n(f,e) nimetame Ld4-
hendavaks e-ttlkelduseks f jaoks , kui suvaliste a,be G korral
on nihutatud tikeldus a- w(f, €) -b ka e-tilkelduseks f jaoks ning
m(f, €) omab antud funktsiooni f e-tilkelduste seas minimaalset
vbimalikku tiikkide arvu.

Peaaegu pericodiliseks funktsiooniks rilhmal G nimetame
sellist funktsiooni f:G -C, mille jaoks suvalise e>0 korral
leidub riihma G 1ldplik e-tiikeldus nw(f,e), nii et iga nihutatud
tikeldus a*n(f,€)-b, a,be G, on jdllegi e-tilikelduseks f jaoks.

Teoreem 4 (J.Neumann). Iga peaaegu pertioodiline funkt-—
stoon f rithmal G omab nn. f-keskmist, s.o. funktsioonile f
vastab kompleksarv w(f) ning see vastavus on jdrgmiste oma-
dustega:

(1) arv u(f) on dheselt madratud kuhjumispunkt kompleks-
arvude hulgale { |E flaxb) |Ac G, |A|<=}, kusjuures uw(f) vadar-
tus et g8bltu paramegérita a,b e G valikust.

(2) vastavus yw on nihkeinvariantne, s.t. u(f)=u(fa) kdigi
@ & G korral; siin funktsiooni f nihe fa:G-+0 on antud valemi-
ga fa(z)=f(az).

Tdestus. Funktsiooni f peaaegu perioodilisusest tulene-
valt leiduvad lihendavad e-tiikeldused f jaoks; olgu w=u(f,e)=
={Ti/ie n} {iks neist. Iga esindajate hulga {ti/tie T, ie n)
korral tdhistame

(t}) =1 = (2)

Tilkelduse m rakkudes vdetud esindajate suvaliste kahe
hulga {t;} ja (t"} jaoks kehtib vbrratus

| p(Z,{ti}) — <é. (3)
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Téestame niild, et igal kahel dhe ja sama tilkkide arvuga
ldhendaval e¢-tilkeldusel ﬂ={Ti/ie n} ja 0={Si/iG n}' leidub #hi-
seid esindajate hulki. Selleks vaatleme binaarset seost pc

c{T1,..., Tn]x{S.l,..
Tin ) Osutub, et binaarne seos p sisaldab kooskbdla.

. Sn}, mis antakse reegliga (Ti'sj)‘ p

Téepoolest, vastasel juhul (tulenevalt teoreemist 3) min-
gi ke¢ n korral leidub selline k-elemendiline alamhulk hulgas
{T1,..., Tn}, mille p-naabrus hulgas {S,,..., Sn] sisaldab
vdhem kui k elementi. T&histuste lihtsuse huvides (kuid arut-
luse Uldsust kitsendamata) eeldame, et selleks alamhulgaks on
{T1,..., Tk) ja tema p-naabruseks {S1,..., sr), r<k. Et o-tilk-
kidega S Sn pole w-tiikkidel T1,..., T, enam tlhiseid

r+1’°°°f k
elemente, siis tilkelduse mbdistest endast tulenevalt saame

2
T:= HT cdg Sd .
Midrkame niilid, et
T = §TNS, ey TN Sy ; T

on hulga G tilkkeldus, kusjuures nii =n' ise kui ka kdigi a,beG
korral nihked a-n'-b on e-tllkeldusteks f jaoks; esimene vidide
ndhtub 7' konstruktsioonist ja sellest, et = on hulga G tiikel-
dus, teine vdide aga sellest, et tilkelduse nihe on tiikeldus
ning ¢ ja v on l&hendavad e-tilkeldused f jaoks. Et aga r+(n-kk
<n, siis on e-tikeldusel ' vdhem rakke kui e-tilkeldusel = ,
mis on vastuolus asjaoluga, et v on l&hendav ¢-tiikeldus.

Sellega on kooskdla u, ue p olemasolu tdestatud. Vajaduse
korral tilkid S1,..., Sn Umber t#histatud, vdib jirelikult lu-
geda, et kbik Tir\si on mittetilhjad hulgad. Fikseerinud iga
ie n korral mingli elemendi ej€ Tin Si, saamegi soovitud uUhiste
esindajate hulga {ei/ie n}.

Suvaliste l&hendava e-tilkelduse 7, tema nihke a‘*#*b ning
nende esindajate hulkade {ti} ja (ti) korral vastavalt kehtib

Va,te6, | -—P(aTC,{E})‘<25- (4)
Tdepoolest, et lihendava e-tllkelduse v kdik nihked on ilmsesti
sama rakkude arvuga l&hendavaiks e-tilkeldusteks, jireldub iilal
tbestatud vditest lhiste esindajate hulga {ei} olemasolu kohta

T ja a-mv-b jaoks. Seos (2) n#Hitab, et
pm, {ad) =plam b, {e}),
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mistdttu (A-vdrratust ja seost (3) kasutades) saame
Ip ity - pCame, {8} =
= | pUT {4} - p(m{al)+ plare,fed)— plar €, {6f) <
Slper, () = p (e | plame,{ed) - pr(ame, {&§))<
< E+E =2¢,

Nditame niild, et suvaliste kahe l&hendava e-tllkelduse =
ja o ning nende esindajate hulkade {ti} ja {sj} korral vasta-
valt kehtib vdrratus

(T {td) — pas, {43)[ < 4e, (5)
Tdhistame tllkelduste % ja 6 tllkkide arve vastavalt n ja m.
Asja tdestatud vdrratus (4) n#¥itab, et
vd’é‘ m, ’F(T; {fi})" F (T"}f' ) {f;%})' <a¢,

Liites need vbrratused pooliti ja jagades arvuga m, saame

L5 Apim, {4}) {44} < 2¢ (6)

Et vbrratuse (6) vasak pool on (A-vdrratuse tdttu) mitte
vidiksem kui

| pes, ft:}) ——,;’\-J.g”_n plrs

siis saame
”}(ﬂ',(f;}) - ;”(7"4‘{' ){fi'y'f)|<2£. (7

Analoogiliselt vdib veenduda vdrratuse

kehtivuses. Kuid seosest (2) ndhtub, et
A2 paap,itgl) — 2 plhs,{tgh),
Jem d leu

mis koos A-vbrratuse ja vdrratustega (7)ja (8) annabki soovitud

tulemuse:

=| {tiH)—m it —ps; 18:3)1<
<lp tnZ, 53)l<

< LE+2e =Yg,

Tdéestatud vdrratusest (5) n¥htub, et eksisteerib (ja on siis

ka Hheselt mi#¥ratud) piirviirtus 203 fl( *+3}) »
F-Erd
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mille tdhistamegi u (f). Konstruktsiooni kohaselt on vastavus
f -u(f) teoreemis ndidatud omadusega (1).
Veendume, et iga a € G korral ka u(fa)=u(f). Selleks mar-
kame, et A-vdrratuse tdttu
‘P(¥Q)—IJ(¢“ -/ P(T) {t3)- K laT, {a-t;1) ]«
pde) = p@) + p (T {6 — p(a®
millest omakorda saame
{ +
+lp(fa)- plam, {atid)l+] plf) -
Piirprotsessis € -0 viimase vdrratuse parem pool - O, kuna esi
mene liidetav -0 vdrratuse (4) tdttu, llej&d&nud kaks liideta-
vat aga - O kompleksarvude u(fa) ja u(f) mddratluse kohaselt.
Siis aga -0 ka viimase vdrratuse parem pool, s.o. ndeme, et
u(fa)=u(f). |

§ 3. vOrRe MOISTE

3.1. J&rjestatud hulka, milles igal elemendipaaril on
alamraja ja Ulemraja, on hakatud vdreks nimetama. Vdre mbdiste
toodi matemaatikasse (1897.a.) R.Dedekindi poolt. Levinud ar-
vamuse kohaselt (mida jagas isegl E.Noether) olid Dedekindi
vastavad tddd nditeks varasest aksiomaatilisest uuringust, ei
enam. Voére mdiste rakenduslik v&&rtus hakkas ilmnema t&Hie sel-
gusega peale K.Mengeri ja eriti G.Birkhoffi tdid kdesoleva sa-
jandi 30. aastail. Sellest ajast peale on vdreteooria osa mate
maatikas ja selle rakendustes kasvanud; asjade sellise k&igu
kohta t&psemalt vt. G.Birkhoff, The role of algebra in comput-
ing, SIAM-AMS Proceedings, Providence, 1971. Kombinatoorika
paljude teooriate alustoeks kujunesid vdred kahel viimasel aas
taklimnel eriti t&nu G.-C.Rota ja tema koolkonna tegevusele.

Kdesolevas paragrahvis antakse vdre kui o-hulga definit-
sioon ning seejirel niidatakse vdimalus vaadelda vdret kui al-
gebralist struktuuri. Kombinatoorikas leiavad olulist kasuta-
mist mdlemad vbimalused. Tdsi, selles konspektis arvude silste-
matiseerimisel on vajalik vaid esimene neist. Esitame ka méned
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kaasnevad mbisted, mis hiljem kasutamist leiavad.

3.2. Alustame jdrgmisest t#dhelepanekust. Naturaalarvude
a ja b suurim dhistegur d=sUT(a,b) mddratakse kahe omadusega:

(1) dla & dlb,

(2) kui veel mingi ce N korral (cla)&(clb), siis ka cld.

Duaalselt, arvude a ja b viikseim {ihiskordne v=VUK(a,b) mii&-
ratakse omadustega:

(1') alv & blv,

(2') kui veel mingi ue N korral (alu)&(blu), siis ka vlu.

Et hulka N vdib vaadelda o-hulgana (vt. n&idet (3) punktis
1.2), jduame (lildistades) jéirgmiste mbdisteteni suvalises o-hul-
gas P.

Element a € P on alamhulgas Sc P alamtdke (tdhistame
a€ 1S), kui a<s iga se S korral. On selge, et mbnel alamhul-
gal Sc P vdib olla korraga mitmeid alamtdkkeid, mbdnel teisel
alamhulgal aga ei {ihtki alamtdket.

Element a€ P on alamhulga Sc P alamraja (t&histame
a=AS vbi ka a=infS), kui a€ 1S, ning S iga teise alumise tdk-
ke a' korral a>a'.

Element a¢ P on alamhulga S< P #lemtbéke (tdhistame ae 195),
kui a>s iga s €S korral. Alamhulga Sc P i#llemrajake nimetatak-
se hulga S sellist lilemtdket a, et S iga teise {ilemtdkke a'
korral a<a'. Asjaolu, et element a€ P on alamhulga Sc P {ilem-
rajaks, tihistatakse a=VS vdi ka a=supS. Kaheelemendilise
alamhulga S={a,b} alamraja tdhistatakse enamasti aAb ja llem-
raja avb.

On selge, et o-hulga alamhulgal saab olla {ilimalt ks
alamraja ja tilimalt {iks lemraja.

pefinitsioon. J&rjestatud hulka, kus igal kaheelemendili-
sel alamhulgal on olemas nil alamraja kui dlemraja, nimetatak-
se vbreks.

Punktis 1.2 niiteis (3), (4) ja (5) vaadeldud o-hulgad
(N;1), (D ;1) ja (B(M);c) on vbred: kahes esimeses neist tuleb
lugeda aAb=sYT(a,b) ja avb=VUK(a,b), viimases aga AAB=ANB ja
AVB=AU B.

Olulise klassi niditeid vbdredest annavad o-hulkadel mddra-
tud sulundioperaatorid; vt. punkti 1.6. Nimelt, kui o-hulk P,
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millel sulundioperaator A antud on, realiseerub o-hulgana
(B(M);c) vdi selle alamhulgana, mis on kinnine temasse kuulu-
vate M alamhulkade 16plike llhisosa ja tthendi suhtes, siis P
Akinnistel elementidel tekib vdre. Tdepoolest, et suvalise
kahedlemendilise alamhulga @&,Blc P korral vdime lugeda ele-
mentd A ja B vaadeldaval juhul hulga M alamhulkadeks, siis
suluridioperaatori A omadusi kasutades n&dhtub alamraja ja iilem-
raja definitsioonidest vahetult, et AAB=ANB ja AvB=(AUB) A.
Nii nditeks vektorruumi V (R) igale (ldplikule) alamhulgale A
selle lineaarse katte A(A), afiinse katte a(A) vdi kumera kat-
ite yv(A) vastavusse seadmine annab kolm sulundioperaatorit
Nn(R) (16plikel) alamhulkadel ning vastavalt #ilaltoodule tekib
3 vbret.

3.3. Teoreem 5. Igas vbéres P rahuldavad alamraja A ja
tdlemraja ¥ jdrgmisi samasusti:

¥1. aha=a, aVa=a;

N2. aAb=bAa, aVb=bVa;

V3. (aAb)Ao=aA(bAc), (aVb)Vo=aV(bVe);
V4. aA(aVb)=a, aV(aAb)=a.

Tdestus. Piisab vasakpoolsete vdrduste kontrollimisest;
parempoolseid kontrollitakse duaalsete arutlustega (duaalne
arutlus saadakse, kui antud arutluses mirgid A ja VvV ning < ja
2 vastavalt teineteisega vastastikku asendada kdikjal, kus

nad esinevad).

V1: Jérjestuse refleksiivsusest as<a. ¥ui méne be P korral
kehtib bs<a, siis a>b. Sellest aAa=a.

V2: See samasus jdreldub alamraja definitsioonist, kuna

elemendid a ja b esinevad seal (hulgana S={a,b}) stimmeetrili-
selt.

V3: Alamraja definitsioonist tulenevad seosed
(@A8)Ac  aAb <a ,
(arb)ac ¢ and <&,
(ard)AC ¢,

Jérjestuse transitiivsuse tbttu tuleneb vbrratuste teisest
reast, et (aAb)Ac<b, mis koos (aAb)Ac<c annab (aAb) AcsbAc.
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Samal ajal (aAb)Ac<a, mistdttu (aAb)Ac<aN (Ac). Analoogili-
selt veendume seose aA (bAc)< (aAb)Ac kehtivuses. Jirjestusseose
antislimmeetria tdttu on tulemuseks aA (bAc)=(aAb)Ac.

V4: Uhelt poolt alamraja definitsioonist aA (aVb)<a. Tei-
selt poolt, et a6 J{a,aVb} , siis a<aA (aVb), sest viimase vdr-
ratuse parem pool on hulga {a,aVb} suurim alumine tdke. Oleme
saanud agaA (aVb)<a, millest tuleneb vajalik vérdus. X

Teoreemist 5 tuleneb, et iga vbret vdib vaadelda hulgana,
millel on antud kaks binaarset algebralist operatsiooni (t&-
histame neid operatsioone samuti A ja V), mis rahuldavad sama-
susi V1-V4, st. algebralise struktuurina. Nii n#iteks on vbre
(B(M) ;) vaadeldav algebralise struktuurina tehetega () ja U
vastavalt A ja V osas; on #ildtuntud fakt, et samasused V1-V4
seejuures kehtivad.

Mdrkame ka, et hulga M suvaliste alamhulkade A ja B jaoks
on nii tingimus ANB=A kui ka tingimus AU B=B ekvivalentsed tin-
gimusega Ac B. J&relikult saab vaadeldavas vdres tehteid ) ja

U anda lheainsa binaarse relatsiooni kaudu ja selleks relat-
siooniks on j&rjestus ¢ . Osutub, et analoogiline vdimalus
eksisteerib kdigis vbdredes.

Teoreem 6. Hulka P, millel antud binaarsed algebralised
operatsioontd A ja V rahuldavad samasusi V1-V4, saab vaadelda
o-hulgana, kui temas relatsioon < mddrata tingimusega

asb aAb=a,
(véi siis vérdusega aAb=a gamavédrse vdbrdusega aVb=b). Niti

saadud o-hulk on vdre, milles kehtivad samasused

inf(a,bl=alhb Jja sup(a,b)=aVb.

Tdestuseks mirkame, et vdrdused aAb=a ja aVb=b kehtivad
samaaegselt. Tdepoolest, aAb=a korral aVb=(aAb)Vb=bV(aAb)=b.
Duaalselt, aVb=b aAb=a.

Defineerime hulgas P relatsiooni <, lugedes a<b, kui keh-
tib aAb=a (vbi, ekvivalentselt, kui kehtib aVb=b). N&itame,
et sellega antakse hulgal P jérjestus, kusjuures selle jdrjes-
tuse puhul kehtivad samasused sup(a,b)=aVb ja inf (a,b)=aAb.

Kbigepealt kontrollime, et binaarne relatsioon, mille
hulgal P defineerisime, on jdrjestus.

01 kehtib, sest aAa=a kehtib samasuse V1 tdttu.
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02: Seosest asb saame aAb=a, seosest b<a aga jdreldub
bAa=b. Samasuse V2 tbdttu aAb=bAa, millest ka a=b.

03: Seosest a<b saame aAb=a, seosest b<c jidreldub bAc=b.
Seetdttu aAc=(aAb)Ac=aA (bAc)=aAb=a. Saime aAc=a, millest ka
asc.

Tdestame niitid, et sup(a,b)=avb; samasus inf(a,b)=aAb
tbestatakse duaalse arutlusega. Selleks mirkame, et vdrdusest
aA (avb)=a tuleneb a<avb ning vdrdusest bA(bva)=b tuleneb bs<av
mistdttu ka avbeT{a,b}2sup(a,b)=c. Teiselt poolt, c=sup(a,b)
definitsioonist tuleneb c2a ja c2b, mistdttu cva=c ja cvb=c.
Jirelikult c=cva=(cvb)va=cv (bva) ning seetdttu c2bva. Et bva=
=avb, siis oleme saanud c2avb. Kokkuvdttes aga avb>c>avb, see-
ga c=avb.X

Teoreemid 5 ja 6 nditavad, et vdredest vdib riikida nii
jdrjestuse kui ka algebraliste tehete keeles.

3.4. Jdrgnevalt kirjeldame vdrede mdningaid iildisi omadu-
si.
Lause 1. Vdreoperatsioonid A ja v s#dilitavad teoreemis 6
vaadeldud jdrjestust, s.t.
Ya,(ésc)=>(anrbcant)& (avé < ave)).
Tdestus. Piisab implikatsiooni (b<c) (aAb<aAc) bigsuse
kontrollimisest; teine saadakse duaalse arutlusega. Et bs<c

annab b=bAc, siis saame
anb =(ara)A(LAc) (anéd)rlanc),
millest aAbsaAc n&dhtubki. R

Lause 2. Suvalises vbdres kehtivad nn. distributiiveuse vér
ratuged, s.o. vdrratus aA(bvc)Z (aAb)v (aAc) ja sellega duaalne
vorratus av(bAc)<(avb)A(avc).

TOestus. Kasutades lauset 1, saame seosest b2aAb, et bve2
2(aAb) vc2(aAb) v (aAc) . Teiselt poolt, seoste a>aAb ja a>aAc
tdttu a2(aAb)v (aAc). Nieme, et (aAb)v(aAc)e L{a,bvc}, mistdttu
aA(bvc) 2(aAb) v (aAc) . Duaalse vdrratuse kehtivust tdestab too-
duga duaalne arutlus. Ho

Lause 3. Suvalises vbdres kehtib nn. modulaarsuse vérratus

agc = av(éAac) < (avé)ae

Tdestus. Et asavb ja asc, s.t. ae Lfavb,c}, siis ka
as(avb) Ac. Samuti mirkame, et bAcsb<avb ja bAcsc tdttu bAc €
i{avb,c}, millest bAc<(avb)Ac. Kokkuvbdbttes, nieme (avb)Ac €
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€¥{a,bAc}, millest tuleneb aV(PAc)<(avb)Ac ilemraja definit-
siooni kohaselt. I

3.5, Vbére P alamvdreks nimetatakse alamhulka ScP, mis
tkoos iga kahe oma elemendiga a ja b sisaldab ka elemente
inf(i,b) ja sup(a,b). Nditeks, kui NcM, siis (B(N) ;<) on alam-
vbreks vdres (B(M);c).

Vérede A ja B korrutiseks A%B nimetatakse A ja B kui
o-hulkade korrutist (vt. punktis 1.5); vahetu kontroll n#itab,
et vbrede A ja B kui o-hulkade korrutis on vdre, milles keh-

tivad
(a4, 84),(ay,8s)) = (erf(as,as) , .
sup((as, ,(ay,4s)) = (2up(asas), sup(éy,4s)) 2
Olgu antud vdred A ja B; o-homomorfismi (vt. punktis 1.6)
6:A+B nimetatakse vdrede homomorfismiks, kui kehtivad samasu-

sed

B(inf(as,as)) = inf (6(as) , 6(as))
6 ( sup (a4,Q,)) = sup (6(ad),

Lisame, et nende vdrduste vasakutes pooltes inf ja sup tédhis-

ja

tavad vastavalt alamraja ja lilemraja vdres A, paremal aga
needsamad inf ja sup - alamraja ja lilemraja vbres B.
Alamhulka @#IcP nimetatakse vdre P ideaaliks,kui on t&di-
detud tingimused
(a,6€9) = (2up(a,b)ed)
(Caed) & (x¢a))=> (x€Y),
Vére P duaalse ideaali mdiste defineeritakse duaalsel viisil.
vbres (B(M);c) kannab duaalne ideaal fZltr< nime.
Lugejal on kerge kbiki toodud mbisteid imber sdnastada
ka vbres kui algebralises struktuuris antud operatsioonide v

ja A keeles.

§ 4. POOLMODULAARSED VORED

4.1. Kiesolevas paragrahvis tuuakse poolmodulaarse vore
mbiste ja mdned kombinatoorikas t#htsad ndited sellistest vo-
redest. See vbrede klass, mille vbttis kasutusele G.Birkhoff
(1933) . annab diged raamid vdreteoreetilisel lidhenemisel pal-
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judele kombinatoorika valdkondadele.

Beldakse, et vére on lépliku pikkusega, kui ta kui o-hulk
omab 14plikku pikkust (vt. punktis 1.4). Poolmodulaarseks ni-
metame ldpliku pikkusega vdret V, mis rahuldab nduet

(PM) Kui vore V elemendid a ja b, a#b, mdlemad katavaa
mingit elementi c €V, siis element avb katab nii
elementi a kui ka elementi b.

Teoreemist 7 (punktis 4.2) n#htub vdimalus kasutada v&hi-
mat elementi omavates poolmodulaarsetes vbredes elemendi kdr-
guse mdistet. Viimane,olles theaegseks tlldistuseks hulga voim-
suse, tikelduse komponentide arvu ja alamruumi dimensiooni
mdistetele, viib meid j&rgnevais paragrahvides laialdast kasu-
tamist leidnud arvude (binoomkordajad, Stirlingi ja Belli ar-
vud, Gaussi ja Galois' arvud) paljude omaduste uue, {htse k&-
sitluse juurde.

Tihtsaima ndite poolmodulaarsetest vdredest annavad geo-
meetrilised vdred, kus lisandub veel nende atomaarsues ndus-—
sellise vdre iga element moodustub tehte v abil aatomeist,
nii nagu iga hulk on tdheelemendiliste alamhulkade tthend, vdi
siis iga vektorruum moodustub Uhemddtmelistest alamruumidest.
Teoreemist 8 (samas punktis 4.2) j&relduvale vahetatavusak-
sioomile tugineb vdimalus lineaarse sdltuvuse ja baasi mdiste-
te oluliseks laiendamiseks kaugele v#dljaspoole lineaaralgebra
pliire, viies matroidide (sealhulgas ka kombinatoorsete geo-
meetriate) juurde. Punktis 4.4 nditeina toodud vektormatroi-
did ja funktsionaalmatroidid annavad olulisel erijuhul sama
matroidide klassi, kandes sellega abstraktsemale tasemele
duaalsuse vektorruumi ja tema kaasruumi vahel. Nagu n#itab
teoreem 10 (punktis 4.4), on kdige tihedam seos geomeetrilis-
te vbrede ja kombinatoorsete geomeetriate vahel.

Kdikvdimalikud tilkeldused antud n-elemendilisel hulgal
moodustavad geomeetrilise vbdre nn. Seda olulist konkreetset
nididet kirjeldatakse punktis 4.5. Osutub, et iga vbdre on iso-
morfne alamvdrega sobivalt valitud hulga tilkelduste vbdres;
lépmatute vdrede korral oli see teada ammu (P.Whiteman, Bull.
Amer. Math. Society 52 (1946), 507-522), ldpliku vdre sobiva
lopliku hulga tilkelduste vdresse sisestamise vdimalus oli kaua
hiipoteesiks, mille hiljuti tdestasid P.Pudlak ja J.T@ma (Al-
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gebra Universalis 10 (1980), 74-95). See rakendustes oluline
kiisimus on lahendatud siiski vaid pdhimbdtteliselt, sest nime-
tatud autorite konstruktsioon vdib isegi ilsna viikeste vbdrede
korral nduda astronoomilise vdimsusega hulga tilkelduste vaat-
lemisit.

4.2. Teoreem 7. Igas poolmodulaarses vdres V on tdide-
tud Jordan-Dedekindi tingimus.

Tdestus. Naturaalarvu n jaoks tdhistagu P(n) viidet "kui
vdres V kehtib a<b ja leidub tihe ahel @3A=K o <Ky Koo < xn=b,
mille pikkuseks on n, siis iga teine tihe ahel elementide a
ja b vahel omab ka pikkust n". Mdrkame kdigepealt, et P (1)
kehtib, sest n=1 korral a<b, kusjuures element b katab elemen-
ti a, mistdttu teisi ahelaid elementide a ja b vahel polegi.

Nditame nilild, et vdite P(n-1) kehtivusest tuleneb viite
P(n) kehtivus. Leldugu peale pikkust n omava ahela a veel tei-
ne tihe ahel B:a=y,<y,< -..< Yp=b, m#n. Siis peab x, #y, kehti-
ma, sest vastasel korral elemente x1=ys ja b seoksid kaks tihe-
dat ahelat erinevate pikkustega (n-1#m-1), mis on vastuolus
oletusega P(n-1) digsusest. Et vdre V rahuldab nduet (PM),
siis element u,:=x,Vy, katab elemente x4 ja y4. Lisaks, kehtib
u;Sb,(sest u,Vb=(x,Vy1)Vb=x V(y Vb)=x Vb=b. Et vbre V on 1lép-
liku pikkusega, siis leidub 1loplik tihe ahel y elementide u,
ja b vahel. M#rkame, et 1(y)=n-2. Tdepoolest,et ahela x,<...<

~ <x;=b pikkus on n-1, siis on ka ahela (x1,v) pikkuseks n-1.
’Samasuguse pikkusega on ka ahel (y,,v), millest P(n-1) tottu
j&reldub, et ka ahela y,<...<yp=b pikkuseks on n-1, s.t. m-1=
=n-1. Vdide on tbestatud matemaatilise induktsiooni meetodi-
ga. 1

Loépliku pikkusega vbret V nimetatakse alt poolmodulaar-

seks, kui ta rahuldab nduet
(PM') Kui vdre V elemente a ja b, a#b, mdlemaid kae-
takse mingi ce V poolt, siis nii element a kui
ka b katavad elementi aAb.
Teoreemi 7 tdestuseks toodud arutlustega duaalsed arutlused
niitavad, et tingimus (JD) on t#idetud ka igas alt poolmodu-
laarses vdres. Illustratsiooni vt. joonisel 3. X
Iga 1dik poolmodulaarses vdres on ka poolmodulaarne vdre,
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samuti on poolmodulaarne pool-
modulaarsete vdrede korrutis.
' Samal ajal poolmodulaarse vbre
/ : alamvore ei pruugi olla poolmo-
: ¥ dulaarne. Nii sisaldab joonisel
' : \ 4 toodud poolmodulaarne vbdre V
! alamvbdret W, mis ei rahulda tin-
Xy gimust (PM) ega ka tingimust
(PM') .

Joon. 3.

avb

[anb

vbte V alamvore W 1(PM) vbres W 1(PM') vbres W

Joon.4.

Teoreem 8. Lépliku pikkusega gradueeritud vdre V on pool-
modulaarne parajasti siis, kui suvaliste a,be V korral kehtib

vérratus

H) Ala)+4ee) » ° "+h(ané),
Duaalselt, lépliku pikkusega gradueeritud vbre V on alt pool-
modulaarne parajasti siis, kuti suvaliste a,be V korral kehtib
vérratus
(H) A(a)+4(&) < b(ave) + 4 (ang)

Tdestus. Nditame, et ldépliku pikkusega gradueeritud vbdres
V on dige implikatsioon (H)=>(PM). Olgu elemendid a,b,ce V
sellised, et a#b ja nad mdlemad katavad elementi c. Sel korral
h(a)=h(c)+1 ja h(b)=h(c)+1, millest ndude (H) tHidetuse tdttu
jdreldame 2h(c)+2>h(avb)+h(c) ehk h(a)+1=h(b)+1=h(avb). Viima~
ne seos on tdidetud vérdusena. Tdepoolest, vbdrratusest h(a)+1>
>h(avb) jérelduks h(avb)<h(a). Et vastupidine vbrratus on ilm-
ne, siis h(avb)=h(a), millest asavb téttu jirelduks a=avb, s.o.
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a>b. Ndeksime, et a>b, mistdttu mdlemad elemendid a ja b kor-
raga ei saaks katta elementi c. Vastuolu. Seega, kehtivad vér-
dused h(a)+1=h(aVb)=h(b)+1, millest n#htub, et aVb katab ele-
mente a ja b. Lihtunud ndude (H) kehtivusest vdres V, oleme
ndidanud ndude (PM) kehtivuse selles vbres.

bdige on ka implikatsioon (PM) (H). Et aAb<a ning vére V
on poolmodulaarne, siis leidub 1éplik tihe ahel aAb=ag<as<...<
<ag=a. Analoogiliselt, leidub 1éplik tihe ahel aAb=be<bi<...<
<bn=b. Mirkame, et vbrdustest a, vb, =b, Vb, =b, , a, vb‘,=a1va°=a1
ja aovbo=(aAb)V(aAb)=a°=b° ndhtub, et elemendid a, ja a, vb,
katavad elementi a,Vvb,. Nbudest (PM) ndhtub niiid, et element
aiVvb,=(a,vb,}v(a,vb,) katab elemente a,vb, ja a Vb .

Nditame induktsiooniga i+j jdrgi, et element a.j_Vbj "dli-
malt katab" elemente aj4 vbj ja aivbj_1 (s.t. element aivbj kas

vbrdub vdi katab ajvh_, ning vb; kas vordub voi katab a;_, Vbj).
Oletame, et elemendid a;-«b; ja a;Vbjs iUlimalt katavad elemen-
ti aj 4vb:;_,. Mdrgates, et ai"bj=(ai-4vai) v (hj Vbj—|)=(ai—-1 v}.:j )V
v (a; vbj_1) , jadreldame kergesti, et aivbj iilimalt katab elemen-
te aj-,vbj ja ajv bj_4. Toepoolest, juhtudel, kus ai-1"bj vbi
ajv bj-1 iihtivad elemendiga aj_, Vbj_1 , on meie vdide triviaal-
ne. Juhul, kui ai_1vbj ja aivhj__1 mblemad katavad elementi
:-Ji_1vhj_1 , kasutame tingimust (PM) ning saame soovitud tulemu-
se. Vdttes tulemuses i=m, veendume, et kbdbigi j=1,2,...,n kor-
ral element avbj iilimalt katab elementi avVvbj-, . Seetdttu
Y jem . - h(avé ) <1,
Summeerides need vérratused iile kdigi je n, saame vbrratuse
hlavién) -A(avid)gn,

Mdrkame veel, et saadud vdrratuse vasakul poolel seisab h(avb)-
-h(a), paremal aga h(b)-h(aAb). Sellest ndhtub h(b)+h(a) >
>h(avb)+h(aAb), m.o.t.t..

Duaalsed arutlused nditavad, et tingimusest (H') tuleneb
tingimus (PM') ja vastupidi. 1

Teoreemil 8 on mitmeid huvitavaid jdreldusi.

Jareldus 1 (G.Birkhoff). Lépliku pikkusega vbdre on pool-
modulaarne parajasti siis, kui ta rahuldab nbuet

(B) Kui element a katab elementi aAb, siis element avb

katab elementi b.
Tbepoolest, olgu 1ldpliku pikkusega vbre V poolmodulaarne.
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Kui element a katab elementi af, siis h(a)-h(aAb)=1 ning teo
reemist 8 tulenevalt h(a)-h(a/) 2h(avb)-h(b). Seetdttu h(avb)-
-h{b) e {0,1}. Kui h(avVb)-h(b)=0, siis aVb=b, aga koos sellega
ka a’b=a, mis vdrduse h(a)-h(aM)=0 tdéttu on vdimatu. Jéreli-
kult h(avb)-h(a)=1, mis aga tihendab, et element avb katab
elementi a.

Vastupidi, kehtigu 1dpliku pikkusega vdres V tingimus
(B). Siis sellest, et nii element a kui element b katavad ele-
menti ab=bAa, tuleneb, et avb=bVa katab nii elementi b kui ka
elementi a, s.o. kehtib ndue (PM)., K

Jédreldus 2. Igas vdhimat elementi omavas poolmodulaarses
vbres V kehtib nn. "vahetatavusaksioom"

Kui p ja g on aatomid vbéres V ja a<avp<avg, siis a p=aVq.

Tdesti, olgu p ja g aatomid poolmodulaarses vdres V ja
kehtigu a<aVps<aVg. Ldhtume seosest aAg<g. Kui siin oleks ang=
=q, siis g<a, millest tuleneks gva<ava, s.o. gva<a, mis rdi-
gib vastu eeldusele a<aVg. Seetdttu aAg<g, millest ang=0, sest
g on aatom. Teoreemist 8 tuleneb niilid, et h(avg) <h(g)+h(a)=1+
+h(a) . Et vbre V sisaldab elementi O ja rahuldab tingimust (JD)
(teoreem 7), siis kdrgusfunktsioon h gradueerib o-hulka V (vt.
punkti 1.4), mistdttu seosest avg>a jdreldub h(avg)>h(a), ehk
mis sama, h(avg) >h(a)+1. Koos eespool saadud vastupidise vdr-
ratusega annab see h(avVg)=h(a)+1. Seostest a<avp<avg tuleneb
nilid aVp=avg.X

4.3. Poolmodulaarne vdre V, milles iga element on V kui
o-hulga aatomite sobivalt valitud komplekti ilemrajaks, kan-
nab geomeetrilise vdre nime. Niite saame jérgmiselt. Olgu S=
=5, (K) n-mddétmeline afiinne ruum iile korpuse K, s.o. hulk S=
={a,b,...} (mille elemente nimetatakse punktideks) koos kom-
positsiooniga "+": SXVH*S (vektorruumi Vn=Vn(K) elemente in-
terpreteeritakse hulga S nihetena), mis rahuldab ndudeid:

(1) a+(x+y)=(a+X}+y .,

(2) a+0 =a,
(3) suvaliste a,be S jaoks leidub parajasti iiks vektor
X eVn nii, et a+x=b.
Punktihulki Te S kujuga T={a+w/w €W}, kus punkt ae S ja alam-
ruum W<Vn on fikseeritud, nimetatakse tasandeiks. ruumis S;
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tdiendavalt loeme, et tidhi hulk e S on ka tasand. Igale alam-
hulgale Te¢ S seame vastavusse vdhima tasandi t(T), mis hulka T
sisaldab. Tekib sulundioperaator t1: B(S)»B(S), mille korral
kinnisteks alamhulkadeks on ruumi S tasandid ning viimaste ko-
guhulk AGn(K) moodustab geomeetrilise vdre tehete

T, AT, ja T, =T UR)

suhtes. Vaadeldaval operaatoril t: B(S)+»B(S) on kaks tdienda-
vat omadust. Esiteks, iga alamhulga Te S korral vdib leida
sellise ldpliku punktihulga T, |'1'f [¢n+1, et T(Tg)=7(T). Tei-
seks, S suvaliste selliste punktide a ja b ning tasandi T kor-
ral, et a¢ T, kuid a€ 1(TUub), kehtib ka be t(Tv a). Juhul,
kui korpuseks K on Galois' korpus GF(pm), on AGn(K) ndol tege-
mist 1dépliku vdrega. Kui vaadelda vaid fikseeritud punkti 1&-
bivate tasandite alamhulka PGnq (K) , saame alamvdre vbdres

AG (K), mida nimetatakse (n-1)-médtmeliseks projektiivseks
geomeetriaks #le korpuse K.

Uldisemalt, kui mingi hulga S korral on o-hulgal (B(S) ;<)
antud sulundioperaator A, siis r&igitakse sulundiruumist (S;A).
Seejuures, kui sulundiruum (S;4) tédidab ndudeid:

(V) Kdigi a,be S ja Ae S korral, kui ae A(AV {b}) Jja

a¢ A(n), siis be A(A U {a})
ning
(LB) Iga Ac S jaoks leidub 1dplik AgcA, nii et A(A)=A(Af),

siis nimetatakse teda eelgeomeetriaks e. (rohkem levinud ter-
ninoloogias) matroidiks ja t&histatakse G(S;A), aga ka liht-
salt G(S); nbdudeid (V) ja (LB) nimetatakse vastavalt (Steinitz-
MacLane'l) Vahetatavusaksioomiks ja Lépliku Baasi aksioomiks.
Kui veel ka A(@)=@ ja A({a})={a} iga a €S korral, siis nimeta-
takse eelgeomeetriat G(S;A) kombinatoorseks geomeetrizks jJa
tshistatakse G, (S;4). Geomeetria A-kinnisi alamhulkasid nime-
tatakse tasandeiks ning nad moodustavad selle geomeetria nn.
tasandite vére L, (S;A4), kus vdreteheteks on T, AT,:=T,N T, ja
T1VT2:=A(T1U Tz). Matroidi mbiste vdttis kasutusele H.Whitney
(1935)i, lihtepunktiks analoogia baaside omadustes vektorruumi-
des j4 graafides.

4.4, Matroidide n8itega tutvusime faktiliselt juba eelmi-
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se punkti alguses. Traditsioonilise n#ite (nn. vektormatroidi)
genereerib iga vektorite 16plik hulk S vektorruumis V(X). Soo-
vitud omadustega sulundiruum (S;4) tekib, kui operaatori A
osas vaadelda vastavust, kus igale vektorite hulgale A, Ac S
vastab S alamhulk S N A (A); siin Ag(B) tdhistab vektorite
hulga A lineaarset katet (iile korpuse K). Seda ndidet saab
dldistada.

Olgu fikseeritud mingi 1dplik alamhulk S moodulis M iile
integriteetkonna (s.t. kommutatiivse, tthikuga ja ilma nulli-
teguriteta ringi) K; vajaduse korral vbdib siin M osas mdelda
niditeks Abeli rthma kui moodulit iile tdisarvude ringi Z, huvi-
pakkuvaks erijuhuks on ka M=PG _, (K) . Sulundiruumi (S;A) saa-
miseks seame igale Ac S vastavusse alamhulga Ac S, kus A olgu
kdigi selliste elementide x € S hulk, millel leidub A elementi-
de kaudu lineaarselt avalduv nullist erinev kordne:

A (0+keK), Kx =g_ Ga; ; €K ,a€A.
Vastavus A: A=A annab sulundioperaatori hulgal S. Tbdepoolest,
A definitsioonist nihtub Ac A (ringis K on iihik). Olgu niiiid
A ja B alamhulgad hulgas S ning Ac B ja xe€ A. Et iga element
a;, i=1,...,t on B element, siis leidub a, tarvis selline
07‘k1€ K, et kordne kiai avaldub lineaarselt B elementide kaudu
J8relikult avaldub element (k.| LI 'kt) - (kx)= (k1 c e -ktk) X li-
neaarselt B elementide kaudu (ring K on kommutatiivnel); seal-
juures on element k1 . "ktk nullist erinev, sest ringis K puu-
duvad nullitegurid. Oleme tbdestanud x € B. Toodud arutlusest
ndhtub, et paar (S;4) on sulundiruum.

Aksioom (LB) on sulundiruumis (S;A) t&idetud automaatselt,
sest hulk S on valitud ldéplikuna. J44b kontrollida nbduet (V).
Olgu y¢ A ja ye AUx. Siis K mingi elemendi g#0 korral qy=px+
+ pja., kus aj'e A ning p,pje K. Et tingimusest y¢ A tuleneb
p#0, siis saadud vdrdusest px=qy+I’ (-pj)a:i ndhtub x€Auy. X
Viimast ndidet veelgi #ildistades jduame nn. funktsionaalmat-
roidide juurde. Olgu S 1dplik hulk ja X - suvaline rihm (antud
aditiivses kirjapildis). Funktsionaalruumiks hulgal S nimetame
funktsioonide £:S +X iga niisugust hulka F, mis t#idab tingi-
musi:

(F1) Kui f ,g€F, siis ka f-g¢ F; siin f-g on kujutus

S +X, mille korral (f-g) (s)=f(s)-g(s) iga s &S jaoks.
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(F2) Kui mdnede se€ S, Ac S korral leidub selline geF,
et g(s)#0, aga g(a)=0 kdigi aeA korral, siis iga
sellise x€ X korral, mis on mdne funktsiooni hePF
vddrtuseks punktis s, leidub ka selline funktsioon
feF, et x=f(s) ja f(a)=0 kdigi a €A jaoks.

Funktsionaalruumi F hulgal S nimetame tdpseks, kui F
lahutab S elemente, s.o. on tHidetud tingimus

Vs, %,)€5x8, =
Olgu 1lbéplikul hulgal S antud mingi funktsionaalruum F.
Iga Ac S korral defineerime alamhulga A annulaatori

Ann (3)

{feF | £(a)=0 kdigi a€ A jaoks;

ning iga Bec F korral alamhulga B tuuma

Ker (B) {seS | £(8)=0 kdigi f ¢ B korral} .

Lihtne kontroll n#ditab, et kehtivad jdrgmised seosed:
(1) (Aqc Ay = Ann(Ad) > Ann(Ag))& (B, c (8s)),

ja

(2) VACS, BeF, (A< Kar (Am(A)) & (B € Ann Cken (B)),

Sellest n#htub, et kujutuste paar (Ann,Ker) on Galois' vasta-
vus o-huilkade (B(S);<) ja (B(F):c) vahel ning kujutused

Are Ker (Ann(A)) ja B Ann(Ker(B)) on sulundioperaatoreiks vas-
tavalt hulkadel B(S) ja B(F); vt. punkti 1.6.

Teoreem 9. Sulundiruum (S;Ann.Ker) on matroid. Kuti funkt-
stonaalruum F on tdpne hulgal S, siis sulundiruum (S;Ann.Ker)
on kombinatoorne geomeetria.

Esimese vidite tdestuseks piisab ndidata, et sulundiope-
raator Ann+Ker: B(S)->B(S) rahuldab aksioomi (V). Oletame v#i-
tevastaselt, et s¢ A ja se Aut korral on vbimalik t¢ AUs.
Seosest s¢ A tuleneb sellise he F olemasolu, et h(d)=0 ja
h(s)#0; tdhistame x=h(t). Seosest t¢ AU s jHdreldub aga sellise
ge F olemasolu, et g(Avs)=0 ja g(t)#0. Tingimuse (F2) tHdide-
tuse tdttu leidub selline fe F, et £f(Aus)=0 ja f(t)=x. Olgu
r=h-f; (F1) tbdttu re F. Mirkame, et r(Av t)=0, kuid r(s)=h(s)-
-f(s)=h(s)-0=h(s)#0. Saadud seose re Ann(AuU t) tdttu peab tin-
gimusest se Ker (Ann(Auyt)) tulenema r(s)=0. Vastuolu.

Olgu n{ild funktsionaalruum F t#¥pne; sel korral Ker (F)=@.
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Et Ann{@)=F tuleneb annulaatori definitsioonist, siis

Ker (Ann (@) )=@, s.o. @=@. Tdestame, et a=a. Seos ae€ Ker{(Ann(a))
on ilmne. Kui leiduks element se Ker(Ann(a)), s#a, siis vordus
f(s)=0 kehtiks kdigi selliste f€F korral, et f(a)=0. Kuid
sellisel juhul ruum F ei lahuta elemendipaari (a,s) € SxS. Vas-
tuolu. X

Lugejal vdib tekkida digustasud kilsimus, kas tdpsed
funktsionaalruumid eksisteexivad? Olgu H=HomK(Vn(K) ,K) kbdigi
lineaarfunktsionaalide ruum n-mddtmelisel vektorruumil {ile kor-
puse K. Suvalise 1épliku alamhulga Sc Vn(K) komral annab kdigi
"kitsendite" hulk F(S)={fIS Ife meile (t&pse) funktsionaal-
ruumi ndite. Teoreemis 9 vaadeldud matroide nimetatakse funkt-
gtonaalmatroidideks. Jdtame huvitunud lugejale kontrxollida, et
erijuhul, kui rithmaks X om mingi integriteetkomna K aditiivne
rilhm, saame siinmatroidid, millest oli juttu eelmises niites.

Osutub, et kombinatoorsed geemeetriad on kbige tihedamas
seoses geomeetriliste vdredega.

Teoreem 10 (G.Birkhoff, H.Whitney). Iga (lépleku) geo-
meetrilise vére P korral aatomite hulgaga S tekitab vastavus
A:A~4, kus Ac S defineeritakse valemiga

A-{aeS|acasupA}
kombinatoorse geomeetria G=G, (S;8), mille tasandite vére L, (G)
on isomorfne vdrega P.

Tdestame algul, et kujutus A:B(S)»B(S), mis iga A €B(S)
korral antakse vdrdusega A{(A)=A, on sulundioperaator. Mirkame,
et iga Ac S ja a€ A korral kehtib a<supA. Sellest jdreldub
A<A. Olgu niiid A,Bc S sellised, et A< B. Tulenevalt B defi-
nitsioonist, iga a € A korral assupB, mistdttu ka supA<supB.
Sellest Ac B ning ndeme, et (S;A) on sulundiruum.

Nditame niiid, et sulundiruum (S;4) on kombinatoorne geo-
meetria. Et ndue (LB) on t&idetud automaatselt (hulk S on 1bép-
1ik!) ning seosed @=@ ja a=a on ilmsed, piisab siin kontrollida
nbude (V) tiidetust. Olgu a,be€ S ja AcS sellised, et a¢gi ja
a€ Aub. Tidhistame x=supA; seosest a¢ A tuleneb agx. Seetdttu
x#xva, kuid samal ajal x<xva kehtib. J&relikult kehtib x<xva.
Seosest a€ AUb tuleneb a<sup(AuU b)=xvb, s.0. asxvb, millest

xva ¢ xv(xvé) =xvé.
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Seega kehtib x<xvasSxyb. J8reldusest 2 teoreemile 8 tuleneb, et
xva=xvb; viimane vbérdus on n¥ha ka vahetult, sest element xvyb
katab elementi x, tulenevalt vbére P poolmodulaarsusest ja sel-
lest, et (aatom) b katab elementi xAb=0.

On selge~definitsioonist, et aatomite hulk A, Ac S, on
kinnine parajasti siis, kui A kujutab endast vdre P kdigli nen-
de aatomite hulka, mis on vdiksemad vbre P mingist elemendist.
Et aga P on geomeetriline vdre, kus iga element aatomite then-
diks (sup), siis eksisteerib o-isomorfism ¢ hulga S kinniste
alamhulkade ja o-hulga P elementide vahel. Kuid hulga S kinni-
sed alamhulgad ongl parajasti kombinatoorse geomeetria G ta-
sandeiks. Vahetu kontroll nditab, et vastavus y on kooskbdlas
vbreoperatsioonidega ning on seega isomorfismiks geomeetria G
tasandite vdre ja vbre P vahel. X

Teoreemi 10 vdide on dige ka ldpmatute geomeetriliste vbd-
rede P korral. Me eeldasime P 1bplikkust; et vdltida lépmatu
S korral aksioomi (LB) kontrollil kerkivaid peensusi seoses
vajadusega kasutada valiku aksioomi (éigemini, sellega sama-
vdirset Cermelo teoreemi hulgateooriast).

4.5. Hulgal S antud ekvivalentside 7 ja 7* korral loeme
m<r* , kul S kbdigi elementide a ja b korral seosest arb jdrel-
dub alati seos ar*b. Nii tekib hulga S kdigi ekvivalentside
o-hulk I(S), mis osutub vdreks. Tdepoolest, binaarne relatsioon
mAr*,, mis mddratakse reegliga

Va,4€S, a(zatté  ((axé) & (an*4),

on ekvivalents ning vahetult definitsioonidest tuleneb rAn*=
=inf{®,7*}, Hulga S elementide a ja b korral loeme a{wVwr)b,
kuid vihemalt thel viisil saab valida elementide cj€S lépliku
jada nii, et
(a=c,) & (c,®ec)&. .. §(Cpy (cp=4),

kus konjunktsiooni igas lillis T osas esineb kas ekvivalents r
vbi ekvivalents . Veendume niiid, et selle reegliga hulgal S
antud binaarne relatsioon wvr* on refleksiivne, siimmeetriline
ja transitiivne. Esiteks, et m kuil ekvivalents on refleksiiv-
ne, siis kéigl ae€ S korral kehtib ara, mistdttu ka a(rvrt)a
kehtib (siin loeme c,=c ,=a ja m=r). Teiseks, olgu a(rvrx)b. Et
relatsiooni wvr* m#¥rava konjunktsiooni igas liilis esineb kas
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ekvivalents w vdi ekvivalents n* mis on simmeetrilised, siis
kehtib ka (b=c°)&(cpﬂcP_1)&...&(c1wco)&(c0=a), millest n&htub
seose b(mvr*)a kehtivus. Kolmandaks, relatsiooni wyn* transi-
tiivsust aitab mdista joonisel 5 toodud skeem (arutluse for-
malisatsiooni j&tame lugejale):

astl # o & Co § Cosb  b=cf 2 ¢ 2 1 #
O OO ¢ ¢ ¢« OO O O O oo O
AR
aorvr=b o/ b(rAam*)c

1
\
2 \s J
O—r—O——z—0 ¢ ¢+ O——g———O——x——=—x—0 -+ O x O
asCy G G2 Cp-1 —- Cpeq Cpea

alrvmr¥*)c

Joon.5.

Lopuks veendume, et wyw*=sup{m,n*}. Seos mym* ¢ T{r, n*} on ilm-
ne. Olgu o suvaline ekvivalents hulgal S, nii et n< ja w*<o
Olgu ka a(wnVvr*)b; siis leidub elementide € S ldplik jada,
selline, et (a=co)&(co1rc1)&...&(cpﬂ wcp)&(cp=b). Seejuures, et
igas liilis on n osas kas m vdi m*, ja need mdlemad on <o, siis
kehtib ka konjunktsioon (a=c°)&(c°uc1)&...&(cp_1ccp)&(cp=br.
Kuid ekvivalents o on transitiivne, mistdttu kehtib seos agb.
Jirelikult ka wyr* So. Kokkuvbdttes, oleme tbdestanud, et o-hulk
N(S) on vdre. Vboret N(S) nimetame hulga S ekvivalentside vé-
reks.

Vbrest N(S) vdib rHdikida ka hulga S tiikelduste keeles,
sest hulgal S antud ekvivalents = mddrab hulga S tilkelduse =,

T={S;|i€lp; §,€5; $:NS;- . kui i S=U S,

mille tikkideks on parajasti w-klassid, ja vastupidi. Tikel-
duste keeles tdhendab nSt*, et iga w-tilkk sisaldub mingis m*-
tilkkis. Ekvivalentsile wAT™* vastab tikeldus, mille annavad u-
tilkkide koikvdéimalikud léiked w*-tiikkidega. Ekvivalentsiles

mvr* vastab peenim selline tiikeldus T hulgal S, et iga alam=-
hulk, mis saadakse omavahel ldikuvate w-tiiki ja w* -tiiki hulga-
teoreetilise tlhendina, sisaldub mingis t-tilkis. Voéret n(S) vdib
seetdbttu nimetada ka hulga S tikelduste vdreks.
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Vaatleme niilid vdéret N(S) juhul, kui hulk S on 1ldéplik. Ol-
gu |S|=n ning tdhistagu m(m) kdigi nm-tiikkide arvu hulgal S.
Asjaolu, et ekvivalents ¢ katab ekvivalentsi =, t&hendab tiikel-
duste keeles, et tilkeldus o on tiikeldusest = saadud viimase
kdigi tilkkide sdilitamisega (s.o. ilimbernimetamisega o-tiikki-
deks) peale mingite kahe m-tilki, mis {ihendatakse iliheks uueks
o-tiikiks hulgal S. Sellest n#dhtub n(w)=n(oc)+1, millest indukt-
siooniga saame h(w)=n-n(n) kdigi we N(S) korral; vt. punkti
1.4. Vdre N(S) aatomeiks on tiikeldused, milles kdik tilkid pea-
le ithe on iiheelemendilised, ja see ilks tilkk on kaheelemendili-
ne.

Veendume, et vdre nn=n(s), kus |S|=n, on poolmodulaarne.
Piisab, kui kontrollida tingimust (PM). Selleks olgu w, o ja t
suvalised elemendid vdrest I,, nii et tllkeldused = ja o kata-
vad mdlemad tiikeldust t. Olgu nditeks =S U Sle <. USe, Sic S.
Nitid, et 7 ja o katavad tlikeldust t, peab olema r=(5,US,)U
Us,u...Us, ja o=s,Us,U(s,us)U...Us_ vdi o=(5,05)U
us,us,u ...LlSt; siin oleme konkreetsuse mbdttes (ilma see-
juures iildsust kitsendamata) lugenud, et esimesed kaks t-tilikki
on ilhendatud tiheks w-tiikiks. Kui realiseerub esimest tiilipi voi-
malus o jaoks, siis wve=(S,US,)L (5,US,)U ...Us , teisel
juhul aga wvo=(S,US,US,)U ...US . Mblemal juhul on vahetult
niha, et tllkeldus nvo katab tiikeldusi 7 ja o. Jdrelikult keh-
tib tingimus (PM) .X

#laldeldust tuleneb, et ekvivalentside vdre N on 1ldéplik
geomeetriline vére.

§ 5. MODULAARSED VORED

5.1. Véret P, milles kehtib tingimus

(M) = xv(gA!)=(x z,
nimetatakse modulaareeks; tingimust (M) nimetatakse ka Modu-
laarsuse tingimuseks.
Punktis 5.2. tdestatakse tulemused, mis iseloomustavad
modulaarsete vdrede klassi kui (pdris)alamklassi poolmodulaar-
sete vdorede klassis ning antakse ka nende vbrede iseloomustus
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kdbrgusfunktsiooni termineis (teoreem 12; kdrgusfunktsiooni
definitsiooni vt. punktis 1.4).

Kiesoleva paragrahvi kolmandas punktis on kirjeldatud
tihtsamaid n#iteid modulaarsetest vdredest. theks selliseks
on vektorruumi alamruumide vdére, mida on eri viisidel iseloo-
mustatud juba m88dunud sajandil alanud t88des (von Staudt jtJ,
nii nagu on mitmeti kirjeldatud ka hulga alamhulkade (Boole'i)
vbret. Sealjuures on ammu mirgatud ka analoogiat nimetatud
kahe vdre omadustes (arvuteoorias, spetsiaalsete funktsioonide
teoorias, jm.). Selle analoogia {tks vdljendusvorme on suur sar-
nasus binoomkordajate ja Gaussi arvude omadustes (l#hemaid sel-
gitusi vt. § 9). Tema vi3ljendusvormiks on ka ammune soov aren-
dada nn. modulaarset loogikat, mis oleks modulaarsete vdredega
seotud samamoodi nagu seda on klassikaline loogika distribu-
tiivsete vdredega; vt. G.Birkhoff, J.Neumann, Annals of Mathe-
matics, 37 (1936), 823-843, klassikalise seose kohta vt. [11],
ptk.3. Kdnesolnud nditega on tihedasti seotud ka samas punktis
5.3 vaadeldav projektiivse ruumi alamruumide vdreL(X;S). Nende
vbrede korrutisena (definitsiooni vt. punktis 3.4) avaldub iga
modulaarne geomeetriline vbre. See G.Birkhoffi poolt 1935.a.
tbestatud fakt on modulaarsete vérede kombinatoorikas olulise
tdhtsusega, kuna temast tulenevalt asetub raskuspunkt modu-
laarsete geomeetriliste vdrede uurimisel suurel m#iral nende
projektiivsete tasandite klassifitseerimisele, mis Desargues's
nduet (vt. punktis 5.3) ei rahulda.

5.2. Teoreem 11 (R.Dedekind). Modulaarses véres on kuju-—
tused ¢a:[b,avb] +Tanb,a], oa(x)=an Jja Wb:[aAb,a]-»[b,aVb],
(y)=yVb Jjdrjestust sdilitavad ja teineteise pddrkujutused,
olles seega o-isomorfismideks ndidatud ldikude vahel.
Toestus. Olgu vdetud elemendid x ja x' ldigult [b,avb]
nii et xs<x'. Lause 3.1 pdhjal
R(x)=xAQ XA =P (¥) 5.0, Pal(x)gPulx),
Analoogiliselt, kui y<y' on mingite y,y'e [aAb,a)] korral, siis
'%(g):gv@(g've =Y ly) 0. Yo (y) < Y ty),
Seega kujutused L ja ¥, on jdrjestust sdilitavad.
Suvalise x e [b,avb] korral

39



(R (x) - (xaa)vé = 4 v(anx)=
=(4va)ax =(avé)Ax =x,

S.0. (¢, (x))=x, ehk ¥ 0 =1. Duaalselt, suvalise y € [aAb,a ]
korral ¢_( (y))=(y'b) Aa=yV(bAa)=yV(aMb)=y; seega (o, ¥ ) (y)=y,
ehk OaWb=1. Nieme, et °a ja on teineteise p®ddrdkujutused.X

Jireldus. Modulaarses vdres on tH#idetud tingimused (PM)

ja (PM').

Tdepoolest, olgu vdres P antud elemendid a#b, mis katavad
elementl ce P. Sel korral c=aAb, mistdttu 1ldik [aAb,b] on o-iso-
morfne o-hulgaga 2. Kuid teoreemi 11 alusel on ldik [aAb,b]
vbres P o-isomorfne ldiguga [a,aVb]. Resultaadiks on o-isomor-
fism [a,aW3]=2, mis nditab, et avb katab elementi a. Analoo-
giliste mdttekdikudega saab veenduda, et aVvb katab ka elementi
b. Nieme, et vdres.P on tHdidetud tingimus (PM). Duaalsete arut-
lustega saame niidata tingimuse (PM') kehtivuse vdres P. X

Oluline on lisada, et leiduvad poolmodulaarsed vdred, mis
pole modulaarsed. Téepoolest, vaatleme tiikelduste véret hulgal
s, |S|Z4. Fikseerinud erinevad elemendid a, b ja ¢ hulgas S,
vaatleme tema tiikeldusi

Tr={a,t}u(S\{a,t}) ja 6 ={a,efU(S\{a,c])
Et iga elemendi x € S\{a,b,c} korral (xocb)&(bna)&(acc), siis ji-
reldame, et 7Vo=1, Samal ajal n#htub 7 ja ¢ definitsioonidest
vahetult (vt. ka joonist 6), et mAo=
={alU {b} U {c}U (S\{a,b,C}). Nieme, et
tiilkeldus nvo katab nii tlikeldust = kui
ka tiikeldust o, aga samal ajal ei kata
tiikeldused 7 ja o tiikeldust nAc. Seega
tingimus (PM') ei ole vbrede N,(n>4)
korral t#didetud. Teoreemi 11 jdreldu-
Joon.6. sest tulenevalt ei saa ekvivalentside
véred NIn(n24) olla modulaarsed. X
Teoeem 12. Lépliku pikkusega vbres P, mis omab vdhimat

X

elementi, on ekvivalentsed jdrgmised tingimused:
(1) vére P on modulaarne;
(2) vére P on nit poolmodulaarne kui ka alt poolmodulaame;
(3) véresP on tdidetud Jordan-Dedekindi tingimus ja kér-—
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gusfunktsioon h selles véres rahuldab nduet
AW+ h(v) = R(uve)+h(uAv),

Tdestus. Implikatsioon (1) = (2) on teoreemi 11 jirelduse
sisuks. Implikatsioon (2)=> (3) j&reldub teoreemidest 4.7 ja
4.8, kui arvestada punktis 1.4 tehtud mirkust kdrgusfunktsioo=x
ni gradueeriva omaduse kohta vdres, mis t&idab tingimust (JD).

J&8b pdhjendada implikatsioon (3)=r(1). J&rgnev pdhjendus
tugineb printsiibil, et seos aSb koos vixdusega h(a)=h(b) vihi-
mat elementi omavas l1ldpliku pikkusega vdres annab a=b.

Olgu vdres P vdetud elemendid x, y ja z, nii et x<z. Lau-
sest 3.4.3 jidreldame, et xV(yAz)s(xVy)Az.

Veendume, et h(xV(yAz))=h((xVy)Az). Tdepoolest,

A (xv(gaz)) = A +R(yaz) - A(xa(yrz)
= A(x) +h(yre) —h (xay) -
=[&(x)—l»(x1\y)]+%(y"i)g) ﬁ(xv’)—&(y)—f-

= A ((xvyrz) , m.o. t. t.,

Vastavalt pdhjenduse alguses toodud printsiibile j#reldame, et
kehtib vdrdus xV(yAz)=(xVy)Az. Sellega oleme tdestanud, et vbd-
res P on modulaarsuse tingimus tdidetud. X

Lisame, et teoreemi 12 tdestuses kasutatud printsiipi ka-
hel erijuhul on lugeja korduvalt kasutanud: 1) kui Uks antud
kahest 1loplikust hulgast sisaldub teises ja neil hulkadel on
thesugune vdimsus, siis need hulgad on vbdrdsed; 2) kui vektor-
ruumi V,(K) antud kahest alamruumist {lks sisaldub teises ja
nende alamruumide dimensioonid on vdrdsed, siis need kaks alam-
ruumi Uhtivad.

5.3. Nditeid modulaarsetest vdredest. (1) Suvalise riihma
G normaaljagajad moodustavad modulaarse vbre.

Toepoolest, vaatleme kujutust A:B(G)+ B(G), mis igale
alamhulgale T c G seab vastavusse v&hima alamhulka T sisaldava
normaaljagaja A(T) riihmas G; kujutus A on sulundioperaator ning
A-kinnised elemendid pole midagi muud kui rilhma G normaaljaga-
jad. Vastavalt punkti 3.2 ldpuosas tehtud mirkusele moodusta-
vad A-kinnised elemendid (s.o. G normaaljagajad; nende hulga



téhistame N(G)) vdre operatsioonide AAB=ANB ja AVB=A (AUB)
suhtes.

Osutub, et suvaliste A,B€ N(G) korral A (AuB)={ab] aca,
b € B}=AB; sellest, muuhulgas, tuleneb AB=A (A UB)=A (B UA)=BA.
Et seda véidet pdhjendada, mirkame kdigepealt, et hulk AB on
alamrilhmaks rilhmas G. Tdesti, suvaliste a,a,eA ja b,b,€ B kor-
ral

(ag)a)" = = e AB,
;—T——J
A B

Kuid alamriihm AB on ka normaaljagajaks riihmas G, sest suva-
liste geG, aeA, be B korral g '-ab'g=g 'ag-g 'bge AB. Siit
tuleneb AB=A (AB) > A (AUB), kuna kehtib AB DA UB seoste a=a-i¢€
€AB ja b=1-b€ AB tdttu. Et normaaljagaja A (AUB) sisaldab muu-
hulgas ka oma elementide korrutisi, siis n#eme, et ABC A (AUB).
vdérdus A(Av B)=AB on pdbhjendatud.

Veendume niitld vdére N(G) modulaarsuses. Olgu A, B, C nor-
maaljagajad rilhmas G, nii et Ac C. Lausest 3.4.3 tuleneb
AV(BAC) c (AVB)AC. Et tdestada vastupidist kuuluvust, vdtame
suvalise elemendi x€e A(AUB)NC. Et xe A(AUB), siis leiduvad
elemendid ae A, be B, nii et x=ab; sealjuures xe C. Siit tule-
neb b=a 'x e ACc C, s.0. beC. Et ka be B, siis nieme niliid, et
be BNC. Neist t#helepanekuist tuleneb x=abe A (BNC)=A(A U

(BhC)). X

(2) Definitsioonidest j&dreldub vahetult, et modulaarse
vbre alamvore on ka modulaarne. See t#helepanek vdimaldab n¥i-
te (1) baasil saada seeria uusi olulisi n#diteid. Nii n&iteks,
suvalise vektorruumi V(F) alamruumid, moodustades alamvdre
(aditiivse) Abeli rilhma V(+) alamriihmade vbéres N(V(+)), on mo -
dulaarse vdre A(V(F)) elementideks. Kombinatoorika seisukohalt
pakub siin erilist huvi j&rgmine erijuht. Fikseerime suvalised
algarvu p, naturaalarvud m ja n ning t&histame q=pm. Olgu F -
16plik korpus, milles on g elementi, s.o. olgu F Galois' kor-
pus GF (p™) ning V, - n-mddtmeline vektorruum lile korpuse F.
Ruumi Vy kdigi alamruumide hulk A, (td@psemas tdhistuses An,q
vbi Ap,pm) on o-hulk relatsiooni = suhtes ja isegi vbre, sest
eksisteerivad AAB=AN B ja AVB=A(AU B) (vt. punktis 1.2 toodud
nHidet (7) ja punkti 3.2). YlalSeldu alusel on vdre A, modu-
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laarne.

(3) Klassikalise definitsiooni kohaselt nimetatakse
projektiiveeks ruumike hulka X (mille elemente nimetatakse
punktideke) koos tema alamhulkade fikseeritud perega S< B(X)
(neid alamhulki nimetatakse sirgeteks), mis rahuldavad nbdudeid

P1. Kaks erinevat punkti asuvad parajasti thel sirgel

(punktide x ja y poolt mddratud sirget tdhistame

siin [xyl):

P2. Kui kolm punkti ei asu #lhel ja samal sirgel (s.t.

vastavalt ndudele P1 nad moodustavad kolmnurga) ja

mingli sirge omab ihispunkte selle kolmnurga kahe kiil-

jega ning seejuures pole nendeks (hispunktideks Uks-
ki kolmest antud punktist, siis see sirge omab this-

punkti ka kolmnurga kolmanda killjega;

P3. Igal sirgel asub vdhemalt kolm erinevat punkti.

Mdrkame, et projektiivse ruumi definitsioon on vdga ildi-
se iseloomuga. Nii rahuldavad léplik hulk X={1,2,3,4,5,6,7} ja
tema alamhulkade pere S={(124),(235), (346),(457),(561),(672),
(713) } ndudeid P1-P3; illustratsiooni vt. joonisel 7. X

Joon

Projektiivse ruumi saame ka,
kui hulgaks X loeme iile (kald)korpu-
se K vbetud (n+1)-mddtmelise vektor-
ruumi Vn+1(K) kdikide iihemddtmeliste
alamruumide hulga ning siisteemiks S
selle vektorruumi kdikide kahemddtme-
liste alamruumide hulga. Tdepoolest,
ndue P1 on t#idetud, sest kaks erine-
vat Uhemddbtmelist alamruumi P ja Q

middravad lineaarselt sdltumatu vektorite paari (p,q), pe P,

q € Q ning see paar, olles baasiks alamruume P ja Q sisaldavale
kahemddtmelisele alamruumile, md¥rab viimase tlheselt. Et kont-
rollida nduet P2, olgu meil antud kolm #hemddtmelist alamruumi
P, Q ja R baasivektoritega vastavalt p, q, ja r. Tingimuse ko-
haselt moodustavad P, Q ja R kolmnurga, mistdttu peavad vekto-
rid p, q ja r olema lineaarselt sdltumatud. Omagu mingi sirge
T tUhispunkte sirgetega [PQ] ja [QR]; teiste sdnadega, leidugu
kahembbdtmelises alamruumis T vektorid u ja v ning kaldkorpuses
K skalaarid o, B, v ja 6, nii et
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U =op+pg ja v =
Et nendeks #lhispunktideks pole P, Q ega R, siis erinevad kbéik
nimetatud 4 skalaari nullist. Jdreldame, et
gT - v =(pwp - (y'8)X e TNIPR],

Sellest tuleneb, et (nullist erineva) vektori g~'u-y~'v poolt
midratud Uhemddtmeline alamruum sisaldub léikes T N [PR]. Nbue
P3 kehtib samuti, sest iga kahembdtmelise alamruumi T mingi
baasi vektorid p ja q koos vektoriga p+q m&dravad 3 erinevat
lhembdbtmelist alamruumi, mis kdik sisalduvad alamruumis T. H

Alamhulka Ye X, mis koos oma iga kahe erineva punktiga
sisaldab ka kogu nende punktide poolt mddratud sirget, nime-
tatakse alamruumiks.

Sama mbdistet saab defineerida ka induktiivselt. Loeme

punkte alamruumideks dimenstiooniga 0.
Olgu alamruumid dimensiooniga m
(msx) juba defineeritud. Kui Y on
mingi alamruum dimensiooniga K ja
punkt x€ X ei kuulu sellesse alam-
ruumi, siis Y punktid koos punktide-
ga kbigilt sirgetelt, millest iga-
-_— {lks miiratakse punkti x ja Y mingi
punkti poolt, annavad meile definit-
siooni kohaselt alamruumi dimensioo-
niga X+3; seda punktihulka t#histame ¥*. Et niimoodi konst-
rueeritud hulgad v* téesti alamruumid on, tuleneb ndudest P2
(seda kaks korda rakendades); arutlusi illustreerib. joonis 8.

Kui X ise on (lépliku) dimensiooniga n, siis r#é#gitakse
n-mbbtmelisest projektiiveest ruumist (X;S),erijuhul n=2 aga
projektiiveest tasandist. Eespool ndidetena vaadeldud projek-
tiivsed ruumid on dimensioonidega vastavalt 2 ja n.

Vaatleme niild kujutust 4:B(X) +8B(X), mis igale alamhulga-
le AcX seab vastavusse projektiivse ruumi (X;S) kdéigi nende
alamruumide hisosa, mis sisaldavad hulka A, Vahetult on ndha,
et A on sulundioperaatoriks o-hulgal (B(X);<) ning A-kinnis-
teks alamhulkadeks hulgas X on parajasti projektiivse ruumi
(X;S) alamruumid. Jirelikult (vt. punktis 3.2) moodustavad
ruumi (X;S) kdéik alamruumid vbére, mida nimetatakse projeksiivse
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ruumi (X,S) alamruumide vdreks ja tdhistatakse L(X,S).
Tdestame niilld, et projektiivse ruumi alamruumide vdre on

modulaarne. Olgu antud ruumi (X;S) suvalised alamruumid A, B
ja C nii, et ASC. Et igas vdres (lause 3.4.3 pbhjal) kehtib
vbérratus AV(BAC) S(AVB) AC, siis piisab veenduda vastupidise

kuuluvuse digsuses, s.t. tdestada

ACAUB)NC c n(Au(BNC)),

Olgu punkt X € A(R UB) N C suvaline. Kui sealjuures xeAuB,
siis ka x € A(AU (BNC)). Vaatleme juhtu x¢ AUB. Et samal
ajal xc A(AUB), siis peavad leiduma punktid aecd, a¢B ja
beB, b¢ A, nii et x €[ab]. Mdrkame ka, et AcC téttu kuulub
sirge [ax] alamruumi C. Kuna punktid a ja x kuuluvad sirgele
{ab], siis j&reldub aksioomist P1, et [abl=[ax] ja seega
[ab]Jec C. Sellest tuleneb b e C. Jirelikult x € [ab]eA(A v (BNO).X

5.4. Juhul, kui projektiivne ruum (X;S) on ldplikumbdbtme-
line, jdreldub vahetult definitsioonist, et vére L(X,S) on geo-
meetriline. Seega on meil tegemist modulaarsete geomeetriliste
(alamruumide e. tasandite) vbdredega ka punktis 5.3 ndidetena
vaadeldud mdlema projektiivse ruumi korral; teises neist ndi-
detest seda vbret me t&histasime PGn(K) (vt. punktis 4.3). Pro-
jektiivse geomeetria klassikalise tulemuse kohaselt on juhul
n23 iga n-mbdtmelise projektiivse ruumi alamruumide vdére iso-
morfne vbérega PGn(K) sobivalt valitud (kald)korpuse K korral.
Analoogiline vdide on dige projektiivse tasandi jaoks para-
jasti siis, kui sellel tasandil kehtib Desargues'si teoreem
(vt. sbnastust ja selgitusi raamatus [14], 1lk.376-381); vasta-
vaid projektiivseod tasandeid nimetatakse desargilisteks.

Siinkohal mdrgime, et projektiivne tasand (X;S) on desar-
giline parajasti siis, kui vastav vbdre L(X,S) rahuldab nduet

(Des) (Xg  )A  VYIA(Xs S (% A(EVX)IV(Yo AR VY,),

kus 2 =(XoVXe)A(YoV g )ALUXoVX)A LYoV Y2 IV (e vXa ALY

vt. B.J6nsson, Mathematica Scandinavica (Copenhagen), 1954, 2,
295-314. Asjaolu, et ndude tiilpi u<v saab vdres asendada ekvi-
valentse ndudega uyv=v, lubab tingimusele (Des) anda samasuse
kuju. Seoses sellega on oluline lisada, et ka vdre modulaarsu-
se nbudele saab anda samasuse kuju.



Osutub, et tingimus (M) vbres V on ekvivalentne samasuse-
ga

(M") vagA(xvz)]=(xVy)A(xvz),
aga ka samasusega

M)y XALyv(x =(XAY)V(XAZ).

Tbdepoolest, kehtib (M)=>(M"'), sest x<xVz tbdttu

XVLyv (xvz)] = (Xvg) A (xvz).
Oige on ka (M') =>(M), sest x<z korral z=xvz, mistdttu xv(yAz)=
=xV[yA(xVvz) ] =(xVy)A(xVz)=(xVy) Az,m.0.t.t.
Tingimuste (M) ja (M'') samaviirsus tdestatakse duaalsete
arutlustega. X

See t¥helepanek n¥itab, et modulaarsed vbéred moodustavad
(teatud 1liiki universaalalgebrate) muutkonna (asjaolu, mis ei
paista vdlja, kul piirduksime tingimusega (M)), ja siin saab
kasutada mbtteskeeme ja tulemusi tildisest muutkondade teoco-
riast.

Mittedesargiliste projektiivsete tasanditega orn palju
tegeldud, kuid nende klassifikatsioon puudub. Viga keerukaks
on osutunud isegi kllsimus, kas leidub 1bplik projektiivne ta-
sand, mille lks sirgetest koosneb 11 punktist; selle kiisimuse
konteksti vt. raamatust [15], lk. 238-248.

§ 6. DISTRIBUTIIVSED VORED

6.1. Vbret (ViA,v) nimetatakse dietributiivseks, kui li-
saks samasusestele V1-V4 on vbretehete A ja v jaoks tHidetud
veel samasus

(D) : XA(yve) =(XAY)V(XAZ),

Samasust (D) nimetatakse seejuures Disgtributiiveuse samasusaeks.
Distributiivsete vbrede klass, ise sisaldudes modulaarse-
te vbrede klassis, sisaldab Boole'i vbred alamklassina. Dist-
ributiivseid vbresid on h#sti uuritud ning nad leiavad olulist
rakendust kombinatoorikas.
Kiiesolevas paragrahvis (punktis 6.2) antakse méned liht-
samad nlited sellistest vbredest (alamhulkade vbre, ahelate

46



vbre) ja tdestatakse mdned nende {ildised omadused (laused 1-3).
Seejirel antakse ka Boole'i vdre ja Boole'i algebra mdisted
ja selgitatakse nende vahekord. Jiérgmises punktis 6.3 tuuakse
16pliku kasvuga distributiivse vbre mbiste ning n#didatakse
vbdimalus selliste vdrede esituseks nende alt taandumatute ele-
mentide o-hulga ldplike ideaalide vdredena. Selle tulemuse
punktis 6.4 toodud jirelduste seas pakub vbdrede kombinatoori-
kale huvi eriti j&reldus 4. Mitmed kombinatoorikas tuntud ar-
vud (binoomkordajad, Catalani arvud, Fibonacci arvud, jt.) on
vaadeldavad 1lépliku kasvuga distributiivsete vbdrede arvuliste
karakteristikutena. See tingib jidrgnevais punktides 6.5-6.7
mbdbnede konkreetsete distributiivsete vdrede (Pascali voére,
Fibonacci vbére ja Youngi vdre) detailsema k&dsitluse.

Mainime siin t#lht distributiivsete vdredega seotud prob-
leemi. Algebra standardsed kaalutlused (vt. [15], 1k.61-65)
nditavad, et eksisteerib n moodustajaga vakha distributiivne
vbre D.. Saab tdestada, et kdik vdred D, ,nel, on 1dplikud;
raamatus [7], 1k.63, #11.4 on toodud arvud |D |, ns<7. Oleks
oluline leida arvude |Dnl eksponentsiaalne genereeriv funkt-
sioon.

6.2. Distributiivse vdre n#iteks on hulga M alamhulkade
vore (B(M);n ,U ), sest siin on distributiivsuse samasus t#i-
detud hulgateoorias tuntud samasusena X N (YU Z)=(XNY)Uu(XN32).

Olulise klassi nditeid distributiivsetest vbéredest anna-

vad ahelad suvalises o-hulgas. Selle fakti pdhjendamiseks mir-
kame. kdbigepealt, et ahel on vbre, kuna ahelas igal kaheelemen—
dilisel alamhulgal on olemas nii alamraja kui {ilemraja, THi-
detud on ka distributiivsuse samasus. Tdepoolest, olgu A ahel
o-hulgas P ja elemendid a,b,c e A suvalised. Kui osutub, et
aeT{b,c}, siis a2bvc, millest aA(bvc)=bvc. Et kehtivad veel
vbrdused aAb=b ja aAc=c, siis saame soovitud vdrduse aA(bvc)=
=(aAb) v(aAc). Kui aga osutub a¢ T{b,c}, siis 1libi vaadanud
siin vbimalikud 4 juhtu (asb&bsc; a<ba&b>c; asc&bs<c; ascabsc)
ja kasutanud aksioomi V4, mdrkame, et soovitud seos (D) kehtib
siin vbdrdusena a=a. X

Vahetu kontroll n#itab, et distributiivse vdre alamvdred
on ka distributiivsed, distributiivse vdre duaalne vdre on sa-
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muti distributiivne ning distributiivne on ka distributiivse-
te vbérede korrutis.

Lause 1. Igas vdres on samasus

(D) xz\(gvz)=(xAg)v(XAz)

ekvivalentne temaga duaalse samasusega
(D) xv =(XV§)A(XV1‘).

Toestus. Nditame, et (D) =>(D'); implikatsiooni (D') =»(D)
annavad duaalsuse kaalutlused. Tdepoolest,

(xvy)/\(xvi‘) = [(xvy)AX]IVI(xvy)Az]=
=[xA(xvy)I VL 2A(xvy)]= xvlzA(xvy)]=
=xv[(@ANV(2AY)] = [xv(zAX}IV(Z =

___xv(,;/\gjzxv(y/\i) x

Jdreldus. Iga distributiivne vére on ka modulaarne.

Tdestus. Tulenevalt lausest 1 piisab ndidata, et (D') =2 (M)
nbude (M) kohta vt. punktis 5.1. Tdepoolest, olgu distributiiv-
ses vdres vdetud suvalised elemendid x, y ja z, nii et x<z.
Siis z=xvz, millest jdreldub xv(yAz)stvy)A(xvz)=(xvY)Az. X
Samal ajal, leiduvad modulaarsed
mittedistributiivsed véred. Uks
neist omab diagrammi, mis on too-
dud joonisel 9. Vahetu kontroll
nditab, et see vdre on modulaarne;
kontrollida vdib seejuures nditeks
samasuse (M'') kehtivust (viimase
kohta vt. punktis 5.4). Vaadeldava
vdre distributiivsuse korral peaks
kehtima vérdus aA(bvc)=(aAb)v(aAc), s.o. a=0, mis on vdimatu.X

Lause 2, Distributiivses vdres on dige viide

Va,(aax=aAy & avx=avy) =
Tdestus. Kasutades antud vdrdusi ning samasusi V1-V4 ja

Joon 9

(D), Saamex= XV(XAQ) _ xv(g/\a)_:(xvy)/\(xvq):

=(xvg)/\(8va)=(yvx)/\(5va.)=8v(x/\a)=
— yvigAa) = 4. K
Vaatleme vdret V, mis sisaldab suurimat ja vdhima# &éle-
menti. Yeldakse, et element a sellises vdres omab tdiendeid,
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kui leidub elemente xeV, nii et
aAx =0 ja avx=T |

iga sellist elementi nimetatakse elemendi a tdiendiks.

Lause 3. Distributiivses vbdres V, mis sisaldab suurimat
ja vdhimat elementi, omab iga element lUilimalt llhe tdiendi
(seetdttu on loomulik elemendi a ainsat tdiendit (selle ole-
masolu korral) tdhistada a') ning tdiendeid omavad elemendid
moodustavad niisuguses vdres alamvdre.

Tdestus. Olgu x ja y elemendi a tHiendeiks vbdres V. Siis
kehtivad vbrdused aAx=O=aAy ja aVx=1=aVy, millest lause 2 pbh-
jal tuleneb x=y.

Teise viite pdhjendamiseks piisab ndidata, et tdiendit
omavate elementide alamhulk vdres V on kinnine vdretehete suh-
tes. Omagu vdre V elemendid a ja b tdiendeid, s.t. vdres V
leidugu elemendid a' ja b', nii et

anra’=0=6A8" ja ava’ w4v¥
Siis mdrkame, et o
(ar)A(a’ve) 5 (argra’)v(arbaé ) —
= [(ara)A8]V[aAr(ead)]=0

J
: (an)v(avd)=(a’'ve) v (art) =

=(a’vé’va)/\(a’v€’v¢)_.
—~[(a’va)vé’IALa’ v(&vE)]= n
ning duaalselt,
Cave(a/n§)-1 55 (ave)a(@/a8)=0

Sellest ndhtub, et elemendid aAb ja avb omavad samuti tdien-
deid ning neiks tiiendeiks on a'vb' ja a'Ab' vastavalt. X

Boole'i véreks nimetatakse distributiivset vbret, mis si-
saldab suurimat ja vdhimat elementi ning mille kdéik elemendid
omavad tdiendeid. Tuntuimaks n&diteks on vdre (B(M); N ,U),

Osutub, et Boole'i vdred on viga tihedas seoses Boole'i
algebratega. Viimaseid tuleb lugeda algebra struktuuride klas-
sikaliseks nditeks, kuna nad said tuntuks juba m88dunud sa-
jandi keskel ja sellest ajast peale on leidnud laialdast kasu-
tamist.
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Boole'i algebraks nimetatakse hulka koos sellel antud
kahe binaarse algebralise tehtega - korrutamine (¢) ja liitmi-
ne (+) - ning dhe unaarse algebralise tehtega ('), mis t#ida-
vad jdrgmisi arvutusseadusi:

B1. a-a=a , a+a=a;

B2. a*b=b-a , a+b=b+a;

B3. (a*b) sc=a-(b-c) , (a+b)+c=a+(b+c);
B4. a‘ (b+c)=a‘'b+a‘c , a+b+c=(a+b) * (a+c);
B5. (a')'=a ’

B6. (a-b)'=a'+b’ , (a+b)'=a'*b';

B7. a*a'+b=b , (a+a') - b=b.

Tuntuima niite saame, kui antud hulga M kéigi alamhulkade hul-
gal vaatleme tehete °*, + ja ' osas vastavalt N , U ja alamhul-
ga tHdiendi vdtmist (hulga M suhtes).

Teoreem 13. Boole't véret (A;A,Vv) véib vaadelda Boole'i
algebrana, kut véretehteid A ja V vaadelda vastavalt tehete
Ja € osas hulgal A ning tehteke ' huilgal A lugeda unaarset
tehet, mia vére A igale elemendile 8seab vastavusse tema tdien-—
di. Vdetupidi, Boole't algebrat (A; -+, +, ') saab vaadelda
Boole'i vbrena, kui tehteid * ja * algebras A télgendada vére-
tehetena A ja V hulgal A.

Tbetus. Kui antud Boole'i vbébre (A;A,V) korral toimida
teoreemi esimeses pooles ndidatud viisil, siis saame hulga A
koos tehetega ¢, + ja '. Sealjuures tulenevalt teoreemist 3.3.5
on tHdidetud samasuste paarid (B1)-(B3). Esimene samasus nbu-
dest B4 on uueks interpretatsiooniks (Boole'i vbres kehtivale)
samasusele (D), teine samasus paaris (B4) aga uueks tdlgendu-
seks samasusele(D'), mis kehtib vbres A lausest 1 tulenevalt.
Samasuste paar (B5) kehtib uue télgendusena vbres A bigele sa-
masusele (a')'=a, paar (B6) on aga uueks interpretatsiooniks
samasustele (avb) '=a'Ab' ja (aAb)'=a'vb', mille kehtivuses me
veendusime lauset 3 tbestades. Samasused (B7) on uueks tdlgen-
duseks Boole'i vbres digetele samasustele (ava')Ab=b ja
(aAa') vb=b.

Vastupidi, kui antud Boole'i algebra (A; - ,+,') korral
toimida teoreemi sbnastuse teises pooles n#idatud viisil, siis
saame hulga A koos sellel antud kahe binaarse tehtega A ja v,
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mis samasustest (B1)-(B3) tulenevalt rahuldavad nbudeid (V1)-
(V3). Et Boole'i algebras A kehtivad vérdused

a-(a+é)5F aa +a-4 = a+t a-bd= ab+a =
=a-6+a-(6+8)5 a- €+ (aé +al) B

=(a-é + 5 a-éte —

=a.(L+4) 5

siis rahuldab hulk A koos temal antud tehetega A ja v ka nbduet
(V4) ning on teoreemist 3.3.6 tulenevalt vére. Nbude (B4) esi-
mese samasuse uus tdlgendus n#itab, et saadud vbére (AiA,v) on
distributiivne. Samasustest (B7) n#htub, et vbrdused a+a'=b+b’'
ja a+a'=b°b' kehtivad antud Boole'i algebra suvaliste elemen-
tide a ja b korral. Seetdttu iga xe& A korral
(a+@)+Xx=(x+%X)+ X = (X’ +X)+x=x/+(X+X) =x"+x=
= x+x = a+a’,

mis uues tbdlgenduses tihendab (vt. teoreemi 3.3.6), et at+a'2x.
Analoogiliselt saame, et a*a's<x. Siit ndeme, et elemendid
O=a‘a' ja 1=a+a' on vastavalt vidhimaks ja suurimaks elemendiks
véres A. Uhtlasi jireldame siit, et vaadeldavas vbres omavad
kdik elemendid tiiendeid. Rokkuvdttes nieme, et vbre (A;A,V)
on Boole'i vbre.

Mdrkame ka, et toodud tbestuse esimeses osas saadud

Boole'i algebrale vastav Boole'i vbre langeb kokku esialgselt
antud vbrega ning tbestuse teises osas saadud Boole'i vbérele

vastav Boole'l algebra iihtib antud algebraga. X

6.3. Vbre V elementi p nimetatakse alt taandumatuks,
kui vbrdusest p=xVy tuleneb p=x vbi p=y; duaalsel viisil defi-
neeritakse elemendi idlalt taandumatue.

Lause 4. Kui distributiivses vbres V on element p alt
taandumatu ning pr1V...Vxn, siis leidub ie n, nii et pri.

Tbéestus. Erijuhul n=2 tuleneb tingimusest psx, Vx,, et
p=pA(x1sz)=(pr1)V(prz). Et aga element p on alt taandumatu,
siis p=p/\x1 vbi p=pr=. Teiste sbnadega, kehtivad seosed ps<x,
vbi p<x_,, m.o.t.t. Yldjuhu (n>2) saame (triviaalse) indukt-
siooniga n jidrgi. X

Definitsioon. Ueldakse, et distributiivne vére V on lép-
ltku kasvuga, kuli o-hulk V omab vihimat elementi, on lokaalselt
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1éplik ning kdérguse iga valitud viirtuse korral or antud kdr-
gust omavate o-hulga V elementide arv 1lbplik.

Kuna lbépliku kasvuga distributiivses vdres on kdik 1loéi-
gud [6,x], xeV, léplikud, siis on sellises vdres kdigil ele-
mentidel 1éplik kdrgus.

Lause 5. Ldpliku kasvuga distributiivse vére iga element
on lilemrajaks selle vbre kdigi alt taandumatute elementide
alamhulga P mingile, antud elemendi poolt liheselt mdiratud
ldplikule antiahelale.

Toestus. Et ldpliku kasvuga vdre V iga elemendi x jaoks
on 1b6ik [0,x] léplik, siis véib elementi x vaadelda {ilemraja-
na mingile léplikule alamhulgale o-hulgast P, millest liigse-
te elementide vdljajitmisega vdib saada alt taandumatute ele-
mentide ldplikuantiahela.

Téestame vaadeldava antiahela tihesuse. Selleks oletame
viitevastaselt, et leiduvad alt taandumatute elementide kaks
erinevat antiahelat {p,,..., pn} Jalg,reeey qm} nii, et

V{ peyy Prl=x= .

Fikseerime suvalise i€ m; et

AX , siis 4=V (QiAp)

Viimasest vdordusest ja elemendi alt taandumatusest tulene-
valt leidub selline jen, et qi=inpj. Seega, iga ie m jaoks
leidub selline je m, j=j(i), et qiSpj. Toodud arutlusest p ja
q osi vahetades ndeme, et iga je n jacks leidub selline x=k(j),
et ijqK. Jérelikult qiSqR, mis antiahelas [q1,..., q,} saab
kehtida vaid juhul i=k. Siis aga q1=pj ning toodud arutlust
kdéigi ie m jaoks korrates ndeme, et {q,,..., qm}c (Pyreees P -

Analoogiliselt vdib veenduda, et{p ,..., p&c{q1....,qm}.n

Ridgime lOpliku kasvuga o-hulgaset P, kui hulga P iga ele-
ment sisaldub P kui o-hulga mingis léplikus ideaalis ja iga

N korral omab vdimsust k vaid ldplik arv o-hulga P ideaale.

Lause 6. Ldpliku kasvuga o-hulga P kbdigi ldplike ideaali-
de hulk I*(P) on ldpliku kasvuga distributiivne vdre tehete
I,AL*I, NI, ja I yI*I v I suhtes.

Tdestus. Loeme @€ I*(P). Olgu I1 ja I suvalised 1ldéplikud
ideaalid o-hulgas P. Kui I, O I #@, siis suvaliste xe I, NI, ja
ye P, ysx korral yeI, ja yeI,, s.o. yeI nI . Sellest tule-
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neb I,N I e I*(P). Analoogiliselt, suvaliste xe I,u I, ja
yeP, y-x korral yeI vbi ye I,, s.o. yeI v I, , millest ji-
reldub I u Ize I*(P). Toodud arutlus nHitab, et (I*{P);A,V)
on alamvdre alamhulkade vbéres (B(P):;Nn ,U ), olles seetdttu
ka distributiivne.

vére I*(P) on ldpliku kasvuga. Tdéepoolest, ta sisaldab
vihimat elementi @ ning suvaliste I,,I;€I*(P), I, c I, korral,
tulenevalt Iz kui 1dpliku hulga alamhulkade arvu ldplikkusest,
on 1éik [1,,I,] o-hulgas I*(P) 1dplik. J&#b veenduda, et an-
tud kbrgust ke N omavate o-hulga I*(P) elementide arv on ldp-
lik. NHitame, et elemendi I € I*(P) kdrgus ihtib I kui hulga P
alamhulga vdimsusega, mistdttu soovitud tulemus j&reldub sel-
lest, et ldépliku kasvuga o-hulgas P vaid 1dplik arv ideaale
omab antud vdimsust Ke N. Seos h(I)<I|I| on ilmne, kuna I,< I
kehtib véres I¥*(P) parajasti siis, kui I,cI, leiab aset hul-
gas P. Et tdestada vdrratust h(I)=21I|, piisab veenduda P ide-
aalide tiheda, pikkust x=|I| omava ahela @=I,<I,<...<L =I ole-
masolus. See aga ndhtub faktist, et o-hulga P ideaalist I vii-
mase mingi maksimaalse elemendi eemaldamine annab o-hulga P
uue ideaali, kuid the vbdrra vdiksema vdimsusega, kui on I. Ni-
metatud fakti saab vahetult kontrollida, kasutades tbsiasja,
et I on ideaal o-hulgas P ja (o-hulga I) maksimaalse elemendi
definitsiooni (vt. punktis 1.3). X

Teoreem 14 (G.Birkhoff). Olgu V lépliku kasvuga distri-
butiivne vére ning P selle vébre kbigi alt taandumatute elemen-
tide hulk. Siis on vére V isomorfne o-hulga P léplike ideaali-
de vérega I*(P) ja o~hulk P on lépliku kasvuga.

Tdestus. Seame igale elemendile x e V vastavusse ideaali
I(x) o-hulgas P, I(x)={p€ Plpsx}; et antud elemendist vihemaid
elemente on o-hulgas V 1ldplik arv, siis on I(x) lbéplik.

Saadud kujutus &L:V - I¥(P) osutub {iksiiheseks. Mirkame, et
o-hulga P iga 16pliku ideaali I kui o-hulga kdigi maksimaalse-
te elementide hulk A on ldplikuks antiahelaks o-hulgas P ja
A {ilemraja xe V poolt {ilalkirjeldatud viisil miiratud ideaal
I(x) Uhtib ideaaliga I. Lisaks, lausest 5 tulenevalt vastavad
erinevaile elementidele x ja x' erinevad (nende elementide
poolt lheselt mddratud) antiahelad A(x) ja A(x'). Jireldame,
et I(x)#I(x').
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Téestame, et kujutus ( ja tema pd8rdkujutus on jirjes-
tust sdilitavad. tthelt poolt, elementide x,ye V, xsy ja iga
elemendi p € I(x) korral p<x<y, millest p € I(y). Ndeme, et seo-
sest x<y tuleneb I(x)<I(y). Teiselt poolt, seosest I(x)<l(y)
jdreldub iga ue€ A(x) jaoks usy, millest (vdretehte v monotoon-
suse ja idempotentsuse tdttu) saame xH%&~0u5y. Kokknvbdttes
nideme, et vdre V on isomorfne vdrega I¥*(P).

Lopuks veendume selles, et o-hulk P on lépliku kasvuga.
Esiteks, iga element pe P sisaldub 1dplikus ideaalis I(p).
Teiseks, tulenevalt vbre V 1ldplikust kasvust on iga ke N kor-
ral kbrgust k omavaid V elemente 1éplik arv. Sama on aga siis
bige ka vbérega V isomorfse vdore I¥(P) jaoks. Et aga I€ I¥(P)
korral h(1)=1I1, siis n#deme, et iga ke N korral omab vdimsust
x vaid 1dplik arv o-hulga P ideaale. X

6.4. Teoreemist 14 tulenevad vahetult jdrgmised kaks vidi-
det.

Jireldus 1. Iga 16plik distributiivne vdre on isomorfne
selle vbre alt taandumatute elementide hulga kéigi ideaalide
vbrega.

Jireldus 2. Kaks 16pliku kasvuga distributiivset vbret
on isomorfsed parajasti siis, kul nende alt taandumatute ele-
mentide o-hulgad on isomorfsed.

Jireldus 3. Kui 1b6pliku kasvuga distributiivse vdre min-
gi element on iilemrajaks n alt taandumatust elemendist koosne-
vale antiahelale, siis see element katab tdpselt n elementi
vaadeldavas vbres.

Todestus. Teoreemi 14 alusel on antud vbre V isomorfne
16plike ideaalide vdrega I*(P). Vastaku seejuures elemendile
X €V 1b6plik ideaal I=I(x) ning olgu p suvaline maksimaalne
element o-hulgas I. Vahetu kontroll nditab, et Ip=I\{ P} on
ideaal o-hulgas P. Véres I¥*(P) kui o-hulgas katab ideaali I
ideaal I. Kui mingi ideaali J korral Jg I, siis o-hulga I vé&-
hemalt (ks maksimaalne element (t&histame teda niditeks p) ei
sisaldu hulgas J (vastasel korral saaksime J=I), mistdttu
J&I . Kul seejuures I katab ideaali J, siis J=I . Sellest
arutelust n#htub, et I katab niipalju ideaale o-hulgast P, kui
on maksimaalseid elemente o-hulgas I, Teoreemi 14 tdasstusest
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tuleneb, et o-hulga I maksimaalsete elementide arv on vbérdne
arvuga |A(x)|, mis eelduse kohaselt on n. Seega, I(x) katab
tédpselt n ideaali o-hulgast P. Sellest ja isomorfismist V=I*(P)
tulenevalt katab element x t#pselt n elementi vbres V.

Jireldus 4. Iga naturaalarvu n korral on 1épliku distri-
butiivse vbre diagrammis H nende tippude arv, millest igatiiks
on n orienteeritud serva alguspunktiks, vdrdne diagrammi H
nende tippude arvuga, millest igailks on n orienteeritud serva
lépupunktiks. Muuhulgas (juht n=1) on lbéplikus distributiivses
vbres {llalt taandumatuid elemente samapalju kui alt taanduma-
tuid elemente.

Tdestus. Jireldus 1 lubab antud vbdret V tdlgendada kui
kbdigi ideaalide vbret I(P), kus P on kbdigi alt taandumatute
elementide alamhulk o-hulgas V ning duaalset vdret V* vérena
I(Q) , kus Q on kbdigi #ilalt taandumatute elementide hulk vbdres
V. Kujutus 0:I -P\I on antiisomorfism o-hulkade I(P) ja I(P¥)
vahel. Et ka V ja V* on antiisomorfsed, siis n#eme, et o-hul-
gad 1(Q) ja I(P*) on isomorfsed. Ueldust tuleneb, et n {ilalt
taandumatust elemendist koosnevaid antiahelaid on samapalju
kui n alt taandumatust elemendist koosnevaid antiahelaid. &

Osutub, et paljudel siin vaadeldavail distributiivsetel
vbredel on olemas juurdekasvu médt, s.o. eksisteerib funkt-
sioon f(x,n) nii, et alati kui mingi kbdrgust x omav element
katab n elementi antud vdres, siis tuleneb sellest, et vaadel-
davat elementi ennast kaetakse f(x,n) antud vére elemendi poolt.
Kui seejuures funktsiooni f(x,n) viirtused ei sdltu arvust «k
(tdhistame teda siis lihtsalt f(n)), kéneldakse kérgusest sdl-
tumatu juurdekasvuga vbdrest. Tdiendav informatsioon vt.
R.Stanley, Fibonacci Quart. 13 (1975), 215-232.

6.5. Olgu N naturaalarvude o-hulk arvude tavalise jirjes-
tuse suhtes, P-NeN ja Q-Nx N; o-hulkade summa ja korrutise
definitsioone vt. punktis 1.5. Osutub, et o-hulk P on 1épliku
kasvuga ja I*(P)=Q.

Kbigepealt, summa definitsioonist l#htudes on kerge mbis-
ta, et o-hulk P on ldpliku kasvuga. Tdestame. et vébred I*(P)
ja Q on isomorfsed. Selleks mirkame, et o-hulga P ideaal I
midrab lheselt komponendid I, ja I, ning I=I U I . Seame lbp-
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likule ideaalile I vastavusse naturaalarvude paari (11,12),
kus i, on komponendis I, (¢=1,2) mittesisalduvaist naturaal-
arvudest v&him. Kerge on mdista, et kirjeldatud vastavus o-hul-
ga P 1loplike ideaalide I ja naturaalarvude paaride (i ,1,) ¢
€NxN vahel on bijektsioon. Lisaks mirkame, et o-hulgas I¥(P)
kehtib Ic J parajasti siis, kui (i, ,i;)=(j,,Jj;) kehtib o-hul-
gas Q.

Yeldust j&reldub, et vbéred I*(P) ja Q on isomorfsed.
Tulenevalt lausest 6 on vdre I* (NeN) 16pliku kasvuga distri-
butiivne vbre, mida nimetame Pascali véreks.

6.6. Arvupaaride hulka
@ ={(n,m) | neN,me{04}]
vaatleme o-hulgana, lugedes temas
(n,,m’) g (n, m),
kui kas n'=n ja m'=m vdi siis m'=0 ja n'<n; o-hulga ¢ diagram-
mi vt: joonisel 10. N&diteks, (3,1)s(3,1), (3,0)<(4,1), kuid
an E (3,0)=(2,1), (3,1)x(2,1). Osutub,

et o-hulk ¢ on 1ldpliku kasvuga.
Esiteks, (iga) element (n,m)e ¢
sisaldub o-hulga ¢ 1&plikus ideaa-
lis I(n,m)’ I(n,m)={(n',m')l(n'ﬂnW

€%, (n',m'x<(n,m)}; niiteks on
joonisel 10 toodud ideaal 1(4 1)’
Joon. 10. millesse kuuluvad ¢ elemendid on

[¢X)]

[20)

kujutatud rasvaselt. Teiseks, antud vdimsust k€ N omab vaid
16plik arv o-hulga ¢ ideaale. Tdepoolest, omagu ideaal I vdim-
sust k., Tdhistanud x,=(j,0) € ¢, j=1,2,... , olgu i véhim sel-
lina tdisarv,.et € I. Siis
on kerge mdista, et elemendid
Xyr Xzreeer¥X—; Sisalduvad vaa-
deldavas ideaalis I ning selle
ideaali {ilej&dinud i elementi
omavad tingimata kuju (m.,1),
3=1,2,...,1 , kus{n\,md...,m.}c
cf{1,2,..., ¥-1i}; illustrat-
siooni vt. joonise™ 11, kus
Joon. 11. ideaali I elemendid on kujuta-

56



tud rasvaselt. Seega, K elementi sisaldava ideaali mddrab tdie
nisti dra alamhulga {m1,...,m{] valik (k-i)-elemendilises na-
turaalarvude hulgas {1,2,...,k-i}. Siis n¥htub, et vbimsust ke
€ N omavate o-hulga ¢ ideaalide arvuks FK on

Loeme veel, et F =F =1. Seos FK=FK_1+F 2 (k=2) j¥reldub saa-
dud tulemusest vahetu arvutusega Ja nditab, et arvu Fx ndol
on meil tegemist k-nda Fibonacci arvuga.
Tulenevalt lausest 6 on vbre F=I*(¢) 1b6pliku kasvuga
distributiivne vbre, mida nimetatakse Fibonacei vdreks.
Paari (I,0), mille esimeseks komponendiks on 1léplik ideaal
I o-hulgas ¢ ja teiseks komponendiks o-hulga I mingi o-bijekt-
sioon ¢ o-hulka {1,2,...,1Xl},
nimetatakse Fibonacei tabeliks;
seejuures ideaali I nimetatakse
selle tabeli vormiks, arvu {I{-
Xg tabelt suuruseks. Niiteks, vaa-
Mz deldes joonisel 12 toodud ide-
aali I ja o-bijektsiooni

Xq X3 X3 my Xg My
€-\12 34 5 ¢ % 8/
saame Fibonacci tabeli, mis on
Joon. 12. toodud joonisel 13.

Eksisteerib 1-1-vastavus A suurust Xk omavate Fibonacci
tabelite (I,o) ja jirku 2 omavate
k-substitutsioonide 4 vahel. Tée-
poolest, iga z=(n,m) « I korral ti-
histame z (n,1-m); soovitud 1-1-
vastavus tekib, kui substitutsioon

Joon. 13. 4 anda seostega

, re(z), cul ¢,
(I,6) =4 , kus /3(5(2))=1¢(29,kui2’el'.

Meie poolt vaadeldud n#ites (vt. joonist 13) on vastavaks sub-
stitutsiooniks 4=(18) (2) (34) (56) (7); siin on substitutsioon &
antud tsilklite korrutisena.
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Samuti eksisteerib 1-1-vastavus g {ht ja sama vormi ja
suurust K omavate Fibonacci tabelite (jdrjestatud komponenti-
dega) paaride ((I,0);(I,t)) hulga ning kbéigi k-substitutsioco-
nide 4 hulga vahel. Kui substitutsioon 4 defineerida seos-
tega

(LLE)° =5 | e (o) ={ ik

Kue g€ T,

tekib soovitud 1-1-vastavus, millel on jirgmised omadused:

(1) kui (I,6);( , sits (LD); -,
ja
(2) (1,6)5(L6)" = (I,6)*

Ulesanne kontrollida, et kirjeldatud viisil antud kujutused
4:K -K on substitutsioonideks (esimesel juhul t#iendava oma-
dusega 42=e, kus e on Hhiksubstitutsioon) ning et vastavused
4 ja 0 on tbepoolest bijektsioonideks, ji#b lugejale.

6.7. Tdhistagu Y kdigi selliste jadade v=(v1,va,.n,vi oes)
hulka, mille komponentideks vy on mittenegatiivsed t#isarvud,
mis esinevad jadas mittekasvavas jdrjekorras ning nende seas
on vaid léplik arv nullist erinevaid. T4histame x(v)=zvi. Kui
mingi jada “=(“1’"a""’ui"") Puhul kbdigi ie N jaoks,
siis loeme vsuy hulgas Y.

Osutub, et vére Y on isomorfne vérega I*(N*N). Tdepoclest,
igale jadale v=(v1,va,...,v ... ), kus Vr>Vr+1=°= vee=0~,0..,
vbdib seada vastavusse ideaali I(v)c I*(N*N) jHrgmiselt: loeme
(1,3) € I(v) parajasti siis, kui 1sisr ja 1stvi. Antud defi-~-
nitsioonist tuleneb, et I(w)c I(v), kui k(u)sx(v) ja kbdigi
i€{1,2,...,k(u)} korral kehtib Sellest n3htub, et ¥
ja IXN*N) on isomorfsed kui o-hulgad ning seetdttu ka kui dist-
ributiivsed vbéred. Vbret Y= I* (N*N) nimetatakse Youngti vdreks.

Youngi vbre elementi v=(v,,va,...) saab skemaatiliselt
esitada ruudukeste massiivina, mis kdigis oma ridades algab
Uhes ja samas veerus, vi ruudukest i-ndas reas; saadavat ruu-
dukeste massiivi nimetatakse Youngi diagrammiks vormiga v ja
tihistatakse [v]. N4diteks, elemendile v=(5, 2,2,1,0,...) vas-
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tav diagramm [5,3,2,2,1] on toodud joonisel 14. Rilhmade esi-
tuste teoorias selle algpdevist peale leiavad olulist kasuta-
mist nn. Youngi tabelid. Vormi v
I omav Youngi standardne tabel
kujutab endast Youngi diagrammi
[v] ruudukeste tiidet arvudega
hulgast {1,2,...,k(v)} nii, et
igasse ruudukesse on kirjutatud

arv nimetatud arwvuhulgast ja et
Joone.14. igas reas ja veerus arvud moodus-
tavad kasvava jada. Nditeks, on olemas 5 Youngi standardset
tabelit vormiga [3,2] (vt. joonist 15):

1]2]5] 1]2]4] 1]2]5] 1]3]4] 1]3]5]
45 35 3[4 2[5 2|4
Joon. 15,

§ 10 ndeme, et Youngi standardsel tabelid vormiga v on iksiihe-
ses vastavuses tihedate ahelatega o-hulga Y elementide & ja v
vahel.

§ 7. TUKELDUSTE VOREGA SEQTUD ARVUDEST

7.1. Stirlingi arvud (esimest ja teiet liiki) saavad tra-
ditsioonilise méddratluse seostest vastavalt
n
(), =3o sCn,k)xK 40 x" =2 S K)x) ;
Keq J J

siin (x)x=x-(x—1)-...-(x-x+1). Belli arvud antakse valemiga

Ba =2 S(nyk).

Kdesolevas paragrahvis defineeritakse nimetatud arvud
tilkelduste vbére nn arvuliste karakteristikutena ning lineaar-
algebra vahenditega leitakse nende omadused; vbdre nn kohta vt.
punktis 4.5. Esmakordselt realiseerus niisugune vaatekoht G.-C.
Rota td%s (Amer. Math. Monthly 71 (1964), 499-504).
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7.2. Fikseerime n-elemendilise hulga S ning vaatleme
kdikvbimalikke funktsioone f:S + X viirtustega ldplikus hulgas
X, |X|=n. Koigi selliste funktsioonide hulga t4histame x>,
elemente hulgas xs on x” tikki. Iga funktsioon f£:S + X mdirab
hulgal S teatava ekvivalentsi w: (848" (v) hulgal S)&>(f(8)=£f£(s8"
hulgas X); nimetatakse seda ekvivalentsi funktszooni f tuumake
ja tdhistatakse Ker f.

Kiisime, kui paljudel erinevail funktsioonidel fe x5 on
iks ja seesama tuum? Tdhistagu n(w) ekvivalentsile r vastava
tilkelduse tiikkide arvu. Mdrkame, et tuuma ™ omaval funktsioo-
nil on viirtuspiirkonnas n(rx) erinevat elementi; tdesti, oman-
dab ju selline funktsioon tervel n-tilkil #tht ja sedasama vd4r-
tust hulgast X. J&drelikult, kiisimus redutseerub selliseks: kui
palju on n(r)-elemendilise hulga injektsioone hulka X? See uus
kiisimus on aga samavddrne niisuguse kiisimusega: kui paljudel
eri viisidel saab hulgast X valida n(w)-elemendilist mdrgista-
tud alamhulka (selle alamhulga elemendid on injektsiooni vHd&r-
tusteks vastavalt esimesel, teisel,..., n(w)-ndal tiikil)? Vas-
tus on teada - valida saab (x)n(") viisil.

Et iga ekvivalents r hulgal S on teatava funktsiooni
f:S X tuumaks, siis saame vdrduse

u'ze;lncx)"") - (1)

Seos (1) kehtib ldpmata paljude naturaalarvude x korral. Jdre-
likult, teda vdib vaadelda kahe poliinoomi vdrdusena.

7.3. Tutvume arvude Bn—lnnl omadustega, vdttes kisitluse
aluseks eelmises punktis saadud seose (1).

Et poliinoomid pu(x)é(x)u, u=0,1,2,... moodustavad ratsio-
naalarvuliste kordajatega poliinoomide vektorruumi Q[x] baasi,
midravad valemid

L((x)u) -1 , W= 0,1, 24 (1)
#heselt teatava lineaarfunktsionaali L:Q[x] -+ Q. Rakendanud L
seose (2.1) mdlemale poolele ning arvestanud definitsioone (1)

ja Bn=|nn|, saame

n =’%;’f ‘=%ﬂ L((")n(r))z L(x ). (2)

Tuginedes seosele Bn=L(xn), leiame kdigepealt rekurrentse
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valemi arvude Bn jaoks. Selleks mirkame, et suvalise poliinoco-
mi p(x)e Q[x] korral kehtib seos

L (P(XJ)=L(X-P()<—4))_ . (3)
Tdepoolest, olgu p(x)= I p,(x);, pye Q. Uhelt poolt,
i2o

Lipe)=L(Z peCh)=2 P LO%)=Z pe .

Teiselt poolt,

Lx-pe=1))= L{Z pex-(=0) = L(Z Pi®as) =3 p: .

¥
Saadud tulemused on vbrdsed, millest ka (3) bigsus.
Konkretiseerime p(x)=(x+1)n seoses (3),

L((x+D™) =L (x-({(x (4)
vérduse (4) vasakut poolt teisendame
L((x+4)) =L .

vébrduse (4) paremal poolel saame
L(x-((x=0+1)") = L(x""") = Bneq,

Olemegi saanud rekurrentse valemi

B,. =§ (%)Be . X (5)

Saadud valem (5) koos algtingimustega B1=1 ja Bz=2 nd tab,
et arvude B, ndol on meil tegemist Belli arvudega (8. ekspc-
nentsiaalsete arvudegal); vt. [12].

Leiame eksponentsiaalse genereeriva funktsiooni Belli

arvude jaoks, B(t)= I %?tn. Selleks mdrkame, et
. n>o
By 4n
= =a =
Bt) =2, 5t <5

Vétame 1+z=e® ning leiame

L) =L ((4+2)) = L (S Sngn) —

ave !

Saime soovitud tulemuse n (et—4)

B(t) =2 Brt"=e (6)
Funktsionaali L vdib toodud arutlusest elimineerida ning tema
kasutamist siin tuleb vaadelda kiire vahendina koefitsientide-
vaheliste seoste saamiseks kahe (formaalse) rea vdrdlemisel. X

Lihedaste vbtetega tuletame nn. Dobinski valemi Belli
arvudele:
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By, = 2 (1" +T+§+...)_ (7
Selleks mdrkame kdigepealt, et

millest ndeme, et funktsionaal L rahuldab seost

Seetdttu suvalise poliilnoomi p(x)— I P, (x) korral

n2o
L (px)) =2

Konkretiseerides p(x)=xn saadud vdrduses, jduame soovitud

o) =4 (2 57),

valemini

)1

7.4. Tdhistagu ¢

Kroneckeri simbolit, 61j={1' kui .
Valemid

i3 0, kui i#j.

L.g(Pu(x)) - ) u= o/ (1)
midravad Uheselt lineaarsed funktsionaalid LK:Q[x] Q, k=0,1,

2,... . Seosest (2.1) saame arvude S(n,K)=|{ﬂe‘Hnln(ﬂ)=K}|
jaoks jdrgmise m#d&ratluse

S("’k)=%r_1’..,'—n$; 1 = L, (x"), (2)

Tuginedes seosele (2), tuletame arvude S(n,k) omadused.
Kdigepealt, kehtib vdrdus

Slnet, k)= + K. S(n, ), (3)
Selleks veendume, et seos
L (x-po) =Ly, (pO)+r- L (p(x) (4)

on dige suvalise p(x)e& Q[x] korral. Funktsionaalide lineaarsu-
se tdttu piisab (4) kontrollida ruumi ©[x] baaspoliinoomidel:
Lo (% pu(x)= Leeg (Pux) +kLe (5)
thelt poolt,
Le(xputx) =L U pulx)) -
= nCF«+1(x))+ung (Pu(")}:

- u+d + W oKk, u
Teiselt poolt, vdrduse (5) paremal poolel seisab arv § +

+x-<5K ur Vaadanud 1&bi kolm juhtu (u=x; u=k-1; u#kx, k-1), veen-

dume, et vdrdus Gx,u+1+u-6K,u=6x_1,u+x‘6K'u kebht: Spetsiali-
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seerides p(x)=xn tdestatud seoses (4) ja arvestades (2), saa-
me (3). H
Tdestame niild seose

S(n+4, k) (c)-8(i,e-1). (6)
Mirkame, et definitsioon (2) lubab sellele seosele anda kuju

Ln_ (Xn‘H) = Z‘ ('L‘) Llc-q (xi)
L (x-((x=1) ((x+4) ),

ehk

Osutub, et suvalise g(x)e Q[x] korral kehtib

(i(x)l (8)
Tdepoolest, avaldanud g(x) baaspoliinoomi kaudu, q(x)=i§0qip1(»,
q; € Q, leiame, et

Loy 42
—L.g(‘%oic(x-pz —Lx Qr-1,

Lro
millest jidreldubki (8). Konkretiseerides q(x)=(x+1)n seoses
(8), saame (7) ja seega ka u6). X
Leiame eksponentsiaalse genereeriva funktsiooni § (t)=
S

=n§°———ET— arvudele S(n,kx) fikseeritud indeksi k korral, ka-

sutades definitsiooni (2). Selleks midrkame, et

nzo Ly 2] n3o

Olgu 1+z=et, siis eXt=(1+z)x=nE°(x)zn, mistdttu
-z —— =
=;E: 35

nzo

vt. ka mirkust valemi (3.6) jdrel. Ndeme, et

Se (¢ " ; (9)

Arvestades, et S$(n,0)=0 ja S(n,1)=1, jédreldame seosest
(3), et arvude S(n,k) ndol on tegemist Stirlingi teiet Lliiki
arvudega; vt. [2], 1k. 32.

Stirlingi teist liiki arvude miiratlus tilkelduste vdre
kaudu (vt. seost (2)) vdimaldab anda vahetu kombinatoorse tdes-
tuse mitmetele tuntud valemitele, nditeks valemile
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Z(US(KM)-5("-'¢,])=(°TJ)-S(n,r,'-roz') (10)

Tdepoolest, olgu S.1ldéplik n-elemendiline hulk. Fikseeri-
me arvu kK, 1SKSn ning tilkeldame hulga S nii, et S=S¢U Sa,

Isy =K, |S;l=n-k. Alamhulgad S; ja Sa tilkkeldame edasi vasta-
valt i ja j tiikiks. Et hulka S, saab S(k,i) eri viisil tiikel-
dada i tilkiks, hulka Sz aga S(n-x,j) eri viisil j tilkiks, siis
k-elemendilise alamhulga Si<c S antud valiku korral (hulk S,=
=S\S, on S, valikuga juba iheselt mi4ratud!) on S(x,i)-S(n-k,3j)
erinevat, vaadeldavat tiilpi tidkeldust hulgal S. Kuid hulga S
k-elemendilist alamhulka S, saab valida (y) eri viisil, mis-
tdttu fikseeritud k korral on hulgal S vbimalik teostada
(n)S(K,i)'S(n-K,j) vaadeldud tilipi (e. kahekordset) tilkeldust.
tldse kokku on hulgal S vdimalik teostada

35 (3)S(x,0)-S(n=k,4)
kahekordset tilkeldust. Sellega on antud kombinatoorne inter-
pretatsioon vdrduse (10) vasakule poolele.

Teiselt poolt, n-elemendilise hulga S saab S(n,i+j) eri
viisil tilkeldada i+j komponendiks ning iga sellise tilkelduse
korral vdib saadava komponentide hulga ( J) eri viisil tilkel-
dada kaheks klassiks - ilhes i, teises j komponenti. Seetdttu
on hulgal S vdimalik teostada (1TJ)'S(n,i+j) kahekordset ti-
keldust. On saadud kombinatoorne interpretatsioon vdrduse (10)

paremale poolele.

Et mblemal juhul loendati ilhe ja sama hulga elemente
(kahekordseid tiikeldusi n-elemendilisel hulgal S), siis on
saadud arvud Lo

ja (°79)-S(n, i4g)
vordsed. I

7.5. Vaatleme n eristatava jirjestatud objekti paigutusi
x eristatavasse jirjestatud pesasse. Selliste paigutuste ild-
arvuks on x(n)=x(x+1)'...'(x+n-1); vt. [12], 1k.118. Teiselt
poolt, iga vaadeldavat tiilpi paigutusi saab tdlgendada kompo-
sitsioonina SfﬁS 22X, kus f' on bijektsioon ning £" on kujutus
hulgast S hulka X. Iga bijektsioon f':S =S mdérab aga iheselt
S tiikelduse tsilkliteks ja vastupidi; vt. [2], art. 5.2. Et an-
tud tilkeldust 7 tuumaks omavate funktsinonife f£":8-+X arvuks
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xn("), siis jbuame vdédrduseni

™=z 0 M
kus I* tdhistab hulga S kdikvdimalike erinevate tsiikliteks

tilkelduste hulka. Siinjuures, et hulka X saab valida lbdpmata
paljudel eri viisidel, siis (1) on x-poliincmiaalne vbdrdus.

Saadud vbrdus (1) vbdimaldab uut viisi tdestada arvude
c(n,x)2|{n € 1*|n(1)=x}| omadusi; definitsioonist nihtub, et
arvu c(n,k) vdib k&sitleda kui selliste n-substitutsioonide
arvu, millel on tdpselt k tslklit.

vbdtame kasutusele lineaarfunktsionaalid szo[x] +Q, K=
=1,2,..., kus T on defineeritud vbrdustega

on

7;:("“) - &c)u ,u=0, 1,... (2)
Rakendanud funktsionaali Ty vbrduse (1) pooltele, saame

Ter = > A4 - 3)
XMy yn(T)=K
Saadud vbdrdust c(n,K)=TK (x ) késitleme kui arvude c(n,k)
definitsiooni ja tdestame valemi
c(n,k)-CCn-4, 4)"'(""")'0("“19 K), (4)

Téepoolest, seoseid (3) kasutades saab valemile (4) anda

kud
uju -,"'c (X("’) =-Ec—4 (xcnq)) +(n-1). Tx Cx(n—q))
ehk )
T« (( = 7;-4 (x“_‘ )
Osutub, et iga vektori p(x)e Q[x] korral kehtib
TK((x+n—4)-F(X)) = (pe)) +(n=1)T, (5)

Seost (5) piisab kontrollida vektorruumi Q[x] baasi {x"|u=
=0,1,2,...} korral
Ta ((x+n=1)x" =Ty (x*) + (n-1)-Tc (x*),

5k,u+4 + (=08 u = Sk-t,u +(n-1)6x,u , (6)

8.0.

Vaadanud libi vdimalikud juhud (u=k, u=k-1, ugx & ugx-1),
veendume, et vdrdus (6) kehtib tdepoolest. X
Arvud c(n,kx) vbdimaldavad seose (1) anda rohkem tuntud

kujul
n ®
™ =2 x=, ™

mis j44b digeks, kui temas teha asendus x + (=x):
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(- 1)" . x(x— (x=n+4) =" (-1 eln,k) x<
ehk
() =32 0" ecn 0" (8)

T4histame 4 (n,k)(-1)%"

1i T, seose (8) pooltele, saame vahetu miiratluse arvudele
d(n,x): & (n,K)=TK((x)n) .
Tdestame rekurrentse valemi

*c(n,k) . Rakendanud funktsionaa-

K)—4(n,xk-1)— n-Aln,K), (9)
Kasutades arvude 4(n,x) m#iratlust funktsionaali TK kaudu,
saame (9) anda kujul

7‘;< ((x)n-n): ((")h) - n7,'< ((")n)

ehk, mis sama,

7!! ((x_n)'(x)’l) - - ((x>”) (10)
Osutub, et {ildisemalt, on dige seos
Te ((x=1)-p0) = Teey (p00)) =T (PCO) (1)

iga p(x)e Q[x] korral. Piisab, kui viimast vérdust kontrollida
baasi {xu|u=o,1,2,...] korral, s.o. piisab veenduda seose
Te ((x=n)x4) = (x*) = nTg (x4) (12)

bigsuses. Definitsioonidest (2) n&htub, et (12) on samaviirne
K, ut1 0%, u=0k—1,u 0" Ok, r Mis kehtib tdepoolest;
piisab 1libi vaadata juhud u=k, u=x-1, u#k & u#x-1. X

Lisanud valemile (9) rajatingimused 4 (n,0)=0 ja 45(1,1)=1
jdreldame, et arvude 4 (n,k) ndol on tegemist Stirlingi eeimeet
121ki arvudega; vt. [2], 1lk.31.

vbrdusega § né

§ 8. ALAMRUUMIDE VOREGA SEOTUD ARVUDEST

8.1. Fikseerime lépliku (e. Galois') korpuse F, milles
olgu q=pm elementi (p - algarv); Galois' korpuste kohta detail~
semalt vt. [9], 1lk.158. Mdbdtega n vektorruumi Vn=Vn(F) kbdigi
alamruumide 16pliku vére*) (vt. punktis 5.3) A, elementide

x
) Juhul, kuli on vaja rdhutada, et pdhikorpuses F on g elemen=-
ti, tdhistame vektorruumi Vn(q) ja vbret An(q).
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koguarvu tdhistame Gn’ kbdbrgust x omavate elementide arvu aga
[2]. Seega,

[o]=l{Aehnldim A=} 30 Go=ldn ==L a

arvud [®] (vahel tihistatakse neid ka (x)q) olid arvu-
teoorias gq-poltinoomidena (e. Gaussi poltinoomidena) tuntud am-
mu (C.F.Gauss, Werke, 2, 1863), teada oli ka enamus nende
kiesolevas paragrahvis vaadeldavaist omadustest. Lineaaralgeb-
ra pdhitbédedele tuginev meetod, mida kasutasime eelmises para-
grahvis Belli ja Stirlingil arvude omaduste leidmisel, td&tab
siin Galois' arvude G Jja Gaussi arvude [:] korral; vt. J.
Goldman, G.-C.Rota, Studies in Applied Math. 49 (1970), 239-
258.

8.2. Olgu antud suvaline ldéplikumbddtmeline vektorruum X
ile korpuse F; t#histame x=|X|. Vaatleme kdikvdimalikke line-
aarkujutusi ruumist Vn ruumi X ja leiame nende hulga H(X) vdim-

suse kahel erineval viisil.

Selleks fikseerime ruumis Vn suvalise baasi {51,...,en}.
Iga kujutus P e H(X) on Uheselt m#iratud oma vddrtustega baasi-
vektoreil, aga erinevaid vbimalikke viirtuste komplekte kuju-
tuse P jaoks on *x" tikki.

Seega, |H(X)] =x",

Teiselt poolt, kasutades lineaarkujutuse tuumaruumi mdis-
tet ja vdimalust alamruumi baasi t#iendamiseks kogu ruumi Vn
baasini, saab ka leida arvu |H(X)|. Téepoolest, olgu alamruum
NV , dimFN=K, fikseeritud. Valime ruumis V baasi {e;,...,
€1 rCppqreen mille esimesed x vektorit moodustavad alam-
ruumi N baasi. valitud baasi seisukohalt t&hendab lineaarkuju-
tuse P tuumaruumi {ihtimine alamruumiga N seda, et on rahulda-
tud jd3rgmised kaks tingimust: (1) P(ei)=5, i=1,2,..., ja
(2) operaator P el kujuta nullvektoriks Uhtki mittetriviaal-
set lineaarset kombinatsiooni {ilejd&#nud baasivektoreist Cygr
ceer€p. Seda arvestades saab kergesti loendada neid lineaar-
kujutusi Pe H(X), mille tuumaruumiks on alamruum N. Selleks
m¥rkame, et P vdib kujutada: baasivektori L igaks nullist
erinevaks vektoriks ruumis X - selliseid vdimalusi on x-1;

baasivektori §K+= igaks vektoriks ruumis X, mis ei asu
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poolt médratud sirgel, s.o. mis pole P (e ) kordne - vdima-

K+1

lusi x-q, vektori e igaks vektoriks ruumis X, mis ei asu

K+3
P(ex,,) ja P(e,,,) poolt mddratud F-tasandil - vdimalusi on
x-q“, jne. Kokkuvdttes, vdimalikke vdirtuskomplekte P(exﬂ ),
...,P(en) on (x—1)-(x—q)-...-(x-qn X 1‘) tilkki. Et ruumis Vn on
K-mbdtmelisi alamruume [E] tilkki ja iga k € {0,1,...,n} korral

on igailiks neist teatava lineaarkujutuse P& H(X) tuumaruumiks,

siis a4
IHOO= 22 3] (=g ) .

Arvestades eespool saadut, ndeme,
X" [ RJoxe=1)(x=g e +4. x 2)

Et seos (2) kehtib ldépmata paljude x € N korral (vektorruumi X
valikut saab varieerida), siis vdib teda tdlgendada kahe polii-
noomi vdrdusena.
Tdhistame
PeC J2 9 .
Asjaolust deg pu(x)=u tuleneb, et poliinoomide jada (pu(x) fu=
=0,1,2,...} on ratsionaalarvuliste kordajatega poliinoomide
vektorruumi W=Q[x] baasiks. Seetdttu on iga lineaarne funkt-
sionaal W =@ tlheselt miiratud oma viddrtustega poliinoomidel
P, (x), u=0,1,2,... . Vaatleme lineaarfunktsionaali L:W =@,
mis antakse valemitega
LCputx)) =1, u=0,1,2,.. (3)
ja lineaarfunktsionaale LK:W -Q, k=0,1,2,..., kus iga an-
takse valemiga
Pulx = ,U=04,2,. (4)
Rakendanud vdrduse (2) mdlemale poolele funktsionaali L, saame

L (x") = Gp . (5)
Summeerimisindeksi ja -jirjekorra muutmisega saab vordusele

n
N = Z: [n—n] (2')

Rakendanud vdrduse (2') mdlemale poolele funktsionaali LK,

(2) anda kuju

saame

l_-n—n.] = L:("n}. (6)
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8.3. Kehtib jdrgmine rekurrentne valem

Gpeg = 26Gn + ( Gn-q . 1)
Tdepoolest, seosed (2.5) lubavad valemile (1) anda kuju
Lx™)=2Lk&)+(q" . (2)

Kasutame niiid poluénoomi p(x) Euleri tuletist - lineaaroperaa-
torit Dq:W -W, mis midratakse valemiga

[P(‘Lx)—/’(")]. 3)

Leiame, et

w 1
Dixu - (‘LX) - X =(q’u_4)_xu-4 0

ja

1

Pu-4 (x).

Kasutades vdrdust (4), saab tdestatavale valemile (2) anda
kuju
L (x-x") =2 L(x") + L(Dgx") (6)

Kuid {x"In>0, ne 2} on vektorruumi W baas, mistdttu (operaato-
ri Dq ja funktsionaali L lineaarsust kasutades) valemist (6)
tuleneb

Vpre W, £ (x-pe0) =2 L (ptd) + L : &)

Nditame, et seos (7), millest spetsialisatsiooniga tule-
neb (2), tdepoolest kehtib. Lihtume iihelt poolt seosest

Pata(x)+q" palx) = x: Palx),
Funktsionaali L rakendamine selle -vérduse pooltele annab
1+g" = L(x-patx)) , (8)
Teiselt poolt, l&htume vordusest (5). Liidame tema pooltele

2pn_1(x) ning seejirel saadud vdrdusele rakendame funktsionaa-
1i L:

L (D4 prce) ©)
Seosed (8) ja (9) niitavad, et ’

L{x pa(x)) =2 L(pax)) + L(Dy palx)).

69



Et viimane vdrdus kehtib ruumi W baasi {pn(x)lnzo} vektorite
jaoks, siis on ta dige ka iga p(x) € W korral pn(x) osas. H
Leiame genereeriva funktsiooni Galois’ arvude G, jaoks;
seejuures otsime nn. Euleri genereerivat funkteiooni  arvude-
le Gn’

Gat
G(t) (10)
Tdestame, et otsitava formaalse rea annab valem
1
Z:I 1-qg"¢}F an

Lihtume seosest (7), kus asendame p(x) poliéinoomiga qu(xL

Saame
V pooeW, L(x-Dy pa) - 2L (Dy pe)+ L (D] pesy),

Spetsialiseerides p(x)=xn ja arvestades seoseid (4), leiame

millest (L lineaarsuse tdttu) tuleneb

o CLOO-LE) = AL+ @G )L ()
e

in Gn = Gn )
Korrutame viimase vdrduse vasakut ja paremat poolt avaldise-

n

ga 7
(1-9)4-¢)... (1-4")

ja summeerime {ile kdigi mittenegatiivsete tdisarvude n. Saame
Glqt)= G(£)- 2¢- G(t) ++*-G(t),

Saadud valemist ndeme, et

jne R

milles asendused noolte suunas viivadki meid valemini (11). &
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8.4. Lihtunud seosest (2.6), leiame arvude [ 2] mdned
omadused.

Kehtib valem
n i"“
[n—nc]'—"-_,zo‘:__’i‘ (1)
Tdestuseks veendume, et suvalise polinoomi p(x) ¢ W kor-
ral
(2)

Tdnu funktsionaali LK ja operaatori D _ lineaarsusele piisab,
kui seost (2) kontrollida baaspolitnoomidel p (x):

(3L (pux) = Patx), 3
Kui arvestada seost (3.5) ja definitsioone (2.4), vbdtab (3)
kuju

(tf ' (4)
Vaadanud 1ldbi siin vdimalikud juhud u=x ja u#k, veendume, et
seos (4) tdbesti kehtib, millega on pdhjendatud ka (2). Spet-
sialiseerides p(x)=xn seoses (2), saame

Lg(xn) - LK—‘I( )o
millest definitsiooni (2.6) ja vdrduse (3.4) tdttu tulenebki
(1). x

Valemit (1) rekursiooniseosena télgendades leiame
[ Ll ] -1 [ 1_ ‘L -1.r
n—-k | = 1K._.4 qk._. L(” 4)—foc—41 -

n_, n~t_y . q_n—(r-f)_,! rn-c7

qk_1 ) 4 Lon-xJ.

Kuid [ ]=1. Oleme saanud

R eL TP R D) (5)
Viimasest valemist n&htub (fakt, mis tuleneb
ka vbre eneseduaalsusest) .

Tdepoolest, ithelt poolt

Teiselt poolt,mdrkame
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rnmir n (4"-1)- ...  (g-4)
(35-1)....- (9-1)
Saadud murdavaldistel on lihesugused lugejad ja ka tihesugused
nimetajad, millest tulenebki [nnx]=[n]. )¢
See tdhelepanek nditab, et arvud [®] véib defineerida ka
vbrduste

[]=Lelx™) (6) -
abil (vbrduste (2.6) asemel). Seda asjaolu kasutame hiljem
arvude [z] mdéningate tiiendavate omaduste leidmisel. Lisaks

on meil niiid valem

Lel- (=g~ 4. (g-4) 7
Kehtib nn. Paecali q-valem
[21=C%"]+g"- L 0. (8)
Tdestatud vdrdus (6) lubab valemi (8) esitada kujul
= Loy (an) @
Osutub, et iga poliinoomi p(x) € @[x] korral kehtib seos
Le (x-p0x)) = Li—s (px) +9° Lo (ptxd), (10)

1 annab soovitud vdrduse. Tde-

milles spetsialisatsioon p(x)=xn
poolest, lineaarsuse kaalutlused n#ditavad, et seost (10) piisab
kontrollida baaspoliinoomide pu(x) korral:

Le (x-pu0) =Le-1{pPa + Li(putx)

ehk, mis seose x-pu(x)=pu+1(x)+qu-p(x) tdttu sama,

LeCpury  + LiclpuG)=g"Lie(Pul)+ Loy (Pulx)).
Funktsionaalide Lx definitsioonist ndhtub, et viimane seos ku-
jutab endast vbdrdust

Se,urt +9" Scu = 9° Seu t . (11)
Vaadanud siin 1&bi kdik kolm vdimalikku juhtu (u=k-1; u=k;
u#k, k-1) veendume, et (11) kehtib. Ulaldeldut arvestades on

sellega tthtlasi ka valem (8) pdhjendatud. X

8.5. Tdhistagu N(kx,1) kdigi nende x-mddtmeliste alamruu-
mide arvu n-mddtmelises vektorruumis Vn(F) iile g-elemendilise
korpuse F, mis sisaldavad ruumi V'l fikseeritud Ghemddtmelist
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alamruumi. Kehtib valem
n-aq [el-[d] (1
N(K)") n—r.] _—I_Tl_—
Tdepoolest, olgu I kdénesolev ilhemdbdtmeline alamruum ruu-
mis Vn. Alamruumide vbre An eneseduaalsust kasutades mérkame,

et

Ne)=l{w] Vo,dimW=x,] }=

Et tbestada valemi (1) teist vbdrdust, vdtame kasutusele
(kahealuselise) graafi % tipuhulgaga V(‘:f)=V“)u , vV
(1V(K)=¢, kus V(1) on ruumi kdigi 1-mddtmeliste alamruumi=-
de hulk ja on ruumi Vn kdigi k-mddtmeliste alamruumide
hulk ning loeme, et paar (A,B), kus Ae€ V(” ja BeV(K) on
graafi servaks, kui A< B; vajalikud mdisted graafiteoo-
riast vt. [21]. Servade hulga E(Y¥) saab loendada kahel eri-
neval viisil, kasutades graafi % kahealuselisust. Tdepoolest,
et iga tipu B!EV(K) lokaalne aste £(B) on[?] (sisuliselt -
ithembddtmeliste alamruumide arv fikseeritud x-mddtmelises alam-
ruumis B) ning |v® |=[:], siis ilhelt poolt

JECH =g 2(8) =[R][5].

Teiselt poolt, iga tipu Ae‘V(1) lokaalne aste on N(x,1) ja

selliseid tippe on |V(1)|=[n] tikki, millest

n
= . (K4)
FECOL oo [3]-Nx1),
Saadud tulemuste ilhendamire annab soovitud vbdrduse.
Arvude [2] miiratlus alamruumide vbére kaudu vdimaldab

kergesti tdestada ka Vandermonde'i? q-valemi, mille kohaselt
suvaliste mittenegatiivsete tHdisarvude 2, & ja k korral kehtib

vdrdus
(2)
Tdepoolest, olgu (n+4) -mdbtmeline vektorruum ile
Galois' korpuse GF(qg). Ning olgu ruumi mingi 1-mddt~

meline alamruum, mille fikseerime kogu j&rgnevaks arutluseks.
Asjaolu, et vdrduse (2) vasak pool niitab ruumi kdigi
k-mbbtmeliste alamruumide arvu, viib mbéttele interpreteerida
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samas vaimus ka vbrduse (2) paremat poolt. Selleks vaatleme

iga i€ {0,1,...,x} jaoks ruumi kdigi selliste x-mdbtme-
liste alamruumide W hulka m&lle korral dimGF ‘g (V”_n W)=1i.
T4histame niélwil ning olgu W=|JW.. On selge, et

i1=0

[%4] = = £
Lisaks,osutub bigeks vérdus
A (e-(e-0)
"i‘[%}’fn—t}'i 9 (3)
millest saame

s m.o.t.t.

Jddb pbhjendada vérdus (3). M&rkame, et i lineaarselt
sbltumatut vektorit e,,...,8; saab alamruumis  valida
(?’1_4)(7}_1)- e (1’1. _Qt-ﬂ)
eri viisil. Iga taolise valiku korral saab Ulejd4nud k-i 1i-
neaarselt sdltumatut vektorit {,,... 8,y valida

S n) s pes [ i ~L~1
(37°-9"M4 (9" ~q )
viisil nii, et vektorite komplekt { CIPR ,ei;Z1 peees joleks
mingi alamruumi W€ W baasiks. Seejuures saab

viisil valida vektorite komplekti {51 ,...,eiJ nii, et need
mddraksid tthe ja sama lbike V,N W ja iga sellise valiku kor-

ral
L
(?,: _q’«.)(%x_?(z«) s (?"‘ -q
viisil dlejddnud x-i vektorit 31 reoey Kx-i’ et saadavad komp-
lektid f{e,,... ,ei;z1 , 'Zx-i} mi¥raksid tthe ja sellesama
xk-mddtmelise alamruumi We W. kokkuvdttes nieme , et

n — (8- =) (- "UE - )

%ifx-t) _ ‘f,) . (ix-( . ir—£—1>
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Vérdus (3) on tdestatud ja koos sellega ka valem (2). X

Toestame veel Gausei q-samasussd

o KoM Cad) . g Mt
gc D[] = (-9 )4-4%) - (1-g*"71), (4
(3T =O'

Asjaolu, et k>4 korral [ ]=0, lubab seostele (4) anda
kompaktsema kuju (5), kui kasutada funkteiomaali f Ly
G:0[x] - @. Saame seosed

C(x*™) =(1-g)1-%) ... (1-¢*""), (5)

Et veenduda (5) digsuses, piisab n#idata, et

VueN, G(x*%) =(1-9“") G(x"). (6)

Téepoolest, baaspoliinoomide pu(x) korral G(pu(x))s(—1)u, mis-

Forte (—4)‘=G(p4(x))=6(x—4)=6(x)—4 = G(x)=0

ja
(1) = G(p2(®) = Gl(x~N(x-9) =6(Y+F => G(x2) = 1-9 .
Saadud vdrdused G(x)=0 ja G(x2)=1—q lubavad valemile (6) tugi-
nedes saada seosed (5).
Tdestame niiid valemi (6). Selleks kirjutame ta {imber

kujul

G(x*.x*) = G(x*) = q:G ((gx)). (7
Et {x"} on baasjada ruumis @[x], siis on (7) samaviirne vale-
miga

Vpe@Ix , G2 pio) = G(p&) =9 G (p(3x)), (8)
Lineaarsuse kaalutlused nditavad, et seost (8) piisab kontrol-
lida baaspoliinoomidel pu(x)=(x-1%(x-q»..n(x-qu_1). Mirkame,

G(xpu(0)=ClPupy®  -pu]= = (-1)'(q*-1),
B0 pu(x) =6LPura @+ 49" )ppe00  pu =

- .. =(_4)u(crzu_iu+1 —i“ +4), j‘
6( @qx) =GI[q" putw+(q™™ Put() Jm o=

Seega tdestatav seos (8) baaspoliinoomidel redutseerub vérdu-
seks
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u =1 u-d, 4 .
() (g-q =g +0) =" -9 [0 9" (¢"-4~1)],
mis kehtib tdepoolest. Valem (8) on tdestatud ja koos sellega
ka (6). X

§ 9. GAUSSI ARVUDE TAIENDAVAID OMADUSI

9.1. Kdesolevas paragrahvis vaadeldakse Gaussi arvu (ﬁ)q
kui g-poliinoomi (vt. avaldist (2.1) allpool) ja antakse nii
tema kordajate kui ka tema monoomide kombinatoorne interpre-
tatsioon naturaalarvude aditiivsete lahutuste keeles (teoree-
mid 15 ja 17). Punktis 9.4 tdestatud fakt, et eksisteerib ele-
mentide kdrgust ja jirjestust s#ilitav slirjektiivne kujutus
o-hulgast A (q) o-hulka B(n), annab alust arvata, et (lineaar-
algebra ja -geomeetria meetoditega uuritava) vbre An(q) kom-
binatoorika on klassikalise (hulgateoreetilise) kombinatoorika
seisukohalt fundamentaalse t#dhtsusega; sellega seoses vt. ka
punkti 4 jdrgmises paragrahvis.

Punktis 9.5 tbdestatakse g-binoomvalem ning vaadeldakse
tema kaht erijuhtu, mis annab kahe tuntud (Cauchy) g-samasuse
pdhjenduse. Vdre An(q) vdimaldab anda kombinatoorse tdlgenduse
paljudele g-samasustele, mis olid algselt saadud analiiiitiliste
vahenditega. Ulesanne anda g-samasuste ja neid saatvate ana-
loogiliste binoomiaalsete samasuste {lhtne, vdrede kombinatoo-
rikast lihtuv interpretatsioon ja tdestus on aktuaalne endi-
selt. Kulminatsiooniks @leks salle {ilesande lahendamine Ro-
gers-Ramanujani g-samasuste korral; nende samasuste kohta
leiab materjali raamatust [ 5], ptk.7.

9.2. Valemit (8.4.8) korduvalt rakendades leiame

(21=0310 g 00 1=([241+q [ 22 ])+
+95(L +q"%[ ]+
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See (piltlikult vdljendades) vdimaldab meil Gaussi arvude g-

kolmnurgas tbusta samm-sammult lilemistele nivoodele, kuni nde-
me, et arvud mis klassikalise definitsiooniga (8.4.7) on
antud kui ratsionaalavaldised suurusest q, osutuvad g-poliinoo-

mideks,
K (n-rs

[2)=2>__ P(n-x,x,2)g", (m

Kbrgeima g astme K- (n-K) saame, kui klassikalises valemis
(8.4.7) vbdtame lugeja ja nimetaja g-astmete vahe

[n+Cn-+t(n-c+1)] =[1+2++K ],

9.3. Naturaalarvu o (aditiiveeks) lahutuseks nimetatak-

se 1bplikku mittekasvavat naturaalarvude jada a 1Qgrees sl

sellist, et a,+az+...+a, =a, Arve nimetame laLutuse a=(a,,

03,...,%,) komponentideks, arvu K lahutuse sidgavuseks. Vaatle-

me niild Z-vérku tasandil, s.o. vaid neid tasandi punkte X (x,y),
mille koordinaatideks fikseeri-

tud Descartesi reeperis
P@,b)

{0;e,,e3} on tdisarvude paar
(x,y); siinkohal huvitab meid
x 2-vdrk vaid pbdhikvadrandis
(x>0 & y20). Punkti X(x,y) 1lii-
kumise jilge Z-vdrgul, kui see
Ole. punkt liigub igal "taktil" vaid
paremale vdi' illes mddda 2-vdrgu
"tdnavaid®, nimetame siksakiks.
Joonisel 16 on toodud iiks sik-
sakkidest, mis l&heb punktist 0(0,0) punkti P(a,b). Iga lahu-
tusega a=(a‘,a3,...,ux) saab siduda nn. Ferreri tabeli F
mille moodustavad Z-vdrgu kdik need {ihikruudud, mille vasaku
alumise tipu X(x,y) € 2x2 koordinaadid rahuldavad ndudeid
0sy<k-1 ja OSxSuK_Y-1. Joonisel 17 on toodud lahutusele
13=(5,3,2,2,1) vastav Ferreri tabel; tabeli Fi3 t#hikruudud on
viirutatud ning nende vasakud alumised tipud tdhistatud
Huvitava kombinatoorse interpretatsiooni arvudele
P(n-K,K,a) annab jirgmine tulemus.

Joon.16,
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Teoreem 15. Arv P(n-%,%,0),a 21,

on vdrdne naturaalarvu o gellis-

te aditiivsete lahutuste arvuga,

mille sdgavus on dlimalt ¥ Jja

mille tkski komponent ei illeta

arvu n-X. Kokkuleppeliselt loe-
takse P(n-%,%x,0)=1.

Joon,17.
Toestus. Kasutades {llalkirjeldatud vdimalust siduda iga

lahutusega Ferreri tabel, saab teoreemi viitele anda j&rgmise
(ekvivalentse) kuju (% ): arv P(n-kx,x,a) on vdrdne nende sik-
sakkide arvuga, mis kulgevad punktist 0(0,0) punkti S(n-x,x)
ja mille peal on pindala ©. Siinjuures viimane fraas t#hendab,
et naturaalarvu o tdlgendatakse kui Uhikruudukeste arvu Fer-
reri tabelis Fu, s.0. kujundis, mida piiravad vasakult y-telg,
dlalt sirge y=kv ning alt ja paremalt siksak O =S,

9 Viite (%) tdestame induktsioco-
niga n jdrgi. Induktsiooni baa-
sina vaatleme (esimest sisukat)
juhtu: n-2, k=1, n-x=1, Vdima-
likeks pindala v&drtusteks on
siis vaid o=0 ja o=1. Leidub

Joon,. 18,
vaid ks siksak (0,0) +(1,1), mille peal on pindala O
ning vaid liks siksak (0,0)~
“ 44 +(1,1), mille peal on pindala 1;
vt. joonist 19. Jdrelikult (vas-
o tavalt valemile (2.1)),
w=0; P(1,4,0) a4 w1, P44 =1 [31=3" P, —P1,4,0)q+
Joon.19.

=A1+q9.
Teiselt poolt, vastavalt valemile (8.4.7),

4’;]=(::——4

Et tulemused langevad kokku, siis on induktsiooni baasvidide

=/]+@.

tdestatud.
Pdhjendame niidd induktsiooni sammu "n-1"."n". T&histame
seejuures 4=n-k ja tugineme t&helepanekule, mis 'ntuitsioonile

78



on tdiesti selge: Z-vbrgu iga siksak, mis algab punktist
0(0,0) ja 1lépeb punktis S(4,x), libib kas punkti P(s,x-1) vbi
punkti Q(4-1,x); vt.joonist 20.

Sellest t&helepanekust tuleneb,
‘ at |(siksakid 0 ~... =S, mille
1 peal on pindala a} I=1| (siksakid
]

x O0~-...*Q, mille peal on pind-
ala a} I+ {siksakid O~ ... =P,
mille peal on pindala a-4}1.

Vastavalt induktsiooni oletusele on viimase vbérduse paremas

pooles esimene liidetav vérdne arvuga P(4-1,x,a) ja teine lii-

Joon.20,.

detav - arvuga P(4,k-1,a-4). Nieme, et piisab tdestada vdérdus

P(sye,2)= Pla-4, k,a) + P(5,k-1,0-5), (1)
Valemist (2.1) ndeme, et
(2)

[("M=2% (3)

n]=2" Pla, (4)

Teiselt poolt osutub
[2]=[""T+¢*-[ 221, (5)
Toéepoolest, arvestades seost (8.4.8), piisab niidata, et
0=(1-9)-[ "' T +(g*-1)- [ &=
Kuid viimase seose parem pool on valemi (8.4.7) pbdhjal tdepoo-
lest vbrdne nulliga:

" (q:.)*"' _4)

4 Cq-1)Cg* —4)-... (9% -1)

Asja pbhjendatud valemile (5) lubavad seosed (2)-(4)
anda jdrgmise kuju:

- +g%. 5 PO,

Vérreldes viimase vdrduse vasakul ja paremal poolel kordajaid

X220
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qu ees, veendume (1) oigsuses. X
Punkti ldpetuseks illustreerime teoreemi 15 viidet g-po-

liinoomi [g] korral. Leiame kdigepealt, et

+Q% ——=(149)-(9*+q +1)+ P (P+¢ +q +4) =
=4+9q + +243 + +9°+9°

Jédrelikult saame tabeli

a (] 1 2 3
P(3, 2, a) 1 1 2 2

N>
-
-

Selles tabelis toodud arvudele vastavad Ferreri diagrammid on
toodud joonisel 21.

= = jE‘E_'

s 2=(4,4)
1 3 ¥ X =4 =5 L=6
| S S
] . m Y? ya
tE v O
32(2,1) x 42(2,2) * 9 5=03,2) 0 6=(33)
Joon.21.

Viimase teoreemiga arvudele P(n-k,k,a) antud kombinatoor-
ne interpretatsioon sisaldub J.J.Sylvesteri t&os (1884-1886),
mistdttu seda tulemust nimetatakse ka Sylvesteri g-teoreemiks.

9.4. Mitte ainult arvudele P(n-k,k,a), vaid ka vbrduse
(2.1) paremal poolel esineva summa liidetavaile P(n-x,x,a)*q’
saab anda kombinatoorse interpretatsiooni vore An(q) termineis.
Seda vdimaldab nn. Knuth'z kujutusV:An(q)+ B(n), mis esmakord-
selt vbeti kasutusele D.Knuthi poolt (J.Comb. Theory 10 (1971)
178-180) .

Teoreem 16 (D.Knuth, 1971). Eksisteerib elementide kdrgu-
81 sdilitav o-epimorfism V o-hulgast (q) o-hulka B(n).

Tdestus. Fikseerime ruumis V=Vn(q) mingi baasi {a1,...,%%,
misjdrel ruumi V vektoreid x saab liheselt anda nende koordi-

naatide (x1,x,,...,xn) kaudu selles haasis. Niiid on iga x-mdot-
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melise alamruumiga A<V ihesel viisil seotud teatav alamhulk

AV—{v,,...,vK}c n, kus naturaalarvud mddratakse rekursiiv-
selt:
V4=MX{J’3(x4yx2 Xn) €A, ’ M
v, = max{ g 3 (xayxzy... A g Xoy=r =Xy, -0, X #0 }:

Mirkame, et

N3 >V>o->ve 24. (2)
Arvude rekursiivsest definitsioonist n#htub, et kujutus
A-+A' sdilitab elementide kbrgusi - k-mbddtmelisele alamruumi-
le A vastab k-elemendiline alamhulk Avc n. Samuti ndhtub ar-
vude v. definitsioonist, et kujutus ¢ on jdrjestusseost sdili-~
tav - suvaliste alamruumide Ac B korral ruumis V leiab hulgas
n aset seos Av < Bv.
Et tdestada kujutuse V siirjektiivsust, mdrkame, et ruumi

V igas k-mddtmelises (x<n) alamruumis A saab Uhesel viisil
fikseerida kanoonilise baasi {a,,...,a } s.t. k vektorit Ei=

r a,.e., 1€{1,2,...,x}, kus koordinaadid a.. tdidavad tin=-

C§=174373
gimust

Vie, (a; =& ({>%)=>(ay =0)&(E<) =o);
siin on arvud v. m#&ratud alamruumiga A eespool kirjeldatud
viisil. Kanoonilise baasi olemasolus veendub lugeja kergesti,
kui ta, ldhtunud alamruumi A suvalisest baasist ,E;},
rakendab (xxn)-maatriksi |h!j||r1dade1e sobivaid elementaar-
teisendusi. Et alamruumi A selline baas on lheselt md&dratud,
tuleneb asjaolust, et iga i€ {1,2,...,k} korral on a, ainus

i
selline vektor alamruumis A, et aiv-=6 ., Je{t1,2,...,x}. Fak-
tiliselt mddravad kanoonilise baasinﬂheselt arvud n,K,Vqyse« sV o

K
Nditeks juhul n=6, k=3, v4=5, va=3, v3=2 tingimusi (3) spet=-

sialiseerides néeme, et kanooniline baas omab jirgmist kuju:

Q4=(a~44107o7a4‘l;420 )

61‘=<04450747 07070)'
a3=(a3"1110J O,O,D).

(4)
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Antud n ja x korral miirab iga alamhulk {v,,...,vk}c n tingi-
mused (3) ja seega ka tabeli tilipi (4), kus iga ie€ {1,2,...,k}
korral j44b i-ndas "vektoris" a ; spetsialiseerimata (y-(k-1)-1)
koordinaati. Nende koordinaatide iga spetsialisatsioon annab
x vektorist koosneva hulga, mille lineaarne kate ruumis V on
konstruktsioonl kohaselt selliseks alamruumiks, mis kujutub V
abil alamhulgaks {v1,...,vK}. 1§

Teoreemis 16 kirjeldatud vastavuse omadusi lisab jérgmi-
ne tulemus.

Teoreem 17. Igale ¥-mddtmelisele alamruumile ruumis Vn(q)
vastab tlheselt teatav lahutus stigavusega Ulimalt x, mille tlks-
ki komponent ei dleta arvu n-x. Vaetupidi, arvu o igale lahu-
tusele stigavusega dlimalt x, mille Ukski komponent ei dleta
arvu n-x, vastab q x-mbbtmelist alamruumi ruumis Vn(q).

Tbestus. Eespool nHgime, et iga x-mddtmeline alamruum
A<V midrab iheselt alamhulga {visvareeesv te n, mille elemen-
did loeme t#histatuks kahanevas jdrjekorras. Vaatleme arvusid
—vj-(K-i)-1, ie{1,2,...,k}. Et kbigi i€ {1,2,...,k-1} kor-
ral on vi>vi+1' siis ka vi—12vi+1 ja siit uj=(vi-1)+i—KZ
2vi+1+i-x=ui+1, s.0. . Et kehtib vK21, siis A=V -
-(x-x)-1=vK-1, s.0. uKZO. Et kehtib v1Sn, siis u1=v1-(x—1)—1=
=v,-KSn-K, S.0. <n-Kk. Seega arvud % n2v1>u2> ...>vK21,

%y

miiravad lheselt arvu u=u1+a2+...+ux lahutuse u=(u1,u2,...pKJ

sligavusega kx'sSk (s.t. a_, =...=uK=0), mille kbéik komponendid

K'+1
a4 on sn-K.
Vastupidi, olgu antud lahutus a=(u1,...,aK.), K'SK,

n-K2a 20,2 ...>a .20. Loeme, et a =...=a,=0 ning vbtame ka-

sutusele arvud vyr vi=u.—i+x+1. Mgr:;me, et komponentide

omadustest tulenevalt vi+1=°i+1-(i+1)+K+1=“1+1-i+KS°1-i+x<
<u1
<(n-x)+k=n, s.o0. v1Sn ning ka vK=uK-K+K+1=uK+121. Seega igale
lahutusele sligavusega {ilimalt x ja kdigi komponentidega <n-K
vastab kanoonilise baasi vektorite skeem baasivektoreis kokku

o koordinaadi spetsialiseerimisvbimalusega. See skeem lubab

-i+x+1=vi, S.0. “1+1<vi' Seejuures, v1=u1—1+K+1=a1+KS

qu erinevat spetsialisatsiooni korpuses GF(g), millest igaiiks
mi4rab teatava (lilejH#nuist erineva) x-mddtmelise alamruumi
ruumis Vn'

Et arvu o lahutusi sligavusega {ilimalt ¥ ja komponentidega
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<n-1 on P(n-x,k,a) tikki, siis arvu a kdigile vaadeldavat
tiiipi lahutusele vastab kokku P(n-k,k,a) *q” x-mddtmelist alam-
ruumi ruumis Vn(q). X

Siit ndhtub, et seosele (2.1) on antud uus sisu, mis sei-
sab selles, et vbrduse (2.1) paremas pooles esinevaid liide-
tavaid ei vaadelda siin kui g-monoome, vaid niilid on ka neile
antud kombinatoorne interpretatsioon.

9.5. Teoreem 18. Olgu z, y ja z - muutujad ning olgu
Px(z,y)-{x-y)Jx-qy)u..{x-qx ly). Kehtib jdrgmine valem

Pn(m,z) = Kio[x]'Pn_x(z,y)'Px{y,z).

Tdestus. Mirgime kdigepealt, et muutuja y esineb kiill
vbrduses (1) vaid paremal, kuid ta koondub v&lja, kui (1) pa-
remat poolt arendada; siiski on ta sobiv sisse tuua.

Asume pdhjendama valemit (1). Olgu V=Y (GF(q)), dimV=n
ning olgu X, Y, 2 suvalised vektorruumid iile korpuse GF (q)
sellised, et Z2c¢ Yec X ja dimZ>n. Et ruumide X, Y ja 2 pdhi-
korpus on 1dplik, siis sisaldavad vaadeldavad ruumid igaiiks
1épliku arvu vektoreid; olgu |X|=x, |Yl=y ja |Z]=z. Tdestuse
idee on selles, et vbérduse (1) pooled loendavad selliste re-
gulaarsete lineaarteisenduste f:V-+X arvu, mille puhul Imfnz=
=(0) (tehes seda muidugi erinevalt).

Uhelt poolt, olgu {e,s...,e } ruumi V baas. Loendame,
mitmel eri viisil saab neid vektoreid eyr ie n kujutada n 1li-
neaarselt sdltumatuks vektoriks ruumis X, niimoodi, et kuju-
tisvektorite lineaarse katte ldige ruumiga Z oleks (0). See-
juures esinevate vdimaluste arvu saame loendada nii: vektori
e, kujutamiseks on x-z vbdimalust (e, kujutiseks vdib olla ruu-
mi X iga vektor, mis ei kuulu alamruumi 2Z); vektori ez kuju-
tamiseks on x-qz vbimalust (e, kujutiseks vdib olla ruumi X
iga vektor, mis ei kuulu alamruumi (A(Z, f(e,)); viimane ku-
jutab endast alamruumi Z vektorite ja vektori f(e,) lineaar-
set katet {lle korpuse GF (q) ning selles on z-q vektorit); vek-
tori e, kujutamiseks on x—zq2 vbimalust - ruumi X iga vektor
peale vektorite lineaarsest kattest AGF(q) (2, £(eq), £(83)).
Arvestades, et lineaarkujutus f:V =X on theselt miiratud oma
viddrtustega baasivektoreil ey ie n, oleme soovitud omadusgega
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lineaarkujutuste {ildarvuks saanud

(x=%)-(x-qz)-(x=q% ). ... . (x=q""2) = Pa(x,2).
On leitud kombinatoorne tdlgendus g-binoomvalemi vasakule
poolele.

Teiselt poolt, loendame j&llegi regulaarseid lineaartei-
sendusi f:V—+X, selliseid, et ImfnzZ=(0), kuid arvestame niiilid
ka alamruumi Imf "positsiooni" ruumi Y suhtes. Olgu dim(Imfny)=
=K., Siis on alamruum ImfNY ruumi V mbéne K-dimensionaalse alam-
ruumi U kujutiseks tulenevalt kujutuse £ regulaarsusest. Sel-
lest arutlusest ndhtub, et soovitud omadusega kujutusi f:V-+X
saab jdrgmisel viisil: valinud suvalise U € A(V), mdirame al-
gul kujutuse U - (Y\Z) vy (0) ning seejdrel kujutuse VAU -~ (X~Y)uU
U (0) nii, et tulemuseks oleks regulaarne lineaarteisendus
£:V -+X. Olgu ruumi V baas {e,,...,e } valitud selliselt, et
esimesed k vektorit selles moodustavad alamruumi U baasi. Nii
nagu kidesoleva tdestuse esimeses osas, leiame, et lineaartei-
sendusi f:U - (Y\Z) U (0), mis kujutavad vektorid e;,. .o li-
neaarselt sdltumatuiks vektoreiks ruumis Y, nii et A ({f(eq),...
ceer £(8,)31)N 2=(0), on P (y,2)=(y-2z)(y-qz)-.. (y=-g¥~"z) tlikki.
Lineaarteisenduse f:V +X regulaarsuseks on tarvilik, et ruumi
V baasi tllejd&nud n-k vektorit e ,,,...,e& kujutuksid regu-
laarselt hulka (X\Y)u (0); see saab toimuda P __.
viisil. Et suvalisele lineaarselt sdltumatule alamhulgale S< V

(x,y) eri

mingi vektori veV, v & A(S) lisamine viib j&llegi lineaarselt
sdltumatu alamhulgani S U {v}, ndeme, et fikseeritud k-mddtme-
lise alamruumi U korral leidub P (y,z) 'Pn-x (x,y) regulaarset
lineaarkujutust £:U =X, mille puhul £ (U)N({X\2) U (0))=E (U) .Vbttes
arvesse ka ruumi U valikuvdimalused, ndeme, at regulaarseid
lineaarteisendusi f£:V-+X, mille korral £(V)Nn z=(0), on
Kgo[::]'Pn—x (x,y) Py (y,z) tiikki. Vbdrdsustades saadud tulemuse
tbestuse esimeses osas saadud arvuga Pn (x,z), saamegi g-bi-
noomvalemi (1). X

Huvipakkuvad on g-binoomi kaks erijuhtu, mis (arvatavas-
ti) esmakordselt ilmusid A.L.Cauchy tdddes, kus neile on antud
formaalalgebraline tdestus.

Esiteks, vbttes z=0 ja y=1 valemis (1), saame
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n n

X" =2 (x-9
[R](x-0(x

-1-4) -

(2)
K=o

Teiseks, vdttes z=1 ja y=0 valemis (1), saame

~Z [R5 e) -

\n-k a(ﬂ;x) (3)

n,—' :)

SRl g

§ 10. DISTRIBUTIIVSETE VOREDEGA SEOTUD
ARVUDEST

10.1. Binocomkordajate arvutamine nn. Pascali kolmnurga
j&rgi on tildtuntud. Seda vdtet iildistades jduame Pascali ta-
beli iildise mdisteni, mis koos tema tdpsustusega Fibonacci ja
Youngi vbrede korral on toodud punktis 10.3.

Ammu mirgatud analoogia binoomkordajate ja Gaussi arvude
kditumises viib mbdttele selle analoogia vdreteoreetilisest
loomusest ja saab oma tépse vdljenduse (D.Knuthi) teoreemis
16. Vbdrede (g) ja B(n) vahel leitud seose mdned rakendused
on toodud punktis 10.4.

Kiesoleva paragrahvi iilejdidnud osas vaadeldakse ilhetiiibi-
liste ldéplike (distributiivsete) vdrede jada asilimptootilist
kditumist ja kirjeldatakse seda nn. Ramsey arvude abil. Punk-
tis 10.5 illustreeritakse Dirichlet' printsiibi rakendamist.
Selle printsiibi kohaselt, kui hulk piisavalt suure elementi-
de arvuga tikeldada mitte vdga suureks arvuks tilkkideks, siis
vdhemalt lhes tikis on palju elemente. Kaugeleulatuva {ildis-
tuse Dirichlet' printsiibile leidis (1930.a.) inglise filosoof
ja loogik F.D.Ramsey; vt. teoreeme 19 ja 20 punktis 10.6. Osu-
tub, et ka see temaatika lubab j&rjestusega seotud lildist t&61-
gendust. See on esitatud punktis 10.7, kus tuuakse ka kaks j&-
reldust teoreemist 20. Teema edasise arenduse leiab n#iteks
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raamatust [41].

10.2. Olgu antud 1ldpliku kasvuga distributiivne vdre V.
Vastavalt teoreemile 6.14 saab vdret V vaadelda kui kdigi
1oplike ideaalide vbéret I*(P) mingi (sobivalt valitud) 16pli-
ku kasvuga o-hulga P jaoks. Tdhistame silimboliga t(I) erineva-

te ahelate arvu o-hulgas I*(P) tema elementide (6) ja | vahel.

Joon, 22,

Mirkame, et kui {I,,I,,...,1 }e
cI*(P) on o-hulga I*(P) kbéigi
nende elementide alamhulk, mida
katab antud element [ € I¥(p),
siis (tulenevalt liitmisreeg-
list; vt. [2], 1lk.4) kehtib
valem

‘(:(I)—'—‘% t(I;) ; (1)

vt. illustratsiooni joonisel 22. Pascali vdre I¥* (NelN) korral
ndhtub valemist (1), et funktsiooni t:I¥(NeN)- N saab anda
vdljendusrikka tabeliga (joon.23), kus ideaalile I e I¥ (Nel)
(isomorfismis I¥ (NelN)ZNxN) vastava punkti (4+1,8+1)€ NxN juur-
de on kirjutatud arv t(I). Vastav tabel on tuntud kui nn.

Pageali kolmnurk binoomkordajate jaoks.
Joonisel 23 toodud tabelis on arvud t(I) binoomkorda-

jad - arv t(I) vérdub
arvuga 1+ Tdéepoolest,
tdnu isomorfismile I (NeN)=
=NxN vdib arvu t(I) tdl-
gendada kui kdikvdimalike
erinevate "tdusvate" sik-
sakkide arvu, mis viivad
punktist O0(1,1) punkti

00 P(x+1,86+1); vt. joonist
24. Tdestame (ilheaegse
Joon.23. ‘12
induktsiooniga 4 ja 4 j&dr-
gi), et erinevaid tdusvaid siksakke O P on ( ) tikki.

1+1

Selleks mirkame, et juhul a=4=1 kehtib ilmne ( 5 )—2. Kuid ka
tdusvaid siksakke punktist O punkti (2,2) orn 2 tilkki: (1,1) -
- (1,2) -(2,2) ja (1,1) = (2,1) = (2,2). Seega induktsiocni baas-



vdide on oige. Induktiivse
oletuse kohaselt
tdusvate siksakkide

(1,1) ...~ (L,8+1) arv
_ AHs-1
= Cang

Jja
tdusvate siksakkide
(1,1) »...~(n+1,4) arv

Joon,.24, Induktsiooni sammu digsuse
pbhjendamisel vdtame alu-
seks intuitsioonile tdiesti selge tdsiasja, et tdusev siksak
punktist O punkti P peab ldbima {iht punktidest P4 (%,4+1) vdi
Pz (2+1,4) . Sellest tuleneb, et

(tdusvate siksakkide O -P arv) =
=(tdusvate siksakkide O »... =P4 arv) +%-
+{tbusvate siksakkide O -»... =P3 arv) =

(Azi;1) N (”+f_1) (n+A)

i

siin eelviimane vdrdus tuleneb induktsiooni oletusest, viimane
aga Pascali klassikalisest reeglist. Saadud tulemusest ndhtub,
et kehtivad valemid

tHI) -2 ja
I, ]=n T, (Ij=n

't =(%): (2)

vt. [2], lUlesanne 2.4,

Lause 1. Ldpliku kasvuga o-hulga P 1ldplike ideaalide vb-
res I*(P) kdrgust ke N omava ideaali I korral eksisteerib 1-1
vastavus elemendipaari @ ja I vdres I¥(P) ilhendavate tihedate
ahelate

el =T
ja o-bijektsioonide o:1 -{1,2,...,k} vahel.

Toestus. Lause 6.3.6 tdestuse ldpuosas ndgime, et kx=|[I].
Seetdttu saame defineerida kujutuse o':{1,2,...,k}~ | reegli-
ga ¢g'(i) e . Kujutus o=0' :I=k on o-bijektsioon. Tde-
poolest, kujutuse o bijektiivsus jédreldub definitsioonist.
Nditame, et ¢ sdilitab ka jdrjestust. Selleks m&rkame, et iga
x € ] korral leidub selline indeks i=i(x), et x.eli\li 1 ja
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siis o(x)=i. Seejuures seose y<x korral kehtib i(y)<i(x), s.o.
kujutus o sdilitab jédrjestust. Kujutuse o'definitsioonist sel-
gub, et erinevatele tihedatele ahelatele @ ja I vahel vasta-
vad kirjeldatud viisil erinevad o-bijektsioonid o:]-k.
Vaadeldav vastavus tihedate ahelate ja o-bijektsioonide
vahel on siirjektiivne. Tdepoolest, vaatleme suvalist o-bijekt-
siooni o:I +1{1,2,...,k}. Iga ie¢ K korral defineerime I =
=U-1({1,2,...,i}); loeme, et I,=@. Alamhulgad I.c 1 on ideaa-
lideks o-hulgas P. Tdesti, suvaliste xel., yvye P, ysSx korral
seoste o(y)sSo(x) ja o(x)e {1,2,...,i} tdttu kehtib o(y) €
{1,2,...,i} ning seega ka ye I;- Seejuures kuna
iga x €. korral o(x) € {1,2,...,i} c {1,2,...,i,i+1}. Kui lei-
duks ideaal [', iic i'c ii+1' siis tuleneks sellest elemendi
xel, x € [. olemasolu. Siis aga seoste o(x) € {1,2,...,i,i+1}
ja o(x) € {1,2,...,1i} tdttu o(x)=i+1, millest 1'=11+1. Toodud
arutlusest néhtub, et Iocl,c...c ], =] on o-hulga P ideaa-
lide tihe ahel, mis (ndhtuvalt konstruktsioonist) vastab
o-bijektsioonile o. X

10.3. Eelmises punktis toodud tulemused viivad mottele
defineerida i{ildjuhul Pascali tabel kui ldpliku kasvuga dist-
ributiivne vdre V koos sellel antud funktsiooniga t:V -N. Ar-
vudel t(I), 1€ I¥(P)=V on
binoomkordajatega vdhemalt
3 {ihist omadust:

(1) neid vdib saada adi-
tiivse rekursiooniga; vt.
valemit (2.1),

(2) neid vdib interpre-
teerida kui teatud tilpi
substitutsioonide loenda-
mise tulemust (vi. lauset 1
eelmises punktis),

{3) neid vdib interpre-
teerida kui teatud tiilpi
siksakkide loendamise tule-

Joon, 25,

must kiillalt suure dimensiooniga Z-vdrgus, sest igz 1dplikku
distributiivset vdret saab sisestada selliserse -vdrku. Joo-
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nistel 25 ja 26 on antud Pascali tabelid vastavalt Fibonacci
vbére ja Youngi vdre jaoks.
Eksisteerib 1-1 vastavus Fibonacci vdre I* (P) elemente
(8) ja 1 siduvate tihedate ahelate hulga ning kdigi o-bijekt-
sioonide 1 +{1,2,...,|l|} hulga vahel (tulenevalt lausest 2.7.
: Seetdttu ndhtub vastavuste A
ja D kohta punkti 6.6 1ldpus
toodud tulemustest, et kehtivad

valemid
S (1) ='tn 1
Jja
ta1)y =n!
Joon.26. kus ;:fn)—'r;’;lime tdhistanud 2-jirku

n-substitutsioonide arvu; arvud tn vdib leida siin rekursioo-
nist
-tu = ‘l‘,‘ = 1 ja tr.*q =fk‘, +K"£K—4 , kui K> 1 . (2)

Osutub, et samasugused valemid kehtivad ka Youngi vdre korral:
=n'
t(‘ﬂ) - fn_ 3a — 3 =n, (3)
Y, K(»=n », K()=n
Milles on selle kokkulangevuse pdhjus?

10.4. Distributiivseks vdreks, mis siiani kombinatoori-
kas kdige enam kasutamist on leidnud, on Boole' i vbére (B(n);
N ,V). Selle vorega on seotud arvud

(e)=[{Acn lIAl=x]],
kdigile tuntud binoomkordajad. Rikkalikku materjali nende koh-
ta sisaldub kdigis kombinatoorika dpikutes.
Tolgendades valemi 8.4.7 paremat poolt ratsionaalfunkt-
sioonina muutujast q, midrkame seost

el = (%) "

Tdéepoolest,
e (b LT
PR T g 0Tt 1 7°
1 . bem g (2)
g g = o (k)



See tdhelepanek viib jdrgmise, juba ammu kasutusel oleva (em-
pilrilise) printsiibi juurde: kui mingi (algebraline) seos
kehtib Gaussi arvude korral, siis kehtib sama tiiiipi seos ka
binoomkordajate jaocks. Paragrahvides 8 ja 9 toodud materjal
annab vbimaluse saada hulgaliselt n#iteid selle printsiibi
rakendustest: valemist (8.4.1) tuleneb

n —n . (n=1y,
(n—m) i n-xK/ )
valemist (8.4.8) tuleneb
+ (";') - Pascali reegel;

Vandermonde'i g-valemist (8.5.2) tuleneb

('1.&4) _—_% (,_)( k_L) - nn. liitmisteoreem;

millest erijuhul A=4=K=n saame

Gaussi g-samasused (8.5.4) annavad
S (-1)*(2)=0;
K-0

g-binoomvalemist (9.5.1) tuleneb
n n-x
(x-2)= 3 (R)-g)"™ (y-0)%
kK=o

millest Umbert&histusi a=x-y ja b=y-z kasutades saame tuntud
binoomvalemi

(a+d)" ==

X -0

10.5. Kombinatoorikas vdib kohata mitmeid mittetriviaal-
seid rakendusi jirgmisele (ilmsele) tdsiasjale: kui (n2+1)-
elemendiline hulk tiikeldada mitte rohkem kui n paarikaupa
mitteldikuvaks alamhulgaks, siis v&hemalt idhes neist alamhul-
kadest on mitte vdhem kui n+1 elementi. Nimetatud fakt on iis-
na tuntud kui postkasti printsiip: elemendid = kirjad, alam-
hulgad = postkastid. Et tutvuda selle printsiibiga tegevuses,
tdbestame jHrgmise viite.

Lause 2. Lineaarselt jdrjestatud hulga P igas n2+1 eri-
nevast elemendist koosnevas jadas on alati véimalik leida n+1
elemendist koosnev alamjada, mis on kas kasvav voui kahanev.

90



Toestus. Olgu antud jada

) Qa , Qg g ey y Antpq . (1)
Selles jadas peame leidma alamjada
Qc, N Qiy 5 -t ao,',,,H N (2)
mille korral on
Q<A < -+ £ G,,n_H (3)
Q> Q> 7 Apy, (4)

Oletame, et jadas (1) puuduvad kahanevad alamjadad pikku-
sega -n+1, s.o0. jadal (1) pole alamjadasid tiipi (4).

Fikseerime suvalise elemendi ai jadas (1) ja vaatleme
kdiki selle elemendiga algavaid kahanevaid alamjadasid jadas
(1) . Nende alamjadade seas vidhemalt Uks peab olema maksimaal-
se pikkusega ja selle pikkuse tdhistame ; vastavalt tehtud
oletusele £. € {1,2,...,n}. Seega iga elemendi ay jadas (1)
oleme taglastanud naturaalarvuga milleks on selle elemen-
diga algavate kahanevate alamjadade maksimaalne pikkus. Kui
Ukski kahanev alamjada ei alga elemendist ay siis loeme £i=1.

Tihistagu N(£) jada (1) nende liikmete arvu, mis on tag-
lastatud naturaalarvuga £. Pole raske mdista, et

NMH)+ ML)+ o+ Nn) = . (5)

Siit tuleneb sellise £ € {1,2,...,n} olemasolu, et N(£)2n+1.
Tdesti, vastasel juhul

+ + n+ntetn =n¥ ,
mis on ilmses vastuolus vdrdusega (5). Siimboli N(£) tdhendu-
sest saab selgeks, et jadas (1) leidub vidhemalt n+1 elementi
(tdhistame neid a; a1 reeerdy - , vbetuina jadas (1) esine-
mise Jarjekorras), millest igallks on jada (1) kahanevate alam-
jadade algelemendiks, kusjuures iga a._ (j=1,2,...,n+1) korral
temast algavate kahanevate (1) alamjadade maksimaalseks pikku-
seks on Uks ja seesama arv £.

Osutub, et alamjada {al1,a.=,...,a1n+‘} on kasvav, s.o.
tilpi (3). Toepoolest, on selge, et a. <a. , ¥=1,...,n; vas-
tasel korral peab a; >a e kehtima ning et ai i on valiku
tottu algelemendiks teatavale kahanevale (1) alamjadale, nde-
me, et aiK on algelemendiks {thele pikkust £+1 omavale kahane-

vale (1) alamjadale, vastuolus elemendi a valikugal X

ik
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Saadud tulemus ei ole triviaalse iseloomuga. Tdesti, kui
lugeda Pc Z, tuleks meil juhul n=2 vahetult li#bi vaadata
51 =120 permutatsiooni hulgal{1,2,3,4,5}, et veenduda igas
neist 3-liikmelise kasvava vdi kahaneva alamjada olemasolus.
Juhul n=3 oleks aga lause 2 vdite vahetul kontrollimisel vaja
1l&bi vaadata juba 10l =3628000 permutatsiooni hulgal {1,2,...
...,10}. Siit vdib n#ha, et tdestuse aluseks olnud postkasti
printsiip vdib anda tulemusi, mis on praktiliselt k#ttesaama-
tud banaalsele kbdigi vdimaluste jirjest libivaatamisele.

10.6. Kaugeleulatuva flldistuse postkasti printsiibile
annavad j&rgmised teoreemid.

Teoreem 18 (F.Ramsey,1930). Olgu antud suvalised natu-
raalarv t, ldépmatu hulk S ning tema kdigi m-elemendiliste
alarhulkade pere Pm(S) tdkeldus

P (S) = $UPU...U VY.
Siie leiduvad ldépmatu alamhulk S', S'cS ning indeke i ¢ {1,2,
-eest} nit, et P (S')c 9..
Teoreem 20 (F.Ramsey,1930). Olgu antud suvalised natu-

raalarvud t, Nysecesh Jja m selliselt, et m5min(n1 .,nt).

Leidub (minimaalne) s:lline naturaalarv N:H(nl,...,nt;M), et
kbéigi naturaalarvude n>N korral kehtib jdrgmine vdide: suva=-
lise n-elemendilise hulga S ja tema kéigi m-elemendiliste
alamhulkade pere Pm(s) tikelduse

P (s) = YUY L... U
korral leiduvad selline i€ {1,2,...,t} Ja ni-elemendiline

alamhulk S', S'cS, et P (S')c
Teoreemi 20 tdestus. Esimene samm - juht t=1. Sel korral

on teoreemi vidide triviaalne. Tdepoolest, siis Pm(s)= 92. See-
parast, kui vdtta N(n1;m)=n1, siis n>n1 korral leidub igas
n-elemendilises hulgas S (seose m<n1 kehtivuse tdttu) n1-ele-
mendilisi alamhulkasid S', s'c S, Pm(s')c

Teine samm - juhu t=3 reduktsioon juhule t=2; teiste sb-
nadega, kui juhul t=2 Ramsey teoreemi vidide kehtib, siis on
viide 6ige ka juhul t=3. Sel korral on meil ttikeldus

P.CS)= u% =fulhu¥y).

Leidub arv ni=N(n2,n3;m) ja seega ka arv N(ni,nzim). O0lgu na-
turaalarv n, nZN(n1,n2;m) ja hulk &, |Si=n suvalised. Vdiraii-
kud on 2 juhtu:
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(1) leidub -elemendiline alamhulk S'e S, et Pm(S')c 9;
vdi

(2) leidub ni

-elemendiline alamhulk S'c S, et Pm(S')C
093'

Reduktsiooni pdhjendamiseks piisab vaadelda juhtu (2).
Sel korral vdtame hulga S' hulga S osas baashulgana. Et kehtib
I1s'I2N (nz,n.,;m) , siis arvu N(n2,n3;m) definitsioonist tulene-
valt kas leidub nz-elemendiline alamhulk S"c S', mille korral
P (s")cP. NP (s')- L, vbi siis leidub n.-elemendiline alam-
hulk s"cs', mille korral P (S")c 9’ e (s )= Et S"c S'cs
ja 92c 92, 93c 93, siis naeme, et teoreemi vidide kehtib ka
juhul t=3, tingimusel, et ta kehtib juhul t=2.

Kolmas samm - tdestuse skeem. Reduktsiooni t=3 ~~»t=2
vdib vaadelda kui n#idist analoogseteks reduktsioonideks ja
niimoodi saab iiles ehitada reduktsioonide ahela

=n~~>t=n-1 e -2

Neljae eamm - juht t=2. Kehtivad seosed

N(’h, ny ; 3 4) = -1 2 M
mm) = hy, (2)
Nim, ;m)=ns. (3)

Seose (1) tdestus. Olgu antud suvalised naturaalarvud
n, ja n, ning (n1+n2—1)-elemendiline hulk S ja tema tilkeldus
P, (s)= 9’1 U 592. Vaadeldaval juhul (m=1) on isna ilmne, et kas
leidub n1—e1emendiline alamhulk S'c S, mille korral P.I (s')=
=S'C , vbi siis leidub nz-elemendiline alamhulk S'c S, mille
korral P1 (s')=S'c Toodud arutlusest ndhtub, et N(n.I ,n2;1k
>n1+n2—1 . Vastupidine vdrratus on ilmne. Tdesti, oletanud

N(n1,n2;1)=n1+n2-x, K>2, saaksime vastuolu, sest (n1+n2—2)—

elemendilise hulga S iga tilkelduse P.| (s)= v} 9’2 korral, kus
| 9’1 I=n,-1 ja |.‘/’2|=n2-1, ei saa hulgas S valida ei n,-elemen-
dilist alamhulka, mis sisalduks hulgas , ega ka nz-elemen-

dilist alamhulka, mis sisalduks hulgas 5}’2.

Seose (2) tdestus. Olgu m ja n, naturaalarvud, nii et
m5n1. Edasi, olgu antud naturaalarw n, n2n,, n-elemendiline
hulk S ja suvaline tikeldus P (S)= ¥, U sﬁz. Juhul !}’2# lei-
dub m-elemendiline alamhulk S'c S, S'e ¥, s.o. soovitud vii-
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de kehtib. Juhul 93=¢ leidub n1-elemendiline alamhulk S'c S,
mille korral P_(S')c P (S)= ¥, s.t. P (S')c ¥ . Neist arut-
lustest ndhtub N(n1,m;m)sn1. Oletame, et N(n1,m;m)<n1. Vétnud
suvalise N(n1,m;m)—elemendilise hulga S ja tiikelduse 91=
=Pm(S), 93=¢ ndeme, et el saa valida ei n1—elemendilist alam-
hulka S'c S nii, et Pm(S')c 9%, ega ka m-elemendilist alam-
hulka S'c S, mille korral P _(S')c ¥,. Vastuolu. Vérdus (2) on
tbdestatud. Seose (3) tdestus on analoogiline seose (2) tdes-
tusele.

Viies samm - induktsiooni baas ja viide (ikka selsamal
juhul t=2). Tipsustame kdigepealt induktsiooni baasi.

Seosed (1)=-(3) lubavad eeldada, et kehtib

m < min (g, Ny),

Eeldame arvude N(n]-1,n2;m)*p1 ja N(n1,n2-1;m)=p2 leidu-
mist. Eeldame kq_arvude N(n;,n;;m-1) leidumist juhtudel 1<m-1<
smin(n;,n;). Sellest tuleneb, et eksisteerib arv N(p,,p,;m-1).

Kirjeldatud eeldustel tahame n#didata, et eksisteerib arv
N(n1,n2;m); tdpsemini, me tdestame, et

sm-1)+4, _ W

Xuuea samm - induktsiooni ldbiviimine. Olgu antud suvali-
sed naturaalarv n, mis rahuldab tingimust nzN(p1,p2;m—1)+1
ning n-elemendiline hulk S ja tiikeldus Pm(S)= Fiksee-
rime mingi elemendi xe€ S ja olgu S=T U {x} . Antud tikeldusega
hulga S m-elemendiliste alamhulkade hulgal Pm(S) saame siduda
uue tikelduse

Po (T) =%~ U Y~ (5)
jdrgmiselt: suvalise (m-1)-elemendilise alamhulga Rc T korral
kui R U {x}c P, siis loeme R€ ¥  , kui aga R U {x}c siis

loeme R€ 92. Konstruktsioonist on selge, et lTI>N(p1,p2;m—U.
Seega kas
a) T sisaldab p1-elemendilist alamhulka, mille kbéik
(m=1)-elemendilised alamhulgad on perest ¥y
vdi
b) T sisaldab pz-elemendilist alamhulka, mille kbik
(m-1) ~elemendilised alamhulgad on perest

Jdrgnevas analiiisime juhtu a). Seega, .eidub p1—elemendi—
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line alamhulk T'c T, et P 1('1"):’;2-. Et aga p1=N(n1-1,n2;m) ,
siis leidub selline alamhulk T"c T', et kas

IT=n,-1 3Ja (TP NPu(T) (6)

[T = ny 42 Pu(T"ec®n (T, N

Oletame algul, et juht (7) leiab aset. Siis T"cT'c S
IT" |=n, ja P_(T")c 9’2 niitavad, et t#idetud on kdik nduded
ning sellel "1iinil" on vidide (4) tdestatud.

Oletame niiid, et -juht (6) leiab aset. Siis on meil T"c¢T,
IT"|=n;=1 ja P_(T")c . Olgu T*=T"ux, siis IT*Fn, . Nditame,
et Pm(T*)c Selleks vaatame suvalist m-elemendilist alam-
hulka M< T*¥, Kui osutub, et x ¢M, siis McT", millest jirel-
dub M e seoste (6) tdttu. Kui aga xeM, siis M=xuM', kus
M'cT", IM'l=m-1. Et T"cT', siis P, _,(T")c P _ (T')c ¥ ;
siin viimane sisalduvus tuleneb sellest, et vaatluse all on
juht a). Seega, kehtib P _,(T")c 9’1 , millest M'€ , ning
siit, tiikelduse 91 U 9’2 definitsiooni arvestades, omakorda
tuleneb, et M=M'U x€ . Kokkuvdttes, oleme tdestanud, et nii
juhul (6) kui (7) kehtib M€ &01, millega on pdhjendatud ka
seos P (T¥)c 11’1 Jirelikult, alamhulk T* ¢ S on soovitud
omadustega: |T*|=n1, Pm('l‘*)c .

viite (4) tdestus juhul a) on seega ammendatud.

Viite (4) tdestus juhul b) on analoogiline. X

Arvutame nditena N (3,3;2). Vastavat ilesannet vaatleme
konkreetses interpretatsioonis. Olgu antud graaf, millel on 6
tippu. Iga tipupaar olgu seotud servaga, mis vdib olla kas
punane vdi sinine. Niitame, et selline graaf sisaldab mono-
kromaatilist kolmnurka. Arutleme selleks jirgmiselt (vt. joo-

nist 27). Fikseerime tipu Py
nende kuue seas ja vaatleme ser-
vade PoPq ,PoPa,...,PoPs hulka.
Et on ainult kaks vdrvi, siis
mingid kolm nende viie serva
seas peavad olema iht vidrvi; ol-
gu nendeks PoPy, PopPa, PoPs ning
olgu nad punased. Kui niiiid kas-

Joon, 27, vdi ks servadest P4P;, P.P3
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voi P2Pa on punane, siis punane kolmnurk oleks meil k#es; n#i-
teks, kui PaPs on punane, siis APoPaPa oleks ka punane. Seega,
peame eeldama, et kdik servad P1Pa, P1Pa, PaP3 on sinised.

Aga siis oleme leidnud sinise kolmnurga AP4PzP3.

Toodud arutlus n#ditab, et N(3,3;2)<6. Joonisel 28 on too-
dud 5 tippu omav t#dielik graaf
ja antud tema servade hulga tii-

B keldus, mis niitab, et N(3,3;2)>
>5. Kokkuvdttes oleme saanud
N(3,3;2)=6.

Joon.28,.

Toome &dra teadaolevate Ramsey arvude N(n1,n2;2) tabeli:

)
2 3 .4 5 6 7 8 9 10
4y
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 3 6 9 14 18 23 [27/30] [36/371]

4 4 9 18 [25/28] [34/35]

5 5 14 [25/28] [38/55] [38/94]

o0
o0

18 [34/45] [38/94] M02/178]

Asjaolu aSN(n1,n2;2)Sb on selles tabelis t&histatud sim-
boliga [a/b] n1—le vastava rea ja nz—le vastava veeru ristu-
miskohas.

10.7. Vaatleme niilid 16pliku pikkusega o-hulkasid, mis
omavad vihimat elementi ja rahuldavad Jordan-Dedekindi tingi-
must. Vastavalt punktis 1.4 toodud mirkusele gradueerib iga
sellist o-hulka S tema kdrgusfunktsioon h. Kasutame t&histust
S[m]={x € S|h(x)=m}.

Olgu antud iilalkirjeldatud tililipi o-hulkade jada =
=[Snln=0,1,2,...}, kus o-hulga Sn pikkuseks on n ning natu-
raalarvud m,£ ja t, msf. Beldakse, et jada ¥ on omadusega
R(m,2,t), kui on olemas vdhim naturaalarv N=Nw (m,2,t), nii et
iga n2N ja suvalise kujutuse v:Sn[nd - {1,...,t} jaoks leidu.a!
1e{l,...,t} ja ae’Sn[L], mille korral {xe Sn[mjlxsa}c v 1(4).
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Arvusid fo(m,L,t) nimetatakse jada ¥ Ramsey arvudeks. Jada
¥ on definitsiooni kohaselt Ramsey jada, kui tal on omadused
R(m,£, t) parameetrite m, £ ja t koigi naturaalarvuliste v&d&r-
tuste korral, kus vaid ms<{.

Teoreemis 20 kirjeldatud situatsioon juhib jédrgmise il-
dise mdiste juurde. Olgu antud naturaalarvud t; Dgreeesny ja
m, mSmin(n1,...,n ). Oeldakse, et jada ¥ on omadusega
R(n1,...,nt;m), kui on olemas vidhim naturaalarv N=N9(n1“. .
nt;m), nii et iga nxN ja suvalise kujutuse V:Sn[m]-~{1,...t]
jaoks leiduvad i€ {1,...,t} ja ae Sn[n.], mille korral
{x esn[mjlxga}c v~ 1(i). Arvusid N ¢ (ng,...,n im) nimetatakse
ka jada ¥ Ramsey arvudeks.

Neist definitsioonidest ndhtub, et jada ¥ , millel on
omadus R(n1,...,nt;m) parameetrite t; Diyeeerny ja m kbdigi
(mdeldavate) naturaalarvuliste vddrtuste korral, on Ramsey
jada. Kehtib ka vastupidine vdide. See ndhtub samuti definit-
sioonidest, kui vdtta L=nax(n1,...,nt) ja mirgata, et seosest
£<£* tuleneb implikatsiooni R(m,£%,t) >R(m,£,t) digsus. Need
midrkused lubavad teoreemi 20 sbnastada kui vididet, et jada
B={B(n)In=0,1,2,...} on Ramsey jada.

Tdestame niitild kaks jidreldust teoreemist 20.

Jdreldus 1 (I.Schur). Olgu fikseeritud naturaalarvud £
ja t. Iga xe€ N jaoks on olemas vdhim naturaalarv [=](x,£,t)
nii, et suvaliste nz] jakujutuse u:{1,...,n} -{1,...,t} jaoks
leidub i€ {1,...,t}, mille korral ?ﬁlga n alamhulk u~'(i) si-
saldab arvusid XqreoesXp_q ja Xp= lej.

Tdestus. Piisab tbdestada arvu !(x,£,t) olemasolu, sest
igast mittetiihjast naturaalarvude hulgast saab valida vdlja
seal sisalduva vdhima arvu.

Olgu n>NB(£,...,£;2) ja u:n suvalised. Defineerime
kujutuse v: Bz(n)x-é°fgggliga: {a,b}c n korral loeme {a,b}e€
€ v 1(i) kehtivaks parajasti siis, kui la-ble p~1(i), i=1,2,
..s,t. Teoreemist 20 tulenevalt leiduvad alamhulk*) M=
*Weseeayplem Jaiet nil, et {y,yde v 1(i) kdigi 1sj<x<f

k 1. X.=y. - i=1,...,L-1 3 =y ,- i
orra Arvud xJ yJ+1 y , j=1, AL-1 ja Xp=Yp~¥q sisalduvad

Ei kitsenda iildsust, kui loeme M elemendid tdhistatuiks
nii, et y,<y3<...<y£.
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kbéik tihes ja samas alamhulgas u '(i)e n ning kehtib ka seos
Xp= f§1xj. X

Jdreldus 2. Tikelduste vorede jada I={I |n=1,2,...} on
Ramsey jada.

Toestus. Olgu naturaalarvud m, £ ja t, m<¢ ja n>2NB(m£,u-
~1 ning kujutus v:nn [m]-={1,...,t} suvalised. Vaatleme tii-
keldust m e Hn+1’ mis koosneb NB(m,l,%) kaheelemendilisest tii-
kist ja n-ZNB(m,l,t)+1 theelemendilisest tilkist. Mdrkame, et
tilkeldused o, o<m, sisalduvad 1digus [0,n]. Kuna iga tiikeldus
¢, o<n,saadakse tiikkelduse = NB(m,Z,t) kaheelemendilise tiiki
hulgas ménede tiikkide vdljavalimise ja seejdrel nende vdlja-
valitud tikkide Uheelemendilisteks tilikeldamise tulemusena,
siis jidreldame, et o-hulk [0,7] on o-isomorfne o-~hulgaga
8({1,2,...,N (m,£,t)}). Ndeme, et jirelduses 2 sisalduv viide
tuleneb teoreemist 20. X
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