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Sissejuhatus

Vaatleme universaalalgebrat A ja temal defineeritud n-kohalist tehet w.
Endomorfismiks universaalalgebral A nimetatakse funktsiooni ¢: A — A,
mis iga universaalalgebra A tehte w: A" — A ja elementide aq,...,a, € A
korral rahuldab tingimust

90<W<a17 s 7an>> = w(@(al), s 790(an>) :

Selle kohta Geldakse, et funktsioon ¢ kommuteerub funktsioonidega w.

Termfunktsioonideks universaalalgebral A nimetatakse tema pohitehete ja
projektsioonide kompositsioone. On kerge néha, et universaalalgebra A endo-
morfismid kommuteeruvad tema termfunktsioonidega.

Universaalalgebrat nimetatakse endoprimaalseks, kui ainult tema termfunkt-
sioonid kommuteeruvad tema koikide endomorfismidega. Nimetame lop-
liku aarsusega funktsiooni f universaalalgebral A lithidalt universaalalgebra
A endofunktsiooniks, kui ta kommuteerub A koigi endomorfismidega, see
tahendab, o(f(a1,...,a,)) = f(e(a1),...,o(a,)) iga universaalalgebra A
endomorfismi ¢ ja suvaliste elementide a4, ..., a, € A korral. Seega on uni-
versaalalgebra endoprimaalne parajasti siis, kui tema koik endofunktsioonid
on termfunktsioonid.

Ulevaade endoprimaalsuse uurimisest erinevatel struktuuridel on toodud ar-

tiklis [1].

Artiklis [2] on toestatud, et iikski vddndeta Abeli rithm astakuga 1 ei ole
endoprimaalne ning et viaandeta Abeli rithm astakuga 2 on endoprimaalne
parajasti siis, kui ta on kahe astakuga 1 Abeli rithma otsesumma, mille tiitibid
on vorreldavad ja vaiksem tiitlip ei sisalda lopmatust. Kéesoleva t66 eesméark
on naidata, et kuigi juba astaku 3 puhul on olukord palju komplitseeritum,
on siiski ka siin voimalik kindlaks teha, millised Abeli rithmad on endo-
primaalsed.

Mugavuse mottes vaatleme Abeli rithmi kui mooduleid iile nende tuumaringi
N ja uurime nende moodulite endoprimaalsust. Kui A on vddndeta Abeli
rithm, siis tema tuumaringiks N on @ selline alamring, mis on moodustatud
niisuguste p~' poolt, mille korral A on p-jaguv algarvu p jaoks. Seega Abeli
rithmal A on tuumaringiks Z parajasti siis, kui A ei ole iihegi p jaoks p-jaguv,
ning Q parajasti siis, kui A on jaguv. Paneme téhele, et kui p~' € N, siis
A ei saa olla Abeli rithmana endoprimaalne, kuna funktsioon z — p~'z on
endofunktsioon, aga pole Abeli rithma termfunktsioon.
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Edaspidi, kui iitleme, et A on endoprimaalne, peame silmas tema endo-
primaalsust just moodulina iile tema tuumaringi N. Seos A kui Abeli rithma
ja A kui N-mooduli endoprimaalsuse vahel seisneb selles, et A on Abeli riih-
mana endoprimaalne parajasti siis, kui ta ei ole p-jaguv iihegi algarvu p jaoks
ning on endoprimaalne N-moodulina.

See t66 pohineb Abeli rithma sisestamisel teatud vektorruumi iile ratsionaal-
arvude korpuse, mis taandab algse probleemi olulisel mééral lineaaralgebrale.
Sama meetodit kasutati juba artiklis [2] astakuga 2 viadndeta Abeli rithmade
puhul.

Pohitulemus {itleb, et iihe erandiga on vddndeta Abeli rithmad astakuga 3
endoprimaalsed, kui neil pole just mingit mojuvat pohjust seda mitte olla.

Teoreem 1. Olgu A vddndeta Abeli riihm astakuga 3 tuumaringiga N. Siis

leiab aset tiks jargmistest juhtumitest:

(1) moodul yA on endoprimaalne;

(2) End A = N ja seega ei ole yA endoprimaalne;

(3) rihmal End A on mittetriviaalne tsenter ja seega ei ole yA endo-
primaalne;

(4) End A on Abeli rihm astakuga 3 ja leiduvad lineaarselt soltumatud ele-
mendid ay,as,a3 € A, endomorfismid ¢,v € End A ja ratsionaal-

arv u € Q n”) et ¢(a’2) = ay, ¢(a1> - ¢(CL3) - 07 7\p(a’l) = uay,
Y(az) = ¥(az) = 0; siis ei ole NA endoprimaalne.

Juhu (2) jaoks paneme téhele, et nagu nédidatud artikli [2] lauses 2.1, kui
End A on Q alamring, siis

ren={0 o )

on endofunktsioon, aga ei ole A termfunktsioon.

Kéesoleva magistrito tulemused on avaldatud artiklis [3].



1. Pohimoisted ja abitulemused

Olgu R iihikelemendiga assotsiatiivne ring. Hulka M nimetatakse vasak-
poolseks mooduliks le ring: R ehk lihtsalt vasakpoolseks R-mooduliks, kui

1. M on liitmise suhtes Abeli rithm;

2. mistahes m € M ja mistahes r € R korral on defineeritud korrutis
rm € M nii, et:

(a) r(m+n) =rm+rn,
(b) (7’+s) =rm+ sm,
)

(c) (rs)m =r(sm),
(d) Im=m

mistahes elementide m,n € M ja r,s € R korral

Kuna me selles t66s vaatleme vaid vasakpoolseid mooduleid, siis nimetame
neid lihtsalt mooduliteks. Mooduleid iile korpuste nimetatakse wvektor-
ruumideks. Kerge on nédha, et moodulid iile taisarvude ringi Z on samas-
tatavad Abeli rithmadega.

Kui M on R-moodul, siis ringi R fikseeritud elemendiga korrutamine méarab
teisenduse m — rm hulgal M. Moodulit nimetatakse tdpseks, kui erinevate
ringi elementidega korrutamine médrab erinevad teisendused moodulil. See
tdhendab, et kui M on tdpne moodul ile ringi R ning 7 ja s on ringi R
erinevad elemendid, siis vihemalt ithe M elemendi m korral rm # sm. Ekvi-
valentne on nouda, et iga ringi R nullist erineva elemendi r korral leidub
mooduli M element m, nii et rm # 0.

R-mooduli M annullaatoriks nimetatakse hulka AnnM = {r € R|rM = 0}.
On kerge kontrollida, et iga R-mooduli annullaator on ringi R (kahepoolne)
ideaal. Ilmselt on R-moodul M tépne parajasti siis, kui AnnM = {0}.

Oeldakse, et R-moodul M on vddndeta, kui suvaliste nullist erinevatem € M
jar € R korral ka rm # 0. Ilmselt on koik vidndeta R-moodulid tépsed.

R-moodulit nimetatakse M [htsaks, kui tal on tapselt kaks alammoodulit:
nullalammoodul {0} ja M ise. Lihtsate moodulite nédideteks on 1-mootme-
lised vektorruumid ja Abeli rithmad Z,, kus p on algarv.

Ringi R nimetatakse lihtsaks, kui tal on tépselt kaks ideaali: nullideaal {0}
ja R ise. Ilmselt on koik korpused lihtsad ringid, aga on ka hésti teada, et
lihtsad on taielikud maatriksringid iile korpuste.
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Ringi R Jacobsoni radikaaliks J(R) nimetatakse koigi lihtsate R-moodulite
annullaatorite iihisosa.

Ringi R nimetatakse poollihtsaks Jacobsoni méttes, kui J(R) = 0.

Ringi R tsentriks nimetatakse ringi R koigi niisuguste elementide hulka, mis
kommuteeruvad ringi R koigi elementidega. Ringi tsenter on selle ringi ideaal.

Algebraks tile kommutatiivse korpuse F ehk lithidalt F'-algebraks nimetatakse
ringi R, mis on iihtlasi vektorruum iile F' ja kehtivad samasused

a(ry) = (ax)y = v(ay),

kus o € F ja x,y € R. Naiteks on taielikud maatriksringid Mat, F', kus
F' on kommutatiivne korpus, F-algebrad. Lepime kokku, et edaspidi on
koik selles t00s esinevad F'-algebrad assotsiatiivse korrutamisega ja omavad
iihikelementi.

Paneme tihele, et iga F-algebra R sisaldab alamringi, mis on isomorfne kor-
pusega F'. See koosneb koigist elementidest al, kus o € F. Sellest jareldub,
et koik moodulid iile F-algebra on automaatselt F'-vektorruumid.

Analoogiliselt vektorruumi lineaarteisendustega moodustavad iga R-mooduli
M endomorfismid assotsiatiivse iihikelemendiga ringi, mida téahistatakse
siimboliga End g M. Oma t66s toetume oluliselt jargmistele klassikalistele
ringiteooria faktidele:

Lemma 1. (Schuri lemma) Lihtsa mooduli endomorfismiring on korpus (4l-
diselt mittekommutatiivne).

Teoreem 2. (Tiheduse teoreem) Olgu M lihtne R-moodul, K = End gM
ning olgu vektorruum g M loplikumootmeline.  Siis vektorruumi M iga
lineaarteisenduse ¢ jaoks leidub r € R nii, et iga x € M korral p(z) = ra.

Teoreem 3. (Tiheduse teoreem téielikult taanduvate moodulite jaoks) Olgu
My, ..., My paarikaupa mitteisomorfsed lihtsad R-moodulid, millest igatiks on
loplikumootmeline ile oma endomorfismiring: End gM;. Siis suvalise ring:
R elementide ry,...,ry jaoks leidub r € R nii, et ro = rix iga i = 1,...k
ja x € M;korral.

Teoreem 4. (Artin-Wedderburni teoreem) Iga Jacobsoni méttes poollihtne
loplikumootmeline F'-algebra R on isomorfne lopliku arvu lihtsate F'-algebrate
Ry, ..., R,otsesummaga, kusjuures iga R; on isomorfne tdieliku maatriks-
ringiga tile mingi korpuse K.



Ko6ik need teoreemid voib leida raamatust [4].

Meie tdhtsaks tooriistaks on vadndeta Abeli rithma A teatud loomulik sises-
tamine vektorruumi M iile ratsionaalarvude korpuse Q. Vektorruum M
on defineeritav kui tensorkorrutis A ®z Q, kuid antud konkreetsel juhul
voime M defineerida ka valtides tensorkorrutamise tehet. Defineerime hulgal
A x (Z\ {0}) ekvivalentsiseose ~ eeskirjaga

(a,m) ~ (by,n) < na=mb

ning téhistame paari (a, m) ~-klassi simboliga a/m. Faktorhulk M = A/ ~
on muudetav vektorruumiks iile Q, kui defineerime liitmise ja skalaariga
korrutamise valemitega:

1. a/m+b/n = (na+ mb)/mn;

2. r/s-a/m=ra/sm, kus r,s € Z, s # 0.

Seda vektorruumi tihistame siimboliga A[Z™']. Seades elemendile a € A
vastavusse elemendi a/1 € M saame Abeli rithma A sisestuse Abeli rithma
AlZ7Y.

Vektorruumi M = A[Z '] elemendid on A elementide ratsionaalsed kordsed,
st, iga m € M saab kirjutada kujul ga, kus ¢ € Q, a € A. Loomulikult ei
pruugi suvaliselt valitud a € A ja ¢ € Q puhul korrutis ga kuuluda rithma A.

Olgu niiiid £ = End A viaandeta Abeli riithma A koigi endomorfismide ring.
Kerge on néha, et siis £ on liitmise suhtes ise ka viadndeta Abeli riithm. Seega
saame E sisestada Q-vektorruumi R = F[Z™']. Vektorruumi R elemendid
on kirjutatavad kujul ¢/m, kus ¢ € E jam € Z\ {0}. Defineerides hulgal R
korrutamise valemiga

¢/m-Y/n = gip/mn,
muutub hulk R algebraks iile Q. Peale selle, valemiga

¢/m-a/n = ¢(a)/mn

saame defineerida Q-vektorruumi M elementide korrutamise Q-algebra R
elementidega. Ei ole raske kontrollida, et selle tulemusel muutub M R-
mooduliks.

Néitame, et koiki A endofunktsioone, nagu endomorfismegi, saab jatkata
vektorruumile M. Olgu f rithma A n-aarne endofunktsioon ja votame
suvalised my,...,m, € M. Siis leidub selline 0 # k € Z, et km; € A,
i=1,...,m. Niitid defineerime f(my,...,m,) vordusega

kf(my,....,mp) = f(kmy,....kmy,).
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On kerge néha, et see funktsioon kommuteerub R toimega vektorruumil M.
Jargnevas nimetame selliseid funktsioone R-funktsioonideks. See tahelepanek
avab meile hea voimaluse A endoprimaalsuse toestamiseks. Kui me toes-
tame, et ei leidu lihtki R-funktsiooni vektorruumil M peale vektorruumi oM
termfunktsioonide, siis peab A olema endoprimaalne. Teisest kiiljest, kui
me leiame vektorruumil M mingi R-funktsiooni, mis ei ole termfunktsioon,
siis me saame kontrollida, kas see funktsioon voi moni selle téaisarvulistest
kordsetest sailitab rithma A. Kui jah, siis see tdisarvuline kordne on rithma
A endofunktsioon, mis pole termfunktsioon. Muuhulgas, kui algebral R on
mittetriviaalne tsenter Z jar € Z\Q, siis leidub selline n € Z, et nr € End A,
ja on ilmne, et nr on A endofunktsioon, mis pole termfunktsioon.

Kéesolevas t66s selgub, et vihemalt juhul rank A < 3 soltub rithma A endo-
primaalsus ainult R-mooduli M struktuurist.

Mooduli M alammoodulite jada {0} = Hy C Hy C ... C Hy_1 C Hy = M,
milles koik sisalduvused on ranged ning mida ei saa tihendada, nimetatakse
mooduli M kompositsioonijadaks.

Korpust K nimetatakse korpuse F' ruutlaiendiks (vastavalt kuuplaiendiks),
kui F' on K alamkorpus ja vektorruumi K /F mo6ode dimp K on 2 (vastavalt
3).

Lemma 2. Kui korpus K on korpuse F ruut- voi kuuplaiend ja F sisaldub
K tsentris, siis K on kommutatiivne.



2. Rikkad moodulid

Meie loppeesmargi jaoks piisab selliste R-moodulite uurimisest, kus R on
16plikumootmeline Q-algebra. Kuna koik pohjendused ldahevad 1&bi 16pliku-
mootmelise algebra jaoks iile suvalise korpuse F', esitame me tulemused {ildi-
semalt.

Olgu M tépne moodul iile F-algebra R. Funktsiooni f: M"™ — M nimetatak-
se R-funktsiooniks, kui

flrzy,....rxy) =rf(x,...,z,)

iga r1,...,x, € M jar € R jaoks. Nimetame R-moodulit M rikkaks, kui
tema ainsad R-funktsioonid on vektorruumi M on termfunktsioonid, see
tdhendab, lineaarfunktsioonid kujul

flxy, ... xy) =z + ..o 4 apxy,,

kus aq,...,a, € F.

Alustame lemmaga, mis néitab, et iga R-funktsioon siilitab vektorruumi M
lineaarteisendustena vaadeldud elementide r € R tuumad ja kujutised.

Lemma 3. Olgu f R-mooduli M mingi n-aarne R-funktsioon jar € R. Siis

1y, xy €Imr = f(xy,...,2,) € Imr
Jja
x1,...,x, € Kerr = f(xy,...,z,) € Kerr.
Toestus: Olgu xq,...,x, € Imr. See tdhendab, et leiduvad niisugused

m; € M, et rm; = x; iga i korral. Et f on mooduli M R-funktsioon, siis

flz, .o xn) = flrmy, ... ,rmy) =rf(my,...,my,),
millest jareldub, et f(z1,...,x,) € Imr.

Olgu niitid x; € Kerr. See tdhendab, et rx; = 0 iga ¢ jaoks. Et f on
mooduli M R-funktsioon, siis

rf(xy,...,x,) = f(rey,...,rz,) = f(0,...,0)=0f(0,...,0) =0,

millest jareldub, et f(z1,...,z,) € Kerr. O
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Lemma 4 toestamise juures on oluline, et mooduli otselahutused on tihedas
seoses selle mooduli endomorfismiringi idempotentidega. Veendume selles.

Olgu M = W@ W ninge: M — W jae : M — W projektsioonid:
seega e(w +w') = w, € (w+w') = w', kus w € W, w' € W’. Siis on kerge
kontrollida, et e ja ¢ on M idempotentsed endomorfismid ning e + ¢’ = 1
(samasusteisendus hulgal M, samuti ringi End g M iihikelement).

Teisest kiiljest, olgu e € End M idempotent. Et (1—e)(1—e) = 1—e—e+e =
=1—e, siis ka ¢’ =1—e on End M idempotent, kusjuures ilmselt e +¢’ = 1.
Tahistades W = e(M), W' = ¢'M, saame otselahutuse M = W @& W'
Toepoolest, suvaline m € M esitub kujul

m=1lm=(+e)m=em+emeW+W.
Seega M = W + W'. Votame niitid m € W N W'. Siis
m =em = e(e'm) = (e'ym = 0m =0,
millega toestasime, et W NW' = {0}.

Siin kasutasime projektsiooni definitsioonist lihtsasti tulenevaid fakte, et
suvaliste w € W ja w’ € W' korral ew = w, ¢'w’ = w' ja ew’ = ¢'w = 0 ning
lisaks ee’ = €'e = 0.

Niiiid néitab jargmine lemma, et R-funktsioonid on kooskolas selliste otse-
lahutustega, millega seotud projektsioonid kuuluvad algebrasse R.

Lemma 4. Olgu e € R idempotent, ¢ =1—e, W =eM, W' = €e'M, ja olgu
F R-mooduli M n-aarne R-funktsioon. Siis

f(y1+21;---7yn+zn):f(y1,~--,yn)+f(217-~~7zn)

i9a Y1, ..., Yn € W ja z1, ..., 2, € W' jaoks.

Toestus: Et ey; = y;, €'z, = 2, ez; = 0 ja €'y; = 0, siis (e + €)y; = y; ja
(e + €')z; = z;. Lemma viiide on jareldus jargmistest arvutustest:

flyr + 215 o Yn + 20) =
=flle+ &)y +21),....(e+€)(yn+21) =
=(e+e)fly+21,. 0 Yn+20) =
=ef(yr+ 21,y Un+20) e flyr+ 21, Yn+ 20) =
=fle(yr+21), .- e(yn+22)) + f€ (1 + 21), -, € (Yn + 2,)) =
=flyr, s yn) + f(21,. -0, 2n).
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Kaéesolevas peatiikis on meie eesméargiks tuletada kaks iildist piisavat tingi-
must R-mooduli rikkuseks. Need esitatakse teoreemis 5. Tingimused naivad
formaalselt vottes viga sarnased, teatud mottes on nad iiksteisega duaalsed,
sellegipoolest on nende toestused taiesti erinevad. Enne teoreemi toestamist
toestame kaks lemmat. Esimene neist on pisut iildisem teoreemi 5 esimesest
véitest, seda tildisemat viidet vajame hiljem lemma 10 toestuses. See toes-
tus pohineb ideel, mida on kasutatud juba artiklis [2] (teoreem 4.1). Teist
lemmat korpuste kloonidest kasutatakse teoreemi 5 teise rikkuse tingimuse
toestamiseks.

Klooniks hulgal A nimetatakse mingit hulga A lopliku aarsusega funkt-
sioonide hulka, mis sisaldab kéik projektsioonid (niisugused funktsioonid
(1,...,2,) — x;, kus n ja i on fikseeritud) ja on kinnine liitfunktsioonide
moodustamise suhtes.

Néiteks, kui A on korpus, siis koik lineaarsed funktsioonid, samuti koik
poliinoomfunktsioonid moodustavad klooni hulgal A. Kui C on kloon hulgal
A, siis koigi hulga C n-aarsete funktsioonide hulka nimetatakse C n-aarseks
osaks ja tahistatakse C,.

Lemma 5. Olgu M loplikumaootmeline vektorruum dile korpuse F ja R olgu
F-algebra End pM mingi thikelemendiga alamalgebra. Oletame, et e on
mingi R idempotent nii, et dim(eM) =1 ja 0 # a € eM. Kui dim(Ra) > 2,
siis vektorruumi M iga R-funktsioont f ahend M alamruumile Ra on selle
vektorruumi termfunktsiooni ahend.

Toestus: Olgu dimp M =n, e =1—eja W =M N Ra. Et Fa ku-
jutab endast vektorruumi M iithemootmelist alamruumi, mis on saadud

koikide korpuse F' elementide korrutamisel elemendiga a € eM, siis
eM = Fa C Ra. Et lisaks M = eM @ €' M, siis

Ra=eM & (/M N Ra) =eM & W'.
Et dim(Ra) > 2 ja dim(eM) = 1, siis W' # {0}.

Votame vektorruumi M suvalise R-funktsiooni f. Toestame viite in-
duktsiooniga f aarsuse jargi. Koigepealt olgu f unaarne funktsioon.
Lemma 3 jérgi séilitab funktsioon f alamruumi eM = Fla, seetottu lei-
dub a € F nii, et f(a) = aa. Niiid, kui m = ra on alamruumi Ra
suvaline element, saame

f(m) = f(ra) =rf(a) =r(aa) = a(ra) = am,
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seega f ahend alamruumile Ra on vektorruumi pM termfunktsiooni

ahend.

Eeldame niiiid, et koigi mooduli M (n—1)-aarsete R-funktsioonide ahen-
did alamruumile Ra on termfunktsioonid. Olgu f mooduli M mingi
n-aarne R-funktsioon. Koéigepealt naitame, et f|y on termfunktsioon.
Olgu 2y,...,2, € W' suvalised elemendid. Valime r € R sellise, et
ra = z,. Paneme tihele, et a = ea ja €'a = €'ea =0, €'z, = z; jaez; =0
iga i = 1,...,n jaoks, seega z; = z; + 0 = €'z, + rez; = (¢ + re)z,
i=1,...,n—1ning 2, = 0+7ra = €a+rea = (¢ +re)a. Arvutame:

fz1,o 0 zn)=f((€ +re)zy, ..., (¢ +re)zn_1, (€ +1e)a) =
= +re)f(z1,...,2n1,0) =
=€ f(z1,.. ., 2n_1,0) +ref(z1,...,2p1,0) =

=f(ez,....¢zp_1,¢a) + f(rezy, ..., rez,_1,rea) =
=f(z1,- -, 2n-1,0) + f(0,...,0,2,) .

Sellest, et f(z1,...,x,) on R-funktsioon, jareldub kergesti, et ka funkt-
sioonid f(z1,...,2,-1,0) ja f(0,...,0,2,) on R-funktsioonid. Et vii-
mastes on muutujaid vahem kui n, siis induktsiooni eelduse kohaselt on
nad termfunktsioonid. Seega leiduvad aq,...,a, € F nii, et

f(z1,0izn) =aqz1 + .o+ a2y

iga z1,...,2, € W jaoks.

Votame niitid » € R nii, et 0 # ra € W’. Siis suvaliste yy,...,y, € Fa
jaoks saame 11, ...,7y, € W' ja

Tf(yh'"7yn>:f(ry17"‘7ryn) =
= (ryr) + ... Fan(ry,) =
:T(alyl +...+ Ofnyn) .

Et r kujutab Fa bijektiivselt W' sisse, saame jireldada, et

f(yh‘"vyn):a1y1+"'+anyn

iga y1,...,y, € Fa jaoks. Oleme toestanud, et f ahendid nii Fa kui
W' peal annavad sama termfunktsiooni. Niiiid jareldub lemmast 4, et f
ahend alamruumil Ra on samuti termfunktsioon oy + ... + a,z,. O

Tahistatame lineaarsete nulli séilitavate funktsioonide klooni korpusel F
siimboliga L.
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Lemma 6. Olgu C kloon korpusel F', mis sisaldab klooni L ja langegu nende
kloonide binaarosad kokku: Co = Lo. Stis C = L.

Toestus: Koigepealt paneme téhele, et seosest £ C C jareldub, et unaar-
sed funktsioonid az, kus o € F, ja konstantne funktsioon 0 sisalduvad
kloonis C. Kasutades induktsiooni, eeldame, et C,, = L£,,, kus n > 2.
Olgu f € C,,11. Votame «a € F ning vaatleme funktsiooni

g1, xn) = f(x1, ... 0, Qy) .

Kerge on veenduda, et g(x1, ..., z,) kuulub klooni C. Seega induktsiooni
eelduse pohjal g(z1,...,x,) € L, st leiduvad sellised (i, ..., 5, € F, et

g<x17"-)xn) :ﬁlxl"f_-”_’_ﬁnxn

iga x1,...,1, € F jaoks. Uldiselt soltuvad kordajad f3; elemendist a,
kuid vottes x,, = 0, saame

g(xla s 7xn—170) = f(xlv s 7'1771—170’0) = ﬁlxl + ... +ﬁn—1xn—l7

mis naitab, et 3, ..., 3, 1 ei soltu elemendist a. Niilid vaatleme funkt-
siooni
h(xh v 71'71-‘,-1) - f(l‘la oo 7xn+1) - ﬁlxl e T ﬁn—lmn—l .

Kuna £ C C, siis h € C. Teisest kiiljest on kerge naha, et h soltub
ainult muutujatest x,, ja x, 1. Toepoolest, kui x,, # 0, siis leidub o € F'
nii, et z,.1 = ax, ja meil on h(zy,...,T,01) = Ou(a)z,, kus a soltub
ainult muutujatest =, ja x,.;. Kui x, = 0, siis vaatleme funktsiooni
f(z1,. .. 20-1,0,2,41), mis induktsiooni eelduse pohjal peab kuuluma
klooni L. Seetottu leiduvad 1, ..., 91, Vne1 nii, et

flx1, .o 1,0, Z041) = N121 + - o . + Vn1Tn—1 + Vnt1Tni1

suvaliste xy,...,%,_1,Tpy1 € F jaoks. Vottes siin x,.; = 0, saame
Y121 + ...+ Yn—1Tp—1 = f(CCl, N o I 0, O) = 511'1 4+ ...+ ﬁn—lJ;n—la
millest v; = §;, 1 =1,...,n — 1. Jarelikult

h<x17 <oy Tn—1, 07 anrl) =
= f(f7€1, cey Tpo1, 0, $n+1) — bz — ... = BTy =
= Yn+1Tn+1

seega jallegi soltub see ainult muutujast x,,.1. Niisiis meie oletuse pohjal
hGEjaf:h+ﬁ1x1+...+ﬁn,1wn,1 e L. O
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Teoreem 5. Olgu M loplikumaootmeline vektorruum tle korpuse F' ja R olgu
F-algebra End p M mingi ihikelemendiga alamalgebra. Tdaitku R-moodul M
tiht jargmisest kahest tingimusest:

(i) Leidub idempotent e € R nii, et dim(eM) =1 ja dim(Re) = dim M > 2.
(ii) Leidub idempotent e € R nii, et dim(eM) =1 ja dim(eR) = dim M > 2.

S1is on M rikas R-moodul.

Toestus: Olgu a € eM suvaline nullist erinev element. Té&ahistame
¢ =1—cjaW' =¢e'M. Siis ilmselt ea = a, eM = Fa ja M = Fa®W'.

(i)

Seame igale Re elemendile x vastavusse elemendi xa. Naitame,
et see kujutus ¢ sisestab Re moodulisse Ra. Olgu = = re, siis
za =rea =ra € Ra. Et o(z+vy) = (z+y)a = vatya = p(x)+¢(y)
ning p(sz) = (sxr)a = s(xa) = sp(z) iga x,y € Re ja s € R korral,
siis on tegu R-moodulite homomorfismiga. Naitame, et kujutus
@ on iiksiihene. Olgu za = 0 ja m € M suvaline element. Et
M = Fa @ W', siis avaldub m kujul m = aa + €¢'mq, kus o € F,
my € M. Nuid zm = x(aa + €'my) = axa +ree'm; =0+0=10
suvaliselt valitud m elemendi jaoks, seega xM = 0. Mooduli M
tapsusest jareldub niitid, et siis x = 0, seega on kujutus ¢ iiksiihene.

Seega dim M = dim(Re) < dim(Ra) < dim M, millest M = Ra.
Viide jéareldub niitid otseselt lemmast 5.

Olgu S vektorruumi M koikide selliste lineaarteisenduste vektor-
ruum, mis kujutavad kogu M alamruumi Fa sisse. Et Fa on
ithemootmeline, siis dim S = dim M. Et eR C S ja teoreemi eel-
duse pohjal dim(eR) = dim M, siis S = eR C R ja seega algebra
R sisaldab vektorruumi M koik lineaarteisendused, mis kujutavad
mooduli M alamruumi Fa sisse. Olgu aq,...,a, vektorruumi M
mingi baas, f suvaline n-aarne R-funktsioon moodulil M, ja

flay, ... ;a,) = a1a1 + ... + apa,,
kus aq,...,q, € F. Niiid leidub suvaliste mq,...,m, € Fa jaoks
r € Rnii, et ra; = m;, 1 =1,...,n. Kasutades seda elementi r ning

fakti, et f on R-funktsioon, saame me kergesti, et
flmy,...,my) =amy + ...+ a,my,
see tdhendab, f ahend alamruumile F'a on termfunktsioon.
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Olgu C kloon sellistest alamruumil F'a toimivatest funktsioonidest,
millest igaiiks on mooduli M mingi R-funktsiooni ahend. Lemma
3 tottu on Fa kinnine mooduli M R-funktsioonide suhtes. Seega
tegelikult koosnebki C koigi R-mooduli M R-funktsioonide ahen-
ditest alamruumile Fa. Ilmselt see kloon sisaldab £ ja kuna me
just toestasime, et C,, = L, siis ka ilmselt Cy = L5. Margime, et
Fa saab samastada korpusega F'. Seetottu lemma 6 pohjal koosneb
C téielikult vektorruumi A termfunktsioonidest. Teiste sonadega,
M suvalise R-funktsiooni ahend alamruumil Fa on termfunktsioon.

Olgu niitid f(z1,...,xs) suvaline R-funktsioon moodulil M ja olgu
tema ahend alamruumil Fa termfunktsioon a2y + ... + agx,. Siis
vottes my,...,ms € M ja sellise r € R, et rM C Fa, saame me

r(f(my,...,mg))= f(rmq,...,rmy)
=ay(rmy) + -+ + as(rmy)
=r(ocamy + ...+ asmy).

Kuna kaigi selliste funktsioonide r tuumade iihisosa on {0}, jarel-
dame me, et f(mq,...,ms) = agmy + ... + agm, kehtib koigi
mi,...,mg € M jaoks.

O

Jargnevas esitame me algebra R elemendid ruutmaatriksitena iile korpuse
F. Nagu tavaliselt, kui ay,...,a, on M baas iile F, siis element » € R
samastatakse maatriksiga r = (r;;), kus ra; = ra1 + ... + rya,. Pirast
sellist samastamist saab teoreem 5 jargmise kuju:

Teoreem 6. Olgu M loplikumaootmeline vektorruum fdle korpuse F mning
R F'-algebra End p M dhikelemendiga alamalgebra. R-moodul M on rikas,
kut vektorruumi End p M mingi sobiva baasi suhtes kehtib tks jdargmistest
tingimustest:

(i) leidub selline i, et R sisaldab koiki maatrikseid nullidega koigis veergudes
peale ©. veeru;

(i) leidub selline i, et R sisaldab koiki maatrikseid nullidega koigis veerqudes
peale 1. rea.

Toestus: Jareldub teoreemist 5. O
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3. Kolmemootmelised rikkad moodulid

Kogu selle peatiiki ulatuses on M tapne moodul iile F-algebra R, kusjuures
dimgp M = 3. Tulemusena kirjeldame téaielikult, millised neist moodulitest
on rikkad. Paneme tahele, et viiksemamootmelisi rikkaid R-mooduleid on
vaga kerge kirjeldada. Kui dimp M = 1, siis binaarne funktsioon (1) on
R-funktsioon, mis ilmselt ei ole termfunktsioon. Seega M ei saa olla rikas
R-moodul.

Samuti ei saa R-moodul olla rikas, kui R on kahemootmeline iile F'. Toe-
poolest, koik kahemootmelised algebrad on kommutatiivsed, seega on nende
tsenter mittetriviaalne.

Allesjaéanud juhul, kus dimp M = 2 ja dimp R > 3, saame kasutada teo-
reemi 5. Toepoolest, siis soltuvalt sellest, kas R-moodul M on lihtne voi
mitte, R kas sisaldab koik vektorruumi ,; F' lineaarteisendused voi parast tile-
minekut sobivale baasile vektorruumis M saab seda samastada koigi teist
jarku tlemiste kolmnurkmaatriksite algebraga iile F'.

Alustame lihtsa tdhelepanekuga.

Lemma 7. Kui algebra R on poollihtne, kuid mitte lihtne, sits moodul M ei
ole rikas.

Toestus: Iga poollihtne algebra on lihtsate algebrate otsesumma. Et
algebra R ei ole lihtne, on tegu vihemalt kahe algebra otsesummaga ja
sellistel algebratel on olemas mittetriviaalne tsenter. O

Jargmisena lahendame probleemi juhul, kui R-moodul M on lihtne.

Lause 1. Kui R-moodul M on lihtne, siis see on rikas ainult siis, kui R on
vektorruumi p M koigi lineaarteisenduste ring.

Toestus: Kui R on vektorruumi pM koigi lineaarteisenduste ring, siis
on M rikas teoreemi 5 pohjal.

Eeldame niiiid, et M on rikas R-moodul. Et M on tédpne lihtne R-
moodul ja R on 1oplikumootmeline, siis teoreemi 2 tottu on R isomorfne
koigi maatriksite ringiga iile korpuse K = End g M. Schuri lemma jargi
on K korpus (iildiselt mittekommutatiivne), mille tsentris sisaldub kor-
pus F'. Et M on samuti K-moodul, siis kehtib vordus
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Seega on kaks voimalust: K-vektorruumi M moode on kas 1 voi 3.
Esimesel juhul on K korpuse F' kuuplaiend, seega lemma 2 pohjal on
ta kommutatiivne korpus. Et R peab niilid olema 1-mootmelise K-
vektorruumi koigi lineaarteisenduste ring, siis R = K, seega R on
kommutatiivne, millest jareldub, et M ei ole rikas.

Kui dimp K = 1, siis K = F ning R on pM koigi lineaarteisenduste
ring. O

Kui M ei ole lihtne R-moodul, siis on tal kompositsioonijada pikkusega
vihemalt 2. Koik selle jada faktorid on lihtsad R-moodulid, mis voi-
vad olla isomorfsed voi mitte. Olgu meil paarikaupa mitteisomorfsed R-
moodulid My, ..., M. Siis, kuna R on loplikumootmeline algebra, on iga
faktoralgebra R/AnnM; isomorfne kdigi maatriksite algebraga R; = Mat,,, F},
kus F; = End gM, ning meil on kanooniline homomorfism ringist R ringi
Ry x ... X Rj. Ténu teoreemile 3 teame, et see homomorfism on tegelikult
pealekujutus.

Jargmiseks vaatleme me juhtu, kus R-moodulil M on kompositsioonijada
pikkusega 2.

Lause 2. Kui R-moodulil M on kompositsioonijada pikkusega 2, siis on
Jargmised vaited samavdadrsed:

1. M on rikas;
2. R e ole poollihtne;
3. leiab aset tiks teoreemi 5 kahest juhust.

Toestus: Jareldumine (3) = (1) kehtib ténu teoreemile 5.

Et algebral R on kaks mitteisomorfset lihtsat moodulit, ei saa ta olla liht-
ne — erinevate mootmetega lihtsatel moodulitel peavad olema erinevad
annullaatorid, seetottu on ringil kaks erinevat ideaali, millest kumbki ei
saa olla R ise (kuna see on annullaatoriks vaid nullmoodulile). Kui R
oleks poollihtne, ei saaks moodul M lemma 7 pohjal olla rikas. Seega
(1) = (2) jéreldub lemmast 7.

Jaab iile toestada, et véitest (2) jareldub véide (3). Eeldame koigepealt,
et moodulil kM on kompositsioonijada 0 < W < M, kus dimp W = 1.
Siis saame valida sellise F-baasi a1, as,a3 € M nii, et a; € W. Seega
saab elemente r € R samastada maatriksitega kujul
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S MatgF . (2)

o ox
= 0
> @ Q

o
algebra. Need maatriksid kirjeldavad ringi R toimimist lihtsal R-
moodulil M/W, tegelikult on algebra S isomorfne faktoralgebraga
R/Ann(M/W). Olgu K = End ¢(M/W). Siis Schuri lemma pohjal on
K korpus ja tiheduse teoreemi jérgi S = End x(M/W). Nii R-moodulit
M /W kui ka korpust K voib vaadelda kui vektorruumi iile korpuse F,
kusjuures nende mootmete jaoks kehtib seos

Et dimp(M/W) = 2, siis on kaks voimalust:
e dimp K =1 ehk K = F, siis S = Endp(M/W) = Maty F;
e dimp K = 2, siis S = K on korpuse F' ruutlaiend.

Et lihtsad R-moodulid W ja M /W ei ole isomorfsed, siis teoreemi 3
pohjal sisaldab see maatrikseid suvaliselt valitud elemendi p € F' ja
ploki s € S jaoks.

Olgu S maatriksi (2) paremal all nurgas asuvate maatriksite s = (: s )

Et R ei ole poollihtne, sisaldab see nullist erinevat radikaali J ja kuna J
annulleerib nii W kui M /W saab see sisaldada ainult selliseid maatrik-
seid (2), milles a« = f =y =0 = = 0, see tdhendab, et 1 < dim J < 2.

Vaatleme ideaali J kuuluva maatriksi ja suvalise R maatriksi korrutist:

0 a b W p o 0 aa+~yb Pa+db
00 0]-{0 a B|=10 0 0
0 0 0 0 v ¢ 0 0 0

Kui S = Mat, F, siis voime kordajad «, 3, v ja 0 valida suvaliselt. Ilmselt
on voimalik valida need nii, et tihel juhul on aa +~b = 0 ja Ba+ §b # 0,
teisel juhul aga aa + vb # 0 ja Ba + 0b = 0. Seega on dim J = 2.

Kui S on korpuse F' ruutlaiend, siis on S maatriksid kujul (kaﬁ g ),

kus k& on mingi korpuse F' fikseeritud element, mis ei oma korpuses F
ruutjuurt. Ka sel juhul on voimalik veenduda, et J sisaldab maatrikseid

0 0 b
0 0 O
0 0 O

o O Q2
o O O

0
ja 0
0
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kus a # 0 # b, ja seega dim J = 2.

Niisiis on molemal juhul dim J = 2, millest jareldub, et R sisaldab maat-
rikseid, mille esimene rida on valitud suvaliselt ning koik iilejaanud ele-
mendid vorduvad nulliga. Seega on meil tegemist just juhuga (ii) teo-
reemist 5, mille kohaselt R-moodul M on rikas.

Sarnaste arutlustega saab niidata, et juhul dimp W = 2 rakendub juht
(i) teoreemist 5. O

Niiiid oletame, et moodulil kM on kompositsioonijada pikkusega 3. Selli-
sel juhul saame leida pM baasi aq,as, a3 nii, et koik elemendid r € R on
esitatavad kolmnurkmaatriksite abil:

(3)

o o Q
o™
2 3 qQ

Selle peatiiki 16puni oletame, et R elemendid on esitatavad maatriksitega
kujul (3). Imselt r € J parajasti siis, kui a« = =~ = 0.

See juht on keerulisem ja me peame eristama mitu alamjuhtu. Pohjuseks
on see, et moned iihemootmelistest kompositsioonifaktoritest voivad olla iso-
morfsed R-moodulid. Maatriksite keeles tdhendab see, et R on esitatav sellis-
te maatriksite kujul, kus diagonaali elementidest moned voi koik on vordsed.

Koigepealt vaatleme juhtu, kus koik kolm R-mooduli M kompositsiooni-
faktorit on isomorfsed, st R on esitatav selliste maatriksite kujul, kus koik
diagonaalielemendid on vordsed.

Lemma 8. Kui R-moodulil M on kompositsioonijada pikkusega 3 ja koik
kompositsioonifaktorid on isomorfsed, siis kas R = F voi on algebral R mit-
tetriviaalne tsenter ja seeqga M ei ole rikas.

Toestus: Meie eelduste pohjal iga r € R on iihe skalaari a € F ja
mingi s € J summa. Kui R = F, siis funktsioon (1) on R-funktsioon,
mis ei ole termfunktsioon. Kui R # F, siis vaatleme korrutist J*. Kui
J? # 0, siis moodustame alamhulga J? poolt tekitatud algebra R ideaali
X = (J?). Kui aga J* = 0, siis olgu X = .J. Niiiid saame mé&lemal juhul
XJ = JX =0 (kuna J* = 0), kusjuures X on algebra R radikaalis
sisalduv nullist erinev ideaal. Et R = F' + J, siis X sisaldub R tsentris
ja seega on ringil R mittetriviaalne tsenter. O
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Jargmine lemma lihtsustab meie analiiiisi juhul, kui R-moodulil M on vihe-
malt kaks mitteisomorfset kompositsoonifaktorit.

Lemma 9. Kui R-moodulil M on kompositsioonijada pikkusega 3 ja mitte
koik kompositsioonifaktorid pole isomorfsed, siis leiab aset vihemalt ks
jargmistest kolmest voimalusest: 1) dimJ = 3; 2) p = 0 koigis radikaali J
kuuluvates maatriksites; 3) T = 0 koigis radikaali J kuuluvates maatriksites.

Toestus: Oletame, et kumbki kahest viimasest voimalusest ei esine, st
J sisaldab maatrikseid

0 p1 o1 0 p2 o2
rn=10 0 n ja ro=10 0 7],
0O 0 O 0O 0 O

kus p; # 0 ja 7o # 0. Siis ilmselt J sisaldab maatriksit 79, kus
p=17=0jaoc=pm#0.

Olgu 0 < W; < Wy < M mooduli M kompositsioonijada ja oletame
koigepealt, et Wy ja Wy /W ei ole isomorfsed. Siis teoreemi 3 pohjal
sisaldab R maatrikseid

Q3 pP3 O3 0 P4 04
rs=10 0 3 ja ra=\0 By ma|,
0 0 0 0 M

kus ag # 0 ja B4 # 0. Siis elemendil 7371 € J on p = agp; # 0 ja T =0,
samas kui elemendil r4ry on p = 0 ja 7 = By # 0. Sellest jéreldub, et
dim J = 3.

Olgu Wy = Wy /Wy, kuid Wy 22 M /W,. Siis teoreemi 3 pohjal sisaldab
R maatrikseid

Qs ps 05 0 ps 06
rs=| 0 a5 T3 ja =10 0 1],
O 0 O 0 0

kus as # 0 ja v # 0. Péarast rir5 ja rorg arvutamist jareldame taas, et
dimJ =3. O

Vaatleme niiiid selliseid R-mooduleid, millel on vahemalt kaks mitteisomort-
set kompositsioonifaktorit.
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Kui J = 0, siis R on poollihtne, kuid mitte lihtne, sest ta omab kahte mitte-
isomorfset lihtsat R-moodulit. Seega lemma 7 tottu ei ole M rikas. Jarelikult
voime edaspidi eeldada, et J # 0.

Alustame alamjuhust, kus on kolm mitteisomorfset kompositsioonifaktorit,
see tdhendab, dim(R/J) = 3. Teoreemist 3 jéreldub, et sel juhul sisaldab R
maatrikseid suvaliste diagonaalielementidega «, (3, .

Erinevate J mootmete juhte vaatleme eraldi. Kui dimJ = 3, siis R koos-
neb koigist tilemistest diagonaalmaatriksitest iile F' ja teoreemi 5 molemad
tingimused kehtivad. Niisiis sellisel juhul on M rikas.

Olgu niiiid 1 < dimJ < 2, seega 4 < dim R < 5. Kasutades lemmat 9
oletame koigepealt, et J koigis maatriksites on p = 0. Niiiid leidub kas iiks
(kui dim R = 5) voi kaks (kui dim R = 4) lineaarset homogeenset vorrandit,
mida R kuuluvate maatriksite (3) — ja ainult selliste maatriksite — elemendid
rahuldavad. Et a = 8 = v = 0 puhul peab olema p = 0 iga R maatriksi
jaoks, siis saame iihe nendest vorranditest valida kujul

koo + €68 +my+vp =0, (4)

kus v # 0. Kasutades fakti, et R on korrutamise suhtes kinnine, saame
(4) lihtsustada kujule ka — kB + vp = 0 ehk p = u(f — «a), kus u = k/v.
Toepoolest, olgu r1,7e € R kaks maatriksit kujul (3) elementidega «;, 3;, v,
Pi, 0, Tiy © = 1,2. Et r1, 79 ja r17r9 elemendid peavad rahuldama vorrandit
(4), saame me:

/{ZOél +gﬁl +m’}/1 —|—Up120,
]{5042 —l-eﬁg +m’)/2 +U02:O,
kayog 4+ €61 82 + my1ye + v(aips + p1f2) =0.

Teoreemi 3 kasutades valime me 7 ja r9 nii, et a1 = B =0, 11 # 0, 75 # 0.
Siis saame kolmandast vorrandist m = 0. Seega, lahutades kolmandast vor-
randist arvuga (3, korrutatud esimese ja arvuga a; korrutatud teise vorrandi,
saame (k + £)a1 0y = 0. Et me saame vabalt valida ry ja 75 nii, et ag # 0 ja
B2 # 0, saame k + ¢ = 0. Niitid baasivahetus a} = a;, a), = ay + uay, aj = a3
viib R maatriksid kujule

a 0 o

0O 6 7

0 0 ~
Seega juhul dim R = 5 jareldame me, et R sisaldab koiki maatrikseid, kus
esimesed kaks veergu on nullid ja viimased veerus on suvaline vektor, niisiis
teoreemi 5 pohjal on sellisel juhul moodul zfM rikas.
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Kui dim R = 4, siis dim J = 1 ning lisaks vordusele p = 0 peavad maatriksi
r € R elemendid rahuldama veel iiht vorrandit kujul

k1a+€1ﬁ+m17+810+t17:0.
Vaatleme vordusi

/{1061 + 6161 + mmy + 5101 + t17'1 =0 ,
kiog 4 0182 + mys + 5109 + 1172 =0,
kiaiag + 016102 + mamive + s1(aroa + 017y2) + t1(Bime + 11y2) =0.

Vottes siin g = fB1 = 72 = 0, a; # 0, saame sy09 = 0. Niiiid on meil
kaks voimalust: kas o = 0 alati, kui @ = v = 0, voi s; = 0. Esimesel
juhul peab kehtima mingi vordus kujul ksao + maoy 4 seo = 0. Kirjutades
ka selle vorduse jaoks kolm vordust kahe maatriksi ja nende korrutise jaoks,
ning lahutades saadud kolmandast vordusest arvuga 7, korrutatud esimese
ja arvuga o korrutatud teise vorduse, saame, et 0 = uy(y — a), ning pérast
baasivahetust af = a}, ay = ay, aj = a3 + uqa) saab R esitada maatriksitega
kujul

a 0 0

0 B8 7
0 0 ~

(5)

Et siis kommuteeruvad algebra R koik elemendid maatriksiga

1
0 €R,
0

o O O
o O O

siis on algebral R ilmselt olemas mittetriviaalne tsenter ja moodul gk M ei ole
rikas.

Teisel juhul, vottes kolmandas vorduses G; = 72 = 0, oy # 0, as # 0, saame
k1 = 0; lahutades kolmandast vordusest arvuga v, korrutatud esimese ja
arvuga (; korrutatud teise vorduse, saame 7 = wy(y — (). Pérast baasi-
vahetust af = a), ay = af, a5 = aj + wia), saab R esitada maatriksitega
kujul

SO OoOWw
o Q0 O

0
o
7
mis on samavéédrne maatriksiga (5).
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Juht, kus J koosneb maatriksitest, kus 7 = 0, on sarnane. Algul saame
baasivahetuse a] = a1, ay = aq, ay = az + uay abil, kus 7 = u(y — 3), viia R
maatriksid kujule

o o Q
o™WD

o
0
g

Siin juhul dim R = 5 sisaldab R koiki maatrikseid, kus viimased kaks rida
on nullid ja esimeses reas on suvaline vektor, seega moodul zrM on rikas.
Kui dim R = 4, siis saame juhul keav + 0o + rop = 0 muutujavahetuse
a] = ay, ay = ay, ay = ay + ugay abil, kus p = uy(f — ), ja juhul r; = 0
muutujavahetuse af = af, ay = a3, a3 = a3 + uya) abil, kus 0 = uy(y — ),
vila R maatriksid kujule

oo
o™
= O O

ja algebra R koik elemendid kommuteeruvad maatriksiga

e R,

O O O
O OO
_ o O

seega algebral R on mittetriviaalne tsenter. Niisiis on tdnu lemmale 9 juht
dim R/J = 3 téielikult kaetud.

Olgu niitid kaks kolmest rM kompositsioonifaktorist isomorfsed. Ekvi-
valentselt see tdhendab, et dim R/.J = 2, ning maatriksite keeles, et R maat-
riksid rahuldavad kas tingimust a = ( voi f = v voi a = =, kuid mitte
tingimust a = 3 = 7. Kahjuks tuleb meil neid kolme juhtu eraldi vaadelda.

Olgu koigepealt v = 3. Niitid kui dim J = 3, siis teoreemi 3 pohjal sisaldab
R koiki maatrikseid suvalise vektoriga kolmandas ja nullidega esimeses ka-
hes veerus. Seega teoreemi 5 pohjal on M rikas. Jdab veel vaadelda juhte
1 < dimJ < 2. Lemma 9 pohjal neil juhtudel kas p = 0 voi 7 = 0 koigis J
maatriksites.

Kui J koosneb maatriksitest, kus p = 0, siis jatkates sarnaselt vastavale
juhule dim R/J = 3 jaoks, leiame, et peab kehtima p = 0 koigi R maatriksite
jaoks ning ringi R saab seega esitada maatriksitena kujul

o O QO
o Q0 O
2 39



*endequation Kui dim J = 2, siis sisaldab R koiki maatrikseid, mille esimesed
kaks veergu on nullid ja viimases veerus on suvaline vektor, seega moodul
M on rikas. Kui dimJ = 1, siis saame, et kas s = 0, 7 = us(y — «)
ja muutujavahetuse a] = ag, a5 = a1, aj = as + ugay abil saame viia R
maatriksid kujule

(6)

o O Q9
o o O
2003 o

voi saame avaldada o = ui(y — @) 4+ v17 ning muutujavahetuse a] = ay,
ay = ag+viay, ay = az+uia; abil saame viia R maatriksid samuti kujule (6).
See juhtum on, eriti meie t66 pohieesmérgi seisukohalt, huvitav. On lihtne
naha, et sellel juhul on ringil R triviaalne tsenter, kuid tema tsentralisaator
ringis MatsF' on mittetriviaalne, niiteks kommuteerub maatriks

1
0 ¢ R (7)
0

o O O
o O O

koikide maatriksitega kujul (6). Seega ei ole moodul g M rikas.

Niitid oletame, et J koosneb maatriksitest, kus 7 = 0 (ja endiselt o = [3).
Siis sarnaste elementaarsete meetodite rakendamise tulemusena, kasutades
muutujavahetust a) = a1, ay = ag, a3 = az + uaz, kus 7 = u(y — @), saame
R esitada maatriksite poolt kujul

(8)

o O 9
o2
2 o9

Juht, kus p = 0 koigi J elementide jaoks, on meil juba vaadeldud, seega
voime tldisust kitsendamata eeldada, et

0 1
0 0 €ER
0 0

o O O

ja kuna see kommuteerub R koigi elementidega, siis moodulil M leidub mitte-
triviaalne tsenter.

Olgu niitid g = ~. Niiiid, kui dim J = 3, siis teoreemi 3 pohjal sisaldab R
koiki maatrikseid suvalise vektoriga esimeses ja nullidega viimases kahes reas.
Seega teoreemi 5 pohjal on M rikas. J&db veel vaadelda juhte 1 < dim J < 2.
Lemma 9 pohjal neil juhtudel jallegi kas p = 0 voi 7 = 0 koigis J maatriksites.
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Kui J koosneb maatriksitest, kus 7 = 0, siis analoogiliste meetodite abil
saame 7 = 0 koigis R maatriksites ning R saame esitada maatriksite poolt
kujul

a p o
0 8 0
0 0 g

Kui dim J = 2, siis sisaldab R koiki maatrikseid, mille viimased kaks rida
on nullid ja esimeses reas on suvaline vektor, seega moodul M on rikas. Kui
dim J = 1, siis saame, et kas s = 0, p = us(f — @) ja muutujavahetuse
ay = ay, ay = as, ay = a + uga; abil saame viia R maatriksid kujule
0

0 9)

o o R

P
B
0 p

voi saame me avaldada o kujul o = u; (8 — a) — v1p ja seega viib muutuja-
vahetus a} = a1, ay = ag, ay = az+uja; +vias koik R maatriksid taas kujule
(9). On lihtne néha, et sellel juhul on algebral R triviaalne tsenter, kuid

tema tsentralisaator ringis MatsF' on mittetriviaalne, naiteks kommuteerub
maatriks

¢ R

o O O
O O O
_— o O

koikide maatriksitega kujul (9). Seega ei ole moodul g M rikas.

Niitid oletame, et J koosneb maatriksitest, kus p = 0 (ja endiselt § = ),
siis jatkates sarnaselt vastavale juhule dim R/J = 3 jaoks, leiame, et saame
muutujavahetuse a] = a1, ay = az + uay, ay = as, kus p = u( — a), abil viia
koik R maatriksid kujule
a 0 o
0 6 7
00 g

; (10)

juht, kus 7 = 0 koigis J maatriksites, on meil eelpool vaadeldud, seega voime
iildisust kitsendamata eeldada, et maatriks

0
0 €ER
0

o O O
o = O

ja kuna see kommuteerub R koigi elementidega, siis algebral R leidub mitte-
triviaalne tsenter.

25



Olgu lopuks o = 7, see tdhendab, et R maatriksid on kujul

a p o
0 B
0 0 «
Kui dim J = 3, siis maatriks
0 0 1
0 0 0JeRrR
0 0 0

kommuteerub R koigi elementidega ja seega leidub algebral R mittetriviaalne
tsenter. Kui 1 < dimJ < 2, siis peab kas koigis J maatriksites olema kas
p=0voiT=0.

Kui J koosneb maatriksitest, kus p = 0, siis jatkates sarnaselt vastavale
juhule dim R/J = 3 jaoks leiame, et saame muutujavahetuse a} = as + uay,
ay = ay, ay = as, kus p = u(f — ), abil viia koik R maatriksid kujule (10),
mis on meil juba vaadeldud.

Kui J koosneb maatriksitest, kus 7 = 0, siis leiame, et saame muutuja-
vahetuse a] = a1, ay = as + uag, az = as, kus 7 = u(a — ), abil viia koik R
maatriksid kujule (8), mis on meil samuti juba vaadeldud.

Maatriksesitused juhtudel (6) ja (9) on viga sarnased. Toepoolest, neile ka-
hele juhule vastavad algebrad R on isomorfsed ja molemal on mittetriviaalne
tsentralisaator ringis Mats F'. Seega kummalgi juhul ei ole R-moodul M rikas.
Siiski on olemas ka erinevus, mis on meie pohieesmérki silmas pidades viga
oluline. Jérgmises peatiikis ndeme, et (6) tiilipi maatriksesituse puhul on R-
moodulil M ainult lineaarsed unaarsed R-funktsioonid, juhul (9) leidub aga
ka mittelineaarne unaarne R-funktsioon. Defineerime funktsiooni f moodulil

M valemi

~ Jasaz, kuizy=0
f(xlal -+ ToQo + xgag) = { 0’ kui o 7£ 0 (11)

kohaselt. Ilmselt ei ole f termfunktsioon. Et f on R-funktsioon, jareldub
vordusest

a p 0 T a p 0\ fx;
0 0 g T3 0 0 B/) \a3

iga ratsionaalarvulise «,3,p ja x1,z9,x3 jaoks. Seda voib kontrollida,
vaadeldes kolme juhtu: 1) zy = 0; 2) 2o # 0, kuid § = 0; ja 3) x2 # 0
ja B#0.

26



Selle peatiiki tulemused on kokku voetud teoreemis 7.

Teoreem 7. Olgu R loplikumootmeline algebra iile korpuse F' ja olgu M
selline vasakpoolne R-moodul, et dimp M = 3. Siis M on rikas parajasti
sits, kui lerab aset ks teoreemi 5 juhtudest. Kuir M ei ole rikas, siis R

on isomorfne korpusega F', omab mittetriviaalset tsentrit voi maatriksesitust
kujul (6) voi (9).
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4. Rakendus Abeli rithmadele

Niiiid kasutame saadud tulemusi astakuga 3 vadndeta Abeli rithmade endo-
primaalsuse probleemi lahendamise jaoks. Seetottu siinses peatiikis F' = Q.
Teoreemist 7 jareldub otseselt, et suur enamus sellistest rithmadest Ajaguneb
kolme klassi: 1) need, mille endomorfismiring F langeb kokku nende tuuma-
ringiga ja mis seetottu ei saa olla endoprimaalsed; 2) need, mille endomorfis-
miringil on mittetriviaalne tsenter ja mis seetottu ei saa olla endoprimaalsed
ning 3) need, mille korral Q-vektorruum M = A[Z '] on rikas iile Q-algebra
R = E[Z™"] ja mis seega on endoprimaalsed. Spetsiaalset kohtlemist vajavad
kaks juhtu, kus algebral R on maatriksesitus kujul (6) voi (9). Neid juhte
késitleb lause 3. Eelnevalt vajame me jargmist lemmat.

Lemma 10. Olgu F-algebral R maatriksesitus kujul (6). Siis M iga R-
funktsioon on vektorruumi gM termfunktsiooni ja allpool kirjeldatud spetsi-
aalse R-funktsiooni summa.

Toestus: Nagu ennegi, olgu ay, as, az vektorruumi p M baas. Tahistame
Wi = Fa;, Wi = W, +W;, 4,57 = 1,2,3. Olgu g:W" — W, suvaline
funktsioon, mis kommuteerub skalaaridega o € F' korrutamistega, ning
olgu m ja ms = e R-mooduli M projektsioonid vastavalt W; ja Wi,
peale. Paneme téhele, et e € R. Defineerime f: M" — M valemiga

Freozn) = glmi(z), . omi(z) - (12)

On kerge kontrollida, et koik sellised funktsioonid f on R-funktsioonid.
Toepoolest, kuna algebra R iga element on samastatav maatriksiga ku-
jul (6), siis alamruumi Wy, elementide korrutamine elemendiga r € R
taandub nende korrutamisele maatriksi r iilemises vasakpoolses nurgas
oleva skalaariga . Seega,

flrzy,...,rzp)=g(m(rz1),...,m(rz,))
=g(rmi(z1),...,rm(z,))
=g(am(z1),...,am(z,))
=ag(mi(z1), .-, m1(2n)

Jargnevas viitame valemiga (12) méératud funktsioonidele f kui spetsi-
aalsetele R-funktsioonidele.
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Olgu niitid f suvaline mooduli M n-aarne R-funktsioon. Lemma 5 ko-
haselt on fl|w,, termfunktsioon. Seega meie vdide on toestatud, kui
me naitame, et iga R-funktsioon f, mille ahend moodulil W53 on null-
funktsioon, on spetsiaalne. Lemma 4 jargi on meil olemas lahutus
f = (flwia, flws), mis koos vordusega f|w,, = 0 (millest ka f|w, = 0)
annab

f(z1, 0y 2zm) = flezr, ... ez,) + 0= f(ez, ..., ez,) (13)

iga 21,...,2, € M jaoks. Olgu ez, = x1a; + z2as ja olgu s € R selline,
et sa; = sas = 0, saz = Toaq. Siis

flez1, ... ez,) =
=f(le+ s)ez,...,(e+ s)ezp_1, (e + s)(r101 + a3)) =
=(e+s)f(ez,...,ez, 1,x101 + a3) =
=ef(ezy,...,ezp_1,x101 +a3) + sf(ezy, ..., ezp_1,x101 + az) =
= f(ez1,...,ezp_1,7101) + f(0,...,0,2909) =
=flez1,...,ezp_1,2101) =
=flez,...,ezn-1,m1(2n)) -

Kasutades sarnast arutlust veel n — 1 korda, saame, et

f(z1, 0 20) = f(mi(z1), . mi(z0)),

mis koos valemiga (13) annab valemi (12), kus funktsiooni g rollis on f
ahend alammoodulil W;. Paneme téhele, et f kujutab Wiy iseendasse
lemma 3 pohjal, seega g kujutab alammooduli W; alammoodulisse W1s.
Kokkuvottes olemegi ndidanud, et f on spetsiaalne R-funktsioon. O

Lause 3. Olgu A astakuga 3 vidndeta Abeli riihm ja E tema endomorfismi-
ring. Kui Q-algebral R = E[Z™'] on maatriksesitus kujul (6), siis A on
endoprimaalne.

Téestus: Paneme tihele, et see, et R-moodul M = A[Z™'] ei ole rikas, ei
tdhenda automaatselt, et A ei ole endoprimaalne. Funktsioon x — rx,
kus r on maatriks (7) voi selle mistahes kordne, ei saa olla A endo-
funktsioon, sest kui ta oleks, siis peaks ta kuuluma ringi R. Siiski pole
a priori selge, et rithmal A ei ole teisi endofunktsioone.
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Olgu f suvaline A n-aarne endofunktsioon ja oletame, et f ei ole
termfunktsioon. Me teame, et seda saab laiendada mooduli M mingiks
R-funktsiooniks. Lemma 10 pohjal on f Q-mooduli M termfunktsiooni
t ja spetsiaalse R-funktsiooni summa. Ilmselt ¢ mingi tédisarvuline kord-
ne omab téisarvulisi kordajaid ja seega sailitab A. Jéareldame, et meie
oletuste pohjal leidub mooduli M nullist erinev spetsiaalne R-funktsioon
f1, mis séilitab A. Kasutades lemma 10 téhistusi, olgu ¢g: W* — W7,
mingi funktsioon, mis kommuteerub skalaaridega o € Q korrutamistega
ja méédrab valemi (12) abil spetsiaalse R-funktsiooni f;. Et f; # 0,
siis leiduvad zy,...,7, € A nii, et g(mi(21),...,m(z,)) # 0. Uldisust
kitsendamata voime votta elemendid x; nii, et m(x;) = «;a; sobivate
tdisarvude oy, i = 1,...,n, jaoks. Sellest jareldub, et

glagmi(ar),. .., apm(ay)) #0.

Niitid vaatleme funktsiooni h: A — A, mis on defineeritud kui

h(z) = fi(z,...,x) = glaami(x),. .., a,m(x))
ja naitame, et h € E. Selleks mirkame esmalt, et kujutus, mis igale
elemendile a € W seab vastavusse g(a, . ..,a) € Wiy, on Abeli rithmade
homomorfism. Toepoolest, olgu antud suvalised a, b € W;. Siis leiduvad
a, B € Q, nii et a = aay ja b= Pay. Siis
g(a+b)=g(aa + Pay,...,aa; + Bay)

=g((a+ B)a, ..., (a+ Flar)

=(a+ Mygla,...,a1)

=ag(ay,...,a1)+ Bglai,...,a1)

=g(aay,...,aa) + g(Bay,...,Lar)

=g(a,...,a)+g(b,...,b).

Kui niitid z,y € A on suvalised, siis saame

h(z +y)=glaami(z +y),...,anmi(z +y))

Endomorfismi A definitsioonist tuleneb, et h(a;) # 0, kuid h(az) =
h(as) = 0. Seega h maatriksil baasi ay, as, a3 suhtes on nullist erinevad
elemendid ainult esimeses veerus. Ilmselt ei saa sellisel maatriksil olla
kuju (6). See vastuolu toestab, et rithmal A ei saa olla endofunktsiooni,
mis pole termfunktsioon. Jarelikult A on endoprimaalne. O
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Lause 4. Olgu A astakuga 3 vddndeta Abeli riihm ja E tema endomorfismi-
ring. Kui Q-algebral R = E[Z™'] on maatriksesitus kujul (9), siis A ei ole
endoprimaalne.

Téestus: Néitame, et funktsiooni (11) sobiv téisarvuline kordne séilitab
A ja seega on A endofunktsioon, mis pole termfunktsioon. Paneme
tahele, et rithmal A on endomorfism ¢ nii, et ¢(a;) = 0, ¢(az) = mas,
®(a3) = mag, kus m on sobivalt valitud téisarv. Sellest jareldub, et millal
iganes a1 + roas + w3a3 € A, ka mxsas + mrsaz € A. Sealjuures kui
T1a1 + r3a3 € A, siis mxzaz € A. Seega, kui me korrutame funktsiooni
(11) arvuga m, saame me uue funktsiooni, mis séilitab A. See on ilmselt
A endofunktsioon, mis pole termfunktsioon. O

Teoreemi 1 viide jareldub niitid otseselt teoreemist 7 ning lausetest 3 ja 4.
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5. Otselahutuvusest

Artiklis [2] toestati, et iga astakuga 2 endoprimaalne vddndeta Abeli rithm
on kahe astakuga 1 riihma otsesumma. Kéesoleva t66 juurde asudes oli
iiheks probleemiks, kas ka astakuga 3 vidndeta endoprimaalsed Abeli rithmad
lahutuvad mittetriviaalselt otsesummaks. Monevorra iillatuslikult selgus, et
vastus sellele kiisimusele on eitav. Kontrandide vastab maatriksesitusele ku-
jul (6) ja selle saamiseks tuleb kasutada tihte H. Zassenhausi tulemust [5]. Au-
tor on téanulik Esseni Ulikooli professorile R. Godelile, kes juhtis téhelepanu
nimetatud Zassenhausi tulemusele.

Lause 5. Leidub endoprimaalne astakuga 3 vddndeta Abeli riihm, mis ei
lahutu mattetriviaalselt otsesummaks.

Toestus: Olgu R koigi kujul (6) olevate maatriksite Q-algebra. Siis
vektorruumil Q® on loomulik vasakpoolse R-mooduli struktuur. Olgu F

maatriksite
1 0 0 0 0 0 0 0 O
1={0 1 0], e=10 0 0}, f=10 0 1
0 0 1 0 0 2 0 0 0

poolt genereeritud R alamring. Ilmselt R = E[Z™']. Samuti on kerge
veenduda, et E aditiivne rithm on vaba Abeli rithm astakuga 3. Toe-
poolest, vaadeldes iilaltoodud kolme maatriksi korrutisi ndeme, et need
kolm maatriksit ongi vaba Abeli rithma (£; +) baasiks. Zassenhausi teo-
reem [5] vdidab, et neil eeldustel leidub astakuga 3 vaédndeta Abeli rithm
A nii, et End A = E. Olgu M = A[Z™']. Tehes libi Zassenhausi toes-
tust nieme, et vasakpoolsed R-moodulid M ja Q® on isomorfsed. Seega
lause 3 pohjal on rithm A endoprimaalne. Teisest kiiljest ei lahutu A
otsesummaks, kuna vahetud arvutused naitavad, et ringil E ei ole teisi
idempotente peale 0 ja 1. O
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Endoprimal torsion-free abelian groups of rank 3

Kati Metsalu-Smotrova
Summary

A function f of an abelian group A is called an endofunction if it commutates
with all endomorphisms of the group A. All term functions—that is, com-
positions of the group operations and projections—are endofunctions of that
group. An abelian group A is called endoprimal if there are no endofunctions
other than term functions.

In article [2], endoprimal torsion-free abelian groups of rank 1 and rank 2 are
fully described. The current paper gives a complete description of endoprimal
torsion-free abelian groups of rank 3. It turns out that at least in the case
of rank A < 3 the endoprimality of A depends only on the structure of its
injective envelope M considered as a module over the injective envelope of
the additive group of End A.

Our main result says that, with one exception, torsion-free abelian groups of

rank 3 are endoprimal unless there is a very clear reason why they cannot
be.

Theorem. Let A be a torsion-free abelian group of rank 3 with nucleus N,

then one of the following occurs:

(1) the module A is endoprimal;

(2) End A = N and therefore xA is not endoprimal;

(3) End A has a nontrivial center and therefore yA is not endoprimal;

(4) End A is an abelian group of rank 3 and there exist linearly independent
elements ay,as,a3 € A, endomorphisms ¢, € End A and a rational
number u € Q such that ¢p(as) = ay, ¢(a1) = ¢(az) = 0, P(a1) = uay,
Y(az) = YP(az) = 0; therefore yA is not endoprimal.

Surprisingly, the exceptional case (4) gives rise to indecomposable endoprimal

groups of rank 3.
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