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1. Formale Multiplikation der Farbeninvarianten.

In zwei vorhergehenden Abhandlungen?!) habe ich Ansitze
entwickelt, welche es gestatten das Vierfarbenproblem
oder Kartenfarbenproblem?) in arithmetischer Fassung zu
analysieren. Eine von mir als ,Vierfarbenformel“? be-
zeichnete Relation ermdglicht es sidmtliche ,Farbenin-
varianten“?) eines irreduziblen Normalnetzes?®) beliebig hoher
Ordnung® zu berechnen, sobald die Zahlenwerte der Farben-
invarianten fiir Netze n#chst-niedrigerer Ordnung bekannt sind;
dabei sind die Farbeninvarianten der Netze erster Ordnung durch
dieselbe Formel implicite mitbestimmt. S@mtliche Farbeninvari-
anten sind ihrem Wesen nach nichtnegative ganze Zahlen, Der
Vierfarbensatz ist bewiesen, sobald es auf Grund der Vierfar-
benformel durch vollstindige Induktion nachzuweisen gelingt,
dass eine Farbeninvariante eines irreduziblen Normalnetzes nur
dann verschwindet, wenn die Nebenbedingungen, welchen diese
Farbeninvariante unterworfen ist, einen Widerspruch 7) enthalten.
Die letztgenannte Vermutung habe ich als den ,allgemei-
nen Vierfarbensatz“ bezeichnet®).

Die zweite der erwithnten Abhandlungen enthilt ausfiihr-
lich entwickelte Richtlinien zum Beweis dieser Vermutung.
Werden diese Richtlinien konsequent eingehalten, so gelangt

1) ,Uber die Anzahl der Losungen der Vierfarbenaufgabe“, Acta et Comm.
Univ. Tartuensis A XV.s (fernerhin abgekiirzt ,ALV*); ,Uber die Vierfarben-
formel“, Acta et Comm. Univ. Tartuensis A XV.s (abgekiirzt zitiert ,VEF«).

2) Vgl. ALV § 1.

3) ALV § 17, Formel (89); VF § 4, Formel (27).

4) ALV § 2.

5) ALV §§ 1, 3.

6) ALV § 3. ;

7) Uber den Begriff des Widerspruchs in den Bedingungen vgl. ALV § 12,

8) ALV § 19.

1%



4 J. NUUT AXX.r

wman zwangsli ufig zu einer wesentlichen Vertiefung der hypo-
thetischen Behauptung?®. In der vorliegenden Arbeit will ich
zeigen, auf welches Problem man hierbei notwendigerweise
gefiilhrt wird, und welche merkwiirdige Relationen zwischen
den Farbeninvarianten ein und desselben Netzes sicher bestehen.
Zur Bewiltigung rein technischer Schwierigkeiten soll zu-
nichst die Symbolik durch Verwendung einer formalen
Multiplikation {iibersichtlicher gestaltet werden.

Die Vierfarbenformel lédsst sich fiir eine Auslese!®) vom
Typus (+ FR)(+ FF)(— F'F)(+ RR)(— R R') folgendermassen
schreiben 1) :

N (4 FRY4FF)(—FF)+RR)—RR) =

n f
e 2f'nall’u+tu 7 Ha‘pv'*_lv—l X
u=1

v=1

i—1 b
'{2‘ ' Nt RRX—R'R)(—PRY+RRy) .. (4B, Byy) [T %0+ 1o —1 G
w=1

41 ot t+1
+ 2t %;+uw Ny RR)(—RR)(—PR)..(—R,_,R).. [T %o tu,~1 +
= -
W hirerid) g 48 hlndon nomived dai-g ko

i—1 1
+ NetREX—RE)—PRX—RE) .. (—ReByy) 1 000+, } Q¢

Hier bedeuten a, die Vierfarbenkoeffizienten!?),
die mittels
e =42+ &), e=—1, (&}
fiir jedes ganzzahlige x definiert sind; speziell ist also

g 1=4%, =0, o,=1, ap=1, ag=38, a,=5H, az=11, ..

F, F' resp. R, R’ sind Knoten auf dem Ficherrand resp. Resi-
duumrand, P ist das Zentrum der Zerlegung des Netzes i-ter
Ordnung in einen Fiécher und ein Residuum?®) von der
Ordnung 7—1, und (— PR) bedeutet den Bedingungskomplex

9) Vgl. hiertiber VF § 11.
10) ALV § 12,

11) Vgl. VF § 6, Formel (58).
12) ALV § 6.

13) ALV § 8.
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(—PR,)(—PRy)(—PRy) ... (—PRy). Die ganzzahligen Argumente
v, @, o sind zu den Paaren (F'F'), (FF) (FR) gehorige ent-
sprechende reduzierte Maschenzahlen'¥) im Ficher;
v, 4, w bedeuten die zugehorigen Charakteristiken?'®) der
W, @, o beziiglich der ,negativen“ Paare (— F'F"); f ist die An-
zahl der Paare (- FF), n die Anzahl der Paare (— F'F'").

Die bisherige Schreibweise soll nun vereinfacht werden,
indem

1) fiir die Farbemnvarlanten des Residuums einfach (4)(B)..

i—1

statt N 4yp) ... geschrieben wird;

2) die nebeneinandergesetzten Bedingungen (4)(B) ... hier-
bei formal wie Faktoren eines Produktes behandelt wer-
den, in welchem das assoziative, kommutative und distri-
butive Gesetz giiltig sind.

Bedeuten also p, ¢ Zahlenkoeffizienten, (4), (B), (C) Be-
dingungen auf dem Residuumrand, so soll

p(A)B) £ q(4)(C) = (Dp(B)Fq(0)] = [p(B) £q(0](4) 3)

gelten. Nach solcher Ubereinkunft darf (1) folgendermassen
vereinfacht geschrieben werden :

N4+ FR(+FF)(+F F))(+RR(—R'R) =
= ¥ (+HRR(—RE)—PB) Haw.,+t I ag,+i,1

=2

t4-1 I
2 a0w+yw_] (+ 'R ‘R )+ agw + My (_R Rw) }

w=1 l

Die Schleifenklammer in (1) zerfillt dann némlich formal
in ein Produkt aus ¢4 1 ,Binomen¥.

Im einfachsten Falle 7 =1, wo das Residuum auf ein Drei-
eck zusammenschrumpft, resultiert aus (4):

1 n f
Neppry—wry =20« [T oy, 4, + [ ap,42,—1 , @)
us=3 V=0
wobei ¢, und A, die reduzierte Maschenzahl und Charakteristik
des Gesamtnetzes bedeuten 1),
14) ALV § 13, VF § 6.
15) VF § 6.
16) Vgl. VF § 7, Formel (59).
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Bei der somit eingefiihrten formalen Multiplikation treten
keine Potenzen der Bedingungen (4), (B) ... auf, weil
dem Wesen der Dinge nach (4 XY)(+XY) = (+X¥) und
(—XY)(—XY) = (—XY) ist. Es ist zu beachten, dass ein
formales Produkt den Zahlenwert 0 annehmen kann, ohne dass
einer der Faktoren 0 zu sein braucht, wie aus

(+XY)(—XY)=0 (6)
sofort zu ersehen ist.

Fiir die absolute Farbeninvariante Nl, welche die An-
zahl der wesentlich verschiedenen Vierfarbenbezeichnungen ohne
Nebenbedingungen angibt, bedarf man in der neuen Symbolik
noch eines besonderen Zeichens. Als solches soll E benutzt
werden. E spielt in der formalen Multiplikation gewissermassen
die Rolle einer Einheit. Es ist ndmlich

E(4) = (A)E = (4) (™)
bei jedem (4).
Mit Hilfe des Symbols E lisst sich die wichtige Identitét '7)

Newx+ Pk BRy ... = V) — 2 ¥y i) +

+ 2,, Nw)( Fj Bi) (+F, Ry T

25
.......................... (8)

folgendermassen schreiben:

Y EF R Ry =) M{"ELGERR) T ()

2. Reduktion bei speziellen negativen
Bedingungen.

Die Formel (4) zeigt auf der linken Seite keine Bedingun-
gen vom Typus (— FR). Obgleich dies inhaltlich noch keinen
Mangel bedeutet, da auf Grund der Relation (8) negative Bedin-
gungen sich allemal auf positive zuriickfiihren lassen, entstehen
hierdurch dennoch wesentliche Schwierigkeiten technischen Cha-

17) Vgl. ALV § 12, Formeln (58), (62).
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rakters. Gerade die Reduktion bei Bedingungen (— FR) fiihrt zur
tieferen Einsicht in das ganze Problem. Es geniigt hierbei
ausreichend hohe untere Schranken fiir den Wert von
Ncryx—FR) aufzustellen. Die Berechnung solcher Schranken
bildet den wesentlichen Inhalt der vorliegenden Abhandlung.

Ich beginne mit dem Spezialfall, wo (L) keine Bedingungen
vom Typus (4 FR) enthilt. Es sei dann (—FR)= (— F\R,)
(—FyRy) ... (—F R;), wobei die Numeration der Paare einer
natiirlichen Reihenfolge auf dem Ficherrand resp. Residuumrand
entsprechen mag %). Da der Komplex (Z)(— FR) jedenfalls einer
Auslese’) entspricht, so werden die Knoten Ry, R,,..., R,, Rs+1
durch die Paare aus (L) untereinander jedenfalls nicht getrennt;
dasselbe gilt fiir die Knoten F,, F,,..., F,, Fy,,. Hierbei be-
deuten F,= R, und F; +, =Ry, die beiden Knoten, wo Fécher-
rand und Residuumrand aneinanderstossen. Werden die (4 FF)
und (—F"F") in Betracht gezogen, so erscheint jedem Fécher-
bogen F;  F; eindeutig eine reduzierte Maschenzahl o; zugeord-
net; zugleich entspricht demselben Ficherbogen eine eindeutig
definierte Charakteristik »; in Bezug auf die negativen Paare
(—F'F'). Es sind o; und »; nichtnegative ganze Zahlen. Die redu-
zierten Maschenzahlen resp. Charakteristiken der Paare (4 FF),
(— F'F’) selber seien wie in (4) mittels ¢, v, resp. 4, v bezeich-
net; f sei, wie frither, die Anzahl der Paare (4 #'F), n die An-
zahl der Paare (— F’F"). Der Bedingungskomplex (4 RR)(—R'R’)
werde abgekiirzt mittels (H) symbolisiert.

Berechnet man nun J\‘T(L)(_ #ry auf Grund von (8) und (4),
so ergibt sich zunichst:
N(4-FF) (—FF)+RR) (—R'R) (—FR) =
= 2/ (H) [2 0o+ .. + "s+1+”1+ oo +”a+1 —1 (+ BoBot1) +
+ o+ .. +as+1 +rnt . e (—RORH-I) G

¥~ PE) {200+ . +g+n+ .. +y—1 (+EB) +
=i

+ gy + .. +Uj+”1+ St 4] (—R‘)Rj) }
{ 2 o+ ot v+ o F g1 (R BB +

18) Vgl. ALV § 13.
19) ALV §§ 12, 13.
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+ Cojpy + - 0+ + - +v3+1(—Rsz+1)} i

+ Z (_PRJ') (—PRk){2a01+ Te +0j+"’1+ E) +Vj—1(+RORj)+

. &
k=2

i<k 4t + .. ot ..+ (—RoRj)}

{2agj+l—|—..+o',f—|—vj+1+..+vk—l (+-RiR:) +
+aaj+1+.;+6k+vj+1+..+vk(_Rij)}

{zaak+1—{—..+aa+1—|—vk+1+..—f—-vs_i_l—l (+ BxBoyr) +

+ a6k+1+ e +6,,_|_1+vk+1 =+ .. -|—vs+1 (—RkRs+1)} +

s+1
+ ('——1)8 ”('——‘ PRw) { 2 ao'w+ Voo —1 (+ Ru‘—l Rw) +

W=l

n f
& g, + v, (— Ry RW)}] Hal,vu+ru Ilog,+ i, —1 . (10)
=1 p=—=1
Hierbei ist in Betracht gezogen, dass (— PRy, ;) immer
identisch erfiillt ist, da P und Ry, benachbarte Knoten
bedeuten.

Der Ausdruck in der eckigen Klammer auf der rechten
Seite von (10) ist offenbar eine Vierfarbenfunktion?2°) der
ganzzahligen Argumente

0,=20, v, 0ho=0,~w,, . .... ’Ojs+1=os+l+"}s+l . (11)

Um dies anzudeuten, schreibe ich Ny, . ; oder noch

£ Ojs+1
kiirzer NO,/ statt N(+ FF)(— F'F’) (+RR) (+R'R) (— F'R)) Samtliche

Werte von Z(TG, sind bekannt, sobald man ein System von
Fundamentalwerten?) kennt.

20) Uber den Begriff der Vierfarbenfunktion s. VF § 3.
21) VF § 4.
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Fir o; = 0 ist Ny notwendigerweise eine nichtnegative
ganze Zahl. Ein System nichtnegativer unterer Schranken fiir die
Fundamentalwerte liefert sofort auch eine nichtnegative untere

j
Schranke fiir N, in jedem Gitterpunkt (o’) bei o/, = 0%*).

3. Diagonalpolynome.

Ist der Wert einer Koordinate o’; im Gitterpunkt (o) gleich
0, so bedeutet dies g; =0, »; =0. Es ist also dann auf dem
Ficherbogen F;_, F; iiberhaupt kein negatives Paar (—F'F")
gelegen, zugleich ist wegen (+ FF) die Forderung F;, ;=1F,
gestelll. Die Bedingung (—F; E;) darf daher in diesem Falle
auch durch (—F;_; R ersetzt werden. Ist zugleich mnoch
j=1, so reduziert sich (—F; R;) auf (— E,R,), was schon
unter (H) Aufnahme finden diirfte und daher hier kein
Interesse bietet. Entsprechendes gilt bei j=s--1. Ich be-
schrinke mich demnach auf die Annahmen o, 340, ¢/,44 0.

Als einfachsten extremen Spezialfall fixiere ich die Funda-
mentalecke

L e A gIpOa VA 9D (Rl ds+l=1. (12)
Fiir diesen Spezialfall folgt aus (10):

i

Nioo....01 =2 (H)[2 +RBpy) +(— RoBpyr) +

— D (= PR)(—RoRj)(— RjRsyy) +

J

5 Z (— PR;j ) (— PRy (— RoBj) (+ Ri Bi) (— B Bgpy) — ..oven s 2
A
JJ< k

+ (= V(= PRy ... (— PRyy (— RoBt) (+ BBy .. (+ Bs_yB) (—Rs R )

nawu“i"‘fu na¢v+),’-—l . (13)

U v
Benutzt man hier nun zur Entfernung sémtlicher negativer
Bedingungen die Relation (9), so verwandelt sich der Ausdruck

22) \uf Grund der Formel (18) VF § 3.
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in der eckigen Klammer, den ich abkiirzend durch das Symbol
g Rl I | bezeichnen will, in

E+(+RoBoy 1) — 2 {E—(+PR)ME—(+ R,R))}
J
{E—+BR, 1)} +
+ 2 (+BE){E—PR)} {E—(+PRY}{E —(+ B,R;)}
ok

% {E—(+RpBoy 1)} +

+ (—1°(+EBiR,y) .. (+EB;,_R){E—(+PR)} ..
{E—(4+PR)) [E— (+ RR)}(E—(+ BBy} - (b

Dieser Ausdruck liefert formale Produkte von der Ge-
stalt (+ B; By) (4 By By)) (+ER,,) ... .; fir ein solches Pro-
dukt soll die Abkiirzung (+ B; Ry B; R,,...) benutzt werden.
Es bedeutet offenbar (+R; R, E; R, ...) die beim Farben des
Netzes zu beriicksichtigende Nebenbedingung

BB =mh=H=...
Es ist allgemein
k
(Hdids. . 4) INE—(+PAy)} = (+4idy.. 4) (E—(+-P4)},  (19)
o=

wie man leicht daran erkennt, dass infolge (-+4,4,..4;) notwen-
digerweise (4-P4,) mit (4 PA4,) gleichbedeutend wird. Mit Hilfe
von (15) ldsst sich (14) nun zuniichst in

E+(+BoRy y 1) — 2 {E—(+PEY{E—(+RoR){E—(+ BBy 1))+
J
- Zk (+R;Ry) {E— (+PR)} {E — (+R,R))} {E— (-+ By R )} +
Js '

Rt ¥ i in i e TE B BRSO 5 | o FTF ik s sk s AAEES) ‘bt it 4wl -+

4 (1) (B, Ry .. R)\E—(+PR)) {E—(-R,R )} { E —(+RB B, 1)}
(16)
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umformen. Dieser Ausdruck besteht hauptsiichlich aus Gliedern
von der Form

(—D* (+- By, Bus, - - Riy) {E— (+PR,,)} {E—(+EoR,,)}
{E— (+RByRs 1)} an

wobei w, <wy <C.. <<wy,. Fiihrt man in einem solchen Glied
die geforderte formale Multiplikation aus, so ergibt sich hierfiir

(V" (+Bu Ry, - Boyp) + (1T (+-PRy Ry, .- Bigy) +
+ (=) FRoRy Ry, - - Riy) + (— 1V T By Buy, . Bigyy Bs 1) +
+ (=12 (+-BoRy Ry, - - By Bopr) +
+ (—1)"2 (+-PRoB, Ry, . . Ryy) +
+ (—"2(+PR, R, .. By Ry y)) +
+ (—1)h+3 (+-PRRy Ry, - . Ry R yy) - (18)

Die 8 letzten Summanden in (18) verschwinden identisch,
da (+PR,) und (-+PR,_ ;) Widerspriiche bedeuten; man denke

sich trotzdem alle 8 Summanden zuniichst ausgeschrieben, um das
Bildungsgesetz von | PRyR, ... By, | in symmetrischer Gestalt
zu erfassen. Fiihrt man die Ausdriicke (18) in (16) ein, so er-
kennt man, dass | PRoR, ... Ry |in der Hauptsache aus Glie-
dern vom Typus (— )b (+ 4,4,.. 4;) besteht, wo A, 4y, .., 4p
eine beliebige Kombination von % Elementen der s--3 Elemente
enthaltenden Knotengruppe P, Ry, B,, ..., Es bedeutet. Fiir
jedes der Forderung 2 <h =s-4 3 geniigende 4 kommt in (16)
die entsprechende Kombination genau einmal vor. Nur fiir A =2
fehlen scheinbar die Kombinationen PR, und PR, , — da
aber identisch (4 PR;)=0 und (+ PR, ,) = 0 gilt, so diirfen
diese beiden Paare ohne weiteres hinzugenommen werden.
Ausser den Kombinationen (— 1) (4 4,4, .. 4;) kommt in
| PRoR, . .. By, | nur noch E vor, und zwar einmal mit dem
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Vorzeichen plus und s mal mit dem Vorzeichen minus; zusammen
ergibt dies also einen Summanden (1—s) E. Einige der
(+ 4,4, .. Ap) verschwinden identisch, — jedesmal n&mlich,
sobald die Kombination 4,, 4, .., 4; zwei benach-
barte Knoten enthdlt. Dieser Umstand spielt aber nur eine
nebensiéichliche Rolle, weil man ja die verschwindenden Summan-
den ohne Schaden ausschreiben darf. Das aus Farbeninvarian-
ten zusammengesetzte Polynom | PRR, ... R,y | ist auf Grund
des soeben erkannten Bildungsgesetzes offenbar symmetrisch in
Bezug auf den Knotenkomplex P, R, R,, .., R, gly, = es ist
daher gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge die
betreffenden Knoten im Symbol genannt werden.

Es sei » die Anzahl der im Symbol genannten Knoten, im
betrachteten Falle also r=s-}3. Der Koeffizient bei E in der
entwickelten Form des Polynoms war 1—s, also 4—». Ich
definiere demnach ganz allgemein fiir einen beliebig gewiihlten
Komplex von Randknoten 4,, 4,, ..., 4, eines irreduziblen

Normalnetzes :
[Ady A4, = @—n)E + 2 (+4;4) — D (+4;4.4) +
.} k ') k! l
i< itr<i
i o (Aidpd il o0 s o by i g T Y A I AR
ik, I, m
J'<Jk<l<m

Aus der Definition (19) ergeben sich die Spezialfiille
[4,]=sE |
[4,45] = 2E 4 (+4,45)
[42:4; ] = E + (14, 45) 4 (F4:4)) + (+454) — (+41404;) .

Laut (18) ist

§ ‘
Nijo0,.1,01 = 2f(H) |PROR' £ RS-H | gawu-i-m I,,Ia‘i’v'l'lv—1 + Wi

Das in (19) enthéltene Bildungsgesetz lisst sich in iiber-
sichtlicher Form bildlich darstellen, dabei so, dass {iberfliisssige
Summanden von vornherein ausscheiden. Man denke sich den
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.

Rand des Netzes auf ein konvexes einfaches ebenes Polygon
topologisch idhnlich abgebildet. Die Ecken des Bildpolygons
seien mit denselben Buchstaben bezeichnet, wie die entsprechen-
den Randknoten des abgebildeten Netzrandes. Die Fig. 1 zeigt
ein solches Bildpolygon. Die den Knoten 4,,4,,..., 4, ent-
sprechenden Ecken des Bildpolygons (in der Fig. 1 sind es die
Ecken P, R, R,, R,, R;, R, R;) verbinde man auf jede mog-
liche Weise durch Diagonalen. Jedem nicht identisch ver-
schwindenden Summanden (4 4,4;) in (19) entspricht dann eine

Diagonale (ein Diagonalenzweieck) im Bildpolygon, jedem Sum-
manden (4 4;4;4;) ein Diagonalendreieck, jedem Summanden
(+4;4,4;4,,) ein einfaches Diagonalenviereck usw., und
umgekehrt. Die in (19) notwendig aufzunehmenden Kombi-
nationen lassen sich hiernach allesamt aus dem Diagonalensystem
des Bildpolygons direkt ablesen; identisch verschwindende Glie-
der fallen automatisch fort. In der Fig. 1 zihlt man solcher-
weise 18 Diagonalenzweiecke, 21 Diagonalendreiecke, 10 Diago-
nalenvierecke, 2 Diagonalenfiinfecke; das zugehorige Polynom
' [PR,R, Ry Ry R, Ry | enthilt demnach in diesem Falle ausser — 8E
noch 28 positive und 23 negative nicht identisch verschwindende
Summanden.

Auf Grund der soeben angefiithrten bildlichen Interpretation
will ich fernerhin |A,A2...A,| als das zum Komplex 4,, 4,, ..., 4,

gehorige Diagonalpolynom bezeichnen.




14 J. NUUT AXX.7

.

4. Eigenschaften der Diagonalpolynome.

Das Diagonalpolynom IA,AQ..A7| vereinfacht sich, sobald

ein Bedingungskomplex (H), mit welchem das Diagonalpolynom
eventuell formal zu multiplizieren ist, explicite oder implicite die
Forderung (+4,4,) enthilt. Es ist namlich

(A dy) [Ad; - A | = (+4,4) [ 4] @

Man iiberzeugt sich hiervon am sichersten durch direkte Ent-
wickelung :

(A 4) [44; - A= 4dy) {4E —rE+ 3 (+4.4) +

s <k

a==i

— z (+ 4.4:4) + .. } = 4 (4 4, 4p) — v (+ 41 45) + (+ 4, 4,) +

@ik, 1
.
+ 3 A A+ A A+ Y (- Ay (ApA) + 2 (A Ag)Acdi)+-
8=3 ==% 8 k
phs:
— T A (+ A, Apd) — D (+Aidy) (A, Ady) +
§=3 s, k
8 <!c
5 z (4 A1 Ag) (- AxdsAx) — z (4 A145) (- AsAkAz) +
Ss.<l;c ss’< ’I:’<ll
s=38 8==8
B s b o1 ool sl i - H i FAaBL daaralde dd ok b e oavlA =

= 4+ A4,4) — =)+ 4d)+2 2 (- Ad4) +

. Z(+A,A2)(+A8Ak)—Z(+A1A2AS)—2Z(+A,A2ABA,‘)+-

8,<’€ s’<k
8=38 §==8

g e aribya o Ll gk iaesandiy  Sapl i gl =
8k, 1

3<’k<l
8=38
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= 4(FAdy) — (r—1)(+ 4, 4p) + D (+4,4,4,) +

FE-1 |
+ Z(+A A)(+4, Ak)—2<+A A ) 5 (A, A A ) &
o<k a<k s”<’1’:'<z
as=l == 8=3
TN s TR TSI e =
= (+4,49)| SE—(G_DE+ Z (+A2A>+Z(+A A +
9<k
S G AL = Y ALY s ey } =
a"<,;s s,<k’<l
=8 8=8
o (-{-AA?){ 4E—(r——1)E+Z(—{—AAk) - Z(—}-AAkAL) +
s<k sséiéz
R S L GRS i oA glo) } =

= (A1 4s) [ A4y .. 4, ] .

Da (+4,4,) stets von selbst erfiillt ist, so hat man als
Spezialfall von (22):

Bidy Ay dq Ay i . SR A dgd, JE e v oiv:  28)

Eine Wiederholung eines und desselben Knotens im Symbol
des Diagonalpolynoms iibt also keinen Einfluss auf den Zahlen-
wert dieses Symbols aus, m. a. W., im Symbol des Diagonalpo-
lynoms braucht man_ nur die voneinander verschiedenen Knoten
zu erwihnen. Allgemeiner ergibt sich aus (22), dass bei einer
formalen Multiplikation eines Diagonalpolynoms mit einem Bedin-
gungskomplex (H) im Diagonalpolynom nur diejenigen Knoten
ausdriicklich genannt zu werden brauchen, die unter Bezug-
nahme auf (H) noch verschieden gefirbt angenommen
werden diirfen. Es ist hiernach z. B.

(+4,4,45) [4, 4,45 = (+4,4544) [4;]| = (4,454) 3E =
8 (+4:4,4,) . (24)

Il
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Das Diagonalpolynom besteht im allgemeinen aus positiven
und negativen Summanden, so dass es auf den ersten Blick
scheinbar schwer fillt, ein Urteil iiber das endgiiltige Vorzeichen

des Zahlenwertes von [A, ... 4,| zu fillen. Eine leichte Uber-
legung zeigt aber, dass (H) [A_,_—Arl niemals negativ
sein kann, also, bei (H) = E, dass auch [4, ... 4,] fir sich
allein sicher nichtnegativ ist. Enthdlt némlich der Komplex

4,, ..., A, einen Knoten P, der mit zwei anderen Knoten des-
selben Komplexes, R, und R;y;, benachbart ist, so lasst

sich das formale Produkt (H) [4, ... 4,| laut (20) als Zahlen-
wert einer Farbeninvariante in einem gewissen Netz néchst-
hoherer Ordnung auffassen, — dieses Produkt ist daher sicher
nichtnegativ. Ist aber ein solcher Knoten P im Komplex nicht
vorhanden, so kann man zum Komplex eventuell zwei neue
Knoten E,, Rg 4 hinzufiigen, um zum eben erledigten Fall zu

gelangen. Bei jeder Erweiterung des Komplexes um einen neuen
Knoten kann sich der Zahlenwert des formalen Produktes nur
verkleinern. Die Richtigkeit dieser soeben aufgestellten Behaup-
tung folgt sofort aus der Identitit

H)[4 .. LA | = ()[4, ... 4] — (H) {E—Z A, F

+ Zk Gleiiod, A anlin i, | (S }

s<k

s=1
= ()[4 4| — (H) (—44r) (—4sAr4) ... (—4,401)
(25)
die sich aus der Definition (19) mittels (8) leicht ableiten lisst.
Da (H) (—4i4,q) (—4odyty) - - (—A4,4,4,) jedenfalls einen
nichtnegativen Zahlenwert hat, so ergibt sich aus (25) zwingend

(H)|A,...ArA,+1|é(H)|A,...A,|. (26)

Dass ein formales Produkt (H) lA, ...A,| also jedenfalls
nichtnegativ ist, wird hieraus sofort ersichtlich.

Nimmt man den hypothetischen allgemeinen Vierfarbensatz
als richtig an, so lassen die Schlussfolgerungen sich verschirfen.
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Ein Faktor Qy g T€SP. ayy;_ 1 in (20) verschwindet dann
und nur dann, wenn die Forderung (+FF) (—F'F’) im Netz
¢-ter Ordnung schon einen Widerspruch enthilt2). Ist letzteres
nicht der Fall, und ist die Forderung (#), d. h. (4 RR) (—R'R),
ebenfalls widerspruchsfrei, so enthiilt auch die Gesamtforderung
(+FF) (—F'F') (+RR) (—R'R') (—FR) auf dem Rande des
Netzes i-ter Ordnung sicher keinen Widerspruch. Sollte der
allgemeine Vierfarbensatz also fiir Netze i-ter Ordnung jeden-
falls noch richtig sein, so darf, infolge (20), das formale Pro-
dukt (H) I 4, ...A,| im Netz (i—1)-ter Ordnung nicht den
Wert 0 haben. Man erhilt somit, von der Hypothese des allge-
meinen Vierfarbensatzes ausgehend, zwangsliufig den folgenden
hypothetischen Satz, den ich als den ,speziellen Diago-
nalensatz“ bezeichnen mochte :

In der sicher richtigen Relation
H[4 ... 4] =0 @1)

gilt das Gleichheitszeichen nur dann, wenn
(H) einen Widerspruch enthalt.

Dass das Gleichheitszeichen dann auch tatsichlich gilt, ist
evident, da nach Ausfiihrung der Multiplikation in jedem Sum-
manden der Widerspruch (H) auftritt.

In allen bisherigen Betrachtungen ist stillschweigend vor-
ausgesetzt, dass der Bedingungskomplex (H) explicite nur
solche Paare enthilt, die keine zwei Knoten des Komplexes
4,, ..., 4, auf dem Rande des Netzes voneinander trennen,
— sonst wiirden nach der Ausmultiplikation als einzelne Sum-
manden Farbeninvarianten entstehen, die sich nicht mehr aus-
schliesslich auf Auslesen beziehen. Geniigt (H) der eben
ausgesprochenen Bedingung, so sage ich, der Bedingungskom-
plex (H) sei mit dem Faktor IA, V. A,| konform.

Wihlt man (H) = E und nimmt jeden Randknoten im
Komplex 4,, ..., 4, auf, so erhilt man aus dem speziellen
Diagonalensatz die von mir schon in einer fritheren Arbeit 24)
angegebene Ungleichung: '

23) Vgl. VF § 7, I.
24) VF § 11, Formel (97).

e
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A= E + 3+ 4) — 3 (+ 44d) +
+ b (+ AjAkAlAm) — L) (28)

Hier bedeutet » die Anzahl der Randknoten des Netzes. Die
Anzahl der Summanden in der Summe 2 (+ 4, 4,, ... 4,,)
betriagt

r[r—h—1\  r(r—h—1)(r—h—2) ... (r—20+41) 29)
RN A | 5 g 7 ’

wobei die identisch verschwindenden Glieder nicht mitge-
zdahlt sind

B

F‘

Fig. 2.

Es ist bemerkenswert, dass die Giiltigkeit der Relation (27)
wesentlich durch das Auftreten des Koeffizienten 4 in der Defi-
nition (19) bedingt ist. Ersetzt man (4 —») E durch (3 —7)E, so
wird das formale Produkt in vielen Féllen negativ. So zeigt
sich z. B. fiir das in Fig. 2 dargestellte Netz :

(—AB) (—AF) = 23

(—AB) (—AF) (4+BD) = (—AB) (—AF) (+-CF) = 10
(—AB) (—AF) (+-BF) = 8

(—AB) (—AF) (+AC) = (—AB) (—AF) (+-4D) = 1,
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mithin ist
(—A4B) (— AF) {4E —5E + (+ AC) 4 (+ AD) +
+ (+BD) + (+BF) + (+ CF)} =
=4:28—5-28+1+4+1+10+8410=+47;

dagegen wird

(—A4B) (—AF) {8E — 5E + (+ AC) + (+4D) +
+ (+BD) + (+BF) + (+ CF)} =
=(—AB)(—AF)[ABCDF| — (—AB)(—AF)—=7—23 — — 16 <0.

Durch die Gesamtheit der irreduziblen Normalnetze ist die
grisste Zahl § definiert, die der Forderung

=) [4 Arl —H E>0 (30)

fir jedes irreduzible Netz, jeden Komplex A , 4,, ..., A, und
jede konforme Bedingung (H) geniigt. Hs diirfte von Interesse
sein, die Zahl § tatsiichlich zu ermitteln. Nach (27) ist jeden-
falls §>0; andererseits zeigt das soeben behandelte Beispiel :

&= 9—73 < 0,31. Ks ist also sicher

0,31 £ 82> ot (31)

Ob etwa die Vermutung & = o richtig ist, kann ich zurzeit
nicht entscheiden.

Der spezielle Diagonalensatz enthilt eo ipso den allge-
meinen Vierfarbensatz, da bei » = 1 aus dem speziellen Diago-
nalensatz die noch speziellere Behauptung

»Bei widerspruchsfreiem (H) ist 3 (H) > 0
folgt.
Einige Grossenbeziehungen seien hier noch erwihnt.
Aus der Identitit

H) EXD[4 ] =@ — @) FXY) ) [4,...4,] =
= (B) [4, 4| — (&) (FXY) [4 ... 4] &

folgt mit Hilfe von (27)
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@ - Xl T4 < AT (33)

und durch vollstindige Induktion allgemeiner

(H) (G)|A,...A,.|g(H)\A,...A,.j. (34)

Speziell ist demnach

(Y B | <[4 & (35)

Besitzt ein Netz genau » Randknoten 4,, 45, ..., 4, und
bedeutet w,, w,, ..., w, eine beliebige Auswahl aus der
Menge 1, 2, 4, ..., r, SO ist, wegen (26):

Ay op A,.| & | IR Y (36)

Jede Auslese (H) bestimmt eindeutig die Menge derjenigen
" Randpunkte A,, 4, ,.., 4» des Netzes, die durch die Paare aus
(H) nicht untereinander getrennt werden. Bedeutet w,, w,..., w:
eine beliebige Teilmenge der Indizes 1, 2, ..., h, so gilt infolge
(26) allgemein

(] A 4 0 A,,|§(H)| PRI TR (37)
Die Relationen (34), (37) ermoglichen die Berechnung mi-

nimaler Zahlenwerte fiir Diagonalpolynome und formale
Produkte.

5. 'Diagonalpolynome der Netze erster Ordnung.

»
Fiir irreduzible Normalnetze erster Ordnung ldsst sich

der Zahlenwert des formalen Produktes (H) IA, ...A,| bei
jedem beliebigen r verhiltnismissig einfach berechnen.

Es sei (H) = (+A4A)(— A’4’) auf dem Rande eines irredu-
ziblen Normalnetzes erster Ordnung fixiert, desgleichen ein mit
(H) konformer Komplex von Randknoten 4,, 4,, ..., 4, gegeben.
Es seien g¢,, 4,, und v, 7,, wo » von 1 bis f und » von 1 bis n
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liuft, reduzierte Maschenzahlen und zugehorige Charakteristiken
der Paare (+ 44) und (— 4’4’). Ich schreibe zur Abkiirzung ¢', fiir
Py + 4, und o, fiir y,,-+7,. Der Randbogen A;4;44 resp. A4,
enthalte noch x; resp. z, ungezihlte Maschen, und %; Tesp. %,
sei die Charakteristik dieses Bogens in Bezug auf die ne ga-
tiven Paare des Systems (H). Ich schreibe abkiirzend 7, Tesp.
ny Statt z;4x; resp. z, 4, . Ist nun j, %,..., 7, wo j<<k...
...<l, eine aus k2 Elementen bestehende Kombination der Ord-
nungszahlen 1, 2, 3, ..., r, so ergibt sich nach (5):

(AN + 44y ... 4) =
= G- o TR R R ank4qk+1+ T Ll
...... COmt e Fahmt e gy —1 -ug”awfu -£a¢'v—1_ (38)
Es ist daher laut (19):
@) [4 .. 4, |=a—n @+ 3 H)(+ 4,4 +
— > (&) (44,4 + ..o =
= @ +[s@—r(® + T H Fa49 — ... ] =
= Claw’u | Izatp’v—l - { On+ng+ .. +q,—1 +

.5 [3“nl+--+'1,—1—"am+-~+ﬂr—l i

" ,Zk Z(Lr/j+']/+1+ GOt el Y G AN o R, 1T

i<k
<, Gyt oo by =1 O g1
fred
Sttt o4 1+
IS R IR T L I - e +

drra6—100) M7 Saatany Bglell o . 40 a,;r_.1]} "

= 2 . [Tay, - ITagy,—1 - {am+ ot ar =1+ Sy 7y oy ’7r} :
u v
(39)
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Die hier mittels Sy, 5, .., 5, abgekiirzt bezeichnete Summe
stellt eine Vierfarbenfunktion der Argumente %, n,, ..., 7, dar.
Ich werde zeigen, dass sie sich in eine Summe nichtnegativer
Glieder umformen lédsst. In den einfachsten Fillen ersieht
man dies direkt. Es ist fiir =1 der Ausdruck 8, =2a

oL A N1 —= e
Fiir »r=2 wird

gy e T Ggu b ap— 17T 200 Fgp 17 Oy Oy TH 40y Ot

, (40)
auf Grund des Additionstheorems der Vierfarbenkoeffizienten 2°).
Analog folgt fiir »=38:

Suss o ng = 205 —1 Oggf g3 —1 ~ 2 Gy —1 Qg4 —1
20 —10ytg—1 — 40y —10p—10p—1 =
=20y —10p Qg+ 4Gy —1 Ay —1Qpz—1 —+
~+ 20ny,—1 Qg3 Gy ~ 4 Ay —1 Gy —1 Oy, —1 +
+ 2ang—10g Agy+ 40gs —1 Gy —1 Gy —1
— 4 Ay —10mys =1 Ogg —1 ==
= 2ay —1 0y, Oy +
+ 2 Qg Ogy—1 Qg3 + 20y Qgy Ayg—1 +
—+ 8ap —1 0y —1 Oy —1 . (41)

In allen diesen Spezialidllen gentigt Sy, 4., ... der Hypothese:

P
Sﬂp Mg sssiselly, T 2" agy—1... Qy,—1 +
—2
+ T Zam—l..anj_l—-laﬂj anj+1 —1.. (177"_1—] aylkaﬁk+1_1 L anr_l —Jl_
J k
i<k
—4
+2r z aﬂl'—'lo--aﬂj...ank...aﬂl...aqm...aqr—l+ ,,,,,
ik, I, m (42)
i<k<cl<m

Die allgemeine Giiltigkeit von (42) ergibt sich durch vollstindige
Induktion. Es werde (42) fir Sy, .., 4, als richtig anerkannt

und hierauf Sy, .. My gebildet. Stiitzt man sich hierbei auf

die Identitdt (25), so folgt zunidchst aus (39), wenn man

den Knoten 4, , auf dem Randbogen 4,4, eingeschaltet denkt,

25) ALV § 6, Formel (32).
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ﬁ?(fX. 7
wobei 7/, und 7/, dann den Randbtgen 4, 4, , und 4, 4,
entsprechen (n’,—}-?)’,. = M)
() B A, | = 2 - I]al,,/u : lv7a¢'v_1
{Om+ . +a,_ +o ety =t + Sy oo, '1’,+1}

= (@) [4,. A | —H) (— A4, ) (— 44, ) ... (— 4,4, ) =
= o} 1]““"“ . Izaw’v—-l‘ { Ay .. o, — V5= By .., ’1,.} 23

— o . 1“7aw'u ) Izaw’v—l G, St ) On 1 Oy, 4164, .

Hieraus ergibt sich
=y + .. +94,—1 +

i, o

SN M A Tyes
— dngy R ok R + Sny ..
— Opt1 Gppt1... Gy f10y 0y, =
Sy eosny — O+ 101 ...ty +1 07, ay,
Wird hier nun (42) eingefiihrt und beachtet, dass nach dem

Additionstheorem die Umformungen
Oy = Oty = Oy Oy R + 20y, —1 0, 1
= ay, (a,/qurl + 20y, —1) + 20y,—1 =

= oy, oy, | + 2ay, Gy ol + 2ay,—1 Oy s

2ay, —1 = 2ay, + Wit 2ay, Oy + 4ay,—1 Sl
(43)

statthaft sind, so folgt:
petE 14 ’
S’h KR PROL 77/,.’ 7]',._}_1 s Ay —1 ... aﬂr_l_l a’?, a’]’T_H "I_

1
+ 2™ ag—1 ... ay,_ —10ay, —1 O il +

r—1
+ 2r—‘.’z Ay —1 ... ar]j a’ik "'a"Ir an/’r+1 +

H

Lo

v
1<
=

-
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r—1
+ 2"—1 z ayh—l oo
Jy k

']
3 <k
=3 8

. r—1
+ 2r_2 z aql——l ko

=i

r—1
—I— 2'_1 z Oyl ool

h—1

r—1

+ 21'—12 Oy — 1050

)=i

— Oy +1 Q41 ...

Nun ist aber

Su + 1R T, 0 Oy B

{aﬂ;+2aﬂ1—l} i { aﬂz"i_zaﬂz“l} :

=
= 2 Ony—1 Gpp— 1

4
'y a'/r_;_]

r—1
+ z 27_2 Qy—1 50, a;yj e
ye=1
T A

/
My s Wpyy
+ 277 et an.—1
r—1
r—1
42 z Gy —1
Js k
J<k
9=
r—1
2 o1

Qn

7 4 P
aﬂj. aqr nr+1 b +
P R /
i Pag e £ oo 03 ° o
/ 7
Sy bk O gl

Setzt man dies in (44) ein, so folgt:

2T+1

. Oy

Z Oyy—1 ...aqj... Oy

4 ’
r %1 A

. /
el O RS "

1

Aty T Bl aﬂlr.}_l i

®ny_y @y a”’r+1

3 ’ ’
. a”"'—l—l (177 - an ri1 +

+

(44)

Om—1 S50, | O —1 Oy, —1 +

[ "o ¢ .
R e ARt lanr+1—1+
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r—1
r—1
_ /-—
+ 2 anh l...anj...aqr 1 Gy,

g1 i

BRSNS o o 1 L i onpiragiRes =

r<-1
= 2™q,_1... ay _.1—|—2'_IZa ~1.. . an ay’ —1 4
M pa e e ad < 71 SRR FRER [ A 77’_+1

.’<k
5 f)’:l

-+ 27_32 .................. )

was vom selben Typus ist, wie (42). Damit ist die allgemeine
Giiltigkeit von (42) erwiesen.

Die in (39) auftretende Summe ay + ... +a,—1+ Sy ,....n,
verschwindet bei nichtnegativen Koordinatenwerten 7, nur dann,
wenn 7, + ... 47, = 1; in allen {librigen Fillen ist sie positiv.
Die Summe der nichtnegativen Koordinaten wird aber nur dann
gleich 1, wenn eine Koordinate den Wert 1 annimmt, wihrend
alle iibrigen verschwinden. Wie man sich leicht iiberzeugt, for-
dert in einem solchen Falle (H) eine identische Firbung fiir
zwei benachbarte Randknoten, d. h. (H) enthilt dann einen
Widerspruch. Ein Faktor ay’, Tesp. ag/ —1 verschwindet gleich-
falls nur dann, wenn (H) einen Widerspruch aufweist. Die
Relation (39) bezeugt somit, dass der spezielle Diagona-
lensatz fiir irreduzible Normalnetze erster Ord-
nung richtig ist.

Aus (42) ist ersichtlich, dass die Fundamentalwerte der
Vierfarbenfunktion Sy, ,..., 5, gleich 1 oder gleich 0 sind, je
nachdem in der entsprechenden Fundamentalecke des Punkt-
gitters (n) die Koordinate 1 in gerader oder in ungerader An-
zahl vorkommt. Dem durch (37) definierten Minimalwert von

(H) | Ase v e A |entspricht diejenige extreme Fundamentalecke,

wo jede Koordinate gleich 1 ist; dieser Minimalwert betriigt
also

of - May, - IlTay —1 - ar—1, wenn r ungerade,
u“w v

o May, - May 1 - {(Lr-—l—+— 1} , wenn r gerade,
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Eine fiir die Theorie der Vierfarbenkoeffizienten interessante
Folgerung mdchte ich hier, indem ich vom eigentlichen Thema
abweiche gleich noch erwihnen.

Es heisse h=1, 4 ... 4+, die Ho he der Fundamentalecke (-
Einer geraden Hohe entspricht der Wert 1, einer ungeraden
Hohe der Wert 0 von 8y, ,..., u, . Der Fundamentalwert S,
von Sy ..., 4, fir eine gegebene Hohe h lisst sich mit Bezug-
nahme auf (39) folgendermassen umformen :

(7
S"] = (3_h) Op—1 + 2 Z 6u1, Uy CL‘“1—‘1 auz—l +
uy+us=h

i ¥ Z Ouy, Up, thg * Oy ] Ogygecyt Oy #r B diesf
Uy F-uyt-uz=h

‘I’ (““l)k % zk—lzdul, Uy

Sui== h

o ST /K RV S Tt | e AT (45)

Hier bedeuten die du;, u,,..., u, bestimmte nichtnegative ganz-
zahlige Koeffizienten, die durch die Kombination der positiven
ganzen Zahlen w;, uy ,..., u;, (ohne Riicksicht auf die Anord-
nung) eindeutig bestimmt sind. Da bei w=1 der Faktor
a,_, gleich Null ist, so darf man sich offenbar auf die An-
nahme u, >0, u,>>0 ,... beschrinken. Die Berechnung der
Ouy, uy ..., w, kann auf Grund der Rekursionsformeln

Uy up + ... —|—uk

Ouy, U yonny Wy = i CPuy, ug s, uy

ﬁul,uz,...,uk o u, -+ ﬂul.us,...,uk +....+

+ ﬂul, Ug sevns Ugl g, Ugpqg «-os Up s
By, =1 (46)
erfolgen. Hierbei ist unter w,, w, ,...., u, die Menge der un-
tereinander verschiedenen Zahlen in der Kombination
Uy, Ugy 5eeey Uy verstanden; in der Kombination 2, 2, 3, 4, 5, 5, 5

hitte man also z. B. fir u,, u, ,..., u, die Menge 2, 8, 4, 5.
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Die Zahlen du, ,..., w, lassen sich geometrisch einfach in-
terpretieren: es ist 0w ,...,w, die Anzahl derjenigen ein-
fachen aus Diagonalen gebildeten #-ecke im konvexen ein-
einfachen A-eck, wo die Diagonalen entsprechend Streckenziige
VO Uy, Up 4. ee, U Seiten vom hk-eck abschneiden, gleichviel in
welcher Reihenfolge dies geschieht. Aus dieser Interpretation
folgt u. a., dass bei vorgeschriebenem % und % die Beziehung

z ﬂul, Up peony Uy = h;ﬁTl) (47)
Su=h
besteht.
Auf Grund des frither Erkannten ist nun der Wert des Po-
lynoms (45) gleich 1 oder 0, je nachdem A gerade oder unge-
rade ist.

Es gilt demnach z. B. fiir 2 = 10 die Identitét

— Ta9 + 200 a; + 20 @y a5 + 20 ag a5 + 100, 0, — 400, a; a5 +
— 80,050, —40a agay3 — 40 ay 0903 + 800, 0, @y a5 -+
~+ 1200, 0,050, — 820, 0,0, 0,0, = 1,
die durch
—7.1711420:43420-21 4+20:8-11410:5-5—40- 114
—80:5—40-3-3—40-3+4+80.34120—382=1
direkt verifiziert wird.

* 6. Diagonalaggregate.

In den nun folgenden Entwickelungen treten aus Diago-
nalpolynomen zusammengesetzte kompliziertere Gebilde auf, die
ich Diagonalaggregate nennen werde.

Das einfachste Diagonalaggregat ist das Diagonalpolynom
selbst. ,

Die allgemeine Erklirung eines Diagonalaggregats lasst
sich unter Bezugnahme auf ein Bildpolygon folgendermassen
geben:

Es sei auf dem Rande des Netzes eine Folge von Knoten
4,, 4,, ,... fixiert. In diese Folge der 4; werde noch eine Folge
neuer Randknoten D, D,, ... eingeschaltet. Der Netzrand sei auf
ein einfaches konvexes Polygon abgebildet und die Bildpunkte
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der Knoten D; im Bildpolygon seien durch sich nicht kreuzende
Diagonalen solcherweise verbunden, dass das Bildpolygon in eine
Summe aufeinanderfolgender Teilpolygone zerfillt (Fig. 3).
‘Die Teilpolygone lassen sich dann der Aufeinanderfolge ent-
sprechend numerieren. Die Figur 3 zeigt eine Zerfillung
in 5 Teilpolygone.

|

Die Gesamtheit der 4;, Dy verteilt sich auf die Riinder der
einzelnen Teilpolygone, wobei jeder Knoten A;nur einem Teil-
polygon, jeder Knoten Dy aber mindestens zwei Teilpolygonen
angehtrt. Z#hlt man entsprechenderweise die Dj; mehrfach, so
lassen sich aus den 4;, D Teilkomplexe bilden, die aus den
zum ersten, zweiten usw. Teilpolygon gehdrigen 4;, Dy bestehen.
Entsprechend der Numeration der Teilpolygone seien diese Teil-
komplexe mittels X, X;, ..., X} bezeichnet. Unter XX, ... X%
sei die Gesamtmenge der in Xj, Xj, ,..., X}, eingehenden Knoten
verstanden. [Y]—l sei eine abgekiirzte Bezeichnung fiir das durch
die Knoten aus X; definierte Diagonalpolynom; entsprechend
sei_die Bedeutung von | X;X;  ...X;|. Es bedeute ferner
| X i X3 | das formale Produkt der Diagonalpolynome | X; |
und [ X, | usw.

Ein mittels |X, XX, X.... XX, XX, | symbolisiertes
Diagonalaggregat definiere ich nun durch die Vorschrift
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X K S e b i | = bt By -+ X5 -+

h—1
+ )" XL X | [ X, - K] +
j:l
h—1
+ =)+ Z[ XX .. X | [ X, - X [ XepXe - Xn |+
1<k
=R
SRk GO, Loy nkogpian, G | odighe SRR L 1y -+
ol T} J X p il o] X] S (48)
Es ist also z. B.
XXX | =X |X%] — | XX
[ X XX =X | L] |Xs] — [ X | X Xs| +
—[X X% [ [X%] T [ XXX (49)
Aus der Definition (48) folgt die Rekursion:
[ XXX Xy XX | = [ XX X [+
— [ XX XXX = | K] [ X X X Xy +
— XL XX X "X X, . (50)

Durch vollstindige Induktion ldsst diese Rekursionsformel
sich verallgemeinern:
(G X 0 X GE T X UOX T X XX +

— TXP X R OO XX, XX PO T . (o
Ferner folgt aus der Definition (48):
X XX, TXE X X =

= [ X XX X0 X X?XX,‘ . 62)

Es ist also gleichgiiltig, welche der zwei moglichen Reihenfolgen
bei der Numeration der Teilkomplexe eingehalten wird.

Auf Grund von (22) erkennt man, dass in den Teilkom-
plexen nur tatsichlich voneinander verschiedene Knoten
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genannt zu werden brauchen. Entsprechendes gilt auch dann,
wenn das Diagonalaggregat nicht alleinstehend, sondern mit
einem konformen Bedingungskomplex (H) multipliziert auftritt.
Die Forderung der Konformitit ist in letzterem Falle so zu ver-
stehen, dass (H) keine Paare enthalten soll, die irgend zwei
Knoten des Gesamtkomplexes X, X,X;... voneinander trennen.

Besteht speziell X; aus nur 2 Knoten P, @, die dann beide
notwendigerweise auch in den Teilkomplex X, , eingehen, so
folgt aus (50):

) [E X XELXPR] = ) [ X X T

-+ (H) (+ PQ) \ X, p B ¢ Xh_1 ¢ (53)
also in dem noch spezielleren Falle, wo P mit Q zusammenfillt,
@y |0 CT TR PP S R T T v il

(54)

Es sei B ein auf dem hk-ten (letzten) Teilpolygon fixierter
Knoten und X; B die um den Knoten B bereicherte Teilmenge
Xp,; es bedeute ferner (— BX;) die Forderung der Verschieden-
farbigkeit des Knotens B mit jedem Knoten des Teilkom-
plexes X; . Aus (49) und (25) ergibt sich zunichst

= & [ X| % B|— (B [X.X.B| =
= (H) | X ]| [ X% |— E(— BX,) [X, | — &) [X, X| +
+ (H) (— BX,) (— BX,) =
=H) [ X, XX | — (H) (—BX){[X]| — (—BX,) } =
= #) [ X, XX, | —(H)(— BX,) [X,B] , (55)

(H) | X, X X,B

und hieraus, mittels vollstindiger Induktion, mit Hilfe von (50)
die Verallgemeinerung:

@[T X .. X T XX, B] =
e (U TR TINO <X e

5 (B o BX ) | X X K B (36)
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7. Diagonalaggregate als Fundamentalwerte.

Ich kehre nun zur Bestimmung der Fundamentalwerte der
durch die Formel (10) § 2 bestimmten Vierfarbenfunktion Z\}g'
zuriick.

Es sollen zundchst zwei Einschrinkungen gemacht werden :

I. Jedesmal, wenn o’; = 1, 2=j=s--1, soll in der For-
mel (10) der Bedmgungskomplex (H) explicite oder implicite die
Forderung R; == R; enthalten.

II. Ist o’; =1, so soll gleichzeitig 0;_4=0, d;,, =0 sein,
sobald 7 von 1 und s-1 verschieden ist; dabei soll w1e frither,

oy=1, 0y =1 gelten.
Infolge der Elnschrankung I darf man bei 0'j=1, 2= s—{—l
statt (H) (— Fj..1 Bj—1) (— F;R)) auch (H) (— F;_.R; ﬁl)( R; 1)

schreiben, m. a W man darf auf der rechten Seite von (10)
fir jedes solche j den Knoten R; durch R; | ersetzen. Auf die
Einschrankungen [ und II Bezug nehmend sage ich dann, R;
sei ein zur Koordinate 1 gehériger Knoten. In der
Menge R, R, ,..., R, sind die zur Koordinate 1 gehorigen
Knoten unzweideutig bestimmt; es seien dies die Knoten
Rwl, Rw2 sl ka, (o< wihids <wk) ;
Ich behaupte nun:
Gelten die Einschrinkungen [ und II, so ist

NNV 306115 Do g2 ol i) ) e of . nawu+tu . nacpv—{—lv——l .

. (H) PROR,..Rle PRw Rw 42 R >< ...... XPRw Rw +) R RS—{—l\
(57)

5 Pka i tat-

Dass PRR, .. Ry, PR, .. B 811

N R 0

séichlich Teilkomplexe von der im vorigen Paragraphen beschrie-
benen Art sind, ist evident; die Diagonalen, die das Bildpoly-
gon in k-1 aufeinanderfolgende Teilpolygone spalten, sind
PR, , PR,, ,..., PR, , — der Knoten P ist simtlichen Teil-
polygonen gemeinsam.

Ist iiberhaupt kein zur Koordinate 1 gehoriger Knoten R,

J
vorhanden, so reduziert sich das Diagonalaggregat in (57) auf
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das Diagonalpolynom | PR.R, ... R, R, | | ; andererseits ist
aber dann in der betreffenden Fundamentalecke jede Koordinate,
ausser der ersten und letzten, gleich 0, — die Relation (57) geht
also in die schon bewiesene Formel (20) iiber. Die allgemeine
Giiltigkeit von (57) ldsst sich durch vollstindige Induktion be-
weisen. Die Rechnung vereinfacht sich merklich, wenn man
zunichst beachtet, welche Modifikation die Formel (10) erleidet,
sobald auf der linken Seite eine positive Forderung (4 GT) hin-
zukommt, derart, dass G ein Knoten auf dem Ficherbogen
Fs Fg,, und T ein Knoten auf dem Residuumrandbogen R R, ,
ist. Geht man auf die Formel (4) zuriick und bildet mit ihrer
Hilfe den Ausdruck

N(+ FF)(— F'F)(+ RR)(— R'R)(— F,R,) (— FyRy) .. (— FyRg) (+ GT) ,
so zeigt sich vor allem als gemeinschaftlicher Faktor

zf ? ”azp“—}—ru i Ha(pv—\le i g

i (H) (—PT){za()‘f'.u—l (+ TRs+1) + Qo+ u (“TRS+1} ) (58)

wenn ¢ und u entsprechend die reduzierte Maschenzahl und die Cha-
rakteristik des Ficherbogens GF, , bedeuten. Dieser Faktor
(58) ist dann noch mit einem Ausdruck formal zu multiplizieren,
der sich von der eckigen Klammer in (10) nur dadurch unter-
scheidet, dass erstens iiberall 7' an Stelle von R, , tritt, und
zweitens oz resp. vo; die reduzierte Maschenzahl resp. Charakte-
ristik des Facherbogens Fy @, nicht aber wie frither des Ficher-
bogens F, F, ,, zu bedeuten haben; letsterer Umstand kann
auch dahin gedeutet werden, dass bei der Bildung der eckigen
Klammer der Knoten @ an Stelle von F , zu treten hat. Die Ay, + T
und ag -+ i —1 werden vom Hinzukommen des Paares (+ GT)
nicht beeinflusst.

Nun beweise ich (57) in zwei Schritten.

1) Ich bezeichne zur Abkiirzung die Teilkomplexe PR,R, ..

.- By, PRy, .. R, ,..., PR, .. Ry, entsprechend mittels

&l Xy il X, und verwende auch im iibrigen die abkiir-
zenden Notationen des § 6. Die Relation (57) gelte als bewie-
sen fiir den Fall, dass ¥ einen festen Wert nicht iibersteigt,
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wobei X,, X, ,..., X beliebig viele Knoten enthalten diirfen,
X, aber hochstens a Knoten enthilt. Es soll gezeigt werden,
dass (57) dann unter denselben iibrigen Bedingungen auch
sicher noch gilt, wenn Xy, einen Knoten mehr, also a1
Knoten enthilt. :

Es sei T der zu Xj , hinzugekommene (a- 1)-te Knoten.
Ohne die Allgemeinheit einzuschrinken, darf angenommen wer-
den, dass T hierbei zum Res1duumrandbogenR R, gehort. T sei
mit dem Knoten @ auf dem Fiicherrand negatlv gepaart ; die
Hinzunahme von T bedeutet, dass zu dem friiheren Bedingungs-
komplex im Netz ¢-ter Ordnung noch die neue Forderung
(— @GT) hinzukommt. Da die Konformitit selbstverstindlich mit-

gefordert ist, so muss G dem Ficherbogen F, F, ., angehdren.

Es ist aber nach (8):
N (+ FF)(— F'F') (H)(— FyR,) .. (— Fs Rg) (— GT) =
T jf(+ FF)(— F'F) (H)(— F\R,) .. (—FgRy)
B J&H— FF)(— FF)(H)(—FyR) . . (—FgBg) (GI) -  (59)

Da % nicht grosser werden durfte, muss fiir den Ficherbogen
F G die Summe aus reduzierter Maschenzahl und Charakteristik
gleich 0 sein; es miissen also fiir diesen Ficherbogen reduzierte
Maschenzahl und Charakteristik einzeln verschwinden. Dies be-
deutet, dass (- FF)(— F'F’) explicite oder implicite die Forde-
rung Fy= G enthdlt*). Fir den Ficherbogen GF, 6 ist die
Summe aus reduzierter Maschenzahl und Charakteristik ebenso
gross, wie fiir den Ficherbogen F, Fy  , also gleich 1. Berech-
net man den Subtrahenden auf der rechten Seite von (59), so
hat man demnach in (58) ¢4 p =1 zu setzen; der Bedingungs-

komplex (—ka +1R )(_' k+2ka+ 2) - 8 G Fs Rs)(—l_ GT)

darf ausserdem durch den Komplex

(— TBy) (= TRy 1 3) ... (— TR, (+ 6T)

26) Weil der Fdcherbogen FgG dann von positiven Paaren (4 FF) iiber-
deckt ist.
3
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ersetzt werden, da a’wk+2 =o’,wk+3 =.,.= 0, == 0, daher

also infolge (4 FF)(— F'F’) die Forderung
ka+1§ka+2:—: . =F=606=T

besteht. Man hat demnach :

Nt FF)(— F'F')(H) (— F\Ry) .. (— Fy R) (4 6T) =

= N4+ FF)(— PP)E) (—~ PRy . (— Fuy By ) (+ 01)(— TRy ) .. (— TR,).

(60)
Hierin ist (— Tka ) (— Tka quoke (— TR,) nun ein Bedingungs-
komplex auf dem Residuumrand, — nach (4) ldsst sich
dieser Bedingungskomplex daher bei der Reduktion formal als

gemeinsamer Faktor herausheben. Es verbleibt dann nur noch
der Ausdruck fiir

Net FE) (— FE) (H) (— FRy) .. (— Fu, R, ) (+GT) -
In diesem ist die Summe aus reduzierter Maschenzahl und Cha-
rakteristik fiir den Fédcherbogen kaG gleich derselben Summe

fiir ka ka 41, also gleich 1. Man findet daher den Aus-

druck, indem man den Faktor (58), der im vorliegenden Falle
gleich :
of . May +x, - Mag 42 —1 - (H) (—PT)(— TR

.y

wird, heraushebt und im {ibrigen nach der Vorschrift (57) ver-
fahrt, dabei allerdings Rs_|_1 durch T ersetzt. M. a. W., es ist

Net FRy(— P'P)(H) (— FiR) .. (- Fy Ry ) (+ 6T) =
s .
gl nawu+tu na(pv+lv—l

“AH)(— TRy ) (— TRy, 49)s: (TR (= PT)(—TR,,) .

B2 AT QUR w0 €. 3 PR TIPS R

1

=2 . nawu+1u g na(pv+;'v—l 3

C(H) (= TX ) [ X X XXX XX T . 6
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Fiir den Minuenden der rechten Seite von (59) folgt nach (57):

Nt FF)(— FPF)(H)(— FiR,) .. (~ F,R) =

= Zf. nawu+ru . na(p’v#’—lv—l
(BTt Ty ob- 25 Xaish X whel ©2)

Aus (59), (61), (62); (56) ergibt sich jetzt fiir die betreffende
Fundamentalecke :

Nt FF) (- FP)(H) (— F\Ry .. (—FyRe)(—GD) =

=% of | ﬂa.,,u+,u . ”a(pv_{_xv_] .
DL XE XXX I i
— = THy) [ XXX XL TX XX BT =

B ik ;
== ﬂawu+,u na%,ﬁ_),v__]

SR TR RS R X K vt Kentl | Xoenh| |+
d. h. die Formel (57) gilt bei fixiertem % auch fiir jede belie-
bige Anzahl von Knoten im Teilkomplex Xiyy -

2) Es sei nun die Giiltigkeit von (57) fiir ein fixiertes %
anerkannt, ohne Hinschrinkung der Knotenzahl in den Teilkom-
plexen X,, X, ,..., X;, . Ich habe zu zeigen, dass dann
bei der Vergrésserung von £ um eine Einheit die Beziehung (57)
immer noch giiltig bleibt.

Zuerst eine Vorbemerkung:

Die Mindestzahl der in X; vorhandenen verschiedenen
Knoten betrigt 2, némlich P und R, , resp. P und R o Wo-

bei B, mit R, zosammenfallen kann. In X hat man im
J—1 :
allgemeinen zwar mindestens 3 Knoten (P, ka, R, ,), doch

auch hier ist es prinzipiell denkbar, dass ka mit B, , zusam-

menfillt oder wenigstens identisch gefiirbt erscheint.

Nun wende ich mich der Beweisfiihrung zu. Es werde
ein Bedingungskomplex fixiert, wo # um eine- Einheit grosser
3*
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ist, was dadurch seinen Ausdruck finde, dass Xj, auftritt.
Es soll nun aber Xk+2 die Mindestzahl von Knoten, also 3

(resp. 2) Knoten enthalten. X , besteht dann aus P, ka :
. . . +1
B, ,, wobei die zwei letztgenannten Knoten auch zusammen-

fallen diirfen. Offenbar ist jetzt ka mit R, identisch,

. o
weil sonst R, ja auch noch dem Teilkomplex Xj , zuzu-
zihlen wire. Andererseits ist Ry als R, ~ mit R, , identisch

1
gefirbt, weil ka zur Koordinate 1 gehort. Dass hierbei od/y=1,
1

Oopy=1 scheinb;r gegen die Einschrinkung II verstosst, braucht
nicht in Betracht gezogen zu werden, da man die Forderung
(— F,R,) stets doppelt zdhlen und zwischen ¢; und oy, , eine
{iberzihlige Koordinate mit dem Wert 0 einschalten darf.

Nun ist wegen (8)
Ny FF)(— FF)(H) (—FiRy .. (—Fs_Rs ) (—FsRs) =
= Nt FF)(— PF)(H)(— FyR,) .. (—Fs_Bs ;) +

— N4FF)(— FF)E) (— FyRy) .. (—Fs_Rs_)(—FsRs) «  (63)

Infolge von oy =1, ¢, , =1 entspricht dem Facherbogen
F, ,F, , als Summe aus reduzierter Maschenzahl und Charakte-
ristik die Zahl 2. Der Minuend auf der rechten Seite von (63)
ist demnach fiir den Gitterpunkt

011=1, O’2_—-“0 yeeey 0’w1=0, dw1+l= § R 0",wk+1=1,
o’wk+2=0,...,o’8_1=0,0’8=2 (64)
zu bilden. Driickt man den Wert der Vierfarbenfunktion J(/oz
auf Grund der Formel %)

[ i 1
Wi oo mlon s =g A 0 0 1 L

durch ihre Fundamentalwerte aus, so zeigt sich auf Grund von
Uberlegungen, die den unter 1) durchgefiihrten analog sind, fiir
den Gitterpunkt (64):

27) VF § 3, Formel (18),
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Nt FF)(— PF)(H)(— F\Ry) .. (— Fs_Rs_})
= Nyo,.,02 =
= 2.9 . May 4=, - [Tag +2,—1
s (H) (_ Rs+1Xk+1) ‘_Xl—X_XQ—X_ _X Xk s+1|l +

5 of . nawu+’u [ na‘pv+lv_l

& By X N X G | (65)

Bei der Aufstellung dieser Formel ist in Betracht gezogen, dass
(— PRS_H) stets von selbst erfiillt ist, dass daher

—B) RER i

( s+1 w ) e s+1 w +2) A a0

= (— Rs+1Xk+1)
gesetzt werden darf.
Auf Grund von (56) hat man :
(S T 1O TR O A M
A a0 S A
=K L, XX, K Xt s+1|

wird dies in (65) eingefiihrt, so resultiert nach einigen Verein-
fachungen, da X; , R, | mit X; X , gleichbedeutend ist:

1
J‘V(+ FF)(— F'F)(H) (—FRy) ... (—Fg_1Rs ) =

=2 Moy 4+, ag, +1,—1

(@2 T XL TOXT X X, +

LA X 0P RS T, X i (66)

Fiir den Subtrahenden in (63) findet man auf Grund &hnlicher
Uberlegungen :
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Nt FF)(— F'F)(H) (— FiRy) ... (— Fs_Rs_)(+ Fs Rg) =

— zf‘_ ”awu+tu . na(pv_{,)'v_l

C(H) (— By P Eo Ry

) R XX, XK s XX Xml !
1

(67)
Setzt man die Ausdriicke (66) und (67) in (63) ein, so folgt:

Net FE)CFF) () (= FR). .. V= FesBa s ) (= Fp.Bs) =
:2f.ﬂawu+zu .ﬂa(pv+;_v_l X
C(H){2 ‘fXT.TXYkXTZﬂIE—jf{ X TR X X X +

ka+1) [ X X X X | ) =

— (— PRy, ) (— R,

LY Hay +,- Mag 42,1 -
o (BYL P2 2K R X A3 E-Ery s PR —+
He (+Rs+1ka+l)]-—DZf><f.f ’X")(_,CX"X;;;XE;'&} =
= of . Iay 4, - [] ag 43, —d

’ (H){ ~—X7h><77' '7 XfX}C+1!le+2| +

Damit ist (57) von % auf k- 1 iibertragen, unter der Annahme,
dass Xj,, nicht mehr als 3 verschiedene Knoten enthilt. Die

Beweisfiihrung ist offenbar unabhingig davon, ob R,  mit
1

R, zusammenfillt oder nicht; Xj,, diirfte also eventuell auch
nur 2 Knoten enthalten.

Nach 1) ist aber nun (57) auch fiir den Fall einer beliebi-
gen Anzahl von Knotenin X; , richtig. Da (57)in dem einfachsten
Falle k = 0 auf die schon bewiesene Formel (20) zuriickgeht, so
ist hiermit die Richtigkeit von (57) allgemein sichergestellt.
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8. Erweiterte Form des hypothetischen
Diagonalensatzes.

Von der Einschrinkung 11 des vorigen Paragraphen, die
fordert, dass der Koordinatenwert 1 immer nur vereinzelt,
zwischen Koordinatenwerten 0 eingelagert, auftreten darf, kann
man sich sofort befreien. Tm Falle 6/ = 0 darf man stets
F; , mit F; zusammenfallend denken, weil dann ja die Forde-
rungH—FF)( F;_,R; ,)(—F;R)) infolge von F; = mit(+ FF)
s B ) b (o B) glelchbedeutend lbt Trltt nun noch
B, = R; hinzu, d h. darf wegen (H) auchR ,als mit ; identisch
gefirbt dngenommen werden, so xedumerL swh die Forderung
g v 2l 4RO A J_l)( F;R)) auf (+ FF)(H) (— F;_, R, ),
und die Koordinate o', fallt iberhaupt fort. Auf diese
Weise kann natiirlich eine ganze Reihe aufeinanderfolgender
0-Koordinaten in Wegtfall treten. Folgen nun zwei oder mehr
1-Koordinaten unmittelbar nacheinander, so kann man dies im-
mer so auffassen, dass eine Reihe dazwischengelegener 0-Koordi-
naten durch Zusammenfallen der entsprechenden R; zum Ver-

schwinden gebracht worden ist. Die Funktion N, lisst sich
dann offenbar immer moch auf Grund derselben Formel (57)
berechnen, nur hat man dort eine gewisse Anzahl von Knoten
£; als zusammenfallend anzusehen und dementsprechend me hr-
fach zu zihlen. Es bietet grundsitzlich keine Schwierigkeiten,
das Prinzip in geschlossener Form fiir den Fall genau e aufein-
anderfolgender 1-Koordinaten zu formulieren; da dies aber fiir
den hier verfolgten Gedankengang keine wesentliche Bedeutung
hat, so will ich davon absehen und mich mit der Feststellung
begniigen, dass (57) auch dann anwendbar bleibt, wenn die
Einschrinkung II fortfillt.

Ist die Einschrinkung I nicht erfiillt, so lidsst sich mit
Hilfe von (57) stets eine untere Schranke des Wertes von

J\‘f,,/ bilden. Ist nidmlich ¢’; =0, aber R; ,= R; durch () nicht
gefordert, oder sogar verpont weil (H) exphclbe oder lmpllmte
(— B;_,R)) enthiilt, so kann man zu den Forderungen (— i—1)
( FR) ]edenialls widerspruchsfrei noch die Forderung

FR _,) hinzufiigen. Durch die Hinzunahme dieser neuen

Forderung wird ]\'70/ jedenfalls nicht grosser. Im solchermassen
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erweiterten Bedingungskomplex ist aber die Einschrinkung I
an der Stelle E; | nun jedenfalls erfiillt. Durch vollstindige
Induktion erkennt man hieraus, dass ein Bedingungskomplex,
welcher der Einschrinkung I nicht Folge leistet, durch Hinzu-
nahme neuer ergidnzender widerspruchsfreier Bedingungen in
einen Komplex umgewandelt werden kann, wo die Einschrin-
kung I erfiillt ist, also (57) anwendbar wird. Da der Wert der

‘
Farbeninvarianten N bei der Hinzunahme neuer Bedingun-
gen hochstens kleiner werden kann, so liefert nun (57) je-
denfalls eine nichtnegative untere Schranke fiir den urspriing-

lichen Wert von N,. Auf Grund der Schlussbemerkung des § 2
ist hiermit gleichzeitig stets eine nichtnegative untere Schranke

fiir den Wert von Atfd in jedem beliebigen Gitterpunkt (¢") gegeben.

Aus den Entwickelungen des vorigen Paragraphen, speziell
aus der Identitit (57), folgt zwingend

(H) |PRE, .. B, X'PR, .. B, X7T..TX PR, .. B

w, el 200
(68)
Die auf der linken Seite von (68) auftretenden Teilkom-
plexe sind nicht ganz allgemeiner Natur, da sie allesamt einen
gemeinsamen Knoten, ndmlich P, enthalten. Die Diagonalen in
der Fig. 3 miissen hier also alle in einer Ecke des Bildpolygons
zusammenlaufen. Ausserdem enthilt (68) scheinbar noch eine
Einschrinkung: im ersten und letzten Teilkomplex tritt sicher
je ein Paar benachbarter Knoten auf, namlich P, R, resp.
P, Ry, ,. Von dieser zuletzt genannten Einschrinkung kann man
sich aber mit Hilfe von (56) sofort befreien. Setzt man namlich
in (56) Ry, fir B, so folgt:

(L) | EBain. Ry il X"'PRWF._R;I" =

= (H) | PRy . (R, .. 50X PR, .. R b e

§di! (H) (_Rs+1 P) (_Rs.Hka) o (_Rs Rs)

41

ymx B :7><7T>E,;,’,;:“ff“R;"‘ B (69)
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Hierin ist nun nach (68) die linke Seite jedenfalls nichtnegativ,
desgleichen ist der Subtrahend auf der rechten Seite sicher
nichtnegativ, — es wird daher sicherlich auch der Minuend
nichtnegativ. In diesem Minuenden ist aber der letzte Teilkom-
plex von der Einschrinkung frei. Auf analoge Weise entfernt
man auch die Einschrinkung aus dem ersten Teilkomplex.
Damit ist bewiesen:

Sind X, X, ,..., X, Teilkomplexe mit einem

allen gemeénsamen Knoten, so ist jedenfalls

TN e A e A 10)

wenn (H) mit der Knotenmenge X, X, ... X; kon-
form ist.

In den weiteren Betrachtungen werde ich die hier aus-
driicklich erwiahnte Forderung der Konformitit fiir (H) als selbst-
verstindlich ansehen und nicht mehr besonders erwihnen.

Enthilt (H) einen Widerspruch, d. h. gilt (H) =0, so ist
in (70) sicher das Gleichheitszeichen richtig. Ist aber
(H) > 0, so muss zugegeben werden, dass prinzipiell sowohl
das Zeichen >, als auch das Zeichen = in Betracht kommen
konnte. Gehen wir von der Hypothese des allgemeinen Vierfar-
bensatzes aus, so folgt mit Hilfe von (57), (69) aber sofort, dass
nur das Zeichen > gelten kann. Der allgemeine Vierfarben-
satz reduziert sich somit zwangsliufig auf die Behauptung:

Sind X;, X, ,..., X; Teilkomplexe mit einem
allen gemeinsamen Knoten, und ist (H) >0, so
ist anuch das formale Produkt

@YX, X XX Sy, (71)

(70) ist bewiesen, (71) dagegen ist nur eine Vermutung.
Einige Konsequenzen aus (70) resp. (71) sollen gleich noch
erwithnt werden.
Aus

H) (£4B8) | K, X.UX X | = (B [X, XXX 4+
— (H)(F4B) [ X, X .. X X
folgt wegen (70) mit Sicherheit:
H L X000XE) 2 @) @) [ X7.0Kx%E )
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Wenn die Vermutung (71) richtig ist, so gilt in (72) bei (H) > 0
das Zeichen >, sobald (@) ein von (H) unabhdngiges Paar>®)
enthilt; widrigenfalls besteht natiirlich das Zeichen = .

Aus (51) und (70) folgt sicher

B Lo e Y

S CHPE KK T S )
Sollte (71) richtig sein, so gilt hier bei (H) > 0 das Zeichen > .
Durch vollstindige Induktion folgt aus (73) und (51) allgemeiner,
Bel O'<tiaq < b <Zan i %

R PR R TR T XK g 2
2 TR TS T s

Diese Lesart ist sicher richtig; besteht aber die Vermutung
(71) zu Recht, so hat man in (74) bei (H) >0 das Zeichen > .

Die Relationen (72), (78), (74) sind bewiesen unter der Vor-
aussetzung, dass X;, X,,..., X; alle einen gemeinsamen Kno-
ten aufweisen. Ist aber fiir ein spezielles Netz, resp. fiir einen
speziellen Netztypus (70) oder (71) auch ohne diese Beschrin-
kung als richtig erkannt, so haben fiir das betreffende
Netz, resp. fiir den betreffenden Netztypus die ent-
sprechenden Folgerungen (72)—(74) auch unbeschrinkte
Giiltigkeit.

Die Vermutung (71) bildet offenbar eine Verallgemeinerung
des im § 4 ausgesprochenen speziellen Diagonalensatzes. Der
allgemeine Vierfarbensatz ist in (71) als Spezialfall mit enthalten.

9. Diagonalaggregsate in Netzen erster Ordnung.

Es soll nun gezeigt werden, wie sich die Werte der Dia-
‘gonalaggregate fiir irreduzible Normalnetze erster Ordnung
bestimmen lassen. Ich nehme hierbei fiir Netze erster Ordnung
die Teilkomplexe X;, X, ,..., Xj in allgemeiner Gestalt
an, ohne die Existenz eines allen gemeinsamen Knotens P zu
fordern.

28) Vgl. ALV § 12.
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Die Gesamtheit der Teilkomplexe X, X, ... X; bestimmt in
zyklischer Anordnung die Menge der in ihnen enthaltenen Kno-
ten A,, 4y,.... 4,. Ausser diesen Knoten 4; konnen noch
Knotenpaare (4 FF) (— F'F’') auf dem Netzrand ausgezeichnet
sein, jedoch so, dass die .4; durch diese Knotenpaare nicht un-
tereinander getrennt werden. HEs mogen die Bezeichnungen des
§ 5 beibebalten werden: jedem Randbogen AjA;, , resp. 4, A,
entspreche nach Beriicksichtigung der Paare (4 FF)(—F'F’)
eine reduzierte Maschenzahl % resp. z, und eine Charakteristik
%; Tesp. %] die Summe xj—l—xj werde mit I bezeichnet. Be-
rechnet man nach (5) die einzelnen Farbeninvarianten, in welche
(+ FF)(— F'F) [X, X .. .‘XTL_" zerfillt, so erhilt man eine
Summe von Produkten vom Typus

iy nawu+tu' Ha‘pv+}‘v_l J

2% g g, S Gy g — an,+np+.. — 1,

(75)
wobei unter 5, , 9y, ..., Myr My s evesr Mys My s o gewisse Per-
mutationen der Zahlen %,, n,,..., 7, verstanden sind.  Dies

zeigt aber *9%), dass das formale Produkt (4 FF) (—F'F’)

| X, X ... X'Xj | hier jedenfalls eine Vierfarbenfunktion
der 'Argumente’ 7, 1,,..., My darstellt. Setzt man demnach
fiir das Netz erster Ordnung

(+FF)(—FF) | X, X .. XX | =
=2 Mayte,. Magti—1 - Voy,oomp ,  (79)

so geniigt es die Fundamentalwerte von V, - (abge-
kiirzt V,) kennen zu lernen. Die Aufgabe vereinfacht sich be-
deutend, wenn man beachtet, dass es ausreichend ist, den Wert
von V, in derjenigen extremen Fundamentalecke zu bestimmen,
wo séimtliche Koordinaten #; gleich 1 sind. Kommt namlich die
Koordinate 0 vor, so ist in dem betreffenden Gitterpunkt so-
wohl die reduzierte Maschenzahl, als auch die Charakteristik des

29) VF § 2. Formeln (14), (15).
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Bogens AjAj . gleich 0, d. h. es ist entweder Aj mit Aj+1 iden-
tisch, oder aber (4 FF) fordert AjsAjJrl; in beiden Fillen
braucht man im Diagonalaggregat 4;, , nicht besonders zu erwih-
nen, — die Koordinate n; kann also einfach fortgelassen
werden.

Um die ferneren Entwicklungen kompakter zu schreiben,
verwende ich ein zweiwertiges Symbol ;. Es soll {, = 1 sein,
wenn ¢ ungerade, dagegen § = 0, wenn ¢ gerade ist. Bedeutet g,
wie schon friither, die Zahl — 1, so kann man demnach defi-
nieren 89) :

&= (et Syt D gee | g o T gy

Die Koordinaten n; verteilen sich auf die einzelnen Teil-
komplexe X;, X, ,..., Xj so, dass n; zum Teilkomplex X, ge-
hort, sobald 4; und 4; , beide gleichzeitig X, angehdren.
Es sei e, die Anzahl der zum Teilkomplex X, gehdrigen Koordi-
naten n; den Zahlenwert von V,] fiir diejenige Fundamental-

ecke, wo jede Koordinate ; gleich 1 ist, bezeichne ich durch

das Symbol { ¢,, e ,..., ¢ } . Enthilt X, genau ¢, verschie-
dene Knoten, so ist im allgemeinen

i Y o (78)

wenn n, die Anzahl der mit X, benachbarten Teilkomplexe
bedeutet; es ist also m, = 0 fiir das alleinstehende Diagonal-
polynom, n, =1 fir X, und Xj; im Diagonalaggregat (76), end-
lich n, = 2 fiir 1<a <k dortselbst.

Im Falle eines alleinstehenden Diagonalpolynoms hat man
nach (39) mit Hilfe des Symbols (77):

{ L2 } = 1 +&_, - (79)

Hierbei ist e, durch e ersetat.

Tritt im Symbol { 6, egi s sslvieg } fiir e, an einer gewissen
Stelle s mal der Reihe nach der Wert 0 auf, so will ich dies no-
tigenfalls durch die abgekiirzte Schreibweise 0° an der ent-
sprechenden Stelle andeuten, d. h. ich schreibe eventuell

30) Beachtenswert ist die Analogie zwischen der Definition von «, und g,
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{eg, 0°, ¢} statt {e, e},
{el) 01’ 83} St’at’t’ {61,09 es} )
{e, 0%, ¢} statt {e, 0, 0, ¢}, usw.

Beim Gebrauch der Relation (78) ist auf eine Moglichkeit
singuliren Charakters achtzugeben: besteht X, aus nur
2 Knoten, so kdnnen djese 2 Knoten eventuell auch zusammen-
fallen, d. h. es kann der Fall eintreten, dass X, =A4,. Die
Fig. 8 (§ 6) zeigt sofort, dass in solchem Falle notwendiger-
weise gleichzeitig entweder X, =A,;, X, =4,,..., X, =A4,,
oder aber Xa+1=A,, Xa+2 yes., Xz=A, bestechen muss. In-
folge von (52) sind diese beiden Annahmen nicht wesentlich ver-
schieden, und man darf sich daher auf die letztgenannte be-
schrinken. Bei X,= A, ist nun ¢, notwendigerweise gleich 0,
unabhingig davon, ob a=#% oder aber 1 <<a <k gilt. Ist X, |
ein Teilkomplex mit wenigstens 2 verschiedenen Knoten. dage-
gen X,= A, so ist bei der Berechnung von ¢, , der auf Grund
der Vorschrift (78) gefundene Wert um mindestens eine Einheit
zu vergrossern. Man erkennt die Ausartung daran, dass dann
e, = 0 oder ¢, = 0 ist, wihrend in normalen Fillen ¢, > 1, ¢,> 1
sein muss.

Es gelten die Formeln

{0|,e.2 4 Ay e l} == {e,, eati il ea+l}

{e,,eg,...,ea,os} =2"'-{el,e2,...,ea}. (So)

Die erstere bezieht sich auf einen speziellen, jedoch normalen
Fall, wihrend die letztere den ausgearteten Fall betrifft. Man
hat zu beachten, dass bei ein und derselben Knotenanzahl in
X, die zweite Formel fiir e, einen um 1 grésseren Wert enthilt,
als die erste.

Die Richtigkeit der Formeln (80) liest man aus (53) und
(54) ab, wenn man beriicksichtigt, dass in der betreffenden
Fundamentalecke (- PQ) = 0 gilt, sobald jeder der Teilkomplexe

Xor Xayysooos X nur die  zwei verschiedenen Knoten
P, @ enthiilt.
Ich berechne nun{ Efy Og s nv vy 2BL }auf rekurrentem Wege,

indem ich annehme, dass bis zu einem gewissen k£ die Werte
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des Symbols { e, ,..., ¢ } schon bekannt sind, — wie dies ja
tatsichlich fiir #=1 der Fall ist, wo das Problem durch die
Formel (79) erledigt wird.

Aus (80) ergeben sich zunéchst die Spezialfille s == Oresp.s=1:
{ 8y &NLey l}

{e,,ee,...,ek,0}==2-{e1,e2,...,ek}. (81)

—
A
l

{8|,82 Ve

Fig. 4.
Es sei nun{e;, e ,..., e, t} bei irgendeinem ¢ > 1 bekannt
YA e e t+1} gesucht. Zur Erleichterung der

Ubersicht verweise ich auf die Fig. 4, wo 4,, 4, ,..., 4,
Ay, Ay, den Komplex X, darstellt (die Paare (4- FF) (— F'F")
sind unwesentlich und daher fortgelassen). Setzt man in der
Identitit (56) A, , an Stelle von B, so folgt:

—

FFR) (— FF)[ X, XX X X Xyl =
= (+FF) —FF) [ X, X . 0X X X 4,4, .. 444, | +
— (+FE) (— F'F) (— A Ay ) (— 44, 4y ...
Lol AYHX G X X, | (82)

Hierin ist in X, fiir die Koordinaten #. das Wertsystem
B el AL T = g 1 zu setzen. Im Teilkomplex
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A4, .. 4 A, hat man dann das Wertsystem 7, =7, = .. —
=mn, ,= 1, n,=2. Im Subtrahenden auf der rechten Seite von
(82) liefert der Bedingungskomplex (A de ) (— 4, 4) ..
. (— Ay, 4,) als Beitrag den Faktor o, - @, - @y - ... - ay=1,
wihrend im Teilkomplex X; 4y, ,dem Bogen 4, 4,,, die Koordi-
nate 7, =1 und ebenso dem Bogen Ayy Ay, die Koordinate
Me=1 entspricht. Alle iibrigen Koordinaten in den Teilkomplexen
Xi, X5 ,..., X; sind auch auf der rechten Seite von (82) un-
verdndert gleich 1.

Nach der Grundeigenschaft der Vierfarbenfunktionen 3') be-
rechnet sich der Wert fiir n, =2 als Summe des Wertes fiir
n,= 1 und des doppelten Wertes fiir n, = 0. Letzteren erhilt
man aber, wenn man n, einfach weglisst und 4, mit Ay, ZU-
sammenfallend denkt.

Wird dies alles in Betracht gezogen, so kann man die
Identitdt (82) nach Entfernung des gemeinsamen Faktors

2f Hawu+,u AT ap, +1,—1
folgendermassen schreiben :

$iofisn a ep I L e Bln Dhad g

ath o CrBRRET L R (R T S T O (83)
Von (81) ausgehend, findet man demnach :

Le)voes o, 2= o ..., ¢, BYERH tobigroighis
ok R 8 0 i R Sl S PR Ty R Y
—te v g2},

{o ouds gy 8 Jmrbis {ouil v bt 3 oo b, ggdt 1) 4
— & a0 )

Lor ooy o) o 08 DL 40 S o) o
+ 5 Al peen el = 5.%e ... ata} .

31) VF § 3, Formel (20).
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Diese Ausdriicke, ebenso wie die Ausdriicke (81), geniigen
allesamt dem Gesetz

{el sy €y t} = 4at_1 '{ € ,-.u, ek} +\
VU 78 N N By o i g ¢ SERINI
' (84)
Durch vollstindige Induktion folgt mittels (88) die allgemeine
Giiltigkeit des Bildungsgesetzes (84), denn es ist
Bay o+ 40 = 400y,
Zat_l—i_ at = at+1
2‘at—x R Ct;l) + (O e Ct) _+_ 1= Op (i 2€t_1 ey Ct + I
e §t+1_ s Lo - 1 = at+1 510 §t+1

Mit Hilfe von (84) und (79) ldsst sich der Fall Z= 1 leicht
erledigen. Schreibt man s statt ¢, so folgt:
{s,t} = 4o, - {s}+a - {st+1}—(@—&) -{s+2}=
= 4 at~1 (as_l + Cs_l) _'}" ay (as + Cs )* (at 5 Ct) (as+1 ‘Jl‘ Cs+1)
= 40, 0 {40 & ool ol A ferat

+ gt as+1 + gt §s+1 o

Schreibt man weiterhin & fiir — 1 und benutzt die leicht zu
verifizierenden Relationen

Ca—l—l il ga_.w ga ot §a~1 s - Ca'" ga_1= N + 2 é'a %= dlyry
(85)

so folgt durch eine Kette von Umformungen:
{s,t} =5 & Qs as_l—l—at(acs—as_{_l)—{—czt(é'g 0 N
' + 2@+ ) G+ GeF 20 )+ # G )6, =
= 4a;, 0, ,— 200,  + a4 2a e
+ 268+ G+ 28a A8+ &y b
= 2a; (20, ,—a)+a (1428 0+ && , +
T Lo RS o,y G
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= 28'a, o+ o +20a, 5 +6 6, =

= 2¢ "+t +Ga,+ 6+ 6,6 =
=28 &t otGo, 4+t 46 &, =

= (gt 8) &yt 0+ G0t & Gyt Guaboini=

= GGy G o G o A8t G G Gy =

=@ Fo G el L G =

=+ e+f - | (86)

Fig. 5.

Hier ist f; , dreiwertig, nimlich gleich 0, 8 oder — 1, je nach-
dem s, ¢ beide ungerade, beide gerade, oder endlich inkongruent
nach dem Modul 2 sind. Mit Hilfe von (77) findet man auch

foe=14-[14+3@+e)45aH] . (87)

Fiir das als Kontrollbeispiel gewihlte, in der Fig. 5 darge-
stellte Netz ergibt sich aus (86):

ABCD X DEFGA |={3,4}=0+a,—1=8+5—1==7.
4
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Andererseits ist nach der Definition (49):

| ABCD X DEFGA | = [ (4 AC)+ (+ AD) + (+ BD)]

[— E+ (++ DF)+ (+D&) + (+ DAY (+ EG) + (+ E4) +
+ (+F4) —(+ADF)] — [—8E+ (4 4C)+(+ 4D) +
+ (+4E) + (+ AF) + (++ BD) + (+ BE) + (+BF) +
+ (+ BG) + (+CE) + (+ CF) + (+ 06) + (- DF) +
+ (+ D@ +(+ EG)— (4 ACE) — (+ACF)— (+ADF) +
— (+ BDF) — (+BDG) — (+ BEG) — (+ CE®)] =
= 8E — 2(+40) — 2(+BD) — (+ AD) — (+4E) +
— (+ AF) — (+ BE) — (+ BF) — (+ B@®) — (4 CE) +
— (+ CF) — (+ C&) — (+ DF) — (+ DG) — (+ EG) +
+ 2 (+ ACE)+2 (+ ACF)+2(+ ADF) 42 (+ BDF) +
+ 2 (4 BDG)+ (4 BEG)+(+ CEG) + (4 AC) (- DF) +
+ (+40) (D& + (+ 40) (+ E®) + (+ AD) (+ E@) +
+ (+ BD) (+ EG) + (4 BD)(+ EA) + (+ BD) (4 F4),

wobei die mit Widerspriichen behafteten Farbeninvarianten schon
fortgelassen sind. Berechnet man hier nun die einzelnen Summan-
den nach der Formel (5), so folgt:

| ABCD X DEFGA  =8as—2* a0, — 22,0, — 20,05 — 20,05+
— 20,0, — 20305 — 2 G303 — 20,0, — 20,0, — 2 Ay83 — 2 G0y +
— 2010y — 2 G035 — 2 0,0, 4 2% a,0,ay + 2%0,0,0y + 2% @ 0,0, +
+ 2 aa0y + Baj0i0, 4 200, + 22ai0,0, 4 220,00, +
+ 2%a,a,0y - 2%0,0,0, 4 2%0,0,0, 4 2%a,a,0a,+2%0, 0,05+ 2%, 0,0, =
= 8ag — 2 2%a,04— 5 20, — 7 - 2003+5 + 22a,0,a, +
+9-220a0,=8-21—8+5—10-5—14- 3440} 36 =

= 63 —40—50 —421 404386 = 7
was vorher auf viel kiirzerem Wege gefunden wurde.

Auf die Ausdriicke fiir die Fundamentalwerte der héheren
Diagonalaggregate brauche ich nicht genauer einzugehen; ich

b

e STg
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beschrinke mich darauf, allgemein zu zeigen, dass sie positiv
sind, sobald (4+ FF)(— F'F’) keinen Widerspruch enthilt.

Aus (79) ist ersichtlich, dass {e} in allen PFéllen positiv
ist, ausgenommen e= 1. Da ein Netz erster Ordnung sicher
mindestens 3 Maschen enthalten muss, so ist der Fundamental-
wert { 1} iiberhaupt nur so denkbar, dass tatsichlich ein Be-
dingungskomplex (- FF)(— F'F’) auftritt, der vom Gesamt-
netz nur eine Masche freilisst, wobei die Randknoten dieser
Masche infolge von (-+ FF) notwendig identisch gefirbt werden
miissen, — das bedeutet aber einen Widerspruch, da diese bei-
den Randknoten benachbart sind.

Aus (86) folgt, dass { s, ¢ } positiv ist, ausgenom-
men die beiden Fille {1, 0 } und {0, 1} . Wieder zeigt aber
dieselbe Schlusskette, dass (4 FF) (— F'F’) in diesem Falle not-
wendig existieren und dabei sicher einen Widerspruch ent-
halten. muss. Dasselbe gilt fiir jeden Fundamentalwert vom
Typus { 0% 1, 0"} :

Ich nehme nun -an, es sei bewiesen, dass bis zu einem
gewissen £ der Fundamentalwert stets’ positiv ausfillt, aus-
genommen den Fall, wo er vom Typus { 0¢, 1, 0* } ist. Es
lisst sich dann folgendermassen zeigen, dass auch fiir 1
dieselbe Eigenschaft besteht:

Man beachte zunidchst die Beziehungen

-l(ltAl—-Q(at—-gt) - 2(2at_l_at)+2§t -
=264+ & =2§_,2 o0,

3 e

also
dag > 20— &),
und (bei nichtnegativem ¢)
Qg 2 G 6p., 0,0
Weil nun

S SR e 30 { e ,...,ek-|—1}1{ e, ,...,ek+2}

nach der Voraussetzung nichtnegative Zahlen bedeuten, so ist

R0 a - it G s t} =40y 4 {el ,..,ek} -
+af,{()lv"’ek—}_l} (at_gt) {31...,ek+2}>
> (@, — &) [3{ €1 5ens ek}—ﬁ—{el ne o € 1 } 4
—»{(),,..,ekJ{—Z}] , (88)
e
TARTU ULIKOOLE

RAAMAPUKOGU
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Hierin ist die eckige Klammer sicher positiv, da dieselbe
Formel (84) ergibt:

ai§ie, gammey P deifie, vl oy i) skl s easgh
== S“ek—l{". , Bu8 e}-‘—~1}+ Zaek{el k! ek_l—}—l} +
—Z(aek—gek){e, ,..,ek_1—|—2}+
-+ 4ack{ et IR ek~1}+aek+ 1{@1 ) A ek_.1+1}+
il N §Ek+1) { g, 4, O ek_1—|—2} t
— 4aek+1{e‘ LSS ek_l}—ak+2{e, PAESRL e 1} +
+(“ek+2_§ek+2) {e, ek_1+z} —
=@+ 11— &) e, q,+2} =
= e s 21 >0,
denn {"¢, ,.., ex_, -2} ist sicher nicht vom Typus {0%1,0}.
Aus (88) folgt somit, dass bei ¢t > 1 der Fundamentalwert

formesing ek,t} positiv ist, denn fiir #>1 ist der Faktor
(ay — &;) positiv.

Es bleiben noch die zweifelhaften Fille ¢ = o und #-= 1 zu
untersuchen. Hier entscheiden sofort die Relationen (81):

Ist { ¢ ,.., ¢} vom Typus { 0, 1, 0"}, so gehort sicher
R e 0} zu demselben Typus, und nach (81) sind
beide Fundamentalwerte gleichzeitig 0; ist aber { ¢ ,.., ¢ }
von diesem Typus verschieden, so gilt dasselbe fiir
{e,..,¢, 0}, und beide Fundamentalwerte sind wegen (81)
sicherlich positiv. Ist ferner { e, ,.., er—+1 } zum Typus
{ o0, 1, 0”} gehorig, so muss ¢, = e, = ... =¢;, = 0 sein, und
{e ..., e, 1} ist vom Typus {0°, 1}: nach (81) ist zugleich
len ,.oleg, 1) = 0. Ist aber { ¢ ,.., e+ 1} vom’ Typus

1 0%, 1, 0"} verschieden, so ist auch {e, ,.., e, 1} nicht zu
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diesem Typus gehorig, und nach (81) sind beide Fundamental-
werte dann positiv. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Hieraus folgt nun aber sofort, dass fiir jedes irreduzible
Normalnetz erster Ordnung die im § 8 formulierte Verallge-
meinerung (71) des speziellen Diagonalensatzes richtig ist, und
zwar sogar dann noch, wenn von den Teilkom-
plexen nicht die Existenz eines allen gemein-
samen Knotens P gefordert ist, denn eine solche Ein-
schrinkung ist im vorliegenden § 9 nicht gestellt.

Ist némlich (H)=(+ FF) (— F'F’) widerspruchsfrei, so
kommt nur ein Gitterpunkt (n) in Betracht, der von einer Fun-
damentalecke vom Typus { 0%, 1, 0 } verschieden ist. Driickt
man also Vy, ,.., 4, in (76) durch die Fundamentalwerte aus??),
so ldsst sich bei %, > 1 jedenfalls eine solche Kombination
a b ¢, ... finden, dass ap—1 .. ag,_,—1 ay, @y, , —1 .

. @y, .. Gy, .. ay,—1 positiv wird; dann verschwinden sicher
nicht die Koeffizienten

SV
2T an—1 Qgy—1 o Gy, .. Gpp .. Gy .. tgy—1
'..)aq—l(l.rh Opo—1 .+ . a”a N aqb » e aﬂ(} . anp——l

in der Darstellung der genannten Vierfarbenfunktion. Da die
["undamentalwerte, mit denen diese Koeffizienten entsprechend
zu  multiplizieren sind, nicht beide gleichzeitig zum Typus
\ 0%, 1, 0° } gehoren kionnen, so liefert in der Darstellung min-
destens eines der beiden entsprechenden Glieder einen positi-
ven Beitrag, wihrend negative Beitrige iiberhaupt nicht vor-
kommen. V, ist daher positiv. Lisst sich aber die Annahme
1, = 1 nicht machen, so hat man es mit einer Fundamentalecke
zu tun, und dieser Fall ist durch die fritheren Betrachtungen
schon erledigt. Da ein Faktor ay 4. resp. ap 1 —1 in
(76) nur dann verschwindet, wenn (4 FF)(— F'F') einen
Widerspruch enthélt, so ist die Veraligemeinerung des speziellen
Diagonalensatzes hier jedenfalls richtig.

32) VF § 3, Formel (18).



54 J. NUUT

A XX. 7

10. Reduktion der Farbeninvariante im allge-
meinen Falle.

Es bietet nun prinzipiell keine Schwierigkeiten, nichtrega-

tive untere Schranken fiir N(L)(_ Fry auch dann anzugeben,
wenn (L) nicht nur, wie im § 2, ausschliesslich Forderungen
(+ FF)(— F'F’) (+ RR) (— R'R’), sondern auch noch solche vom
Typus (+ FR) enthilt.

Es moge (+ FR) aus den Paaren (+ F\R,)), (-+ FoRy), ...,
..+, (+F, R,) bestehen. Die negativen Paare sollen mit Hilfe

zweier Indizes %, j als (—F;‘R;?) bezeichnet werden, und zwar so, dass

F* zum Ficherbogen F;F; ,, und R zum Residuumrandbogen

J L
ER; , g Ort ST = SFoA TGS U R seien die beiden

P17 o
Knoten, wo Fidcher und Residuumrand aneinanderstossen. Man

darf annehmen, dass F’; von F;jund von F; , verschieden ist,

JH1
desgleichen, dass R;? von R; und von E; , verschieden ist, da
widrigenfalls (— F* R¥) durch eine Bedingung vom Typus
(— F'F’) resp. (— R'R’) ersetzt werden diirfte. Wohl aber kann
ij mit F;.‘-H, oder auch R* mit R zusammenfallen.

Zur besseren Ubersicht der Lagenverhiltnisse denke man
sich den Netzrand auf ein Bildpolygon abgebildet und die Bin-
dungen zu Paaren durch Diagonalen angedeutet. In der Fig. 6

33) Vgl. VF § 8.
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sind positive Bedingungen durch punktierte Diagonalen, nega-
tive Bedingungen durch ausgezogene Diagonalen dargestellt,
Da ich mich immer nur auf Auslesen®) von Paaren beschrinke,
so diirfen keine zwei Diagonalen im Bilde sich kreuzen. In der
Fig. 6 sind Bedingungen vom Typus (+ FF)(—F'F')(+ RR)
(— R'R') als unwesentlich angesehen und daher nicht ange-
deutet; im allgemeinen Falle hiitte man aber auch solche Bedin-
gungen zu beriicksichtigen. Fiir Diagonalen FE kiimen dann
nur diejenigen Endpunkte in Betracht, die nicht ,unerreichbar,
d. h. nicht von Paaren (4 FF)(— F'F') (+ RR)(— R'R’) iiber-
deckt sind. Redet man entsprechend von ,freien“ und ,ver-
deckten“ Knoten, so erscheint es zweckmissig, auch die
Knoten F,, F,, Fy,..., Fp F, ,, Ry, B, R,, ..., By, als
verdeckt anzusehen.

Es kann vorkommen, dass freie Knoten vorhanden sind,
die zu neuen Diagonalen vom Typus FR Anlass geben; diese
neuen Diagonalen diirfen natiirlich die schon vorhandenen nicht
kreuzen. Sind jedoch solche freie Knoten nicht zur Verfiigung,
so sage ich, der Bedingungskomplex sei ein ,gesittigter“. Sind
passende freie Knoten vorhanden, so ldsst sich der beliebig ge-
gebene Komplex durch Hinzunahme neuer Bindungen FR alle-
mal in einen gesiittigten verwandeln. Da bei der Hinzunahme
neuer Bedingungen der Zahlenwert der Farbeninvariante jeden-
falls nicht grosser wird, so liefert der Ubergang zu einem
gesiittigten Bedingungskomplex stets eine nichtnegative untere
Schranke fiir den Wert der urspriinglichen Farbeninvariante

1(7(14)(_ Ry - Beschrinkt man sich beim Sittigungsprozess auf
die Hinzunahme neuer ausschliesslich negativer Bedingungen,
so kann im gesiittigten Bedingungskomplex kein Widerspruch
auftreten, der nicht schon im urspriinglichen, ungesittigten
Komplex da wire. Ein Widerspruch konnte nidmlich durch
neu hinzukommende Diagonalbindungen nur dann entstehen, wenn
zwei punktiert verbundene Knoten infolge der neuen Bindungen
auch noch durch ausgezogene Diagonalen verbunden erscheinen;
da aber die Enden punktierter Diagonalen, der oben getroffenen
Ubereinkunft gemiiss, den verdeckten Knoten zugezéhlt wurden,
so kann eine neue ausgezogene Diagonale FR iiberhaupt nicht
dort miinden, wo schon eire punktierte miindet.

34) Vgl. ALV § 12.
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Bei der Sittigung mit ausgezogenen Diagonalen kann man
sich auch auf einzelne Teilpolygone F;R;R; F;, , beschréinken.

Die Berechnung einer uateren Schranke fiir J\}(L)(‘ FR)
vollzieht sich nun nach folgenden Schema:

Ich nehme zunéichst an, dass nur ein einziges Teilpolygon
FiR;R; ,F; , iberhaupt ,negative“ (also ausgezogene) Diago-
nalen FR enthdlt. Man séttige dieses einzige Teilpolygon mit

negativen Diagonalen FR und wende hierauf die Formeln (8)

und (4) an. Dadurch erscheint dann J\IT(L)(_ FRr) als eine Summe
solcher Glieder dargestellt, die allesamt formal den gemeinsamen
Faktor

of . : o
2 []awu-pru 107a¢v+xv 1

)4 t
- (H) jg(—PRj) {20, +u,—1 (+R,_ R, +
+ a@w +l‘w ('_ -Rw_.1 Rw ) }
1

w.—{l-z{Q a@.w+!lw'—1(+Rw_1 ‘Rw) + a0w +#w (_Rw_1 Rw) } (89)
enthalten. Dieser Komplex ist mit einem gewissen Polynom
Qj+1 zu multiplizieren, in welchem jedes Glied noch mit dem Faktor
(— PRj) (—PRJ- 41) versehen werden darf, weil letzterer schon
in (89) auftritt. Die Berechnung von @, lisst sich genan
nach den Methoden der vorhergehenden Paragraphen durch-
fithren, nur ist R, jetzt durch Rj, und R 4 durch Rj 4y B
~ersetzen. Die im § 7 implicite benutzten Forderungen
(— PR, (— PR8+1), die dort identisch erfiillt waren, sind hier
infolge des explicite auftretenden Faktors (— PR) (— PR, )
entsprechenderweise erfiillt. Da es sich um einen gesiittig-
ten Bedingungskomplex handelt, hat man es mit einer
Fundamentalecke zu tun, wenn man sich nétigenfalls eine ge-
niigende Anzahl von Bedingungen (4 FF) (— F'F’)auf dem Fiicher-
bogen F'J-If}+l hinzugenommen denkt, jedoch so, dass dadurch
in die friiheren Bedingungen kein Widerspruch hineingetragen
wird. Es ist daher Qj,, gleich einem gewissen, aus dem Kno-
tenkomplex P, R, le., R; yeooy Bipy konstituierten Diagonal-
aggregat :

g Lt 15 g 2 fid (L vk |
Q= | X, X X p B LY X Y (90}
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Die untere Schranke fiir Ny, ppg, ist gleich dem formalen
Produkt des Ausdrucks (89) mit dem Diagonalaggregat (90).

Nehme ich nun einen Komplex (L) (—FR), wo genau
2 Teilpolygone ,negative“ Diagonalbindungen aufweisen, so kann
ich mir diese beiden Teilpolygone gesittigt denken und im
ibrigen analog verfahren. Mit Hilfe von (8) folgt dann, dass
e in Diagonalaggregat vom Typus (90) sicher iiberall als gemein-
samer Faktor auftritt, wihrend das iibrigbleibende Polynom
einem neuen Diagonalaggregat gleichwertig ist.

Durch vollstindige Induktion gelangt man zu der Erkenntnis,

dass eine nichtnegative untere Schranke fiir Nz, pg) erhalten
wird, wenn man in dem Ausdruck (4) fiir

Ner) = Ney FF) (— F/'F)) (+ RR) (— RR) (+ F1R) (+ FsRy) .. (+ FyRy)
jede Klammer
{ P2 a010+ﬂ,w—1 (+ Rw_l Rw) + a0w+#ztr (0 Rw_y Rw) }

durch je ein gewisses Diagonalaggregat ersetzt, sobald das be-
treffende Teilpolygon F, | R, , R, F, iiberhaupt negative Dia-
gonalen FR aufzunehmen imstande ist. Die betreffende Schlei-
fenklammer wird also sozusagen in ein Diagonalaggregat ,auf-
gelost“. Eine solche ,Aufldsung® ist aber nur dann moglich,
wenn fiir das beziigliche Teilpolygon ¢, + u,, > 1 gilt, denn
sonst stinden auf dem Facherbogen F, ¥, keine ,freien“
Knoten fiir negative Diagonalbindungen FR zur Verfiigung.
Die Annahme o, + u,, = 0 bietet kein Interesse, da eine der
beiden Forderungen (4 F;R;), (+ F;_, E; ) dann in eine Forde-
rung vom Typus (4 RE) umgeformt werden kann. Bei der
Annahme o, + @, = 1 reduziert sich die Schleifenklammer auf
die Forderung (— R, ,RE,). In den Fillen g, u,>1, wo
dennoch keine negative Diagonalbindung im Teilpolygon mog-
lich ist (weil freie R-Knoten nicht vorhanden sind), gilt sicher

4 Rw,_l Rw ) =% a0w+llw‘“ 1 (+ Rw_.l Rw) +
+ a(’,,/. f o Rtt'~1 Rw )

Die untere Schranke wird dann jedenfalls erniedrigt, wenn man
die Schleifenklammer durch (— R, , R, ) ersetzt; nach dem Vo-
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rigen ist diese Schranke demnach immer noch nichtnegaliv, da
sie der Annahme o,,+ u,, = 1 entspricht.

Fasst man alles Gesagte zusammen, so ergibt sich
Naye— vy =2 - Moy, 4o, Alog 43, —1 -
P Pl ok S o o e
.(H)n(—PRj)ﬂiX;X----XX;‘J ! (91)
g4 =1

Hierbei kann fiir gewisse j auch %; = 0 sein, das Diagonalaggre-
gat also in Wegfall kommen. In den Bedingungskomplex (H)
geht dann fiir jede solche Stelle die Forderung (— RE;_,R;) ein.

Es ist nun in (91) zu beachten, dass der Bedingungskom-
plex (H) IT (— PR)) Paare enthilt, welche die Knoten des Kom-

plexes X X' ... Xj ... X2 untereinander trennen. Diese

Trennung ist aber eine derartige, dass X; X; ... X7 beijedem j stets
nur untereinander nicht getrennte Knoten enthilt. Man erkennt
daher, dass nach Ausfilhrung der formalen Multiplikation nir-
gends Farbeninvarianten mit sich ,kreuzenden“ Bedingungs-
paaren auftreten. In diesem Sinne ist also dennoch der Bedin-
gungskomplex (H) IT (—PRj) mit dem in (91) auftretenden
Produkt aus Diagonalaggregaten ,konform®.

Simtliche Teilkomplexe Xll, Xi Ve SR 4 5 X;ﬁl in (91)
besitzen offenbar einen gemeinsamen Knoten, nimlich P.

Aus (91) folgt nun
p+1

(H)(— PR)(—PR,) ... (—PR,) | X;X ... ><X;i | >0,

it (92)
da der links stehende Ausdruck eine gewisse Farbeninvariante
im Netz néchsthéherer Ordnung darstellt. (H)(— PR,). (—PR,)
muss hierbei in der beschriebenen Weise mit den einzelnen
Diagonalaggregaten des formalen Produktes konform sein; die
Teilkomplexe X," miissen allesamt P als gemeinsamen Knoten
besitzen; der Teilkomplex Xj muss die Knoten P und E;_,, der
Teilkomplex X;f die Knoten P und R; enthalten. Als Spezialfall
p =0 ist in (92) die Relation (70) mitenthalten. (92) bildet eine
weitgehende, wenn auch nicht die weiteste, Verallgemeinerung
des speziellen Diagonalensatzes, wenn man die Hypothese hin-
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zugefiigt. dass das Gleichheitszeichen nur dann Geltung hat,
falls (H)(— PR,)(— PR,) .. (PR,) fiir sich alleinstehend schon
einen Widerspruch enthilt. Dlese Verallgemeinerung ergibt sich
zwingend aus der Hypothese des allgemeinen Vierfarbensatzes.

11. Kontrollbeispiel.

Zur Verdeutlichung und Kontrolle der abgeleiteten Relatio-
nen gebe ich eine Tabelle der Vierfarbenbezeichnungen des in der
Fig. 7 dargestellten Netzes zweiter Ordnung. Auf Grund der

() '0 5
AT

Frig. 7.

Formeln (4) und (5) ist die Gesamtzahl dieser Vierfarbenbe-
zeichnungen gleich 4 aga, + a4a; = 115.

Das Netz kann auf doppelte Weise in Féacher und Residuum

gespalten werden: nimmt man (H) als Zentrum, GJKLBH als
Ficher, so haben wir die Zerlegung, die ich abgekiirzt als
,Ficher links“ bezeichnen werde; A als Zentrum, GFEDCBA
als Ficher, liefert die Zerlegung ,Ficher rechts“. Jede Berech-
nung kann sowohl der einen, als auch der anderen Zerlegungs-
art entsprechend durchgefiihrt werden; die Endresultate
miissen natiirlich iibereinstimmen. Dieses Prinzip, das ein gutes
Mittel zur Kontrolle simtlicher Rechnungen enthélt, gestattet
vielleicht, bei entsprechendem Ausbau, das arithmetische Vier-
farbenproblem einer gruppentheoretischen Analyse zu
unterwerfen, da die Funktionen in den Formeln sich stets ge-
geniiber gewissen Vertauschungen der Argumente invariant
verhalten miissen.
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Tabelle der Vierfarbenbezeichnungen fiir
das Netz Fig. 7.

. ABCD EFGH JKL ABCD EFGH JKL ABCD EFGH JKL

abcb  cbed  aba 41. abeb  dcbe dad 81. abed bdbd cac
abeb  cbed  abe 42. abeb dehe dba 82. abed bdbd cha
abech  cbed  aca 43. abch  debe  dbd 83. abed bdbd cbe
abch  cbed  bac 44. abeb debd aba 84. abcd bded aba
abeb  c¢bed  bea 45. abcb  debd  abe 85. abed  bded abe

abch  cbdec aba | | 46. abch debd  aca 86. abed bded aca
abeh  cbde  abd 47. abeb  debd  cac 87. abed bded bac
abeh  cbde ada 48. abcb  debd  cba 88. abed bded bea
abch cbde  bad 49. abeb  debd  cbe 89. abed cbed aba
abeb  cbde  bda 50. abeb  dede aba 90. abed ched abe

= TNt SRR R

[

11, abecb cdbe aba 51. abeb dede abd 91. abed cbed aca
12. abeb cdbe abd 52. abeb dede ada 92. abed cbed bac
13. abeb cdbe ada 53. abcb dede bad 93. abed cbed bea
14. abch cdbe dad 54 abcb dede  bda 94. abcd cbde aba
15. abech  cdbe dba 55. abed bebe  aba 95. abed cbde abd

16. abcb  cdbe  dbd 56. abed bebe abd 96. abed cbde ada
17. abecb cdbd aba 57. abed bebe ada 97. abed ¢bde bad
18. abcb cdbd abe 58. abed bebe  dad 98. abed cbde bda
19. abeb cdbd aca 59. abed bebe dba 99. abed edbe aba
20. abeb cdbd cac 60. abed bebe dbd 100. abed edbe abd

21. abeb cdbd cba 61. abed bebd aba 101. abed edbe ada
22. abecb cdbd cbe 62, abed bebd abe 102. abed cdbe dad
23. abeb cded aba 63. abed bebd aca 103. abed cdbe dba
24. abcb cded abe 64. abed bebd  cac 104. abed cdbe  dbd
25. abecb cded aca 65. abcd bebd  cba 105. abed edbd aba

26. abeb cded  bac 66. abcd bebd cbe 106. abed cdbd abe
27. abeb  cded bea 67. abed bede aba 107. abed edbd aca
28. abeb  dbed aba 68. abed bede abd 108. abed  cdbd cac
29, abcb dbed abe 69. abed bede ada 109. abed cdbd  cha
30. abecb  dbed aca 70. abed Dbede  bad 110. abed edbd che

31. abeb  dbed Dbac 71. abed bede bda 111. abed eded aba
32. abech  dbed bea 72. abed bdbe aba 112. abed ecded abe
33. abeb dbde aba 73. abed  bdbe abd 113. abed cded aca
34. abcb dbde abd 74. abed bdbe ada 114. abed eded bac
35. abeb  dbde ada 75. abed bdbe dad 115. abed eded  bea

36. abecb  dbde  bad 76. abcd bdbe dba
37. abeb  dbde  bda 77. abed  bdbe dbd
38. abcb decbec aba 78. abed bdbd aba
39. abeb debe abd 79. abed bdbd abe
40. abeb debe ada 80. abed bdbd aca
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In der Tabelle bedeuten a, b, ¢, d die 4 Farben. Die Be-
zeichnungsarten sind in 115 Zeilen gegeben und entsprechend
durchnumeriert. Als Ausgangsmasche mit fixierter Bezeich-
nung %) dient 4BC.

Ich greife einige Beispiele heraus.
Erstes Beispiel:

2
N GK)(~KF)(— KE)(— LE)(— LD)(— LC)
Nimmt man den Ficher links, so ist nach (57) diese Zahl gleich
a, - | HGFE X HEDCB | ,
also nach (86) gleich
a(agta;—1) = 7.

In der Tat geniigen den Forderungen (— GK)(— KF)(— KE)
(— LE)(— LD)(— LC) nur die Zeilen

9, 14, 28, 50, 57, 80, 111
der Tabelle.

Nimmt man den Fidcher rechts, so ergibt sich fiir die
gesuchte Farbeninvariante die Reduktion

Hierin bezieht sich das Diagonalaggregat auf den Fundamentalwert
£ 2.0 W@ } (in der Symbolik des § 9). Nach (84) ist dieser
Fundamentalwert aber gleich
{201,2)="2%{201T)+ {202; — {208} =
= 4-{z 1}+4-{20}+ {21} {22} +

ifopol Syaite e {22} =
2.{2 1} +{22} =

= 2 (@g+a,—1) + (g 0,+3) = 7,
wie zu erwarten war.
Zweites Beispiel:

2
Nt KE)(— JF)(— LD)(— LC) -

35) ALV § 2.
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Nimmt man den Fécher links, so ergibt sich hierfiir nach
(91) die Reduktion

Dieses formale Produkt lisst sich in eine Summe von
Diagonalaggregaten transformieren. Ich will diese Transforma-
tion sofort in etwas allgemeinerer Gestalt durchfiihren. Es sei

P X ks O Xek— PR 0 P ¥, |

zu transformieren, wobei P und R die beiden den Teilkom-
plexen X, und Y, gemeinsamen Knoten bedeuten. Mit Hilfe
der Relation

(—PR) = 3E — [ PR (93)

findet man, unter Verwendung von (51):
X 25 s vt g o B o iy 25 s ST
=/ T L on Xl ey, X | LK Md SR
— [ & Kot KX F PR T s saioXiil ate
== 8 N X A RO T, KT L K T eh
P ST i PRTIE e A o QU G PR

1P| GEE DA LA TR T PR XU 3. Tl 1)
X TCT TR | Y T T P
sty [ 6 UK DAY X Tk i Ll
A8 SRR X X, Y, X T

— [ X X GEPK X, X PR X KXY, | -+
il i i, ) S R i AP G o
=@ | BRIR! . X I, Wy X ko R 2 4
+ TG Xk Al APt Y, | 4
— 1 X B . XX, N PRI . . 05 Tt aatitod)
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Als Spezialfall von (94) ergibt sich nun:

(— HE) | HGFE| | HEDCB | =
— 2 [HGFEDCB | + |HGFE X HEDCB | +
— [THGFE X HE X HEDCB | .

Mit Hilfe von (79), (86) und (84) folgt hiernach:

(— HE) [HGFE| [HEDCB | = 2 ag+ (a5 +a,— 1) +
e [403(03—*‘—(10—[) "‘l" a;(as—Fa,)—al(aB-—f—aQ—l)] =
= 4247 —29 = 20,

Die Tabelle zeigt tatsichlich genau 20 Zeilen, die der Forde-
rung (+ KE) (— JF) (— LD) (— LC) geniigen, niamlich

3, 19,, 25, 27, 85, 40, 52, 54, 55, 59, 61, 67, 72,178,/82,
84, 91, 107, 113, 115.

Wird der Fiicher rechts gewihlt, so folgt nach (91), (95),
(84), (86):

ﬁ’(-}- KE)(— JB) (— LD)(— Loy = (—4K) [4GJK | AKLXALB| =
_ 2 | AGJKL X ALB| + |AGJK X AKL X ALB| +
— [AGJK X AK X AKL X ALB | =
=2(ay,+ ay+3) [4 a, (ag+a,) 4 ay (ag+ag—1) —ay (a3+a3)] +
b [4 a,(ag 4+ a,)+as (4 a, (agta,—1) 4 ay(agta,)—ay(ag+ ag—l)) -L

———a.z (4a2(as+a0— 1)+a3(a3—+-al)—(a3—1)(a3—‘,—a2——1))]=
= 184138 — 11 = 20.

Dieses Resultat stimmt naturgemiiss mit dem frither gefundenen
iiberein.
Drittes Beispiel:

N(+ JF) (+ LE)(— EC) *

Nimmt man den Ficher links, so ist nach (4) und (5), da
(+ FE)=0,
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Ny jry+ LE) (— EQ) =
— (— EC)(— HF)(— HE)(— GF)(— FE)(— EB) —

=) Utk GulERdy. >, G oo NN T 1

Tatséichlich existiert nur eine Vierfarbenbezeichnung, die der
F.orderung (+.JF)(+ LE) (— EC) Folge leistet, niimlich Zeile 36.

Fiir den Ficher rechts hat man

le’(+ I (o LB) (— EC)
= a,  (—AJ)(—AL)(— GJ)(— JL)(— LB) =

=1l TR ORISR, e Gy P s L

wie friiher.
Viertes Beispiel:
Ney kD)~ ar)(— L0y -

Wird der Ficher links genommen, so folgt:

2 !
Ney kD)~ JF)(—1c) = (—HD) |HGFD| | HDCB | =

=2|HGFDCB|+|HGFD X HDCB — | HGFD X HDX HDCB|.

Der Fall liegt hier insofern komplizierter, als die Diagonal-
aggregate sich nicht mehr auf eine Fundamentalecke bezichen.
Auf Grund der Fundamentaleigenschaft der Vierfarbenfunk-
tionen *%) findet man:

THGFDOE | = 2 - {5} + {6} =20a,+@+1) = 22,

| HGFD X HDCB | = 2 - {2,8} 4 {3,8} =
=2 (@ +ag—1) 4 (a3+ a3) = 12,
"HGFD XHDX HDCB | = 2+ {2,0,8}+ {3,0,8) =

= 2 - [amd¥s Y e {re ol {%8}]+
+ Lanifiom} + afiriad s e h{ 2, 3 ] =
= 12 (qg+a3— 1) 45 (a, + ay) — 4 (@gT a3 — 1) = 32.

36) VF § 3, Formel (18).
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Mithin ist

2

N(+ K]))(_ JF)(___ LC) = 22+ 12 — 32 = 24.

Diese 24 Vierfarbenbezeichnungen entsprechen den Zeilen

1, 6, 7, 11, 12, 17, 21, 23, 28, 33, 34, 38, 39, 42, 43, 44, 50, 51,
57, 69, 71, 74, 96, 101
der Tabelle.

Wihlt man den Ficher rechts, so folgt auf Grund #hn-
licher Uberlegungen :

2
+ (—AK) | AGJK || AKLB | =

= 2 (—AK)(—K@)[ AKLB | + 2 [ AGJKLB | +

=280 + 1) + 2+ 1) + (5 4 a) +
. [4a.2(a3+a0—1)—+—a3(a3—{—a1)—(a3———l)(ag—{—a.:,——l)] i
= 8+424+6—14 = 24,

im Einklang mit dem friiheren.

12. Der allgemeine Diagonalensatz flir Netze
erster Ordnung.

Ieh will nun zeigen, dass fiir irreduzible Normalnetze erster
Ordnung eine ganz allgemeine Formulation des Diagonalensatzes
sicher Geltung hat.

Zur deutlicheren Veranschaulichung der Lagenverhiltnisse
denke ich mir den Rand des irreduziblen Normalnetzes erster
Ordnung auf ein Bildpolygon abgebildet (Fig. 8). Dieses Bild-
polygon sei durch eine Folge sich nicht kreuzender Diagonalen
P\R,, P,R,,... in eine Folge von Teilpolygonen zerlegt (in
der Figur sind hierzu ausgezogene Diagonalen verwendet und
die entstandenen Teilpolygone rémisch numeriert). Jede solche

5
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Diagonale P, B, moge eine Forderung (- P; R,) im Netze ver-
sinnlichen. Die Numeration der Teilpolygone soll der natiir-
lichen Reihenfolge entsprechen, so dass die Nummer j-{-1 dem

Teilpolygon P;R;R;  P; ., zukommt. Ein jedes Teilpolygon

wird im allgemeinen an der Begrenzung zwei getrennte Randbo-
genstiicke des Bildpolygons aufweisen. In die einzelnen Teilpoly-
gone seien nun noch neue, punktierte Diagonalen eingezeichnet,
jedoch so, dass die beiden Enden einer jeden solchen punktierten
Diagonale auf verschiedenen Randbogenstiicken des Teil-

P y@

Fig. 8.

polygons zu liegen kommen; auch diirfen keine zwei Diagonalen
sich kreuzen. Die urspriinglichen, priméren Teilpolygone zerfallen
nach Hinzunahme der punktierten Diagonalen in sekundire Teil-
polygone, die sich auf natiirliche Weise, in demselben
Sinne wie die primiren, numerieren lassen (in der Figur ist
tiir die sekundiren Teilpolygone die arabische Numeration
benutzt).

Jedem sekundiren Teilpolygon entsprechend sei ein Teil-
komplex Xj- von Randknoten gewdhlt, wobei ; die Nummer des
priméren, s die Nummer des in ihm enthaltenen sekundéren
Teilpolygons bedeuten moge; es soll Xj ausschliesslich aus
solchen Knoten bestehen, welche zum Rande des betreffenden
selgundaren Teilpolygons gehéren, — simtliche Enden der beiden
begrenzenden Diagonalen sollen aber notwendig in X; eingehen,
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sobald dieser Teilkomplex iiberhaupt einen Knoten enthilt. Das
Diagonalaggregat

wo k; die Anzahl der im j-ten priméren Teilpolygon enthaltenen
sekunddren Teilpolygone bedeutet, ist dann gewissermassen in
das j-te primire Teilpolygon ,eingespannt. Es kann speziell
k; gleich 1 oder gleich 0 sein: im ersteren Falle sind im be-
treffenden primdren Teilpolygon iiberhaupt keine punktierten
Diagonalen gezogen, und an die Stelle des Diagonalaggregats tritt
ein Diagonalpolynom; im zweiten Falle ist auch ein Diagonal-
polynom nicht in das Teilpolygon eingespannt, — ich sage
dann, das betreffende Teilpolygon sei von Diagonalaggregaten
ofrei“. Nichtfreie Teilpolygone sind ,besetzt*. Unter den be-
setzten Teilpolygonen hat eines die kleinste, ein anderes die
grosste Nummer; diesen 2 primiiren Teilpolygonen entsprechen
die ,Rand-Diagonalaggregate“, den iibrigen dagegen ,innere“
Diagonalaggregate. In jedem der Rand-Diagonalaggregate lisst
sich je ein Teilkomplex als ,Rand-Teilkomplex“ auszeichnen: sind

MG XX LS x4

| BN oS Xhe | and, | KT 7R ghw |

die Rand - Diagonalaggregate (a << 5), so bedeuten X, und X3 die
beiden Rand-Teilkomplexe.  Alle iibrigen Teilkomplexe sind
Linnere*, ‘

Es moge (H) irgendeinen Bedingungskomplex darstellen,
dessen Paare weder die Knoten der Teilkomplexe, noch die Knoten
P, Py,..., R, Ry ,... untereinander trennen. Nach Hinzu-
nahme von (H) ergibt sich im Netz erster Ordnung in jedem
Teilkomplex ein System von Koordinaten 7, , von denen jede
gleich ist einer Summe aus reduzierter Maschenzahl und Cha-
rakteristik, genau wie im § 9. Ausserdem gehort auch noch
zu jedem frei gebliebenen Teilpolygon eine Summe m; aus re-
duzierter Maschenzahl und Charakteristik (; ist hierbei die
Nummer des betreffenden primiren Teilpolygons). Es brauchen
hierbei aber nur ,innere“ freie Teilpolygone beriicksichtigt zu
werden, d. h. nur solche, wo man bei einer geniigenden Vergrisse-
rung, und ebenso bei einer geniigenden Verkleinerung der Num-
mer, sicher auf mindestens je ein besetztes primires Teilpoly-

r)"



68 J. NUUT AXX.s

gon stosst. Die iibrigen freien Teilpolygone liegen ,ausserhalb«

der Besetzung; alle auf ausserhalb liegende Teilpolygone be-

ziiglichen Bedingungen kénnen in (H) aufgenommen werden.
Ich berechne nun zunichst

(H) ('— PIRI) (_ PQ.R?) v ("— P]R.]) o e
ek TRATE TR (95)

Zerlegt man dieses formale Produkt in diejenige Summe von
Farbeninvarianten, die es ja eigentlich abkiirzend symbolisiert,
so zeigt sich bei Anwendung von (5) auf jede einzelne dieser
Farbeninvarianten zufolge (H) in jedem Summanden ein gemein-
schaftlicher Faktor

L2 nawu_{_'[u. ”atpv—*_}'v_l ;

Hebt man diesen Faktor heraus, so verbleibt noch eine Summe
WS die, wie man auf Grund von Uberlegungen, wie sie am
Anfang des § 9 durchgefiihrt sind, erkennt, sich als eine Vier-
farbenfunktion der Argumente n, , @; erweist. Man braucht
daher W, . nur fir die Fundamentalecken des Gitters
(n, @) zu berechnen.

Denkt man sich die Koordinate m; gewissermassen der
Diagonale P;R; zugeordnet, so erschemt es als zweckmissig,
eine solche Koordlnate jeder Diagonale P;R; entsprechen zu
lassen, wobei aber im Falle, wo das Tellpolygon P;R;R;., P;.
besetzt ist, das betreffende s; gleich 0 angenommen werden
muss. Hierdurch wird eine einheitliche Auffassung erzielt,
deren Bedeutung zu Tage tritt, sobald man sich an die Berech-
nung der Fundamentalwerte von W, . macht. Ist némlich in
irgendeiner Fundamentalecke @ =1, so hat man entweder
(+R; R 1) =0, (—PF;P;,,) = 0, oder aber (—RjRj+x) sty
(+ P; P, ) = 0, mithin 5

entweder: (— PR )( P +1)( B;R;, ) =

6de1‘2 )( ]+1 .7+1) ( ] J+l) T

=( PR)( P B) [ Bip B -
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Fiihrt man dies in (95) ein, so erscheint nun das (7 1)-te pri-
miire Teilpolygon, das vorhin als frei vorausgesetzt war, jetzt

von einem Diagonalpolynom, némlich | P;R;R; P; , |, wasmit

| P;R;R; | I resp. IRij e | gleichbedeutend ist, besetzt. Durch
diesen Kunstgriff konnen sdamtliche freie Teilpolygone eli-
miniert werden, — damit erreicht man &; =0 bei jedem j.
M. a. W,, es geniigt die Berechnung der Fundamentalwerte bei
der Annahme, dass s@mtliche @ = 0. Fiir die », geniigt es
7, = 1 anzunehmen (vgl. § 9).

Ich beginne nun mit dem einfachen Spezialtall, wo nur
zwei besetzte Teilpolygone auftreten. Es sei also, in einer
passend modifizierten Bezeichnung, der Wert von

X T 0 X T (o~ PR Y ey

in der Fundamentalecke 7, = 1, #; = 0 gesucht. Ich halte mich

an die Symbolik des § 9, verwende aber statt der dort benutzten
Zeichen ¢, ¢, ... die Zeéichen z,, x5, ..., 24, Y1, Y25 ---» Yp,
entsprechend den Teilkomplexen X,, X,, ..., X,, ¥;, Y,, ...
..., Yy . Es bedeutet z, die Anzahl der zum Teilkomplex X,
gehorigen Koordinaten 7,, wemn | X, X'X, X .. X X, |
alleinstehend ist; analog ist die Bedeutung von v, .

Die arithmetische Multiplikation der Fundamentalwerte
zweier Diagonalaggregate soll durch einen Punkt - angedeutet
werden, dagegen will ich zur Kennzeichnung der formalen
Multiplikation mit zu beriicksichtigender ,Zwischenbedingung“
(— PR) das Symbol X 0 X verwenden. Ich schreibe also

LI s R RO S y, s im Sinne von
PZRUKT 25 XX BT PRy | By .1, X yb_l fiir die Funda-
mentalecke.

Nach (94) und (78) ist nun

{.1:,,...,xa}XOX{yl,...,yb}=
=2'{x1 ’“vxa_uxa'f_yl"z’y'.’)-"yb}_’L
“r { Ty seos g gy Zg— 1, h — 1, Yo "':!/b} T
vy {x,,..,xa_l,xa——l,ﬂ,yl——l,y.z,..,yb} (96)
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Bedeutet s, s, ,.., s, eine beliebige Menge nichtnegativer
ganzer Zahlen, so folgt durch wiederholte Anwendung der Re-
duktion (84):

{317"’Sp’y2?y39"yyb}=
=KO.{31,..,sp}+K,.{s,,..,sp+1}_1‘_
+K2'{Slv"7sp+2}v (97)

wobei K,, K,, K, gewisse Koeffizienten darstellen. Ferner
folgt aus (83) durch vollstindige Induktion :

{s, R t+u—2} i
2'(§u—2-au.—2)'{sl1"’sp;t_1}+gu_x'{sl""sp7t}+
+(au_1—Cu_1)°{sla"ysp7t+1}' (9%'

Zur Vereinfachung der Rechnung verwende ich die Ab-
kiirzungen

KOaS+K,as+l—|—K2as+2=ZKt a5, = 4,
K&+ K&, + K, §s+2=ZtK,, Gopd'=2, 0" 1)
Mit Hilfe von (97), (98), (99) findet man dann:
{0 Bais Ta 9725 Yo 0eer o) =
<R ey e, Wy Lot R e ey Ry — 1) 4
+ K, - {xx ,--»xa+y;} =3
=t [2 . (Q‘yl_z—ayl_z) i xa—l} +
Fribuesi < Rusn® Shisd T (g Bans) ok @i etk
+ &[0, =0y ) (o, ma— 1} £ 5 - B
4 Wt ily) - {# yovs wa+1}] 4
+ &2 g —ay) (a1} 4
F Gyn s e Y F @) - (o L g F}] =
=2 (Z,_,— Ay ) o, g — 1) +
i T (o T (A2 &y s § oo % pag 1}.
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Analog findet man mit Hilfe von (84):

lx,,..,‘xa_l,xa——l,y,—l,y.,,..,yb}=

= K OB L STy — 1} L R ey Y
+ K" {= ... o, 5} =

=KO-[4ayl_2-{xt,..,1:a~1}—+—ayl_l-{x.,..,xa} +

+ (o =& {2 .o, zat+1}] +

_(Ay,—1— Yi— 1) {xl"ﬂxa—{_l}’
und

{'7"1 O e e et ORI BEGE T O yb} e
=44, {2, g y0 £ Agn e {m, 0, gg—1,0)

— Ay iy ) e L bt 8) b=
4, N S TR G A - , PR R &
—(Ayrl—Zy]_l)-[tl-{x,,..,a:a—l}—{»-
+ {@ ooy @} — {& iy 2g1}] =
=4 -QA, ,—4, +2, )-{2,.., z,—1}+
+2Z, 2 ,.., 5} + Ay i —Zy ) 1@ o0 osB+1}.

Der zuletzt gefundene Ausdruck lidsst sich einfacher schrei-
ben, da wegen (85)

:"'Aflt— y] 1+ Nn—1
- ZKt ay 42—y 11+ G p1—1) =
=2 E 6T T gm0 =
t
= 2 K btz =22
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Es ist demnach
{xl,;.,xa_l,wa—l,o,yl——l,yg,..,yb} =
\
£ 4Zy1—v2 ; {'7"1 T Sl xa_l} e Zy1_1 p {”1 ooy Zaf 1
—(Zyl_l_Ayl__l)'{xl )"1xa+l} ’
d. h. es entsteht

1
{xl TR 2 e T v/ e U Yy s
aus

/
s ORTESARS 4 ol TR 0 LT yb}

durch Vertauschung von 4 mit Z.

Werden die gefundenen Ausdriicke nun in (96) eingefiihrt,
so folgt:

PSARRG, J 5 S M
[4Zy1—2“4*4y1,—2+4Ay1—a_4Zy1—z] B . e s ke
S K ANTETT UGG S S

t [2 4y —22, ,— Ay s+ 2y, — Ay, + Zy, s ] ;i
o oy i b} &=
B Oy 2y, e e ), g ) (100

Nun ist aber nach (97) und (79):

v .oy t=8 {p}+ & {pn+1}+E {y+2}=
i Ko d (ay1_1+ Cyl_l) + Kl d (ay1+ gyl) +
+ Ko - (a.'/1+1+ §y1+1) T Ayr-l 3 Z(‘Il-l;

es folgt demnach aus (100):
{xl"”vxa}XOX{yl yroay yb}=
={xl7'-"xa}'{yl yeeey yb}’ (101)

m. a. W., die Symbole X} 0 X und - sind gleichwertig.
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Die Identitit (101) lisst sich sofort fiir den Fall beliebig
vieler Faktoren verallgemeinern. Man findet fiir den Funda-
mentalwert von

EDCLIXE ) (XX
(— PRy X3 X ... K}:}

mit Hilfe von (101) und (96), in leicht versténdlicher Bezeichnung,
VG 0. ) Xolde Lo, Bial T STl s,
= {wi ,..,x;}- {x;,..,w;} {x:,,x;

und durch vollstéindige Induktion endlich

{xi,..,xfl}xox{.z;,..~,x;‘2}><o><...xox{x;,..;x;z'}=
={xi,..,xf1 {w;,x:‘} ..... -{x;,-nx:"}. (102)

Durch (102) ist das Problem der Berechnung des Ausdrucks (95)
gelost.

Geht man nun einen Schritt weiter und betrachtet Aus-
driicke, die in der Struktur (95) analog sind, mit dem einzigen
Unterschied, dass anstatt (— P, R,) stellenweise oder auch iiberall
(+ P, R,) auftritt, so bereitet die Berechnung der Fundamental-
werte nach allen getroffenen Vorbereitungen keine wesentlichen
Schwierigkeiten mehr. Aus (51) und (94) ergibt sich:

[ Ry TR OREG (- PRy Y, R OT
= X X ... XX [ LhX.OX +

— [ XX oo XX —PR)y [T, X0 X T =

= [ X, X... XX, XPR XY X... X7, +
aoi] BOK ve. WX OG, s X8, folga (103)
Deutet das Symbol X} 1 X die formale Multiplikation der

Fundamentalwerte unter Beriicksichtigung der Zwischenbedin-
gung (+ PR) an, so folgt hiernach:
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Ur s 2y XUX i) =
RS %a—1,0 Sy, —1 |.., y, Jusk
sy b Sk @ et b=

= &4231_2- { 2z 2a—135+ G {2, 3} +
— (G — . Ve L g, . daede) ) o4
— 2%, ,— 4, P Ll g )

—.Zy]_l-{xl,..,a:a}——(Ayl_l—-Zyl_l)-{xl,..,xa—|— 1} =
= 2(Ay1_2+Zyl_2)-{xl,..,wa——l}=

=‘2-{w1,..,xa——.l}-{yl——l,..,yb}. 104
Durch vollstindige Induktion ergibt sich hieraus

{xi,..,xlk’}XIX{xé,..,»mﬁ})(l)(...Xl)({xi,..,xjf"}:
T TS PSP A o J S o B

.{x;—l ,..,.’E:p}. (105)

Es lidsst sich (105) mit (102) kombinieren. Versteht man
unter o,, 0y, ..., 6, ; Symbole, die unabhiingig voneinander
die Werte 0 oder 1 haben, und setzt o, =0, =0, so folgt
mittels vollsténdiger Induktion aus (105) und (102):

{xi,...,x’fl}x GlX{xé,...,x’?}Xazx... (106)
...><O'p_1><{x11,, ko wy m;‘"}=

»
9b0+ & s & s g Fw—1 gk
! + 72 + + Op—1. ” {xw gl é.aw—lﬂ xw’ Fiimtd xww 1’ xw“’ ] C"w} 3

W=l

Hatte man hier die linke Seite noch formal mit einem Bedin-
gungskomplex (H) zu multiplizieren, so wiire rechts der ent-
sprechende arithmetische Faktor '

u

nawu—lr—tu ; qa‘p.v_'_j'v_l :

hinzuzunehmen.
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Die arithmetischen Faktoren auf der rechten Seite von
(106) sind allesamt jedenfalls nichtnegative Zahlen. Verschwindet
ein ay, -z, oder ein ag,+i,—1, so enthdlt (H) sicher einen

Widerspruch, wodurch dann das Nullwerden des Gesamtpro-
dukts im Einklang mit dem allgemeinen Vierfarbensatz erklir-

lich wird. Ein Faktor {xf‘,—ggw'_l, AP x:‘”—é'ow} ist nach

§ 9 nur dann gleich 0, wenn er zum Typus {0“, 15 0"}

gehort. Dass in einem solchen Falle der Bedingungskomplex
(H) (+P,R,) (P, Ry ... notwendigerweise einen Wider-

spruch enthilt, ist unschwer zu erkennen. Entspricht nimlich

{x‘ ey xf’} einem ,inneren“ Diagonalaggregat, so ist jeden-

falls 2! =1, z'* =1, weil P, | von R, ,, desgleichen P von R,

verschieden ist. Ein innerer Faktor vom Typus {m:, ARG x"’}
kann also nicht 0 sein. Ist aber {xi A 1,008 0 “’:’} oder

{% 1, ..., 20— 1}' gleich 0, so entspricht im ersten Falle
dem Paar P,R, der Koordinatenwert 5 = 1, wihrend die
iibrigen 7 alle gleich 0 sind, wodurch P ';R bedingt ist,
wiithrend doch (—P$ R,) gefordert war; im zweiten Falle miisste
die einzige Koordinate 1 einem auf dem Randbogen R, R, oder
P, P, gelegenen Knotenpaar entsprechen, — man hiitte daher
notwendig fiir die Paare R,  , Ry, resp. P,_,, P, eine ver-
schiedene Firbung, wiihrend doch, infolge des Nullwerdens der
iibrigen Koordinaten, im Diagonalaggregat R, , = R, resp.
P, , = P, gelten misste. Analoges gilt, wenn man einen
»~Randfaktor“ fixiert.

Diese Schlussfolgerungen beziehen sich zuniichst nur auf
Fundamentalwerte ; sie lassen sich aber auf dem im § 9 'S. 53
angedeuteten Wege sofort auch auf beliebige Gitterpunkte
iibertragen. Es ist demnach im irreduziblen Normalnetz erster
Ordnung stets

(H) (+ P, R) (+ PRy . AT[ XX XX >0,

sofern (H) (+ P, R)) (+ Py R,) ... > 0.
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Da. ! . ] .
E=(+P;By) + (=B Ry , (107)

s0 kann man noch einen Schritt weiter gehen, und die Resul-
tate auch auf diejenigen Filie anwenden, wo einige der Bedin-
gungen (+P;R,), oder alle iiberhaupt in Wegfall treten. Ein
Nullwerden des formalen Produktes wire zufolge (107) nur dann
denkbar, wenn (H) (4 P, R;) = 0 und zugleich (H) (— Py Ry) =0,
also auch (H) (4P, R,) 4+ (H) (— P, R)) = (H) = 0. Bezeichnet
man einen Bedingungskomplex (H) (+P, R,) PR 1]
wo vielleicht nicht alle, moglicherweise sogar iiberhaupt keine
(= PsR,) genannt sind, mit (M), so gelangt man zu dem fiir
irreduzible Normalnetze erster Ordnung sicher richtigen Satz:

Bedeutet (M) eine derartige wider-
spruchsfreie Auslese, dass die in (M) ge-
nannten Paare keine zwei Knoten eines

Diagonalaggregats {X;X*J..‘XX}‘J‘! unter-
einander trennen, so ist

@ TTx X7, B 208 (108)

Diesen Satz mochte ich als den allgemeinen Diago-
nalensatz bezeichnen. Fiir Netze hoherer Ordnungen hat
dieser allgemeine Diagonalensatz vorliufig nur den Wert einer
Vermutung. Der allgemeine Vierfarbensatz ist in  dieser
Vermutung als Spezialfall mitenthalten.

Eine direkte Konsequenz der Giiltigkeit des allgemeinen
Diagonalensatzes fiir Netze erster Ordnung ist die Giiltig-
keit des allgemeinen Vierfarbensatzes fiir Netze
zweiter Ordnung. Hieraus folgt dann weiter, dass noch in
jedem Netz fiinfter Ordnung der spezielle: Vierfarbensatz,
d. h. die’ Behauptung E >0, giiltig ist. " Wenn nimlich E">'0
im Netz fiinfter Ordnung richtig sein soll, so ist hierzu die
Richtigkeit von (— AB) >0 (wo 4, B beliebige verschiedene
Randknoten bedeuten) im Netz vierter Ordnung hinreichend.
Letztere Forderung ist sicher erfiillt, wenn im Netz dritter

Ordnung [ CDBF|> 0 richtig ist; weil aber [CDBF|> (--CB),
so geniigt (+CB) >>0. Reduziert man (4 CB) mit Hilfe der
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Vierfarbenformel, so ergibt sich hierfiir eine Farbeninvariante
im Netz zweiter Ordnung; da im letzteren Netz der allgemeine
Vierfarbensatz gilt, so ist die Behauptung bewiesen.

Es sei iibrigens bemerkt, dass auch im Netz sechster
Ordnung E > 0 sicher gilt; auf den Beweis will ich hier nicht
eingehen.

Noch einige Betrachtungen seien hinzugefiigt:

Bezeichnet das Symbol X die formale Multiplikation zweier
Fundamentalwerte o hne Zwischenbedingung, so ist, wegen (101)
und (105):

{1 -0 2y X {yrs - -, Yoy =&, - Za} - {th, - Yt
4 2~ foy), i 3 TegtEh Sy, — a0y (109)

Mit. Hilfe von (51) und (109) erhélt man eine neue, manch-
mal bequemere Moglichkeit zur Berechnung der Fundamental-

werte von Diagonalaggregaten in Netzen erster Ordnung. So
folgt z. B. mittels

{a, b, ¢} = {a, b+1} X {c+1} —{a, b+¢c} =
={a, b+1} - {e+1} + 2 - {a, b} - {c} — {a, b4}

auf Grund von (86) und (79), nach einigen Vereinfachungen :

{a, b, c} = 2 (aga, + @) + @l + af; + 28, &, 28
+ 2 Ca_lebgc_l + 2 Ca_xgb—fsc + Cagbgc ’

(110)
wo

g=—1, H=4¢4G .

Es wird & gleich 42 oder — 1, je nachdem ¢ gerade oder un-
gerade ist. Die 4 letzten Summanden in (110) ergeben zusammen
einen fiinfwertigen Ausdruck f, 4 ., der gleich ist

—1, wenn a, b, ¢ alle ungerade;
46, wenn a, b, ¢ alle gerade;
—2, wenn zwei der Zahlen a, b, ¢ gerade, die dritte ungerade;
-2, wenn b gerade, wihrend e und ¢ ungerade;
0, wenn a oder ¢ gerade, wihrend beide andere ungerade.
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Wie schon aus (110) ersichtlich ist, werden die Ausdriicke
fir die Fundamentalwerte beim Ubergang zu hoheren Stufen
rasch recht kompliziert.

Wendet man (101) auf die im § 11 behandelten Beispiele
an, so zeigt sich fiir das zweite Beispiel:

2
Nt kB) (—IF) (— LD)(— LO) =
= (—HE)|HGFE| [ HEDCB | = {4} X0 X {5} =
= {4} {5} = (@+1a, =2,

oder
= (—AK) [AGJK| | AKL X ALB| =
= {4y xox{22}={4}.{22} =
= (a3+1)(a; +a,+3) = 20.

Analog findet man im komplizierteren vierten Beispiel, wenn .

man (— HD) |HGFD| [HDCB| auf die Fundamentalwerte zu-
riickfiihrt :

Jer(—}-KD)(—JF)(—LC) =
= 2 [{8} XoX{4}] + {4} Xox {4} =

strp s fadif) ey o =
= 203(a3+1) 4 (@3 + 1) = 8416 = 24 .

Aus der zweiten Darstellung dieser Farbeninvariante resultiert
im Einklang hiermit

Net-ED) (— JF) (—LG) = 2 (834 1) + (a5 +1)* =

18. Ubersicht.

Die prinzipiellen Resultate der vorliegenden Unter-
suchung mdochte ich folgendermassen zusammenfassen :

1. Die Vierfarbenformel fiihrt zwangsliufig von der Be-
trachtung der Farbeninvarianten zum Studium hoherer, aus
Farbeninvarianten zusammengesetzter Komplexe, der Diagonal-

aggregate.
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2. Die Diagonalaggregate sind, wenigstens dann, wenn die
konstituierenden Teilkomplexe alle einen gemeinsamen Knoten ent-
halten, dem Zahlenwerte nach gleich gewissen Farbeninvarianten
von Netzen héherer Ordnung. Aus diesem Grunde zeigen diese
Diagonalaggregate in ihrem Verhalten eine Analogie mit
Farbeninvarianten, die sich u. a. darin idussert, dass die Diago-
nalaggregate nicht negativ werden. '

3. Die eigenartige Struktur der Diagonalaggregate ist
zwangsliufig durch die Vierfarbenformel bedingt. HEs ist evi-
dent, dass die Gesamtheit der Farbeninvarianten eines Netzes
schon die Gesamtheit der Farbeninvarianten derjenigen hheren
Netze mitbestimmt, die aus dem gegebenen Netz durch Anhef-
ten von Maschen entstehen. Einen genauen Einblick, resp.
eine genaue arithmetische Formulierung der hierbei waltenden
Gesetze ermdoglicht aber erst das in der Vierfarbenformel prizi-
sierte Entwickelungsprinzip.

4. Jedes Netz hoherer Ordnung ldsst sich ausgehend von
einem irreduziblen Normalnetz erster Ordnung aufbauen. Das
Vierfarbenproblem ist daher gleichbedeutend mit der Frage, wie
die Gesamtheit der Farbeninvarianten der irreduziblen Normal-
netze erster Ordnung beschaffen ist, insbesondere, welche iiber-
haupt noch mogliche Werte fiir Farbeninvarianten htherer Netze
durch diese Gesamtheit potentiell bedingt sind. Das Vierfarben-
problem bildet also eine spezielle Frage aus der Theorie der
Vierfarbenkoeffizienten.

5. Vom Standpunkt der formalen Multiplikation ist das
Vierfarbenproblem gleichbedeutend mit der Frage nach den
notwendigen Bedingungen, unter denen ein formales Pro-
dukt den Wert 0 annimmt. Die hierbei geforderte Konformitit
der Faktoren ist ein modifizierter Ausdruck fiir die Zusammen-
hangsverhiltnisse der Kugelfliche.

6. Fiir irreduzible Normalnetze erster Ordnung gilt der
allgemeine Diagonalensatz:

JEin konformes formales Produkt ausDia-
gonalaggregaten und Farbeninvarianten ist
im allgemeinen positiv; es verschwindet nur
dann, wenn das Produkt der Farbeninvarian-
ten fiir sich allein schon einen Widerspruch
enthélt.“
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Gilt dieser Satz fiir Netze von der Ordnung 4, so ist der
Vierfarbensatz in spezieller Fassung fiir Netze von der Ordnung
i+ 4 noch richtig.

7. [Ist der Vierfarbensatz nicht fiir jedes 7 richtig, so exi-
stiert eine kleinste Ordnungszahl 7>>1, fiir welche der allge-
meine Diagonalensatz nicht mehr gilt. Der Weg fiir weitere
Untersuchungen ist vorgezeichnet: man hat mit Hilfe der Vier-
farbenformel die Reduktion des allgemeinen formalen Produktes
durchzufithren. Sollten bei dieser Reduktion nur Produkte aus
Diagonalaggregaten und Farbeninvarianten entstehen (wie dies
in den einfachsten Fillen, soweit ich zur Zeit iibersehe, tatsich-
lich der Fall ist), so wird die Entscheidnng leicht. Widrigen-
falls ist nach weiteren Verallgemeinerungen zu suchen.
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