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NAPUNAITEID OPIKU KASUTAJALE,

Kdaesolevaga jouab tootava noore Opilaslauale VII klassi mate-

maatika Opik. Kuna paljudel tédtavatel noortel (nditeks kaug-
oppe-keskKkooli Opilastel) ei ole alati vdimalik kuulata opetaja
selgitusi, siis anname siinjuures moningaid soovitusi.

i

Matemaatika oppimisel olgu alati kdepdrast paber ja pliiats, et
opitavaid kiisimusi (valemite tuletamised, tGestused jm.) peale
paari-kolmekordset tdhelepanelikku lugemist oma kédega ldbi
proovida.
On oluline, et igast Opitud lausest sisuliselt aru saadaks,
aga mitte mehhaaniliselt meelde ei jaetaks. Ka valemite oppi-
misel tuleb alati viltida nende mehhaanilist pdahedppimist.
Palju vaartuslikum on teha endale selgeks iga valemi sisu ja
jdtta meelde vastavate arvutuseeskirjade sonalised vormid
(nditeks silindri ruumala arvutamine, koonuse kiilgpindala
arvutamine jm.).
Koigile kiisimustele, mis Opiku tekstis on esitatud lugejale,
tuleb kindlasti enne edasiminekut leida vastus, sest vastasel
juhul voib edaspidine jadda arusaamatuks. Sageli aitab vastust
leida vastavale paragrahvile ja punktile tehtud viide.
Erilist tihelepanu tuleb podrata peatiikkidele ja paragrahvi-
dele, kus on antud kordamismaterjal kas selgituste, kiisimuste
voi iilesannete ndol. Need on sageli votmeks jdargnevates
paragrahvides esitatud materjali moistmisele.
Enne iilesande (eriti tekstiilesande) lahendamisele asumist
lugeda tilesanne tdhelepanelikult labi, leida andmed, millest
alustada lahendamist ja iihtlasi teha kindlaks need ndudmised
ja kiisimused, millele tuleb leida vastused.
Ulesande lahenduse 16pul tuleb alati kontrollida tehtut,
et veenduda lahenduse 6Gigsuses ja alles siis kirjutada vastus.
Jamedat viga voimaldab sageli avastada vastuse ligikaudne
hinnang, kas tulemus on kooskdlas tegeliku elu nduetega.
Ulesannete lahendamisel pidada pohiliselt kinni Spikus antud
jarjekorrast.

Autorid.
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. PEATUKK

6. KLASSI KURSUSE KORDAMINE.

§ 1. TAHTSAMAID MOISTEID ALGEBRAST.
1. ALGEBRALINE AVALDIS.

Sageli tahistatakse arvu tdhega, kuna see kergendab tllesannete
. lahendamist ja arvudevaheliste seoste véljendamist lihtsamal
- kujul. Ka hdlbustab arvu tdhistamine tdhega paljude arutluste ja
uurimiste labiviimist.

Enamasti kasutatakse arvu tdhisena ladina t&hti. Antud arve
téhlstatakse tavaliselt tdhestiku alguses olevate tdhtedega, nditeks
a, b, ¢ d, ... otsitavaid arve aga tdhestiku lopus olevate tdh-
tedega, naiteks f, u, v; X, y, 2, .....

Arvu tdhisena kasutatakse sageli ka suuri tdhti. Nii tdhista-
takse ndaiteks fiiiisikas joudude suurusi tdhtedega P ja Q, juhtme
takistust tidhega R jne. Geomeetrias tdhistatakse harilikult pind-
ala tdhega S ja ruumala tdhega V.

Kui tdhtedega voi tdhtede ja numbritega kirjutatud arvud on
omavahel seotud tehetemdrkidega, siis niisugust kirjutust nimeta-
takse algebraliseks avaldiseks ehk lihtsalt avaldiseks.

Naiiteid. a; ax; 3by; 2a+b; 3a®+4b? jne.
/ Ulesandeid.

1. Kui arvust lahutame arvu enda, siis saame 0. Kirjutada see
stimbolite abil. Mis vaartused voivad olla tdhel saadud vor-
duses?

2. Liites arvuga 0, saame arvu enda. Toimida eelmise iilesande
eeskujul.

3. Avaldis 10a+b tdhendab kahekohalist tdisarvu, mille numb-
rid on a ja b. Mis vaartused véivad olla neil tdhtedel?

4, Avaldis 100a+10b+c tdhendab kolmekohalist tdisarvu numb-
ritega a, b ja c. Mis véadrtused voivad olla tdhtedel q, b ja ¢?

5. Kirjutada arvude a ja b summa. Arvutada see summa, kui

1) a=256; 2'a= 2 ;

b=744; b=2-1; b=3,32.

3) a=54;



6. Kirjutada arvude c ja d vahe ning arvutada see, kui

1) e 2314 2) ¢=6,03; 3) czs-f—l;

— . == 3 = i
d— 1905 d= 207 d 222.

7. Ruudu kiilg on a m; avaldada ruudu umberméot ja pindala.

8. Kahekohaline arv sisaldab ¢ kiimnelist ja u tihelist, Mitu iihe-
list on selles arvus kokku? : :

9. Kolmekohalises arvus on a sajalist, ‘b kiimnelist, ¢ {ihelist.
Missuguse avaldisega saab esitada selle arvu uheliste kogu-
arvu? ]

10. Kirjutada avaldis, mis saadakse, kui korrutises 3ab asenda a
summaga x+y ja b vahega x—y.

2. UKSLIKMED JA HULKLIIKMED,

Algebraliste avaldiste seas on tiksliikmeid ja hulkliikmeid.
Uksliikmeteks nimetatakse avaldisi: 3 as 1; b% —79bc; 3axs;
13b2c8, ' ;

Uksliige on korrutis, mille teguriteks on numbrite ja tdhtedega
védljendatud arvud ja nende astmed. .

Aste on vérdsete tegurite Kkorrutis.

Seega a‘aa=da? kus a on astendatav (ehk astme alusj), 3 on
1stendaja ja a@® on aste.

Astendaja nditab, mitu korda on astendatav voetud tegurina.

Uksliikme numbriline tegur kirjutatakse esikohale ja seda tegu-
rit koos tksliikme mdrgiga nimetatakse kordajaks.

Uksliikmete algebralist summat nimetatakse hulkliikmeks.,

Nii on avaldis ;

8d% — (—2ab) + (—5ab?) — (+4a) ehk.3a2+2ab — 5ab? — 4a
hulkliige.

Hulklitkmes esinevate iiksliikmete arvu jdrgi mnimetatakse
hulkliiget kakslitkmeks, kolmliikmeks jne. Uksliikme, kaksliikme,
kolmliikme ja hulkliikme vastavad rahvusvahelised nimetused on
monoom, biroom, trinoom ja poliinoom. -

Kui hulkliikmes esineb uksliikmeid, mis {iksteisest iildse ei
erine voi erinevad ainult kordajate goolest, siis niisuguseid hulk-
litkme litkmeid nimetatakse sarnasteks.

Hulkliikme sarnaseid lilkmeid voib koondada, s. t. teha
noutud tehted nende liikmete kordajatega.
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11

12.
13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

Ulesandeid.

Kirjutada kordaja abil lihemalt:

1) ab+ab+ab+ab+ab;

2) tuttuttuttuttutiu

Kirjutada astendaja abil lihemalt:

1) aaakkk; 2) rrrss.

Kirjutada lihemalt:

1) xxxyyy+xxy+ xxxyyy + XXXyyy +xxy;
2) a+a+ab+ab+aaaa+bbbbb.

Arvutada:
1) k+k ja K2 kui k=9;
2) 1+1+41ja P, kui I1=23;

S e 5.2 9 5
Hlo ) O G
Ay Pobh 238 B
Kirjutada:

1) arvude x ja y ruutude summa;

2) arvude X ja y summa ruut;

3) arvude a ja b summa ja vahe korrutis;
4) arvude m ja n vahe ruut;

5) arvude m ja n ruutude vahe;

6) arvude ¢ ja d vahe kuup;

7) arvude ¢ ja d summa kuup.

Kirjutada mingi tdis- ja murdarvuliste kordajatega hulkliige.

Kirjutada seitsme teguri korrutis, milles 3 esimest on vordsed
G-ga, iilejaanud b-ga. Kirjutada sama avaldis astendaja kasu-
tamisega.

Koondada jargmised hulkliikmed:

1) 19a — 8x+5x;

2) 91a— 71b+18b;

3) 34x — 21y +56%y;

4) 5a —7x+5x—3a+2x —a;

5) 4a-—5b+3c —2b—c+a+9b+3a;

6) 5—3;0-—3-;»b+6b—3%~a+7c-—8%‘c;

7) -é—a——;—bJ‘_r;’*a———i—b——a; |

8) 7,30 — 3,05b+1,49b+6,8c — 9,42+ 18,9a+1,56b;
9) 9,8x —3 —é— x — 0,72y + -z- $s 6—112— x+0,12y.

Koostada harjutus sarnaste liikkmete koondamiseks, nii et tule-
mus oleks 3a? — 5b.



§ 2. UKS- JA HULKLIIKMETE LUTMINE JA LAHUTAMINE.

Uksliikmete liitmisel tuleb nad koos markidega kirjutada iiks-
teise jdrele ja koondada sarnased liikmed, kui neid on.

Naide. Liita iiksliikmed 5a% —2a? ja —4a?.

Labhendus. 5¢>—2a?— 40> = a2

Uksliikmete lahutamisel tuleb liita nende vastandarvud, s. t.
kirjutada iiksliikmed vastupidise margiga vahendatava jarele.

Néaiteid. 1) Lahutada tiksliikmest 5x iiksliikmed 3x ja 5y.
Lahendus. 5x—3x— 5y=2x— 5y.

2) Lahutada tikslitkmest —3a?b iiksliikmed 5a2b ja —8a®b.
Lahendus. —3a?b — 5a’b+8a2b=0.

Hulkliikmete liitmisel on vaja k&ik hulkliikme liikmed kirju-

tada koos nende maérkidega iiksteise jarele ja koondada sarnased
liitkmed, kui neid on.

Naide (5x>—ax+a?)+(3x2+2ax — 3a2)=
=5x%— ax+a?+3x2+2ax — 3a?= 8x2+ax — 2a2.

Hulkliikme lahutamisel mingist algebralisest avaldisest tuleb
lahutatava koik liikmed kirjutada antud avaldise jarele vastand-
madrkidega, s. t. kui sulgude ees on mark «—v, siis sulgude avami-
sel tuleb iga sulgude sees oleva liikme mark muuta vastupidiseks.
Kui seejdrel leidub sarnaseid litkkmeid, siis tuleb need koondada.

Naide (13x—11y+ 10z) — (—15x+10y — 15z)=13x — 11y +

+10z+15x — 10y +152=28x —_ 2y E52

Ulesandeid.
Lihtsustada.
20. 7a+(2a-—3b)

21. 3x+(9y — 5x)

22. (5x —7a)+4a

23. 7a— (2a+3b)

24. 121a— (45b+27a)
25. 9x — (3x+5y)

26. 110 — (10+x)

27. 7a—9b+(a+b)
28. 15— 7b— (7a-+5b)



29.
30.
31.

32.

@

37.

38.

39.

5a(3a — 2b)--(a+2b)
(a+b—c)— (@—b+c)

(8x — 5} (3x — 7) — (9% — 11)
12— (5% — 6)+(3x+1) — (x+10)
m— [(a—b)— (c—m)]
m—[(x—y)—(a—m)]

Koostada iilesanne iiksliikmete lahutamiseks nii, et tulemu-.
seks oleks null.

Tuua naide sulgude avamiseks, kasutades Umar- ja nurksul-
gusid. ;

Kirjuta avaldis, mille lilkkmete madrgid oleksid vastupidised
hulkliikme a — 3b+2c liikmete markidele.

Missuguné avaldis on vaja liita avaldisele a—3b+2c, et
summa oleks null?

Taita link vastava avaldisega:

R e T R
2a—3b+ ... =atb;
2q- i Eb=as< b



II. PEATUKK.

HULKLIIKME TEGUREIKS LAHUTAMINE.

§ 3. KORDAMINE.
1. ARVU JA UKSLIKME ALGTEGURID.

Varasemast kursusest on teada, et tiisarvud jagunevad alg-
arvudeks ja kordarvudeks.

Algarv on niisugune tdisarv, mis on suurem kui 1 ja millel
pole teisi tegureid peale arvu 1 ja arvu enda.

Niison algarvud 23,5 7 #1,513," 1%, 18, 23, 99, 8} a7 jne.

Kordarvuks nimetatakse tdisarvu, mida saab esitada algarvude
korrutisena.

Kui kordarv on kirjutatud algarvude korrutisena, siis oeldakse,
et antud arv on.lahutatud algtegureiks.

Ulaltoodust jdreldub, et arv 1 ei kuulu ei algarvude ega ka
kordarvude hulka.

Arvude lahutamiselalgteguriteks kasutataksearvud e jagu-
vuse tunnuseid. Tdhtsamad neist on:

1) arv jagub 2-ga, kui ta 1peb paarisnumbriga (24, 126,
3422 jne.);

2) arv jagub 3-ga, kui ta ristsumma (numbrite summa)
jagub 3-ga (321, 540, 234, 102 jne.);

3) arv jagub 5-ga, kui ta viimane number on 0 voi 5 (10,
130, 175, 235 jne.).

Lahutame algtegureiks naiteks arvu 630.

620 | 2
315 l 3
105 | 3
35 |5
219

G380 =288k 57—
:2.32.5 -7

Laheﬁduskéiik on jargmine:
1) jaguvuse tunnuste pohjal on 620 vaikseim algtegur 2;
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2) parast 630 jagamist 2-ga saame arvu 315, mille vdikseim
algtegur on 3;

3) 315 jagamisel 3-ga saame 105, mille vdikseim algtegur on
jalle 3;

4) arvu 35 vaikseim algtegur on 5;

5) viimane jagatis 7 on ise algarv.

Seega on arvu 620 algtegurid 2, 3, 3, 5 ja 7.

Algtegurite leidmist alustame kbige viiksemast algtegurist.
Seejarel, kui arv vdikseima algteguriga enam ei jagu, leiame jagu-
vustunnuseid kasutades proovimise teel jark-jargult suuremad alg-
tegurid.

Arvu lahutamist algtegureiks kasutatakse aritmeetikas mur-
dude taandamisel ja iihenimelisteks teisendamisel.

Tehete sooritamisel algebraliste murdudega tuleb nii arve, iiks-
Jiikmeid kui ka hulkliikmeid lahutada tegureiks, s. t. esitada kor-
rutise kujul.

Tahelise astendatavaga astmeid ei esitata korrutisena. Kirjutuse
liihendamise huvides kasutatakse astet ka vordsete numbriliste
tegurite korral. Nii on iiksliikme 56 ab?x® algtegurid kiill 2-2-2-7-
abbxxxxx, kuid me kirjutame selle nii:
23:F-ab?x",

Seega :
Sealrexn==2% " abix®

Ulesandeid.

40. 1) Lahutada jargmised arvud ja tksliikmed algtegureiks:

6 006; 798; 2990; 2436; 26 798;
4a?b3; 4214axt; 45xy?; 791a®b’y™.

2) Leida ja kirjutada antud arvude reast vdlja need arvud, mis
jaguvad vastavalt 2-ga, 3-ga, 5-ga, 10-ga:
100, 300, 320, 375, 400, 480, 500, 625, 650, 720, 3003, 17 017,
208288, 621125, 1075000, 457 281.

3) Kirjutada 3 neljakohalist ja 3 viiekohalist arvu, mis jaguk-
sid nii 3-ga kui ka 9-ga. ;

4) Toestada, et vahe a®—a, kus a on mistahes positiivne tédis-

arv, on mingi arvu 6-kordne.

5) Pioneerid rivistusid jalutuskaiguks 6-kaupa ritta, pérast
aga rivistati nad imber 4-kaupa ritta. Koik read said tais.
Kui palju oli pioneere, kui neid oli vdhem kui 90, kuid
rohkem kui 80?2

2. HULKLIKME KORRUTAMINE JA JAGAMINE UKSLIKMEGA.

Hulkliikme korrutamisel (jagamisel) iiksliikmega korrutatakse
(jagatakse) hulkliikme iga liige selle tiksliikmega ja tulemused
liidetakse. '

11
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Selle korrutamis- (jagamis-) tehte asemel oeldakse tavaliselt:
avada sulud. /

Ulesandeid.

4i. Avada sulud ja koondada, kui voOimalik.
1) 3(@-+b)+4(a—b)
2(x~—2y) + 3 (x —3y)
S5(@a—b-+c)—2(a—b—¢)
2ab (3 — 26° 4+ ¢}
2) 5ab (5a — 4a?b + 3a°b? — 7a*b¥)
0,6 (8cz? - z%)

— u? (6v + 2u)
A sl b s
IOmn(2 Lo ok

Ndide. 7ab(3a?— ab®— 2b% = 21a%b — 7a’h® — 14ab*.
Niisuguste iilesannete puhul peame meeles, et
vordsete alustega astmete korrutamisel astendajad liidetakse.

42. Avada sulud.
1) (ba+ 5b— 5¢): 5
(8a—6b + 10c) : 2
(6ax — 9bx — 15x) : 3x
(8a®> — 4ac + 12a) : 4a
—Sabc : (—5ab)

Naide. (20a%7 4 30a*x5) : 5a°x* = 4a3x® 4 6a=.
Virdsete alustega astmete jagamisel jagatava astendajast lahu-
tatakse jagaja astendaja. :
2).—0,8ablc™ s (L Apfcm- )
(14y2 — 42y).: (—7Fy)
(3,6x8 — 5,4x7) : 0,9x7
(—91p?q’) : 13pq

43. Koostada kolmliige, mis oleks 2g ja mingi kolmliikme korru-
tis. v

44, Koostada hulkliige, mis oleks kaksliikme a — 2b ja mingi teise
kaksliikme korrutis.

45. Kirjutada puuduvad liikmed.

2a(...—...)=4a®+} 6ab
(2a—Db) (..+..)=4a%—.. .+ ...—6ab?
Tulemused kontrollida.
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46. Leida x ja kontrollida saadud vorduse Sigsust.
1) x 3a=—=6a°h
2) (3a- b)x = 12a¢* {- 4a®b

§ 4. HULKLUKME TEGUREIKS LAHUTAMINE UHISE TEGURI
SULGUDE ETTE TOOMISE VOTTEGA.

Olgu antud korrutis 30ab (b — x), millest saame hulklitkme
30ab (b — x)=30ab? — 30abx..

Lugedes saadud vordust paremalt vasakule, ndeme, et hulkliige
30ab? — 30abx on antud korrutise kujul. Saadud tegureid nimeta-
takse hulkliikme tegureiks. ;

Sageli ongi vaja kujutada hulkliiget korrutisena. Niisugust
algebralise summa teisendamist korrutiseks nimetatakse hulkliikme
teguriteks lahutamiseks.

Seega voime eespool toodud hulkliikme kirjutada tegureiks
lahutatuna kujul:

30ab? — 30abx =30ab (b — x).

Seni vaatlesime hulkliikme leidmist tema tegurite jargi, nai-
teks !
(@+b) (@® — b)=a® — ab+a?b — b’

Kuidas peame aga toimima siis, kui meile on antud lahendada
vastupidine iilesanne?
Vaatleme hulkliiget
ab+ac+ad.

Siin on igas liilkmes {iks ja sama tegur a. Seega jagub hulk-
liikkme iga liige selle teguriga:

(ab+ac+ad):a=b+c+td.

Niisugusel juhul &eldakse, et tegur a on hulkliikme koikide -
liikmete iihine tegur. Kuna jagatav vordub jagaja ja jagatise
korrutisega, siis

ab+ac+ad=a {(b+c+d).

~ Nii olemegi antud hulkliikme. teisendanud korrutiseks, s. t.
lahutanud tegureiks ihise teguri (a) sulgude ette too-
mise abil. :

Hulkliikmes 3a+ 3b on mélemal liikmel iihine tegur 3, millega
hulkliiget jagades saame jagatiseks a+b. Seega

3a+3b=3 (a+b).

13



Hulkliikmes 8a — 12b on iihiseks teguriks 4. Seega
1 8a — 12b=4 (2a — 3b).

Viimase ndite puhul peame silmas pidama, et sulgude ette voe-
tav thine tegur oleks suurim, sest vastasel korral on sulgudesse
jaédnud hulkliikmel olemas veel mingi iihine tegur ja teguriteks -
lahutamine pole seega viidud 15puni.

Peame meeles jargmise eeskirja hulkliikmete tegureiks lahu-
tamisel iihise teguri sulgude ette toomise vottega.

Kui hulkliikme kaigil liikmeil on tihine tegur, siis saame hulk-
liiget esitada kahe teguri korrutisena, kus iihine tegur on kor-
rutatud hulklilkmega, mille iga liige on saadud antud hulk-
litkme litkmete jagamisel selle iihise teguriga (hulkliikme jaga-
mine iiksliikmega).

Tulemust kontrollime korrutamise teel.

Nditeid. 1) Lahutada tegureiks hulkliige 12x2— 18x+30.
Selle hulkliikme liikmete {ihiseks teguriks on 6. Kui antud

hulkliikme iga liikme jagame 6-ga, siis saame  tulemuseks
Pt 8y 5

Seega hulkliikme 12x2 — 18x+30 tegureiks on 6 ja 2x2— 3x+5
ehk lihidalt: :
22y 12x% — 18x+30=6 (2x* —3x+5).

Korrutades kontrollimise eesméirgil 6 ja' 2a2—3x+5, saame
uuesti antud hulkliikme.

2) Lahutada tegureiks hulkliige
9a®x? — 6a®x®+ 15a2x5,

Selle hulkliikme liikmete iihiseks teguriks on 3a%x?, sest hulk-

liige jagub selle teguriga. Jagades antud hulkliikme 3a’x%-ga, saame
3a® — 2ax |- 5x%. Seega

9a°%? — 6a®x3+ 15a2x5=3a2x2 (3a® — 2ax+5x%),

Ulesandeid.
47. Lahutada tegureiks.

a1 ro-11 2) 6ax — 9bx 3) —9--63x
F3 21091 12a®2—9ab . —21a-+35¢
Fa+7b : 8ax+20x2 - —15m — 15n
nx — px 18ap — 6p? —8an-+12n
18a— 24b 10ax? — 12a2x - —a2+ab
20x — 30y 9h?k3 — 15h3K2 X Cp

Jargnevate iilesannete,'hulgas on neid, kus iiks 1iikmetest on
ise tihiseks teguriks. Sel juhul jaab sulgudesse tema
asemele kas +1 voi —1. ‘
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48.

49.

50.

51.

Naiiteid.

f) 3a+3=3(a+t1); 3) 8x—8=8 (x—1);
2) 2ab—a=a(2b—1); 4) 25ab — 5b%*=5b (5a — b).
Lahutada tegureiks.
1) 6ax — 6a L Canp 3) mx —m
ab+b 3a—6ab 4x —8
ax —Xx @ Ha’ a?b? —ab
7x —7 9x2+18ax? 502 — 10ab
55y 3a?b+3b 17axd-—100'x
a?—a 10ax — 15bx
Kirjutada puuduvad liikmed. *
2a(...—..)=—A4a*+6ab
ol 0 A= Teb Tar
Sa(...—...)=15ax — 20ay
8 G R e e
v B it £ e
Leida tundmatu tegur ja kontrollida saadud vorduse '()igsust, :
.. 1'3a=6a%b j
4a? (... + ..)=12a*+ 4a’b
5a%p? (... —...)=15a%p? — 5a%p®
7a?x8 (... +...)=21a*x®+ 14a%x3
3m3(...—...)=9m*—6m?®

Lahiltad_a tegureiks.

1) ax — bx+cx ' 2) 54a°b?+42a%b* — 24ab?®
2ay +3by — cy 57a2b — 76ab? — 19ab
35dc — 49bc+21c? 42a%y — 35ay?+7ay
36ax — 54bx — 9x SLoBares i 80gier 5 0a2cs
6az — 9bz+21cz —14m®n+42m?n?+84mn®

Sulgude ette vdetav tegur ei tarvitse olla ainult uksliige, ta

voib olla ka hulkliige. Kui sulgude ette voetav tegur on hulkliige,
siis tuleb ta paigutada sulgudesse.

Hulkliikme a (m+n)+b(m+n) puhul ndeme, et antud hulk-

liikme liikmete iihiseks teguriks on hulkliige m+n ja me voime
tuua selle sulgude ette. Teise teguri leidmiseks jagame jallegi
hulkliikme iga liikme {ihise teguriga. Saadud jagatis ongi teiseks
teguriks. Seega ;

a(m+n)+b (m+n)=(m+n) (atb).
Naiteid.
1) 5a (c+d)+4b (c+d)=(c+d) (Sat4b);
2) 24a°b* (3c2 — 4d*) — 36a*h° (3¢* — 4d?) =
=12a*b* (3¢? — 4d?) (2a> — 3b);
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Moénikord esineb hulkliikme liikmete iihine tegur varjatud
kujul.
3) 2 (ac— bc) — 5 (ad — bd) +8 {ax — bx)=
=2c (@—b) — 5d (@ — b)+8x ({a—b)=
=(a—Db) (2c — 5d+8x). ,

Ulesandeid.
52. Leida jargmistes avaldistes iihised tegurid ja kirjutada need
vilja. |
1) x(@—b), y(@—b); 9) 6m(p—3), 5n(3—p);
2) b(c+d), a(c+ta); _ 6) 2x(@—b), 3y(b—a);
3) ab (x+y), ac(x+ty); 2 7) 3a(x—y), 2(y—x);
1) a'(x—4), bx--4) 8 3x(x—1), (1—x).

Viimases neljas iilesandes ndeme, et sulgudes olevad tegurid
on erinevad. Mille poolest nad erinevad? Lihemal vaatlusel sel-
gub, et need tegurid erinevad markide poolest. Kuidas aga teisen-
dada avaldisi nii, et sulgudes olevad tegurid ei erineks maérkide
poolest? Seda on véimalik teha. :

Toome 7. harjutuse teise avaldise sulgudes olevast tegurist —1
sulgude ette, siis saame

1 [0 B8 e U (e

Korrutades viimast veel 2-ga, oleme teisendanud teist avaldist
nii, et sulgudes olevad tegurid on molemates avaldistes iihe-
sugused:

20 —x)=—2(x—y).

Nil teisendame alati, kui antud avaldistes hulkliikmelised tegu-
rid erinevad maérkide poolest. ;

33. Lahutada tegureiks X (@—b)+y (a—b) ja kontrollida tule-
muse Oigsust, arvutades vdrduse mélemad pooled, kui a=2,
b=3, x=6 .ja y=4.

Lahendus.
x (a—b)+y (@a— b)=(a — b) (x+y);
V. p. 6-(2——3)+4-(2~—3)=6'(—1)+4-(-—1)=
= (1) (6+4) = (—1)-10=-—10:
P.-p. (2—3) (6+4)=—1-10=—10.
Kui ihiseks teguriks on algebralise avaldise iiks liidetavaist,
siig jadb sulgudesse tema asemele kas 1 (w6l skl
Naiteid.
1) b(ct+d)+(c+d)=(c+d) (b+1);
2) xy (@a—b)+(a—b)=(a— b) (xy+1);
3) 3a (x+2) — (x+2)=(x+2) (Ba —1}.
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Kui pédrast iihise teguri sulgude ette toomist jaab sulgudesse
hulkliikmete summa voi vahe, siis tuleb viimast véimaluse korral
koondada.

Naide.
(5a+2b) (m+3c) — (2a+b) (m+3c)=(m+3c) [(5a+2b) —
— (2a+b)] =(m+3c) (5a+2b —2a — b)= (m+3c) (3a+b).

54. Lahutada tegureiks jargmised hulkliikmed.

1) a(1+x)—(1+x)

2) x (at+b)— (at+b)

3) 5(x—2y)ta(x—2y)

4) 3a(x—y)t4b(x—Yy)

5) a (2x — 5y) — (2x — 5y)

6) m (5x — 1) — (n+2) (6x —1)

7) (3m+n): (x+y)+5n(xt+y)

8) 3y(x—1)—2b(x—1)tc(x—1)
9) m(n—2)+p((n—2)+(2—n)

10) x(p—a)tyla—p)—z(p—a)

55. Arvutada koige liihemal teel:

1).234: 844668 3y 21738 672:38 51738
9 i S R e s S R 4) 34 178 250 1,781 410 178

§ 5. HULKLIIKME TEGUREIKS LAHUTAMINE
RUHMITAMISE VOTTEGA.

Olgu meil antud hulkliige
ax + ay + 2x 4 2y.

Kui seda hulkliiget hakata tegureiks lahutama, siis paneme tdhele,
et esimesel kahel liikmel on tihiseks teguriks a ja kahel viimasel
2. Riithmitame niitid hulkliikme liijkmed nii, et igas riithmas oleks
tihise teguriga liitkmed. Saame

(ax + ay) + (2x + 2y).

Kummaski riihmas on vdimalik tegureiks lahutamine iihise teguri
sulgude ette toomise vottega. :

(ax+ay)+(2x+2y)=a(x+y)+2(x 1Y)
Niitid on hulkliikme igal liikmel jallegi tihine tegur. Selleks on
(x + y), mille véime omakorda tuua sulgude ette. Nii saame
16puks:
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ax -+ ay + 2x + 2y = (ax + ay) + (2x + 2y) =
=a(x+y)+2(x+y=x+y)lat2).

Niisugust hulklitkme tegureiks lahutamise votet nimetatakse
rithmitamise votteks.

Eespool toodud tilesannet on voimalik lahendada ka teisiti. Me
naeme, et esimesel ja kolmandal ning teisel ja neljandal liikmel
on samuti thised tegurid ja seetdttu voib rithmad koostada jarg-
miselt:

(ax + 2x) + (ay + 2y).

Edasi toimime nii nagu varemgi.

ax +- ay + 2x + 2y = (ax + 2x) + (ay + 2y) =
=x(@+2)+yle+2)=(a+2)x+y).

Naiteid.

N2adxd V) x T y=2a(X ¢ yf | (X fy)—
= (x+y) (2a+1);

250 (X1 y) —x—y-=00xy) (XY —
g = 1),

Viimase ndite eeskujul pea meeles, et «—» sulu ees

muudab margid sulu sees.

3) 3ax — 4by — 4ay + 3bx = 3ax -+ 3bx — 4ay — 4by = :
= (3ax + 3bx) — (4day - 4by) = 3x (@ + b) — 4y (@ | b) =
= (a+b) (3x — 4y)

ehk teisiti:

3ax — 4by — 4ay ' 3bx = 3ax — 4ay + 3bx — 4by =
= (3ax — 4ay) + (3bx — 4by) = a (3x — 4y) + b (3x — 4y) =
= (3x—4y) ([a+ b).

Nagu ndeme, on teisel juhul tulemus sama, ainult et tegurid

on vahetatud. Korrutis aga ei olene tegurite jarjekorrast. Seega
on molemad tulemused oiged.

4 x* Exly —xlz - wyr— (X2 Xy — X2 y7) =
=x[xx+y)—zEx+yl=xx+y)(x—2)
ehk
x3 Hx%y —x%z — xyz = (x° 4 x?¥y) — (x?z § xyz) =
=xt (xeHy) Xz y) e (x4 (P xz) =
—=X x5 x— 7] v
Neljaliitkmelist avaldist saab paarikaupa rithmitada siis, kui
1) koigi liikmete kordajad on positiivsed;
2) koigi liitkmete kordajad on negatiivsed;
3) negatiivsete kordajatega liikmete arv vordub positiivsete
kordajatega liikmete arvuga.
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Nditeid.
1) ax + bx — ma - mb ei saa lahutada tegurelks
2) ax — bx — ma—mb ei saa lahutada tegureiks.

Ulesandeid.
56. Lahutada tegureiks jargmised hulkliikmed.

1) ax-}ay+ 3x -+ 3y 11) £2—at—3t+ 3a

2) 5x —5y + ax—ay ’ 12) 16pg — 12q — 8pr - 6r
3) n? +nz-+5n-+ 5z 13) 2a? — 3bx? |- 3ab — 2ax?
4) 3a? -+ 2ab - 6a -} 4b 14) dax + 3xy? — 3ay? — 4x?
5) 2ax — au +'4bx — 2bu 15) a (m +- n)— bm — bn
6)z2—hz-+11z— 11h 16) x (x —y) —ax Hay

7) @®—3a®>—2a+6 17) m (a+ b)—an— bn

8) 3a®— 7a®— 9a +'21 18) 5¢ (@ — b) — ad -+ bd

9) 2x(3p-+q)+3p+4qg 19) 3ax - 2by — 3ay — 2bx
10) a(x—y)—x+vy 20) 4a’x — bx — 12a%y -+ 3by

57. Koostada hulkliige, mis lahutub tegureiks sulgude ette vot-
mise ja riithmitamisvotte abil.

58. Koostada hulkliige, mille tegurelks on kaks vordset kaks-
liiget ja 5b2.

59. Kirjutada puuduvad litkmed.

a) 32 kot e e i S Y (U
Mitu lahendust on?
T P L ' s SRR Son s L R G e

§ 6. HULKLIIKME TEGUREIKS LAHUTAMINE ABIVALEMITE
KASUTAMISE VOTTEGA.

1. HULKLIKMETE KORRUTAMINE JA JAGAMINE (KORDAMISEKS).

Hulkliikme korrutamisel hulkliikmega tuleb korrutada tihe
hulkliikme iga liige teise hulkliikme iga liilkmega ja tulemused
liita.

Moénede hulkliikmete korrutamisel on kasulik rakendada jarg-
misi abivalemeid.
1) @+ b)(@—b)=a>—b2

Nditeid.
(7 + 2a) (2a — 7) = 4a®> — 49, mitte aga 49 — 4a%;
(5m? — 3) (3 + 5m?) = 25m*— 9, mitte aga 9 — 25m?,

= 19



2) (@ =b):—a’ = 2ab |- b
jul
ehk(Ikﬂl_L“}lI)2 — P e DL e ey ‘. ' |
kahe arvu summa (vahe) ruut vérdub esimese arvu ryudug
millele on liidetud (lahutatud) kahekordne esimese ja teise ary
korrutis ning liidetud veel teise arvu ruut.
Nii naiteks

eb)-ertJerlo o

3) (a = b)® =ad + 3a% ~+'3ab? + b3,
Sénastada see valem!

Ulesandeid.

60. Avaldisse Ix*— 6x2y L | kirjutada juurde puuduv liige ni
et moodustuks kahe arvu summa ruut. ‘

61. Kirjutada puuduvad liikmed.
Gog 3= dByt o o

1 el -
62. Kaksliikme kuubina saame

ja viimane 8b8, Leida see
see on?

neliliikme, milles esimene on 27
neliliige. Millise kaksliikme kuuj

63. ‘

Mingi kaksliikme kuubis on teine liige —1203, Leida see kaks
liige. Missugused vGimalused: siin on?

64. Kasutades abivalemeid leida peast.
1) 22% 412 592 53?%; 1042; 1212; 1332;
2) 18% 192 482 692, 992; 99g2. 1452;

ol

|
3) 18-22; 27-33; 101-99; 203- 197 53-47; 1010-990; :
) 377 23% ‘og3l {9d. ‘g 2L B2F - 73 '
Niaide. 232:(2o+3)":4oo+120+9:529;
372 = (40 — 3)2

='1600 — 240 9= 1360, il
65. Teostada tehted, A

1) (7x - 5)2 : 6) (2a — b)® ‘
2) (3a +-2p) 7) X+ y)— (x—y)? Il
3) (3a—5) (Ba +35) 8) 5(3—5a)2-5(3a——7)(3a+7}”
4) (3.2a— 5b) (3,20 +- 5p) :

9 2+ a)(2—q) (4—a?) :
10) (> —y%):(x—y) ’
2 HULKLIIKME TEGUREIKS ( 3
a‘l i) b2

5) (3x— 4y)3

AHUTAMINE VALEMI
= e B)Eas b) ABIL.

Et (@ + b) (@ — b) ==a? 92, giis ka tmberpadrdult
a*—b?=(a+ b) (a—b),

i
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Siit ndeme, et kui hulkliige on ‘kahe arvu ruutude vahe, siis
lahutub ta kaheks teguriks, milledest iiks on nende arvude summa
ja teine nende arvude vahe.

Naiteid.
1) 2502 — 1 = (5a)>— 12 = (5a + 1) (5a —1);
2) 25a2 — 9b? = (5a)>> (3b)? = (5a + 3b) (5a — 3b);
3) xX2—4=x>—22= (x —%—02) (x—2);
4) 902 —— = (3a)° — (%) ~ (32 + ) Ba— )
5) mt—nt= (m2)2_ (n2)2 2 (m2 + n2 (m2 VS n2) el
— (m? 4 n?) (m + n) (m — n);
) X— (x—1)2 =[x+ (x— 1] [x—(x—1)] =
=xHEx—)x—x+1)=@2x—1)1=2x— 1%
7). 166%—-81b% — (4a)°>—— (9b)? = (4a -1 9b) (4a — 9b);
8) 18a3m?— 50a = 2a (9a2m* — 25) = 2a [ (3am)® — 5¢ i
= 2a (3am +'5) (3am — 3).
Viimase néiite puhul tuleb tuua kdigepealt ihine tegur sulgude
ette ja seejarel kasutada abivalemit.

Ulesandeid.
66. Lahutada tegureiks.
ot 2) 1602 — 4x2 3) x?— —
y 9—x? x? — 64n? a?—0,49
1—a? 81a2 — 25x2 0,16a2 — 0,09b°
b2 —4 49 — a?b? 25x? — 0,01
4) 9a%(2a — 1)? 5) ax? —ay?
(3a -+ b)2— (a— 3b)® ad— ax?
(m -+ n)2— p? 7R 2 — nRY?
(2m — 1) — 100n? ax? —a (x —y)?

67. Koostada ja lahutada tegureiks kahe arvu ruutude vahe, kus
iiks tegureist oleks 7y — 2.

68. Kirjutada puuduvad liikmed.

1) @—...=(..+1)(..—1)
9., IR )
3) 8ixt—...= (... + 4% (... —4y?)

68. Kirjutada kahe hulkliikme korrutis nii, et korrutis oleks ruu-
tude vahe.
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3. VALEMITE a2 - 2ab + b% = (a +b)2 JA
a? — 2ab -- b? = (a — b)> KASUTAMINE.

Naiteid.

1) x2+'2ax 4 a? = (x + a)%;
2) 4a? +12ab -+ 9b? = (2a)? + 22a°3b + (3b)? —
©

= (2a- 3b)%;
3) 36m?— 60mn -+ 25n? = (6m)> — 2-6m-5n - (5n)? —
= (6m — 5n)?;
4) —a®—8a—16=—(a?+8a+ 16) = —[(a)2+2 a- 4L
+ 4] =—(a+ 4% :

5) 3¢* —6a+3=3(>—2a+1)=3(@—1)>
Neist ndidetest selgub, et valemi kasutamisel tuleb kdigepealt

leida arvud, mille ruudud on antud ja seejarel kontrollida, kas
kolmandaks liikmeks on nende arvude kahekordne korrutis.

Markus. Kui ithe arvu ruudu ees on plussmark, teise ees

aga miinusmadrk, siis kolmliige ei esita summa v6i vahe ruutu, néi-
teks m? -+ 2mn— n2.

70.

75

72.

73.

22

Kas vordus (a— b)? = (b— a)? on 6ige? Miks?

Ulesandeid.

Lahutada tegureiks jargmised hulkliikmed.

1) a2+ 2a +H'1 2) 25a* — 30ab - 9b?
a® -+ 4a -+ 4 36x? + 24xy -+ 4y?
49 -+ 14x -+ x? 4x? - 25b2 — 20bx
x2—8x -+ 16 .36m? — 60mn - 25n2
a?—18a-}- 81 (@a+b)?>—2(a-+b)-+1

Lahutada jargmised flulkliiﬂkmed tegureiks tiihise teguri sul-
gude ette tootmise ja abivalemite abil. 5

1) 2x2— 4x + 2 2) 50y - 20y - 2
F— 28p2q? av?—2av +a
5a2 — 10a + 5 3by 1083
13x2 —78x + 117 - ~245N? — 140N + 20
2x2 — 16x -+ 32 16a2%c? — 100b2d2
Avaldisse 9x*— ... ... kirjutada puuduvad liikmed nii, et

tulemuseks oleks kahe arvu vahe ruut. Mitu lahendit on sel
ulesandel?

Kirjutada puuduvad litkmed.
1) (...—.3)2'-=16x4—...—§~1,.. ‘
ALl <o e f L (L -8



) B R )

8Bk s (i3 e )
74. Lahutada tegureiks.
1) a2 - 4ab? -+ 4b* 5) a2b? + 14ab -+ 49
2) 9m?> —6mn -+ n’ 6) a2+ 2+ Cll?
3) 5a® — 20a%b - 20ab? 7) —a®>—8a—16
4) x2+ 8x 16 8) —x2 + 10x —25

75. Leida puuduvad tegurid ja litkmed.
1) ooy =x?—6x 19
NS4 — 5 102+ 52
3) (2—6at .. ). a—. )=k ..—3)
4) (x2+‘...+l):(...+1):(x—i—...)
76. Lahendada jargmised iilesanded.
1) 3x+ y)2—Bx+y) Bx—y) + Bx—y) 3x—7y)
2) (@a—m) (m + a)— (@t —22m? + mY) : (@@ —m?) + (@— m)?
3 xH2YE+2—Ex—22+ 6 —4: (2

4 VALEMITE a® -+ 3a% - 3ab? + b = (a - b)3 KASUTAMINE.

Neid valemeid saab hulkliikme tegureiks lahutamisel kasutada
siis, kui hulkliikmes on neli liiget, milledest kaks on arvude kuu-
bid (I ja II arvu kuubid), tks on kolmekordne esimese arvu ruudu
ja teise arvu korrutis ning {iks on kolmekordne esimese arvu ja
teise arvu ruudu korrutis. : 3

Naiteid.
Higt 1202+ 48a -+ 64=a® 1 3a? - 4+'3a 42 | 43 —
= (a + 4)%.
2) a®— 18a® | 108a — 216 = a®—3a? 6+ 3a-62—6°=
= (a—b)°.
Ulesandeid.
77. ‘Lahutada tegureiks. _
1) X+ 32 H3x 41 2) 125m® - 75m? -+ 15m -+ 1
a®—6a2+'12a—8 8 —12a -+ 6a2 —a® 2 - A
125 — 75x + 15x2 —x° : a® - 18a2+ 108a + 216 & ¢
8a3 -+ 12a%x -+ 6ax? + x° y2 4252 4- —;— y -i—‘%—
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78. Leida puuduvad tegurid.

1) (@+b) - (...)=a®+ 3a%b -+ 3ab? - b
2) (...)" (2—6a-9)=(a—3)?

3) @—3)%:(...)=a?—6a-4'9

4) () (x—3)=x2—6x-}9

5) (...): (4n*—12mn+'9m?) =2n—3m

§ 7. HULKLIKME TEGUREIKS LAHUTAMINE
MITME VOTTE ABIL.

Kui hulkliikme tegureiks lahutamisel tuleb kasutada ainult
thte eespool toodud votet, siis parast kiillaldast harjutamist ei tee
see raskusi. Mis aga teha siis, kui hulkliiget ei saa tegureiks lahu-
tada ainult iihe votte abil, vaid kasutada tuleb isegi koiki kolme
Opitud votet? Sel juhul toimime jargmises jarjekorras:

1) koigepealt vaatame, kas hulkliikme koigil liikmeil on tihine

tegur; kui on, siis toome selle sulgude ette;

2) seejdrel vaatame, kas sulgudes olevat avaldist saab teguri-

teks lahutada liikmete rithmitamise vottega;

3) abivalemite kasutamise véttega.

Naiteid.
1) 6ax? — 12ax — 9bx? - 18bx =

a) leiame iihise teguri (3x) ja toome selle sulgude ette;
= 3x (2ax — 4a— 3bx +'6b) =

b) rihmitame sobivalt sulgudes oleva avaldise ja eraldame
rihmitatud avaldise esimesest tegurist nurksulgudega;
— 3x [(2ax — 4a) — (3bx — 6b)] = :

c) votame nurksulgudes kummastki rithmast vastavad iihi-
sed tegurid (2a ja 3b) timarsulgude ette:

—=3x[2a(x—2)—3b(x—2)] =

d) kummassegi rithma jadnud teine tegur (x—2) votame
Ghise tegurina omakorda sulgude ette;

= 3x [(x —2) (2a —3b)] =

e) mittevajalikud sulud eemaldame;
= 3x (x — 2) (2a — 3b).

Seega,
6ax® — 12ax — 9bx? -+ 18bx = 3x (x — 2) (2a — 3b).
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2) @ —x2+'2xy —y* =

a) koigil liikmeil pole iihist tegurit, seepdrast rihmitame
sobivalt;

=gl (x? 2%y -y =

b) sulgudes oleva avaldise puhul kasutame abivalemit
a2 —2ab -+ b% = (a — b)?;

s i

c) rakendame ruutude vahe valemit (a-'b)(a—Db)=
= a® — b2, kusjuures b? asendab avaldist (x —y)%

=laH@—yila—x—yl= -

d) anname avaldisele lihtsama kuju (jatame ainult uhed
sulud);

=(@+x—y)la—x+y)

3) 2x2 -+ 4xy +2y% =

a) toome thise teguri (2) sulgude ette;

=2(x*+2xy +y°) =

b) kasutame abivalemit (a 4 b)%;

=2(x+y)

4) 16 (x —y)2—25 (x + y)’ =

a) kasutame abivalemit a? — b?; siin on ¢? asemel 16 (x — ¥)Z
ja b? asemel 25 (x -+ y)%

=[dEx—y)+5x+NIax—y)—5&+yl=

b) avame tmarsulud;

= (4x — 4y ' 5x + 5y) (4x — 4y —5x — 5y) = -

c) koondame ning toome teisest tegurist —1 sulgude ette;

= (9x 4 y) (—x —9y) = —(9x +-y) (x + 9y).
Ulesandeid.
79. Lahutada jargmised hulkliikmed teguriteks.
1) 50> — 5b? 2) 3a?b? — 3c*
x3—x : 7 —28p*q*
a’b — ab® 3b%? — 1083
a® — ax? 7a?b? — 7ct
2 2 9
uz—1,21 g 4 = 5
3) 2x2—4x 42 4) (a®+'1)2 —4a®
13%° - 78x -+ 117 36a% — (a% -+ 9)?
A45N2 — 140N 20 . a?—2ab++b? —c?
11x2 —66x + 99 9 (2a —x)?— 4 (3a —x)?
12x5y + 24x%y + 12x3y (4a -+ 3b)2— 16 (@ —b)?

N
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80.

81.
82.

83.

84.
85.

86.

87.

88.

89.

90.
91.

92.
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5) x?—a?—2ab— b?
m?® — m?n— mn? -+ n?
xzZ—yz—x2++2xy — y?
(a® -+ 2ab + b?) c + ab (a -+ b)
a’?—b?—a-+'b

Kiisimusi ja lilesandeid kordamiseks.
Missugused arvud on ratsionaalarvud?

Kasutades ko6iki nelja “tehet, koostada tlesanne kahe posi-
tilvse ja kahe negatiivse arvuga nii, et vastus oleks —12.

Koostada llesanne positiivsete ja negatiivsete arvude liitmise
kohta nii, et summa oleks negatiivne arv.

Asendada liingad ratsionaalarvudega.
LB e e e

Dlge 5 ik

Koostada iilesanne tiksliikmete lahutamiseks, nii et tulemu-
seks oleks null.

Kirjutada avaldis, mille liikmete margid oleksid vastupidised
hulkliikme a — 3b -+ 2c¢ liikmete mérkidele.

Liita ja koondada sarnased litkmed.

a) (bm?—5m -+ 3) ' (—4m? — 5m — 3)

b) (10a —6b - 5¢ — 4d) +' (9a — 2b — 4c¢ -+ 2d)
Arvutada algebraliste avaldiste vaartused:

a) 2a®+ 3a2—5a -+ 6, kui a=2.

b) x® (8xyz® +x), kui x=10; y=0,1; z=0,5.

Koostada kolmliige, mis oleks 2a ja mingi kolmliikme kor-
rutis.

Tehteid sooritamata leida puuduv tegur.
Ba+'b—c)(x—2y)=(...) (—3a—b-+c)

Missuguseiks tegureiks lahutub kahe arvu summa kuup?

Millal kasutame hulkliikme tegureiks lahutamisel rithmita-
misvotet?

Missuguses jarjekorras kasutame tegureiks lahutamise vot-
teid?



93.

94.

935.

96.

97.

Risttahukakujulise siloaugu stiga- |
vus on 1,9 m, pikkus 3,4 m ja 1
laius 3,1 m. Silo tdidab 709, augu
ruumalast. Mitu kuupmeetrit silo

Nisujahust leiva kiipsetamisel saa-
dakse juurdekiipsus, mis moodus-

tab —i—jahu kaalust. Mitu kilo-

grammi leiba saab a kilogram-
mist nisujahust?

Mitme ruutsentimeetri vérra muutub ruudu pindala, mille
kiilg on a cm, kui tema iga kiilge suurendada 5 cm vorra?

Lahutada tegureiks.

1) a®— 16 + b?—2ab

2) (3x— 2y)? - (2x— 3y)?

3) am? -+ 2amn + an® + 2bm* -+ 4bm®n - 2bm’n*
4) a’b—a®*—9b -+ 9a

5) (5x -+ 4a)® — (4x + 5a)*

Toestada vordus:
(10a + 5)? =100a (a + 1) + 25.
Kasutada seda valemit 5-ga loppevate kahekohaliste arvude
ruutude peast arvutamisel.
Leida 35%, 452, 657 B5%,°95%

Toestada, et
(10+a) (10+ b)=(10+a—+b) - 10 +ab

ja

(20 + a) (20 4- b) = (20 - a -+ b) - 20 + ab.
Kasutada neid valemeid jargmiste korrutiste leidmisel:
17:18;, 12 :: 3442 99 24 7285 23 22: 21 285341 26

Koostada joonisel 1 antud mdotmete jargi prisma tdispindala
S avaldis ja lahutada saadud avaldis tegureiks.

1) a=6 cm, b= 10 cmj;

2) a=1,5 m, b=42 m.

Kodune kontrollt66 nr. 1.

on augus?

Joon. 1
Lahutada tegureiks:
90: 144; 625; 1800; 0,081; 0,065;
4ab?® -+ 8ab? — 12ab;
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x{a —2)<y (2—a);

a (m—+ n) — bim — bn;

2a? — 3bx? -}- 3ab — 2ax?2.
Kasutades valemeid, arvutada:

51 - 49; 203% 19,7% 6,252 — 6,238 100,03 —0,03% () — (-1)2.

Arvutada voimalikult lihtsalt.
115,4 - 10 — 10,4 - 100 917-6—2%0

S adie 558 1,5'9—%8%'4—1,3'3—%1';"8

Leida avaldiste vaartused voimalikult lihtsalt.

mn’+mp—mq, kuim=19; n=7,p=5ja q=4.
ab-ac®?—ad, kui a=5,5; b=—10; ¢ =3 Jard —ua
5a—5b—5c, kuia=2->; b=8 jac— 17 5.

On antud hulkliige 15xy? — 5x%y®. Missugused on antud hulk-
liikme jagajad?

. Korrapdrase nelinurkse piliramiidi péhiserv on ¢ cm ja apo-
teem 2a cm. Avaldada pliramiidi tdispindala ja arvutada see,
kuiiag —157cm,



TP E-ATRIRICK,

Algebraline murd.

§ 8. ALGEBRALISE MURRU MOISTE.

Algebraliseks murruks nimetatakse kahe algebralise avaldise
jagatist.

Jagamismargi () asemel kasutatakse murrujoont. Jagatavat
‘nimetatakse murru lugejaks, jagajataga murru nime-
tajaks; lugejat ja nimetajat nimetatakse iildiselt
murru liikmeteks.

Naiteid algebralistest murdudest:

a sa b v e h 3x2 —5x+4

B c oEee—da ! x-+3

Lugejas voivad tahtedel olla mistahes vadrtused, kuid nime-
tajas ei voi olla tdhtede vaartus niisugune, mis muudab nimetaja
nulliks, sest siis pole murrul motet. Miks?

Ulesandeid.

98. Kirjutada algebraliste avaldiste jagatis murruna.
1) a:6; 5:x; (a-+'b):4; 9: (m—n);
2) (x+y): (x—y); @®:(a—b); 3x: (2x + Sy);
3) (4m —3n): (m+ nj; (x2—2x 4+ 1): (6x2 —6x — 2).

99. Teades, et nulliga ei saa jagada, leida milline vaartus ei voi
olla murru nimetajas oleval tdhel igas alljargnevas murrus:

B st Yl QO e e i
) ne 7 Iy S kS B i Jos T G £ S
8 1 X X
. e ot KA R S G S SR
3) Xl 1= 1 : 1
x+1' 2—x' x—a' E—1)x—2 "

100. Auto s6itis a tunniga m kilomeetrit. Mitu kilomeetrit sgitis
auto keskmiselt tunnis?
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101. ¢ paevaga kiinti iiles m hektarit poldu. Mitu hektarit poldu
kiinti keskmiselt paevas?
Arvuta, kui t =10 ja m =— 120.

102. Ristkilikukujulise poranda varvimine maksis a rubla. Kui
kallis tuli keskmiselt ruutmeetri varvimine, kui poranda
moo6tmed on p ja g meetrit?

103. Konveieri tootava osa pikkus on I meetrit. Kui kiiresti lii-
gub konveieri lint, mille tihele otsale paigutatud ese jouab
teise otsa { minuti parast?

Arvutada, kui
1) 1=324; t=3;
2) I=245;t—25.

104. Arvutada avaldise

a?-b
2ab — - 5
vaartus, kuia=—4ja b — — 14.

§ 9. MURRU POHIOMADUS.

Algebraline murd on aritmeetilise murru uldistus. Kuna
algebralise murru liikkmetes esinevad tdhed tahistavad arve, siis
koik aritmeetiliste murdude kohta kdivad omadused ja reeglid
kehtivad ka algebraliste murdude puhul.

Iga murdu voOib vaadelda jagatisena. Jagatise omadustest
teame, et jagatis ei muutu, kui jagatavat ja jagajat samaaegselt
suurendada (vihendada) sama arv korda.

Eespool margitud jagatise omadusest jareldub, et murru vadar-
tus ei muutu, kui lugejat ja nimetajat korrutada (jogada) iihe ja
sama nullist erineva arvuga. (Miks see arv peab nullist erinema?)

Siit tulenebki algebralise murru pohiomadus:

murru vddrtus ei muutu, kui tema lugejat ja nimetajat korru-
fada voi jagada iihe ja sama nullist erineva arvuga.

a_
b bk 5 b b:m

Murru lugeja ja nimetaja korrutamist ithe ja sama arvuga
nimetatakse murru laiendamiseks. Arvu, millega murru laienda-
misel lugejat ja nimetajat korrutatakse, nimetatakse laiendajaks.
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Naiteid.

‘1) Laiendada murd -;— 3-ga:

2) Laiendada murd ——g— 5-ga:

@80 b
GRS o
3) Laiendada murd ’;__‘"_);, (x —y)-ga:
SR e V) ey
(XY ix =y )i
Ulesandeid. -
105. Laiendada.
1) 5-ga murdu % 2) 3-ga murdu —g—
3 2x
PR i 4egdi s T
7 5
8-ga WA 8-ga e
3) a-ga murdu —g« 4) 2n-ga murdui—iﬁl
7 24
g-ed i o 5x-ga - 25’?’
i 2 2. 8
10x-ga , 3 3xy‘-ga ,, v
106. Laiendada
(a — b)-ga murdu I (m 4 n)-ga murdu 1:1—_%,
2a 45 2x — 3
Ba+1)ga . s SEa R e

Murdude liitmisel ja lahutamisel on meil sageli vaja murde
laiendada teatava nimetajani (ithise nimetajani), mis on ette
antud. 3

Murru laiendamisel etteantud nimetajani tuleb koigepealt leida
laiendaja. Selle saame, kui jagame uue nimetaja antud murru
nimetajaga («vana» nimetajaga). Saadud jagatis ongi laiendajaks.
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Nditeid.
1) Laiendada murd % nimetajani 20b:
=
20b:4b=5 2.4,
2)' Laiendada murd %;{ nimetajani 180xy?:

4xy

N’
14x  56x%y
45y 180xy?

180xy-" 45y —dxy:

3) Laiendada murd oo 2 nimetajani a®> + 6ab -+ 9b%:

a-+3b
(a® + 6ab + 9b2) : (a4 3b)—ia + 3b)2 Pa -+ 3b) = (a —+.3b);
a—+3b -
N
2a- b . (20 by(a--3b) " 2a% + 6ab— ab—3b% © 202 | 5ab — 3b? :
at+3b (@at+3b)@t3b)  aF6abtF9? o - 6abt 9b?

4) Laiendada murd f;—:—g— nimetajani a®— b*:

o bjole b - [e-—<bl:
a—b

a—\z;_(a~b)(a—b) (a — b)?

atb = (@tbla—b o b

Ulesandeid.
107. Laiendada.
1) —% nimetajani 111 2) 3’%{?— nimetajani 12m2xy
%} o 24n aib s a?— b?
% i 4a’b? fj_; ,, x2——-2xy -+ y?
—i—- s bn? i‘; ;? i 9a? — 6a -1

§ 16. MURRU LIKMETE MARKIDE MUUTMINE.

Murdude iihise nimetaja leidmisel voivad tulla ette juhtumid,
kus nimetajates olevates avaldistes esinevad kill samad
tahed, kuid vastupidiste madarkidega, naiteks (x—y) ja (y —x).
Et saada molemale avaldisele iihesugust kuju, peame iihte neist
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avaldistest korrutama — 1-ga ja samal ajal korrutama ka murru
lugejat — 1-ga, s. 0. muutma murru liikkmete ees olevaid maérke.

Murru vddrtus ei muutu, kui lugeja ja nimetaja mirgid muuta
vastupidisteks.

Pdhjendada seda!

Naited.
-—qa a a —a
ik 5 Ty
SO 5x CaabXen
e Sy et
3 2—a-(—1) = —24+a  a—2
) [ YR TTE g S e

\

Murru vadrtus ei muutu, kui murru lugeja voi mmeta]a ees ja
ja murru ees muuta madrk vastupidiseks.

Naiteid.
A e S Bl g el s
S S B e e Sbbi e Shi s
m? — n? m?2 — n? m? — n? G
2) Bam . SRR B = —(m +n);
a—>b a—b
2 BESitn A h ¥ h
Ulesandeid.
108. Kirjutada jargmised murrud miinusmargita murru ees:
i ton S DA as o g
VR e S e R 2

109. Muuta margid murru lugejal ja nimetajal:

1 1=x —3a® 1—a

| Sl A ey

9 1—m? | —a? — b2 + 2ab .
) —m-1' b—a

110. Kirjutada jargmised murrud miinusméargiga murru ees:
1 R S o e oy LU Nk R
) 5 ¥ 2 ’ b ' == | _3 '

—3a bxA T S ai v iom?s_n?
[RR R Rl b ' 2—x'. n—m
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§ 11. MURDUDE TAANDAMINE.
1. UKSLIIKMELISTE LUGEJATE JA NIMETAJATEGA MURRUD.

Kui murru lugejas ja nimetajas esinevad ihised tegurid, siis
saame murrule anda lihtsama kuju, jagades lugejat ja nimetajat

nende ihiste teguritega.
Murru lugeja ja nimetaja jagamist nende {ihisteguriga nimeta-

takse murru taandamiseks.

Naiteid.
1 2 7’ 7
a8 sy B
) # 8 g 8 w0
5 o % I
ABab __ 4b . g T i S
2) 6ac_Gc' 7% Ta ' W‘ 2nx
R
Ulesandeid.
111. Taandada murrud.
4 12 =10 =08 18 245 20

D opi i s Ao WY nt
e T Te e e e
56 817 Ba 235 ek ! FI g

e Tl e et
1443 169 ' 168 ' 3205¢ 1355 204, 228
gl A S oiaigl

Bt Asme 6 =% a ' —4ab '

s AR Uk e B A i

6a ' ab s eionehi 2 B5eh Sl 30%pteS

f6aZb > - 48qicy - damds’ . 2bade . 048uvts
240 ' 64a3¢® ' 88a?mn® ' 65a2k® '  0,36u’v?

3) ab “5ab - 21x° - ByS = d9mp’ . Arfp.. - 32u’ - 40vE .
10ab24b? ' 7xy - 18xy ' 26mn - 7np ' 56uv - 28uv '
—42mn'p® | —57cdP 18x%°%2 = —33m2nx?

28m2n’p ' —95¢3d ' . —54x’y'z ! 48mx !
—85as2® —74np’q® 52kPm’ = —105fx%z*
—34a%s%* ' 60np2gs ' —91kI‘m5 ' 360£2x37°

2. HULKLIIKMELISTE LUGEJATE JA NIMETAJATEGA MURRUD.

Kui murru lugeja ja nimetaja voi iiks neist on hulkliikmeline
avaldis, siis tulevad need avaldised lahutada algul tegureiks. Kui
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lugejas ja nimetajas leidub tihiseid tegureid, siis saame nendega
murdu taandada.

Naiteid. s
1) Taandada murd %E;—g—:
7a-7b_M=7-
8a-8b~ 8lety 8
2) Taandada murd —s;—i%:
a?+ab . a(a-+tb) R
@—ac  afa—c) a—c '
3) 3ab+4-3b  3b(a+1)  3ba+1) el
6b+6ab "~ 6b(1+aq ~ 6b@at1 2’

Selles ndites. saime lugejas teguriks (@+'1) ja nimetajas
(1+a). Summa ei muutu aga liidetavate jarjekorra muutmi-
sel ja seepdrast voime (1-4'a) asemel kirjutada ka (@ 1).

) 6x2 4 8xy 2x (3x + 4y) 2%

5) x2—1 EE)E—1 x—1

PR BRSO T e el IREY Sihat
6) Pt2b4b [ Sand ) Wb e ia o
) a? — p? v (@ bY@ ==b) T a b

Naiteis 5 ja 6 kasutasime murru lugeja ja nimetaja teguriteks
lahutamiseks abivalemeid.

7) EEIE+D 26— 42t 3x+6+2x+86

x2 4 14x } 49 o @ e
e, PR RGN o
Gl ST T BRET i
Q2R L M) e F e S
) 8h:=Bab. . Bb(I—o). T Al a) . k(a4

Viimases ndites oli vaja murru lugejas ja nimetajas iihise
teguri saamiseks muuta méarki murru ees. Sel juhul vahetasime
lugejas vihendatava ja lahutatava.

9) =y —(xty)z  R—y)—(x+yz
-y txztyz T Ryt xtyz
siefe by E—=yi—(k-ylue ity lx—y)—z] x—y—z
E+yx—y+Ex+yz  x+y)lx—y) +z1 Xy hex

3*
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Ulesandeid.

112, Kirjutada kaks algebralist murdu, mis peale taandamist
aleksid vordsed murruga :

2 a—4

M d T

113. Kirjutada murd, mille lugejas on kahe arvu summa ruut ja
nimetajas samade arvude ruutude vahe. Taandada saadud
murd.

114. Taandada jérgm\ised murrud:

1) CFmppdd e b me o G G D 2
7m—21 ' ad-+ta ' ab+a ' 2x+2 '
o) s hxe s ac T o e T S alE o i thig
5d-S5bii n—ny ! aquttu' hntan.! :
gy Lo BB oL SR Sl T e Dhas - 0Tt
) a®— 2ab+b? ' T T B W Y B R
,;1.-4 42—t ou?—16v? | 4n®425 = a—2atta
: ) HEina 6u-t+8v ' 16n*—625 ' t—1 !
5) 9P i6g a5t o0ah . 10b . T gy
6p-+-8q ' _2lam—28bm Q?+1 ! 2u—2
115. Taandada voimaluse korral murrud: _
1) x(x —1)2 . {nz+1?®  actbc—ad—bd
2x2(x— 1) (x+1) ' n2z2—1 ' ac—bc—ad—l—-bd’
Yo S e e e o
3bx—cx? ' mn?—m?n ' ax — ay — bx -+ by '
,3) 5a2+50x_ P g b et gk
—x* ' pP4opq+q' @ —bf 2+ 2ac
et e s bl S
a? — b? ! a>F2ab -+ b ' A R S

116. Lihtsustada murrud ja leida avaldiste arvuline véaartus.

1) a+2 ,ku1a——14 a=2.5;

2) izx—ax ckiubg =35, x=412;
3a® —ab :

s e kuia=8; b= —

117. Toestada samasused:
) _ac + bx + ax+be i

/ ay + 2bx + 2ax + by 2x—|—y '
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2) aEn XYk gy o, Xt2
B o ) 0 S | Sl )
3 3a® f ab?—6a?b—20° - 1 -
) 9a5 — ab* — 18a*b + 2b° ~ 3a®> —b% ’

Nipunadide Samasuste tdestamiseks tuleb vasak-
poolne murd lahutada tegureiks ja seejdrel taandada, kui
leidub iihiseid tegureid lugejas ja nimetajas. Tulemuseks
peame saama parempoolse murru. a

it v ;
118. Leida avaldise ._2_(?‘ —Y)°__ arvuline véirtus, kui x=26 ja
Xl OXY Sy ,

y =1,5, kahel viisil:

1) asendada tdhed nende arvuliste vddrtustega ning teha
noutavad tehted; ;

2) taandada antud murd ja seejérel asendada tdhed nende
arvuliste vaartustega.

Kumb moodus on lihtsam?

119. (Nuputamiseks!) On teada, et —2—2— :—2.—. Kas on veel niisugu-
seid murde, milles lugejas ja nimetajas olevad lihesugused
numbrid voib lihtsalt maha tommata, nii et murru vaartus

ei muutu?

§ 12. ALGEBRALISTE MURDUDE TEISENDAMIN!:
UHENIMELISTEKS.

Erinimeliste murdude liitmisel ja lahutamisel tuleb leida nende
murdude iihine nimetaja, s. o. teisendada antud murrud henime-
listeks.

Tuletame algul meelde aritmeetiliste murdude! teisendamise
ithenimelisteks.

N 4id e. Teisendada iihenimelisteks murrud
i o T BL S TR
VRO C IR

Esiteks leiame nende murdude iihise nimetaja. Selleks lahu-
tame koik nimetajad teguriteks (vt. § 3, p. 1). Saames

14—=2 "7
33=3 " 11;
S0i==2 " 355,

Votame iihe teguriteks lahutatud nimetaja (tavaliselt selle,
millel on kdige enam tegureid) ja korrutame selle -teiste nimeta-

1 Aritmeetilise murru lugeja ja nimetajé ei sisalda tdhfi.
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jate nende teguritega, mis v&etud nimetaja tegurite hulgas puu-
duvad. Saadud korrutis

22355 4« 70990

ongi antud murdude iihine nimetaja.
Niitid laiendame antud murdusid nende {ihise nimetajani
(vt. § 9). Selleks leiame iga murru jaoks sobiva laiendusteguri,

S. 0. arvu, millega tuleb vastava murru nimetajat ja lugejat kor-
_ rutada.

Selleks tuleb leitud iihine nimetaja 2310 jagada iga murru
nimetajaga:
2310:: 14 —165;
2310 38— 7

2310: 30 = 77

Saadud jagatised ongi vastavate murdude laiendus
Niitd teisendame antud murrud tthenimelisteks:

165 0 L

e R T e

tegurid.

: Ap R S el aa P e
Ka algebraliste murdude ihine nimetaja saa-
dakse ithe murru nimetaja korrutamisel teiste murdude nime-
tajate nende teguritega, mis véetud nimetajas puuduvad,
Algebraliste murdude teisendamine {ithenimelisteks toimub
sama pchimaotte jargi mis aritmeetiliste murdude korralgi,
Niiteid. :
5 3a § 5b & . g
1) Teisendada murrud “Homnty” 12 Bl uhenimelisteks,
a) Lahutame nimetajad teguriteks:
40m?np=2-2-2-5- m?ndp = 2% - 5 - m2pp;
B4mng®—=2:2-3 -7 mng®> =22 -3 - 7 - mnqg?

b) Kirjutame vilja iihe teguriteks lahutatud nimetaja ja
korrutame seda teise nimetaja nende teguritega, mis esimeses
puuduvad. Siis saame antud murdude tthise nimetaja:

23.5.m2n3p.3.7.q2:23.3.5.7.m2n3pq2:
= 840m?n®pq>2.
¢) Leiame laiendajad:
840m’n3pq? : 40m2n3p — 21q?
840m’n®pq? : 84mnq? = 10mn?p.
-d) Teisendame murrud iihenimelisteks:

21q2

N
B Pl S gt
40am’n’p ~ 840m2n’pg? '

38



10mn2p
5b 50bmn’p

84mnq?  840m?n’pq?
2) Teisendada iihenimelisteks murrud.

ShmEEL LG TR 28
18a2b ' 54a%b%x '  9ab?

a) Lahutame nimetajad teguriteks:
18a2b=2-3-3 - a2b=2" 3" a’b;
54a2b2x =2 - 3 -3 3 - abx =2 3 &*b’x;
9ab? =3+ 3 - ab®>=3?%" ab’.

b) Leiame iihise nimetaja:

2-32- a2 -3 bx=2" 3*" a?b?x = 54a°b’x.

c) Leiame laiendustegurid:
54a2b%x : 18a%b = 3bx;
54a?b%x : 54a’b*x = 1;
54a?b?x : 9ab? = 6ax.

d) Teisendame murrud iihenimelisteks:

3bx
S—
_Smn__ 15bmnx
18a2b = 54a?b%x '
X
— _?pA___ —_— __7p__ .
54a2b®%x ~ 54a?b?x '
6ax
S
2 12ax

Toab?  54a?b?x
Viimases ndites oli ithe antud murru nimetaja antud murdude
iihiseks nimetajaks, sest see nimetaja jagus koigi nimetajatega.
3) Teisendada iihenimelisteks murrud el ~5—';)—.

Antud murdude nimetajatel pole iihiseid tegureid. Seepadrast
on nende murdude iihiseks nimetajaks antud nimetajate korrutis:

3a? - 5b = 15a’b.
Leiame laiendustegurid:

15a2b : 3a%2 = 5b;
15a%b : 5b = 3a?.

Teisendame murrud iihenimelisteks:

5b 3a? 2

N N
iy - e o N
32 = 15ab ' 56— 15a%b

39



4) Teisendada iihenimelisteks murrud
x . y s Eo
a—b ' a+b ' a®—pt

Esimese ja teise murru nimetajad’ ei lahutu teguritek.s. Kol-
manda murru nimetaja tegurid on (a=Hb) (a—b). Seega ongi see
nimetaja iihiseks nimetajaks, sest ta jagub

koigi teiste nimetaja-
tega. Saame: :
atb
X o bx
a—b =~ a?—p2 '
a—b
N——"
Yoo gy s
a+b ~ a2—p? !
zr i) 24
R R e
5) Teisendada tithenimelisteks murrud
S s NG T
a®+2ab+ b ' g2 _p2

a) @ - 2ab 4 b2 = (a 4 b)%;
a®? —b?= (a+ b) (a— b).
b) Uhine nimetaja on (a + b)? (a — b).
¢) Laiendustegurid on vastavalt (a—b) ja (a+'b

).
d) Uhenimelised murrud on:
-

S e M o B (L D T e :

a®+2ab+4b* = (@t b2a—b) (@} b)2(a—b) '

atv
2ab 2ab(a -+ b) 2ab(a +- b)

SRR R LT |

@—b)(@+b)(@+b)  (@—b @tbr
6) Teisendada tihenimelisteks murrud

e e R
at+b ! aEtpih
Kuna nimetajad on iihiste teguriteta, siis on iihiseks nimeta-
jaks antud nimetajate korrutis (a - b) (a— b). Uhenimelised mur-
rud on: :
=
a ors aa—b) = a®—ab S
a+b  (atb)@a—b). —p '
at+b L.
N—
@i hglenpbyns ok lwb
«—b " (e=Bletl " d—p



7) Teisendada tihenimelisteks murrud
At ix. x : 2n-41
4n’x —4n* ' 6n(x®>+2x-+1) ' 20nx>—20n
a) 4n’x — 4n? = 4n’(x — t) = 2%n%(x— 1);
6n(x?2+ 2x +H1) =6n(x+ 1)2=2 - 3(x + 1)%
20nx% —20n = 20n(x2 —1) =22 - 5n(x—1) (x -+ 1).

b) Uhine nimetaja on:
2Rt (x—1):3(xF1P 5=22 3:5nP(x— (x+1)P=
=60n%(x—1) (x+ 1)2

c) Laiendustegurid on:
60m (x—1) (xk ) _ 60nt(x—1) (x+ 1)

T 4n’x—4n? T 4n® (x — 1) =15 (x + 1)%
60n? (x—1) (x+1)2 _ 60n? (x—l) By :
60R X2k 2x by T T 6 (x + 1)2 10n* (x —1);
6o (x—1) (x+1)?  60m (x—1) (x+1)?
0nx2 =200 .~ 20n x—1)(x+1) A (X_|“ 1)-

d) Uhenimelised murrud on:

15 (x —1)2
\_’/
ﬁin’j—_gci_ _ o 15x—1)? (4’ +x)
4n’x —4n?  60mi(x —1) (x +1)2 '
10n2 (xr — 1)
s
3 on 10n’x (x — 1) ;
n(x2+2x+1)  60n?(x—1) (x4 1) '
M (x+1)
v
raned e s o b (Znsk )
20nx2 —20n ~ 60n% (x —1) (x -+ 1)?

Toodud néiteist selgub, et algebraliste murdude Uhenimelis-

teks teisendamine toimub jargmise eeskirja jargi:

1) antud murdude nimetajad lahutatakse teguriteks (kui see

on voimalik);

2) leitakse murdude tthine nimetaja, milleks korrutatakse iihe

murru nimetaja teiste murdude nimetajate nende teguritega, mis
véetud nimetajas puuduvad;

3) leitakse murdude laiendustegurid, milleks jagatakse Uhine

nimetaja_iga -murru nimetajaga; saadud jagatised on vastavate
murdude Ia1endustegund

4) laiendatakse iga murdu vastava Ialendustegurzga
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120.

121.

122

Kiisimusi ja iilesandeid.

1) Missuguseid murde nimetatakse isenimelisteks? ithenime-
listeks?

2) Mis on murdude iihiseks nimetajaks, kui nende murdude
nimetajad on iihisteguriteta?

3) Mis on murdude iihiseks nimetajaks, kui uhe antud murru
nimetaja jagub koigi teiste murdude nimetajatega?

4) Mis on isenimeliste murdude iihine nimetaja?

Iga kiisimuse kohta tuua naiteid.

Alljargnevalt on antud monede murdude nimetajad (lugejad
puuduvad). Leida nende murdude iihised nimetajad.

1).8; 12 2)412:.718; 96; 144 3) 8abc; bcd
12:015 g 00:: 28 3() 8xyz; 32xz
il 504; 686; 1890 a; 7a
32.56% 44 208548+ 18a2b; 54a?
57 19-018 12x; 16 45a?b; 18b?
710 21 15a: 8b ab?: a’b

4) 5; 5a— 5x 5) (b—7)% b2—7b; 5b
12; 12a -+ 5b ax; a® -+ ax; ax -+ x2

m; m?-+ m

3x2——48 3x —12; (x + 4)?
4a + 4n; 5a — 5n

(x—3)% x2—9; 5x— 15

a® — aR?; 6a—6R 3(n*—1); (n—1)(n¥+1); n®
Nys Nes 2x—1% 7+ 14 (x2—1)
Teisendada tihenimelisteks.
25 e 3 S 4 2m n 3 5n
Nm ety w9 saiiam it
T 5 2o 3 e R
7 Ja 15 a Ja b 4m2n ' 2mn® 14m3n?
S e DS YAX e g 0 22p 5p? :
ot 122 18 3 3md | pmenr J2 3MA
Siioe 7 20 4x 4 O ey: 1
e e e e e e
S AN L e R B DXy 3
4 Sap i o 12 S L s Ty
e e WO e i B 5a e
27xy ! 18xy 9xy2 12ac2 ' 6b% 18a®b
XA S ek 3b o e 5a
I ' da -5 @b’ @ 12 T@p
X o 3y . 4z 2x 3x: 8x
L YRR o IR e e,
mn mp np Xy ' . xy yz2



123. Teisendada iihenimelisteks.

1) 'mn_l—n ja —mJl_n— 9) d((:ctdd) : ac(c—-l-dd) ja c?‘fdﬁ
e e e
R A e e
4) a(a:—b)' .b(aa—b)ja!tz%z 8) a;b ' az—ab ja F—p

§ 13. MURDUDE LITMINE JA LAHUTAMINE.,
Et jagada kahe arvu summat kolmanda arvuga, selleks jagame
iga liidetava selle arvuga ja liidame tulemused:
ol e bt
R T e g n
Samuti toimime ka vahe puhul:

a—b
n

AL
n

n

Lugedes niitid kaht viimast v&rdust paremalt vasakule, saame

g nb a-+b

ol iR T
ja

a b a—D>b

e b e

Saadud vérduste vasakud pooled on iihenimelised murrud.
Nende vorduste jargi voime oelda, et

1) iihenimeliste murdude liitmiseks liidetakse nende lugejad ja
tulemus jagatakse nimetajaga;

2) Uhenimeliste murdude lahutamiseks lahutatakse esimese
murru lugejast teise murru lugeja ja tulemus jagatakse'

nimetajaga.
Naiteid.
e e
Tt e
S e DA L aas
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3a 5a Fa 3a + 5a — 7a a
TE G Eemers Ly 4 S ey
5) 16x — 3 2x—3__16x——~3——(2x—3)_16x——3—2x+3__
e B i 7 % 7 7
14
4 3 44+3 ° F
6 e— == 2
) p+1 7k Dt D1 p-E
7 2a + 3b a+4b _ 2a+3b—(a+ 4b) _ 2a+43b—a—4b S
) e R S @b = a—b =
a—b
T =1

Kui liidetavad ja lahutatavad murrud on isenimelised, siis tuleb

nad enne teisendada ithenimelisteks (vt. § 12) ja seejdrel soori-

tad

a liitmine ja lahutamine. Pérast seda koondada lugejas sarna-

sed lilkmed ja taandada murd, kui see osutub v&imalikuks.

Naiteid.
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3b 5a Lador s
N s e
a) Uhiseks nimetajaks on 30a?b? ja laiendajateks:
30a2b%: 5a2 = 6b2: -
30a%b? ;: 6b% = 5a?;
30a%b? : 15ab = 2ab.

6b2 5a2 2ab
b g 40
a3
Ty - BbZ i Sbabi

b) Laiendame iga murdu leitud laiendajaga.
BRI S e
T 30a%b? 30a2b? 30a%b?

c) Liidame lugejad:
__ 18b% -} 250 — 8ab
e 30a2b? i
___ 25a3 - 18b% — 8ab
e 30a2b? :

2) Leida summa
2a-+b & ot X Tas

2ab b? b? :
a) Uhine nimetaja on 2ab? Laiendame antud -murrud
sobivate laiendajatega ja liidame lugejad iihisel murru-
~ joonel.




O e b(2a+b)—2a(a—|—b)+2a'
i RS R 2ab?
b) Avame lugejas sulud ja koondame sarnased liikmed.
Taandame.
it 2ab+b?—2a% —20b 263 b2 1
2ab? W hdabthiin s
1 il 2
3) 15m - 4n 3n—8m _ -3(15m--4n)—4(3n—8m)
G 9 BT eT 36 ChpaEE
o] 45m+12n—12n+32m . 77m
36 L dean
5¢2 BT
By Ll b cid0act sh
e v oy =~y TErs

Tahelepan u!
Hoiduda vea eest, mis sageli esineb murdude lahutamisel:
a b—c a—(b—¢) a—b-+c

e S e % e et oige!
a b—c a—b—c
i o e g valel
2 (a +b) y
B 1 a+b ' 2a—}—2b——-(a+b) e
) 2a—b)  4[@—b) .  A@—b) S
S2a2h—d bl a-+b A 130w
P T R ba—b) - A by
@Eyi—1) Bl bl
x? X
PLamaE oSt
xR 1)(x—-1)——x2(x+1)—x(x——1) o
x—1)(x+1) T
_ xRty —xx—1) Fox—x'—xoxfx
syt i) g x—1) (x+1)
S ARERE o R
e - B, SR U s
a 2a St U Ead e
Latis e v e
a+1 a+1 1
s o Zav 302-|—a-—§
T A ey R ey
_a®+a+2®+20—3a*—a+2 2a—i—2 EN2d e 1 s a2
o ?—1 e T (a+1)(a—1) AT
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n 4 n—1 : T | it
8) ?2'1—14“‘ S +n3—l—nz+n+l_n4—1—

‘_ n 'f— n’k—tn—_l “i_ n”—n—1 =
(n+1)(n—1) nPn—1)+@—1) astn 1o (n e
n2+1
: 283 o n 2 o o o
@ ENE—1) fhHe—10) " @—n@+1

n—1 1
{nt 1) (-} (n?41) (n+4 1) (n—1)

n’—}—n—i—ns—l—n’——n—}-n’—l—n——l+n3—-n’—n-——n’+n+l—2n5

n+n

(n+1)(n—1) (24 1)

T eFye—n@Fn

Ulesandeid.

124, Teostada tehted.

2 1 7
Hets o

15
Bt e
18 18 18
4 5 4
TeE s
i S e e B
10 10 10
3 g . 5
28 28 28
am an
3) 2m - 2n +2m—{—2n
e g
P—q p—gq
bec cd
b—d b—d
a?u? ut
T P G S T
4acx 2ac
2x —1 2x— 1

46

ol i
®—ymF1)  m—
9 LS e 0

2a 2a
11a + 9b 7a -} 6b
R e T
24x — 6y 10x — 48y
7 7

4a 4b

a-tb + a-+b

a-tb ey

a—»b a—b

a—b a—1
4) LT S DT

5 i 3

R e e T

D x—1

e e

x—3 Xx—2

x-+5 5—x

2a | 1




125. Teostada tehted.

% on 9x : 1 [l
1)71"{"21_14 2) B

n m X c

g el —c T

B Tae s R o, Dk !

! 20 Fele e 1

g by B e

<R X+ 3y 3y

e S i m=2w 9

v + X m m—2n
a 1 : 2m — 11 4m 4 15

3) P R 4) 3m—5  m--7 -* 1

5—3x 5 2u? 3n2—4

e S e

x2—9 x2 —3x 2u—1 3n-+}5

a a? 8m 3n

e gy e o Sm—31  In—om

x2 ¥ xy? 5a ; 2b

2y o x2 4 xy T R G R

. % e o

R e X 4 x2

126. Lihtsustada jargmised avaldised.

1) o e e e e
ap + ag —bp — bq p+aq
AR e Rt
(2x — n)? 4x2—n? = 2x-n
2 3 2a415.
2a-+3 + 3—2a * 4a2 —9
2 3 2a — 3b
o 3 R R TR
a
iy
e
7
o kv =
x2—x—6 x—1
x2 4 e 2—Xx

ik

127. Kauba brutokaal on -Z—— kg ja netokaal T kg. Kui suur on

taarakaal?
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128.

129.

130.

131.

132.

133.

Ujuja ujub seisvas vees kiirusega u meetrit sekundis. Joée-
voolu kiirus on v meetrit sekundis. Kui palju aega kulub
ujujal k meetri ujumiseks vastuvoolu rohkem, kui sama
vahemaa ujumiseks parivoolu?

Kui palju aega kulub ujujal k meetri edasi-tagasi ujumiseks?

Murdude lahutamisel saadi vahe -3—3_9;- Leida lahutatav,

S Sie
kui vdahendatav on T——c%'
Leida x. ;
aib et o 3k—1 o2k
Y omys =X A : Vo SR e

Koostada murdude liitmise-lahutamise iilesanded nii, et saak-
sime jargmised vastused:

il e, S
1 R e ; 3) i Besr
a—b 4 [ab+cd | i
4y 9) Sl Ol iy

Uhelt hektarilt saadakse 30 t suhkrupeeti, mis sisaldab 14%

suhkrut. Mitmele hektarile tuleb kiilvata suhkrupeeti, et
saada 100 t suhkrut?

Hoone kiitmiseks varuti m tonni siitt. Sellest tagavarast
kulutati dra n tonni. Mitu kilogrammi voib kulutada kesk-
miselt pdevas, et lilejddnud séest jatkuks ¢ paevaks?
Arvutada, kui m=15; n=3 ja t = 60.

Lahendus anda enne arvutamist iildkujul.

Kodune kontrolltod nr. 2.

%

s

3.

48

Leida algebralise avaldise
2a3 4 3ab + b?
1

arvuline vaartus; kui a = G b G R

Toatemperatuur on {°. Samal ajal on vilistemperatuur ¢,°.

Mitme kraadi vorra on toatemperatuur suurem kui vilistem-
peratuur?

Arvutada, kui t=17° ja t, = 10°;
t==15" ja t1==20°,

On antud kaks arvu m ja n. Koostada nende arvude ruutude
summa ja vahe kahekordne korrutis.



4. Vordhaarse kolmnurga haar on kaks korda pikem tema alu-
sest. Kolmnurga imberm6ot on 45 cm. Leida kolmnurga
kiljed.

5. Ristkiiliku iiks kiilg on 3m - 2n, teine aga m — n vOrra pikem °
esimesest. Leida ristkiiliku imbermaoaot.

6. Lihtsustada avaldis:

(2a + 5b) (5a — 3b) - 4 — 3 (a - 2b) (@ — 2b).

7. Lahutada tegureiks:

a) am?— 2am —+ an® -+ 2bm* 4 4bm®n - 2bm*n?;
b) a?b —a®*— 9b +- 9a.

8. Trapetsi alused on « ja b ning kérgus h. Millega vordub tra-
petsi pindala? Kirjutada trapetsi pindala valem. Leida vale-
mist trapetsi korgus.

9. Arvutada korraparase nelinurkse piliramiidi ruumala, kui
piiramiidi pohiserv on 14 cm ja korgus 18 cm.

T . d—— b i Pa b
10. Roopkiiliku kiilgede pikkused on ——-= cm ja —— Cm.
Leida réopkiliku imbermaoot.
11. Lihtsustada:
2a i 4b €
a) 3xty2 | oxdyd T 15%%
; 3x el 7
b) 4a®b | 2ab®  6a%b
a—b 2a+b
c) 2a — R
75 - 12a2 5 - 2a ]
d) 25 — 4a? i 2050 g5
1 1 3x
€) 6x — dy N BX S Ay T 4yt igy2

§ 14. MURDUDE KORRUTAMINE JA ASTENDAMINE,

1. UKSLIUKMETE KORRUTAMINE (KORDAMISEKS).

Kui on vaja leida korrutis a™ - a”, siis tahendab see seda, et

o s RRJRo It ¢ ¢ < AT ¢ B et 2 BNy Qs d s

am - Q" = 7 2
v m tegurit n tegurit (m + n) tegurit
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Seda kirjutust saab esitada liithemalt nii:
am . a'n e am i n’
mida voib sonastada jargmiselt:
vordsete alustega astmete korrutamisel astendajad liidetakse.

Uksliikmete korrutamisel kordajad korrutatakse ja ithesuguste
tédheliste tegurite astendajad liidetakse.

Ulesandeid.
134. Korrutada.

G 7 il 2) 2a - 5b 3) 3ax - 2bx * €X
a-ad 6x * 7y 3pq g
BbZb 9m - 7p a?vd - d®v
2m - 2 5x - 18y (—3a) - (—4b?) - (—a)
areign e 2% 09y " 3 (++x) (—3b) (—2c)
4) 3a?bc - (—5ab)
4m?- (—2m?)
0,3x2 * (—=-%)
(—0.4y?) - 5y*
1 1 2
(— sz) (— '2_ X) —3_‘ Z

2. MURDUDE KORRUTAMINE.

Et korrutada murdu murruga, selleks korrutame lugeja luge-

jaga ja nimetaja nimetajaga ning jagame esimese tulemuse tei-
sega. :

Naide.
Phoalian 2 1
s TRl o
Uldkujul:
a C ac
ey o ety A \

- Taisarvu korrutamisel murruga v6i murru korrutamisel tais-
arvuga vaatleme antud taisarvu kui murdu, mille nimetaja on uks.
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Naide.
T
Uldkujul:
-0y

Segaarvude korrutamisel tuleb nad muuta enne liigmurdudeks.

Naide.
1 1 7 7 49 1

Cg e B T ke

Kui osutub voimalikuks, tuleb enne korrutamist taan-
dada.

Ndide.

Kui tdisarvulisel kordajal ja nimetajal on ihiseid tegureid, siis
voib enne korrutamist kordajat ja nimetajat jagada Uhise tegu-
riga.

Ndaide.

S et T T
it A pr U

Kuna algebralise murru liikkmetes olevad tdhed tdhistavad
arve, siis on samad reeglid maksvad ka algebraliste murdude kor-
rutamisel.

Naiteid.
1 T dax: _15y‘ A =3ax) 1oy *_ 9a
) ( 10by AT 10by - 4x R .
1 2041 1
2) i T T e I sy “fdats M- 1) =
S @) et e ) U el (e
3 (2a —1) (4a® — 1) T30 S A oa T Do e 2y
. TARTU ULiKoOLY 51
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3) (4—a?) - - i’_l{ pegAll ] ?‘2‘1;) éﬂt v |
Ll “’2‘2;0“’ 38— 3g(2— a) —6d— 3a%
g o e e WG e )
X u X - 2u X u) (x + 2u)

= ﬁzg)g;}ju()x(fgg) P s B e )

— x? — xu-—2xu -+ 2u% = x»*— 3xu - 2u2.

Ulesandeid.

135. 1) 20 > e 3) = - 7
o e * 10
L 12 122 g
210 24 1+ a- X
o A

s e 5 2 6 2 - Npig?
307> 2 g Onx? -~
2c-7d f;; - efg darud - o
B 1 - o
Syp 14 20e - 2 S

136. Korrutada.

i saip o 2) == - 45a%bc?
() e
s

k a? —2a? 5a2b?
<~T) 5K e (_ 8c )
s i) o7 (—32abc)
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c )52—1 i 12

3) (2x +-'2a) - —

et 4 T
St ; : 2 Z2—4
@ac=b) s o 3@z 2 8
X - 7u 9 9 u?—4v? = 1207
x-—7u (X 49u ) 8u 2u — 4v
a . a?—b? 9—22 Z
a—b 4ab 3z 3+z
Wda- S Tl Are o Br s E150 145
a1 4(@—1) 3r-+9 1412 |- 28r

137. Lihtsustada avaldised.

1) 4a + 4 tars 21 9 SmabnEac ab o ae
a? -+ 6a--9 ot ) cd — bd bd -+ cd
x2 - 4x -+ 4 16b ab — ab b - ad
3) files VRS Gl Pt Ve PR R ._2___, 4) el en D _.q_;a. 5,
14a X2 4 bc 4- cd bc — cd
AL G e ; shusies sk padh oSl
a—b c ) 3a-+6 a4

Kodune kontrollté6 nr. 3.

1. Arvutada.

4 3) 1
s it Vel NE A ik Yo
(0 31 s 3 25

; .i)“_',ls_
(6 L5 10 28

2. Millist arvu tuleb vihendada 30Y% vorra, et saada tulemuseks
1507

: ; 1 1
3. Mitu protsenti on —,- arvust —- ?

4. Kui suur on taisnurkse kolmnurga teine teravnurk, kui Uks
neist on 60°; 42°; 37°; 45°2 3
5. Mitu kuupmeetrit liiva mahutab korrapdrase viisnurkse prisma

kujuline laste liivakast, mille kiilg on 2,5 m ja korgus 20 cm?
(Liiva erikaal on 1,5.)

6. Lihtsustada avaldis
(2a®—a-+1)(3a+1)— (@*—3a—1) (a—1)
ja arvutada selle vaartus, kui a = —4.

7. Rosinate kaal on 32Y% nende valmistamiseks voetud viinamar-
jade kaalust. Kui palju tuleb votta viinamarju, et saada 5 kg
rosinaid?
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8. Lahutada tegureiks:

x*+4 3x3+ x+ 3.
9. Teostada tehted.
2a —2 a 1—a
A B g e Se s Eay
SeE e gt
) Bx—1)(3x+2 ~ (9x+6)(x—1) = (3x—3)(1—3%)

o (5 — ) (3 —)

o (xr1+220) . (Gt

_;}~T X
Ndpunai de. Viimases kahes harjutuses sooritada
esmalt tehted sulgudes.
3. UKSLIKMETE ASTENDAMINE (KORDAMISEKS).
Naiteid.
1) 00 = 105 2 (el)F et B PP e gis
Uldiselt:

(am)n — gmn

Astme astendamisel korrutatakse astendajad.
Korrutise astendamisel astendatakse iga tegur eraldi.

(ab)™ = a"b®

Sama eeskirja jargi saame astendada ka liksliiget. Miks?
Naide. :

(3ab2C3)4 — 34 gt (b2):1 . (C3)4 — 8la*bh8c!2

Astendamisel tuleb silmas pidada veel jargmisi méarkide reeg-
leid:

1) positiivse arvu aste on positiivne;

2) negatiivse arvu paarisarvulise astendajaga aste on posi-
tiivne;

3) negatiivse arvu paarituarvulise astendajaga aste on nega-
tiivne.
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Ulesandeid.
138. Astendada:

1) (223 ) 3) (3p%¢*)!
(19 (2a)® (—102%)°
(—3)® ; (0,2k)® (Fa2x%)?
(—5)? h g (—-5 men?)?
(—1%? (2a?b)? v (=392
—(—2)° —(22)® . (—Ax%y)P

Naiteid.
(2)3_2 R S
L8 o5 g o e iR S e T T
(a)4_a iid a a g asaigyo O
A drf bt A A N E R p il PR

Toodud néiteist voime kokku votta, et

Murru aste on vordne lugeja ja nimetaja astmete jagatisega.

Teisiti: murru astendamisel astendatakse murru lugeja ja nime-
taja eraldi ning tulemused jagatakse.

Naiteid. :
5. 0 B e LA 90 (O AL TR [ 15 A
1)((1%-2)—-0 -2 4a —2——}—4%0 .5 e

(kasutasime summa ruudu valemit).
~ Sama lilesande véime lahendada ka nii:

(riy (B reit ot

2) (’lja-%")ii(; a) —3: (—; 0)2'%“*1‘3'(%0)'(%")2—
B L

¥t i Lih o 2
0 N e

I

90



Teisiti:

(

i it =t ) =
2 T = 6 e

S Ugl 8T NEa) dn L 3 - (3a) - (4n)? — (4n)® o

Ulesandeid.
139. Astendada.

{2
==t
G
5]
(0,02)°

140. Astendada.’

63

__ 27d® — 108a2n - 144an® — 64n?
Ras 216 :

P a |2 ¢ 2a 3
) — i gy
2 (7} ey
( b )2 —3a2 \3
3 ( 468 )
( 2% )2 Zob3 \3
9 5c2d?
a )? ' —aq? 5
i 8 2c¢2d

( ~.u )3 0,1ab \3
2 : 7c?

1 (&—2) g(=—1)
s et 5 (24 5)°
Hga o] 6 (m+ )"

§ 15. MURDUDE JAGAMINE.

1. UKSLIKMETE JAGAMINE (KORDAMISEKS).

Naide.
a’® a-a-a-a-a
= ="""20"2
a a-a
Seega

O — e

ehk ildkujul
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Vordsete alustega astmete jagamisel jagatava astendajast lahu-
tatakse jagaja astendaja.

Néditeid.
1) 36ab : 9 =4ab;

16¢*d%u 1
1245 v 5 Ky ¢: Aol S MO i b
2) 16c%d%u : 32cidu = et =1 a;
KDL - semmrecnereiansas gy
S e T R s Gt

Uksliikme jagamisel tkslitkmega jagatakse kordajad ning see-
jarel jagatavas ja jagajas esinevad tdhelised tegurid.

Kui mingi taht esineb ainult jagatavas, siis jagatises see taht
esineb sama astendajaga.

Kui mingi tahe astendajad jagatavas ja jagajas on vordsed, siis
seda tahte jagatises ei esine (ndide 2).

Ulesandeid.
141. Jagada.
1)2a: — 2 ab:a 3) 25h2k%] : 10hk?
39a: 13 ab:b ~ 14a%b%x : (—7a%b?)
54xy : 18 Xy:y M f1adbrc: 2aZb”
Y 2. L R
5 a: 2 28f% : 14f e
2 10c?v
6b: = 0: 19k s
< 2Rh2, . 2 __O
30ax : 5a 11a*b’z : 66ab v

2. MURDUDE JAGAMINE.

Kui kahe arvu korrutis on vordne 1-ga, siis need arvud on
teineteise poordarvud.

Nditeid.
1) 2 ja —;— on teineteise poordarvud, sest 2 - —%—z 22'1 1
4 : : T B0 T L
2) —~ Jazo8 teineteise poordarvud, sest 7 o S0 1;

a . b . : s b
3) T —mion teineteise poordarvud, sest —Z— R

Murru jagamisel murruga korrutatakse esimene murd teise
murru péordarvuga.
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Nid'id e

I B R R TP B s O
3 PRk R A S e R
Uldiselt:
i e L R e L Rl LT
TR SR m ~ bm

Taisarvu jagamisel murruga ja murru jagamisel taisarvuga
vaatleme antud taisarvu kui murdu, mille nimetaja on uks.

Naiteid.
3 21 SO AR e - B
Wl v 1w R T
Uldiselt: A
m a a n an
a:— — : =—. —=
n 1 n i m m
3 gl Bl m g RN Ly
S s e S R RS
Uldiselt:
m m a m 1 m
—la—— = — =
n N n a an

Segaarvude jagamisel tuleb nad harilikult muuta liigmurdu-
deks. "

Kui murru liikmeteks on hulkliikmed, siis lahutame neid tegu-
riteks (kui see voimalik on). See on vajalik murdude taanda-
miseks.

Naiteid.
11a3b? 8cd 8a?b - 8cd 64cd
DRobate & Dntion i ebpte st SCQRR i de e DTS o b 0 Z
1) 8a®b: —¢g 8a’D * 1o 11a%? 1lab '
2) —18a® (_ _9_0_5'__) DU Badti s (_ Sb?)i #18a% ekt - 39y
—25p% 5b2 25b° 9a2 | 25b% . 922 = 5b° !
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bx ac - bx
3 T c Tadey e Baens DO dnac e g e P
) 1 B 1 c oo c H
cxX cxX
BRI 2R T bcx)'cx = acx + bx?
Saerl 9 il 3ai-4=12 T Ba -2 L
4) 2 (90— 4) = 2. (9a®—4)  2(3a+2)(Ba—2)
s bt
T p@a =2
2. 24+ 2x v
Sha +xp e e e
46 {a+tx?-6 Ly
2 (a+x) A X);
6 ?—4 a2 a?—4 Fixt X (@@= =% __
)« X T ST X a2 x(a+2) N
__(a—l}Z)(a—Z)x(x——l)Wr e Bk ;
= i ? = (a—=2) x— 1)
Ulesandeid. .
142. Jagada.
Ry ¢ O L 2§
3 =3 320 A4 16 0,27
5 ot ik
el 57 ' 76 s el
7 28 AL LS
285 B Sty
.30 2% 12 PRl
18: g 65 ° 91 47 134y
£ 15 . % g
G e 16~ 40 _2 T
143. Jagada.
Tp2% aind af (e i
3 14 3x . ey
b? 1 —ax
L 5m:2— (=)=
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(—2(!3 s s 3a’b  6ab
n ey ; Fey ey 902

LomiN e 5 : 16mn S 14xy) A 21x2
Bq).(—Sm)‘ 8m.( ) (- =
16b - . 8a? 135a'b® | 105a%?
ST - (—4b3) —12a: i 7 : P
144. Lihtsustada avaldised.
1) a—b  2(a—b) )t
Bgnes 6a 4a ' 8a?
Xy ; 5% Zilme 1) 23 (1L )
SR, e (@a—1)x ° (@ 1)x
a"’—x_2_ a-x Safm —z) 10z~ m)
ax g 3mz : 9mz
3) (m~5-n? 6m-6n 4) (.32_ 1). a 1)
4m—4n ' m—n b? g e
i S S 1
X +sx ° rx3ax3 b a? — p?
J00F7 5 el (_“2_ sl el 2 ) ol A oG
{7 T S e ORI L D (e s

145. Lihtsustada.

el 2). u ., el
el o X y
g 80 i_z e
8 W )12 x2
A 798 MAgRh algi v
5 b a ity
3 1 1 1 1
22 L Soash I
5 b + a N2umd y?

Al Sl I 1 343
L b b oA
W g | Shoal picall
9/ E g b a m—+1

2

2———3~ o AR

7 ) a1
2

oy il s {0l
7 X a—1
i A Wb T fises g
12 8 a b T

L i dee S v
2t 8 ab x2




146. Toestada vordus

o
$ bloeiiea
g

a

ja teha arvutused, kui a) a =5, b= 12; b) a= 6, b= 11.

Naide.
Lihtsustada avaldis
S S e )
5x x%y( 5x o 4
Lahendus.
| R ?_(_x%-_y_x_y): STEREG xty—52 5y
5x x4y 5x 5x x+y 5x
RN e e 2 L e 3 eyl 0%)
5x X4y 5x 5x x-+y 5X s

3 gaix )~ 5%) . 3—3-(1—5%) =3—3+15xA= 15x Big

Tod oy vl 5x 5x 5%

Sama ndiite teine lahendusviis (kui kasutame kohe Uksliikme
korrutamist hulkliikmega).

o a5 3 Bt P JEns VO SRRV L s Vi
5x A ( 5x —X_Y)—‘ 5x x4ty [ e (x 1 y)]
Ligid 0l e Sty A R ek
R (x+y) - 5x + X4y —_—SX —5X Dol

147. Lihtsustada.
m2—1\2 %, 2
(22 ()

2am -+ m? 2a 1
4a® — m? T R

2)

3) l a2;’; ax :,(02—X2) ] g [ (al;li;xxﬁ . 1].

p w32 L Ad®-Pap!
4) (2*})7 2-Lp | plx—4x

: 2m? . Ar? 4 Pm?
5)(2T 2+ m —m) m?x — 4x,
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148. Leida y.
2470 2a 3a o igR =
(a~2 R Y ey B8 & havoms

Kodune kontrollt66 nr. 4.

1. Arvutada.
a) [0,4+8-(5—0,5'—§—)—5;2 %] (14 8—

2
ST U —,—J
3—
H 3 1 p
(2,5—}-3,—+5,75)-3~7— AL ST
3 7 2
TG S R T T S e
e e 4e fonr 8

2. Lihtsustada.

5—20x2 (2x—1)? 3—0y
3—27y2° 3y4-1 142y

a)
b) 2—x) +1l [L’_’B_ a_xl
3. Lihtsustada ja arvutada avaldise

i} = a—2
20+4 . of4dat+4 Z@+t2e G

vaartus, kui a = 1.

4. Kolmnurga pindala S-—-° Avaldada sellest valemist

kolmnurga korgus.

Uldiseks kordamiseks.

149. Mis toimub murru véartusega, kui

1) lugejat suurendada 3 korda?

2) nimetajat suurendada 3 korda?

3) lugejat ja nimetajat molemat suurendada 4 korda?

4) nimetajat vahendada 2 korda?

5) lugejat suurendada 5 korda ja nimetajat vdhendada
5 korda?

6) lugejat viahendada 2 korda ja nimetajat suurendada
2 korda?




150. Millel pohjeneb murru taandamine?
151. Kuidas muutub murru vaartus, kui
1) lugeja ja nimetaja ees muuta margid vastupidisteks?
2) murru ees ja nimetaja ees muuta maérgid vastupidisteks?

152. Missugused jdrgmistest wordustest on diged, missugused

valed?
thdnnb v, St s R 3, @1 zb—a
DR G 2a—b  2a+b (c—d2?  (d—c)?

153. Missugused jargmistest murdudest on taandatud valesti?
Selgitada viga.

| At 8) Bt
dabadl lda 2%y
g UL ol I, K 6) 205, 24
em-+d  c+d 3@ 30
3) _gx2 St 7) ot
bxiEic 2T ibiEC Gatina s
4) AXTERUN. 8) am--bn a<tb
4x2 b cm-+dn, c--d
154. Lihtsustada avaldised.
1) 18ax? -~ 24aby 4) 81a* — b*
24abx — 18ay? (9a2 - b?) (9a® — 6ab - b?)
2) __ 10a?bx? -+ 2a*b 5) 3b i 2a 3b — 4a
2ab* - 10ab®x? «?— 2ab ' ab—2b®  a?-- 4b*— 4ab
Jlatbr—btxr  6) Lo th o ]
(a—b)2— (b —c)? a?b? (@a+b? ' (a—Db)? a? — b?

155. Maja veevargi kraan annab torustiku korrasolekul g liitrit
vett minutis. Torude osalisel ummistumisel langeb minuti-
line veeand 5 liitri vorra. Mitme minuti vorra kasvab sel
puhul vanni tditumise aeg, kui vanni maht on v liitrit?
Kuidas avaldub aja kasv, kui veeandmine kahaneks minutis
mitte 5, vaid d liitri vorra?

156. Sooritada tehted jargmiste murdudega.
9

1 1
1) e + x2—1 ?

x2+'x x? —x

x2 —x2 x2 — 4y? SR HY
x - 2y X2 L 2xy -+ y? x—2y
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a b a b
i th + a—b)' (a—b -a%b)_1

Keuiteny iy +x2<}—y2)_ X+y

Xi==y x+y ey

(
(
eI e e
[
|

o G5y —2 5 ] (B 2 22t 1)

a-+b a—t+b

m? — n? 2 1 1)2'|~ 1
- %~2+mn'm+n, M=in

i = SN

10) et i

a @2
157. Kuidas korrutatakse hulkliiget hulkliikmega?

158. Millega on vordne

1) kahe arvu summa ruut?

2) kahe arvu vahe ruut?

3) kahe arvu summa ja vahe korrutis?
4) kahe arvu summa kuup?

5) kahe arvu vahe kuup?

159. Missugused jargnevatest vordustest on oiged ja missugused
valed? Milles on viga?

l)a+b=>b+a 2) (@+b)P=(b+a)?’
a—b=b—a (@a—b)P=(b—a)?
—(b—a)=a—b (@a—b)®=—(b—aqa)?
(@ b)*= (b +a)? @) =olb - ap
(@—b)? = (b—aq)? (@a+b)(@a—b)=(b+a)(b—a)
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160. Leida.

1) (2m? + 3n)? 2} 2a 4 b) (=20 -2 b)
(4m — 0,5n2)? Go 17 (2 4 3)
(1+0,01p)? (x —9) {x 4-2)

(202 — b?)? (x — 4) (x —6)

Nl 22 eodrnl
(3“ ?b)<3a,7b)

161. Arvutada valemite abil:

1) 23 - 17 2) 262 — 142 3) 622 4) 18?2
3426 982 522 712 372
42 - 58 352 — 252 1022 682
64 - 76 772 — 472 1212 892
86 - 94 5092 — 912 1042 992

103 - 97 1972 — 32 1112 9982

162. Kuidas korrutada tihe ja sama arvu astmeid? astendada kor-
rutist? Tuua naiteid.

163. Lihtsustada avaldis

a-+ b~ ¢
ja leida selle arvuline vaartus, kui a=354; b= —48,6 ja
=296,
164. Korruta peast.
B2 S 2)53b: ! 34 3) 49 - 41
56 - 54 23 - 27 48 - 42
#1579 88 - 82 94 - 96
Y3517 2228 s
SEwD) 24 - 26 38 : 32

Napunaide. Kuna kéikides korrutistes on tegurite tiheliste
summa vordne kiimnega, siis saab kasutada valemit

(10a + b) (10a + ¢) = 100a® + 10a (b +¢) + bc =

=100 @ (o 1l:sbe,
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165.

166.

167.

168.

169.

170.

174.

172.

Naide 83-87=(10-8-+3)(10-8+7) =

=100:8 -9} 3 7=7221.
Sonastada saadud valem.

Teostada tehted.

D[ =2ty x (= L) 222

¥ Zz Y

2) [(%+‘11)2 . a2+2;b+b2 e @ f SE (:T i —11:_)] e aa;z—a-'%b

2a 4q? 2a 1
3) (2a+b S 4a2+4ab——j—b2)' (4a2—b2 AE b—ZZa)

1 1 b2 + 4ab — a2
4]<¢12—b2 +027;~2ab+b2)' a? — b?

5)(lia —~1): (a—%__z—zz—l—'l)

Arvutada korrapdrase kuusnurkse piiramiidi ruumala, kui
plramiidi pohiserv on 2,6 dm ja kérgus 3,6 dm.

Kui palju kaalub korraparase nelinurkse prisma kujuline
heinavirn, mille kérgus on 3,5 m ja laius 2,4 m, kui 1 m3
heina kaalub 65 kg?

Kolmnurga timbermd&ét on 1,71 m ja kiiljed suhtuvad nagu
4:6:9. Kui pikad on kolmnurga kiiljed?

Mitme protsendi vorra suureneb murd, kui tema nimetaja
vaheneb 509, vorra?

Metsatdoliste brigaad raius jaanuaris 500 md kiittepuid.
Veebruaris raius sama brigaad 15% rohkem kiittepuid kui
jaanuaris. Mitu kuupmeetrit kiittepuid raius brigaad veeb-
ruaris?

Linnas oli aasta 16puks 78 000 elanikku. Leida linna elanike
arv aasta alguses, teades, et elanike juurdekasv aasta jook-
sul oli 4%.

Kahe arvu summa on 83,4 ja nende vahe 15,8. Mitu protsenti
on nende arvude summa suurem kui vahe?



IVi o P B T KUK

SIRGETE LOIKUMINE JA PARALLEELSUS."
MATEMAATILISED LAUSED.

§ 16. DEFINITSIOON.

Iga lugeja teab, milliseid esemeid, asutusi ja kujundeid mdel-
dakse, kui oOeldakse: raamat, kool, kolhoos, trapets, roopkulik.
See tdahendab, et lugeja tunneb raamatu, kooli, kolhoosi, trapetsi
ja roopkiiliku moisteid. Isik, kes ei ole oppinud vajalikus ula-
tuses matemaatikat, ei saa aru lausest «Opilaste arv toolisnoorte
koolis on 35% suurem kui eelmisel Oppeaastal,» sest ta ei tunne
protsendi moistet.

Konelemisel ja motlemisel on vaga oluline tunda iga mdistet,
mida kasutatakse. Moiste mittetundmine viib vigadele.

Lauset, mis selgitab mingit uut mdistet, nimetatakse definitsi-

ooniks. Madistele definitsiooni andmine on selle mdiste defi-

neerimine.

Definitsioon annab tdpse vastuse kiisimusele «Mida nimeta-
takse...?» Enne kiisimarki pandud punktide asemele tuleb siin
alati panna vastava mdiste nimetus. Naiteks, defineerides kolm-
nurga korgust, peame esitama tdpse vastuse kiisimusele «Mida
nimetatakse kolmnurga korguseks?» Vastus, s. o. kolmnurga kor-
guse definitsioon on jargmine:

kolmnurga kérguseks nimetatakse kolmnurga tipust vastaskiil-
jele voi selle pikendusele ehitatud ristléiku (joon. 2).

Uue moiste defineerimisel tuleb juhinduda jargmistest pohi-
nouetest.

1. Definitsioon peab olema tdpne, ta peab andma ainult need
olulised tunnused, mille pohjal me saame uut mdistet teistest eral-
dada. Esitatud tunnuseid ei tohi olla liiga vdhe ega ka liiga palju.

Joon. 2

5%
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Kui nditeks kolmnurga kor-
guse definitsioonis asendada so-
na «ristloik» sonaga «sirgloik»,
siis saame ebadige definitsiooni.
Toéepoolest, sirgléigud BD, BE,
BF (joon. 3) taidavad siis kiill
definitsiooni tingimusi, kuid
ukski nendest ei ole kolmnurga
ABC korguseks. Seega iihe tun-
nuse «ristseis» korvaldamine viis
ebaodigele definitsioonile.

Liigsete tunnuste andmine on aga tarbetu. Naiteks definitsioo-
nis «Ruut on ristkilik; millel on koik kiiljed vordsed ja koik nur-
gad vordsed», on tarbetu réhutada, et nurgad on vdrdsed. Miks?

2. Uue moiste defineerimisel tuleb alati toetuda tuntud mé&is-
tele ehk teisiti 6eldes, uus moiste tuleb alati defineerida tuntud
moistete kaudu. Naiteks kolmnurga korguse definitsioonis
kasutasime tuntud moisteid: ristloik, kolmnurga tipp, vastaskilg.
Paljudele lugejatele ei iitle aga midagi naiteks jargmine definit-
sioon «Kolmnurga wvalisnurgaks nimetatakse sisenurga korvu-
nurka», sest siin on uut mdistet ‘«kolmnurga vélisnurka» definee-
ritud tundmatu mdiste «koérvunurk» kaudu. Sellisel definitsioonil
on mote alles siis, kui kdrvunurk ise on defineeritud.

Joon. 3

Kiisimusi ja iilesandeid.

173. Defineerida jargmised misted:
sirgloik, kiir, nurk, teravnurk, nirinurk, nurgapoolitaja,
16igu keskristsirge, kolmnurga mediaan. 3

174. Defineerida jargmised mdisted:
vordhaarne kolmnurk, teravnurkne kolmnurk, niirinurkne
kolmnurk, tdisnurkne kolmnurk, korraparane hulknurk.

175. Defineerida jargmised moisted:
algarv, kordarv, paarisarv, paaritu arv.

176. Leida viga jargmistes definitsioonides:
a) ringi diameetriks nimetatakse sirgloiku, mis labib ringi
keskpunkti; : ;

\ b) roopkiliku diagonaaliks nimetatakse sirgloiku, mis illen-
dab roopkiiliku kahte tippu;
¢) roopkiilikuks nimetatakse hulknurka, mille vastaskiljed
on paralleelsed.
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§ 17. KORVUNURGAD. TIPPNURGAD.

1. Joonisel 4 ndeme sirget peateed, millelt hargneb sirge kor-
valtee. Kujutame skemaatiliselt peateed sirgega AB. Hargnemis-
punkti (teeristi) tdhistame tihega C. Korvalteed saab kujutada siis
kiirega CD (joon. 5). Naeme, et korvaltee moodustab peateega
kaks nurka: / ACD ja / BCD. Nendel nurkadel on iks tihine
haar CD, kuid teised haarad CA ja CB moodustavad sirgjoone.
Selliseid nurki nimetataksegi kdrvunurkadeks.

Kaht nurka nimetatakse korvunurkadeks, kui neil on tiks iil}ine
haar ja teised haarad moodustavad sirgjoone.

3 D
A o "_/A
s T S
AL S g R e g
Joon. 4 § Joon. 5

Kuna korvunurkade iihed haarad moodustavad sirgjoone, siis
jarelikult -

korvunurkade summa on sirgnurk (180°).

Mirkus. Seni oleme nurki tihistanud kolme suure tdhega,
kusjuures tahekolmiku ette kirjutatakse veel nurga stimbol /.
Sageli tahistatakse nurki vaikeste kreeka tdhtedega: o (alfa),
A (beeta), y (gamma), 6 (delta) ... Vastav taht méargitakse sel juhul
nurga tipu juurde haarade vahele (joon. 6). Sonalises tekstis sel
juhul nurga stimbolit ei kasutata.

Tihistades niitid korvunurki tahtedega « ja p (joon. 7), voime
kirjutada

a -+ B =180°

aN\p
" ;
B

Joon. 6 Joon. 7
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2. Koérvunurga definitsiooni jargi on lihtne antud nurgale «
(joon. 6) joonestada tema kérvunurka. Selleks pikendame nurga
haara OB iile nurga tipu O (joon. 8). Tekkinud nurk p ongi a
korvunurgaks. Miks?

Nurga a kérvunurga saame ka sel juhul, kui pikendame selle
nurga teist haara OA iile tipu O (joon. 9). Tekkinud nurk Bi
(loe: beeta iiks) on samuti o korvunurgaks. Miks?

A
‘A :
/ : 04
B4 B 4
0 8
Joon. 8 Joon. 9

Kuna nurgad B ja p; on saadud erinevate haarade pikendamise
tulemusena, siis tekib kiisimus, kas B = Bi.
Kérvunurkade omaduse t&ttu
P—180""+q

®

ja samal pShjusel
ﬁI = 180° ¢

Kui aga kaks suurust (B ja Bi) on mdélemad vordsed ithe ja
sama kolmandaga (180° — a), siis on nad vordsed ka omavahel,
Seeparast

ol

Ulal pikendasime nurga o haarasid ile nurga tipu erinevatel
joonistel (joon. 8 ja 9). Teeme seda niiiid iihel ja samal joonisel
(joon. 10). Niiiid asetsevad nurga ‘@ moélemad korvunurgad B ja Bi
nii, et tihe nurga haarad (naiteks OD ja OA) on teise nurga haa-
rade (OB ja OC) pikendusteks. Sellised nurgad kannavad tipp-
nurkade nime.

Kaht nurka nimetatakse tippnurkadeks, kui iihe nurga haarad

on teise nurga haarade pikendusteks.

Ulaltoodu pé&hijal selgub ka tippnurkade omadus:
tippnurgad on vérdsed.

A
D
0p B 7
2 8 -
&
Joon. 10 Joon. 11
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Kas joonisel 10 leidub peale B ja f veel tippnurki? Mitu tipp-
nurkade paari tekib kahe sirge 16ikumisel?

Kiisimusi ja iilesandeid.

177. Milliseid tuntud mdisteid kasutati kdrvunurkade ja tippnur-
kade defineerimisel?

178. Millised korvunurkade ja tippnurkade paarid on kujutatud
joonisel 112

179. Kus voib kohata kérvunurki ja tippnurki igapaevases elus:
klassis, korteris, tookohal, maastikul?

180. Kas kaks k&rvunurka voivad olla samaaegselt teravnurgad,
niirinurgad? Miks?

181. Kui suur on taisnurga kérvunurk?
182. Nurk on 25°. Kui suur on tema kérvunurk?

183. Kahe sirge 16ikumisel tekkinud nurkadest iiks nurk on 10°.
Leida teised nurgad.

184. Nurga suurus on o kraadi. Avaldada tema korvunurk.

185. Kahe sirge 16ikumisel tekkinud nurkadest iithe nurga suurus
on B kraadi. Avaldada teised nurgad.

186. Nurk 6 muutub 10° vorra suuremaks. Kuidas muutub tema
korvunurk? Miks?

197. Nurk y muutub 25° vorra vaiksemaks, kuidas muutub tema
korvunurk? Miks?

§ 18. KAHE SIRGE LOIKAMINE KOLMANDA SIRGEGA.

Joonisel 12 on kujutatud kaks sirget u ja v, mida on loigatud
kolmanda sirgega s. Nimetame sirgeid u ja v ldigatavateks sirge-
teks ja sirget s 16ikajaks. Jooni-
se osa, mis on sirgetest u ja v
véljaspool, on viirutatud.

Vaatleme kaheksat tekkinud
nurka: @, B, y, o iihise tipuga
iihes 16ikepunktis ja a1, f1, Y. 0,
iihise tipuga teises 1dikepunktis.
Neist neli nurka (a, p, yi, 81) on
vilised nurgad ja neli nurka
(21, P1, ¥, 8) on seesmised nur- Toon o
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gad. Kuna selliselt tekkinud nurki on edaspidi vaja kasutada
paarikaupa, siis anname ménele nurgapaarile kindla nimetuse.

Kaht seesmist nurka, mis asetsevad uhel pool 16ikajat, nimeta-
takse ldhisnurkadeks (¢, ja §; Bijavy).

Kaht seesmist nurka, mis asetsevad teine teisel pool l6ikajat ja
mille 16ikajal olevad -haarad on vastassuunalised, nimetatakse
poiknurkadeks (a, ja y; B, ja 0).

Kaht iihel pool 16ikajat asetsevat nurka, milledest iiks on sees-
mine ja teine vdline ja mille haarad l16ikajal on samasuunalised,
nimetatakse kaasnurkadeks (« ja ai; B ja Bi; 6ja 6; v ja Yi)-

Lahis-, pdik- ja kaasnurkade kohta saab lahendada mitmesugu-
seid tlesandeid.

Ndide Kahe pdiknurga B, ja & (joon. 12) vahe on 7°, kus-
juures vdiksem nurk 6= 140°. Arvutada koik tlejadnud nurgad,
mis tekivad kahe sirge 16ikamisel kolmanda sirgega.

Lahendus. Et p,—6=7° ja 6= 140°, sfis B; = 147°. Kér1-
vunurkade omaduse téttu a; = 180° — Pr==180" - Gd 77 339 |5
y=180° — 6 =180° — 140° — 40°.

Tippnurkade omaduse téttu f=—§ — YAD T gt A
= Bi= 147° ja 'v; = a; = 33°.

Vastus. B, =147° a;=—33°; V1= 382:500; == 147% Y=
0= 40 =40 %

Kiisimusi ja iilesandeid.

188. Plaanistati uudismaa tiikk, kus kaks sirget kraavi u ja v on
I6igatud sirge magistraalkraaviga s (joon. 12). Nurkade
mootmisel saadi: &= 135 5o~ A0% e o vaja kraavide
plaanile kandmiseks mdo6ta veel teisi nurki? Miks?

188. Arvutada eelmise iilesande andmeil nurgad a, f, vy, Bi, yi, &
(joon. 12). :

190. Uhe paari pdiknurkade summa on 187°, kusjuures iiks nurk
sellest paarist on 94°. Arvutada koik nurgad, mis tekivad
kahe sirge 16ikamisel kolmanda sirgega.

191. Kahe kaasnurga summa on 144°, kusjuures iiks nendest nur-
kadest on 54°. Arvutada koik nurgad, mis tekivad kahe sirge
16ikumisel kolmandaga. '

192. Kahe ldhisnurga vahe on 40°, kusjuures suurem lahisnurk

on 120 Leida k6ik nurgad, mis tekivad kahe sirge 16ikami-
sel kolmandaga.
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§ 19. LAUSETE OIGSUSE POHJENDAMINE LOOGILISE
ARUTLUSE TEEL. TEOREEM.

1. Vaatleme jargmisi lauseid, milledest moned on oma sisu
poolest diged, s. t. nad vastavad tegelikkusele, moéned on aga
valed, s. t. tegelikkusele mittevastavad.

1) Meie klassis opib 18 Opilast.

2) Meie klassis 6pivad ainult té6tavad noored.

3) Noukogudemaal ei ole toopuudust.

4) Vask ei juhi elektrit.

5) Kui arvu viimane number on 4, siis see arv jagub 4-ga.

6) Korvunurkade summa on 180°.

7) Kahe paaritu arvu summa on paaritu arv.

8) Kui iiks paar poiknurki on vordsed, siis on ka teine paar

poiknurki vordsed. iy
- Millised esitatud lausetest on lugeja arvates oiged, millised
valed? Miks?

2. Igapdevases elus (kones, vestlustes, vaidlustes, kirjasonas)
on oluline osata oma lausete digsust pohjendada. Sageli on lausete
pohjendamine lihtne. Néiteks saab eespool toodud lause 1 digsust
kontrollida Gpilaste otsese loendamise teel. Samuti saab ka lauset
2 otseselt kontrollida.

S

Joon. 13

Paljudel juhtudel ei ole
lause Oigsuse pohjendamine nii
lihtne. Vaatleme lauset 8 (joon.
13). Matemaatilises liihikirjas:
kui o= B, siis 6=vy. Kuidas
kontrollida selle lause &igsust?
Voib-olla silma jargi? Seda ei
tohi lubada. Pohjus selgub joo-
nise 14 vaatlemisel. Kas a = b?
Kas AB=BC? Kas kujundi Hoy 14
KLMN kiiljed on sirgloigud?

Kas ei voiks lause 8 digsust kontrollida mootmise teel (naiteks
malliga)? Ka mootmine ei saa anda ammendavat vastust kahel
pohjusel. Esiteks, mootmine on alati ebatdpne. Seepdrast ei saa

73




mootmise teel otsustada, kas téepoolest 6 =1y. Teiseks (ka siis kui
mo6tmine oleks tdpne), me vdime modta uhe, kahe, kolme, .. .,
kiimne jne. mingi konkreetse arvu jooniste juures. Kui lause osu-
‘tub koigil neil juhtudel Gigeks, siis ei tohi teha ikkagi tldist jarel-
dust, et lause on alati 6ige (mistahes a ja B korral). See oleks
samasugune viga, mille v6ib teha inimene, kes votab tiis puuvilja-
korvist kinnisilmi 10 pirni ja siis kostab: see korv sisaldab ainult
pirne.

Lause oOigsust saab sageli pdhjendada 1o o gilise arutluse
teel s.t. métlemise abil jarelduste tegemisega. Sel juhul naida-
' takse, et antud lause on varem pohjendatud lausete ehk varem
tuntud tédede loogiliseks jarelduseks. Lausete pohjen-
damine loogilise arutluse teel on véimalik seetottu, et on olemas
selliseid lauseid, millede vahel valitsevad kindlad loogilised
seosed.

Olgu antud néiteks kolm lauset.

1. Koik meie klassi opilased tootavad pollutooriistade tehases.

2. Juri Leht on meie klassi dpilane.

3. Jiri Leht tootab pdllutooriistade tehases.

Siin on 3. lause kahe esimese lause loogiliseks jarelduseks.

Eriti selgesti ilmnevad loogilised seosed matemaatilise sisuga
lausete vahel (s. o. selliste lausete vahel, mis valjendavad arvude,
geomeetriliste kujundite voi teiste matemaatiliste maistete oma-
dusi ja nendevahelisi seoseid).

Matemaatilise sisuga lauset, mille Oigsust saab pdhjendada loo-
gilise arutelu teel tuntud todede abil, nimetatakse teoreemiks.

Teoreemi oGigsuse pohjendamist nimetatakse teor eemi
toestamiseks.

Eelnevate klasside matemaatika kursuses oleme oppinud
tundma juba mitmeid teoreeme.

Nditeid.

1) Nurgapoolitaja iga punkt asub nurga haaradest vordsetel
kaugustel.

2) Vérdhaarse kolmnurga alusnurgad on vordsed.

3) Vordhaarse kolmnurga kérgus on iihtlasi tipunurga pooli-
taja ja aluse mediaan.

4) Roopkiiliku pindala vérdub aluse ja korguse korrutisega.

5) Arv jagub 2-ga ainult siis, kui tema viimane number jagub
2-ga.

3. Alates kdesolevast Oppeaastast kasutame teoreemide oig-
suse pohjendamiseks sageli loogilist jareldamist, *

Ndide 1. Toestame eespool sonastatud lause 8: kui iiks
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paar pdiknurki on vordsed, siis on
ka teine paar pdiknurki vordsed

(joon. 15). ' P
Kérvunurkade omaduse tottu T

voime kirjutada
y=180° —p
0=180° —a
Joon. 15
Et a =B (see on antud), siis
on bige ka: 180° —fB= 180° —a
(sest kui vordsetest suurustest lahutame vordsed suurused, siis
saame vordsed suurused).
Niiiid naeme, et vordustes y=180°—p ja 6= 1802 = a'on
vorduste paremad pooled vordsed. Siis peavad olema vordsed ka
vasakud pooled, s. 0. y==0. Seda oligi vaja toestada.

Naide 2. Toestada teoreem: kui tihe paari lghisnurkade
summa on 180°, siis poiknurgad on vordsed.

Antud. a-y=180° (joon. 15).

Toestadal p—0r 0= Y

Toestus. Bt a-t y=180% siis v= 180° — . Korvunurkade
omaduse tottu = 180° —y=180"— (180° —a) = 180° — 180° +
+ a=a, s. 0. p=a. Lugeja iilesandeks jaab ndidata, et d =Y.

Kiisimusi ja illesandeid.

193. Milliseid jareldusi saab teha jargmistest lausete paaridest?
1° a) Koik meie klassi opilased on tehases ratsionaliseerijad.
b) Olev K. on meie klassi opilane.
2° a) Nurgapoolitaja iga punkt on nurga haaradest vordsetel
kaugustel. :
b) Punkt M asetseb nurgapoolitajal.
3° a) Kui arvu ristsumma jagub kolmega, siis arv jagub kol-
mega.
b) Arvu 369 ristsumma jagub kolmega.

194. On teada, et a=c ja b=c. Mis siit jareldub?
195. On teada, et a==b ja b= c. Mis siit jareldub?
196. On teada, et a+b=a- c. Mis siit jareldub?

197. Kastis on 10 duna. Mitu Suna peab votma kinnisilmi sellest
kastist, et vdita: see kast sisaldab ainult «valgeid klaare»?

7a




198. Kastis on kaht sorti 6unu. Vahemalt mitu Suna tuleb kinni-

silmi vétta, et véetud dunte hulgas oleks kaks tihest sordist?

199. Karbis on 4 varvilist ja 10 harilikku pliiatsit. Vahemalt mitu
pliiatsit tuleb kastist kinnisilmi votta, et nende hulgas oleks -
a) 4 harilikku? b) 1 varviline?

'200. Tehases on 500 toéolist. Millised jargnevatest lausetest on
oiged?
a) moni tehase to6line on siindinud juulikuus;
b) méned t66lised on siindinud samal aastal;
¢) modned t66lised on siindinud samal kuupéeval;
d) koik téslised on ithevanused.

201. Uks kérvunurkadest on 60°. Kui s

uure nurga moodustavad
nende kérvunurkade poolitajad?

202. Uks korvunurkadest on 85°. Kui

suure nurga moodustavad
nende korvunurkade poolitajad?

203. Millise oletuse voiks pistitada tlesannete 201 ja 202 lakon-

duse tulemusena. Sénastada vastav lause ja tdestada see.
204. TdGestada, et vordsetel nurkadel on vordsed kérvunurgad.
205. Toestada, et 16igu keskristsirge iga punkt asetseb 16igu ots-

punktidest vordsetel kaugustel,
Nédpundide. Kasutada kolmnurkade vérdsust.

206. Toestada, et nurgapoolitaja iga punkt aetseb nurga haara-
dest vordsetel kaugustel.

207. Toestada, et kui iiks paar kaasnurki on vérdsed, siis on ka
teistes kaas- ja pd&iknurkade paarides vastavalt vérdsed

nurgad.
§ 20. TEOREEMI KOOSTIS.
Iga teoreem koosneb kahest osast eeldusest ja vai-
test. Teoreemi eeldus niitab, mis

on vaadeldava méiste kohta
teada. Teoreemi vaide aga itleb, mida saab eeldusest jareldada,
s. t. vaide naitab, mida on vaja tdestada. &

Nii on eelmise paragrahvi naites 1 vaadeldud teoreemis eeldu-
seks, et liks paar péiknurki (a ja B) on vérdsed; vaiteks on, et ka
teine paar poéiknurki on vérdsed. Sama paragrahvi ndites 2 vaa-
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|
deldud teoreemis on eelduseks, et iihe paari ldhisnurkade summa
on 180°; vaiteks on, et poiknurgad on vordsed.

Teoreemis «Korvunurkade summa on 180°» on eelduseks, et
need nurgad on korvunurgad; vaiteks on, et nende nurkade
summa on '180°.

i Kerge on eraldada teoreemi eeldust ja vdidet siis, kui teoreem
on sénastatud nn. «kui-siis» vormis, kus eeldus algab sonaga «kuix»
ja vaide algab sdnaga «siis». Sellises vormis ongi sonastatud eel-
mise paragrahvi molemad naited. «Kui-siis» vormis on voimalik
sonastada iga teoreemi. ;

Naiteid.

1) Viiega 16ppev arv jagub viiega.

Sama «kui-siis» vormis: kui arv 16peb viiega, siis ta jagub
viiega.

2) Koérvunurkade summa on 180°.

Sama «kui-siis» vormis: kui nurgad on koérvunurgad, siis
on nende summa 180°.

3) Tippnurgad on vordsed.

Sama «kui-siis» vormis: kui nurgad on tippnurgad, siis
nad on vordsed.

Ulesandeid.

208. Leida eeldus ja viide jargmistes teoreemides.
a) Kui arvu viimane number on 2, siis see arv jagub kahega.
b) Kui murru lugejat ja nimetajat korrutada sama arvuga,
siis murru vaartus ei muutu.
) Kui tihe kolmnurga kolm kiilge on vastavalt vordsed teise
kolmnurga kolme kiiljega, siis on kolmnurgad vordsed.

209. Leida eeldus ja viide jargmistes teoreemides ja sonastada

nad «kui-siis» vormis.

a) Paarisnumbriga 16ppev arv jagub 2-ga.

b) Vordhaarse kolmnurga alusnurgad on vordsed.

¢) Rombi diagonaalid on risti.

d) Loigu keskristsirge iga punkt on 16igu otspunktidest
vordsetel kaugustel.

e) Korraparase hulknurga pindala vordub apoteemi ja
timbermoodu poole korrutisega.

210. Alljargnevas tabelis on vasakpoolses veerus teoreemide eel-
dused ja parempoolses veerus teoreemide vaited, kuid teises
jarjekorras kui eeldused. Leida sobivad eeldus-vdite paarid
ja sonastada vastavad teoreemid.
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Eeldus Vaide

a) Arv 16peb nulliga. a) Arv jagub 9-ga.
b) Mitmekohalise arvu viimane number | b) Kolmnu;gad on vordsed.
on 5. g
c) Korrutise iiks tegur . jagub mingi | c) Arv jagub 10-ga.
arvuga. ¢
d) Arvu ristsumma jagub 9-ga. d) Sirge koik punktid ‘on nurga haara-

e) Sirge poolitab nurga. dest vordsetel kaugustel.
f) Kolmnurga iiks kiilg ja selle lihis- | e) Arv on kordarv.
nurgad on vastavalt vordsed teise | f) Suurema kiilje vastas on suurem

kolmnurga iithe kiilje ja selle ldhis- nurk.
nurkadega. i .
g2) Kujund on kolmnurk. g) Murd suureneb sama arv korda.
h) Murru lugeja suureneb mingi arv h) Korrutis jagub selle arvuga.
korda.

§ 21. AKSIOOM.

Teoreemi tdestamisel toetume tuntud tddedele. Niiteks tipp-
nurkade omaduse tdestamiseks (§ 17, p. 2) kasutasime jargmisi
tuntud todesid.

a) Korvunurkade summa on 180°.

b) Kaks suurust, mis on vordsed iihe ja sama kolmandaga, on
vordsed omavahel.

¢) Kui vordsetest suurustest lahutame vérdsed suurused, siis
saame vordsed suurused.

Tbed, mida me mingi teoreemi tdestamisel kasutame, on ise
varem pohjendatud. Nende pohjendamisel on omakorda vaja
varemtuntud tddesid jne. Nonda saame lausete ahela. Kuidas poh-
jendada selles ahelas olevat «esimest lauset»? Vastuse sellele kiisi-
musele saame, kui loeme méned laused Oigeteks ilma pdhjen-
damata.

Lauseid, mis loetakse digeteks ilma poéhjendamata, nimetatakse
pohitdodedeks ehk aksioomideks.

Kdesolevas oOpikus kasutame aksioomidena niiteks jargmisi
lauseid.

1) Labi kahe erineva punkti saab ehitada ainult iihe sirge.

2) Sirgldigu pikkus on lihim kaugus kahe punkti vahel.

3) Kaks sirget saavad 16ikuda ainult iihes punktis.

4) Kui kaks suurust on vordsed iihe ja sama kolmandaga, siis
nad on vordsed omavahel.

5) Kui vordsetele suurustele liita vordsed suurused, siis saame
vordsed suurused.

6) Kui vordsetest suurustest lahutame vordsed suurused, siis
saame vordsed suurused.

Definitsioon, teoreem ja aksioom kannavad iihist nimetust —
matemaatilised laused. ;
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§ 22. PARALLEELSETE SIRGETE DEFINITSIOON.
PARALLEELSUSE AKSIOOM.

1. Joonisel 16 on kujutatud sirge s ja punkt A viljaspool seda
sirget. Labi punkti A on ehitatud antud sirgele s ristsirge t. Sir-
gete s ja t 1dikepunkt on Po. Kujutleme sirget ¢ poorlevana timber
punkti A vastupidi kellaosuti liikumise suunale. Siis l1oikepunkt
P, liigub mo6dda sirget s paremale, ldabides asendid Py, Py, P3 jne.
Sirge t saavutab 16puks asendi fo, kus to | AP,. Sellises asendis
sirge to ei 1d0ika sirget s Toepoolest, kui nad 16ikuksid
mingis kauges punktis (mida ei ole joonisel margitud), siis oleks
sellest punktist ehitatud 16igule AP, kaks ristsirget (o ja s). See ei
ole aga voimalik.

Joon. 16

Selliseid sirgeid, nagu joonisel 15 on sirged o ja s, nimetatakse
paralleelseteks. Kirjas margitakse seda lithidalt nii: to!l s (loe: sir-
ged t, ja s on paralleelsed ehk sirge fo on paralleelne sirgega s).

Kaht sirget, mis asetsevad iithel ja samal tasapinnal' ning ei

16iku, nimetatakse paralleelseteks sirgeteks.

Kui palju on selliseid sirgeid, mis labivad valjaspool sirget s
asetsevat punkti A ja on paralleelsed sirgega s? Vastuse annab
paralleelsuse aksioom: ,

punkti, mis asetseb véljaspool antud sirget, 1dbib ainult iiks

sirge, mis on paralleelne antud sirgega. f

2. Juhime lugeja tdhelepanu
paralleelsete sirgete definitsioo- +
nis margitud tingimustele, et sir-
ged peavad asetsema ihel ja
samal tasapinnal. Joonis 17 nai-
tab, et kui nimetatud tingimus ei -
ole taidetud (sirged s ja ¢ ei /
asetse iithel ja samal tasapinnal), A e AT
siis vbivad sirged mitte 1oikuda,
kuid nad siiski ei ole paralleelsed. Joon. 17
Joonisel 17 kujutatud sirgeid s ja
t nimetatakse kiivsirgeteks.

| Tasapind on nditeks tasase laua pind, akna klaasi pind jm.
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3. Paralleelseid sirgeid kohtame oma iimbruses sageli, Néiteks
raudteercopad sirgjoonelisel teeldigul, jooksuradade eraldusjoo-
ned staadionil, toa péranda vastasservad jm.

Mdrkus. Kuna sirgjoont ku-
jutleme alati 16pmata pikana, siis

tapsemalt oOeldes kohtame oma b, G
umbruses ainult paralleelseid N
sirgldik e, s. 0. niisuguseid sirg- A et - 8,
loike, mis asetsevad paralleelsetel \4 £
sirgetel (joon. 18). AB|| CD. LA
| 3.4 \
. I RS
| s
______ A | i N
/)‘AAA—_“ _:\ C
¢ 0 s
————— P - — A B
Joon. 18 Joon. 19

Kiisimusi ja tilesandeid.

211. Nimetada paralleelseid sirgldike oma imbrusest: tookohal,
koolis, maastikul jm.

212. Mitu paari paralleelseid servi on risttahukal?

213. Mitu paari paralleelseid kiilgi on ristkiilikul, roopkilikul,
trapetsil?

214. Milline viga on definitsioonis «Kaht sirget nimetatakse paral-
leelseteks, kui nad ei 16iku»?

215. Leida viga lauses «Kaks sirget tasapinnal on kas paralleelsed
vOi ristuvad».

216. Leida joonisel 19 paralleelseid, ldikuvaid ja Kkiivseid sirg-
loike.

-§ 23. VASTUVAITELINE TOESTUSVIIS.
JARELDUSI PARALLEELSUSE AKSIOOMIST,

Edaspidi oppimisele tulevate teoreemide tdestamisel kasutame
sageli vastuvditelist toestusviisi. Selle tdestusviisi ole-
mus selgub jargmistest ndidetest.

Naide 1. (I jareldus paralleelsuse aksioomist.)
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Kui kaks sirget on paral- .-~

leelsed iihe ja sama kol- " T---____ At S HE Y

manda sirgega, siis nad on

paralleelsed ka omavahel :

(joon. 20). Joon. 20

Eeldus. ullt, vt

Viide. ullv.

Toestus. Vastuvaitelise toestusviisi korral oletame vai-
tele vastupidist; antud juhul oletame, et sirged u ja v ei
ole paralleelsed. Millised voimalused siis jarele jaavad? Kahel sir-
gel saab tasapinnal olla ainult iiks kahest vOimalikust asendist:
nad on kas paralleelsed v&i loikuvad. Kolmandat voimalust
ei ole. Seega, kui sirged u ja v ei ole paralleelsed (oletuse koha-
selt), siis nad peaksid 16ikuma mingis punktis P (joon. 20). Sellisel
juhul aga oleks labi ithe punkti P ehitatud antud sirgele ¢t kaks
paralleeli, sest eelduse kohaselt u ||t ja v || t. See on aga vastuolus
paralleelsuse aksioomiga. Seega sirged u ja v ei saa 16ikuda. Kol-
manda voimaluse puudumise t6ttu nad peavad olema paralleelsed.

o

Naide 2. (II jareldus paralleelsuse aksioomist.)
Kui sirge 16ikab iihte kahest paralleelsest sirgest, siis 16ikab ta
ka teist (joon. 21). 1
Eeldus. ul|v, sirged s ja v 16ikuvad.
Véaide. Sirged s ja u loikuvad.
Toestus. Oletame vastuvaiteli-
| B o ’ selt, et sirged s ja u ei 16iku. Sel ju-
hul oleksid nad paralleelsed (kolman-
dat voimalust ei ole). Siis aga oleks
u iithest ja samast punktist A ehitatud
sirgele u kaks paralleeli s ja v, mis
Joon. 21 on paralleelsuse aksioomi tottu voi-
matu. Kuna sirged s ja u ei saa olla
paralleelsed, siis nad peavad 16ikuma.
Vastuviitelise toestusviisi korral oletatakse alati vaitele vastu-
pidist ja naidatakse, et see ei ole 6ige. Antud vaide peab siis oige
olema. : '

Kiisimusi ja iilesandeid.

217. Ka paragrahvis 22 kasutasime vastuvditelist toestusviisi. Kus?

218. Kahe sirgligu a ja b kohta on teada, et a ei ole suurem kui
b ja et a ei ole vaiksem kui b. Jareldus?

219. Kahe sirgldigu a ja b kohta on teada, et a % b. Mida tuleks

vastuvditelise toestusviisi korral naidata, kui tahame veen-
duda, et a > b?

6 Matemaatika VII 81



220. Iga arv saab olla iiks kolmest: positiivne, negatiivne, null.
Mida tuleks vastuviitelise toestusyiisi korral naidata, kui
tahame veenduda, et arv a on positiivne?

221. Iga kolmnurk v&ib olla iiks kolmest: teravnurkne, taisnurkne,
niirinurkne. Mida tuleks vastuvéitelise toestusviisi korral
niidata, kui tahame veenduda, et mingi kolmnurk on tais-
nurkne?

§ 24. SIRGETE PARALLEELSUSE I TUNNUS.

1. Lihtume jargmisest iilesandest. Joonisel 22 kujutavad sir-
ged s ja u sirgeid maanteid. Sirge ¢t kujutagu naiteks joge. Teede
ja joe vahelisel maa-alal on eraldatud karjakopliks maatiikk,
mille laius modda teed s on antud (sirgloik AB joonisel 22) ja
& mille ks &ar peab olema pa-

t ralleelne teega u. Karjakoppel
________________ on vaja tarastada. Kuidas mar-
kida maastikul suund, mis lah-
4 tub punktist B ja mis on paral-
u leelne teega u?

/ \ Matemaatika seisukohalt ta-
hendab selle iilesande lahenda-
Joon. 22 mine sirge ehitamist, mis oleks
paralleelne antud sirgega u ja

mis labiks antud punkti B.

2. Ehitame ldbi punkti B (joon. 23) vabalt kaks sirget s ja v,
mis 16ikavad antud sirget u punktides A ja C. Joonisel margitud
nurgad a ja P on siis kaasnurgad. Kui sirge v pédérdub imber
punkti B, siis nurk p muutub vastavalt pd6rdumissuunale kas suu-
remaks voi vaiksemaks. Sirge v teatava asendi korral on f=a
(joon. 24). .

Naitame, et sel korral ongi u || v.

g ' o

Joon. 23
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Joon. 24 Joon. 25

Teoreem (paralleelsuse I tunnus).

Kui kahe sirge 16ikumisel kolmanda sirgega tekivad vordsed
kaasnurgad, siis need kaks sirget on paralleelsed.

Eeldus. ajap on kaasnurgad, a = f (joon. 24).

Viide. ulv.

Toestus. Naitame, et sirged u ja v ei saa 1oikuda.

Kui sirged u ja v 16ikuksid paremal pool sirget s mingis punk-
tis P, siis tekiks olukord, mis on kujutatud joonisel 25.

Kujutleme, et joonis 25 on kadridega mooda sirget s katki 10i-
gatud ja et joonise parem pool on pooratud imber 16igu AB kesk-
punkti O tapselt 180° vorra. Kuhu satub siis punkt A? punkt B?
Millisesse asendisse satub siis nurk a? nurk B? Kuhu langeb siis
16ik AP? 16ik BP? Tekkinud olukord on kujutatud joonisel 26.

Niitid selgub, et kui sirged u ja v 16ikuksid paremal pool sir-
get s, siis nad peavad l6ikuma ka vasakul pool sirget s, s. o. kaks

Joon. 26 Joon. 27

sirget u ja v ldikuksid kahes erinevas punktis. See on aga vOi-
matu. Seega sirged u ja v ei saa l6ikuda paremal pool sirget s.
Samal viisil saaks naidata, et nad ei saa 16ikuda ka vasakul pool
sirget 5. Kuna sirgete u ja v asendi suhtes tasapinnal mingit kol-
mandatl voimalust ei ole, siis nad peavad olema paralleelsed,
s. 0. ullv.

Kuidas saab toestatud teoreemist jareldada, et iithe ja sama
sirge s ristsirged u ja v on paralleelsed (joon. 27)?

Paralleelsete sirgete vahelist ristloiku AB nimetatakse nende
sirgete vaheliseks kauguseks. See kaugus on antud sirgete
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vahel igal pool tithesugune. Sellel po-
hineb ka joonisel 28 naidatud riista
—r1r60bitsa — kasutamine,

3. Paralleelsuse I tunnus voimal-
dabki ehitada antud sirgega paral-
leelset sirget, mis labib antud sir-
gest valjaspool asetseva punkti.

Joon. 29 Joon. 30

Joonistame ldbi punkti A (joon. 29) vabalt sirge u, mis 16ikab
sirget s. Tekivad nurgad a, B, y, . Paralleelse sirge ehitamiseks
labi punkti A tuleb ehitada iihe tekkinud nurgaga vérdne kaas-
nurk, mille tipp on punktis A. Seda saab teha mitmel viisil.

1° Md6dame nurgamdddu riistaga (joonestamisel kasutatakse
selleks malli, maastikul aga astrolaabi, joon. 30) iihe

nurga, naditeks f ja ehitame punkti A juurde temaga vordse kaas-
nurga (joon. 31). s || ¢.
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2° Samal tunnusel pohineb ka rooplike (joon. 32), millega

lugeja on juba varem tutvunud.

3° Paralleelset sirget saab ehitada ka sirkli ja joonlaua abil.

F—T_j 1T asend

Joon. 32

Selleks on vaja osata ehitada
sirkli ja joonlaua abil antud
nurgale vordset nurka (nur-
ga llekandmine). Kisimust
selgitab joonis 33.

Millist tilalvaadeldud kol-
mest vottest saab kasutada
kaesoleva paragrahvi alguses
antud tilesande lahendamisel?
Kuidas?
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Joonisel 34 ja 35 on kaks
vahendit — miiu ja r606p-
joonlaud, mida kasutatak-
se paralleelsete sirgete ehita-
miseks tegelikus toos.

£l
N

I

Joon. 35

§ 25. SIRGETE PARALLEELSUSE II JA III TUNNUS.

1. Joonisel 36 on kaks sirget u ja v ldigatud kolmanda sir-
gega t nii, et liks paar poiknurki, naiteks a ja p on vordsed, s. o.
o= :

Kuna ka y=p (miks?), siis jareldub, et a =1y (miks?).

Et nurgad @ ja y on kaasnurgad, siis paralleelsuse I tunnuse
pohjal peavad sirged u ja v olema paralleelsed: u || v.

Siit saame teoreemi, mis valjendabki paralleelsuse teist tunnust:

kui kahe sirge l6ikumisel kolmanda sirgega tekib iiks paar
vordseid poiknurki, siis need kaks sirget on paralleelsed.

Mis on selles teoreemis eelduseks, mis vaiteks?

Milliseid varemtuntud todesid kasutasime selle teoreemi toes-
tamisel?’

2. Joonisel 36 on antud a - 6 = 180°. Mis sellest jareldub «
ja P kohta (vt. § 19, p. 3)? Mis jareldub paralleelsuse II tunnuse
pohjal sirgete u ja v kohta? Siit teoreem (paralleelsuse III tunnus):

kui kahe sirge 16ikumisel kolmanda sirgega tekkinud ldhisnur-
kade summa on 180°, siis

need kaks sirget on paral-

leelsed.

Mis on selles teoreemis eel-

duseks? vaiteks? Sty ¢
Milliseid varemtuntud tode-

sid kasutasime selle teoreemi

N
toestamisel? 5 y
\&

Kiisimusi ja iilesandeid.

222. Kuidas moota paralleelide
vahelist kaugust, kui kasutada Joon. 36
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on: a) mall ja modtejoonlaud? b) joonestuskolmnurk ja.
moodtejoonlaud? c) sirkel ja modtejoonlaud?

223. Kuidas selgitada, kas antud sirged on paralleelsed, kui kasu-
tada on: a) joonlaud ja joonestuskolmnurk? b) mall ja joon-
laud? c) sirkel ja joonlaud?

224. Vétta vabalt sirge ja punkt véljaspool seda sirget. Ehitada
a) rooplikke abil, b) malli ja joonlaua abil, c) sirkli ja joon-
laua abil sirge, mis labib antud punkti ja on paralleelne
antud sirgega.

225. Joonisel 37 on antud: « + p==180°. Néidata, et: a) o+ yi=
—.180°% b) B+ 0 =180% ¢) i+ pu—180% d) d+Bi=
180°; e) y -+ a; = 180°. :

226. Joonisel 37 on antud: ; = Bi. Naidata, et: a) y=a; b) p=9;
Ja=y;d) y=2d8i¢e)f=a; 1) =0 :

227. Joonisel 38 on antud: BO = B,O; AO= AO. Toestada, et
AB || A;Bi.

228. Joonisel 37 a=130°, pi=125°. Kas sirged u ja v on sel

juhul paralleelsed? Miks? Kuidas tuleb muuta nurka fi, et
sirged u ja v muutuksid paralleelseteks?

. B
’ pf/
/ r
a0

5

Joon. 37 Joon. 38

§ 26. KAHE PARALLEELSE SIRGE LOIKAMINE SIRGEGA.

{. Eelmarkus. Kaesoleva peatiiki paragrahvides 24 ja 25
kisitlesime paralleelsuse tunnuseid, kus kaas-, poik- ja ldhisnur-
kade teatavatest omadustest jareldus sirgete paralleel-
sus. Kaesolevas paragrahvis toimime imberpéordult. Eeldame, et
sirged on paralleelsed ja nditame, et paralleelsusest jare I-
duvad kaas-, poik- vOi lahisnurkade teatavad omadused.

Siin 6ppimisele tulevaid teoreeme ei tohi pidada eespool &pi-
tud paralleelsuse tunnuste endastmoistetavateks jareldusteks. Sel
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juhul voime teha samasuguse loogikavea, mille teeme siis, kui
ltleme, et lausest «Kui noor &pib téo6lisnoorte koolis, siis ta t60-
tab» jdareldub lause «Kui noor tootab, siis ta Opib tédlisnoorte
koolis». ‘

2. Teoreem.

Kui kaht paralleelset sirget 16igata mingi sirgega, siis tekivad
vOrdsed kaasnurgad.

Eeldus. ul|v, sirged u ja v on ldigatud sirgega t (joon. 39).

Viandiesig—1

Toestus. Oletame vastuvditeliselt, et a 5= B. Siis oleks voi-
malik 1dbi punkti B ehitada mingi sirge s nii, et punkti B juurde
tekiks a-ga vordne nurk y. Et o ja y on niitid vordsed kaasnurgad,
siis paralleelsuse I tunnuse pohjal peaks s || u. Eelduse pohjal on
ka v || u. Seega oleks labi punkti B ehitatud sirgele u kaks paral-
leeli, mis on aga paralleelsuse aksioomi pohjal véimatu. Jarelikult
@ ja B ei saa olla erinevad. Kuna kolmandat vdimalust ei ole, siis
a = P. Seda oligi vaja naidata.

3. Kuna kaasnurkade vordsusest jareldub poiknurkade vord-
sus ja samuti see, et lahisnurkade summa on sel juhul 180°, siis on
ilmselt Oiged veel jargmised teoreemid:

kui kaht paralleelset sirget 16igatakse mingi sirgega, siis teki-

vad vordsed pdiknurgad
ja

kui kaht paralleelset sirget 16igatakse mingi sirgega, siis tekki-

nud ldhisnurkade summa on 180°.

Jdtame nende lausete iiksikasjaliku pc”)hjendamise lugeja hoo-
leks.

Kaht esimest teoreemi sGnastatakse ménikord ka lithemalt:
kaasnurgad paralleelide juures on vordsed:
poiknurgad paralleelide juures on vordsed.

T e =
£ \8 ) D
-——‘_'_“—, Y
2\
A\ 4

¢

A . b
Joon. 39 Joon. 40
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229.

230.

231.

232.
233.

234.
235.

D E
0

A D A ; c

Joon. 41 Joon. 42
o

B8 'Ba

B,
0 7 %u
: ay t
4 /
Joon. 43 Joon. 44

Kiisimusi ja iilesandeid.

Joonisel 40 on antud BF || EC, AB|| CD. Millised nurgad on
sel joonisel vordsed? Miks?

Joonisel 41 on BC || AD. Leida sellel joonisel vordseid nurki.
Kuidas nimetatakse nelinurka ABCD?

Joonisel 42 on DE || AC. Tdestada, et kolmnurga ABC nur-
gad on vordsed kolmnurga DBE vastavate nurkadega.

Kui suur on roopkiiliku sisenurkade summa?

Joonisel 43 on AB=—A;By, AB>H A,B;. Toestada, et /\ AOB=
= /\ A,OB,. :

Joonisel 44 on s t, a=P; a; = pi. Toestada, et u | v.
Nurkadest, mis tekivad kahe paralleelse sirge 16ikumisel sir-

gega, on iiks nurk a) 45%; b) 100°; c) 90°; d) 87°30". Leida
koik iilejadanud nurgad.
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) § 27. KOLMNURGA VALISNURK. KOLMNURGA
SISENURKADE SUMMA.

1. Kolmnurga kiilgede poolt moodustatud nurgad «, B jay
(joon. 45) on kolmnurga sisenurgad. Kolmnurga sisenurga koérvu-
nurka nimetatakse kolmnurga vilisnurgaks. Nurgad o, B ja vi
on kolmnurga ABC vilisnurgad (joon. 45).

Joon. 45 Joon. 46

2. Vordleme kolmnurga valisnurka a; (joon. 46) kahe temaga
mitte korvuti asetseva sisenurga B ja y summaga. Selleks ehitame
punktist A sirge AD paralleelselt kolmnurga kiiljega CB: AD || CB.
Kolmnurga valisnurk «, jaotub sel teel kaheks nurgaks: / BAD ja
/ DAE. Paralleelide juures olevate pdiknurkade omaduse t&ttu
(§ 26, p. 3) voime kirjutada: / BAD = . Paralleelide juures ole-
vate kaasnurkade omaduse t6ttu (samas): / DAE =Y. Seega a; —
e

kolmnurga vilisnurk vordub kahe temaga mitte kdrvuti aset-
seva sisenurga summaga. .

3. Korvunurkade omaduse tottu « - a;= 180°. Et aga o) =
=B+ v, siis a + B+ y=180°, s. t.
kolmnurga sisenurkade summa on 180°.

4. Ulesanne. Kolmnurga kaks sisenurka « ja p (joon. 45)
on vordsed vastavalt 47°-ga ja 68°40’-ga. Arvutada selle kolm-
nurga kolmas sisenurk vy ja ko6ik vilisnurgad a;, i, yi.

Lahendus. Kolmnurga sisenurkade summa omaduse tdttu
y = 180° — (a + B) = 180° — (47° 4 68°40") — 180° — 115°40’ —
= 642900

Kolmnurga véalisnurga omaduse tottu

a; =B -+ y=68°40" -+ 64°20’ = 133°:
Bi=0a-+ y=47° 4 64°20" — 111°20"; °
vi=0a -+ B=47° + 68°40’ = 115°40".
Vastus. Kolmas sisenurk on 64°20; valisnurgad on 133°;
111°20" ja 115°40’.
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Kuidas kolmnurga valisnurki saaks teisiti leida? ;

Mirkus. Edaspidi kasutame valjendit «kolmnurga sisenurk»
ainult seal, kus teisiti pole arusaadav. Mujal kasutame Iihiduse
mbttes viljendit «kolmnurga nurk», moeldes selle all alati kolm-
nurga sisenurka.

Kiisimusi ja iilesandeid.

236. Kas lihes ja samas kolrhnurgas saab olla korraga kaks niiri-
nurka? kaks taisnurka? taisnurk ja nirinurk? Pohjendada.

237. Kui suur on tdisnurkse kolmnurga teravnurkade summa?
Pohjendada.

238. Arvutada kolmnurga kolmas nurk, kui kaks nurka on: a) 90°
ja 50°; b) 80°30” ja 70°30"; c) 25 25° 5 11035, dY 178 3%
ja 35°117; e) '178° ja 1°50'. :

- 239. Kolmnurga kaks nurka on a ja f. Avaldada selle kolmnurga
kolmas nurk.

240. Kui suur on vordkiilgse kolmnurga iga nurk? Pohjendada?

241. Kui suured on vordhaarse tdisnurkse kolmnurga alusnurgad?
Pohjendada.

242. Vordhaarse kolmnurga tipunurk on 38°36". Leida kolmnurga
alusnurgad.

243. Vordhaarse kolmnarga alusnurk on d. Avaldada selle kolm-
nurga tipunurk.

244. Taisnurkse kolmnurga iiks teravnurk on 27°15’. Kui suur on
teine teravnurk?

245. Taisnurkse kolmnurga teravnurk on «. Avaldada teine terav-
nurk.

246. Taisnurkse kolmnurga ABC teravnurk a = 52° on poolitatud
(joon. 47). Leida tekkinud niirinurkse kolmnurga ADB kdik
nurgad.

247. Taisnurkse kolmnurga iiks teravnurk on teisest 10° vorra
suurem. Leida need teravnurgad.

248. Joonisel 48 on antud: BC — BD, Toestada, et f =5~ . Kuidas
selle iilesande p&hjal ehitada antud nurgast kaks korda vaik-

semat nurka?
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249.

250.

251.

252.

253.

254.

255.

256.

L

e D 8

Joon. 47 Joon. 48

Kui suured nurgad tekivad vérdkiilgse kolmnurga kahe
nurga poolitaja 16ikumisel?

Kas on voimalik mingit kolmnurka tiikeldada kaheks terav-
nurkseks kolmnurgaks? kaheks niirinurkseks kolmnurgaks?
kaheks tdisnurkseks kolmnurgaks?

Joonisel 49 on antud: AB||CD, / ABC —60°, / ACB= 50°,
EDC = 25°. Arvutada sellel joonisel olevad iilejaanud 9
nurka, mis on sirgnurgast vdiksemad.

Leida viga lauses «Kolmnurga valisnurk v&rdub kahe sise-
nurga summagan.

Kolmnurga kaks nurka on 50° ja 70°. Leida selle kolmnurga
valisnurgad.

Kolmnurga kaks vélisnurka on 87° ja 103°, Leida selle kolm-
nurga sisenurgad.

Maja sarikate vaheline nurk a on 100° (joon. 50). Arvutada
sarika ja penni vaheline nurk .

Sarika ja penni vaheline nurk on 45°. Arvutada sarikate-
vaheline nurk.

Joon. 49 Joon. 50



257. Puu korguse AB mootmiseks (joon. 51) saab kasutada vord-
haarset taisnurkset kolmnurka A;B,C: hoides kolmnurka verti-
kaalselt, liigutakse puu sihis nii kaugele, et moodda hiipote-
nuusi CB; sihtides on naha puu ladva tipp B. Kui korge on puy,
kui AC on 8,9 m ja AD = 1,7 m?

258. Televiisori antenni Uks kinnitustraat on kinnitatud katuse
raastasse risti raasta servaga (joon. 52). Kui suure nurga

moodustab kinnitustraat antenni mastiga BC, kui katuse sari-
kate vaheline nurk a=120° ja / BAC =202 (40°)

Joon. 51 Joon. 52

259. Kolmnurga iiks nurk on teisest 20° vorra suurem. Arvutada
need nurgad, kui kolmas nurk on 60°. (70°, 50°)

260. Kolmnurga iiks nurk on teisest 30° vOrra vaiksem. Arvutada
need nurgad, kui kolmas nurk on 110°. (50°, 20°)
§ 28. KOLMNURGA KESKLOIK. TRAPETSI KESKLOIK.
1. Jaotame kolmnurga kaks kiilge, naiteks AB ja BC (joon. 53)
pooleks punktides D ja E. Neid punkte ithendav sirgloik DE on
kolmnurga keskldik.

Kolmnurga keskldiguks nimetatakse sirgldiku, mis iihendab
kolmnurga kahe kiilje keskpunkte.

Kolmnurga keskloigu omadust valjendab jargmine teoreem:

kolmnurga keskldik on paralleelne kolmnurga iihe kiiljega ja
on sellest kiiljest kaks korda lithem.
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Joon. 53

Eeldus. AD=BD, CE= BE (joon. 53).
Vaide DE|AC, DE=-AS

Toestus. Pikendame keskldiku tema oma pikkuse vorra,
siis saame 16igu DF = 2DE. Uhendame punktid F ja C.

Teoreemi téestamiseks naitame, et nelinurk  ADFC on ro66p-
kilik.

BE =CE (eeldus), DE = EF (sest nii on joonestatud), a=
(tippnurgad). Seega /\ BDE = /\ CFE (miks?). Siit jareldub, et
BD=CF ja y=24. Et y ja 6 on poiknurgad, siis paralleelsuse II
tunnuse poéhjal (§ 25, p. 1) AD | CF. Vérreldes vordust BD — GCF
eelduses antud vérdusega, jareldub, et CF= AD (miks?). Seega
nelinurk ADFC on téepoolest roopkiilik (miks?), mille téttu
DF || AC ja siis ka DE|| AC. Samuti DF =2DE = AC, millest

)

Jdreldus. Sirge, mis on paralleelne kolmnurga iihe kiiljega
ja poolitab teise kiilje, poolitab ka kolmanda (joon. 54).

Eeldus: BD—CD" s AB

Malde AFE-—CE

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et AE % CE ja nditame,
et see ei saa olla dige. T6epoolest, sel juhul saaks leida AC kesk-
punkti E;, mis ei langeks punkti E. Kolmnurga ABC keskldiguks
oleks siis DE;, mis eelmise teoreemi pohjal oleks paralleelne kiil-
jega AB. Niilid aga oleks punktist D ehitatud iihele ja samale sirg-
I16igule AB kaks paralleeli s (eelduse pohjal) ja DE;. See on v&i-
matu. Jarelikult peavad punktid E ja E, iihte langema ja seega
‘AE=CE. :

Joon. 55
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2. Uhendame sirgldiguga trapetsi haarade keskpunktid E ja i
(joon. 55). Seda sirgloiku nimetatakse trapetsi keskloiguks.

Trapetsi keskldigu omaduse selgitamiseks iihendame punktid
B ja F sirgldiguga ja pikendame seda kuni 16ikumiseni aluse AD
pikendusega punktis G. Vaatleme kolmnurki WBEE ja/NGDE!
Nendes kolmnurkades a=p (miks?), 6=y (miks?), DF =CF
(miks?). Seega /\ BCF = /\ GDF (miks?), mille t6ttu BC =DG ja
BF—GE,

Niitid vaatleme kolmnurka ABG. Kahest viimasest vordusest
esimese tottu AG = AD - BC; teise vorduse tottu aga punkt F on
kiilje BG keskpunkt. Seepdrast on trapetsi keskloik EF ka kolm-
nurga ABG keskldiguks. Kolmnurga keskloigu omaduse tottu:
1° EF || AG, millest ka EF | AD ja trapetsi aluste paralleelsuse
tottu EF || BC; 2° EF =40 = AP
Tulemuse sonastame jargmise teoreemina:

trapetsi keskldik on paralleelne trapetsi alustega ja ta pikkus
vordub aluste pikkuste poolsummaga.

Jareldus. Sirge, mis ldbib trapetsi iihe haara keskpunkti ja
on paralleelne trapetsi alusega, ldbib ka teise haara keskpunkti.

Toestus on analoogiline eelmise teoreemi jarelduse toestusega.

3. Eelmise kahe teoreemi jareldusi saab kasutada antud sirg-
16igu jaotamisel vordseteks osadeks.

Olgu vaja antud sirgloik
AB (joon. 56) jaotada kuueks A
vordseks osaks. Ehitame va-
balt 16igu iihest otspunktist
ldhtuva kiire t. Valime va-
balt mingi 16igu x ja kanna-
me selle ehitatud kiirele, lah-
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