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Sissejuhatus
Kédesolev ~ magistritod ~ kuulub ~ summeeruvusteooria ~ valdkonda  ning  késitleb

moodulfunktsioonidega médratud jadaruume.

1) Olgu A= (a. ) ldopmatu maatriks iile reaalarvude korpuse ning x = (& k) reaalarvuline jada.

Jada y = (n,,), kus

[¢]

N, = Zk:I 4,8

nimetatakse jada x = (ﬁ k) maatriksteisenduseks.

Jada X=( k) nimetatakse summeeruvaks maatriksmenetlusega 4 = (ank) ( A -summeeruvaks),

kui eksisteerib 15plik piirvéértus'

lim,n, =lim, >"" a,&, = A(x), n=12,....

Olgu p =(p,) positiivsete reaalarvude jada ja a,, >0, n,k=1.2,... . Jada x = (&,) nimetatakse

tugevalt 4 -summeeruvaks arvuks / astmega p, kui leidub piirvaartus

lim, > a,[f,—1" =0.

Maatriksmenetluse summeeruvusviljaks ( 4 -summeeruvusviljaks) nimetatakse hulka

c, = %(:( k): E]hmn z::lankék = A(x)}
ja tugevaks summeeruvusvéljaks hulka

[CA]p = {x :( k): 3/, lim, Z;ank Cx _l‘pk = O}a

kui / = 0, saame tugevalt nulliks 4 -summeeruvate jadade ruumi [c,, |/ .

Téhistame siimboliga ¢ kdigi koonduvate jadade ruumi.

1 Siimbol lim, tihendab siin ja edaspidi piirvdértust protsessis # —> %



Maatriksmenetlust A=(a.) nimetatakse konservatiivseks, kui ccc,. Maatriksmenetlust
A= (a,,k) nimetatakse regulaarseks, kui ¢ < ¢, ja

. LS .
hmn Zk:l ankak = hmk—)oo E.:k ’

iga koonduva jada x = (&, ) korral.
Kehtib jdrgmine

Toeplitzi teoreem. Maatriksmenetlus 4 = (ank) on regulaarne parajasti siis, kui
1°lim,a, =0, k=1.2,..,
20 lim Zk Ay =

3 2ala

<00,

nk

Uks tuntumaid regulaarseid maatriksmenetlusi on aritmeetiliste keskmiste menetlus (C,1), mis

on antud maatriksiga

1 0 o 0 - - -0 0 - — -
/2 172 o0 0 - - - 0 0 - - -
/3 1/3 173 0 - - - 0 0 - - -
/n 1V/n 1/n /o - - - 1/n 0 - — -
see tdhendab antud juhul
l,lékﬁn,
ank: n
0.k >n.

. . . © .. 1 .
Kui 1< p, <H <0 ja lim, Zk:l a, # 0, siis tugev A -summeeruvusvili sisaldub 4 -summeeru-

vusviljas. (vt.[11]). Juhul kui 0 < p, <1, ei pruugi see sisalduvus kehtida.



Edaspidi olgu px = p , 0< p<1 Kui 4=(C,]) , siis tahistame tugevat 4 -summeeruvusvilja ja

menetluse A tugevat null- summeeruvusvilja vastavalt siimbolitega W(p) ja w,(p) .

Kehtib jargmine 1946. aastal B. Kuttneri poolt tdestatud teoreem.

Teoreem K. Olgu 0< p <1, Iga regulaarse maatriksi 4 korral leidub jada xe€w,(p), nii et

XEC,.

Véttes Kuttneri teoreemis 4 = (C,1) ndemegi, et sisalduvus [c, ] < ¢, ei kehti, kui 0< p <1,
Teoreemiga K on analoogne summeeruvusteoorias histi tuntud Steinhausi teoreem.

Teoreem S. Iga regulaarse maatriksi 4 korral leidub tokestatud jada, mis pole A4 -summeeruv.
Téhistame siimboliga /, koigi tokestatud jadade ruumi.

Maddox (vt. [9]) tdestas 1968. aastal jargmise Kuttneri teoreemi tildistuse

Teoreem M. Olgu 0 < p <1. Kui maatriksmenetluse A4 korral w,(p) cc,,siis [, cc,.

Kuna summeeruvusteoorias on hésti on tuntud fakt (vt. [2]). et likski regulaarne maatriksmenetlus

ei summeeri koiki tokestatud jadasid, siis Kuttneri teoreem jireldub vahetult teoreemist M.

Thorpe (vt. [13]) tdestas jargmise Maddoxi teoreemi iildistuse’
Teoreem T. Kui 0< p <1 ja E on lokaalselt kumer FK -ruum ning w,(p) < E,siis [, C E.

Kéesolevas magistritods  vaadeldakse moodulfunktsiooniga f maiératud jadaruumi E(f)
topologiseerimist F -normiga ja ruumi E(f) Kothe -Toeplitzi kaasruume. T66 pohieesmargiks

2 Moisted FK -ruum ja lokaalselt kumer ruum on defineeritud t66 esimeses osas.



on uurida Thorpe’i teoreemi iildistusi moodulfunktsioonidega méératud jadaruumide korral.

Magistrito6 on liigendatud neljaks osaks. T60 esimeses osas tuuakse sisse moodulfunktsioonide
ning nendega miiratud jadaruumidega seotud mdisted ning antakse nende kohta ka néiteid.
Samuti vaadeldakse moodulfunktsioonidega miératud jadaruumide topologiseerimist F -nor-

miga.

Teises osas kisitletakse Thorpe’1 teoreemi iildistusi ruumis [c 4 ]O (/) ning tdestatakse neist moned,

kasutades Kothe — Toelitzi kaasruume.

Kolmandas osas tdestatakse Thorpe'i teoreemi iildistus lakunaarse jadaga maédratud

maatriksmenetluse korral.

Neljandas osas késitletakse Thorpe’i teoreemi Rieszi kaalutud keskmiste menetluse puhul.



1. Moodulfunktsioonid ja nendega mairatud jadaruumid

Definitsioon. Funktsiooni f : [O, oo) - [O,OO) nimetatakse moodulfunktsiooniks, kui
() fO)=0&1=0,
(i) f(E+u)< f()+ f(u) iga t = 0,u = 0 korral,
(iii) / on rangelt kasvav,

(iv) f on paremalt pidev punktis 0.
Moodulfunktsiooni defineerivatest omadustest jareldub, et kehtib jargmine (vt. [6])

Lause 1. Iga moodulfunktsiooni f* korral

S - fw) < fle—ul),

kus t,u >0,

Téestus. a) Olgu ¢ >u > 0. Siis [t —u|=¢—u ning kuna /* on mittekahanev, siis ka

@O = f)=fO)~ fw).

Voime kirjutada

fO=ft-u+u)< f(t—u)+ fu),

millest
SO =1 f(t-u),
see tihendab, et vdrratus | /(1) — /()] < th - u\) kehtib , kui 1 >u>0.

b) Olgu niiiid u >¢>0. Siis ‘f(t)—f(u)‘ = f(u)— f(t) ning ‘t —u‘ =u—t, edasine tdestuskiik

analoogiline tdestuse a) osaga.

¢) Kui ¢ =u, siis vorratus ‘f(t) —f(u)‘ < th —u\) kehtib, sest f(0)=0.



Lause 2. Moodulfunktsioon on kdikjal oma médramispiirkonnas pidev.

Toestus. Olgu ) > 0. Lause 1 pdhjal iga moodulfunktsiooni f* korral
SO f) < fle=d),
siis vottes u =, , saame
SO =S = S =1)),

millest tingimuse (iv) tottu saamegi / pidevuse hulgal [0,00).

Lause 3. Moodulfunktsioonide f ja g lineaarkombinatsioon af+ Bg, kus @, =0 on samuti

moodulfunktsioon.

Toestus. (i) On ilmne, et kui # =0, siis (of + Bg)(£)=0 . Kontrollime, kas vordusest

(af + Bg)(¢)= 0 jareldub, et # = 0. Kuna o3 > 0 ja moodulfunktsiooni definitsiooni tingimuste (i)

ja (iii) pohjal f{r) >0, g(#)>0,siis ()= g(t)=0, millest 1 =0,

(i1))Peame nditama, et

(of + Bg)(tFu)< (of + BE)(®) +(of + Be)(w).

Kuna
(af + Bg)(t+u) < (of )(ttu) + (Bg)(ttu) < (o )(?) +(of )(u) HPBIO)H(PL)(w),

siis of + Bg on tdesti subaditiivne.

(iii) Olgu u >t > 0. Kuna f ja g on moodulfunktsioonid ning seega ka kasvavad, siis
(of)(@) < (o )(u) ja (Bg)(®) < (Bg)(u).
Jérelikult
(of + B) D)= (of + Be)(w) ,

mis tdhendab, et lineaarkombinatsioon of+ Bg on rangelt kasvav.



(1iv) On ilmne, et kahe paremalt pideva funktsiooni summa on paremalt pidev, ehk juhul, kui of

ja Bg on paremalt pidevad, siis ka af+ g on paremalt pidev punktis 0.

Niiteid moodulfunktsioonidest.
1) f(©))=t"0<p<I,

2) f(0)=In(1+1),

3) f(t)=t"+t, 0<p<lI

Vrio="

1+¢

Toestus. 1) Tingimuste (i), (iii), (iv) kontroll on elementaarne, tingimuse (ii) tdidetus tuleneb

voOrratusest
a+b" <la” +b|"
iga a,b=0, 0< p <1 korral (vt. [7]).

Naéidete 2) ja 3) tdestus on analoogiline.

t . .
4) Kontrollime, kas funktsioon f (t)=i rahuldab tingimusi (i) — (iv) moodulfunktsiooni
+

definitsioonist.

On selge, et

O =-"=0
1+¢

2

parajasti siis, kui # = 0. Seega tingimus (i) on tdidetud.
Olgu niiiid ¢ 2 0,u 2 0. Siis

u t+u u’t+ 2ut + ut®

1@+ flu)-feevuy=—"—+

146 T+u 1+t+u (1) I+u)l+1+u)



Kuna ¢ > 0,u > 0 korral

u’t + 2ut + ut®
(o)1 +u)l+t+u)

saame et
SO+ S )= f@+u)=0,
ehk
Ja+u)< f(O)+ f(u)
ning jérelikult funktsioon f(#) rahuldab tingimust (ii).

Oletame, et £20,u >0 ja t <u, siis

Sw)=f(t)=

u _ u—t
T+u 1+t (1+t)1+u)

>0,

Seega oleme saanud, et f(u)— f(t)>0, ehk f(t)< f(«), mis tihendabki, et f on kasvav

funktsioon.

Et

lim = 0= £(0),
>0+ ] +¢

siis funktsioon

fo=-—-

1+¢

on paremalt pidev punktis 0 ning tingimus (iv) on tdidetud.

Definitsioon. Olgu 0 < p <1. Funktsiooni f :[0,00) = [0,00) nimetatakse p-kumeraks piirkonnas
1 =[0,), kui

flox+By)<a”f(x)+B7 f(y),

iga x,y €l jaigaarvupaari o, =0 korral, kus a” +B? =1.

Mirkus. Kui p =1 koneldakse kumerast funktsioonist.

10



Niide 1. Funktsioon f(¢)=1",0 < p <1on p-kumer moodulfunktsioon, kui ¢ € [O, 00).

Tdestus. Rakendame taas vorratust
(a+b)" <a” +b",
iga a,b>0, 0< p<1 korral. Siis iga x,y €[0,%) korral
flox+By)=(oax+By) <a’x"+py" =a” fx)+B" f(¥),

see tdhendab f(r) =¢",0< p<lon p-kumer.

Ténu jargmistele lausetele on voimalik moodustada tuntud p-kumerate funktsioonide abil uusi

p-kumeraid funktsioone (vt. [5]).

Definitsioon. Funktsiooni F :R™— R nimetatakse kumeraks, kui
flox+By)<af(x)+Bf (),

igaiga ¥,V €R™ jaiga arvupaari &, =0 korral, kus a+f =1,
Olgu R mittenegatiivsete reaalarvude hulk.

Lause 4. Olgu 0<p <1, Kui f ja g on p-kumerad funktsioonid ja F :R*— R on mittekahanev

molema argumendi suhtes ja kumer, siis funktsioon 4 :R,— R, kus

h(u)=Ff (). g(u)]

on p-kumer.

Erijuhuna saame lausest 4 funktsioonide f + g, rnax{ 1, g} p-kumeruse.

Lause 5. Olgu 0<p<1 ja 2:R.— R, mittekahanev funktsioon. Siis funktsioon / , mis on

maédratud hulgal R. eeskirjaga

S ) =u""h(u)

on p-kumer.

11



Olgu /' moodulfunktsioon ja £ mingi jadaruum, defineerime ruumi E(f) jargnevalt:

E(f)={x=( k):‘p(x):(fq&k‘))EE}-

Definitsioon. Funktsionaali g vektorruumil £ nimetatakse F -normiks, kui
1) g(x)=0 parajasti siis, kui x=0,

2)a|<L@e K K =R, C)= glax)< g(x) iga x € E korral,

3) glx+y)<g(x)+g(y) iga x,y € E korral,

4 lim, (a,)=0,(a, €K ),x € E = lim, g(a,x)=0 |

Téielikku F -normeeritud ruumi nimetatakse ' -ruumiks. Kui jadaruum E on F -ruum, mille

puhul koordinaatfunktsionaalid
Ty X= ( k ) &,
on pidevad, siis ruumi £ nimetatakse FK -ruumiks. Normeeruva topoloogiaga FK -ruumi

nimetatakse BK -ruumiks.

Olgu ¢ koigi 1oplike jadade ruum. Kui ¢ < £ ja lim, z:zlé';kekzx, iga xeE Korral,

nimetatakse F -ruumi E AK -ruumiks.

Definitsioon. Olgu X vektorruum. Hulka D < X nimetatakse kumeraks, kui iga x,ye€D

korral

(ocx + By) eD,
kusjuures a+p =1, a,B 20 .
Lokaalselt kumeraks ruumiks nimetatakse niisugust topoloogilist vektorruumi, mille iga

nulliiimbrus sisaldab kumerat nulliimbrust.

Jadaruumi E F -normi g nimetatakse absoluutselt monotoonseks, kui £, <n,| korral

g(x)Sg(y), kus x=(§k)ay=(m)€E.

12



Definitsioon. Jadaruumi E nimetatakse soliidseks, kui /- E C E .

Niiteks on lihtne veenduda, et

1) koigi tokestatud jadade ruum / on soliidne jadaruum,

P

2) tugevalt nulliks 4 -summeeruvate jadade ruum [c y ]0

on soliidne jadaruum,

3) nulliks koonduvate jadade ruum ¢, on soliidne jadaruum,

4) koonduvate jadade ruum ¢ ei ole soliidne jadaruum.
Olgu g,(x) =g(®(x)). Kehtivad jirgmised teoreemid

Teoreem 1. Olgu [ p-kumer moodulfunktsioon ja g absoluutselt monotoonne F -norm

jadaruumil E . Siis funktsionaal g, defineerib absoluutselt monotoonse F -normi ruumil E(f).
Toestus. Kontrollime F -normi definitsiooni tingimusi 1) - 4).

1) Kuna f on moodulfunktsioon, siis f@&k‘)= 0 parajasti siis, kui [£,/=0, k=12,... . Seega ka
@ (x) = 0 parajasti siis, kui x=0 ja

g;(x)=0=x=0,

2) Olgu ‘Ot‘ < Lo € K, siis funktsiooni / p-kumeruse tottu

Flag)<la 1(e)

ning F -normi g absoluutse monotoonsuse tottu saame

g,(0) = g( (o)) = gl ot )] < ellal” (e, )

Et 0<|a” <1, siis F-normi & omaduse 2) pdhjal

olla” e el re)]- g peN =g, ).

13



Seega g,(0x) < g ,(x) ning tingimus 2) on tdidetud.

3) Olgu x=(&,).y=n,)eE. Siis

g, (x+1)=g(d(x+ ) =g, ..

Funktsiooni f* subaditiivsuse ja F -normi g absoluutse monotoonsuse tdttu

gllre, < gllrle.)+ 7,

ning F-normi g subaditiivsusest ja ' -normi &, definitsioonist saame

gllr )+ rhl< g, (0+ 2, ().

Jarelikult
g,(x+y)<g, (x)+g, (),

mis tdhendab, et tingimus 3) kehtib.

4) Kui lim, a, =0, siis saame normi g omaduste ja funktsiooni f* p-kumeruse pdhjal

lim, g, (a,x)=lim, g( (a,x))<1im, g[(f (e, )] <lim, gler, | £ (E)|=0.

Seega lim, g, (anx) =0 ning tingimus 4) on tdidetud.

Teoreem 2. (vt. [6]).Kui E on soliidne AK - FK -ruum absoluutselt monotoonse F -normiga g,

siis £(f) on soliidne AK - FK -ruum absoluutselt monotoonse F -normiga &, .

14



2. Thorpe’i teoreemi iildistusi ruumis [c 4 ]0 (f)

Edasiseks on olulised jirgmised mdisted.

Jadaruumi E Kothe-Toeplitzi kaasruumideks £* ja EP nimetatakse ruume
E" = %x - (ak): Zzzl‘akék‘ < oo,‘v’( k)e E}
ja

EP = {a = (Otk)irida z;akék koondub V( k)e E}
Téhistame stimboliga E' F -normeeritud jadaruumi £ topoloogilist kaasruumi.

Juhul kui ¢ < E defineeritakse ruum E° jargmiselt

E* ={ole,)):0 € £7].

Kui maatriksi 4 = (ank) koik elemendid on mittenegatiivsed ja
sup, a,, >0
(see tdhendab, et 4= (ank) ei sisalda nullveerge), siis [C y ]0 on soliidne AK - FK -ruum

absoluutselt monotoonse normiga (vt. [1]).

o0
¥l =sup, 2,

&l

Kerge on veenduda, et vaadeldav norm on absoluutselt monotoonne. Sellisel juhul on ruum

[c ’ ]0 (f) teoreemi 2 pohjal soliiddne AK - FK -ruum absoluutselt monotoonse F' -normiga

gy (x) =sup, Z:ZIanka§k‘)'

Kuna iga soliidse AK - FK -ruumi E korral g* = EP = E°, siis need vordused kehtivad ka ruumi

E=]c,],(f) korral.

15



Edasiseks on vajalik

Schuri teoreem. Maatriksteisendus 4 = (ank) viib koik tokestatud jadad koonduvateks jadadeks
parajasti siis, kui

1° eksisteerib piirviitrus

lim,a, =a,, k=12,..

20 eksisteerib konstant M , nii et

a,, <M,

2
k=1

ank _ak‘ :O

3° lim, Z‘;

Olgu 4= (a,) positiivne maatriksmenetlus ja 0 < p <1, defineerime ruumi

B, p)= =6, )stim, 37 e, 0]

Kehtib jargmine

Teoreem 3. Olgu / moodulfunktsioon ja olgu 4= (ank) positiivne regulaarne 10plike ridadega

maatriks, mille korral on tdidetud tingimused sup,a, >0 ja Z

4 =1liga naturaalarvu 7

puhul.

Siis kehtivad jargmised véited:

()Hulk B(4, p) on soliidne AK - BK-ruum normiga

I/p
x)=sup, 3. a

(i)Kui f* on p-kumer, siis

e.],(f) = B(4, p)

(ii1) Tokestatud jadade ruum [, sisaldub ruumis B(A, p) parajasti siis, kui

l/p_
lim Zkl Qo =

16



Toestus. (i) Kui sup, a,, >0 iga naturaalarvu & puhul, siis ruum [C y ]0 on soliidne 4K - BK-

ruum normiga (vt. [1]).

el =sup, 2 Bl

Kuna sel juhul ka sup, (ax)"”>0, siis ka B(A, p) on soliidne 4K - BK-ruum normiga

g(x)=sup, 3. a,/E,].

(i1)Peame néitama, et kui

lim, Z; ankaik\): 0,
siis ka

: ©  _1/p _
lim, Zkilank \ak\_o.

Kui f on p-kumer funktsioon ja o, =0, Z::la 7 =1, t, 20, siis kehtib Jenseni vorratus

f(iaktkjs Zn:asz(tk)-

, saame (eelduse kohaselt 4 = (ank) on 1oplike ridadega)

0=/ S )= Farle)

~ 1/p - _
Vottes o = ankp jatp = ‘ak

Jarelikult, kui

iim " 4,/ (5 ) =0,
k=1

siis ka

0

lim f| " ahi? || =0.
n

k=1

17



Kuna f on pidev, jireldub siit, et

fmSaired]-o

Et f(¢) =0 parajasti siis, kui =0 saame, et

. ®© 1/

hmn Zk 1 nkp ‘E.ik‘ -
see tdhendab, et toepoolest

leJy (1) = B4, p).

.. . 1/ . .. .
(iii) Kuna 4 = (a,,k) on regulaarne, siis ka lim,k a,” =0),seega Schuri teoreemi tingimus 1° on

menetluse 4, = (a,lq,/{” ) korral tdidetud.

Tingimustest a , > 0, =1 tuleneb ka Schuri teoreemi tingimuse 2° tiidetus menetluse
g nk g

kl"k

A4, =( e ) jaoks. Seega saame, et maatriksmenetlus 4, = (a,lq,/f ), summeerib koik tokestatud

jadad parajasti siis, kui hmZa%f =0. (Mirgime, et A= (an,() regulaarsuse tottu lim, a,, =0

k=

seega ka lim, a!'\” =0).

Jargnevalt vaatleme Thorpe’i teoreemi iildistusi juhtudel, kus ruumi w,(p) asemel késitleme

ruumi [c, ] (f).

Kui FK -ruumi £ korral @ = E, siis ruumi £ nimetatakse 4D -ruumiks.

Edasiseks on vajalik (vt. [11], teor. 4)

Teoreem 4. Olgu £ AD -ruum ja X lokaalselt kumer FK -ruum ning X D¢ . Siis tingimusest

X c E® jireldub X o E.

18



Kehtib jargmine

Teoreem 5 Olgu E lokaalselt kumer FK -ruum. Kui maatriksmenetlus 4= (ank) ja
moodulfunktsioon f rahuldavad teoreemi 3 tingimusi ja
e ) =(Bap)r-
siis tingimus
lim, " a,” =0
on piisav selleks, et kehtiks implikatsioon

Es|e,(H=E>L.

Toestus. Oletame, et £ D [c ) ]0( f) . Kuna alati
ESoX=E’cCcX®
siis E° < ([CA ]O(f))D ning eelduse

(e, () < (B(4,p)r.

pdhjal E° < (B(4, p)) .

Teoreemi 3 tingimuse (i) pdhjal BK-ruum B(A, p) on AK-ruum ja jérelikult ka 4D -ruum. Siis
teoreemi 4 pdhjal sisalduvusest E° (B(A, p))‘P jareldub sisalduvus £ O B(A, p). Seega

teoreemi 3 tingimuse (iii) pdhjal £ >/, .

Edasiseks on vajalik (vt. [11])
Teoreem 6. Olgu E ja X lokaalselt kumerad FK -ruumid ja £>¢ . Kui £ on ruumi X

kinnine alamruum, siis X¢ - E°.

Siis on lihtne tdestada, et kehtib jargmine
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Teoreem 7. Olgu FE lokaalselt kumer FK -ruum. Kui maatriksmenetluse 4 ja moodul-

funktsiooni f puhul sup,a, >0, zw a, =1 ning [c y ]0 (f) on kinnine alamruum ruumis

v Gt
B(4,p) ja
lim, > " a,” =0
siis
Esle(H=E>L,.

Todestus. Kuna [c ) ]0 (f) onruumi B (A, p) kinnine alamruum, siis teoreemi 6 pohjal

(e, J.H) = (B4.p)y

ning teoreemi 5 pohjal saame, et

Eo|e,,(H)=E>L.
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3. Thorpe'i teoreemi analoog lakunaarse jadaga méiiratud maatriksmenetluse korral

Kasvavat mittenegatiivsete lilkkmetega jada © = (kr) nimetatakse lakunaarseks, kui k£, =0 ja

lim, (k,,, —k,)=c0.

el

Tahistame

k-1
z: Z max = max
() k,<k<k,.,-1°
(r)  k=k,

Jargnevalt kisitleme Thorpe’i teoreemi teatavate lakunaarse jadaga méératud menetkluste korral.
Olgu © = (k,.) lakunaarne jada ja olgu antud jada v = (Vk ), v, >0, Seejuures eeldame, et v, = 0(1)
ja
V.= ka — 0
(r) ’

kui 7 —> %, Vaatleme menetlust 4, = (aﬁ ), kus

\%

k
Ye g <k<k -1,
rk T r

0,k<k k>k  —1.

Selle maatriksmenetluse tugevaks null-summeeruvusviljaks on ruum

Vo :{x:(gk):limlzvkék :0} .
A

Kuna 4, = (af,)() ei sisalda nullveerge, siis ¥ , on soliidne 4K - BK-ruum normiga
1
b, =sp 3.
Tl )

Olgu / moodulfunktsioon, siis teoreemi 2 phjal saame, et V ( f ) on soliidne AK - FK -ruum

F -normiga

g,(x)=sup, Vlkaf(ak).
r(r)
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Defineerime hulga

(r) Vi

M, (p)= {OL (ct,) ZV”p max o ”"p <oo}.
Teoreem 8. Ecldame, et f on selline tokestamata p-kumer moodulfunktsioon, mille korral
fle"r)=0(t)t > .

Siis

(Ve?(f))a :Me(P)

Toestus. 1) Toestame esiteks sisalduvuse
(V@g)(f))a DM@(p)'

Oletame, et o =(Otk). on suvaline hulga M@)(p) element ning x = (&k)eV ( f ) ja olgu [~

1
I f( j z/pak}
j { v o

moodulfunktsiooni f pddrdfunktsioon. Siis

1
1/p 1/p
JVl/p ZV é-’k_rnax(l/) V]l{/p o

1/p
%akikﬁnggX(V,. v % ‘

Kasutades Jenseni vorratust p-kumerate funktsioonide jaoks, saame

S <m{ 12 o | S vrte)|=ma ) e o)

(r) k k

ja seega

Z\ak& \—ZZ\%QFJF gf(x)]ZV”p ‘

r=0 r

Jarelikult o, = (o, ) € (VG? (f ))“ ning seega oleme joudnud tulemuseni, et

M@)(p)c (V@())(f))a
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2) Sisalduvuse M (p) > (VG? (f ))a tdestamiseks niitame, et
a=(o,)e Mo (p)
korral o = (o, ) & (V®° (f ))a . Kehtigu

o :(Ock)éM@(p),

- o
siis rida Z yr n}%x u on hajuv ning jérelikult leidub jada (b ) 0<b, —0,r > o0 nii, et
r vk

ZbV””max "‘

= o v?

Olgu max ‘OIL/ ‘ = 1;(,, ning defineerime jada X = (5 k) jargmiselt
" v, vz
1/p -
~ b, Vrl —k=k,
ﬁk = VZ,p
Qki%

Kuna moodulfunktsioon f* on p-kumer ning f (0) =0 ja
£77)=0(t).t —> oo,

1 q~ A i)
_ _ bl —— " =0l
v (Z)‘,f ak‘) V) Vi f{ li’/p } - [ V;/v];r 0( )7

kui r = Seega )7=(§~k)e va(r).

saame et

1/
V p
oz ril/p , iiS seose
k

Et Z‘akék‘ =

Zb V7 max =L ‘a ‘ =

por o v7

tottu rida ZTZO ‘OtkE?k‘ hajub ja seega o, = (o, ) & (V(S (f))a :
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Kokkuvdttes osades 1) ja 2) tdestatu pohjal olemegi saanud, et

Ve(r) =Mo(p)

Jargnev teoreem annab Thorpe'i teoreemi iildistuse ruumi ¥, ( f ) korral.

Teoreem 9. Olgu E lokaalselt kumer FK -ruum ja f tdkestamata p-kumer moodulfunktsioon,

mille korral

£ = 0let >,

siis kehtivad jargmised viited:
(D%UWCW%JW’
(ii) Kui lim, T Zv‘ 7=0, siis

ESVAf)=EDL,.

Téestus. (i) Kuna V, ( f ) ja B(A®, p) on soliidsed AK - FK -ruumid, siis on nende @ -kaas-

ruumid ja @ -kaasruumid vordsed ning seega piisab toestada, et

V() = (B4o. p)) -

Teoreemi 8 pdhjal piisab niidata, et ruum Mg (p) sisaldub ruumis (B(A®, p))a. Olgu a = (Otk)

suvaline hulga M ( ) element ning x = (&k) jada ruumist B (A@, p). Siis vdime kirjutada

2 1 a
ZZ‘OUE <ZV1/1( a l/pJVl/p % l/p <q(x)ZV1/p[maXv/pj<oo’

()

r=0

see tahendab et jada o = (o, ) kuulub ruumi (B(4,, p))* .

(i) Maatriks A, =(a3) on positiivne regulaarne 10plike ridadega maatriksmenetlus, mis ei

sisalda nullveerge ja rahuldab tingimust z . ay =1 iga naturaalarvu n puhul. Viite (i) pdhjal

V(1) = (B4, p)) -
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Sellisel juhul véide (ii) jareldub teoreemist 5.
Vaatleme jargnevas lakunaarse jadaga O = (kr) madratud maatriksmenetluse A4y = (af,)()

moningaid erijuhte. Olgu A, = (kr+1 - k,) ja

0,k<k ,k>k  —1.

Tahistame siimboliga Ng selle menetluse A, tugevat null-summeeruvusvilja, ehk

Ng {x (C): hm Z\ik\— }

.. 0 . 0 ..
Siis ruum Ng on ruumi Vg erijuhtum, kus v, =1. |||

Maddox (vt. [7]) néitas, et juhul ®=(2") on NJ=w,(1) ja norm ||x@|| on ekvivalentne

niinimetatud ,,tavalise” normiga

HXH_SU’p Zk =l

&

ruumis w,(1).

Maatriksmenetluse esitus tugeva summeeruvuse korral lakunaarse jadaga médratud menetlusena
on mitmetel juhtudel eelistatavam nii delda tehnilistel pdhjustel. Sel juhul sisaldab vaadeldavat
menetlust mddrava maatriksi iga veerg parajasti ithe nullist erineva elemendi (vt. teoreemi 9
toestus). VOimalust esitada maatriksmenetlus lakunaarse jada abil kasutatakse tihti menetluse
tugeva summeeruvusvélja Kothe -Toeplitzi kaasruumide leidmisel. Margime, et on suhteliselt
vihe informatsiooni selle kohta, kuidas esitub konkreetse mamaatriksmenetluse tugeva

summeeruvusvilja Kothe -Toeplitzi kaasruum.
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Vaadeldes teoreemis 9 ruumi V) ( f ) erijuhtu NJ ( f ), saame formuleerida jirgmise teoreemi

Teoreem 10. Olgu E lokaalselt kumer FK -ruum ja f* tdkestamata p-kumer moodulfunktsioon,
mille korral
)= 0kt -0,
siis kehtivad jérgmised véited:
) (/) = (B(do. p)Y
(i) EoVAf)=ESL,.

Teoreemi 10 tdestuseks mérgime, et vaadeldaval juhul

1 1/ . 1
" %vk P = l(lfl)lihl/p—l =0

lim,

Seega teoreemi 9 osa (ii) pohjal saamegi teoreemi 10 viite (ii).

Vottes niiid
f()=t"0<p<l, te[0,») ja @=(2r)’

saame teoreemi 10 viite (i1) erijuhuna Thorpe’i teoreemi.

Ruumi N on pdhjalikumalt uuritud artiklis (vt. [3]). Selles t66s tdestatu pdhjal vdime

formuleerida

Teoreem 11. Olgu ¢, =k, /k,_, . Siis Ng D w,(1) parajasti siis, kui liminf, ¢, > 1.

I

Seega kehtib Thorpe’i teoreem iga teoreemi 11 tingimust rahuldava lakunaarse jadaga

madratud maatriksmenetluse korral.
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4. Thorpe’i teoreem Rieszi kaalutud keskmiste menetluse korral

Kiesolevas t66s toestasime Thorpe’i teoreemi iildistusi ruumi [c, ]0( f) korral, rakendades

seejuures Kothe — Toeplitzi kaasruumide sisalduvusteoreeme. Sellist metoodikat kasutas ka

Maddox artiklis [8]. Thorpe tdestas teoreemi T aga niinimetatud FK -timbriku abil.

Definitsioon. Lokaalselt kumerat FK -ruumi X, nimetatakse jadaruumi £ FK -limbrikuks, kui

ta on vdikseim jadaruumi £ sisaldav FK -ruum.

Thorpe (vt. [12]) niitas teoreemi T tdestamisel, et tdkestatud jadade ruum 7, sisaldub ruumi

w,(p), 0< p<1 FK -iimbrikus.

Siit saame jéireldada teoreemi M. Tdepoolest kuna ¢, on lokaalselt kumer FK -ruum, siis
sisalduvuse

c, Dwy(p), 0<p<l

korral ka ¢, sisaldab ruumi w,(p) FK -imbrikku ning seega [/, sisaldub ruumis c,,.

Grosse — Erdmann (vt. [4]) iildistas Thorpe’i teoreemi juhule, kus 4 on positiivne regulaarne

Rieszi kaalutud keskmiste menetlus, see tdhendab 4 = (R, q )» q, >0, sel juhul

q—k,k <n,
ank = n

0,k >n,

kusjuures O, = ZZ=1 q, .
Mirgime, et positiivne menetlus 4 = (R, qx ), g, > 0 on regulaarne parajasti siis, kui lim, O, = o

Jargnevalt anname iilevaate Thorpe’i teoreemi {iildistusest Rieszi kaalutud keskmiste menetluse

korral. Grosse — Erdmann (vt. [4]) on tdestanud jargmise teoreemi
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Teoreem 12. Olgu 0< p <1 ja olgu (R,q,) positiivne regulaarne kaalutud keskmiste menetlus.
Siis jargmised viited on samavéirsed.
(1) Iga regulaarse positiivse maatriksmenetluse A4 korral leidub jada xe [R,qk ]ﬁ ,
O<p<I, niiet xgc,.
(i1))  Iga maatriksi 4 puhul sisalduvusest ¢, D [R,qk ]é’ jareldub, et ruum /[, sisaldub
ruumis ¢ 4.
(i)  Ruumi [R,q, ] FK -iimbrik sisaldab ruumi /,, .

(iv) Jada (qk) korral

Toome moned niited

Niide 1. Paneme tihele, et kui g4 =1, siis

[R.q. ], =wy(p)
ja
1

1 n
. /p _ 1: _
hmn—Q”p Ekilqk =lm, — 1—0.
n

P

n
Seega saame viimase teoreemi pohjal Thorpe’i teoreemi.

Miirkus. Kehtib vordus [R,q, " =[R,q,],(f). kus f()=1",0< p<1,

1 1
Niide 2. Kui g4 = Iz siis (R,qk ) = (R,kj on logaritmiliste keskmiste menetlus ja teoreemi 12

tingimus (iv ) on tdidetud (vt. [10], teoreem4).
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Mirgime, et teoreemi 12 tdestuses on Grosse — Erdmann muuhulgas nédidanud, et ruumi [R,qk ]Op

FK -imbrikuks on ruum

B((R,q»,p>={)‘=<ak>:hmn z:lqii"@k:‘)}'

1
Ql/p
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Sequence spaces defined by modulus functions and strong summability
Ingrid Vessin

Summary

Let A= (a,,k) be an infinite matrix with lim, Zk: a, #0, and let p= (pk) be a sequence of

positive real numbers. If 1 < p, < H <00 then the strong A -summability field is included in the
summability field of 4= (a,,k). But the result known as Kuttner’'s theorem asserts that if

0<p, <l and 4=(a,) is regular, then there is a sequence which is strongly (C,l) - summable

but which is not 4 -summable.

We denote the strong null summability field of the method (C,1) by w,(p).

Maddox proved the follwing extension of Kuttner’s theorem.

Theorem M. If w,(p)cc,,thenl cc,.

Thorpe proved the follwing extension of Theorem M.

Theorem T. If 0< p<1 and E is alocally convex FK -space with w,(p) € E,then [, C E .

The main purpose of this master thesis is to extend Theorem T. In the first part of thesis sequence
spaces defined by modulus functions are presented. In the second part some extensions of
Theorem T are proved by using K&the — Toeplitz duals. Third part presents lacunary sequences.
Some extensions of Theorem T for matrix methods that are given by lacunary sequences are

proved. In the fourth part an extension of Theorem M for Riesz’s method is considered.
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