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Peatiikk I

RUUTVORRANDID JA NENDE SUSTEEMID TAHELISTE
KORDAJATEGA.

§ 1. Tiheliste kordajatega ruutvérrand.

Kui ruutvorrandis peale otsitava ruuduga litkkme esineb
veel otsitava esimese astmega liige ja otsitavast vaba liige, siis
on meil tegemist tdieliku ruutvoérrandiga. Nime-
tame otsitava ruuduga liiget ruutvorrandis ruutliik-
m e k s, otsitava esimese astmega liiget — lineaarseks

iikmeks ja otsitavast vaba liiget lihtsalt vabaliik-
meks.

Peale teisendamist ja lihtsustamist kirjutatakse ruutvor-
rand alati niisugusel kujul, et vorrandi' koik liikmed esinevad
vasakul poolel, esikohal ruutliige, teisel kohal lineaarne liige
ja kolmandal kohal vabaliige; paremal poolel on null. Siin-
juures tuleb silmas pidada, et ruutliikme kordaja peab olema
positiivne; kui ta tuleb negatiivne, siis korrutatakse vor-
randi”iga liige arvuga —1.

Kui ruutvorrand on teisendatud niisuguseks, et tema
vasakul poolel on esikohal positiivse kordajaga ruutliige, tei-
sel kohal lineaarne liige, viimasel kohal vabaliige ja paremal
poolel null, siis iitleme, et ruutvorrandil on normaalkuju.
Niiteks ruutvorrandid

322 —2x—5=0 ja (a—1)z>-}F (a—b0)a—b=0

on normaalkujulised.



Lahendamiseks teisendatakse ruutvorrand alati normaal-
kujuliseks.

Taielikud ruutvorrandid liigitatakse ruutliikme kordaja
jargi kahte liiki, taandatud ja tildisteks ruutvorran-
diteks. ;

‘A. Kui ruutliikme kordaja on 1, siis kannab vérrand
taandatud ruutvorrandi nime. Niiteks

2 +pr+q=0
on taandatud ruutvorrand.

Tema lahendid on

ja
am— V-

B. Kui ruutliikme kordaja ei ole vordne arvuga 1, siis
nimetame vorrandit iildiseks ruutvorrandiks; nai-
teks vorrand

ax? +br+c=0
on iildine ruutvorrand. Tema lahendeid véljendab valg_m
g DTV —dac
2a

ehk, lahendid eraldi kirjutades,

—b 4 Y2 — 4ac
v i SRR RS S
ja
—b— Yb2—dac
i3, S 2a



Kui uldises ruutvorrandis

ax’+br-+c=0
lineaarse lilkme kordaja b on paarisarv, siis saab lahendus-
valemit lihtsamaks teisendada. Paarisarvulise kordaja &
voime kirjutada kujul

b= 2k,

Asetades lahendusvalemis

b asemele 2k, saame péarast
lihtsustamist

it JB T
U s il o D

a
Rakendades seda valemit niiteks vorrandi

32’ —8x+5=0
lahendamisel, saame

4= Y16—-8.5 41,
X = 3 TSl Lah
441 _ .2
fep g
4—1
Zg=-——=1.

3
Muidugi, igale iildisele ruutvorrandile voime anda taan-

datud ruutvorrandi kuju, jagades iga liiget ruutliikme kor-
dajaga, kuid enamasti see ei hélbusta t6o6d.

Pohimotteliselt véime koik ruutvorrandid lahendada, kasu-
tades iihtainsat tdieliku ruutvorrandi lahendusvalemit.

Lahendame niiteks vorrandi
322 — 22 —5=0,
rakendades jirgemooda igaiihte kolmest valemist.
Uldise ruutvérrandi lahendusvalem annab:

2EYA L 435 2xY6L . 28
Xr= 5.3 -——3 A s

6 .
248 10
i Vil g

1

2—8
x2=——=



Taandatud ruutvérrandi lahendusvalemi rakendamiseks
anname vorrandile taandatud ruutvérrandi kuju, jagades iga
liikme arvuga 3:

5
R Sy —_—
T r—g3 0
Niiiid saame:
- i L & ]/1+§=1 Vw:}i‘f
3 9ulag s 93
1 4 5
901—3 33’
i e 3
S N LR S

Lopuks voime antud vorrandi lahendamisel kasutada
ka lihtsustatud iildist valemit
—kxYiE—ac
e ey
sest lineaarse lilkkme kordaja on siin paarisarv, nimelt —2.
Nii saame

LY FB:50 Tt
3 P R

o xg = _'1.

wil o

g

Endastmoistetavalt saime iga kord iihed ja samad
lahendid.

Praktiliselt kasutame lahendamisel seda valemit, mille
abil arvutamine on koige kergem. Igatahes mone valemi
ununemine ei takista ruutvorrandite lahendamist.

Kui ruutvorrandis
ax’*+br+c=0
vabaliige ¢ voi kordaja & on null, siis jadb vorrandisse ainult
kaks liiget; seepirast sellist vorrandit nimetatakse kahe-
liitkmeliseks ehk mittetdielikuks ruutvorrandiks.

Neid vorrandeid saab lahendada kiill ka lahendusvalemi abil,
kuid kergemini liheb see ilma lahendusvalemit rakendamata.
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Lahendame niidistena allpool korvuti numbriliste vorran-
ditega moned tdhelised ruutvorrandid.

Ulesanne 1. Lahendada vorrand
172% 4 22 = 0.
Lahendus. Teisendame vorrandi vasaku poole korru-
tiseks, tuues z-i sulgude ette, saame
z(17z +2)=0.

Arvestades asjaolu, et korrutis ainult siis vordub nulliga,
kui viahemalt iiks teguritest on null, véime iitelda, et vor-
rand on rahuldatud, kui

@o.=0
ja vorrand on samuti rahuldatud, kui
17z +2=0.
' Esimene vordus annab iihe lahendi,
? X, = 0.
| Teisest vordusest saame, et
1Tr = —2,
i SRR
| seega
‘- 2
1 Tg = — 17"

Ulesanne 2. Lahendada vorrand
(m—+3)x?—x=0.
Lahendus. z[(m+3)z—1]}=0
R Ll
(m+38)r—1=0; (m-+3)z=1;

e s
x"z-m-f—?)'



Ulesanded.
Lahendada jargmised ruutvorrandid:

1. 22—8xz=0 1. (z4+11)(z—9) =0
2. z(z—38)=0 2. (8x—2)(2z+38)=0
P . 8 5
8. (z+8)(z—5)=0 3. (3—3le—=0
4. (2—T)(x—8)=0 4, 2=z
5. 2(x—2)(x+4)=0 5. 3(z+5)(zx—6)=0
Lahendada jargmised vorrandid tdhe x suhtes:
6 22—ax=90 6. (ax+0b)(bx—a) =0
7. w(@+b) =0 - 7 (a—)p—9Y=0
X X
8. (zfa)(z—b)=0 8 at=1wn
9. a(x—a)(r+a) =0 9. b(z+a)(x—Db)=0
10. (z— a)? =2ax -} o> 10. (x4-5)2= 42— 2bz
Ulesanne 3. Lahendada vorrand
5x2—3=0.
Liahend usl 5%t =3; x2=g=0,6;
r=iV6,€

Ruutjuure algoritmi véi ruutjuurte tabeli abil leiame )/ 0,6
ligikaudse viartuse, saame

10,6 = 0,775.
Seega
wl = 0,775,
Xg = — 0,775.
Ulesanne 4. Lahendada vorrand
a® — b2
T bz = ax.

Lahendus. Vabastame vorrandi nimetajast, korruta-
des iga liikme z-iga, saame
a?— b+ bx?® = ax®.



Kirjutame ruutliilkmed vasakul poolel esikohale:
bx? — ax® -+ a®>—b>= 0.

Viime z? sulgude taha:
(b—a)x®+a?—b2=0.
Niitid saame:
(b—a)x® =b®-—a?;
o AR L . reled RN + b;

2

S e b—a
z=xVa+b;
z,=Va+b;
1’2=—V‘1W

Ulesanded.

Lahendada jargmised vorrandid:

11. 52> 2=22 11. 722 —3=60
12. (z4+1)2=22+10 12, (z~1)2=26—2z
13, (z—2)2=53—14z 13. (x+3)2=6x+25
4 4 1 z x 9
o Ryt dararaa gk  edp s gl Lot
: 22  TR—5 __ 1 g2 el B
o Tl T 15. z—2 T a2 15
A0 ant=b 16. z°— 3a® = a?
17. az® -} 02 =0bs%+a? 17. ax®+b=0b2>+a
18. g—bx=ca: : 18. b—;i+x=bx
ad e 19. (z-}+a)’+ (x—a)*=10a®
19. 2t 1 (x+a)*+( )

20. (ax—+0)*+ (bz—a)?=a®—+ b*
20. a>—ax(x—b) =abz+1—a

Ulesanne 5. Lahendada vérrand

(8z—2)2 = 5.



Lahendus. Ka selle vorrandi saab lahendada ilma
lahéndusvalemi rakendamiseta. Véttes ruutjuure vorrandi
kummastki poolest, saame avaldada 3x —2, seega saame z-i
suhtes lineaarsed vorrandid, millest leiamegi «-1 vaartused :

S —2 = -+ VB

21/5

it
Z— 3V —3
2 5 242236 4,236
z, = "',V =2 HRA M 1412
e — 0,236
= = AV" 220 A o 0,079,

Ulesanne 6. Lahendada vérrand
(az 4 b)?=a® — 2ab + b2
Lahendus.
(az +0)?= (a—10)?
ax+b==V (a—b) == (a—1b)

ar=—0b= (a—0)

e Oy o
< b=x(a—b)
a
b (a—b) - = bfa=b a2
Tk S, o ey
szaerbie (i =oblal esa b =mipe b O e T
oo a P a EpaVE L.

Kontroll. Asetame esmalt esimese lahendi algvor-
randi vasakusse poolde x-i asemele, siis saame: :

(@22 L) = (a—204b)? = (a — b)2=
=a®—2ab -+
Sama avaldis on algvorrandi paremal poolel, jérelikult

lahend on oige.

10



Samal viisil kontrollime teist lahendit, asendades z-i niiiid
arvuga —1, saame:
(—a-+40b)2=a%>—2ab+4 % Oige.
Praktiliselt v6ib = piirduda iihe lahendi kontrollimisega,
sest kui iiks lahend on odige, siis vbib arvata, et ka teine on

oige, kuna lahendusvalemi rakendamiseni tehtud viga pee-
gelduks molemas lahendis.

Lahendada jargmised vorrandid:

21. (r—8)2=49 21 (x—a)2=""

22, (Bx—1)2=25 22. (2x— n)%2=25n

23. 3(x—2)2=148 23. 5(my—1)2=20

24, 2(5x—1)2=12,5 ) 24. 2(ax—1)2=162q>

2. 3(z+3)2=18 25. (z-4n):=dn
(a7 (a@17 _

26. —‘—'3’*4 == 26. *&ﬁ’ =a + i

Ulesanne 7. Lahendada vorrand
(z+a)’+ (z+b)*= (a—b)2
Lahendus. Avame sulud ja lihtsustame, niipalju
kui voimalik:
2* 4+ 2ax + a® + 2 + 2bx + 0% = a® — 2ab + 1?;
22° + 2ax + 2bx = — 2ab;
z?+ ax -+ bx = — ab;
22+ (a+ b))+ ab=0.

Rakendame taandatud ruutvorrandi lahendusvalemit:

a-+b rIES TR a—+b a®4-2ab+b>  4ab
x=_TiVT)““Z'=‘ T R

+V +2ab+b~—4ab_ a+bi‘/a2—2ab—}—b2=
2 4
=——$ =5 V(ii.i)?:_a“{‘b-o-a’—b.

it

11



b R B AR ol LI
a+b+a b —a—b+a e 2b=—b;

RN - 2 el
a+b a—b —a—b—a+4b —2a
lGaFERn e o g e 2 a5 ilow BEn,

‘Kontrolliks asetame niiteks esimese lahendi —b alg-
vorrandi vasakul poolel z-i asemele, siis saame:

(—b+a)?+ (—b4b5)2 = (a—b)2+ 0= (a—b)2

Et vérrandi parem pool on samuti (a—b5)? siis meie
lahend on 6ige. Samal viisil voiks kontrollida teist lahendit.

Ulesanne 8. Lahendada vérrand
bx® 4 (2b — a)x —2a = 0.
Lahendus. Uldise ruutvorrandi lahendusvalemit raken-

dades saame:

— (2b—a)= V12b—a)2}4-b- 2a
xr =
2b
__a—2bx Y 4b2—4ab+a? 4 Bab __
WE 2b

a—2b%x Y 4b2+4ab+a® |

e 2b
_a—20 =Y (2b+a)’__a—2b*(2b+a),
73 2b % 2b !
. a——-2b+(&b+a) 20 . @
b i TRl et %
a—3b—(2b4a) —4b
e 2 ikn Tty

Kontrolliks asetame esimese lahendi algvorrandisse
x-1 asemele, siis saame:

b-(§)2+(2b—a)-‘-’—2 e I B
=‘:-|—2a ——2a—0 Oige.

Kokkuvottes toimime tdheliste kordajatega ruutvorrandi
lahendamisel jargmiselt:

12



Piirast vorrandis esinevate nimetajate kaotamist, tarvilikku sul-
gude avamist ja voimalikku koondamist toome koik liikmed vorrandi
vasakule poolele, rithmitades need nii, et esikohal on ruutliikmete,
teisel kohal lineaarsete liilkmete ja kolmandal kohal vabaliikmete
riihm ; esimeses riihmas viime sulgnde taha otsitava ruudu, teises
riihmas otsitava esimese astme., Saadud normaalkujulise vorrandi
lahendame numbriliste vorrandite eeskujul.

Numbriliste vorrandite lahendamisel nigime, et Kkui
lahendusvalemis esinev juurealune avaldis on positiivne, siis
ruutvorrandil on kaks erinevat lahendit; kui juurealune
avaldis on null, siis on vorrandil kaks vordset lahendit; kui
juurealune avaldis on negatiivne, siis ruutvorrandil ei ole
lahendit. Té&heliste kordajatega ruutvérrandite puhul juure-
aluse avaldise positiivsus ja negatiivsus ei ole igakord maa-
ratud; kui juurealuse avaldise vadrtus saab tdhtede mone-
suguste arvvaidrtuste puhul tulla positiivne, siis iitleme, et
tahelisel ruutvorrandil on kaks lahendit.

Ulesanded.
Lahendada jargmised vorrandid:
27. 22 —6x="720
27. 2?2 =6x-} 187

28. 261 = 22 —20zx
28. x_!mi’:g

%9, 52> —8r=232+4 Tx—8

29. (2+42)°4 (2+38)*=(x+4)*
30. (z—4)°+ (z—6)°= (x—2)*
30. (z+410)2—(z+-8)= (x+1)®
81. (z+8)*—2%=63

3l. (z—4)°=2a—124.

3 2 ' |
o TR T
U i P

x-—1

33. 22 —axr—2a’=
33. 2%242ab—bx = 2ax

13



14

34,
34.
35.
35.
36.

37.
38.
39.
40.
41.
42.

43.

44.
45.

46.
47.
48.
.
50.
51.
b2.
53.

2% — 2ax + 6a2 = Sazx
6z(x—a) =a®>—ax

x+22=0b(1+x)
x? 4 2x = 2n (x4 2)
20+ =3 36.
S v 37.
x
—+2z=>5 38.
3.'»24-5:1:—}—1 3
@22z +3 2 8.
1 1 7
el e o
a2 3a
a2 Ta
+m+a 6 42.
1 1 4
m+a+w—a=3_a 43,
32> — 10z +3=0 4.
522 + 36z + T=0 45.
2+ 6o —25=0 46.
GG AR
x4 2% 5=0 47,
1 i
3x—x+1=5 48,
1 3
.z'-i—l x-—17 4 49,
w+1 x—_1—2 50.
1 1
a'c—‘m+1=2o o
1 1 1
52. Tz —1 60 B
x4+ 4 2 e
A L e a2 — 1

S S
9
50— 12 ="
x
e O
~m——1+ =
7:?2”7—-_339—1_7
202492z —8 7 6
o s
R S SR
8a a?
e
@ . ash
5+w—b=2
a b 2a — b

# . p B
3x2 — 8nz— 3n2=0

22 §b~ lbbw
240
P B TR
x 5 xr==c

48a
2 , Bhatal 4, g
X 7 r=a

n2 (2> +1)=a®+2n22"
_bx—1
be—1" gz

(82— 2)2 =842 — 31
1 7
§5+2x+1=%

® 3
T el

ar — 2




m+3 Lo ategl x—1

oA\ B 3z 84z a2—90
1 13 25 x
i e ot Tl v e
112
54. 9x--—-—1+3w+1 1—3az+1fs
r—a , x}+a
557 x—b+m+b
55, z—-% =g
@B ==
b b
56. ax+m=5
a a
57. (x4a)(xz+0b) + (z—a) (x—b) = 2ax+ 2ab
57. (ac—{—a)(x——b)—{—-(x—a)(x+b)—2bx-—2ab
58 L=
x aw:-—-b TR
a2
59. 622 — Sax+a®=0
59. axr’+ (a—b)x—0b=0
60. az’+ (a+1)z+1=0
60. 2nz—°=2nb—3
__3(n—1P - 2nx
c d
R G g
. 2x r—d
¥ 1
Lahendada jargmised bikvadraatvorrandid:
63. 'z*—1122-}28=0 63. 2t—Tzx2—18=0
64. 4x*—3Tx*—1575=0 64. 3zt —52>2—688=0

65. 92— 5 32=0 65. 16a?} 5 —113=0



66. 15x2+%2—15§=0 66. 2522 — 5 9°—0

67. 24+4YVz+3=0 67. z—Vz-12=0
Rakendades taandatud ruutvérrandi
z?+pr4q=0

lahendite omadusi, et lahendite summa vordub lineaarse
liikme vastasmairgilise kordajaga ja lahendite korrutis vor-
dub vabalitkmega, ehk siimbolites
T+ To=—2p
ZXa =4,

kirjutada ruutvorrandid, mille lahenditeks on:

68, 2 933 68, 1.ja 4
69. —6 ja 8 69. —1 ja —5
70. —130 Ja§ 70, ! ja ;
o g M 3 1. 2,2 ja —3,5
72. V3 ja 2V/3 72. 2V5 ja —V5
o A (N SG TTR ) 73. 3+V3 ja 3—V3
4. a® ja —b? 74. m ja m+1

¥ BET
%. aja . | 75. 3 ja -
76. 2n41ja 2n—1 76. p*—1 ja p*+1
7. ma® ja nb* 77. a-+bjaa—5b

8. Vaija —2Va 78. 3V a ja 2V a

79. 24Vaija2—Va 79. a+Vaijaa—Va
Ulesanne. Avaldada vorrandi z® + pz-} ¢=0 lahen-

dite kuupide summa vérrandi kordajate p ja ¢ kaudu.
Lahendus. Té&histame antud vorrandi lahendid tidh-

tedega m ja m. Siis on

m-tn=—p
B mene=yq.

16



(- Een )t ) e g
(m—+n)? =m®+ 3m*n - 3mn® 4 n® =
=m® 4 3mn(m + n) 4+ n?;

siit jareldub, et .
m3 + 3mn(m—+n)4nd=—p?

ehk
m? + 3¢ (—p) + n® = — p*;
m® — 3pg + n® = — p%;
siit saame:
m® +n® = 3pq—p°.
Ulesanded.

80. Vorrandit z?-pxr-+q=0 lahendamata avaldada
tema lahendite ruutude summa kordajate p ja ¢ kaudu.

80. Vorrandit 22— 3z —5 = 0 lahendamata leida selle
vorrandi lahendite ruutude summa.

81. Leida vorrandi z®-}-2z—10=0 lahendite po6ord-
arvude summa vorrandit ennast lahendamata.

81. Avaldada vorrandi 2%+ px + ¢ =0 lahendite poord-
arvude ruutude summa selle vorrandi kordajate p ja ¢ kaudu,
seda vorrandit lahendamata.

82. Leida kordaja b vaddrtus nii, et vorrandi 422 -+ bx +
—+ 9 =0 lahendid on teineteisega vérdsed.

82. Leida « vidrtus nii, et vorrandi :c2—-%x+ a3=0
iiks lahend on teise lahendi ruut.

Ulesanne. Koostada ruutvorrand, mille lahenditeks on
vorrandi ax® + bz - ¢ =0 lahendite poordarvude vastasarvud.

Lahendus. Téahistame antud vorrandi

ax’ +bxr+c=0

lahendid tdhtedega m ja n.

Ulesande noude kohaselt on uue vorrandi lahendid

cAtTg
TR A T e

2 A. Vihman, Algebra IX. . 1'7



Antud vorrandi jargi
m- n -———Z
ja
m-n = e
Kui uue vorrandi otsitava téhistame téhega y ja tema
lahendite téhisteks votame y, ja y,, siis peab olema

wpivi iy N T e e v
Pk ool Jem e Lo gl
Et aga :
m—l—n:—g
ja
[
M ==
a
siis
i m-4n boel [ bigu b
hTh=—"707 *—(—a-a)—nfz-
Uue vorrandi lahendite korrutis on
1 1 1 R
8 ek
Seega uus vorrand on
b a
i e
ehk
ey®> —by + a=0.
Ulesanded.

83. Kirjutada ruutvorrand, mille lahendid on voérrandi
2%+ pz-+ q =0 lahendite kahekordsed.

83. Kirjutada ruutvérrand, mille lahendid on vorrandi
ax® + bx -+ ¢ = 0 lahendite kolmekordsed.

84. Kirjutada ruutvorrand, mille lahendid on vorrandi
22 4+ px+ q=0 lahenditest 2 korda viiksemad.

84. Kirjutada ruutvorrand, mille lahendid on vorrandi
«% -+ pz + q= 0 lahendite kolmandikud.

18



85. Kirjutada ruutvorrand, mille lahendid on vérrandi
x? - pz -+ ¢=0 lahenditest 2 vorra suuremad.

85. Kirjutada ruutvorrand, mille lahendid on vérrandi
ax® 4+ bxr+ ¢ =0 lahenditest 3 vorra viiksemad.

Ulesanne. Maédrata vorrandi =2 — 8z} ¢q=0 vaba-
liige ¢ nii, et selle vorrandi lahendid ¢ ja B rahuldaksid tin-
gimust g

20— B =22,

Lahendus. Kui a ja 8 on vorrandi 2>—8z-+¢=0

lahendid, siis on

atp=8.
Ulesande noude kohaselt peab olema
20 — B=22.
Seega a ja f on vorrandisiisteemi
a+p3=28
{ 20— 3 =122
lahenditeks.
Selle siisteemi lahendamisel saame :
[ a=10
\g=-—2

Vabaliige ¢ = ¢ - § = 10 - (—2) = —20.

Vastus: Otsitav vorrand on 22— 8z — 20 =0.

Ulesanded. ‘
86. Maiirata vorrandi z2+ 5w+ ¢ =0 vabaliige nii, et
selle vorrandi lahendid a ja g rahuldavad tingimust
2a + 38 =—18.
86. Arvutada vorrandi z®— 6z 4 ¢ =0 vabaliige ¢ nii,
et selle vorrandi lahendid a ja B on iihtlasi vorrandi
2a — 3 = 22
lahenditeks.

off 19



87. Leida vorrandi 2? —10x -} ¢ =0 vabaliige ¢ nii, et
selle vorrandi lahendite ruutude vahe on 20.

87. Leida vorrandi 2®+ pz + ¢ =0 kordajad p ja ¢ nii,
et nende summa on 27 ja vorrandi lahendite vahe on 3.

88. Koostada ruutvérrand, mille lahendid rahuldavad vor-

randisiisteemi

a b
atat y¥o

b e ebs

z4a +y+b— 2ab

=1

88. Koostada ruutvorrand, mille lahendid on vérrandi-

siisteemi
r—a __a—b

g—a  a-+b
xz _a®—0bd
Yy ad-b3

lahenditeks.

Kui ruutvorrandi z?+ px 4 ¢=0 lahendid on z, ja x,,
siis lahendite omaduse péhjal vérrandi vasak pool
P tprtq=(r—a)(@—y).
Kui ruutvérrandi az? 4 bx + ¢=0 lahendid on z; ja x,,
siis selle ruutvorrandi vasak pool

ax® 4+ bx +c=a(x — x,) (x — ).
Ulesanded.

Rakendades neid valemeid, lahutada tegureiks jargmised
ruuttrinoomid:

89. 24 122435 89. 224 Tx-+10
90. 2> 5246 90. 22—9z-414
91. 22— Tz—30 91. 22—32—10
92. 2?+4-4«—5 92, z?4xz—56

93. 64>+ 13a-1--6 93. 106%— 296+ 10
9. 6n2LTn—5 94. 1062—13¢—3
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Taandada murrud:

. x2—2x—8 ad 41
Wy g i~ B e
a? — 6a 49 322 — 142 + 8
96. 9a? —24a —9 96' 202 — Tx — 4
32 4 Sz + 2 11a® — 34a+3
9. 1222 + 52 — 2 9. 3322 — 8z —1
gg, 28°+at—8r—16 98 a4 8x 4 9
; @2z +4 * A} 328 270 — 81
Lihtsustada avaldised:
99 n43 ( 6 - w21
" m—4n+3"\n—2 w2 —5n-46
99 g0 1 Ja=—8 a® — 9a
" \a®2+3a¢ a2+ 8a—+ 15/ a2+ 1la—15
100 202422 —2 22t —22% 4 4o —2 _ a(2x—3)
* a?—4x—5 \ 322—16x}5 @ —1)—1
100 _300’-’—}—590—{—-2 : 32 —x —2

16 — 4% — 4a3 — 2t " 25+ 204 F 28 4 8a2 + 162 1 8

Lahendada vorrandid:

x-+1 x—2 z—1
101, @2 4 4o — 21 +x2+8w+7 b PO P
101 ' sced x+3 o x—7

222 —5x 12 Ba2—bx—2 62 —ax—1

% S R
102. Leida arv, mis oma poordarvust on § vorra suurem.

. 5 s ‘ =
102. Leida arv, mis oma poordarvu iiletab 45 Vvorra.

103. Loomulikkude tédisarvude reas kahe jarjestikuse
arvu poordarvude summa on ;—é. Leida need arvud.
103. Loomulikkude tidisarvude reas kahe jiarjestikuse

1 ;
arvu poordarvude vahe on 36 * Leida need arvud.
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104. Kahe arvu vahe on 7, nende arvude ruutude summa
on 445. Leida need arvud.

104. Kahe arvu vahe on 8, nende arvude poordarvude

1 g
vahe on TR Leida need arvud.

105. Jaotada arv 17 kaheks liidetavaks nii, et nende lii-
detavate kuupide summa vordub 1853-ga.

105. Jaotada, arv 13 kaheks liidetavaks nii, et nende
liidetavate poordarvude ruutude vahe vordub T%g—o"

106. Trapetsi iiks alustest on vordne trapetsi korgusega,
teine alus on 8 em; trapetsi pindala on 120 ecm2? Arvutada
korgus.

106. Trapetsi iiks alus on niisama suur kui korgus, teine
alus on 6 cm; trapetsi pindala on 93,5 ecm?® Arvutada
korgus.

107. Aias on eraldatud ristkiiliku-kujuline viljak, mille
pikkus on 80 m ja laius 50 m. Viljaku keskel on muruplats
pindalaga 3256 m?® mida piirab igalt poolt iihe ja sama
laiune tee, kusjuures muruplats koos teega katavad kogu
valjaku. Kui lai on tee?

107. Pilt moodetega 84 c¢m ja 60 cm on asetatud iiht-
lase laiusega raami. Leida raami laius, kui raami’ pindala
on vordne pildi pindalaga.

108. Kaks toolist, tootades koos, lopetavad t66 12 tunniga;
iiksikult tdotades lopetaks esimene selle t66 10 tunni vorra
liihema ajaga kui teine. Mitme tunniga 16petaks kumbki
selle t66 iiksikult tootades?

108. DBassein tditub veega kahe toru kaudu 6 tunniga.
Kui kumbki toru oleks iiksi avatud, siis tdituks bassein
esimese kaudu 5 tunni vorra kiiremini kui teise kaudu.
Mitme tunniga tédituks bassein kummagi toru kaudu iiksikult?
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109. Volg 820 rubla tasutakse Kkrediitiihistule kahes
osas aastaste tdhtaegadega, kusjuures kummagi aasta 16pul
maksti 441 rubla. Mitmeprotsendiline oli laen?

109. Volg 2100 rubla tasutakse aastaste tidhtaegadega
kahes osas, makstes kummagi aasta 16pul 1210 rubla. Mitme
protsendiga oli laen tehtud?

110. Kaks matkajat lahtuvad iihel ja samal ajal iihest
linnast teise linna suunas. Esimene matkab tunnis 0,5 km
rohkem kui teine ja jouab seepdrast 1 tund varem sihtkohta.
Linnade vahemaa on 28 km. Mitu kilomeetrit kidib kumbki
matkaja tunnis? :

110. Tallinna ja Tartu vahelise tee, mille pikkus on
200 km, soidab reisijaterong 3 tunni vérra lilhema ajaga ara
kui kaubarong. Leida kummagi rongi keskmine kiirus teades,
et reisijaterongi keskmine kiirus on 15 km vorra tunnis
suurem kui kaubarongi kiirus.

111. Ristkiiliku pindala on 1260 cm® ja diagonaal on.
53 em. Leida ristkiiliku kiiljed.
111. Ristkiiliku pindala on 516,12 m?® ja dlagonaal on
32,6 m. Arvutada ristkiiliku kiiljed.

112. Téiisnurkse kolmnurga iimbermdoot on 30 dm ja
kaatetite pikkuste vahe on 7 dm. Leida kaatetite pikkused.

112. Taisnurkse kolmnurga iimbermodt on 84 m.  Uks
kaatet on teisest 23 m vorra pikem. Leida kaatetite pikkused.

113. Vordhaarse kolmnurga haara pikkus on 13 cm
ja pindala on 60 ecm? Leida selle kolmnurga alus.
- 118. Vordhaarse kolmnurga haar on 29 m ja pindala
on 420 m2. Leida kolmnurga alus.

114. Ristkiiliku kahe vastasnurga tipust diagonaalile ehi-
tatud ristloikude pikkused on 6 cm. Need ristloigud loiku-
vad diagonaaliga punktides, mis on teineteisest 9 ecm kaugu-
sel. Kui pikk on ristkiiliku diagonaal?
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114. Taisnurkse kolmnurga iiks kaatet on 6 cm vorra
pikem kui tema projektsioon hiipotenuusil ja 15 ecm vorra
lihem kui teise kaateti projektsioon hiipotenuusil. Leida selle
kolmnurga kiilgede pikkused.

115. Arvutada kolmnurga kolmas kiilg, kui teised kaks

kiilge on 6)/2 cm ja 14 cm ja nendevaheline nurk on 45°.
115. Arvutada kolmnurga kolmas kiilg, kui tema kaks
kiilge on 2)/2 dm ja 12 dm ja nendevaheline nurk on 135°.

116. Antud ringjoone iimber, mille raadius on 2 em, on
ehitatud 4 vordset ringjoont nii, et igaiiks puudutab oma
kaht naaberringjoont ja antud ringjoont. Leida nende ring-
joonte raadiused.

116. Ristkiiliku kiilgede pikkused on 7,5 cm ja 5,8 cm.
Selle ristkiiliku kahe vastasnurga sisse on ehitatud vordsed
ringjooned nii, et need puudutavad nurga haarasid ja teine-
teist. Leida raadius.

117. Ringjoone punktist on ehitatud ristloik diameetrile.
Leida selle ristloigu pikkus, kui diameeter jaguneb loikudeks
6 cm ja 24 cm.

117. Ringjoone punktist on ehitatud diameetrile ristloik
pikkusega 45 cm. See ristloik jaotab raadiuse ldikudeks, -
mis suhtuvad nagu 8:9, arvates keskpunktist. Arvutada dia-
meetri pikkus.

118. Ringis on joonestatud kaks teineteisega ldikuvat
koolu. the koolu loigud on © m ja o m. Teise koolu 1oi-
gud suhtuvad nagu 1:3. Leida teise koolu pikkus.

118. Koolul asetsev punkt, mis jaotab koodlu 2,4 m ja
1,2 m pikkusteks l6ikudeks, on ringjoonest 1,4 m kaugusel.
Leida ringi raadius.

119. Vordkiilgse kolmnurga kiilje pikkus on 6 cm. Leida
selle kolmnurga siseringjoone raadius.

119. Vordhaarse kolmnurga alus on 4 cm ja haar on
6 cm. Leida selle kolmnurga iimberringjoone raadius.
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120. Katseklaasis oli katse algul 400 bakterit. Kahe
tunni parast oli katseklaasis 576 bakterit. Mitme °/, vorra
kasvas bakterite arv iga tunni jooksul?

120. Mootorratas maksis 4000 rbl. Kahe aasta piarast
hinnati tema vi#rtus 2890 rublale. - Mitme °/, vérra kaotas
mootorratas oma vaidrtusest iga aasta jooksul?

121. 440 g {iht metalli sulatati kokku 420 g teise
metalliga, mille erikaal on esimese metalli erikaalust 1,7
vorra suurem. Kokkusulatatud metallitiikk kaotab vees oma
raskusest 90 g. Leida kummagi metalli erikaal.

121. Kaks metallitiikki sulatatakse kokku iiheks metalli-
tiikiks. Kui esimest metalli voetakse 20 g ja teist'40 g,
siis on sulami erikaal 9,4. Leida kummagi metalli erikaal
teades, et esimese erikaal on 1,5 vorra suurem kui teise
erikaal.

122. Ohupallilt, mis on maapinnast 2020 m korgusel,

visatakse alla kuul algkiirusega 3%. Mitme sekundi pérast
jouab kuul maapinnale? Raskuskiirendus votta 9,8 £€§.
122. Kui siigav on kaev, kui temasse kukkunud kivi

160k vastu kaevu pohja on kuulda 4 sekundi pirast?

123. Selleks, et soita joel S kilomeetrit vastuvoolu, kulub
mootorpaadil ¢ tundi rohkem aega kui sellesama teepikkuse
soitmiseks seisvas vees. Leida mootorpaadi kiirus seisvas
vees teades, et joevoolu kiirus on V kilomeetrit tunnis.

123. Selleks, et soita joel « kilomeetrit périvoolu, kulub
mootorpaadil ¢ tundi vdhem aega kui sellesama teepikkuse
soitmiseks seisvas vees. Leida mootorpaadi kiirus seisvas
vees teades, et joevoolu kiirus on v meetrit tunnis.

124. Uhe tonni kauba vedu linnast K linna I on raud-
teed mooda a rubla vorra kallim kui veeteed mooda. Mitu
tonni kaupa saab vedada linnast K linna L raudteed médda,
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kulutades transpordiks & rubla, kui on teada, et veeteed
mooda saaks sellesama transpordikuluga vedada kaupa
k tonni vorra rohkem ?

124. Raudtee soidupilet Tallinnast Pidrnu on » kopikat
odavam kui omnibuse soidupilet. Mitmele isikule saaks osta
omnibusepileteid s6iduks Tallinnast Pdrnu « rubla eest, kui
on teada, et raudteepileteid saaks sama rahasumma eest osta
n vorra suuremale isikute arvule? - :

125. Detaili viljatootamiseks kulub  stahhaanovlasel
~n minutit vihem aega kui l6oktoolisel. Mitu detaili tootab
.vilja kumbki ¢ tunni jooksul, kui selle ajaga stahhaanovlane
valmistab m detaili rohkem kui 166ktosline?

125. Kaks toolist koos tootades jouavad too Iopetada
n tunniga. Mitme tunniga lopetaks selle t66 kumbki iiksi t66-
tades, kui on teada, et teisel kulub selleks 12 tundi rohkem
kui esimesel?

126. Kaks matkajat, lihtudes iihel ja samal ajal linna-
dest M ja N, hakkasid teineteisele vastu ‘minema. Kohtumi-
sel selgus, et iiks oli dra kiinud m kilomeetrit rohkem kui
teine. Peale kohtumist liikusid mélemad suunda ja kiirust
muutmata edasi. Esimene saabus p tundi pérast kohtumist
linna A, teine aga ¢ tundi pirast kohtumist linna M. Leida
linnade M ja N vahemaa.

126. Kaks lennukit startisid iihel ja samal ajal linna-
dest 4-ja B, millede vahemaa on s kilomeetrit, ning lenda-
sid teineteisele vastu. Uhe tunni pérast nad kohtusid ning
jdtkasid lendu endises suunas ja endise kiirusega. Esimene
maabus linnas B m minutit varem kui teine linnas 4. Leida
lennukite kiirused.

§ 2. Véorratuste teisendamine.

Vorratuse definitsioon. 'Kui ¢ on mingi posi-
tiivne arv ja a=10-¢q, siis a >0 ehk b<a. Kirjutisi a >b
rja b<Za nimetame vorratusteks.

26



Vorratusi nagu 5>3 ja 4>2 nimetame tihepidis-
teks ehk samapidisteks, aga vorratusi nagu 5°>3 ja =
3< 4 nimetame vastupidisteks vorratusteks.

Vorratuste teisendamisel kasutame allpool jargnevaid teo-
reeme.

Teoreem 1. Kui a>>b ja ¢ on mistahes arv, siis
a—+c>b+c. '

Toestus. Et a>>b, siis definitsiooni pdhjal a =05+ q;
liites selle vorduse molema poolega arvu ¢, saame, et

a+c :—_b+q—|-—c ehk a+c=(b+0)+q’
at+ec>b+4c.

Selle teoreemi voime sonastada nonda:

jarelikult

kui vorratuse mdlema poolega Iiidame iihe ja sama arvu, slis
saame samapidise vorratuse,

Naide: 9
Vo iy 1.
L) e IR |

Teoreem 2. Kui a>>b ja ¢ > d, siis a+¢>b-1d.

Toestus. Et a>b ja ¢>d, see iitleb, et a=0b-}q ja
¢=d-+r, kus ¢ ja r on positiivsed. Liites kahe viimase vor-
duse vastavad pooled saame, et

a+c=b+q+d+r ehk a+tc=b+d+ (¢+7),
miilest ndemegi, et

a+c¢>b+d,
see tdhendab,

kui vorratuse pooltega litdame teise samapidise vorratuse pooled,
sils saame samapidise vorratuse.

Niide: 8>3
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Teoreem 3. Kui a>>b ja b>c¢, siis a >e¢.
Toestus. Eeldusest jéreldub, et a=b+¢ ja b=c-r,

kusjuures ¢ ja r on positiivsed. Pannes niiiid esimeses vor-
duses b asemele ¢ -+, saame, et

a=(c+r)+q ehk a=c+4(r+q),
jarelikult
a4 =ic:
Naide: kui z>-—2, siis > -5, sest —2°>—5,
Teoreem 4. "Kui a”>b ja ¢ on mistahes positiivne arv,
siis ac > be.
Toestus. Et a=0b+ ¢, kus ¢ on positiivne, siis ac=

=bc + qc; et viimases vorduses gc on positiivne, siis saa-
megi, et

ac > be,
ehk sonastatult:

kul vorratuse kumbagi poolt korrntame mingi positiivse arvuga,
siis saame samapidise vorratuse.

Niide: o= 2
5—=25
15>10
Teoreem 5. Kui a>>% ja d on mistahes negatiivne
arv, siis ad <7 bd.
Toestus. Et-a=b+q, kus ¢ on positiivne, siis ad =
=bd -} qd; siin ¢qd on negatiivne, seega

ad < bd.
See tdhendab,

kui vorratuse kumbagi poolt korrutame mingi negatiivse arvuga,
siis vorratuse miirk poordub.

Niide: : R
SugRil

—6<—3
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Teoreemist 5 jareldub, et

kui vorratuse liikmete miirgid muudame, siis vorratuse miirk
posrdub, /
sest liikkmete maiarkide muutmine on samavédidrne korrutami-
sega arvuga —1.

Niide: T2

—T<<—2

Teoreem 6. Kui a>>b ja ¢>d, siis positiivsete b ja

¢ korral ac ™ bd.

Toestus. Teoreemi 4 pdhjal on ac™>be ja be™>bd
(esimese vorratuse pooled korrutasime positiivse arvuga ¢ ja
teise vorratuse pooled positiivse arvuga b); niitid jireldame
teoreemi 3 pohjal, et

\ ac > bd.

Niide: b2

1>—2
5> —4

Kui teoreemi tingimus, et & ja ¢ olgu positiivsed, ei ole
taidetud, siis samapidiste vorratuste poolte korrutamisel ei
saa alati samapidist vorratust. Seda. asjaolu illustreerivad
jargmised niited:

6>2 S 6>3 5>—-3
—1>—-2 —1>—2 —1>—2 —1>-—-2
—5<—4 —8>—4 —6=—6 —5 < 6

Nagu nendest néidetest nideme, samapidiste vorratuste
poolte korrutamise tulemuseks on kord vastupidine vorratus,
kord samapidine vorratus, kord vordus, olenevalt andmetest.

Teoreem 7. Kui a >b ning a ja b on samamaérgilised

arvud, siis L g7
e a < b
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Toestus. Kui ¢ ja b on samamarglhsed siis on

b

positiivne. Teoreemi 4 pohjal on «- !> b.— hk ! ehk

1 1
'a< %
See teoreem iitleb, et

kui kahest samamiirgilisest arvust esimene on suurem kui teine,
slis esimese arvu podrdarv on viiiksem kui teise arvu posrdary.

Niéiteid: —4 > —8 8>4
1 1 1 1
—a%s i a

Markus. Kui a > b ning seejuures a >0 ja b <0,

siis }l> %, sest cl"; on positiivne, aga % on negatiivne.
Naide: 4>—2
1> |
Ulesanne. Missugustel «-i vairtustel kehtib voérratus
3—; — g < dxr—<3?

Lahendus. Korrutame iga liikme iihise nimetajaga

10, siis saame

152 — 6 < 402 — 30.
Liidame kummalegi poolele —40x ja 6, see tdhendab, toome
liikkme 40z paremalt poolelt vasakule poolele ja vabaliikme
—6 vasakult poolelt paremale poolele, muutes nende mar-
gid, saame: ;

152 — 40z < — 30 46

ehk
— 26 < — 24.
Siit
200 > 24
ja
24
g0 L% 2*5 e

Vastus. Antud vorratus on kehtiv, kui z > 3—4-

5
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Ulesanded.

127. Missugustel z-i vdartustel kehtivad jargmised vor-
ratused:
1. 2—38x<14—5x
z+4>2—3x
4(x—1) > 24Tz
8(x—2)<dzx—9

37—7.:;ci+ 9 < o

w
.

ol
.« .

ot
.
!

. (2—1)247> (x +4)*

8. (14+x)243x2<(22—1)2+4 7

Ulesanne. Missugustel z-i vaartustel kehtib vorratus
4z + 162+ 7>0?

Lahendus. Lahutame vorratuse vasaku poole tegureiks:

4x% 4 16x 4 7=0
—8*+)64—28 —8%6

€Pr ==

seega
o 1 7
42>+ 162+ T= (w4 [z +3)-
Et viimane avaldis oleks positiivne, nagu iilesandes noutakse,
selleks peavad olema kas
1) molemad tegurid positiivsed voi
2) molemad tegurid negatiivsed,
see on, kas
1 % 7
1‘) x—{—§>0 ja x+2>0
vei 2) xti<0ja ztl<0.
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Esimesel juhul saame, et
g2 7
x>—§ ja ac>—§.

— 3, siis on ammugi x> 3 teisiti oGeldes, kui

esimene tingimus on tédidetud, siis sellega on ka teine tididetud.
Niisiis, et avaldis 4x*- 1627 oleks positiivne, selleks peab

olema x> —% -
Teisel juhul aga saame, et

! e
Bl —, ja 2 —

Kui z°

(SR |

On selge, et kui » < — 5 , siis paratamatult ka x < — % Sel-
lest jareldub, et avaldis 4x®> - 16x -7 on ka siis positiivne,
kui z < — ;_Z ;

Kokkuvottes: selleks, et oleks

4z 4 16x 47 >0,
peab olema kas

i

7
X < _é ’
mis iitleb, et iilesande nouet rahuldab iga z-i vaédrtus, mis

; 7 ; :
pole vahemikus —2—-st kuni —%-m.

Kontroll. Proovime, kas on
42416247 >0,
kui 1)z >——%, néiteks kui z=1; saame
4+164+17>0;

kui 2) z < —1, niiteks 2 = — 5 =—4, siis

4.(—4)2+416-(—4) +T=
=64—64+T7=T7>0.
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Z y Bl 1o 7
Kui aga votame z-i vddrtuse arvude e A o B vahelt,

niiteks
x=—-§=——2,
siis 4-(—2)2+4+16-(—2)+7=16—324T7T=—9 < 0.
Vastus. Vérratus 42> 4162+ 7 >0 on rahuldatud,

; Al 5 7
kui P KUl s,

Ulesanded.

Leida, missugustel z-i vadrtustel on jargmised vorratu-
sed rahuldatud:

128, 22 —10x 421 >0 128. 224+ xz—6>0

129, x> —4x—45< 0 129, 22—92x +14 <0

130, 42 —1bx—4>0 130. 6x%245x—50 <0

Ulesanne. Missugustel «-i vaartustel on rahuldatud

vorratus

1 2
et SED Ve
w——5>3w+1 %

Lahendus. A. Kui nimetajad x—5 ja 3xz-}-1 on sama-

margilised, siis ka murrud e ja 5 +1 on samamérgilised
ning iilesandes antud Vorratusest ! > s +1 jareldub teo-
reemi 7 pohjal vorratus x—5 < 3m+ ehk 22—10< 3z} 1

2
ehk —11 < 2 ehk 2> —11. Kuid selle vorratuse saime
eeldusel, et x—5 ja 8z -1 on samamairgilised, s. t.

: r—5>0 x>b
e T e PR
z—5<0 2 b
voi aga 2) Sz +1<0 ehk I
5

3 A. Vihman, Algebra IX. ’ 33



Esimesest juhtumist nideme, et meie vorratus on rahulda-
tud, kui « > 5, sest siis on ju z > —51} ja ka z>—11.

Teisest juhtumist selgub, et peab olema z < — % ja z >—11

(siin paneme téhele, et kui x<——'1, siis kindlasti = <5).
Seega antud vorratus on rahuldatud ka siis, kui
—1l<z< —1.
B. Kui aga nimetajad *x—5 ja 3xz-1 ja seega ka

murrud oL ja SRS vastasmargilised, siis antud vor-
x—>5 341 3

ratuse
1 2
x—5 3+ 1
rahuldamise tingimuseks on (teoreemi 7 mirkuse péhjal), et

PR 5 3’”‘2“ ahE sl

Sellele on aga eelduseks, et avaldised z—5 ja 3z-+1 on
erimérgilised, see on

x—-5>0 el
3+ 1< 0,

mis pole voimalik, sest niisugust z-i vdartust pole olemas,

kas 1) {

1
Z‘<—-3,

mis on suurem kui 5 ja vidiksem kui —:,
voi aga

x—5<0 < b
2) 32410, seega x>___%,

kuid vahemikus —-% <@ <5 ei ole rahuldatud tingimus
r < —11.

Vastus. Antud vérratus on rahuldatud, kui # >5 ja
ka siis, kni —11 <z <—;.
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Ulesanded.

Leida, missugustel z-i vaartustel jargmised vorratused on
rahuldatud

2 8 5

4x x2—5x 4+ 6
w+2+2—~w>4—~x2 132. é:T—FE}_a:——10>O

Vorratuse toestamiseks, s. t.'selleks, et niidata, kas vor-
ratus antud tingimustel on 6ige, vérratust teisendatakse, kuni
saame lihtsa vorratuse, mille kehtivus on silmniahtav.

132.

Ulesanne. Toestada, et positiivse lugeja ja nimetajaga
lihtmurd suureneb, kui tema lugejaga ja nimetajaga liita
mingi iiks ja sama positiivne arv.

Lahendus. Olgu % mingi positiivne lihtmurd. Seega

p<qg p>0jaqg>0.
Olgu niitid « mistahes positiivne arv; niitame, et

pte_p
q+m>
Saame:
q(p +=x) > p(g+=)
ehk
ap + qx > pg +px
ehk
gz > pz,
millest ¢ > p, nagu oligi eeldatud; seega toesti
Pl D
9t & q

mida oli tarvis toestada.

Ulesanded.

133. Toestada, et

1. positiivse lugeja ja nimetajaga liigmurd viaheneb, kui
tema lugejaga ja nimetajaga liita mingi iiks ja sama posi-
tiivne arv;
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2. kahe erineva positiivse arvu aritmeetiline keskmine on
suurem kui geomeetriline keskmine;

3. iga kolmnurga pool {imbermo6otu on suurem kui selle
kolmnurga mistahes kiilg.

§ 3. Ruutvorrandisiisteem téiheliste kordajatega.

Ulesanne 1, Lahendada vorrandisiisteem
[ z+y=230
l xy = 221.

Lahendus. Tuletame antud vérrandisiisteemi vrran-
ditest uue lineaarse vorrandi jargmisel viisil: tostame antud
siisteemi lineaarse vorrandi pooled ruutu, teise vorrandi poo-
led korrutame 4-ga, siis saame

| #*+ 2zy + y* =900
dzy = 884.
Lahutame selle siisteemi esimese vorrandi pooltest teise
vorrandi pooled, mille tulemusena saame:
2?—2zy +y*> =16
ehk
(z—1y)%=16.
Vottes selle vorrandi pooltest ruutjuured, saame kaks
lineaarset vorrandit
r—y=—=4
ehk neid lahus kirjutades:
r—y=4 ja zr—y=—4.
Niiiid votame antud siisteemi lineaarse vorrandi ja lahen-

dame selle koos uue, tuletatud esimese vorrandiga kui ka
koos teise tuletatud vorrandiga. Niisiis antud siisteemi

f z+4+y=130
xy = 221
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asemel lahendame kaks lineaarsete vorrandite siisteemi:
{x—}—y=30 % {x+y=30
r—y=—4% r—y=—4~4.

.

Nendest esimene annab

{ dr =17,

y, =13
ning teise lahendamisel saame

{ xg S 13

Ya=—1%

" Kontroll. 134 17=—30; 13-17 =221,

Ulesanne 2. Lahendada vorrandisiisteem

{x—]—y——:a
zy=>b.

Lahendus. Astendame lineaarse vorrandi kummagi
poole 2-ga; teise vorrandi kummagi poole korrutame 4-ga
ja lahutame esimesest tulemusest teise. Sel viisil saame otsi-
tavate vahe ruudu, ning sellest ruutjuure vottes, leiame otsi-

\ tavate vahe. Niisiis
x? + 2zy + y? = a?
4zxy = 4h
x® —2xy + y>=a®> —4b
(Z’—y)2'= a®?—4b
PRCNAIE gy 1

Niitid moodustame vorrandisiisteemi, mis koosneb algsiis-
teemi lineaarsest vorrandist ja praegu tuletatud uuest vor-
randist. Et uues vorrandis esineb kaks juhtumit (miér-
gid pluss ja miinus), siis saame kaks vorrandisiisteemi:

{ Beyamma 00 S xt+y=a by
x—y:+]/a2—4b J lx—y:—-l/ a2———-4b.
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Lahendades need vorrandisiisteemid, saame algsiisteemile
kaks lahendit:

r+y=a r+y=a
c—y=+Va—4b z—y=—Va— 4b
2x=a-+Va®—4b 2x=a——]/_ai——_Tb
'x. _a+ Vg*z:;g 8P 9_—#:4_1)
2y=a—-Vch£E 2y=a+Va_2———Tb
p=2"VE—8 et E 0

Seega algsiisteemi iiks lahend

a4V az—4b a— Va2 —4b
xl_'___—‘iz_, ; ; x_Z:.‘VZ_.—
on S b nhiteinie P S
a2 —4b a4 Va2 —4b

YT o e (T e e

Lahenduskiik kujuneb samalaadseks, kui on antud vor-
randisiisteem

[z2—y=a

1 2y =0,
see tdahendab, kui on antud otsitavate vahe ja otsitavate kor-
rutis.

Lahendite iseloom oleneb juurealusest avaldisest, diskri-
minandist a*— 4b. e e

1. Kui 6 <0, siis siisteemil on kaks teineteisest erinevat
lahendit.

2. Kui b > 0 ja seejuures

; 2 . .. . . .
)b %, siis on vorrandisiisteemil kaks teineteisest
erinevat lahendit;

b) & =%2, siis vorrandisiisteemi kaks lahendit lange-
vad {ihte;
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2 a? oy 2 g S s
¢) kui aga b > - » Siis vorrandisiisteemil ei ole lahen-

deid.
Ulesanded.
Lahendada jargmised vorrandisiisteemid:
14, [z 4+y=12 134 gy
{wy+=J35 {w(1+5)_5
Ty = 6 { x| 6
xy =4
136. f(x+y)2—(x—1y)>=240 136. {x—l—xy—y =0
\z+ 3zy + y=197 oy =12
137, (x4 y=2a 137. f(x +y)*—(x—y)>*=28
lzy =42 — b° lx—xy—}—y:l
138. {x———y=2 138. fx—y=2b
xy — 48 lay =a? —1°

t'lesanne 3. Lahendada vorrandisiisteem
x4 2 =170
{ xy="1T.

Lahendus. Tuletame antud siisteemi vorranditest uued
lineaarsed vorrandid, korrutades teise vorrandi pooled 2-ga ja
nii saadud vorrandi pooled kord liidame siisteemi esimese
vorrandi pooltega, kord lahutame, tulemuse pooltest aga
votame molemal korral ruutjuure.

2?4 y? =170 x* 4 y> =170
2xy =154 2zy —154
2+ 22y + y?=324 > —2zxy+y*=16
(x+1y)% =324 (zr—y)2=16
z+y==18 r—y==4
ehk ehk
z+y=18 z—y=4
voi z+y=—18 voi z—y=—4.
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Niitid saame moodustada jargmised vérrandisiisteemid :

z+y=18 x4+ y=——18

r—Yy= 4 x—Yy=

z+y=18 z+y=—18

r—y=—4 z—y=—A4.
Neid vorrandisiisteeme lahendades saame algsiisteemile neli
lahendit :

et B § rg=—"1T

v =T yYys=—11

x2 == 7 x4 = — 11

y2 = 11 y4 = - 7.

Ulesanne 4, Lahendada vorrandisiisteem
2 4 y?=a

Lahendus. Tuletame antud siisteemist otsitavate summa
ja vahe, teise vorrandi 2-ga korrutatud pooled esimese vor-
randi pooltega vastavalt liites voi lahutades. Nii saame
otsitavate summa ruudu ja vahe ruudu; neist ruutjuured
vottes leiamegi otsitavate summa ja vahe.

Niisiis
?+yt=a 2 +y?=a
2zy = 2b 2xy = 2b
x? 4 2zy +y2=a-+ 2b &% —2xy +y?*=a—2b
(z+y)2=a-+2b (x—y)’=a—2b
xt+y==+1a-+2b x—y===V a—2b.

Niitid moodustame jargmised vorrandisiisteemid:
{w+y=+Va+26 {w+y=—V07+25
t—y=-+Va—2b x—y=—Va—2b
{w+y=+Vb+% @ +y=—Va+2
t—y=—Va—2b £ —y=+Va—2b
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Neid siisteeme lahendades saame algsiisteemile neli
lahendit :

{ Va+t2b+Va—2b { _—VaFn—Ve—2
T = ,’1:2._ e B8
Y

2

2
_ —Va+2b+VYa—2b
==L e

_Va+2b—Va—2b
==

5 Yo
v Va+2b—Ya—2% —Va+2+ Va—2b
2 ‘ R 2
__Va+2b+Va—2b —Va+2b—VYVa—2b
L R T R e Ve o .

Antud vorrandisiisteemi lahenduvus oleneb diskriminan-
dist a = 2b.

1. Kui a <0, siis vérrandisiisteemil lahendeid ei ole,
iikskoik milline on arvu b absoluutvdirtus ja mirk. See
kehtib ka siis, kui

=0 o hisa ()

2. Kui a > 0 ja seejuures .

a) a > 2|b|, siis on vorrandisiisteemil neli lahendit;
b) a= 2 b, siis saame kaks lahendit,
c) a < 2|b|, siis vorrandisiisteemil lahendeid ei ole.

Ulesanded.
Lahendada vérrandisiisteemid :

2%+ y* = 50
139.{ oy =1

x* -+ bay +y> =25 140.

xy=3 xy==6

141. ] 2+ oy y>=19 141, {x2+4xy+y2=118
Py +y =T 22— by +y? =387

142. [ @ -Hf‘“ a* 142, } @* + 2y + y* =@
2y =b?
(e -+9)*+ (@ —y)'=820"
x2._h xy -+ y2 = 61a®
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Ulesanne 5. Lahendada vérrandisiisteem

2® 4 o2 =754
x - y=238.

Lahendus. Antud siisteemi vérranditest saame méia-
rata otsitavate korrutise. Selleks tostame teise vorrandi poo-
led ruutu:

(z 4+ y)? =38
a2 4 2xy + y? = 1444,

Saadud vorrandi pooltest lahutame siisteemi esimese vérrandi
pooled :
x4 2xy + y?=1444 -
2?4 y?= Th4

&8 ==690;

Lahutame niitid siisteemi esimese vérrandi pooltest viimase
tuletatud vérrandi pooled:

22 +-y?= 754
2y =690
2?2 — 2y +y? = 64
(x—y)2= 64
r—y==8,
ehk, lahus kirjutades:
0——nfi— 82
z—y=—28

Lahendades niiiid siisteemid

x+y=38 s z+y=— 38
r—y= 8

saame algsiisteemile kaks lahendit:
x, =23 . zs=1b
ja
y, =15 Yo 23
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Ulesanne 6. Lahendada vorrandisiisteem

z?+y*=a

z+y=Ab.
Lahendus. Antud siisteemist mddrame otsitavate kor-
rutise sel teel, et astendame lineaarse vorrandi pooled 2-ga

ja tulemusest lahutame ruutvorrandi vastavad pooled. Edasi
lahendame, nagu eelmiste iilesannete lahendustes niidatud.

Samalaadselt saame lahendada vorrandisiisteemi

{2+f—a

z—y="b
Ulesanded. ¢

Lahendada vorrandisiisteemid:

x® +y*=29 y? =at
144'{x+y=7 144. {x—l—y—b
145, J ©°+y*=100 145, J 2@+ 1)+ y(y +1) =a?
x—J=7 x+ y_b
a:+y___12 w+y—16
um{3+¢=61 M7{ﬁ+v—5%‘
;r-.._y:]_ x—J—Sa
r—y=9

148, J z(x + a) 4+ y(y + a) = 364>
z+y="Ta

Ulesanne 7. Lahendada vorrandisiisteem

{Zx‘z—xy +y*+2+y=>4

@ 2

¥s
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Lahendus. Tahistades otsitava z-i vdiartuse avaldisega
2t, saame otsitava y-i véartuseks 3¢, nagu iitleb teine vérrand;
niisiis

gt

Y= 3t
Niitid on otsitavad @« ja y avaldatud uue otsitava ehk
abiotsitava ¢ kaudu.

Kui need abiotsitavaga avaldised paneme antud siisteemi
esimesse vorrandisse 2-i ja y-i asemele, siis saame iihe otsi-
tavaga vorrandi: :

2. (2t)2—2t-3t + (3t)2 4 2t 4 3¢t =54;
2 -4t — 6t* + 9t + 2t - 3t =154;
1142 4 5t — 54 =0;
siit leiame, et

t, =2
27
fy=—1;-
Seega algsiisteemi lahendid on

54

=k 4 o S Y

Yy =6 gy |
=—1i

Ulesanne 8 Lahendada vorrandisiisteem

ax® +bry+ cy® +dr+cy+ f=0
&x m
l y—n’
Lahendus. Rakendame abiotsitava vétet. Vo-
tame abiotsitavaks ¢; olgu .
x=mt ja seega teise vorrandi pohjal y—= nt.
Asetame need viartused mt ja nf esimesse vorrandisse
-1 ja y-i asemele, siis saame uue vorrandi iihe otsitavaga.
Niisiis
am®® 4 bmnt? + en®2 + dmt + ent + f=0;
(am?® 4+ bmn + cn?) 2 4 (dm + en)t 4+ f=0.
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See on otsitava ¢ suhtes ruutvorrand.
Ruutvorrandi lahendusvalemi abil leiame siit ¢ vaartused.
Tahistame leitud ¢ vaédrtused jargmiselt:
t=1F
ts =R,
Siis antud vorrandisiisteemi lahenditeks on
{ x, = mh, i { Xy == mkgy
y2 E——] 'I’Lkg.
Nagu ndeme, antud vorrandisiisteemil on kaks lahendit
voi mitte ilihtegi.

Ulesanded.

Lahendada vorrandisiisteemid:

2?4y =117 2® — y? = 225
149 1. 8 - O, P
y 3 vy 4
2%+ 2y +y* = 333 x®> —zy + y* = 1900
0. 4 160. 2.5 3
y_ 4 y_ 5
222 + 3xy + 5y + 4z + Ty =726
151. R
y 8
522 — 8xy + 3y®> — 2x + 9y = 320
151. Byt
y 4
ar®—zy + y*=at
152. G g
v a
2%+ 2y '+ y?=19a®
152, o, i
"k
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Otsitavate jagatise Z-: saame leida ka siis,
1. kui vorde 2= % asemel on antud méni tuletatud

vorre; néiteks vordest it (L, lelame et ——m .

m—n’
2. kui iiks antud vorrandelst omab kuJu

ax? + by + cy? = 0;
jagades siin iga liikme y%-ga, saame

ai) +0 () +c=0.

Lahendades saadud ruutvérrandi

g suhtes, leiamegig
vadrtused.

Vorrandit, nagu az®+ bay + cy?=0, nimetatakse homo-

geenseks, mis téhendab, et koik tema liikmed on iihe ja
sama astmelised.

Ulesanne 9. Lahendada vorrandisiisteem

42 —Tay + 3y*>=10
x® -+ y? = 50.

Jagame esimese vorrandi iga liikme y%-ga:

4(”5)2_7.§+3—_—0.

Lahendus.

" 422 — Tz 4+ 3=0.

ehk
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Niiiid lahendame antud siisteemi asemel siisteemid
{xz—}—y‘-‘=50 _ {x2+y9=50
ja

e e 3
i oo ]
nagu niidisiilesande 7.
Esimese siisteemi lahendamine:
r=1
y=t
24 12=50
212 =50
12==25
== 5
to = —5.
Teise siisteemi lahendamine:
T Otk
y=4u
9u? 4 16u? = 50
2ou? = 50
ut =12

u,=V2
A Y E
Seega algsiisteemi lahendid on
. { x, =5 { z3=3Y2
Y, =5 Ya. 77 42

g == B z,=—3V2
{ {

Yp=—"5 Yyy=—4 V.
Ulesanded.
Lahendada vorrandisiisteemid:
2%+ y2=148 x® + xy + y? = 567
153. Jaty_ 17 153. yz—y_ 3

z—y 5 z+y 4



x?—3xy + y? =124 x? — by + y?=1107

154. R ey 154. L2y § D
Ty T4 x+y 9
3z 4+ Ty>="176 22> — by*>=13

Ulesanne 10. Lahendada vorrandisiisteem

Lahendus. Rakendame abiotsitava meetodit:

u+v==6
U2 12,

Jagame teise vorrandi pooled esimese vdrrandi pooltega
saame

b4

w2 — v2 12 e
e e ehk w —v=—=—2,
Niiiid lahendame siisteemi
u-+v==6
U—v=—2,

millest leiame, et
; U=27ja v=4,
Seega P ja 1:4, millest

® y

€ ==

| DO -

y | ~——1 4 .

. Ulesanne 11. Lahendada vorrandisiisteem
ax® + by =m
¢x® 4 dy? =n.
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Lahendus. Kui vorrandisiisteem sisaldab ainult otsita-
vate ruutusid, ka siis abiotsitavaid kasutades ruutvorrandi-
siisteemi lahendamine taandub lineaarse vorrandisiisteemi
lahendamiseks.

Tahistame x? ja y® vastavalt tdhtedega « ja v, nii et

2

R T T R

Asetades need uued otsitavad algvorrandisiisteemi, saame

{ au + bv=m
cu + dv=n.

See on % ja v suhtes lineaarne vorrandisiisteem; seda
lahendades leiame » ja v vaartused.

Téhistame leitud » ja v védrtused vastavalt téhtedega g¢
ja h, siis on
@Y=rgt gt ase—eh
Siit leiame, et

z=+Vg ja y=+Vh
Nagu nideme, antud vorrandisiisteemil on lahendid ainult
siis, kui ¢ ja h ei ole negatiivsed, ning lahendid on jarg-
mised:

A S g P e Lk it

Uldist ruutvorrandisiisteemi lahendamise juhist ei ole voi-
malik anda. Uldiselt v6ib ainult niipalju 6elda, et kui iiks
antud siisteemi vorrandeist on lineaarne, siis sellest lineaar-
sest vorrandist saab alati avaldada iihe otsitava teise kaudu.
Saadud avaldise teise vorrandisse asetades saame teise otsi-
tava leidmiseks ruutvorrandi.

Ulesanded.
Lahendada vorrandisiisteemid:
3z + 4y =37 2y +2y=4
156. {xy=28 156. {3x—y=5
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2 2 it ey S
167, {x +y'+8e+y=20 .. {5xy 32 =84

r—y=2 22 + Ty=235
158 {<x+2)2+<y+3)2=32
‘|l be+4y=14
22+ y? 4+ x — by=24
158. {x—i—y=7
A (¢ — 4P —(y—5)'—8
-~ - x_ e y-— =
z ?/
{i o . { G40
2 oy ¥l
= 3T ad
160 x? ¢ 160. $1 y
* x2 gl EJ:lZ
152 —8‘1/&:29 2 2
161. { ¥ Oy el
3 +2y—13 161. {x"’——y2=12
w
162. 2x2-—-7y2=8
x—y=2>0
163. a+1 163. x a+b
x_yzz a—-—b—— Yy
< SR P 4ab
xJ"'I—y 72a2—6a 164, m y_uz_bZ
s {x_/—y 3—6a—18 R
xy
Sy=14 b L
165. { S VO I S
Ty = |z , LY R

166. Leida kaks arvu teades, et nende summa on 30 ja
nende korrutis on 221.

166. Kahe arvu vahe on 74 ja korrutis on 4107. Milli-
sed arvud need on?
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167. Ristkiiliku itimbermdot on 32 cem, pindala aga on
60 cm2 Arvutada ristkiiliku pikkus ja laius.

167. Tiisnurkse kolmnurga kaatetite summa on 23 cm;
selle kolmnurga pindala on 45 cm?2 Arvutada Kkaatetite
pikkused.

168. Roopkiiliku alus tiletab kérgust 5 em vorra; roop-
kiiliku pindala on 204 cm2? Arvutada roopkiliku alus ja
korgus.

168. Kahe arvu ruutude summa on 117, nende arvude
korrutis on 54. Leida need arvud.

169. Téiisnurkse kolmnurga kaatetite ruutude summa on
313, selle kolmnurga pindala on 78 cm? Arvutada kaatetlte
pikkused. 3..

169. Leida kaks arvu teades, et nende surhmmlS Ja
nende ruutude summa on 194.

170. Kui ristkiiliku pikemat kiilge lithendada ja teist
kiilge pikendada 5 c¢m vorra, siis saame ruudu. Kui aga
pikemat kiilge pikendada 5 ecm vorra ja teist kiilge sama
palju lithendada, siis saame ristkiiliku pindalaga 512 em?.
Leida ristkiiliku kiiljed.

170. Valjakul on ristkiiliku kuju; kui teda lithendada ja
laiendada 12 m vorra, siis saab viljak ruudu kuju; kuiteda
aga pikendada 12 m vorra ja sama palju kitsendada, siis
saame viljaku pindalaga 15049 m2 Kui pikk ja kui lai on
viljak?

171. Kaks punkti liiguvad tédisnurga haarasid moéoda
nurga tipu poole, iiks kiirusega 49 ecm ja teine kiirusega
72 cm sekundis. Liikumise alguses on nende punktide vahe-
line kaugus 205 cm; 2 sekundi pidrast on nende vahe-
maa aga 37 cm. Kui kaugel oli kumbki punkt nurga tipust
liikumise alguses?

171. Kaks punkti liiguvad tédisnurga haarasid mooda
nurga tipu poole. Uhel silmapilgul on iiks neist nurga
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tipust 60 m kaugusel ja teine 80 m kaugusel; 3 sekundit
hiljem on nende punktide vaheline kaugus 70 m, veel
2 sekundit hiljem on nende vahemaa 50 m. Leida nende punk-
tide liikumise kiirused.

172. Kaks Noukogude armee ratsavielast ratsutavad
2,8 km pikkusel soidurajal. Esimesel kulub kogu soiduraja
labisoitmiseks 5 minutit vihem kui teisel. Kui kumbki igas
sekundis 1 m vorra rohkem sdidaks, siis kuluks esimesel

kogu séiduraja ldbisditmiseks 3}7 minutit vihem aega kui
teisel. Missuguse kiirusega ratsutavad ratsurid?

172, Olipaaki, mille maht on 1260 liitrit, saab téita
kahe toru kaudu. Esimese toru kaudu saab paak 40 minuti
vorra lithema ajaga tdis kui teise kaudu. Kui esimese toru
kaudu tuleks minutis 1 liiter rohkem ja teise kaudu 1 liiter
vihem, siis kuluks paagi tditmiseks esimese toru kaudu
1 tund 24 minutit vihem aega kui teise toru kaudu. Mitu
liitrit* minutis voolab kummagi toru kaudu?

173. Leida kahekohaline arv, mille ristsumma on 39
vorra viaiksem kui numbrite korrutis, kuid numbrite ruu-
tude summa on 102 vorra suurem kui ristsumma.

173. Kui kahekohaline arv jagada tema numbrite kor-
rutisega, siis jagatis on 9 ja jadk on 10. Kui arvu numb-
rid timber paigutada ja sel teel saadud arv jagada numb-
rite korrutisega, siis jagatis on 2 ja jddk on1. Leida see arv.
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Peatiikk II
ASTE.
§ 4. Astendamine.

Nagu teada, korrutist
a . a . a “en a’
milles arv a esineb tegurina » korda, tdhistatakse siimbo-
liga
an

ja nimetatakse arvu e n-ndaks astmeks. Nii et

a-a-a---a=q".

| S —

n tegurit

Seejuures arvu a nimetatakse astendatavaks ehk astme
aluseks ja arvu n» astendajaks ehk eksponendiks.
Niiteks
3¢:—3.8.3 . 3—_81:
(—2)8 = (—2)-(—2)-(—2)-(—2)-(—2)——32;
0,28=—0,2.0,2.0,2—=10,008.

astendatav = B»—> 34_ Q] <«—&& aste
ehk 4\
astme alus ﬁ

astendaja ehk
eksponent




Eespool-6eldust jareldub, et

astendamine on vordsetest teguritest koosnmeva korrutise arvuta-

mine.’

Negatiivsete arvude korrutamise juhisest jireldame, et

negatiivse arvu paarisarvulise astendajaga aste ou positlivne ja

paarituarvulise astendajaga aste on negatiivne.

Naiteks

(—4)*=16;

LRyl = el

(—a)? = a*, sest 2n on paarisarv;
(—a)?—1=—q2—1 gest 2n — 1 on paaritu arv.

Astme definitsioonist on niha, et astendajaks voib olla

iga positiivne tdisarv, mis on suurem kui 1.

Erijuhul, kui

astendaja n =1, moistame astet a” arvu a endana:

Ulesanded.

al=a.

Arvutada jargmised astmed:
146y 0,22

174. 26
210
35
45
55
176. 562
4,33
1,74
0,034
1,028

178. 10°
10°
106
109
1012
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174. (—2)?
{—2)
(%)
(—3)°
(—6)*

176. (—12)2
gl by
(_4»2)4
(—'8’1)5
(—0,2)°

178. 202
304
403
208
504

177,

179.

0,32
0,43
0,53
0,01+
(—a)?
(~b)"
(—n)8
{—a)*?
(—m)10
0,12
0,13
0,15
0,16
0,1°

175.

177.

179.

('—0’9)4
(—0,02)®
('—0,1)6
(_‘1’1 )3
(—L2)*
(—a)®
(<b)®
{=+9)”
(—a)™
(__m) 1%
(—10)®
(_0»1 )5
(—10)10
(—0,1)?
(—10)7



Arvutada jiargmiste avaldiste véadrtused:

180. 10%+102+4+1 180. 105 +102 +1
3-10°4+5-1024-8-10 +4 45 4 43 4 41
7-103+42-102+43-1045 1,33 41,32+ 1,3
8-10°4-6-10*42-10+ 1 0,8* + 0,82 4 0,82 4+ 0,8
9.-10*+5-102 4+ 7 0,144 0,13 40,12 4 0,1

8L (—6)?+ (—4)° + (—2)°
T4 (—5)? + (—1)1
(—1)! + (—2)%+ (—8)°
14.25.36
(—1)10: (—2)%- (—3)*

Lihtsustada jargmised avaldised:

182. (+a)? 182. (4-2)3%.(—3)?
(40)™ (-+4)% (+5)2
o)t (—3)%- (+2)*
(—x)* (=) (- B)"
gy Fni 1) (8

§ 5. Korrutise astendamine ja vordsete astendajatega ast-
mete korrutamine.

Tostame korrutise ab nm-ndasse astmesse. Rakendades
korrutamise seadusi, saame:
(ab)"= (abd) - (ab) - (ab) --- (ab) =

n teguripaari

=(aa.aa)(bbb.b):—_.—

n tegurit n tegurit
=arh
Seega siis
(ab)* == a*b%
Endastmoistetavalt jdib arutelu samaks, kui tegureid on

rohkem kui kaks, niiteks,
(2abc)3® = 8a®b3c3.
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Liihidalt sonastame korrutise astendamise juhise nonda:

korrutise astendamisel astendatakse iga tema tegur ja saadud
astmed korrutatakse.

Kui vahetame vorduse (ad)™ =a"d" pooled, siis saame
valemi vordsete astendajatega astmete korrutamiseks:

) ar® = (ab)”,
mida voime sonastada jidrgmiselt:

vordsete astendajatega astmete korrutamisel astendatavad korru-
tatakse ja saadud korrutis astendatakse antud astendajaga.

Naited:

1, §4.20e=(5-2)¢ = 10* = 10:000;
2. 2,6%-82=(2,5-8)3=20%=8000.

Ulesanded.

Arendada jargmised astmed:

183. (4-1,5)2 (4n)3 (—0,3Nu)*
(2-5)5 (5mn)® (—2h)*

183, (4,5-2)8  (—duv)4 (—3ad)®
(5-4)8 (2ax)® (—4cm)?

Leida lihtsaimal viisil jirgmiste avaldiste vairtused:

184, 28.59 3. (33)° (35-3)%-(3)

54 . 24 65'(%)5 - (4z.81) (2)°
184. d45°.2? B () 78 ()

2,50 45 (53)° - (33)° 2.8 (o)

56




§ 6. Jagatise astendamine ja vordsete astendajatega ast-
mete jagamine.

Tostame n-ndasse astmesse jagatise 2 . Rakendades siin-
: b

juures murdude korrutamise juhist, saame

(a)” a a6 @& G-G-G---Q an
5

b S0 0 e T T RE e R
N s N . e e’
n tegurit n tegurit

Niisiis

a\" an
(E) 15 b o
Saadud tulemuse sénastame nénda:

murru astendamisel astendatakse tema lugeja ning uimétaja ja
esimene saadus jagatakse teisega.

Niited :
(_?)4_2_‘_5.
Jlei g8 T 8yt
1\3 3\3 27 3
(—12) =(—3 RN Dapienas T
2a2_ 4a2
E) ¢ . o5b3*

Kui vahetame vorduse (¢ ”=ﬁf pooled, siis saame juhise
b, " }

vordsete astendajatega astmete jagamiseks:

a” a\"
=t
mida sonastame nénda:
vordsete astendajatega astmete jagamisel astendatav jagatavas

jagatakse astendatavaga jagajas ja tulemus astendatakse antud asten-
dajaga.

Naited:
242:122 — (24:12)% =
153 15
2. o= =ss—2r;
6ab)® 6ab\5
((3‘2)5 (5) = (2a)°> = 3245,
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Ulesanded.
Arendada jargmised astmed:

185. (3 185 {25 186 (—3' ¢ 1ge. (—Z%)
=y (—35) (?—’”) 2
4 923 2
T =)
b (43 (Z“f?) (— i)
¢ ,01bz
(—3) 3 -G 5
Leida lihtsaimal viisil jargmiste avaldiste vaartused:
187, 16%:4° G ) S
69° : 2* )6y T
187. 160°:6400  2.25°:0450 (13-
243 ; 16 A R il

§ 7. Vordsete alustega astmete korrutamine ja jagamine.
Astme astendamine.

Vordsete alustega astmete korrutamisel astendajad liidetakse ja
tulemusega astendatakse antud astendatav,

ehk siimbolites
am™ . q" = am—}-n.

Toestus.
am .t = (a.a.a...a). (a.a.a.‘..a):a"“l‘”.
L % “— o . o o
m tegurit n tegurit
Néited:

82.8%—g82+3__gb;
a®. a7 — g8+ 7— 10,
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Yordsete alustega astmete jagamisel astendaja jagajas lahutatakse
astendajast jagatavas, kul viimane astendaja on eelmisest suurem, ja
tulemusega astendatakse antud astendatav,
ehk siimbolites:

a™;at=—am—", kui m > n.

Viimase vorduse kehtivuse toestamiseks rakendame jaga-
tise kontrollimise juhist — jagatis on arv, mis jagajaga kor-
rutamisel annab tulemuseks jagatava.

Niisiis:

> am—n,anzam—n-}«n:am.
, 8
Niiited: 5= 3% —5—3%—2T;
a'y 6%z atnt2ag’,

Astme astendamisel astendajad korrutatakse ja saadlid korruti-

sega astendatakse antud astendatav,

Stimbolites viljendub viimane teoreem nii:

(am)n e amn.

Toestus.
n liidetavat
(am)n: am™-qm™-q™-.--q™ = am—{v-m-}-m—}-. 2 ,—{—m:amn-
n tegurit
Naited:

(29 =232 = 20— 64;
(Zatht)t == 24uPht? = 160°1%;
(@4 at)2—= a2+ 203 +4 4 a2 = g 4 247 + a8,

Ulesanded.
Kirjutada jargmised korrutised astmetena:
188. 2. 28 c-c?-c® e Dt
nd.n? az.q+. ds " +3y2n—1
188. h3.h3 W-ud - u N AT
gt qs n-n2-nd-nt-nd  prt2yse—3
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Kirjutada jargmised korrutised véimalikult liihidalt:
189, z -3z

54 -

44

3u - bu?
(—672). Tr3
aN*.pN3

189.

h-0,1k-0,2h
6x-0,422.0,123
0,1D.(—0,2D%-.0,3D?

¥ @k
c-3§c-§c

(— g w?) - 2% w?- (—%wz)

Kirjutada jargmised jagatised astmetena:

190. 78:#nb
9°:q

190;  alt% g0
e

191,

f4 ;fz x?Jm s qpm
th . h7 y2n . y
qn+3 : qn wiptl s uip—1

dm+1 . dn+-1 v4p—1 : ,v4p—-4

Kirjutada jirgmised jagatised véimalikult liihidalt:

9Bam-4-3ynt1

24mm+lyn—1
a2npdm
anbsm

udn-43yp

un-lydm—2

am+8yn—5 -
am —Zyn*7

a2n-+2

an+3
pn—3 * pdn—1

191. 42457 : 14a4p?
51p%g3: 1Tp%
3,6x5y528: 5,6a%5%4
Tn®e: 0,14n9-3

1,72m»+6 ; 4,3mr+2

Arendada jargmised astmed:

192. (44q)2
(3mn)?
192; 422)4
Tu’
223\ 2
(~ 54

60

(—0,3Nu)* (—3aD)?®
(—2h)* (—4emq)?
el il

(_ %)2 (— 53::; )3



Kirjutada jargmised avaldised voimalikult véiheste siim-

bolitega :

193.

Arendada jargmised astmed:

194.

194.

195,

196.

(3a)?-(2a)®
(—N?)- (2N)?
(4u2)2 : (_ud)d

(2" ()

(34 - 602

193.

(—251)®: (5f)*
(96ax)*:(162)*
(63¢N)*?:(243¢)?

(36nD)5:(—81D)°

o)

m\2
(5

2a3\2
(524
au 2)4
bv2

(59
10

(‘ l\i)3 : (g )3
Z(g)z :2(9_:)2
(54 Dcz)z 3 (Oﬁf))

(8M) 2a—1 . ( 2“) 2a—1
(2p 2n+1 ( 3q 2n41

Lo (& v

(m*)? (DY*
(a)® (3¢)°
(u?)? (0,1H3)3
(@) (0,7a*)*
Lihtsustada jargmised avaldised:

By
o o
w ()
(az)™: (bz)™ 196.
(Bew)™: (cdu)®
(—pqr)*:(—pg*)

197.

197.

2 n 3 3
5L -éL- 6L
ue - ua-l—b .y otbte
Dn,Dn—m,Dm—p

"\Q
ix? . %xﬂ—l—z.gx
TH™.0,2H™+1.0,5 H™+2
N=z+2. N=—8. N2—2

2p+1



Arendada jiargmised korrutised:

198. (a®4-a*)-(a+a?) 198. (a%— ad)-(a®+ at)
199.  (u3+v%)-(ud—1?) 199. (2p*H 5¢%)-(2p*—54°)
1 1 1 1
200. (22— ) - (2°+3) 200 (26*+ ) - (* — )
Arendada jargmised binoomide astmed:
201. (a2---b%)2 201. (a®— b%)?
202. (a*—a?)? 202. (a™—+a")?
203. (32°— 5a’)? 203. (mnd + mPn?)?
204, (gmHl— gn—1)2 204.  (y2d-ym)?
205, (e2— ) 205. (a2 1?3
206. (a®—10%)3 206. (m3+4m?)3
207.  (u2m— um)® 207. %’;4-;:)3

§ 8. Hulkliikme ruut.
Léhtudes kahe arvu summa ruudu valemist

(a4 b)*=a%+ 2ab+ ?,
saame tuletada valemi kolme arvu summa ruudu arvuta-
miseks. Lugedes avaldises a4 b--¢ kahe esimese liikme
summa (a--b) iiheks arvuks, vdéime kahe arvu summa
ruudu valemi pohjal kirjutada:

[(a4-b)+cl*=(a+b)2+2(a+b)ct 2=
=a*+2ab+4-0*+2(a+b)e+c2

Vérreldes kahe arvu summa ruutu kolme arvu summa
ruuduga nideme, et viimases on kahe arvu summa ruudule
lisaks tulnud kahe eelmise arvu summa ja kolmanda arvu
kahekordne korrutis ja veel kolmanda arvu ruut.

Sama arutlusviisi rakendades saame tuletada valemi nelja
arvu summa ruudu arvutamiseks. Nimelt, lugedes avaldises
a—+b-+c-d kolme esimese arvu summa (a-0b-¢) iiheks
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arvuks, voime jille kahe arvu summa ruudu valemi pohjal
kirjutada:

[(a+b4c)+dl’=(a+b+4c)*+2(a+b+c)d+d2

Eelviimase vorduse pohjal voime viimase vorduse Kkirju-
tada jargmiselt:
[(a+bd4¢c)+dl*=a®+2ab+ 02+ 2(a+b)e+ 2+
+2(a+b+c)d+d%

Vorreldes niitid kolme arvu summa ruudu avaldist nelja
arvu summa ruuduga ndeme, et eelmisele on lisaks tulnud
kolme eelmise arvu summa ja neljanda arvu kahekordne
korrutis ja neljanda arvu ruut.

Seda arutlusviisi jiatkates voime saada mitme tahes arvu
summa ruudu valemi, teiste sonadega, niiviisi véime tule-
tada mistahes hulkliikme ruudu valemi.

Kui eelmistes arendites avame sulud ja liikkmed vastavalt
riithmitame, siis saame

(a—l—-b—|—c)2=a2+bz+02—|—2ab-{—2ac+25c;
: (a+0+c+d)2=a®4 b+ 4 d? 4 2ab - 2ac+
—+ 2ad -+ 2be + 2bd + 2c¢d.

Kokkuvottes voime hulkliikme ruutimise juhise sonastada
nonda:
hulkliikme ruudu saamiseks tuleb iga tema liige ruutu tosta;

peale selle tuleb paarikaupa korrutada iga liige temale jiirgneva iga
liikmega, saadud korrutised korrutada kahega ja koik tulemused liita.

Endastmoistetavalt v6ib hulkliikme ruudu avaldises esi-
neda ka miinus-mérke.

Hulkliikme ruudu maérkide kohta kehtib arusaadavail
pohjusil jargmine juhis:

koik hulklitkme liikmete ruudud ja samamiirgiliste llikmete

kahekordsed korrutised on positiivsed ; vastasmiirgiliste liikmete kahe-
kordsed korrutised on negatiivsed.
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Niited.

Ulesanne 1. Arendada jargmine hulkliikme

(222 — 3z — 4)2
Lahendus.

(22° — 32— 4)? = (22%)*+ (—3x)2 4 (—4)*+

ruut:

+2-222. (—32) +2-22% (—4) 4 2. (—3x) - (—4) =

= 4ot + 92° 4 16 — 122% — 162% 4 242 =
= 4xt — 122° — Tx* 4 242 -+ 16.

Ulesanded.

Arendada jargmised hulklitkmete ruudud:

208, (m+n--p)2 - 208. (u—v+t—s)?
209. (22—z—1)2 209. (2a®— za-}-4)?
1 : &

210. (—5a3—|—3a2—§a—}—3)‘ 210. (zx+4y-+2)?
211. (a—b—c—a)? 211. (n®—2n—1)2
212, (jo* —4z—2)° 212, (za°

antpen+-2 4ap 2an \2
213. ( 2xp _ap—nc'dn +m)
213. (3 —an — 11amH 4 20m+)’
214. (2®>—2y°>— 4%yt 62— 4°%)?2

1 q

214. (30— —bBax® — a—12° +0,1a%21)"

2. [(G+a+)T

LGl RN IR
Arendada jiargmised astmed:

216. (42— e

216. (2z—1)8
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Ulesanne 2. Viljendada avaldis 9xz*— 3023 4-87z* —
—20z-+44 jargmisel hulkliikme ruudu kujul: (322+ az—
—+ )%

Lahendus. Arendame antud hulkliikme ruudu. Saame:

(32%+ ax + b) 2 = 9z* + a®x® 4 b% 4 6ax® + 602 + 2abxr—
= 92* 4 6ax® 4 (a®>+ 60) 2%+ 2abz 12 -

Kordajate a ja b vidirtuste leidmisel ldhtume seisukohast,
et kui kaks poliinoomi on voérdsed, siis peavad olema vordsed
nende vastavate liikmete kordajad ning vabaliikmed. See-
parast, kui :

9zt — 3022 4 3T2? — 202 + 4 =
=924 4 6az® + (a®+ 6b)a® 4 2abz + 12,

6a = —30, siit a =—05;
a® 4 6b = 37,
asendades siin a leitud viidrtusega —5, saame
25+ 656 =237, siit 60=12 ja b=2.
Kontrolliks vordleme veel .iilejadnud kordajaid:
2ab=2.(—5)-2=—20;
br=4.

siis

Vastus.
9zt — 30x° 4 3722 — 20x 4 4 = (32? — bx | 2)2.
Ulesanne 3. Niidata, et poliinoom
xt — 62% 4 922 — 302+ 25
ei ole taisruut.

Lahendus. Oletame vastupidiselt, et on olemas hulk-
liige, mille ruut vérdub antud poliinoomiga. Niisugune hulk-
liige peaks olema teiseastmeline, sest teiseastmeline liige annab
ruutu tostmisel neljandaastmelise liikme, nagu see antud
poliinoomis ongi. :

Seega siis meie oletuse jirgi

@t — 6234 92 —30x -+ 25 = (ax? -+ ba 4-¢)>

5 A. Vihman, Algebra IX. 65



Katsume niiiid leida a, b ja c.

(az®+ bx + ¢)?= a®a* 4 V2 2?2+ 2aba® + 2acx® 2bcx =
= a?0* 4 2adx 8+ (02 + 2ac) 22 + 2bcx -+ 2.

Et poliinoomide vordumisel peavad vastavad kordajad olema
v6rdsegi, siis peavad a, b ja ¢ rahuldama viit vorrandit:
a?==1, 2ab=—6, b>+2ac=9, 2bc=—30 ja 2=25.

Esimesest vorrandist saame, et

6= x1.

Vaatleme esimest juhtu:
gl
Edasi peab olema
2ab=—6; et a=1, siis 26 =—6; b=—3.
4 2ac=9; et b=—3, siis 9+ 2ac=9 ehk 2ac=0.

Korrutis on ainult siis null, kui vihemalt iiks tegureist
on null. Avaldises 2ac aga 2540 ja az£0, sest eespool leid-
sime, et a=1; seega ¢=0.

Kui a = —1, siis saame vorrandist 2ab = —6, jareldada, et
b=23.

Edasi peab olema
02+ 2ac=9; et niilid =3 ja a=—1, siis 9—2ac=79,
millest ¢ = 0.

Nii saime esimesel juhul

a=1 a=—1
{b=—3 ja teisel { b=3

c=0 c=0.

Kuid nende tulemusteni joudmiseks kasutasime ainult kolme
vorrandit neist viiest, mida peavad a, b ja ¢ iiheaegselt
rahuldama. Seepérast tuleb niitid kontrollida, kas ka neljas
ja viies vorrand on rahuldatud, s. t. kas :

2be = —30 ja ¢2=25.
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On ndha, et need pole kummalgi juhul rahuldatud (sest
¢=0). Jérelikult ei saa olla niisugust hulkliiget, mille ruut
vorduks antud poliinoomiga, ehk liihidalt: see poliinoom pole
taisruut.

Niidata jargmiste ndidete abil, et hulkliikme ruut ei
muutu, kui enne ruutimist koigi liikmete mérgid muuta
vastupidisteks.

R17. (2a®*—a?>—3a+41)2=(—2a®+a®>+}8a—1)2
217, (P*+ 20—z —1)2= (—a®—222 2} 1)2
218. Niidata, et poliinoomi
4zt — 1223 + 2522 — 242 16
saab viljendada kujul (222 az-}-b)2
219. Avaldada poliinoom
xt —62® 4522412244
kujul (224 az 4 b)2
219. Avaldada poliinoom
2t -4 1023 4- 1122 — T0x 4 49
kujul (22— az+ b)2
220. Ndiidata, et
9zt 1628 — 112 — 4z -4
on téisruut.
220. Naiidata, et

25 — 2003 — 2622 4 122+ 9
on taisruut.

221. Niidata, et
xt — 102342122+ 102 4
ei ole tdisruut.
221. Niidata, et
dx* 4 162% — 122 — 82 41
ei ole tédisruut.
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Peatiikk IIL

JUUR.

§ 9. Juurimine.

3
Siimboliga }/ a téhistatakse arvu, mille kolmas aste on
arv a. Naiteks

3

¥ 1000 = 10, sest 10® =1000;

3

Y —64 =—4, sest (—4)3=—64;

3

]/—2—_'?—-—§ sest (?)3——-3_3——.2_7
64 4’ 41 5 AR R

3
Arvu J/ a nimetatakse arvu a kuupjuureks ehk
kolmandaks juureks.

Uldiselt arvu a n-ndaks juureks nimetatakse
arvu, mille n-es aste on arv a. :

Arvu a m-ndat juurt tdhistatakse siimboliga V_a. Nii on:
4
V 2401 =1, sest T+=2401;
v &
YV —128 =—2, sest (—2)7 = —128;

5
¥ 0,00243 = 0,3, sest 0,3% = 0,00243.
n-nda juure leidmist mingist arvust nimetatakse selle
arvu juurimiseks arvuga n. Juurimine on astendamise
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poordtehe. Astendamine seisab astme leidmises antud asten-
datava ja astendaja jérgi, juurimine aga seisab selles, et
antud astme a ja astgndaja n jargi leitakse niisugune asten-

datav z, et 2" =a. Seega juur V a on otsitav astendatav z,
kui on antud aste a ja astendaja n. Sel puhul astet a ehk
arvu, mida juuritakse, nimetatakse juuritavaks ja asten-
dajat » ehk arvu, millega juuritakse — juurijaks.

Juurija —> 5

) 243 =3 <— Juur

T

Juuritav

» n
Juure definitsiooni jirgi juurel /' @ on n-es aste vdrdne
juuritavaga a. Seega juure definitsiooni jareldusena saame
samasuse:

(V a)y"=a.

Juure definitsioonist jareldub ka samasus:

n‘_ -
V a"=a,
sest arv, mille n-es aste on a", on a.
Juurija n voib olla kas paarisarv voi paaritu arv. Kui

n on paarisarv, siis peab juuritav a olema positiivne arv,
toepoolest, vorduse

»
Va)y=a
vasak pool on paarisarvulise »-i puhul ikka positiivne arv,
millest jadreldub, et ka a on positiivne arv. Seega
negatilvsetel arvudel el ole paarisarvuliste juurijatega juuri.

Negatiivsetel arvudel on paarituarvulise juurijaga juur nega-
tiivne, sest positiivse arvu v01 nulli astendamine ei annaks
negatuvseid arve.
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n
Juure definitsioonist jareldub, et siimbolil J a on esialgu
kaks tahendust, kui a on positiivne ja n on paarisarv.

2p
Taepoolest, olgu » paarisarv, nii et n = 2p; mirgime Va
tdhega xz. Juure definitsiooni jirgi on siis
x’? = g.

Kuid samuti on ka

(_m)2p = a,
sest

(—2)P =22,
Seega ka

2p_
]/a = —x.
Et dra hoida iihe ja sellesama siimboli mitmeti méistmist,

n
siis positiivse a ja paarisarvulise n-i puhul tdhendagu } a
seda positiivset arvu, mille n-es aste on a.
Moistes juurt positiivsest arvust ikka positiivse arvuna,
saame niidata, et

vordsete juurijatega juurtest on see juur suurem, millel juuritav
on suurem,

s. t. kui
a> b,
siis ka

Va>Ve.

Toestus. Kui Va ei oleks suurem kui /b, siis oleks

Va<Vb;

’

kuid siis oleks ka
Vay < Von
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ehk, rakendades juure definitsiooni,
u b

mis on vastuolus eeldusega, et ¢ > b. Seega siis

Va>Vo.
Toestatust jareldame, et

arvast 1 suurema arvu n-es juur on suurem kui 1.

Toepoolest, kui

a. =21

siis
Va>V1

ehk, et

Vi=l
siis

Va>1.
Ulesanded.

Teisendada jiargmised juur-avaldised ratsionaalseiks aval-
disteks:

R VE? 22 (o) W (5 223. )
V192 3 128 14/ 7 17 o
(V33 (V18 2" Val
8)/49 4f/2—7 8)/ 256 R}pffz‘v
(5Y Ny ys) (h’lﬂfﬁ)3 (rvi=)
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Lahendada jargmised vorrandid:

224, z°—38 ab——1 Zd—
yt—81 yt=—16 st==10,0081

224, 28— —217 $—1 o =2
up =32 ul0—1024 e |

§ 10. Juure leidmine proovimise teel.
Ruutjuure leidmiseks on olemas algoritm. Teiste juurte
leidmiseks puuduvad lihtsad, kiiret to66d voimaldavad algorit-
mid. Nende juurte leidmine véib toimuda proovimise teel.
5
Ulesanne 1. Leida )/ 161051.

Lahendus. Peame leidma niisuguse arvu, mille 5. aste

on 161051. Proovides jarjest prvecd; 2.8, s s ldigmes
1% < 161051, 2° < 161061, .3 < 161061, ., 2 11° = 16106%:
jarelikult

5
1/161051 = 11.

8
Ulesanne 2. Leida })/17.

Lahendus. Peame leidma niisuguse arvu, mille kuup

on 17. Proovides jarjest arve 1, 2, 3, ... leiame:
: bt iPre) o S U L AL b NS % L
arvud 4, 5, 6, ... omavad veelgi suuremaid kuupe, seega

3
iikski neist ei ole J/17. Nii ndeme, et ei leidu taisarvu,
3

mille kuup on 17. Kui téhistame otsitava arvu /17 siimbo-
liga 2, siis

28 <t = @P
ehk < xS,
Nieme, et arv z asetseb arvude 2 ja 8 vahel.
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Katsume nouet 2% =17 rahlﬂdada kohaselt valitud murd-
arvuga. Téahistame selle arvu siimboliga % ja eeldame, et see

murd on kirjutatud oma lihtsaimal, see on taandatud kujul;
sel puhul lugeja ja nimetaja on iihistegurita arvud. Noude
kohaselt peab olema

a\3 ad

(5) =17 ehk 5 =1T.
Et arvudel a ja b pole iihiseid tegureid (peale arvu 1), siis
pole iihiseid tegureid ka arvudel aaa ja bbb ehk arvudel a®

ja b®; jarelikult murd %z on taandumatu. Noude kohaselt

3 ; £
® olema vordne tiisarvuga 17. Et murd ei saa

b3
olla iihtaegu taandumatu ja vordne tdisarvuga, siis ei leidu
ka murdarvu, mis rahuldab nouet 2% = 17. Seega pole voi-
malik leida ei tidisarvu ega murdarvu z, mille puhul oleks
tapselt 2% =17.

Kiill aga on vdéimalik leida niisuguseid arve, mis seda
nouet rahuldavad ligikaudu; teiste sonadega: leidub arve,
millede kuup on ligikaudu vordne arvuga 17.

Toepoolest, niisugusteks arvudeks on niiteks 2 ja 3; esi-
mene annab noutava arvu puudusega, teine liiaga. Paremate
lihisviirtuste saamiseks arvu z jaoks jaotame vahemiku
2 ja 3 vahel kiimneks vordseks osaks ja proovime nouet
% =17 rahuldada arvudega

21022 23305 28 .29,
Nende arvude kuupide arvutamine niitab, et 2,53 ehk 15,625
on viiksem kui 17, seevastu 2,68 ehk 17,576 on aga juba
suurem kui 17. Jéarelikult /
L B
Jaotame saadud vahemiku 2,5 ja 2,6 vahel uuesti kiimneks

vordseks osaks ja proovime nduet 2= 17 rahuldada arvu-
dega

peab murd

22,61 2,62 2,63 ... 268 2;69;
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Nende arvude kuupide arvutamine néitab, et
2,07 < 2 < 2,68.
Samal viisil edasi minnes ndeme, et
2,571 < z < 2,672,
Vorratused
2w <3
2:0 < 2ib
2,61 <z < 2,68
2,671 < x < 2,672

suruvad otsitava 2 ikka kitsamasse ja kitsamasse vahe-
mikku: esimese vahemiku pikkus on 1, teise pikkus 0,1,
kolmanda 0,01, neljanda 0,001 jne. Nende vahemikkude jada
maéadrab meile kiimnendmurru

o= 2071, 53

iilalseletatud viisil saame méédrata selle murru nii mitu
kiimnendkohta, kui iganes soovime. Mida enam selles kiim-
nendmurrus on kiimnendkohti, seda vihem selle murru kuup
erineb arvust 17. Kiimnendmurru 2,571 ... kohtade jada ei
saa loppeda; tdepoolest, vastasel korral me saaksime murru,
mille kuup on 17, mis eelneva pohjal on voimatu. Seega 2 on
Iopmatu kiimnendmurd. Seda murdu me kirjutame siim-
boliga

3

V1n.

Et seda juurt ei saa avaldada ei tdis- ega murdarvuga, siis
on ta irratsionaalarv.

Voib nididata, et iga n-es juur, mille juuritav pole mone
ratsionaalarvu n-es aste, avaldub lopmatu kiimnendmur-
runa ja on irratsionaalarv. Niisugusteks juurteks on niiteks

4___ 5 . S Lo 73_‘
yie VYigz Y11 ]/;-
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Kui on leitud juure kaks ldhisvaartust (iiks puudusega
ja teine liiaga), mille vahe on néiteks 0,01, siis juure toe-
line vadrtus erineb kummastki ldhisvidirtusest vahem kui
0,01 vorra. Seega, kasutades iihte neist juure ligikaudse

vadrtusena, teeme vea, mis on vidiksem kui 0,01. Nii voib
3

" V17 ligikaudse vidrtusena veaga alla 0,01 kasutada nii tema
lahisvaartust 2,67 kui ka 2,58. Sama arvu ligikaudse vaar-
tusena veaga alla 0,001 voib kasutada kas ldhisvadrtust
2,671 vo6i 2,572.

Ulesanded.
Leida proovimise teel jargmised juured:
or1 3

225. 1/3 169 2217. 13/ 361 230, V3375
225. /512 228. 11331 D S

14/ 1/ 230. 1/ 0,00256
226. V81 228. /2401 5

- 231. /3125

5
226. /32 229. /243 .
7

6 231. 1/0,6561

227. V0 229. V1

Leida proovimise teel jargmised juured veaga alla 0,01:

3 3
232. 728 233. /100 234. V24,2

3 4
232. 70,1 233. 10,9 234. V25

§ 11. Ruutude, kuupide, ruutjuurte ja knupjuurte tabelid.

Praktiliste kiisimuste lahendamisel koige sagedamini vaja-
likkude astmete ja- juurte, s. o. ruutude, kuupide, ruut-
juurte ja kuupjuurte kiireks leidmiseks on koostatud tabelid.
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Niisugused tabelid on kas 4-, 5- v0i enamakohalised, see
tdhendab, neist leiame kas 4-, 5- v6i enamakohalisele arvule
vastava astme voi juure kas 4, 5 voi enama arvu Oigete
numbritega.

Nimetame antud arvus nullidele jirgnevatest vo6i nullidele
eelnevatest numbritest moodustatud arvu antud arvu
tiveks.

Niiteks arvu 0,00765 tiivi- on 765 ja arvu 2036000 tiivi
on 2036. :

Voib oelda, et praktiliselt

antud arvu ruudul, kuubil, rnﬁtjuurel ja kuupjuurel on sama
palju digeid tiivenumbreid nagu antud arvul,

See tdhendab, kui antud arvus on neli tiivenumbrit, siis
tema ruudu, kuubi, ruutjuure ja kuupjuure saame anda
nelja dige tiivenumbriga, mida neljakohalised tabelid voimal-
davadki. Praktiliste {ilesannete lahendamisel on see tidpsus
taiesti rahuldav. ;

Allpool on toodud viljaloikeid K. Ratassepa ,,Matemaati-
listes tabelites* esitatud ruutude, kuupide, ruutjuurte ja kuup-
juurte tabelitest. Koigis neis tabelites kuuluvad antud arvu
kaks esimest numbrit tabeli esimesse veergu, kolmas number
esimesse ritta tlal (voi all) ja neljas number kdrvaloleva
paranduste tabeli esimesse ritta iilal (véi all).

Tulemuse loeme sellest reast, kuhu juhatasid antud arvu
kaks esimest numbrit, ning sellest veerust, kus pealkirjaks
on antud arvu kolmas number. Kui antud arvul on veel
neljas tiivenumber, siis leitud tulemusega liidame paranduse,
mille leiame paranduste tabeli samast reast, kuhu jubatasid
antud arvu kaks esimest tiivenumbrit, ning veerust, mille
pealkirjaks on antud ‘arvu-neljas tiivenumber.
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RUUDUD

0: )<L -2 18 7 1819 |123/456|789
5,5130,25/30,36(30,47(30,58] - - - [31,02/31,14/31,25| 123 | 467 |8 910
5,6131,36|31,47(31,58(31,70] - - . [32,15(32,26(32,38] 123 [ 567 |8 910
5,7132,49|32,6032,72/32,83] ... |[33,2033,41/33,52| 123 | 567 |8 910
5,8|33,64133,76(33,87/33,99] - . - [34,46/34,57(34,60] 124 | 567 |8 911
5,9|34,81[34,03(35,05/35,16] . . . [35,64/35,76|35,88] 124 { 567 |81011

Nédide 1. 5,62=31,36.

Néide 2. 5,68 = 32,26.

Néide 3. 5,7362 = 32,83 + 0,07 = 32,90.
{;

Paranduse 7 loeme paranduste tabeli veerust, mille pea-
liseks on 6 kui neljas number antud arvust 5,736; paran-
dus tuleb liita viimase kiimnendkohaga.

Niaide 4. 5,919%2 = 34,93 4 0,11 = 35,04.
' 2|

Niide 5. 58,72= (10-5,87)2=100.5,872 =
=100 - 34,46 = 3446.

Praktiliselt tehakse selle nédite korral nii, et antud arvus
nihutatakse koma iihe koha vorra vasakule; sel teel saame
arvu, mis leidub tabeli esimeses veerus; selle arvu ruudus
34,46 varem tehtud vea parandamiseks nihutame koma kaks
kohta paremale, mille tulemusena saame 3446.

5,72 )2 o500

Néaide 6. 0,06722 = = To000 =

=\ ~300
8272 . i

= 0000 = 0,003272.
Ka siin toimime praktikas nidite 5 eeskujul: antud arvus
nihutame koma kaks kohta paremale, saame arvu 5,72, mis
leidub tabelis; selle ruut on 32,72. Et arvu suurendasime
100 korda, sellega tema ruutu suurendasime 10000 korda,
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siis Gige tulemuse saamiseks arvus 32,72 nihutame koma
neli kohta vasakule,

Kui antud arvus on rohkem kui neli tiivenumbrit, -siis
iimardame ta nelja tiivenumbriga arvuks.

Naide 7. 5,9376% ~ 5,9382= 35,26.

Ulesanded.
Leida tabelist jirgmiste arvude ruudud:
235. 38,7 235.. 4,2

46 59
6,73 1,26
279 348
8,963 5,748
63,52 49,76
0,594 0,723
0,8596 0,1264
2,66799 3,8844
32,493 61,729

Kuupide arvutamisel peame koma nihutamisel silmas, et
kui arvu suurendatakse voi vahendatakse 10, 100, 1000, . . .
korda, siis arvu kuup vastavalt suureneb vdi viheneb 103,
1003, 1000%, . . . korda. See tdhendab, kui arvus nihutame

koma 1, 2, 3, . . . koha vdrra, siis leitud kuubis peame koma
nihutama vastassuunas 8, 6, 9, . . . koha vorra.
KUUBID
Ly 28 <l 4 - B1-0]11281456/2890
5,5 1166,4/167,3(168,2/169,1] . . . [172,8/173,7|1174,7]1 2 3|4 56|6 7 8
5,6 |175,6176,6(177,5/178,5] . .- [182,3/183,3/184,2]1 23|45 6|7 8 9
5,7 |185,2]186,2/187,1{188,1| . . . [192,1/193,1{194,1]1 2 3|4 56|7 8 9
5,8 [195,1{196,1/1197,1{198,2] - - . |202,3/203,3/204,3]1 2 3|4 5 6|7 8 9
5,9 [205,4/206,4/207,5(208,5] - . - [212,8/213,8/214,0]1 2 3|4 5 6|7 810
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Néaide 1. 5,733=188,1.
Nédide 2. 5,8262=197,1-} 0,6 =197,7.

6
Nédide 3. 55,7293 ~ 55,732..... 1728
e
1731
55,7293 ~ 173100.

Nagu ndeme, tuleb antud arvus tarbekorral koma niipalju
nihutada (nii ruudu kui ka kuubi arvutamisel), et saame
arvu, milles komale eelneb iiks tiivenumber.

Ulesanded.
Leida tabelist jargmiste arvude kuubid:
236. 9,2 236. 7,8
56 47
8,76 8,92
2,44 7,66
0,5124 0,08931
RUUTJUURED
0|1 213 oo |71 8] 91123|4566(789
3,3 1,8171,819/1,822/1,825] ... |1,836/1,838/1,841J011|112|222
33, 15,745(5,753|5,762|5,771 ««« 15,8055,814/5,822]1 2 3{3 45|67 8
3,4 [1,844]1,847/1,849/1,852) .. . |1,863/1,865(1,868/0 1 1|112|2 22
34, |5,831]5,840(5,848/5,857] - .. [5,891]5,899/5,908]1 2 3|34 5|6 7 8
3,5 |1,8711,873/1,876/1,879 - - - [1,880(1,892(1,895]0 1 1|11 2|2 2 2
85, 15,916[5,925(5,933|5,941 « oo 15,9755,983|5,092]11 2 2(3 4 5|6 7 8

Niaide 1. J/3,31=1,819.

Niide 2. ¥'33,1=5,753.

Niide 3. V34,75 ..... 5,891
4

V34,75 = 5,895.
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Niide 4. 1/ 352=V100-3,52=10-73,52=
=10-1,876 = 18,76.

Niide &. Vo,34s=]/

Nendest néidetest ndeme, et kui antud arv, mille ruut-
juurt otsitakse, ei ole niisugune, et temas komale eelneb kas
iiks voi kaks tiivenumbrit, siis nihutame koma kahe koha
kaupa nonda, et saaksime niisuguse arvu.
arvu ruutjuures nihutame siis koma vastassuunas kaks korda
viiksema arvu kohtade vorra, kui seda tegime antud arvus.

Ulesanded.

WS _ V3550
0 e

10

10

Leida tabelist jargmiste arvude ruutjuured:

- =10,p899;

Sel teel leitud

237. 17,2 237. 2,5
3,49 1,78
75,4 86,1
82,96 56,47
643 729
5246 6759
0,874 0,056
KUUPJUURED
o123 7|8 | 9|1238/456|789
4,0 11,587|1,589|1,590(1,591 1,597/1,598(1,599|0 0 01 1 1{1 11
40, |3,420]3,423(3,426(3,428 3,440/3,443(3,44510 1 1112|223
40 7,36817,374|7,3801(7,386 7,411(7,4177,423]1 1 2|23 4455
4,1|1,601]1,602(1,603|1,604 1,610{1,611|/1612f0 001 1 1|1 11
41, |3,448)3,451|(3,454|3,457 3,468(3,471/3,473]0 1 1|1 12|22 3
41 7,429(7,435|7,441|7,447 7,471\7,477/7,483]1 121234455

3
Niide 1. Y4,13=1,604.
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3
Naide 2. Y41,29..... 3,454
# 3
V41,29 = 3,457.

3 3 3
Niide 3. )/4180=1/1000-4,180 =10-1/4,180 =
=1071,611 = 16,1}
3 3
L icpgs 417 417 7,471
Naide 4. V0’417=VW= Kl()—= 1o = 0,7471.
Kuupjuure otsimisel paneme tédhele, et kui antud arv ei
ole niisugune, et temas komale eelneb kas iiks, kaks voi
kolm tiivenumbrit, siis nihutame koma kolme koha kaupa
nonda, et saaksime niisuguse arvu. Sel teel leitud arvu
kuupjuures nihutame koma siis vastassuunas kolm korda
vaiksema arvu kohtade vorra, kui seda tegime antud arvus.

Ulesanded.
Leida tabelist jargmiste arvude kuupjuured:
238. 2,58 238. 3,76
61,34 59,26
5170 / 2460
0,218 0,316
3728 8964

§ 12. Tehted juurtega.

Allpool toestame viis teoreemi, mille jargi toimuvad teh-
ted juurtega.

1. Juurte korrutamise teoreem:

VE . VZ il Vh—bl
R

© vordsete juurijatega juurte korrutamisel juuritavad korrutatakse
ja tulemus juuritakse antud juurijaga.

86 A. Vihman, Algebra IX. 81



Toestus. Tahistame juurte korrutise tdhega z, nii et

VaVb=ue.
Astendades selle vorduse molemad pooled arvuga n,
saame

VaVr=a,
ehk, korrutise astendamise juhise pohjal,
Vay (Vb =a";

et juure definitsiooni pdhjal ({/;)n_—:a ja (Y b)" =b, siis
tahendab eelmine vordus lihtsalt, et
ab="1"

Seega x on arv, mille n-es aste on ab; juure definitsiooni
kohaselt siis

X == ]/ab

Vottes niitid arvesse, et tihega 2 oli meil tahistatud) a-V b,
saame vorduse

Va- Vb=V ab,
mida oligi tarvis toestada.
N: a ide.

]/160m2 V4c m = ]/64c*’m6 —-l/ (4em)® = 4em.

Vahetades iilaltoestatud vorduse pooled, saame korrutise
juurimise teoreeml

l/ ab=Va- VE,
gt

korrutise juurimisel juuritakse iga tema tegur ja tulemused kor-
rutatakse.
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Niaide.
5

t 5 5 5
V32:0=)32. ) 210 =)/25. V (22)® = 2. 22 = 222,

Korrutise juurimise teoreemi rakendamisel peame arves-
tama asjaolu, et paarisarvulise juurija puhul ei saa seda
teoreemi alati kasutada. Nimelt see teoreem ei ole rakenda-
tav juhul, kui juurija on paarisarv ja kui juuritav teisenda-
takse korrutiseks, mille moned tegurid on negatiivsed. - Nii-

teks 1/30 on kiill esitatav kujul Y'2.(—3)-(—b), kuid
mitte /2. )/ —3.)—b, sest negatiivsel arvul ei ole paaris-
arvulise juurijaga juurt.

Ulesanded.

Leida jargmiste avaldiste vaddrtused, kasutades arvuta-
mise holbustamiseks juurte korrutamise teoreemi:

239. V'162-105 108/ 45 V24-Y06
3
i o oatle $i T s .
239. V3-V9 ; o ]/7 Y —12.V18
# 3 3
S 5 S = Bon e
240. 1/32~V; V40él/§ Y 0,32.V—200
i s, 5 €. % b &
240. 1/ 64-)4 1isigas 2 Vram
¥ 8l _]/E-V486 ]/3.1/48

Lihtsustada jargmised avaldised, kasutades korrutise juu-
rimise teoreemi:

241. 7 49a° V121 V b
3 3 3 e

242. V 125u8 y —343f° V—pg®
4 5 7

242. )/ 2564* V10 V1287
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Kirjutada jargmised juurte korrutised voimalikult vaheste

stimbolitega :

243. V' 2a-V8a

3 3
243. VeV 2¢?

V 3b- 1/ 273
V9u V—3u°‘

4 4 5
244, V3NV 2IN? Vi Vﬂ

B 5
244. V 16a-) 64a*

4—
V?43 ]/zi’
3

V Yazt -V 2880
3 CE 3 sl
V 24m*nt -V 9mind
1/ 9H?. 1/ 2TH"

]/m“‘nz

Kirjutada jargmised juurte ‘korrutised voimalikult vdheste

stimbolitega:

245. V3-V5
3 b 3__
246. V4-V15
246. V10-Va
4_ 4_
V154 -V 4a?
247. Vu-V2v

V7-Ve
1/——46 V25
V5x V3./

a2 ‘/ a?
a 2%

6 9
Ve V3P

V2-V135
Vl 1/80
‘m V——-n
Vi-VaFi
Ve—1-Va+l

Leida jargmiste avaldiste vaartused, kasutades arvuta-
mise holbustamiseks korrutise juurimise teoreemi:

248. 1/81-169

3
249. V216-27
249. 1/225-100

3
250. 1/729-1000

250. /19610
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Teisendada jargmised avaldised nii, et juuremérgi alla
jaaks voimalikult viike taisarv:

%51, V50 V5 Yer Vs

22. V72 V245 1300 V768
o52. VEL | V3T V108 V1512
23, V=34 V3% V=—T05d V2000
253, Y5z V20 V86 V=%

Teisendada jargmised avaldised nii, et juuremirgi alla
jaaks voimalikult vdhe tegureid:

254, Y ch Vit Vaa'h V2575
254, f/ 27¢5 13/ 16a* VW 13/ 8adh?
255. f/ 40cut ff 54h5k 13’135u%3 f/ —64N8
255. 1/6at Veiw VP Vi

Kirjutada jiargmised avaldised iiheainsa jyuremirgi abil
ja teisendada tulemus nii, et juuremérgi alla jadks voimali-
kult vihe tegureid:

BosPig o B g tle e 3 P 8
256. VA2V ah V-V Vé“x?]/g.VZiﬁ
256. V7.V VT0.V5 Vs-vea
’ 3 0 3_ 3 3 3 3-1-
257. : 25. V75 64.l/ =
57. V'12-V'36 1{25 V75 V64 ]/2

T e ;’5— CmReR Sl
257. 1/19-Y 98 V:s,'V% V25-V16 -1/ 48
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2. Juurte jagamise teoreem:

n n 2 -
Va:Vo=) 2.
-3 R
vordsete juurijatega juurte jagamisel juuritav jagatavas jagatakse
juuritavaga jagajas ja tulemus juuritakse antud juurijaga.

Toestus. Tahistame antud juurte jagatise tdhega =,
siis on

Astendame saadud vorduse kummagi poole arvuga mn, siis
saame

n ”
Va
~ = xn,
Vb
ehk, jagatise astendamise eeskirja pohjal,
n n
(Va) —
(va)
ehk, juure definitsiooni péhjal,
a
I‘)an.
Et 2z on arv, mille n-es aste on Z, siis juure definitsiooni
jargi
¢ nifa
z=} ;.
Vordustest
¥a =z jaz=}1
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jareldame, et

i/
4
Niide.
3__ 3 e 3_ 3__
4 3 ;
Y Vo=l =
V ctu

Vahetades iilaltdestatud vorduse pooled, saame jagatise
juurimise teoreemi:

n

a v
Y
Vo
st
murru juurimisel juuritakse tema lugeja ja mnimetaja ning arvu-
tatakse tulemuste jagatis.
Niide.
4 B 4 e 4 25
V256 A § BN L 2
PR T e P
Vatx® VY (ax?)*
Jagatise juurimise teoreemi ei saa kasutada siis, kui juu-
rija on paarisarv, aga juurealune jagatav ja jagaja on
negatiivsed.

Ullesanded.
Kirjutada jargmised avaldised juurtena iiheainsa juure-
margi abil, voimaluse korral juuremérgita:

4

il Aoy o 4 -

28. V72:V2 Vab:Vb Vb":]/%
Biolsr Sup M Z o i
258. V625:V5 ¥ iVe Vﬁ'l/’l“
' N

: %/_ Bt 3 3 3 3
259. V102:V 17 V H22: V Hu? P 1/Q
ViV

87



4 e U
259. V 8N%: ]/ e

4

3

260. 1 s
3 i &
. 6

260. V ab°c : %}

V az? ]/ @
25m8 ° n?
]/ ach — a-

Vb -c

Ymtn

YmE=n

Va—b?
Va+bd b
V(u+v)?
T P

3
Va¥a® — %)
3
V a(a+b)

Kirjutada jargmised Juurte jagatised voimalikult viaheste

stimbolitega :

261. V4 261 VA
V5 V7
3 5 3 £
V25 Vn
3 ol 3 i
V5 Vo
¥ vi
1/ 63 V44
3 3
A V7
3 ) 3
V2 V56

262. ym

Ve
Vh'
Vh
Ve

]/a_02
V u
]/ u?

Leida jérgmiste avaldiste viirtused, kasutades arvuta-
mise holbustamiseks jagatise juurimise teoreemi:

3. /2
Ve

2

88

0
263. ]/8—1-
i
V?’Té
3
10 b
57 V”15S

264, V144
Ve

V 525

169
289

Vs

264.



3 5
o 52 26 256 243
2%5. /5 265 Y& 2. ]/ms 266. ]/m
3 o 4 S sbma ety S L Sl T e e e S
27\2 1 13
V(s) V(5f6) (381) V( sl
Teisendada jargmised avaldised nii, et juuremérgi all
oleksid voimalikult lihtsad avaldised:

: Vl e 0 21/ 1000 Ve

16 a2
V:} -n4 10]/

gy 0,008
3. Juure astendamise teoreem

=i

g.1.
juure astendamisel astendatakse juuritav ja tulemus juuritakse

Do
[=2]
=1
-
o
@1 '—“
i
=2l b

antud juurljaga.
Toestus.
n
Kirjutame astme ()/ )™ korrutisena, siis saame
n-)m n_ _ e A i
(Va =VaVaVa--Va.
m tegurit

Juurte korrutamise teoreemi poéhjal voime niitid kirju-

tada:

1/;1/51/;

m tegurit

n n "
Va=Va-a-a--a=Va"; seega

m tegurit

Val =va,
nagu oligi viaidetud.

Niide.
(V'50%) = V 5%° = V¥ 5%°.

5a = 5a*V ba.



Vahetades iilaltoestatud vorduse pooled, saame:
n n m
Vamz(Va) :

selle vorduse motet voime sonastada nii:

arvu astendamise ja saadud astme juurimise asemel vdib arva
juurida ja siis saadud juurt astendada.

Niéide.
VBT = BT =/~ =2

Valemit Va'":(l/ a)™ ei ole vdoimalik kasutada siis, kui
juurija » on paarisarv, aga juurealune astendatav arv a
on negatiivne.

4, Astme juurimise teoreem.

Astme juurimise puhul viidrib koéigepealt méarkimist see
juhtum, kus juureméirgi all seisev astendaja on juurija

n
kordne, see tihendab, kui avaldises ¥V a™ on m =/kn. Sel
juhul saab niidata, et
n
Va* = qat,
s. t. kui astendaja on jaguv juurijaga, siis
astme juurimisel astendaja jagatakse juurijaga ja saadud jaga-
tisega astendatakse juurealune astendatav.
Toestus. Avaldise o' vdime kirjutada kujul (a¥)n.
Eelmise teoreemi ja juure definitsiooni pohjal saame niiiid, et

ViR =V @ =0/ =a.
Nidide.
k| 21
VA= aT=q
Teiseks juhtumiks, mis astme juurimisel mérkimist via-
rib, on see, kus juurijal ja juuremirgi all seisval astendajal
on iihine tegur. Sel juhul saab juurt taandada, s. t.
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juurijat ja juuremirgi all seisvat astendajat voib jagada nende
iihise teguriga.

Olgu juurija 'ja juuremirgi all seisva astendaja iihine
tegur maéargitud tédhega k; siis voime neid arve kirjutada
kujul Zm ja in ja juure taandamise teoreem aval-
dub kujul

km

Vi =Va.

km
Toestus. Tahistame V ofn tdhega x; teatavasti aga
a¥ = (a")¥, mistottu ka
km
V==
ehk eelmise teoreemi pohjal
km

(Vary=u.

Astendame niitid vorduse moélemad pooled arvuga m; saame

km
(Van)km —_ ™
ehk

a" = zx™,
Et x on niisugune arv, mille m-es aste on a" siis juure
definitsiooni jargi
m £
z=Va".

Vottes arvesse, et tihega 2 tihistasime toestuse alguses aval-
km

dist Va*, saamegi vérduse

Niaited.
9 s 33 it 3 B
1. Va®=Vad 2= Va®
2 V4x"y4 == V2 2Byt = V(2x3y2)- = V2x3 2252
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Vahetades vorduse
? km

Va=Va

pooled, saame juure laiendamise teoreemi:
s km g .
Var =V akn,

85 L
juurijat ja juuremirgi all seisvat astendajat voib korrutada iihe

ning sama arvuga.

Niited.
‘i_ 15 5'__ l5_~
Va®=Va Vat=1Vd
Ulesanded.
Kirjutada jargmised astmed voimalikult viheste siim-
bolitega :
5 3 3
268. (V3)3 (V)8 (Va-Vb)®
i 47_ g~ = 4_
268. (V2)w (Vz)s (Vz:Vy)®
5 3__ 5__ 4_ 4_
269. (V3)® (V12)7 (V27:V3)2
9__ 19_ 5__ 5_
269. (V5)? (V a2)b (Vu2: Ve?)3

Arendada jargmised korrutised ja astmed:

N0, AVE-1:VS 270. (V114 V10)(V11— V10)
(V74 V5)-V5 (V34-2V2)(V3—2V2)
(V7-1)2 (2V5—3V2)?
(V10—V'8)? (2V8-3)(9+4V8)

3
(V3—1)8 (2V6—4V3)3
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Teisendada jargmised astmed nii, et juuremérgi all oleks
voimalikult vdhe tegureid: :

e i, ade
271 (V 3hu?)® (2V cu®)? ( 51,3)
3 S 2m3z5)3
271. (V'5¢2N2)? (V6R2)? (V nt
4 4 Sp2
272 (VTpigd)* (VaR*h)? (VSer )
272.  (az?V 2ax)? (2N V3N2u)* (gc 14 5a~x3)

Taandada jargmised juured:

4 9 4 8

273. Va® 273. Vab 274. V52 274. Vv &
B ' TG b T:
Va? Va'h® V64 VV >
i 12;& 6 5
V a2z P V9 Vbe
B 15 e 3 s
Va®? V ubpt Y1000 Vava
2n 3n ¢ — 3 At
Vo V aim = VarVa

Arvutada jargmiste juurte vadrtused, kasutades ruut- ja
kuupjuurte tabeleid:

4 4 6 4
275. V4 275. V49 276. V25 276. V100

6 6 6
V 36 V27 V144 i YoRaaE
B2 8 8 RE v
V81 V625 Y1296 Y'10000
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5. Juure juurimise teoreem:
m
V”' mng
Va=Va,
P b

juure juurimisel juurijad korrutatakse ja tulemusega juuritakse
antud juurealune arv.

Toestus.

Téhistame avaldise VVZ tihega x, nii et

m

n
Va=zx.

Astendame selle vorduse pooled arvuga m, saame

Vi e

n

Va=—azm

ehk

Astendame niiiid saadud vorduse kummagi poole veel arvuga
n, siis saame
n
(]/a) - =(xm)n
ehk

a. = x™,

Juure definitsiooni pohjal ongi niiiid

mn

z==YB.

Viimasest vordusest ja vordusest

¥ vi.
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jareldame, et

m "

V a=Va,
nagu oligi vaidetud.
Niide.

30

VVD3°— VD S [,

Nagu varemkisiteldud vordustes, nii voib ka konesolevas
vorduses vahetada pooled; siis saame

m

mn
Va= V a
voi ka

mn

Va= Va.

Seega on alati voimalik juurimist mingi kordarvuga mn
teostada sel teel, et enne juuritakse niiteks arvuga n ja tule-
must juuritakse arvuga m. Nii voime 4-nda juure arvust
625 leida sel teel, et leiame arvu 625 ruutjuure ja tulemu-
sest leiame veel kord ruutjuure:

4 2 e Lanle
V625—V 1625 =V 325 =5.

6
Analoogiliselt leiame V' 27:

6 3
X :VV'2_7= Y 3=1,732.

Kirjutada jargmised avaldised iiheainsa juuremérgiga:

. VYA Vi v Gey?

3 Sa s 3 T
29 1. VV1_3 VV”CTTO V V a%569
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B SR e ¥
ws. ) ya Vvas - Viwom

5.4k :
278.  Vavs ' Va Va 2.1»]/?

§ 13. Juur-avaldiste teisendamisi.

Juur-avaldisteks nimetame niisuguseid avaldisi, mis sisal-
davad juuri. Néiiteks
3 5 2 1
vitvi  (w_zvie) iys
on juur-avaldised.

Nende avaldiste viartusi saab arvutada vaid ligikaudu;
selleks asendame avaldises esinevad irratsionaalsed suuru-
sed nende ligikaudsete véartustega, tavaliselt 2-, 3- voi 4-
kohaliste kiimnendmurdudega, ja teostame avaldises niida-
tud tehted. To06 holbustamiseks on sageli kohane avaldist
enne teisendada. Teisendamise votteist kisitame kahte:

1. teguri toomine juureméirgi alt juuremérgi ette;

2. juure kaotamine murru nimetajast.

Esimene teisendus pohineb kas korrutise voi jagatise juuri-
mise teoreemil ja vastavalt sellele teostub see

kas nii:
n e n»_ n £ n 2
Va'b=Va-Vb=aVb,
vOi nii:
e e w 2
a _Vu ___]/a __IV-—
el Gabens e St
YV bn
Teine teisendus — juure kaotamine murru nimetajast —

toimub murru lugeja ja nimetaja korrutamisel kohaselt vali-
tud juur-avaldisega.
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Niaited.

a __ a- Vb _a-VYb__a Vb _a
vhen 7 ) 1 daet ., R ks
g 3 B
2, ‘;;‘z*-— : ng- __al/b2 a]b/b2 ;—:VF
Ve VEVR VP
g (VD +Y0)

Vi—vVe i—vVo(o+ve
_ a(Vo+Ve) _a(yYb+ Vo)
U B e B e
a = a(Yb—Ve) £l
Vo+vVe (Vo+Ve)(Vb—Ve)
_ V3-V3) _ay5—¥9)
W T B O el e
Nende teisendusvotete kasutamist selgitavad jargmised iiles-
anded. :

Ulesanne 1. Arvutada avaldise

4V63—5V28—2V 74+ 120

vaartus.

Lahendus. Ulesannet on véimalik lahendada nii, et
koigepealt midrame ruutjuure algoritmi voi tabeli abil
kéik antud avaldises esinevad juured, siis teostame néutavad
korrutamised ja 16puks teostame liitmised ja lahutamised.
Tunduvalt holpsamini jouame eesmirgile antud avaldist tei-
sendades. Nii saame:

4V63—5V28—2V T4 V20=
— 4V T —BVET—2VT 4+ VEiB—
=4.-3V7T—5.2VT7T—2V74+2V5=
=12V T7—10V7T—2VT+2V 5=
=2V5.

7 A. Vihman, Algebra IX. 97



Avaldise vadartuse arvutamine algkuju jiargi néuab 4 juuri-
mise, 3 korrutamise, 2 lahutamise ja 1 liitmise, seega kokku
10 tehte teostamist. Avaldise vaidrtuse arvutamine avaldise
teisendatud kuju jirgi nouab koigest iiht juure leidmist ja
iiht korrutamist. Vaottes tabelist V5 lahisvaartuse 2,236,
leiame konesoleva avaldise vidrtusena 4,472. Kontrolliks

mirgime, et 2}/ 5=)4.5=120 ehk tabeli jirgi 4,472.

Ulesanne 2. Arvutada avaldise —26—; vaartus.

5113
« Lahendus. Ulesannet on vdimalik lahendada nii, et

tabelist votame V1-3 néiteks neljakohalise ldhisvairtuse, kor-
rutame selle 5-ga ja jagame 26 saadud korrutisega. Et
hoiduda tiilikast jagamisest mitmekohalise arvuga, kao-
tame nimetajast juure. Selleks korrutame murru

lugejat ja nmimetajat arvuga Vﬁ Nii saame:
%2V _2y 1304V

Avaldise vidrtuse arvutamine avaldise teisendatud kuju

jargi néuab iihtainsat korrutamist, kui /13 ldhisviirtus
voetakse tabelist.

Ulesanded.

Teisendada jargmised avaldised nii, et juuremirgi alla
jaaks voimalikult viike taisarv:

wo. Y3 o2 YL me Vol e s
" % Vi Vg
8 . 8- g
iy
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Teisendada jargmised avaldised nii, et juuremirgi alla
jaaks voimalikult lihtne tidisavaldis:

0, J2 o )/r wse YE om YA
3 s A 4 3 P

a a S5x a2

Vz = Ve st

4 4 3 5

= o 250 Y=
y3 n 3w 49a3

Kirjutada jargmised juur-avaldised kujul, milles nimetaja
on ratsionaalne, ja arvutada nende vairtused:

? 1 3 1 V2
ok T 28t = 284. V2
g . I3 e,
V2 V5 V3 V3
K Bl 2 Vi
_ s : 2
V3 2Y7 Vi V27
3
.5 B A0 V2
A 1Q 3 3
¥ o< 3y YeT;
3
. 5. 25 VB om0 oss VA
i Ve 53 V50
4
A8 310 3 Vs
Q ¢ y 4 4
5Y8 2Y15 Vi Vi

Kirjutada jargmised avaldised kujul, milles nimetaja on
ratsionaalne:

T NP 1 53 x Yio

ey S P
v V25
- I - 0y? ] Ve
Va V @@ V125 ;7_2 _2_1{_“:
y o
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m by a? 3 3

Sy - L S 25 3
Ve Vb S Vs ?’V_a__

Vat

3p Va dxy 1 B

g 9w o 8 s s
e fred e SR T S

; ] V b

Ulesanne 3. Arvutada avaldise
V19— VY15
vaartus.
Lahendus. Ulesannet on véimalik lahendada nii, et

tabelist leiame V19 ja V15 niiteks neljakohalised lihis-
vaartused, arvutame nende vahe ja jagame 8 selle vahega.
Et hoiduda tiilikast jagamisest mitmekohalise arvuga, kao-
tame nimetajast juured. Selleks korrutame murru

lugeja ja nimetaja summaga V19 V15:

8 8(YV19+ 1/ 15)

V’E—Vls (V19—1/15)(1/19+V15)
=SB VD) _ 8 /191 Vi) = 2/ 19+ VT8,

Antud avaldlse vadrtuse arvutamine avaldise teisendatud
kuju Jargl nouab vaid iiht liitmist ja tht korrutamlst kui

V19 ja V15 lahisvidrtused on teada.

Kirjutada jargmised avaldised kujul, milles nimetaja on
ratsionaalne, ja arvutada nende véirtused:

P Sk o Tl
™ V3—1 5412 5—)13

1 8 8
A e e Vis— Vi3
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290. 1 _19 - 5Y5

3V2—V3 3Y/11—4V5 3751
: Vo— V5 Y1313 8115
290, I~ — ph oo £
: V5 Vi4+V3 8—2Y15

Anda jargmistele murdudele kuju, milles nimetaja on
ratsionaalne:

S SN b
291, Vu—1 wV w+ 1 o ]/b
Nt 3m it =gl
il e & /=2 =—Va
L s at2V5
Vu—Vea Vet Ve a—2Vx
293, Va—Vb G e Ve
Va+ Vb 2VH—V5 3y c+1
293, ]/:;3— 2]/&-—3]/'6 u—-Z]/i—t
zYax—1 3Va+2VD w+3Vu
Koondada jargmised juur-avaldised:
~ 8 3
204, 6V243V2 10V5—9Vs aVax+Vz
= ok 5_ 5_ 3_ 3_
294, 8V3—5V3 Va4V mVd—2nVd
7 2 8 _ o SN 8
205, mVi4+nV7 aVaet+bVa V3f—B6V3f
o = 5 e 5 5
295. aVz—2V: EVat- k,‘_’ EVb—aVd
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Kirjutada jargmised avaldised voimalikult véheste ja voi-
malikult lihtsate juurte abil:

206. 8V74+5VT—107V7 V7
3V1‘6+13/E—-5,513/E—0,7V1_6
2VN—VM}4VN—-6VM
VE+3VE—2VEAL VE

296. 6V3—T7V12-+VT5—3V48-3V 1084 V300
VE—3VT049 V350 2V 128 L2V i3
6 V18— 5504 V73441 1024
5 V72— 17V 5411 V5000 — 10 V180

297. 4V3.3 V’g.%y'é 297. 5V3:(2V12)

e i 3 8y ST S

2V2-5V12.; V32 V48:(§1/3)
5V2-4V18-2V20 2 VB6:(3V8)
ML A SR RS
SV3-7VI8- V6 Vo1: (3 v39)

Vottes tébelist vastavate arvude ruut- ja kuupjuured,
arvutada jargmiste juur-avaldiste viartused:

3 3
298. V34+V5 R O
3 A
V2.V3 V3b+1
3
V21—4 V45 —3
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299. V5—V3 299, VBO— V3Bt V3B
VIS 42 SVIEL VET—2V7E

3 . 3 3 3
V448 — 8 " VI8 VEi— V200

Teisendada jargmised korrutised nii, et koik tegurid

oleksid juureméirgi all:

300. 2V5 b ;f c* az? ;f @
301. aVb h ;/ 3h cu 13/071;
301. A*Vu 2\"215/ N 3D? 13/ 3D
3
. /T V10 3/
3

3

302. c?]/E 4w]/m 1937/ 4
c 1622 iy

au?

Teisendada jargmised avaldised nii, et juuremérgi alla
jadks voimalikult lihtne avaldis:
303. V }:—‘_jz— 303 4 NV J_VTQN*
Vet () |
== Ty
Lihtsustada jargmised korrutised:
304 2y lvis 304. VN(VN—aVab)
m? %-sv% Vax(V2+Va)
NV h Vi mVn(V mn—5mV n)
w«m,%m}ﬁ—lg 3VeD(V eD+2V aD)
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Arendada jargmised korrutised:
305. (VA+VB)(VA—VB)
BVh—2VE)(BVh+2VE)
(Vab —1) (Vab-+1)

305. (t—_z Vuw) (t+2 Vuw)
(VE+VIWE-Vi)

(=) E)

§ 14, Juurvorrandid.

Vérrandit, milles tundmatu esineb juuritavas, nimeta-
takse juurvoérrandiks ehk irratsionaalseks vor-
randiks.

Juurvorrandid on niiteks vorrandid

Ve+V2z=3
ja '
3 e
Va+ 50=4.
Seevastu vorrand
zV2+V3=V6

ei ole juurvorrand, sest tundmatu ei esine juuremérgi all.
See on irratsionaalsete kordajatega ratsionaalne vorrand.

Et lahendada juurvérrandit, selleks tuleb teda enne teisen-
dada ratsionaalseks, s. o. anda talle niisugune kuju, et iiheski
juuritavas ei esineks tundmatut.

Selle saavutamiseks piilitakse esmalt anda vérrandile nii-
sugune kuju, et vorrandi iihel poolel oleks iiksainus juur,
mille juuritav sisaldab tundmatut, ja teisel poolel oleks samuti
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iiksainus juur voi ratsionaalseist liikmeist koosnev avaldis
(milles voib esineda irratsionaalseid kordajaid), nagu niiteks
vorrandid '

Vx F8=4Vax |7, VVL+4_3

3 3

Vx*-ZV'Zx—lAOﬂ V;L3+19—a,—|—1/2
Et vordsete arvude ruudud on vordsed ja nende kuubid on
vordsed, siis v6ime iga niisuguse vorrandi asemel kirjutada
uue vorrandi, mille saame, kui vorrandi molemad pooled
astendame vastava juurijaga. Nii saame néiteina toodud
vorranditest pdrast astendamist ratsionaalsed vorrandid:

2224 8=16(x+7), ez-+4=9,
x=8(2z—10), 22+ 19= (a4 V 23,

mille lahendamine véimaldab leida juurvorrandi lahendid.

Allpool selgitame ldhemalt juurvorrandite Ilahendamise
votteid mone niite varal. Niiteina kasutame ruut-irratsio-
naalseid vorrandeid kui koige lihtsamaid ja koige sageda-
mini esinevaid juurvorrandeid. Korgemate, s. o. suurema
juurijaga juurvorrandite lahendamise votted on néidatud
votetega analoogilised.

Niadide 1. Olgu vaja lahendada vorrand
z—VxF2=10,
Kui vorrandi vabastamiseks juurest tostaksime ruutu
selle vorrandi pooled, siis vorrandi vasakul poolel peale rat-

sionaalsete liilkmete saaksime ka liikmete z ja —V z-2

kahekordse korrutise; seega jadks juur V?—Fﬁ ikkagi vor-
randisse piisima. Seepérast talitame nii, nagu eespool deldud:
juure viime vérrandi iihele poolele ja kogume koik ratsio-
naalsed liikmed teisele poolele; siis vorrand omandab kuju:

RS L
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Tostes ruutu selle vorrandi pooled, saame juba ratsio-
naalse vorrandi

(z—10)2=2-+2
ehk, parast sulgude avamist ja koondamist,
x? —21x 498 =0.
Selle vorrandi lahendid on 14 ja 7.
Asendades ldhtevorrandis tdhe z ruutvorrandi lahendiga
14, saame vorrandi vasakul poolel 14— V1442 ehk 10,

S. 0. sama arvu, mis seisab paremal poolel. Seega ruutvor-
randi lahend 14 on ka antud juurvérrandi lahendiks.

Tehes sedasama ruutvorrandi teise lahendiga, arvuga 7,
saame juurvorrandi vasakul poolel 7— V742 ehk 4. Et
aga paremal poolel seisab 10, siis arv 7 juurvorrandit ei
rahulda. Kuid ta rahuldab vorrandit

(z—10)2=2-}2,
mille saime ldhtevorrandist parast liikmete {imberpaigutamist
ja poolte ruutimist. Asendades selles vorrandis tdhe =
arvuga 7, saame vasakul poolel (7—10)2 ehk 9 ja paremal
poolel 72 ehk samuti 9.

Sellest nahtub, et ldhtevorrand ja temast poolte astenda-
misel saadud vorrand pole samavidiarsed, s. o. mitte
koik astendamisel saadud vorrandi lahendid pole iihtlasi ka
lahtevorrandi lahenditeks. Péarast poolte ruutu tostmist saa-
dud vorrandi lahendite hulgas on peale ldhtevorrandi lahen-
dite veel iihe teise niisuguse voérrandi lahendid, mille poolte
ruutu tostmisel tekib sama vorrand mis ldhtevorrandist.
Praegusel juhul on niisuguseks vorrandiks

z—10=—Vaz+2.
Arv 7 ongi just selle vorrandi lahend: tehes selles vorrandis
asenduse =7, saame vasakul poolel 7—10 ehk —3 ja

paremal poolel ——VT—}-vZ ehk samuti —3. Loppvorrandi
lahendit, mis ei rahulda ldhtevorrandit, nimetatakse ldhte-
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vorrandi voorlahendiks. Arv 7 on seega antud juur-
vorrandi voorlahend ja selle vorrandi ainsaks toéeliseks lahen-
diks on 14.

Et vorrandi poolte astendamise tagajiarjel voib tekkida
voorlahendeid, seda néitame veel jargmise iildisema néiite
abil.

Olgu antud vorrand

z—a=0,
milles ainus lahend on @. Viies vorrandi vabaliikme pare-
male poolele, saame vorrandi
B==0;
tostes ruutu selle vorrandi molemad pooled, saame uue
vorrandi

ehk
2—a%2=0.

Selle vorrandi voime esitada kujul
(x+a)(x—a)=0,
millest jareldame, et peab olema
kas z—a=0 voi z+a=0,
ehk
kas r=a Vol z=—a.

Neist kahest arvust rahuldab ldhtevorrandit ainult esimene;
teine rahuldab kiill teisendatud vorrandit xz2— a2 =0, mitte
aga lahtevorrandit. Ta on vorrandi z -+ a==0 lahend; ldhte-
vorrandi suhtes on ta voorlahend.

- Koigest oeldust jareldub, et vorrandi teisendamisel asten-
damise teel voib tekkida voorlahendeid. ‘Seepirast

tuleb igal juhul selgitada, missugused juurvorrandi lahendamise
tulemustest rahuldavad seda vorrandit.

Néidide 2. Olgu antud lahendada vorrand
V8x+4—Vaxf5=1,

107



milles peale ratsionaalse liikme esineb kaks ruutjuurt tund-
matuga juuritavas.

Kui tostaksime ruutu selle vorrandi mélemad pooled,
siis vasakul poolel saaksime peale ratsionaalsete liikmete ka
juurte kahekordse korrutise. Et viltida selle keerulise aval-
dise tekkimist, teisendame vorrandit, jattes vasakule poolele
-ainult {ihe juure, niiteks esimese:

V8x+4=14VzFb5.

Tostes niiiid vorrandi pooled ruutu, saame:

82+4=142Vax+542+5

ehk, pirast koondamist ja taandamist,

Tostes uuesti molemad pooled ruutu, tekib juba ratsionaalne
vorrand, mille koondamisel saame

22—3x—4=0.
Selle vorrandi lahendid on 4 ja —1.

Tehes lidhtevorrandis asendused =4 ja x=—-—1, veen-
dume, et esimene neist rahuldab seda vérrandit, teine aga
ei rahulda. Seega antud vorrandi ainsaks lahendiks on 4.

Ulesanded.

Lahendada jargmised vorrandid:

306. V5,—10 306. Y21 8=1V2s"— 2z
3 3 =
307. 4 V3z=0 307. Y10z +46=V Tz + 43
308. Vz—VvV2=V3 308. Va2 10z =12
3 P LA
309. V2% =z 309. Vat6==x
310. V3z+46=6 310. V22— 9— ::) .
311. yVy8=2+2 311. V2r—az=
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312,
313.
314.
315.
316.

317,
318.
319.
320.

Vet 8=—r—2 812. 4x-2V6—4z =5
Va4 164 2=38 313. 2a— V22 —8a=1
2Vt 11 —T=x 314. a?—nzr=nVa®Ila
Vér 41042 =38 815. z- Vz(x—4a) =b5a
V8x —V2x=2 816. Vz+Vér=>5
Voz+2Ve=12 317. 13/54-13/5,92:1

Va+ Viz=14x 318. Va4 V2z+ V3z=10

Ve—5—Vz41=0 319. Ve—Vzr—28=2

Va+14+Vz=V6 320. Vet+T7=Vz+V5h
321.
321.
322.
323.
323.
324.
324.
325.
325.
326.
326.
327.

3217.

Va+18—V 3z=1
3Vax—2—Va+5=>5

V2r+Vér—4—2=0

Ve—a+Vz—b=Va—b

Va+ 2+ Vo2 —z=a-+b
Vz++V3z—a=Va
2Ve=Vz2—3+V2z}1

Vet Vatl=VaL2
Vi48z4VI—8z—V6éx=0
VaeF8+) 1e—7)/ 241=0
Ve—2—V6z—11+Va2+3=0
8Vet+4—2Vz+4+9=6Vz+1
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398, =1 __ 4o 1-Ve
1+Va g
898, VBr-——n wVEp1
VY 3x+1

" SR L £ T A
| 7 R T e i

1 4 - FGEELES SR e
Ve+3 ' y2&—9 VYz—38

330. Taisnurkse kolmnurga hiipotenuus on 1 em vorra
pikem kui iliks kaatetitest ja kolmnurga iimbermo6t on 56 cm.
Leida kolmnurga kiiljed.

329. 0

330. Taisnurkse kolmnurga kaatetite vahe on 7 em ja
kolmnurga iimbermodt on 30 em. Leida kolmnurga kiiljed.

331. Kolmnurga kahe kiilje suhe on 5:8, kolmas kiilg
on 39 cm ja sellele tommatud korgus on 24 em. Leida kolm-
nurga esimesed kaks kiilge.

331. Kolmnurga kaks kiilge suhtuvad nagu 13:15; kol-
mas kiilg on 28 ¢cm ja sellele tommatud korgus on 24 cm.
Leida kolmnurga esimesed kaks kiilge.
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Peatikk IV.

NEGATIIVSETE JA MURRULISTE ASTENDAJATEGA
ASTMED. .

§ 15. Negatiivsete tidisarvuliste astendajatega astmed.

Olgu @ mingi arv ja m ning n kaks positiivset tdis-
arvu. Me teame, et siis _
am: a® = am—n’ ku1 m > 27,
ja
7 et i kul-m=n.
Kui m <n, kirjutame astmete jagatise murru kujul ja taan-
dame selle murru arvuga a™:

am am; am 1
T TP s et .
a”a T an- an:am  agn—m’
seega
1 s
am:a"=m, kul m<'n.

Selleks, et koik need kolm juhtumit avaldada iiheainsa vordu-
sega, laiendame astme maoistet. Kirjutame nimelt igal juhul,
see on, ka siis, kui m=mn voi m<n, et
amiat=am" "

Kui m=mn, seisab vasakul pool vordusméarki kahe vordse
arvu jagatis ja paremal pool siimbol a° Viimasel ei ole
astme definitsiooni jiargi motet: ei ole voimalik votta arvu
a null korda tegurina. Et kahe vordse arvu jagatis on 1, siis
tuleb siimbolit a° méista arvuna 1:

a’=1.
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Nii on
70-—1 (—9)°=1 () =1.

Vordust a®=1 loetakse Gigeks ainult siis, kui a40, aga
0° jdetakse ilma arvu tdhenduseta.
Kui m <, siis iilalantud vorduse vasak pool a™:a" kuju-

; sellesama vorduse parema poole a™ " voime

gt
kirjutada kujul a—"—™, Ka sellel siimbolil kui negatiivse
astendajaga astmel pole astme definitsiooni jargi motet, kuid
tilalantud vorduse jargi tidhendab ta murdu lugejaga 1:

PP LN ey
an-—m

tab murdu

Tahistades vahet n — m iiheainsa tdhega », ndeme, et
: :

(l>r=aj;.
Nii on
: 1 1
~8 =
4 43— 64
ja .
1)—1__(5—1_ B g
) =G =1:5=%.

Saab nédidata, et tehted astmetega toimuvad iihtede ning
samade teoreemide jirgi, olenemata sellest, kas astendajad
on positiivsed vo6i negatiivsed tidisarvud.

Niiteks on
a—".q—" = a—m-}—(—~n) =q-"m—",
Toepoolest,
£ iz e | R R
a—".q “=EI}E =ahi:}—_n—a (m+n)=a m—n,
Samuti
(a—m)n —aq—m,

Toepoolest,

== = = chma .
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Iga avaldist, milles esineb negatiivseid astendajaid, saame
murrujoone abiksvotmisel kirjutada nii, et esineksid vaid
positiivsed astendajad. Néiiteks

n2x3-§n“3 ¥ =-§n“1 x='§—:.
Ulesanded.
Arvutada jargmiste avaldiste vaartused:
332, 3-° Bo2. g2
1\—3 3\—3
B H
15 69
40.5—2 g4
3\—1 16\—2
G -2 (%) -4
383, 2" 398, 101
3\—2 1\ -8
(13) (35
2.4 Sh*
Ay e (—4)-1.10-8
7\—2
(&7 -6 (—0,2)~5 - 108

Kirjutada jiargmised murrud nimetajaist vabade aval-
distena:

1 1 1 1
84 - 834 = 3%. - 835
2 4 5 a
n? v NE bt
25 L u
ab? 23 3ot P2¢5
01 b 9a_ 8
cx 28 8b2u? 10c2ut
100 36 02p 158
nD? 10gh? Q28 23rh2

8 A. Vihman, Algebra IX. 113



Kirjutada jargmised avaldised nonda, et neis esineksid
ainult positiivsed astendajad:

336.
337.
3317.

338.

338.

a! 350 2-1¢-1 .
N- Bu— T-'m~?
4h—2 8ab—? 0.9a " 8
. » o
a4 2n—3 5bc—2
Ta—1 m—2n—3 Tau—5
N-2y—3 15p—2 3a—3ud

Kasutades arvu 10 astmeid, avaldada:

339.

1 km meetrites

1 mm sentimeetrites

1 kg milligrammides
0,7 ha ruutmeetrites
1,4 1 kuupsentimeetrites

339. ! m millimeetrites
a cm meetrites
s m? aarides
V em? liitrites
P g tonnides

Arvutada jargmiste avaldiste vidrtused:

114

340

340.

e Tl

58: 51
45.4-

S it
10—%:10—7

3.50.5-8

2 HPTO =S
B 9mh 200
10%:(5-10-2)

():@-10)

7,2-10%-2,5.10—*

3,43-10-°:(0,49-10%)
8:10—°.0,125.10!2
1,74.10-2.5-10°
2,25-10—1.4.103



Kirjutada jargmised arvud kiimne astme kordsetena:

341. 70 341. 900 342,
9 13
10 100
11 7
%0 500
0,72 3,2
0,025 1,375

1400 342. 1750000
325 283
1000 10000

15 1125
4000 500000
1914 0,033
5,0081 0,000765

Teostada jargmised tehted ja kirjutada tulemus, kasuta-

des vaid positiivseid astendajaid:

S48, ¥ -u® 10p—%.0,2p8
343, g0.f0 S us: 6u—?

344, RhO:(—h)°  8,5¢—%: 154"
344.  3mb.(—n)—! 12,1N—4.0,1N"

sans. s

An2x? 5nSr—s

10e2D2:0.Te2D~2
7 ’

og'h2 - 5o

Lihtsustada jargmised avaldised ja teisendada tulemused
nonda, et neis esineksid iiksnes positiivsed astendajad:

345. (a1 (0,3h—2)—1
aahte (cur?) -2 (Baaty =t
346,  (2¢) (Getwn)?
346. [(—a)?]—*  [(—3u)~1]-*

(1,2H-5H)~*
(% @1 8a2) 4
(% R—2h—1)—2
HiBidf) T Y

§ 16. Murruliste astendajatega astmed.

Olgu a mingi positiivne arv ja m ning n kaks positiivset

taisarvu.

” m

Var=a,

8*

Astme juurimise teoreemi jiargi
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. . m .e se'e
kui arv m on arvu n kordne. Astendaja , on siis taisarv.
m

Sel puhul siimbol a* tidhendab g teguri korrutist, milles koik
tegurid on vordsed arvuga a.

m

Siimbolil a" pole esiotsa mingit métet, kui % on murd-
arv: eiole ju voimalik votta arvu a tegurina murdarv
korda. Et saada sellele siimbolile motet ka siis, kui —g on

murdarv, lepime kokku, et iga juurt Va™ véib kirjutada
m

kujul a"; seega-igal juhul

V(;E =% a’—‘ %
Selle kokkuleppe kohaselt

49’%—1/5_7
7’5—1/(27)2 (V27) =32=09,
125—‘_: 11=81 =%-

125° /125

Saab néidata, et koik tehted astmetega toimuvad iihtede
ja samade teoreemide jargi, olenemata sellest, kas astenda-
jad on tdis- voi murdarvud.

Naiteks on
m p m. P
- . P + 2
(] o b R o
Toepoolest
oo P n ng nq ng
a"- a'=Va" Va"—Va’”q Va¥=Vyautmw=
mq -+ np ?
T e T
t—~ W ¢ s=d

Iga avaldist, milles esineb murrulisi astendajaid, saab
kirjutada juureméargi abiksvotmisel nii, et esineksid vaid
taisarvulised astendajad.
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Niaide.

(x—%)%=xs—:"’= z ¥= —31——.
V&
Leida jdrgmiste stimbolite véadrtused:
347, 9% 347. 16% 348. 27% 348, 64F
125% 169% 216 121%
1,44% 0,001% 0,343% 0,729%
16\ % 95\ o7\ 1\%
) o) ) (515
Kirjutada jargmised avaldiséd juuremaéarki kasutamata:
8 3
349. VN 349. Vu 360. Vz® 350. VA
3 3 gikbnn
V bz TV 2 0,1V D? V (3cu)
4
Ven? AV a® uV u? V ab?c?
5 4 3 WO
0,7V a’b® SV 1oV Ntz s
3 1 . A
£ 58 5 m
a? 5Vk . Vw2 n?
Kirjutada jargmised avaldised juurtena:
351. 19% 851, Tt 352, 83T 352. 100%
1,3% 0,58% 9,2% 0,06%
.NT"' u¥ at 2t
) D
@t ()" 107y (mn?)°s
i g G\15 ax?)0,7
al® QR c(ﬁ) (%)
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Kirjutada jargmised avaldised juuremairki kasutamata:

3 5
353. Va—* 353. Va?
: a
S ITa 3
V5H3 e~
72\8 W
0 b
Va-+bx ]/-a -+ bx
4 it 4 e
354. VN-° 354. Ve1ld—?
KA, 7
= A
o 10/ 2
3 o 4 %Sk
a? D2
@ FiE
ViaFbap Va=b_
o V (a+ ba)

Kirjutada jargmised avaldised, kasutamata negatiivseid
ja murrulisi astendajaid:

355, 27 % 355. 36— 356, 8% 356. 641
0,343~ % 0,01 ¥ 0,0016 % 0,0169~ %
25) -~ 4 3 S 216) <=3 625\ —3
(6—4 s (m) o (m) 'y (?fs) i
D% 28)" % (a?v)~ (wR2H) ¥
LT e § (%)—% (5kw?)~ % (? ahs)—%



Kirjutada jargmised avaldised voimalikult lihtsate ast-
metena:

367. at.at  857. at.at 858, fr.f¥ 358 RO.Rt

N%.N—% u.u-% p_'&'.po x%.x_%
- e 16.1"% pE.p-#% Pt 00
359. A:4% 359, ¢2:ct 360. z%:2% 360. af:ab
PR | ARV il atnd ut u?
N NF st .1 gt %

Kirjutada jargmised avaldised juuremérki kasutamata,
toimetada noutavad tehted ja anda tulemus juure kujul:

g 3_ GXL, 3_ $55 b 4
$oL. VNN VAR YA Vz-Va
3_ 4_ 4_ 3
362. yu.vw Ve:Ve V3z. V92
20 50 S 3 & 1 S S A
362. ypr.v D VIid:Vh Va'z®: Va'z:.

Kirjutada jiargmised avaldised, kasutades ainult positiiv-
seid tadisarvulisi astendajaid:

363. (2°)* 363. (h2)? 364, (vt 364. (D)%

(ah’ (V1)# e+ @ hH°
(rH+ (@)’ (Fo)t (¢0)0
NE. R 2ut) P B Ht
o et (:) &
(31)3)% (Sb)_% a* mff
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Peatiikk 'V,

KORDAMISULESANDED.

Lahendada jiargmised vorrandid:

120

365.

365.
366.
366.

367.

367.

368.
368.
369.
370.

370.

371.

371.

e 4
922 + & — 37 4a? —bx + 15

3 v
WP F2y+1 Ty —2y+9
7 5 1l — 13
m+4+x—5:m2—w———20
4 % 3 341
y+2 ' y—77 y2—by—14
6x+4+ 4 — 3 ot gl ey
3z—2 ! 622 —b5x—6" 2x—3
b 31 Gt
dx+5 ' 822 —182x—307 22 —7
5  Ua+14 7
3r—4 922 —167 3x+44
3 2 x5
x+3+x—3:m2t9
)

3 2%
x+a:a—m+w2—a3

Y S 4a
4a—3+4a+3_ 16a2— 9

1 1 1 1
pw—pq+pw—‘—m_qw~qr+qw—qz

Y Ry _m4+n
(m—mnm)n (m—mn)m~—  mn

® 8 Y
it G ek i N T S0



372, (8z—2)(4z—3)=0
872. (x—9N(x+49)=0
378. (8x—2)2=0
373. (z4-11)2=0
374, (6r—1)2=4

374, (@—6)>=9

896, L Bl

g5, ZAU_22T 4 g
P m-'—zi-Z a:(x+l)_|_x+3

Ly A R R

x4 3 x—3
4z — 3
377. m+3+x—3=x2—9 \
) RDE, it S,
" @FD@F3) @3 et 9)
x4 1 B z+2
38 cherd T E-de+h
. x—5 x—6
378. 27 ra—1 2a°+30—2
x—1 20 — 1 3(x — 2)
379. 2m—5+2w+5 422 — 25
; x2
379, B —1 x~+m+l+x—l
z+ 4 g

380. m2—1‘|‘ao%+1=ze—x+1 /
deg; Sa- o 2w+3+2z:+6

¥ e
il +ﬂ?”;”=(x——3)2+1
wlx—9) | (@—122 (a:— 142
381, P =542
: a2 — 30z 4200 (34 —x) (40 —&) , (x— 30) (5 —a)
382. 10 iy 2 i 3
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T L SRR B g N Dl

?2?—1 x—1 1
41, a2 2r413
883. w—1+m—2—— z41

384, 22—2cx4 (2-—d*)=0
384. 22— (a—b)xr—ab=0
385. x2—(h—|—2k)x—}—k(h—{—'k)=0

- n o n—1
385 T4HI o=
1 1 4
386. ac—{—m—i—x—m:ﬁ
x4+n  x—n 7
386. m—fn+5“—|—_n— 12

387. Uks kaatet on 120 cm pikk, teine 80 cm liihem
kui hiipotenuus. Kui pikk on hiipotenuus?

387. Pool rombi pikemast diagonaalist on 2 cm lithem
kui rombi kiilg; lilhem diagonaal on 12 em pikk. Kui pikk
on kiilg?

388. Ruudukujulise tiigi keskpaigas kasvab pilliroog,
mille veepealne osa on 1 jalg pikk. Kui selle roo tipp tom-
mati tiigi kiilje keskkohta, puudutas tipp parajasti veepinda.
Tiigi kiilje pikkus on 10 jalga. Eeldades, et pilliroog jii sir-
geks, leida, kui siigav on tiik. (Tsin Kiu TS§aon, umbes
2600 a. e. m. a.)

388. Oja dires, mille laius on 4 m, kasvas pappel. Torm
on ta murdnud 3 jala korguselt nii, et latv just iile oja teisele
kaldale ulatub. Kui korge oli pappel? (Bhaskara, umbes
a. 1150.) : ' |

389. Kas on olemas kolm jarjestikulist paarisarvu, mis
voiksid olla taisnurkse kolmnurga kiilgede mootarvudeks?

389. Taisnurkse kolmnurga hiipotenuus on 25 cm; iiks
kaatet on teisest 17 cm vorra pikem. Kui pikk on lithem
kaatet? "
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Mitu punkti, milledest iikski kolmik ei asetse sirgjoonel,
madravad

390. 351 sirgjoont?
390. 465 %

Vordhaarse kolmnurga korgus on -2 cm; aluse ja haara
summa on s cm. Kui pikk on haar?
391 h=24% a=89,
891.. h=40; s==59,
392. Reisija kavatseb matkata 1200 km. Kui ta iga
péev matkab 10 km vidhem kui kavatsetud, siis kestab reis

6 pdeva rohkem kui kavatsetud. Mitu km kavatses ta mat-
kata iga péev?

392. Veepaak taitub kahe avatud kraani kaudu m minu-
tiga. Esimene kraan iiksi tdidab veepaagi ¢ minuti vorra
kiiremini kui teine kraan. Mitme minutiga tditub veepaak,
kui esimene kraan on iiksi avatud?

1. m=9; =24
2. m=10; t =48.

Lahendada jargmised voérrandisiisteemid:

395 2?2+ 6r — 4y =12
"l #+3y+2=0

224y — 200 — 16y +139 =0

(@+5) (y+8) =168

- { S 1640

et+y="T
”4{w+&w+®—%
394, { o W S
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(e+y)?—(@—y)*=236

348 { 22 | 3y 1 3 = 109
(z+y)? —(x—y)* = 96
395. { 2?—3xy+y’=1
s06. J D2+ @+ =145
') @+ )+ +2)=9
396 (z+3)*+ (y+5)*= 136
{( 24 8)—(y+5)=14 '
5x* — 8xy + 3y* — 2z + 9y = 320
397. { y=T:4
922 — 122y — Ty? — 15z + 12y = 206
3917. {w—}—y
il o oy = t(a— B
Tl teyty=(@—0b)’+2(a—0)
L {(x+1)2—(w—y)2—4(a+b>2
; x4 xy —y = a*-+ 2ab + 0*
Y —(z—y)=4(a"—?)
33 {w2+3wy+y ? = 5a2— I
x(x+1)+y(y —1)=2(a+b+ 7
{x—y_Zb
z(@ -+ a)+yy + a) = 36a°
400. { e 5,

Ristkiiliku diagonaali pikkus on d em; tema pindala on
S em2  Kui pikad on kiiljed? ‘
401. d=17; Si=1120,
401. +d=109; S = 5460.
Téaisnurkse kolmnurga hiipotenuusi pikkus on ¢ em; pind-
ala on S em? Kui pikad on kaatetid?
402. ' ¢=13; §'==30:
402:: =89 S = 1560.
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Vordhaarse kolmnurga haara pikkus on 5 cm; tema
pindala on § em2 Arvutada alus ja korgus.
403. b =253 S=168.
408. -b==4,49; S =9,828.

404. Vankri esiratas teeb 240-meetrilisel teel 20 pooret
rohkem kui tagumine ratas. Kui kummagi ratta timber-
moot oleks 1 m vorra pikem, siis teeks esimene ratas samal
teel 12 pooret rohkem kui tagumine ratas. Leida kummagi
ratta iimbermaot.

Arendada jargmiste hulkliikmete ruudud:

105. (1—a+2a% 406, (208—% 4 z—4)

405. 221 . 408 o2 g

Lihtsustada jargmised avaldised:
i (o) () w8 (5)-G)

T

£

REEL el BRI, e L AERATN L O
409. V8-V32 410. Va=: Va1 411. Va"d” b*

8 3
409. V750 V6  410. Va»+3:V a3 411. V alt: Va
3 4

2743 Slb8
42. Y Z 42

412. (VY2 V§) (V'2"—V§)

a [ B SRR
as (Vi+V )t
Vm?p — m2q— Y nPp — n’q
413. —
2 Ve—q
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Vabastada jargmiste murdude nimetajad irratsionaalseist
arvudest:

.8 ek 8—3Y2
4, 13/5 45 o o Y
L8 12 2Y24+5V5
A14, —— 415, ————— 416, —/———"—
13/2_5 Ve+v3 2Y2—-5Vy5
Lihtsustada jargmised avaldised:
3 16 21 30
A — 18 7 g 420. -
V3 V8 Vi VT
SRR e 418 LT g vl
Vi bY@ e V@

Lihtsustada jargmised juured ning leida nende viirtused
ruut- ja kuupjuurte tabelite abil:

4 4
5 3 n PR
21 Y2 s ]/ 2 e }/ LS T ]/ 2
3

3
LY e YT ey R e YO R

Kirjutada jargmised avaldised véimalikult lihtsate juurte
abil ja koondada:

. Y/ ooy by T/
425, ]3/a_2+]3/§—3a]3/§

Arendada jargmised kaksliikmete ruudud:

126 (Vii+6vz—Vii—6V2)?

‘ a a S A
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Lihtsustada jargmised avaldised:

427, :10 — ‘/3
421, ]/3— +‘°’lff

i Htaie
i 4—1/11 Vﬁ-}/? 34+V7

V Focs

§hy Yaoreyesa Lips Yo R Ve
Vac—a Va+a Ve—a 16/?4

430. Niidata, et V84 V2= V18.

Koostada ruutvorrandid, mille lahendid on:

431. 2+V3ja2—V3 431. —3+V5ja —-3—V5
S U A e T —94y11 . —9—VYT11
g LT R ey

Teisendada jargmised avaldised nii, et saaduses nimetaja

oleks ratsionaalne:

1 1
B diz s V3+*_

Arvutada jargmiste avaldiste vadrtused:
1\—8 (1\—6  [1\—
e e U B e el

s B
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Vaba/stada jargmised avaldised negatiivseist astendajaist
ja lihtsustada tulemus:

434, (@ —a®):(a—a?)
v 434, (at—a%): (a2t a2
W 435. Naidata, et a=5"", kui ad-a ' =45
435. Niidata, et
(a—b) *—(a+b) *=4dab(a®—0°) "
436. Arendada avaldis (a*—a—%)2%

437. Kirjutada jargmised avaldised juuremérgita:
a-+ x

g i* £ e b
VE Va b

Kirjutada jargmised avaldised juurtena, kasutades ainult
positiivseid juurijaid:

438. azx? (ab)% (z— y)h‘;
v 488, g % a(2n)_% (u—+ v ht
439. Arendada korrutis (:c‘lf —b) (.7c11r +4).
T 1\2
439. Arendada avaldis (a’-—a;) .

440. Taandada murd T_y—i
x7T + y'f

441. Naiidata, et *
Bi=ivas,  ()=ivs,  {Hi=()t.

Y

442, Lihtsustada avaldised:
3
V. y10:0817%, v25.004%, 016t.V5.
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¥ 443. Leida avaldise (7% ™ Vairtus.

Lihtsustada jargmised korrutised ja jagatised:
5

3 =S4T
i (V3 2L 444, 5022(2 5¢ ]/ 4“2)

SN 8 e
us. V2 (vea) 445, Y/ 3: (6ot

3
: - 1,5 \3.(0,375\8
46. JaV222:(6V a) 6. (2a)’: (%20)

Kirjutada jargmised avaldlsed voimalikult lihtsate ja
vaheste juurte abil;

RV RV SV HE
448, 85V 4ve63—10V3vV7—3Vev2s
49. Vat— V4x+———43]/;

Leida jargmiste avaldiste védartused:

450, 1448:728 450. %
) V&
(4)~+:2 el
9-t__g~H_L o251t (75———%)3

V3

T
) 3 S |/ oy ol
1 451, '/ll/ o 1 fv‘/wzlfwa
. abV = AR L G
a a ST
V;v3 Vac? V

9 A. Vihman, Algebra IX. i 129



452. Arendada binoomi ruut:
@ @ 312
v G 1/5—;7; :

453. Lihtsustada avaldis:
8

a—>b at — bt
a—b °

1 1
aT —b¥

Lahendada jiargmised vorrandid:
454, z+V16+2*=8
455, Ve—T—Vet1l=—2
456. V2+4+20—Vax—1=38
P R e SRS, L

1+ V= 2
x4+ 4 o—4 7
458. va_4—2l/w+4'—§
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10.
15.
20.
24.

26.

31.
34.

41.
43.
46,

b4.

57.
72
80.
82.
83.
8.
86.
8.

89.
98.

9%

VASTUSEID.

. By=2; Xyg=—4.

2, =0; xy=A4a.
Tp=—= 0 T 0-

5
xl—l; x2=—4
2y =38a; *;=2a.
a
.’L‘1=2a; $2=_§.
a
Zy =20; Ty=—3.
%
Ol g

2 =10; x3=a.

2?2 —3V3'w46=0.
2% - 2y?= p* — 2q.
b=—6.

y*+2py +49=0.
ont & 3 el e

—2p+4=0.
q=— 24.

2>—(a+b) x4 ab =0.

(z+-8) (7).

x2 — 4,

99.

100.
101.

102.

108.
120.

126.

127.

128.
130.

131.
132.

143.

148.

152.

G e

3v6i .
2 3°

S0i-1. st
2097
q+2Vaep +p
G P
ehk 1/—(:H_—VI_)
Va—Vp
lo < b,
1
2. x<16.
2> 1 Ja pe3:
>4 ja x<—i.
z>5ja —1l<ze<.
x> 2ja —2< <2,

=0 To=—a
{y1=a; {y2=_a~

2,=13 [x;=—4
{yl=4; {y2=———13.

Teit=aly Ty=—a
{y|=“?; {?/2=—“2-
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155.

164.

172.

216.

231.
233.

259.
268.
R78.
290.

132

—4 ry=—4%

% =2; Yo= —2;
76

x3=]/

=2)/ 515

Xy =— ]/
=Y/

x, =a—

y,—a—}—S

ra=38—a

y2=_3_“a.

420 m minutis ja
240 m minutis.
2564a°-—128a°%¢% -}

+24a4c4—|—1—1604
5.
464
3_
1/6, Y, g
5
3V3; aVa; a2b2

12 12

&

V29; Vatad; VN2f3.

3V24V3 ~ 0.3983:
15 ) )

3V114-4V5~18,8942;

—2a2 ¢S,

295.

305.

306.
310.
315.
323.

329.

368.

380.

386.
390.

400.

434,
436.

437.

440.

443.

54205
il o 4,128.

(m+n)V7T; (a+b)Vx;

— 4V 3f.

A— B; 9n—4k; ab—1.

=20,

== 1)

t==3,

z,=0; zg=0%—a

12

x=i-§.

xr=—6,8.

2y =0; wy=2.

@y 2= 2ms; x2=~—%.

27 punkti.
ry=a-}+b

{y1=a—b;

2\ .3 1

(;)T; a®;
e |

(@+z)¥ (a—z) "%

wt—yt,

4
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