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Liithikokkuvote. Klassikaline Nikodymi tokestatuseteoreem ttleb, et kui o-algebral méaa-
ratud tokestatud aditiivsete arv-véidrtuseliste hulgafunktsioonide hulk on sellel o-algebral
hulgaviisi tokestatud, siis see hulgafunktsioonide hulk on tokestatud téisvariatsiooninormi
jargi. Aastal 1979 toestas Valdivia sellele teoreemile jargmise tugevduse: kui o-algebra
on esitatud tema alamkogumite mittekahaneva loenduva tihendina, siis vihemalt iihel (ja
seega lopmatul hulgal) nendest alamkogumitest on sama omadus, mis o-algebral Nikody-
mi tokestatuseteoreemist (s.t. iga antud o-algebral médratud tokestatud aditiivsete arv-
vaartuseliste hulgafunktsioonide hulk, mis on sellel alamkogumil hulgaviisi tokestatud,
on tokestatud tdisvariatsiooninormi jérgi). Selles bakalaureusetos esitatakse nimetatud

Valdivia teoreemi tiksikasjaline toestus.
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VALDIVIA’S STRENGTHENING OF THE NIKODYM BOUNDEDNESS
THEOREM
Bachelor’s thesis
Mathilde Manuela Nigul

Abstract. The classical Nikodym boundedness theorem asserts that whenever a family
of bounded additive scalar valued set functions on a g-algebra is setwise bounded on that
o-algebra, this family is uniformly bounded (in the sense that this family is bounded with
respect to the total variation norm). In 1979, Valdivia proved the following strengthening
of this theorem: whenever a o-algebra is represented as a non-decreasing union of its
subcollections, at least one (and thus an infinite number) of these subcollections has the
same property as the o-algebra in the Nikodym boundedness theorem (i.e., whenever a
family of bounded additive scalar valued set functions on the given o-algebra is setwise
bounded on this subcollection, this family is uniformly bounded). In this bachelor’s thesis,

the proof of this theorem of Valdivia is presented in detail.
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Sissejuhatus

Olgu € mittetiihi hulk ning olgu A hulga 2 alamhulkade algebra. Meenutame klassi-
kalist Nikodymi tokestatuseteoreemi (millele kirjanduses viidatakse ka kui Nikodym-—
Dieudonné—Grothendiecki, Nikodym—Dieudonné ja Nikodym—Grothendiecki tokestatuse-
teoreemile). Ruumi ba(A) ja hulgaviisi tokestatuse definitsioone vt. jaotisest 1.1 (vasta-
valt lk. 11 esimesed kaks 16iku (vt. ka definitisiooni 1.1) ja definitsioon 1.3).

Nikodymi tokestatuseteoreem (vt. nt. [D, lk. 80] ja lauset 1.2). Kui A on o-algebra,
sits ruumi ba(A) mis tahes alamhulk, mis on hulgaviisi tokestatud kogumil A, on tokes-
tatud ruumis ba(A).

Artiklis [V°7] testas Valdivia Nikodymi tokestatuseteoreemile jirgneva tugevduse.

Teoreem 1 (vt. [V!97 teoreem 2|). Olgu A o-algebra ning olgu selle o-algebra alam-
kogumid Ay, Ag, ... sellised, et Ay C Ay C -+ ja Jpo | An = A. Siis leidub arv p € N
selliselt, et ruumi ba(A) mis tahes alamhulk, mis on hulgaviisi tokestatud kogumil Ap, on
tokestatud ruumis ba(A).

Kéesoleva bakalaureusetto eesmérk on kirjutada iiksikasjalikult lahti eelneva Valdi-
via teoreemi toestus artiklist [V197?]. Tapsemalt, me tdestame selle teoreemi jireldusena
jargnevast teoreemist, mille toestuse me selles bakalaureusetoos iiksikasjalikult lahti kir-
jutame. Ruumi £3°(£2,.A) ja tiinniruumi definitsioone vt. vastavalt jaotistest 1.2 ja 1.6

(vastavalt alajaotis 1.2.1 ja definitsioon 1.9 (vt. ka definitisioone 1.6 ja 1.8)).

Teoreem 2 (vt. [V teoreem 1]). Olgu A o-algebra ning olgu ruumi £5°(Q2, A) alam-
ruumid X1, Xo, ... sellised, et X1 C Xo C -+ ja\Uy2i Xpn = £°(Q,A). Siis leidub arv

p € N selliselt, et alamruum X, on ruumis (3 (2, A) koikjal tihe tinniruum.

To66 koosneb kolmest peatiikist. Esimeses peatiikis esitame teoreemide 1 ja 2 sisust
arusaamiseks ja toestamiseks vajalikud tildised teadmised. Késitletavad teemad on (ala-
jaotiste kaupa) tokestatud arv-véaartuselised 1oplikult aditiivsed hulgafunktsioonid algeb-
ral ja ruum ba(A), ruum £5°(€2, A) ja integraal selles ruumis, pidevad lineaarsed funkt-
sionaalid normeeritud ruumil, ruumi £ (2,.A) (topoloogiline) kaasruum, absoluutselt
kumerad hulgad normeeritud ruumides, tiinniruumid (normeeritud ruumide kontekstis)
ning punkti eraldamine kinnisest absoluutselt kumerast hulgast normeeritud ruumis. Tei-

se peatiikki oleme koondanud teoreemide 1 ja 2 tdestamiseks vajaminevad spetsiifilisemat



laadi abitulemused artiklist [V'?7]. Kolmandas peatiikis toestame kdigepealt teoreemi 1

jareldusena teoreemist 2 ning seejérel esitame teoreemi 2 iiksikasjaliku toestuse.

Koikjal bakalaureuset6os on {2 mingi mittetiihi hulk ning A on hulga 2 alamhulkade
algebra. Stimbol K tdhistab kas reaalarvude korpust R voi kompleksarvude korpust C

ning X ja Y on normeeritud ruumid iile iithe ja sama korpuse K.

To66s on kasutatud jargmisi téhistusi.
Lahtist kera ruumis X keskpunktiga a ja raadiusega r tdhistame siimboliga B(a, 1),
s.t.
B(a,r):={z € X: |z —a| <1},

ning ruumi X kinnist {ihikkera ja ithiksfééri vastavalt siimbolitega Bx ja Sx, s.t.
Bx ={reX:|z[| <1} ja Sx :={zeX: |z| =1}

Kui A C X, siis hulga A lineaarset katet ruumis X tdhistame siimboliga span A; hulga A
absoluutselt kumerat katet ruumis X (vt. definitsiooni 1.7) tahistame stimboliga absco A.
Ruumi X (topoloogilist) kaasruumi téhistame siimboliga X*.

Kui E C Q, siis xg: Q — K on hulga  karakteristlik funktsioon, s.t.

1, kuit € E;
0, kuite Q\ E.

xe(t) =

Mis tahes hulga I" puhul iitleme, et selle hulga paarikaupa loikumatute alamhulkade
kogum {T'y,...,T,} (siin n € N) on selle hulga lahutus, kui |J!_; I'; = I'. Kui hulga Q
alamhulga E € A lahutuse {Ej,...,E,} puhul E; € Aiga i € {1,...,n} korral, siis

viitame sellele lahutusele kui hulga E A-lahutusele.



1 Tarvilikke eelteadmisi

1.1 Tokestatud K-vaartuselised loplikult aditiivsed
hulgafunktsioonid algebral. Ruum ba(.A)

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et hulgafunktsioon p: A — K on

e [oplikult adititune (voi lihtsalt aditizune), kui mis tahes 16ikumatute hulkade D, E €
A korral
u(D U E) = (D) + p(E);

e tokestatud, kui tema véddrtuste hulk {u(F): E € A} on tokestatud, s.t. leidub

reaalarv M nii, et

|u(E)] < M iga hulga E € A korral.

Aditiivsetele hulgafunktsioonidele A — K viitame edasises sageli kui maéotudele (kuigi
rangelt vottes need hulgafunktsioonid ei ole m6odud).

Jargnev lause loetleb moned aditiivsete hulgafunktsioonide lihtsamad omadused.
Lause 1.1. Olgu p: A — K aditisvne hulgafunktsioon. Siis
(a) u(0)=0;

(b) kuin € N ja hulgad E1, ..., E, € A on paarikaupa loikumatud, siis
M(U Ej) => uE));
j=1 j=1

(¢) p on subtraktiivne, s.t.

D.E€A DCE = u(E\D)=u(E)- uD).

Kui u(E) = 0 iga E € A korral (s.t. pu vddrtused on reaalsed ja mittenegatiivsed), siis

(d) @ on monotoonne, s.t.

D,EeA DCE = (D)< ukE);



(e) w on subaditiivne, s.t.

n n
neN, Ei,...,E, e A = u(UE])gZM(Ej).
j=1 j=1

TOESTUS. (a). Kuna hulgafunktsiooni p aditiivsuse tottu (arvestades, et 0 N O = )

p(@) = p@U0) = (@) + w®) = 2u(0),

siis p(0) = 0.
(b). Véide jareldub hulgafunktsiooni p aditiivsuse definitsioonist induktsiooni abil.

(c). Olgu D,E € A sellised, et D C E. Siis hulgafunktsiooni p aditiivsuse tottu
(arvestades, et DN (E\ D) = 0)

u(E) = u(DU(E\ D)) = u(D) +u(E\ D),
millest u(E\ D) = u(E) — u(D).

Eeldame niitid, et u(E) > 0 iga E € A korral (s.t. p vadrtused on reaalsed ja mitte-

negatiivsed).

(d). Olgu D, E € A sellised, et D C E. Kuna p(E \ D) > 0, siis
u(D) < p(D) + p(E\ D)2 u(D U (B \ D)) = u(E).

Siin vordus (*) kehtib hulgafunktsiooni p aditiivsuse tottu, sest D N (E\ D) = 0.

(e). Olgu D, E € A. Viite toestuseks piisab naidata, et u(D U E) < u(D) + pu(E)
vaide jareldub siit induktsiooni abil). Hulgafunktsiooni u aditiivsuse tottu (arvestades,
I

et DN (E\ D)= 0)
p(DUE) =u(DU(E\D)) = p(D)+u(E\ D) < u(D)+ p(E),

sest kuna '\ D C E, siis vaite (d) pohjal u(E \ D) < pu(E). O



Definitsioon 1.2. Aditiivse hulgafunktsiooni p: A — K tdisvariatsiooniks |p| nime-
tatakse hulgafunktsiooni |u|: A — [0,00], mille vAdrtus mis tahes hulgal E € A on

defineeritud vordusega

n
|u|(E) = sup{z |W(E;)|: neN, Ey, ..., E, € A on paarikaupa l6ikumatud,
i=1

Oeldakse, et aditiivne hulgafunktsioon p: A — K on tékestatud variatsiooniga, kui

(9 < .

Lause 1.2. Olgu p: A — K aditiivne hulgafunktsioon. Jirgmised vdited on samavddrsed:
(i) p on tokestatud;
(ii) p on tokestatud variatsiooniga.

Seejuures, kui K =R, siis

sup |u(D)| < |p|(F) <2 sup |u(D)] iga E € A korral, (1.1)
ASDCE ASDCE

ning, kui K = C, siis

sup |u(D)| < |p|(F) <4 sup |u(D)] iga E € A korral. (1.2)
A>DCE A>DCE

TOESTUS. (ii)=(i). Eeldame, et u on tokestatud variatsiooniga ja fikseerime vabalt hulga
E € A. Siis hulga E mis tahes alamhulga D € A korral (arvestades, et ka '\ D € A,
kusjuures DN(E\D)=0jaDU(E\D)=E)

(D) < [p(D)| + |(E\ D)| < [ul(E),

seega esimene vorratus tingimuste (1.1) ja (1.2) vorratusteahelates kehtib. Kui votta

eelnevas arutelus £ = (), siis saame, et y on tokestatud, kusjuures iga D € A korral
(D) < [l ().

(i)=(ii). Eeldame, et p on tokestatud ja fikseerime vabalt hulga E € A. Implikatsiooni
(ja iihtlasi teoreemi) toestuseks piisab néidata, et kui K = R, siis kehtib teine vorratus

tingimuses (1.1), ning kui K = C, siis kehtib teine vorratus tingimuses (1.2).
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Vaatleme koigepealt juhtu, kus K = R. Olgu n € N ja paarikaupa 16ikumatud hulgad
Ei,...,E, € Asellised, et || E; = E. Tahistame

I":={ie{l,....,n}: p(E;) >0} ja I":={ie{l,....,n}: p(E;) <0};

seejuures, kui I = (), siis moistame edasises summa >, -+ p(E;) ja ithendi ;o4 E all
vastavalt arvu 0 ja tiihja hulka ), ning, analoogiliselt, kui I~ = (), siis moistame summa
Y icr— W(E;) ja iihendi | J,c;- E; all vastavalt arvu 0 ja tiihja hulka (). Siis

SOIE) = BN+ > u(E)]
=1

= Zezlf n(Ei) + S(—M(Ei)) =D wE) = ) nE)
eI+ icel- iel+ iel-
-r(Um) (Y)Y n) (Y )

< sup |u(D)|+ sup |u(D)|=2 sup |u(D)
A3DCE A3DCE A3DCE
ning jarelikult kehtib teine vorratus tingimuses (1.1).

Vaatleme niiiid juhtu, kus K = C. Olgu jallegi n € N ja paarikaupa léikumatud
hulgad Ei,...,E, € A sellised, et |J;_, E; = E. Hulgafunktsiooni p reaalosa Rep ja
imaginaarosa Im p on reaalviértustega tokestatud aditiivsed hulgafunktsioonid (reaalosa
Re pt ja imaginaarosa Im y vAdrtus mis tahes hulgal F € A on defineeritud vastavalt
vordustega (Re p)(E) = Re(u(E)) ja (Imp)(E) = Im(u(E))), seega eelnevalt toestatu
pohjal

n

> IE) =D | Re p(Ey) + i Tm pu(E))|
=1 =1
< (IReu(E)| + | Tm u(Ey)|) = > | Rep(E)| + > [Tm u(E)]
=1 =1 i=1
< [Rep|(E) + [ Im p|(E)
<2 sup [Rep(D)[+2 sup [Imp(D)|
A>DCE A>DCE

2 sup |u(D)|+2 sup |u(D)|=4 sup |u(D)|
A>DCE A>DCE A>DCE

N

ning jérelikult kehtib teine vorratus tingimuses (1.2). O



Kui p: A — K on tokestatud aditiivne hulgafunktsioon, siis tema tdisvariatsiooni
|p|: A — [0, 00] védrtuste hulgas ei ole vadrtust oo (sest mis tahes hulga E € A korral
l1|(E) < |p](©) < 00), seega me voime seda tdisvariatsiooni tolgendada hulgafunktsioo-

nina |p|: A — R,

Lause 1.3. Olgu p: A — K tokestatud adititvne hulgafunktsioon. Siis tdisvariatsioon

|u|: A — R on mittenegatiivsete vddrtustega adititvne hulgafunktsioon.

TorsTUs. Olgu hulgad D, E € A sellised, et DNE = (). Lause toestuseks piisab niidata,
et |1l(D U E) = |ul(D) + |ul(E).

Uhelt poolt, olgu n € N ja paarikaupa 16ikumatud hulgad C4, ..., C, € A sellised, et
UL, Ci=DUE. Kuna iga i € {1,...,n} korral

Ci:Cl'ﬂ(DUE):(CiﬂD)U(CiﬂE),

kusjuures (C; N D) N (C; N E) = 0, siis

D (€)= |m(Cin D) + u(Ci N E)|
=1 =1

< (In(Ci N D) + [(Ci N E)])
=1

=> "€ N D)+ |u(C; N D)
=1

i=1
< [pl(D) + [ul(E)

(sest hulgad C1 N D,...,C, N D on paarikaupa loikumatud ja [ J' ;(C; N D) = D ning
hulgad Cy N E,...,Cy, N E on paarikaupa loikumatud ja (J! ,(C; N E) = E); seega
1l(DU E) < Jl(D) + |ul(E).

Teiselt poolt, olgu m,n € N ning paarikaupa léikumatud hulgad D1,...,D,, € A ja
paarikaupa l6ikumatud hulgad Ei, ..., By, € Asellised, et (Ji2, D; = D ja J;_, E; = E.
Siis hulgad D1, ..., Dy, E1, ..., E, on paarikaupa loikumatud, kusjuures (U?ll DZ-> U

(U?:l Ej> = DU E, seega

S D)+ |u(E))| < [ul(DUE),
i=1 j=1
aga siit jareldub, et |u|(D) + |u|(E) < |p|(D U E). O
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Téhistame
ba(A) := {u: A — K| p on 1oplikult aditiivne ja tokestatud}.

Maérkus 1.1. Méargime, et ba(A) on siin kirjanduses iildkasutatav téahistus. Artiklis
[V1979] kasutatakse tihistuse ba(A) asemel tihistust H(A).

Ilmselt on ba(.A) vektorruum loomulike tehete suhtes. Veelgi enam, ba(A) on normee-
ritud ruum norma ||p|| := |u|(Q) suhtes. Toepoolest, olgu p, v € ba(A) ning olgu a € K.
Esiteks, tihelt poolt, kui ||u| = 0, s.t. [p](©2) = 0, siis lause 1.2 vorratusteahelate (1.1)
ja (1.2) esimese vorratuse pohjal (vottes seal E = Q) u(D) = 0 iga D € A korral, s.t.
u = 05 teiselt poolt, kui u = 0, siis vahetult téisvariatsiooni definitsioonist jéreldub, et

llpell = [1](€2) = 0. Ning teiseks ja kolmandaks, jargnevast lausest jareldub, et
lopl] = Tl () = |e - |p|(2) = [e [| ]
ja
4 vl = 1+ v[(€) < |pl(2) + [v[(Q) = [[ull + V]I
Lause 1.4. Olgu p,v € ba(A) ning olgu o € K. Siis mis tahes hulga E € A korral

lap|(E) = |l - [pl(E)  ja  |p+v|(E) <[pl(E) + [V|(E).

ToOrsTUS. Olgu F € A. Kui arv n € N ja paarikaupa 16ikumatud hulgad F4,..., E, € A
on sellised, et |J;, E; = E, siis

ZH; |(ap)(Es)| = Zn;\a(u(Ei))! = Zn; ol - [u(Ei)| = |e Zn; |u(E3)l,
millest jareldub, et |ap|(E) = |a| - |u|(E), ning
é (ke +v)(E)| = il |u(Es) + v(E3)|
< i(lu(Ei)l + v (E:)|) = Zn; [u(Ei)| + ZH; v (Ei)
< Ilu\(E) + [VI(E), ) )
millest jareldub, et |+ v|(E) < |ul(E) + [v|(E). O
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Definitsioon 1.3. Olgu B C A ning olgu M C ba(A). Oeldakse, et hulk M on hulgaviisi
tokestatud kogumil B, kui iga hulga B € B korral on hulk {|u(B)|: p € M} tokestatud.

Markus 1.2. Termini hulgaviisi tokestatud ingliskeelne vaste on setwise bounded; artiklis

[V1979] kasutatakse siin terminit simply bounded.

1.2 Ruum /5°(€2, A). Integraal ruumis /5°(€2, A)
1.2.1 Ruum /F(2,.A)

Meenutame, et mis tahes hulga E C €2 korral on selle hulga F karakteristlik funktsioon

xe:  — K defineeritud vordusega

1, kuiteE:
0, kuit & E.

xe(t) =

Koigi funktsioonide © — K hulk K on vektorruum (iile korpuse K) loomulike tehete

suhtes: kui z, w € K ja o € K, siis summa z+w ja kordne az on defineeritud vordustega
(z4+w)(t):=2() +w(t) ja (az)(t):=az(t), te. (1.3)

Funktsionaalanaliiiisi kursusest teame, et koigi tokestatud funktsioonide alamruum M (£2)
vektorruumis K on normeeritud ruum (isegi Banachi ruum, s.t. tiielik normeeritud

ruum) normi

|z]|oo :=sup|z(t)|, =z € M(Q), (1.4)
te)

suhtes (sellele normile viidatakse kui lopmatusnormile).

Pole raske ndha, et iga funktsioon algebra A hulkade karakteristlike funktsioonide hul-
ga {xa: A € A} lincaarsest kattest span{x4: A € A} ruumis K on tokestatud. Toepoo-
lest, kui z € span{xa: A € A}, siis z =Y ;" | x4, mingite n € N ning A;,..., 4, € A
ja ai,...,a, € K korral, seega mis tahes t € 2 korral

n n n
|2(t)] = ZaiXA,-(t)‘ <D lail xa, (D1 < Y el
i=1 i=1 i=1

Niisiis, span{xa: A € A} C M(RQ), jarelikult on ka span{xs: A € A} normeeritud
ruum lépmatusnormi || - || suhtes. Seda lineaarset katet span{xa: A € A} vaadelduna

normeeritud ruumina normi || - ||o suhtes téhistatakse stimboliga ¢5°(£2, .A).
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Niisiis, ruum £3°(2,.A) koosneb koikvoimalikest funktsioonidest z: 2 — K, mille

puhul leiduvad n € N, A,..., A, € Aja aq,...qa, € Knii, et
n
z = ZaiXAi; (1.5)
i=1

tehted ruumis ¢5°(€2, A) on defineeritud valemitega (1.3) (kus z,w € £ (2, A) ja a € K)
ning elemendi z € £5°(Q2, A) norm ||z||oc ruumis £5°(€2, A) on defineeritud nagu valemis
(1.4).

Jaotise 1opetuseks toome vélja paar olulist fakti ruumi £5°(€2, A) kohta.

Iga funktsiooni z € (5°(12, A) korral saame hulgad Ay,..., A, € A esituses (1.5)
valida paarikaupa loikumatud — niisugust esitust nimetatakse funktsiooni z kanooniliseks
esituseks; veelgi enam, arvn € N, hulgad Aq,..., A, € Ajaarvud a,...a, € K esituses
(1.5) on voimalik valida nii, et need hulgad on mittetihjad ja paarikaupa loikumatud,
Ui, Ai = Qning arvud o, . . . o, on paarikaupa erinevad — niisugust esitust nimetatakse
funktsiooni z standardesituseks. Margime, et kui (1.5) on funktsiooni z standardesitus,
siis arvud aq, . . ., ay, on parajasti selle funktsiooni erinevad vaartused jaigai € {1,...,n}
korral A; = {t € Q: z(t) = a;}.

Mis tahes funktsiooni z € £3°(£2, A) véértuste hulk on 16plik, seega esitub norm ||z
tegelikult valemiga

12lloc = max2(t)]

(s.t. kui z € £(2,.A), siis supreemum valemis (1.4) on tegelikult maksimum).

1.2.2 Integraal ruumis /P (1, A)

Definitsioon 1.4. Olgu ;1 € ba(A) ning olgu z € (F(Q, A). Integraal [, zdp funktsioo-

nist z ule hulga 2 moodu p jarg: defineeritakse vordusega

/ zdp =Y a;u(Ey), (1.6)
Q i=1

kus arv n € N, paarikaupa loikumatud hulgad E4,..., E, € A ja arvud aq,...,a, € K

on sellised, et kehtib (1.5) (ehk, teisisonu, (1.5) on funktsiooni z kanooniline esitus).

Siinkohal tekib kiisimus eelneva definitsiooni korrektsusest. Nimelt, integraali fQ zdu
definitsioon toetub funktsiooni z kanoonilisele esitusele; see esitus ei ole aga iiheselt

méadratud. Veendumaks definitsiooni 1.4 korrektsuses, tuleb néidata, et iga funktsiooni
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z € £5°(92, A) mis tahes kahe kanoonilise esituse korral kujul (1.5) on neile esitustele
vastavad summad vorduse (1.6) paremal poolel vordsed. Selline integraali definitsiooni
korrektsuse kontroll (seda siinsest veidi iildisemas, Banachi ruumi véértuseliste aditiivsete
hulgafunktsioonide jargi voetud integraalide kontekstis) on iiksikasjaliselt 14bi viidud nt.
bakalaureusetoos [I, lk. 43-44, jaotise 3.3 algus|.

Jérgnev lause votab kokku integraali olulisemad omadused ruumis £5°(£2, A).
Lause 1.5. Olgu p,v € ba(A), olgu z,w € LF(Q, A) ja olgu v € K. Siis
) Jovzdu ="y [ozdy;
b) Jolz+w)du= [ozdu+ [owdu;

(¢) kui moodu p vidrtused on reaalarvulised ja mittenegatiivsed ning funktsioonide z

ja w vddrtused on reaalarvulised, kusjuures z(t) < w(t) iga t € Q korral, siis

fozdn < fywaa;

) |Jozdu| < [o |2l dlp| (meenutame, et iga t € Q korral |2|(t) == |2(t)]);
) Jozdyp) =1 [qzdu;
f) [qzdp+v)=[qzdu+ [ozdv.

TOESTUS. Me saame leida arvu n € N ja paarikaupa 16ikumatud hulgad C1,...,C, € A
selliselt, et mingite vy, ..., o, B1,...,0n € Kkorral z = 31" | s xo, jaw = Y i Bi Xc-

(a) ja (b). Kuna vz = > ;yaixc; jaz+w = > 1 (i + Bi) xc;, siis

/Q’YZdH Zvazu —vZazu /Qd“

ja

n

/Q<z+w>du=§j<az+m Zazu )+ B ()
=1

/zdu—l—/wdu

(¢). Olgu moodu p véadrtused reaalarvulised ja mittenegatiivsed ning olgu funktsioo-

nide z ja w vddrtused reaalarvulised, kusjuures z(t) < w(t) iga t € Q korral. Siis o; < f;
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iga i € {1,...,n} korral, seega

/zdu Zazu Zﬁz C; _/deﬂ.

(d). Kuna |z| = Y1 |yl x4, siis

[l -f$

() ja (f):

/zdw Zaz (y)( Zaﬂu vzazu /deu

n

G| < Lol 18O < 3l / FEM
=1

ja

1.2.3 Ruumid /°(A, A) ja (F(A, As)

Olgu A € A. Kaikjal jargnevas téhistame siimboliga ¢5°(A, A) ruumi ¢5°(€2,.A) alam-
ruumi span{xp: A DO D € A}. Lisaks tdhistame A4 := {EN A: E € A}; siis A4 on
hulga A alamhulkade algebra; niisiis me saame vaadelda ruumi £5°(A, A4). Kuna ilmselt

Aax={D € A: D C A}, siis kehtib jargmine kergestikontrollitav lause.

Lause 1.6. Olgu A € A. Kujutus
EgO(A, .A) >z Z|A S ESO(A,AA)

on isomeetriline isomorfism.

Valdivia teoreemi 2 (vt. Sissejuhatust) toestamiseks vajamineva jérelduse 2.4, (b),

toestuses kasutatakse jargnevat vahetut jareldust lausest 1.6.
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Jareldus 1.7. Olgu A € A ning olgu W C £5°(A, A). Jdrgmised vdited on samavddrsed:
(i) hulk W on nulliimbrus ruumis (5°(A, A);

(ii) hulk {w|a: w e W} on nullitimbrus ruumis £ (A, Aa).

1.3 Pidevad lineaarsed funktsionaalid normeeritud ruumil

Kujutustele (ja seejuures eriti just lineaarsetele kujutustele), mis tegutsevad normeeritud
ruumide vahel, on tavaks viidata kui operaatoritele; seejuures K-vaartuselistele operaa-
toritele viidatakse kui funktsionaalidele. Niisiis, termini funktsionaal all moistetakse ta-
valiselt kujutust, mis tegutseb normeeritud ruumist arvude ruumi K. Késilolevas jaotises
on meie pohiliseks huviobjektiks pidevad lineaarsed funktsionaalid: me esitame moned
olulisemad faktid pidevate lineaarsete funktsionaalide kohta normeeritud ruumides. Koi-
gi meid selles jaotises huvitavate tulemuste puhul pidevate lineaarsete funktsionaalide
kohta kehtivad ka nende tulemuste vahetud iildistused pidevate lineaarsete operaatorite
jaoks; seeparast me esitamegi need tulemused iildisemas, pidevate lineaarsete operaato-

rite kontekstis.

Lause 1.8 (vt. nt. [OO, lk. 119, lause 1 ja jéreldus 1]|). Olgu T: X — Y lineaarne

operaator. Jargmised vdited on samavddrsed:
(i) operaator T' on pidev;
(ii) operaator T on pidev punkis 0;
(iii) leidub punkt xg € X, milles operaator T on pidev.

Definitsioon 1.5. Oeldakse, et operaator T: X — Y on tokestatud, kui leidub reaalarv
M > 0 selliselt, et
|Tx|| < M||z|| iga x € X korral.

Jargmine lause “oigustab” terminit tokestatud operaator.

Lause 1.9 (vt. nt. [OO, lk. 119, lause 2|). Olgu T: X — Y lineaarne operaator. Jirg-

mised vdited on samavddrsed:
(i) operaator T' on tokestatud;

(ii) operaator T teisendab ruumi X kinnise tihikkera Bx tokestatud hulgaks ruumis Y;
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(iii) operaator T teisendab mis tahes tokestatud hulga ruumis X tokestatud hulgaks

ruumis Y .

Jargnev lause iitleb, et lineaarne operaator (normeeritud ruumist normeeritud ruumsi)

on pidev parajasti siis, kui ta on tokestatud.

Lause 1.10 (vt. nt. [OO, lk. 120, esimene teoreem|). Olgu T': X — Y lineaarne operaa-

tor. Jargmised vdited on samavddrsed:
(i) operaator T' on pidev;
(ii) operaator T on tokestatud.

On ilmne, et koigi pidevate lineaarsete operaatorite X — Y hulk £(X,Y’) on vektor-
ruum loomulike tehete suhtes. Veelgi enam, jargnev lause iitleb, et vektorruum L£(X,Y)

on normeeritud ruum normi (1.7) suhtes .

Lause 1.11 (vt. nt. [OO, k. 123-124, § 2 algus, lk. 124, teoreem, ja lk. 125, mérkus]).

Kaigi pidevate lineaarsete operaatorite vektorruum L(X,Y) on normeeeritud ruum normi

IT]| = sup [|T]| (1.7)

rE€Bx
suhtes (siin loomulikult T € L(X,Y)). Seejuures, kui ruum Y on tdielik, siis ka ruum
L(X,Y) on tdielik, ning, teiselt poolt, kui X # {0} ja ruum L(X,Y) on tdaielik, siis ka
ruum Y on tdielik (niisiis, kui X # {0}, siis normeeritud ruum L£(X,Y) on Banachi

ruum parajasti siis, kui ruum 'Y on Banachi ruum,).

Margime, et kui X # {0}, siis mis tahes T' € £(X,Y) korral

|7 = sup ||Tz|. (1.8)
reSX
Toepoolest, olgu X # {0} ning olgu T € L(X,Y). Siis iihelt poolt, (arvestades, et
SX'CABx)
sup || Tz|| < sup [Tzl = [T

TESx r€EBx

Teiselt poolt, mis tahes z € Bx \ {0} korral H%II € Sx, kusjuures

Y

Tzl = ol [T < 1742

&3l
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seega

1T} = sup [[Tl| = sup ||Tz|| < sup [Tz
z€Bx z€Bx\{0} z€Sx

Kokkvottes oleme saanud vorduse (1.8).

Ruumi £(X,Y), kus ¥ = K (s.t. ruumi £(X,K)), nimetatakse ruumi X (topo-
loogiliseks) kaasruumiks ja tahistatakse siimboliga X *. Teisisonu, ruumi X (topoloogiline)
kaasruum X* on koigi pidevate lineaarsete funktsionaalide X — K normeeritud ruum,

kus mis tahes funktsionaali f € X™* norm on defineeritud vordusega

IfIl = sup [f(z)].

x€EBx

Seejuures, kui X # {0}, voib mis tahes funktsionaali f € X* normi arvutada vordusest

If[l = sup [f()].

TESx

Kuna arvude ruum K on téielik, siis (lause 1.11 pohjal) ruumi X kaasruum X* on

Banachi ruum.

Lause 1.12 (vt. nt. [OO, lk. 124, {ilesandele eelnev valem|). Olgu T' € L(X,Y"). Siis
|T|| = min{M > 0: ||Tz|| < M|z|| iga x € X korral}.

Eelnev lause rakendatuna kaasruumile X* {itleb, et mis tahes funktsionaali f € X*

norm || f|| esitub valemiga

| f|l = min{M > 0: |f(z)| < M||z| iga € X korral}.

1.4 Ruumi ¢3°(€2, A) (topoloogiline) kaasruum

Jargnev teoreem kirjeldab ruumi £5°(€2, A) (topoloogilist) kaasruumi — me saame loomu-

likul viisil samastada funktsionaalid sellest kaasruumist mootudega ruumist ba(.A).

Teoreem 1.13. Kujutus T : ba(A) — (P (Q, A)*, kus mis tahes p € ba(A) ja z €
05°(2, A) korral

(Tu)(z) = / 2 dp, (1.9)

Q

on isomeetriline isomorfism.
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TOESTUS. Kbdigepealt veendume, et kujutuse T’ definitsioon on korrektne, s.t. iga p €
ba(A) korral on valemiga (1.9) defineeritud funktsionaal T'u: £5°(€2, A) — K pidev ja
lineaarne. Olgu i € ba(A). Funktsionaal T'p on lineaarne, sest mis tahes z, w € £3°(Q, .A)
ja a € K korral lause 1.5, (a), pohjal

(Tn)(az) = [

Qazd,u = a/de,u = o((Tp)(2))

ja lause 1.5, (b), pohjal

T+ w) = |

[(Grwydn= [ zdut [ wau= @)+ Tnw).

Funktsionaal T on tokestatud, sest mis tahes z € £5°(€2, A) korral lause 1.5, (d) ja (c),
pohjal (siin lause 1.5, (c), rakendamisel méargime, et |z[(t) = |2(t)] < [|z]lco xQ(t) iga
t € Q korral)

I(Tu)(2)|=’ /Q zdu] < /Q 2] dlu] < /Q oo X2 1t = [12]lo0 [11(2) = [12]) 1 2lloo-

Siit jareldub, et T € £5° (2, A)*, kusjuures || T < ||pll-
Veendume, et kujutus 7' on lineaarne. Mis tahes u,v € ba(A) ja o € K ning z €
050 (9, A) korral lause 1.5, (e), pohjal

(Ta)(:) = [ zdlon) = a [ zdu=a((Tu)() = (oTm)(:)

ja lause 1.5, (f), pohjal

T+ )E) = [ zdlurv) = [ zdut [ 2ar=@u)e) + @)

= (Tu+1Tv)(z),

seega T'(ap) = a(Tw) ja T(p + v) = Twu + Tv; niisiis, T' on lineaarne. Kujutuse T
tokestatus jéreldub sellest, et mis tahes pu € ba(A) korral ||T'u|| < [|u]].

Veendume, et T' on isomeetriline, s.t. | Tu|| = ||p|| iga p € ba(A) korral. Olgu u €
ba(A). Siis, iihelt poolt, eelnevalt toestatu pohjal || T'u|| < ||p||. Teiselt poolt, olgu n € N
ja paarikaupa loikumatud hulgad Ei, ..., E, € A sellised, et |J;_; E; = Q. Valime arvud
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01,...,0, € Kselliselt, et |0;| =1 ja |u(E;)| = 0; p(E;) igai € {1,...,n} korral; siis
D oIEN =0 n(E) = > 0 p(Ei)| = ’/9291 XE; d#' = '(T,U) <Z 0; XE>‘
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Zez' XE;

i=1

< | Tull

< Tl

o0

(sest ||357y 0 X,
meetriline. Siit jareldub ka, et T on tiksiihene.

Jadb naidata, et T' on pealekujutus. Olgu u € £5°(2, A)*. Peame leidma p € ba(A)

o S 1), seega [|lu|l = [u[(R2) < [|Tw||. Niisiis, toepoolest, T' on iso-

nii, et T'u = u, s.t.
(Tp)(z) =u(z) iga z € £5°(92, A) korral. (1.10)

Kui z € (P (9, A), siis mingite n € N, E,...,E, € Ajaay,...,a, € K korral

n
Z = E CkiXEi,
=1

seega mis tahes u € ba(A) korral

n
Tu)) = [ zdn=3"an(B)
i=1
ja
n
u(z) =Y aiu(xs,);
i=1
jarelikult, kui kehtiks tingimus
w(E) =u(xg) iga F € A korral, (1.11)
siis kehtiks ka tingimus (1.10) (ning seega 1" oleks pealekujutus, nagu soovitud). Niisiis,
defineerides hulgafunktsiooni u € A — K tingimusega (1.11), jadb teoreemi toestuseks

naidata, et p € ba(A), s.t. p on loplikult aditiivne ja tokestatud. Mis tahes l6ikumatute
hulkade D, F € A korral

(DU E) =u(xpur) = uw(xp + xe) = u(xp) + u(xe) = (D) + p(E),
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seega p on 1oplikult aditiivne. Mis tahes F € A korral

[(E)] = lulxe)| < [lullixelleo < llull,

seega [ on tokestatud. Teoreem on toestatud. O

1.5 Absoluutselt kumerad hulgad normeeritud ruumides

Definitsioon 1.6. Olgu B C X. Oecldakse, et hulk B on

e kumer, kui

2y €B, MpeR, Au>0, \tpu=1 =  Az+puyc B;

e absoluutselt kumer, kui

z,ye B, ApeK, N+u <1l = Xzx+puyeB;

e tasakaalus, kui

x€B, sekK, |s|<1 = sz € B.

Lause 1.14. Olgu B C X . Jdrgmised vdited on samavddrsed:
(i) B on absoluutselt kumer;
(ii) B on kumer ja tasakaalus.

TOEsTUS. (i)=(ii). Eeldame, et B on absoluutselt kumer. Siis ilmselt on B kumer, niisiis
jaab implikatsiooni toestuseks nédidata, et B on tasakaalus. Olgu = € B ja olgu s € K
selline, et |s| < 1. Hulga B tasakaalususeks piisab néidata, et sz € B. Arvestades, et
|s| + 10| = |s| < 1, jareldub hulga B absoluutsest kumerusest, et sz = sz 4 0z € B, nagu

soovitud.

(ii)=(i). Eeldame, et B on tasakaalus ja kumer. Olgu z,y € B ja olgu \,u € K
sellised, et |A| 4+ || < 1. Hulga B absoluutseks kumeruseks (ja tihtlasi implikatsiooni
toestuseks) piisab nididata, et Az + uy € B.

Kui p = 0, siis, arvestades, et |A| < 1, hulga B tasakaalususe tottu Ax+puy = Az € B;
kui A = 0, siis simmeetria pohjal samuti Az + py € B.
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Eeldame niitid, et A # 0 ja p # 0. Siis

A A il m
\ _ AL A N o B ol . 1.12

Arvestades, et ’ﬁ‘ =1ja ‘ﬁ‘ = 1, hulga B tasakaalususe tottu |—§‘\|x € B ja ﬁy € B,

Al |1
Al Tl AT+ |l

AL A ul
Aty B T yeB
DY P VY S 7

jarelikult, arvestades, et =1, hulga B kumeruse tottu

Niitid, arvestades, et |[A| + |u| < 1, jillegi hulga B tasakaalususe tottu vorduse (1.12)
parem pool kuulub hulka B; niisiis ka Az 4+ uy € B, nagu soovitud. O

Lause 1.15. (a) Absoluutselt kumerate hulkade summa normeeritud ruumis on abso-

luutselt kumer hulk.
(b) Absoluutselt kumera hulga sulund normeeritud ruumis on absoluutselt kumer hulk.

ToOEsTUS. Olgu A ja B ruumi X absoluutselt kumerad alamhulgad ning olgu arvud
A € Kosellised, et [A] + |p] < 1.

(a). Olgu x,y € A+ B. Veendumaks, et summa A + B on absoluutselt kumer, piisab
néidata, et Ax + py € A+ B. Selleks olgu a,c € A ja b,d € B niisugused, et xt = a + b
ja y = c+ d; siis (arvestades, et hulkade A ja B absoluutse kumeruse tottu vastavalt

Aa+ pe € Aja b+ ud € B)
Az +py =ANa+b)+ p(c+d) = (Aa+ pc) + (ANb+ pd) € A+ B,

nagu soovitud.

(b). Olgu x,y € A (siimbol A tihistab hulga A sulundit). Veendumaks, et sulund A
on absoluutselt kumer, piisab niidata, et Az + puy € A. Selleks olgu hulga A elementide

jadad (z,,)02 4 ja (yn)52 niisugused, et z,, —— x ja y, — y ruumis X. Niiiid
ATy + pyp, — Ar + py  ruumis X,
n—oo

millest (arvestades, et hulga A absoluutse kumeruse tottu iga n € N korral Az, +puy, € A)
jireldub, et Az + py € A, nagu soovitud. O
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Definitsioon 1.7. Olgu A C X. Vidhimat ruumi X absoluutselt kumerat alamhulka,

mis sisaldab hulka A, nimetatakse hulga A absoluutselt kumeraks katteks (ruumis X).

Hulga A absoluutselt kumerat katet tahistatakse siimboliga absco A.

Siinkohal kerkib iiles kiisimus eelneva definitsiooni sisukusest. Nimelt, mis tahes hul-
ga A C X korral leidub hulka A sisaldavaid ruumi X absoluutselt kumeraid alamhulki —
itheks selliseks on néiteks ruum X ise, kuid kas niisuguste (hulka A sisaldavate abso-
luutselt kumerate) ruumi X alamhulkade seas on olemas ka vihim (s.t. niisugune, mis
sisaldub igas teises sellises alamhulgas)? Vastus sellele kiisimusele on jaatav: nimelt, on
lihtne kontrollida, et koigi hulka A sisaldavate ruumi X absoluutselt kumerate alamhul-
kade iihisosa on absoluutselt kumer hulk, see iihisosa sisaldab hulka A ning samas see
ithisosa sisaldub igas hulka A sisaldavas ruumi X absoluutselt kumeras alamhulgas.

Jargnev lause kirjeldab hulga absoluutselt kumerat katet normeeritud ruumis.

Lause 1.16. Olgu A C X. Siis

absco A = {Z)\ixi: neN, z1,...,2, €A M,...,. \p €K, Z |Ai] < 1}. (1.13)
i=1 i=1
Vorduses (1.13) paremal pool vordusmaérki oleva hulga elementidele viidatakse kui

hulga A elementide absoluutselt kumeratele kombinatsioonidele.

LAUSE 1.16 TOESTUS. Téahistame vorduses (1.13) paremal pool vordusmérki oleva hulga
tdhega B. Me peame naitama, et absco A = B.

Sisalduvuse absco A C B toestuseks piisab néidata, et hulk B on absoluutselt ku-
mer (sest, arvestades, et B D A, niisugusel juhul absco A kui vdhim hulka A sisaldav
absoluutselt kumer hulk sisaldub hulgas B). Olgu z,y € B ning olgu A\, u € K selli-
sed, et |A| + |u| < 1. Veendumaks, et hulk B on absoluutselt kumer, piisab néidata, et
A+ py € B. Olgu mn € N, z1,...,Zm, Y1,---,Yn € Aja AL,y A, i1, -5 pip € K
sellised, et 3 1% [N < 1ja > 7, || < 1ning 2 = Y70, N jay = > 7 pyy;. Niiiid

m n m n
AT+ py = /\Z)\ﬂ?i +,UZ,ijj = ZA)\ifﬂi +Zﬂﬂjyj € B,
i=1 Jj=1 i=1 Jj=1

nagu soovitud, sest

m n m n
DI gl = D I+ 1l gl < A+ lul < 1
i=1 j=1 i=1 j=1
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Toestame sisalduvuse B C absco A, s.t. toestame, et koik hulga A elementide abso-
luutselt kumerad kombinatsioonid kuuluvad absoluutselt kumerasse kattesse absco A.
Toestame selle viite induktsiooniga liidetavate arvu jargi hulga A elementide absoluutselt
kumerates kombinatsioonides. Koigepealt paneme téhele, et iga iihest liidetavast koosnev
selline absoluutselt kumer kombinatsioon kuulub hulka absco A (sest selline absoluutselt
kumer kombinatsioon esitub kujul Az, kus x € A C absco A ja A € K rahuldab tingi-
must |[A| < 1, ning hulga absco A absoluutse kumeruse tottu Az = Az + 0z € absco A).
Eeldame niiiid, et mingi n € N korral kuuluvad kéik n liidetavast koosnevad hulga A
elementide absoluutselt kumerad kombinatsioonid hulka absco A, ning fikseerime vabalt
(n + 1 liidetavast koosneva) hulga A elementide absoluutselt kumera kombinatsiooni
Z"H Aixi. Vaite toestuseks jadb ndidata, et Z"H \ix; € absco A; seejuures voime iildi-
sust kitsendamata eeldada, et |A,41| < 1. Absoluutselt kumera katte absco A absoluutse

kumeruse tottu

n+1 n n

)\,
§ i = § A + 1Tt = (1 = [Ang1]) § mxz + Ay1Tpq1 € absco A,
= i=1 i=1 "

nagu soovitud. Siin arvestasime, et kuna 2?21’%‘ =3, % < 1, siis teh-
tud eelduse pohjal Y ", mxi € absco A, samuti, et z,41 € A C absco A ning et
11 = sl + Pt = 1. =
Jareldus 1.17. Olgu A C X. Jdrgmised vdited on samavddrsed:

(i) hulk A on absoluutselt kumer;

(i) A= {zAmzneN, T1ree 0 € A M A €K, SN gl}.
=1 i=1

TOEsTUS. Hulk on absoluutselt kumer parajasti siis, kui ta on vordne oma absoluutselt

kumera kattega; seega samavéérsus (i)<(ii) jareldub lausest 1.16. O

Lause 1.18. Lopliku hulga absoluutselt kumer kate nmormeeritud ruumis on kompakine
hulk.

Lause 1.18 toestamisel on mugav toetuda jargnevale lausele.

Lause 1.19. Olgu n € N ning olgu x1,...,x, € X. Siis

absco{x1,...,zn} = {Z)‘imi: M, ..., A\ €K, Z |Ai] < 1}. (1.14)
i=1 i=1
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TOEsTUS. Sisalduvus “D” vorduses (1.14) kehtib lause 1.16 pohjal. Jaadb veenduda, et
kehtib ka vastupidine sisalduvus. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et elemendid
Z1,...,Ty on paarikaupa erinevad. Olgu z € absco{z1,...,z,}. Lause 1.16 pohjal lei-
duvad m € N, 21,...,2m € {x1,..., 2} ja p1,. .., m € K nii, et Z;”:l\,uj] < 1 ning
x = Y0 pjzj. Defineerime iga i € {1,...,n} korral J; := {jef{l,....om}: zj = a;}
ning A; := > o py, kui Jp # 0, ja A i= 0, kui J; = 0. Siis (lugedes > .o, pj =
e gl = 0, ki J; = 0)

n

i’)\ﬁzz

i=1

>

Jj€J;

n m
<ZZ|Mj|:Zl|MJ’| <1,
p=

i=1 jeJ;

kusjuures (lugedes 37, c ;. pjzj = > e 5 pjw; = 0, kui J; = ()

DD IO IED DI Z(Z Mj)xi =D i
j=1 i=1

i=1jeJ; i=1 jeJ; i=1 \jeJ;

niisiis vorduses (1.14) kehtib sisalduvus “C”. O

LAUSE 1.18 TOESTUS. Olgu Q ruumi X I6plik alamhulk. Kui Q = 0, siis absco@ = 0
on kompaktne hulk. Jaab vaadelda juhtu, kus @ # (). Sel juhul leiduvad n € N ja
Z1,...,T, € X nil, et @ = {z1,...,2,}. Olgu (u)72, hulga absco@ elementide jada.
Veendumaks, et hulk absco ) on kompaktne (ja iihtlasi lause toestuseks), piisab nédidata,
et sellel jadal leidub osajada, mis koondub mingiks hulga absco @@ elemendiks ruumis X.
Lause 1.19 pohjal iga k € N korral leiduvad arvud A¥,... Ak € K nii, et >0 M| < 1
ja up = >." , A, Niitid arviadad

(A]f)?:p ()‘é)zozlv """" ) ()\2)20:1

on tokestatud; seega Bolzano—Weierstrassi teoreemi pohjal leidub jadal ()\If)zozl koonduv

. 11\ oo . 1\ oo . . 2yoo . ..
osajada ()\1’“) w1 (0sa)jadal ()‘Qk)k:l leidub koonduv osajada ()‘2k)k:1 jne. Kirjeldatud

protseduuri tulemusena me saame (kasvavad) indeksite jadad

(lllc)zO:h (lz)zo:h ----- ) (ZZ)EOZI
nii, et
e jada (I;71)52, on jada (I%)%2, osajada iga i € {1,...,n — 1} korral;

e jada (/\?“)ZOZI koondub iga i € {1,...,n} korral.
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o
k=1

korral on ()\iz)]jil koonduva jada (A?):il osajada). Kirjutame lihtsuse mottes iga k € N

Aga niitid koik (osa)jadad ()\?;‘) i = 1,...,n, koonduvad (sest iga i € {1,...,n}
korral jj := [}
Olgu arvud Ag,..., A, € K sellised, et
)\g’“ — N igaie {1,...,n} korral;
k—o0
siis S | NJF| P S [Ai]- Kunaiga k € N korral 327 |[N*F| < 1, jireldub siit, et ka
oy |l < 15 seega lause 1.19 pohjal > 7" | Aiz; € absco@. Lause toestuseks jadb veel

mérkida, et u;, — Yoy Ajx; ruumis X, sest
— 00

n

i=1

n
< WA el o
1=

n
Ujk — E )\ixi
=1

n n
=1

i=1

O]

Definitsioon 1.8. Olgu B C X. Oeldakse, et hulk B on neelav (ruumis X), kui iga

x € X korral leidub reaalarv s, > 0 nii, et
t> s, = x € tB. (1.15)

Lause 1.20. Olgu B ruumi X mittetihi absoluutselt kumer alamhulk. Kui span B = X,

sis hulk B on neelav.

TOEsTUS. Eeldame, et span B = X. Olgu € X. Veendumaks, et hulk B on neelav,
piisab leida reaalarv s, > 0 nii, et kehtib implikatsioon (1.15). Eelduse span B = X
pohjal leiduvad n € N, z1,...,2, € B ja a1,...,a, € K\ {0} nii, et z = > | as;
(mérgime, et hulga B absoluutse kumeruse tottu 0 € B). Téhistame a := Y | |oy]; siis
2lim1 .

= =3 |ai] = 1, seega hulga B absoluutse kumeruse tottu jarelduse 1.17
pohjal

Q
«

T

n

1 1 « o
ax:ozz;aixi:;aziEB'
1= 1=

Kui niitid reaalarv ¢ rahuldab tingimust ¢ > «, siis |%‘ = ¢ < 1, seega absoluutselt
kumera hulga B tasakaalususe tottu

1 a 1

fx:—-—xegBCB;

t t « t
niisiis « € ¢B. Implikatsioon (1.15) kehtib, kui s, = a. O
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Jareldus 1.21. Olgu U,Q C X, kusjuures hulk U on absoluutselt kumer ja kinnine ning
hulk @ on loplik. Tdhistame
V :=U + absco Q.

(a) Hulk V' on absoluutselt kumer ja kinnine.

(b) Kui hulgad U ja Q on mittetihjad, kusjuures span(U U Q) = X, siis hulk V' on

neelav.

TOEsTUS. (a). Hulk V on absoluutselt kumer lause 1.15, (a), pohjal. Hulk V' on kinnine,
sest absco@ on kompaktne hulk ruumis X (lause 1.18 pohjal) ning kinnise hulga ja
kompaktse hulga summa normeeritud ruumis on kinnine hulk (vt. nt. [M, lk. 179, lemma
2.2.27)).

(b). Olgu hulgad U ja @ mittetiithjad, kusjuures span(U U Q) = X. Kuna V =
U +absco@ D U UQ (sest absco@ D @ ning 0 € U ja 0 € abscoQ), siis ka spanV = X.
Hulga V neelavus jareldub niiiid lausest 1.20 (sest hulk V' on mittetiihi ja jarelduse (a)-osa

pohjal absoluutselt kumer). O

1.6 Tiinniruumid (normeeritud ruumide kontekstis)
Definitsioon 1.9. Oeldakse, et

e alamhulk B C X on tinn (ruumis X), kui B on kumer, tasakaalus, neelav ja

kinnine (ruumis X);
e ruum X on tinniruum, kui temas iga tiinn on nulliimbrus.

Jargnev teoreem annab meile néite iihest olulisemast tiinniruumide klassist: iga Ba-

nachi ruum on tiinniruum.
Teoreem 1.22. Iga Banachi ruum on tunniruum.

ToOesTUs. Olgu X Banachi ruum (s.t. téielik normeeritud ruum) ning olgu U tiinn
ruumis X. Veendumaks, et X on tiinniruum, piisab néidata, et U on nullilimbrus ruu-
mis X, s.t. leidub reaalarv § > 0 nii, et U D dBx. Selleks paneme tdhele, et X =
U.2, nU. Téepoolest, olgu z € X. Siis tiinni U neelavuse tottu leidub reaalarv ¢ > 0
selliselt, et € tU. Kui niiiid arv n € N rahuldab tingimust % < 1, siis (arvestades, et

tiinni U tasakaalususe tottu £ U C U)
t
xetU:n<ﬁU) C nU.
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Kuna tiinn U on kinnine, siis iga n € N korral on hulk nU kinnine, jarelikult Baire’i
teoreemi pohjal leidub arv n € N nii, et hulk nU sisaldab mingi kera B(a, ). Defineerime

'_1 . . ..
b:=:ajace:=;siis

n

US> Blar)=B(La L) = Blbe).

Tiinni U tasakaalususe tottu B(—b,e) = —B(b,e) C U ning seega tiinni U kumeruse
tottu

€ 1 1 1 1
-B B — B(-b — B(b — — .
5Bx C (O,e)c2 ( ,€)+2 (,E)C2U+2UCU

Tiinniruumides kehtib jargmine thtlase tokestatuse printsiip.

Teoreem 1.23 (iihtlase tokestatuse printsiip normeeritud tiinniruumide jaoks). Olgu X
tiimniruum ning olgu alamhulk M C X* punktiviisi tokestatud, s.t. iga x € X korral

leidub reaalarv M, selliselt, et
|z*(z)| < M, iga ¥ € M korral. (1.16)
Siis M on normi jdrgi tokestatud, s.t. leidub reaalarv M selliselt, et
lx*]| < M iga ¥ € M korral.

TOESTUS. Paneme téhele, et hulk B := {z € X: |[z*(x)| <1 iga 2* € M korral} on
tiinn. Toepoolest, on lihtne vahetult kontrollida, et hulk B on absoluutselt kumer ja

kinnine. Hulk B on ka neelav, sest kui « € X ja t > M,, siis tingimuse (1.16) pohjal

z € {ue X: |z"(u)

C{ue X:|z"(u)

M, iga z* € M korral}

<
< tiga 2* € M korral} = tB.

Niisiis, toepoolest, hulk B on tiinn. Kuna X on tiinniruum, siis B on nullitimbrus
ruumis X, s.t. leidub reaalarv a > 0 nii, et aBx C B, s.t. iga x € Bx korral ax € B,
s.t. iga « € Bx korral

|z*(ax)| <1 iga 2* € M korral,
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s.t. mis tahes 2* € M ja x € By korral [z*(z)| < 1. Seega
* * * 1
sup |[lz*[| = sup sup [¢"(z)] = sup [z7(z)| < —,
x*eM r*eMzeBx z*eM a
rEBx
jarelikult hulk M on normi jérgi tokestatud. O

1.7 Punkti eraldamine kinnisest absoluutselt kumerast

hulgast normeeritud ruumis

Valdivia teoreemi 2 (vt. Sissejuhatust) toestuses (tdpsemalt, selle teoreemi toestamiseks
vajamineva lause 2.8 toestuses) kasutatakse jargnevat Hahn—Banachi eraldamisteoreemi

versiooni.

Teoreem 1.24 (punkti eraldamine kinnisest absoluutselt kumerast hulgast normeeritud
ruumis). Olgu V ruumi X kinnine absoluutselt kumer alamhulk ning olgu z € X \'V'. Siis

leidub funktsionaal z* € X* sellselt, et |2*(z)| > 1 ja
|2"(z)] < 1 iga x € V korral.

Teoreem 1.24 on jareldus jargnevast Hahn-Banachi eraldamisteoreemi versioonist.

Teoreem 1.25 (Hahn—Banachi eraldamisteoreemi Eidelheiti versioon; vt. nt. [M, lk. 179,
teoreem 2.2.26]). Olgu Ci ja Cy ruumi X mittetihjad kumerad alamhulgad, kusjuures
CS # 0 (s.t. hulga Cy sisemus on mittetihi), ning olgu Cy N C3 = 0. Siis leiduvad

funktsionaal x* € X™* ja arv s € R nii, et
(1) Rex*(x) > s iga x € Cy korral;
(2) Rex*(x) < s iga x € Cy korral;
(3) Rex*(x) < s iga x € CS korral.

TEOREEMI 1.24 TOESTUSEKS piisab leida funktsionaal z* € X* selliselt, et
Rez"(z) <1 iga x €V korral ja Rez"(z) > 1. (1.17)

Toepoolest, kui funktsionaal z* € X* rahuldab tingimusi (1.17), siis mis tahes z € V

korral, valides arvu 0 € K selliselt, et |#] = 1 ja 0z"(z) = |z*(z)|, ning arvestades, et
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hulga V' tasakaalususe tottu 0z € V,
|2*(2)] = Rez*(z) > 1 > Rez*(0x) = Rebz*(x) = Re|z"(x)| = 2" (2)].

Tingimusi (1.17) rahuldava funktsionaali z* € X* leidmiseks mérgime koigepealt, et
kuna hulk V' on kinnine ja z € X \ V, siis leidub reaalarv e > 0 nii, et B(z,e) NV = (.
Niiiid teoreemi 1.25 pohjal (vottes seal C1 =V ja Cy = B(z,¢) ning arvestades, et lahtise
kera B(z,¢) lahtisuse tottu z € B(z,¢) = B(z,¢)° = (C3) leiduvad funktsionaal z* € X*

ja arv s € R nii, et
Rez*(z) > s iga x € V korral ja Rex*(z) < s. (1.18)

Seejuures voime iildisust kitsendamata eeldada, et s # 0 (sest kui s = 0, siis Rez*(z) < 0
ning seega jadksid tingimused (1.18) kehtima ka siis, kui votta seal arvu s rolli niiteks
+ Rex*(z)). Paneme téhele, et s < 0. Toepoolest, oletame vastuviiteliselt, et s > 0. Siis

mis tahes z € V korral (arvestades, et tingimustest (1.18) esimese pohjal Re z*(x) > s)
Rez*(—z) = —Rez*(z) < —s <0 < s,

mis (arvestades, et hulga V' tasakaalususe tottu —z € V') on vastuolus tingimustest (1.18)
esimesega. Niisiis, toepoolest, s < 0. Niitid, korrutades tingimuses (1.18) sisalduvate
vorratuste molemad pooled labi arvuga %, saame, et kehtivad tingimused (1.17), kus

z*:%m*. O
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2 Abitulemusi bakalaureusetoos kesksete
teoreemide toestuseks

Sellesse peatiikki oleme koondanud bakalaureusettos kesksete Valdivia teoreemide (teo-
reemid 1 ja 2 Sissejuhatuses) toestamiseks vajaminevad spetsiifilisemat laadi abitulemu-
sed artiklist [V97].

Kui u € (% A)" ja A € A\ {0}, siis me tdhistame [lulla = |lu[ge(an)l- Me
kirjutame sageli u(z) = (z,u), kus z € £F (%, A).

Lemma 2.1 (vt. [V jaotise 1 teine 16ik]). Olgu A € A\ {0}, olgu n € N ja olgu
Ay, ..., An € AN\ {0} hulga A paarikaupa loikumatud alamhulgad. Siis mis tahes u €
050 (Q2, A)* korral

n
> lulla; < llua. (2.1)
j=1

TOEsTUS. Olgu u € £5°(2, A)* ning olgu € > 0. Vorratuse (2.1) toestuseks piisab nii-
data, et

n
lulla =) llulla, —e.
j=1
Valime iga j € {1,...,n} korral elemendi z; € {°(A;, A) nii, et ||zj]|c < 1 ja
£
(g, u) = (2, W) > lulla, — .

Defineerime z = Y, z;; siis z € £i°(A, A), kusjuures ||z|/oc < 1, seega

j=1
n n n n
lulla > 1(z )l = <Zu>] = 1> 6w = [ Kzl = D1z w)
J=1 j=1 j=1 j=1
>3 (e, = £) =l = 35 =3l =
J=1 j=1 j=1 j=1
nagu soovitud. O

Lause 2.2 (vt. [V979 lause 1]). Vaatleme reaalset ruumi £5°(Q, A). Selles ruumis
1
absco{xa: A€ A} D 5 By (a,4)5
s.t. hulga {xa: A € A} absoluutselt kumer kate (reaalses) ruumis €5° (€2, A) sisaldab selle

ruumi kinnise thikkera kordset %BKSO(Q’ A
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TorsTus. Tahistame H := {xa: A € A} jaiga p € N korral
Ap = {z € %BESO(Q’ A): funktsioonil z on p nullist erinevat Véiéirtust}.

Lause toestuseks peame néitama, et iga p € N korral A, C absco H. Toestame selle viite
induktsiooniga indeksi p jargi.

Kui z € A; (s.t. funktsioonil z € %ngo(Q A) on iiks nullist erinev véirtus), siis
z = 1 ayxa mingite A € A\ {0} ja o € R korral, kus 0 < |o| < 1. Aga niiiid 2 = x4 €
abscoH (sest x4 € H C abscoH ja |§| = |;‘—‘ < 1 ning hulk absco# on tasakaalus);
niisiis A1 C absco H.

Olgu niiiid z € A,. Siis 2 = 3 (axa+8xp) mingite ldikumatute hulkade A, B € A\ {0}
jaa, 8 € Rkorral, kus 0 < |a] < 1ja0 < |5] < 1. Seega z = %XA—i-gXB € absco H (sest
Xa.xp € Hja g+ 5=l Bl <1 1 1 = 1); niisiis Ay C abscoH.

Eeldame niitid, et mingi naturaalarvu p > 2 korral A, C absco™. Lause toestuseks
jaab naidata, et ka A, C abscoH. Olgu z € Apy. Siis leiduvad paarikaupa loikumatud
hulgad A, B, As, ..., Apt1 € A\ {0} ja paarikaupa erinevad arvud o, 8,03, ...,apy1 €
R\ {0} nii, et || <1, |B] < 1jaloy| <1igaje{3,...,p+ 1} korral ning

1 p+1
2= 2<aXA + BxB + Z;anAj)
‘]:

Kuna p + 1 > 3, siis funktsiooni z nullist erinevate viartuste hulgas on vihemalt kaks

samamargilist, seega voime iildisust kitsendamata eeldada, et
O<a<p voi B <a<O.

Vaatleme koigepealt juhtu, kus 0 < o < 3. Defineerime
1 p+1 1 p+1
z1 = Q(BXA+BXB+ZanAj> ja oz = Z(BXB +ZanAj>;
j=3 j=3

siis 21,22 € A, jérelikult tehtud eelduse tottu 21,22 € abscoH. Kuna 0 < % < 1, siis

hulga absco H kumeruse tottu

o «o
z= le + <1 — 5) z9 € abscoH.

Kui 8 < a<0,siis 0 < —a < —f, jarelikult dsjatoestatu pohjal —z € absco H ning seega
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hulga absco H tasakaalususe tottu z = —(—z) € absco H. Niisiis, igal juhul z € absco H,
jarelikult A, C abscoH, nagu soovitud. O

Lause 2.3 (vt. [V979 lause 2|). Vaatleme kompleksset ruumi ¢°(S2, A). Selles ruumis
1
absco{xya: A€ A} D 1 By (0, 4)

s.t. hulga {xa: A € A} absoluutselt kumer kate (kompleksses) ruumis £ (2, A) sisaldab

selle ruumsi kinnise ihikkera kordset ingo(Q, A

ToEsTUS. Olgu z € %ngo(Q7A). Téahistame z; := Rez ja 29 := Im z; siis z = 21 + 123,
kusjuures 21, 29 € %ngo(Q A)- Toepoolest, olgu z = >y a; x4, funktsiooni z standard-

esitus (vt. jaotise 1.2.1 eelviimast 16iku). Siis
n n
2= Reaixa, ja =n=) Imaxa,
i=1 i=1
seega 21 ja z2 on ruumi £° (€2, A) elemendid. Kuna iga i € {1,...,n} korral

[Reai| <ol <lzlloo < 7 Ja [Imoy] < o] < l2]loe < 5,

|

1
4
siis |21 [oe < i ja ||z2]]ee < i. Funktsioonid 27 ja 29 on tolgendatavad reaalse ruumi
05°(Q, A) elementidena, kusjuures nende normid selles reaalses ruumis on samad, mis
komplekses ruumis £5° (€2, A). Kuna [|221 oo < 3 ja [|222]|00 < 3, siis 221, 229 € %BZSO(Q,A)
(siin Byee(q,4) on reaalse ruumi (5°(Q2,.A) kinnine iihikkera), jérelikult lause 2.2 pcohjal
221,229 € absco{xa: A € A} (reaalses ruumis ¢5°(€2,.A) ning seega ka kompleksses
ruumis £°(€, A)). Aga niiiid (kompleksses ruumis £5°(€2, .A))

] .
z = 5(22'1) + %(222) € absco{xa: A € A},

sest absoluutselt kumer kate absco{xa: A € A} on absoluutselt kumer. O

Jédreldus 2.4 (vt. [VI7?) lause 2 toestusele jirgnev 16ik]). (a) Olgu W C £3°(Q,.A)
absoluutselt kumer hulk. Kui W ei ole nullidmbrus ruumis €5°(2, A), siis mis tahes

reaalarvu v > 0 korral leidub hulk C € A nii, et yxo € W.

(b) Olgu A € A ning olgu V. C €5°(Q, A) absoluutselt kumer hulk. Kui V N {5° (A, A)
ei ole nullitimbrus ruumis €5° (A, A), siis mis tahes reaalarvu v > 0 korral leidub

hulk C' € A nii, et C C A jayxc €V.
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TOEsTUS. (a). Leidugu reaalarv v > 0 nii, et iga hulga C' € A korral yx¢o € W. Viite
toestuseks piisab nédidata, et W on nullitimbrus ruumis ¢5°(€2, A). Hulga W absoluutse

kumeruse tottu
W D absco{yxc: C € A} = yabsco{xc: C € A}.
Lausete 2.2 ja 2.3 pohjal leidub reaalarv ¢ > 0 nii, et

absco{xc: C € A} D 5BZ8°(Q,.A)

(siin reaalse ruumi £3°(£2,.4) juhul voime lause 2.2 pohjal votta § = % ning kompleksse
ruumi £3°(€2, A) juhul lause 2.3 pohjal § = %), seega W D 70 By (q,4); niisiis W on

nullitimbrus ruumis £5°(€2, A), nagu soovitud.

(b). Eeldame, et V N ¢5°(A,.A) ei ole nulliimbrus ruumis ¢3°(A,.A). Olgu v > 0.
Tahistame W := V N{3°(A, A); siis jarelduse 1.7 pohjal hulk {w|4: w € W} ei ole nulli-
timbrus ruumis ¢5°(A, Ay), jarelikult véite (a) pohjal leidub hulk C' € A4 (s.t. C € A,
kusjuures C' C A) nii, et yx¢ & {w|a: w € W} (siin me tolgendame karakteristlikku
funktsiooni x¢ funktsioonina A — K). Siit jareldub, et kui tolgendada funktsiooni x¢
funktsioonina @ — K, siis yxo € W = V N{°(A, A), millest omakorda, arvestades, et
vxc € LF (A, A), jareldub, et yxc € V. O

Jargnevalt defineeritav moiste méangib Valdivia teoreemi 2 toestusskeemis votmerolli.

Definitsioon 2.1 (vt. [V}™ lausele 3 eelnev 16ik]). Olgu U ruumi £°(£2,.A) kinnine
absoluutselt kumer alamhulk ning olgu A € A. Oeldakse, et hulgal A on omadus U, kui
leidub ruumi £5°(12, A) 16plik alamhulk @ selliselt, et hulk

(absco(U UQ)) NLF (A, A) (2.2)

on nullitimbrus alamruumis (3 (A4, A).

Lause 2.5. Olgu U ruumi £F (2, A) kinnine absoluutselt kumer alamhulk ning olgu
A, C € A, kusjuures A D C. Kui hulgal A on omadus U, siis ka hulgal C on omadus U .

TOEsTUS. Eeldame, et hulgal A on omadus U, s.t. leidub leidub ruumi ¢§°(€2, A) 16p-
lik alamhulk @ selliselt, et hulk (2.2) on nulliimbrus alamruumis ¢5°(A,.A), s.t. leidub

reaalarv § > 0 selliselt, et
(absco(U U Q)) NLF(A,A) D 6By (4,4)-

34



Niitid

(absco(U U Q) N £5°(C, A) = (absco(U U Q)) N (€2 (A, A) NE2(C, A))
( (absco(U U Q)) N £X(A, A)) N62(C, A)
(5B£°°(AA ) N (CLA)

0By (c,4)5

niisiis hulk (absco(UUQ)) N (C, A) on nulliiimbrus ruumis £5°(C, A), aga siit jéreldub,
et hulgal C' on omadus U. d

Lause 2.6 (vt. [V lause 3|). Olgu U ruumi €P(Q, A) kinnine absoluutselt kumer
alamhulk, olgu A € A ning olgu algebra A alamkogum {Ay, ..., An}, kus n € N, hulga A
lahutus. Kui hulgal A ei ole omadust U, siis ka vihemalt dihel hulkadest Ay, ..., A, ei ole

omadust U .

ToOEsTUS. Eeldame, et igatihel hulkadest Ay, ..., A, on omadus U, s.t.igaj € {1,...,n}
korral leidub l6plik alamhulk Q; € £5°(€2, A) selliselt, et hulk

V= (absco(UUQj)> N4 (Aj, A)

on nullitimbrus alamruumis ¢3°(A;, A). Lause toestuseks piisab néidata, et hulgal A on

omadus U, milleks omakorda piisab néidata, et, tdhistades @Q := U _, Qj, on hulk
V= (absco(U U Q)) N4 (A, A)

nullitimbrus alamruumis £5°(A, A), s.t. leidub reaalarv 6 > 0 nii, et V' D 0By (4,4)-

Iga j € {1,...,n} korral on hulk V; nulliiimbrus alamruumis ¢5°(4;,.A), seega leidub
reaalarv 0; > 0 nii, et V; D 5jB€8°(Aj,A) Defineerides § := ﬁ min{di,...,d,}, jadb lause
toestuseks niidata, et V D (5Bg80(A7A) ehk, teisisonu, iga z € BZgO(A,A) korral z € %V.

Olgu z € By (a,4)- Slisiga j € {1,...,n} korral zx 4, € Byso(a;.a) C %VJ Aga niiiid

n liidetavat

z:]Z::IZXAjejZ::léjV}C;MVjcé(ier...Jriv) CEV’

nagu soovitud (siin viimase sisalduvuse pohjenduseks mérgime, et hulga V' absoluutse

kumeruse tottu 2V + -+ 1V C V). O
—_————

n liidetavat

35



Lause 2.7. Olgu U,Q C (5°(Q, A), kusjuures hulk U on absoluutselt kumer ja kinnine
ning hulk Q on loplik. Tdhistame

V :=U + absco Q.

(a) Hulk'V on absoluutselt kumer ja kinnine.

(b) Kui hulgad U ja Q on mittetihjad, kusjuures span(U U Q) = £3°(2, A), siis hulk V

on neelav.

(c) Olgu A € A. Kui hulgal A ei ole omadust U, siis V NLF (A, A) ei ole nullitimbrus
ruumis (5°(A, A).
TOESTUS. (a) ja (b) on erijuht jareldusest 1.21, kui seal votta X = £3°(Q2, A).

(c). Eeldame, et hulgal A ei ole omadust U. Sel juhul, t&histades W := absco(U UQ),
hulk W N £5°(A, A) ei ole nullitimbrus ruumis ¢5°(A, A).
Arvestades, et U C W ja absco Q C W ning et hulga W kumeruse tottu %W—i— %W -

W, saame
V=U-+abscoQ CW +W =2(3W + ;W) C 2W.

Kuna ¢5°(A, A) on vektorruum, siis £°(A, A) = 2(5°(A, A), seega
VNLFP(AA) C W) N (260 (A,A) =2(WNLF(AA)).

Siit, arvestades, et hulk 2(W N £ (A, A)) ei ole nullitimbrus ruumis £3°(4, A) (sest hulk
W NP (A, A) ei ole nulliimbrus ruumis £5°(A, A)), jareldub, et hulk V' N £5°(A, A) ei

ole nullitimbrus ruumis £3°(A4, A). O

Lause 2.8 (vt. [V lause 4]). Olgu U ruumi £°(), A) mittetiihi kinnine absoluutselt
kumer alamhulk, olgu A € A\ {0}, olgu p,r € N, p > 2, olgu o € R, « > 0, ning olgu
Z1,. .., & € L (Q,A). Kui hulgal A ei ole omadust U, siis leiduvad hulga A A-lahutus
{A1,..., Ay} ja funktsionaalid uy,...,u, € (F(Q,A)* selliselt, et iga i € {1,...,p}

korral
(1) ‘(XA“Ui)’ > Qg
(2) > [mj,ua)| < 1;
j=1
(3) [{z,u;)| <1 iga x € U korral.
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TOESTUS. Toestame koigepealt jargmise véite.

(1) Kui hulgal A ei ole omadust U, siis leiduvad hulga A alamhulk B € A ja funktsio-
naal u € £5°(Q2, A)* selliselt, et

(1) [xssw)| > a ja [(xa\pw)| > a;
(27) X2 Nzju) <1

j=1
(3") [{x,u)| < 1igax €U korral;

(4’) hulgal A\ B pole omadust U.

Viite (f) toestuseks eeldame, et hulgal A ei ole omadust U ja téhistame
V :=U + absco{xa,rz1,...,72,}.

Lause 2.7, (a), pohjal on V ruumi £5°(€2, A) kinnine absoluutselt kumer alamhulk. Kuna
hulgal A ei ole omadust U, siis lause 2.7, (c), pohjal ei ole V N £5°(A, A) nulliimbrus
ruumis /3°(A4, A) ning seega jarelduse 2.4, (b), pohjal leidub hulga A alamhulk C' € A
selliselt, et IJ%QXC ¢ V. Teoreemi 1.24 pohjal leidub funktsionaal u € £5° (€2, A)* selliselt,
et

[(z,u)| <1 iga x € V korral (2.3)

ja
\<ﬁx0,u>\ > 1. (2.4)

Kuna V' D U, siis tingimuse (2.3) pohjal kehtib ka tingimus (3’). Iga j € {1,...,r} korral

ra; € V, jirelikult tingimuse (2.3) pohjal |(ra;, u)| < 1 ning seega |(z;, u)| < 1; niisiis

r liidetavat

1
+o =1,
r

T

> Haju) <

j=1

S|

s.t. tingimus (2’) kehtib. Tingimusest (2.4) jareldub, et
{xc,u)] >14+a>a.
Kuna (xo,u) = (xa,u) — (xa\c, ), siis [(xc, w)| < [(xa, w)| + [(xa\c, u)| ning jérelikult

[(xavesw)] = [(xe, w)| = [{(xa, )| > 1T+ a-1=a.
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Lause 2.6 pohjal ei ole vihemalt tihel hulkadest C' ja A \ C' omadust U. Kui hulgal C
pole omadust U, siis defineerime B := A\ C (sel juhul A\ B = C); kui hulgal C' on
omadus U, siis defineerime B := C (sel juhul pole hulgal A\ B = A\ C omadust U).
Moélemal juhul rahuldab hulk B talle viites () esitatud tingimusi (1’) ja (4').

Eeldame niitid jallegi, et hulgal A ei ole omadust U ning tdestame lauses kirjeldatud
hulkade Ag,..., A, ja funktsionaalide w1, ..., u, olemasolu. Hulgaks A; ja funktsionaa-
liks u; votame vastavalt véitest (f) saadava hulga B ja funktsionaali u. Kui p = 2, siis
defineerime Ay := A\ A; = A\ B jaus = u; = u. Kui p > 3 toimime edasi jargmiselt: kui
mingi ¢ € {2,...,p—1} korral on hulgad A4, ..., Aj—1 ja funktsionaalid u1, ..., uq—1 juba
leitud, kuid hulk A, ja funktsionaal u, on veel leidmata, siis, vottes véites (4) hulga A
rolli hulga A\ Ug;ll A;, votame hulgaks A, ja funktsionaaliks u, vastavalt sellest vaitest
saadava hulga B ja funktsionaali u. Lause toestuseks jaab defineerida A, := A\ Uf:ll A;

ja up == up_1. [

Lause 2.9 (vt. [V lause 5]). Olgu Uy, Us, ... ruumi (2(S2, A) mittetihjad kinnised
absoluutselt kumerad alamhulgad. Tdhistame iga E € A korral

I'(E) := {n € N: hulgal E ei ole omadust Uy, }.

Olgu A € A\ {0}, olgu p,r € N, olgu ny,...,n, € N, olgu « € R, a > 0, ning olgu
1, ..., 2y € LF(R,A). Kut hulk T'(A) on lopmatu, kusjuures nq,...,n, € I'(A), siis
leiduvad hulga A paarikaupa lotkumatud alamhulgad My, ..., M, € A ja funktsionaalid
UL, ..., up € 6P (Q, A)* selliselt, et igai € {1,...,p} korral

(D) [Ocar, wa)| > a;
(2) > [zj,u)| < 1;
j=1
(3) [z, ui)| <1 iga x € Uy, korral;

(4) hulk T(A\UY_, M;) on lopmatu, kusjuures ny,...,n, € T(A\ U, M;).

TOESTUS. Tdestame koigepealt jargmise viite.
(b) Kui hulk T'(A) on lopmatu, kusjuures ny,...,n, € I'(A), ning k € {1,...,p}, siis
leiduvad hulga A alamhulk M € A ja funktsionaal u € £5°(Q2, A)* selliselt, et
(1) [{xarw)| > oy

@) 3l <1;
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(3") {z,u)| <1 iga x € Uy, korral;

(4’) hulk T(A\ M) on lopmatu, kusjuures ny,...,n, € T(A\ M).

Viite (b) toestuseks eeldame, et hulk I'(A) on 16pmatu, kusjuures nq,...,n, € I'(4),
ning fikseerime vabalt & € {1,...,p}. Lause 2.8 pohjal leiduvad hulga A A-lahutus
{A1,..., Apio} ja funktsionaalid ui,...,upt2 € £€5°(2,A)*, mis rahuldavad iga i €
{1,...,p+ 2} korral lause 2.8 tingimusi (1)—(3), kus U = Uy, . Ilmselt on vihemalt iihe
indeksii € {1,...,p+2} korral hulk I'(4;) 16pmatu. Téepoolest, oletame vastuvéiteliselt,
etigai € {1,...,p+2} korral on hulk I'(4;) 16plik. Tahistame igai € {1,...,p+2} korral
m; := max ['(A;). Kuna hulk I'(A) on l6pmatu, siis leidub N € T'(A) nii, et N > m; iga
i€ {1,...,p+2} korral. Lause 2.6 pohjal leidub [ € {1,...,p+2} nii, et N € I'(4;). Tei-
selt poolt, N > m; = maxI'(A4;). Joudsime vastuoluni. Saadud vastuolu néitab, et tehtud
vastuvéiteline oletus on véér; niisiis toepoolest vihemalt iihe indeksi i € {1,...,p + 2}
korral on hulk I'(A4;) 16pmatu. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et hulk I'( A1) on 16p-
matu. Edasi, leidub indeks iy € {2,...,p+2} selliselt, et {n1,...,np} CT(A\ A;,). Toe-
poolest, lause 2.6 pohjal saame iga i € {1,--- ,p} korral valida indeksi k; € {1,...,p+2}
selliselt, et hulgal Ay, pole omadust U,,, s.t. n; € I'(Ay,). Niitid indeksite k1, .. ., kp hulk I
on tilimalt p-elemendiline (mérgime, et kui leiduvad teineteisest erinevad i,j € {1,...,p}
selliselt, et k; = kj, siis on indeksite kq,. .., k, hulgas I vihem kui p elementi), seega lei-
dubip € {2,...,p+2}\I. Nitid igai € {1,...,p} korral Ay, C A\ A4;,, seega, arvestades,
et n; € I'(Ayg,), lause 2.5 pohjal ka n; € I'(A\ A;,); niisiis {n1,...,n,} CT(A\A4;,). Aga
niitid, kui defineerida M := A;, ja u := w,,, kehtivad tingimused (1’)—(4’). (Siin vajab
pohjendamist, miks hulk I'(A\ M) on l6pmatu: kuna A; C A\ M, kusjuures hulk I'(A;)
on lopmatu, siis lausest 2.5 jareldub, et ka hulk T'(A \ M) on lopmatu.) Viide (b) on
toestatud.

Eeldame niiiid jéllegi, et hulk I'(A) on I6pmatu, kusjuures nq,...,n, € I'(A), ning
toestame lauses noutud omadustega hulkade Mj,..., M, ja funktsionaalide ug,...,u,
olemasolu. Hulgaks M; ja funktsionaaliks u; votame vastavalt véitest (b) juhul & = 1
saadava hulga M ja funktsionaali u. Kui p = 1, on lause toestatud. Kui p > 2, toimime
edasi jargmiselt: kui mingi ¢ € {2,...,p} korral on hulgad M, ..., M, ja funktsio-
naalid w1, ..., uq—1 juba leitud, kuid hulk M, ja funktsionaal u, on veel leidmata, siis,
vottes vaites (b) hulga A rolli hulga A \ U?;ll M; ning k = ¢, votame hulgaks M, ja
funktsionaaliks u, vastavalt sellest vditest saadava hulga M ja funktsionaali u.

Kirjeldatud viisil leitavad hulgad My, ..., M, ja funktsionaalid uy, ..., u, rahuldavad

lauses neile seatud tingimusi. O
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Lause 2.10 (vt. [V lause 6]). Olgu Uy, Us, ... ruumi €¢P(2, A) mittetiihjad kinnised
absoluutselt kumerad alamhulgad. Kut mitte ihegi n € N korral pole hulgal 2 omadust U,
siis leiduvad algebra A paarikaupa loikumatute hulkade kogum {A;;: i,j7 € N}, kaas-

ruumi £°(Q, A)* alamhulk {u;;: i,j € N} ja rangelt kasvav naturaalarvude jada (n;)2,

nii, et mis tahes i,7 € N korral
(1) |<XAijvu’ij>| >i+47g;

(2) > xawuig)| <1
ht-k<i+j

(3) |{z,ui)| <1 4ga x € Uy, korral.

TOESTUS. Eeldame, et mitte ithegi n € N korral pole hulgal 2 omadust U,,. Téestame
soovitud omadustega alamkogumi {A;;: 7,5 € N} C A, alamhulga {u;;:i,j € N} C
05°(Q, A)* ja rangelt kasvava naturaalarvude jada (n;);2; olemasolu rekursiooni abil. Iga

naturaalarvu p > 2 korral tdhistame
A):={(i,j) ENxN:i+j=p} ja Ap:={(i,j) e NxN:i+j<p}
ning iga hulga E € A korral (nagu ka lauses 2.9)
I'(E) := {n € N: hulgal E ei ole omadust U, }.

Koigepealt votame ny := 1; siis lause 2.9 pdhjal leiduvad hulk A;; € A ja funktsionaal
ui1 € £5°(Q, A)* nii, et

(17) ‘(XAuaullH > 1 + 1= 2,
(3") [{x,u11)| < 1iga x € Uy, korral;
(4’) hulk F(Q \ AH) on l6pmatu, kusjuures nq, € F(Q \ AH),

Eeldame niiiid, et mingi naturaalarvu p > 2 korral oleme leidnud naturaalarvud
ny <ng < --- < np_qjaiga (i,j) € Ay korral hulga A;; € A ja funktsionaali u;; selliselt,
et

e need hulgad A;; on paarikaupa loikumatud,;
e mis tahes (4,j) € A, korral kehtivad tingimused (1)—(3);

e hulk F(Q\U(i,j)eAp A;j) on lopmatu, kusjuures ny, ... ,np_q € I‘(Q\U(M)eAp Ajj).
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Kuna hulk I'(Q\ Ui jea, A;;) on 1opmatu, siis leidub indeks n, € T'(€2\ Ui.iiea, Ajj)
nii, et n, > np_1. Lause toestuseks jadb néidata, et leiduvad hulga ©\ U ;e A, Aij
paarikaupa l6ikumatud alamhulgad Ay, A2 p_1,. .., Ap1 € A jafunktsionaalid w1y, ugp—1,
coupt € 05°(9, A)* selliselt, et

o mis tahes (i,7) € A2+1 korral kehtivad tingimused (1)—(3);
o hulk F(Q\U(i’j)eAerl Aij) on I6pmatu, kusjuures ni,...,n, € F(Q\U(z’,j)eAp+1 Aij).

Niisuguste hulkade ja funktsionaalide olemasolu jareldub lausest 2.9, kui seal votta hul-
ga A rolli hulk @\ U jyea, Aij» @ = p + 1 ning hulga {z1,..., 2} rolli votta hulk
{xa,,: (4,7) € Ap}: soovitud omadustega hulkadeks Ay, A2 1, ..., Ap1 ja funktsionaa-
lideks w1y, u2p—1, ..., up1 sobivad vastavalt lausest 2.9 kirjeldatud juhul saadavad hulgad

My, ..., M, ja funktsionaalid uq, ..., up. O

Lause 2.11 (vt. [V17 lause 7]). Olgu U ruumi £5°(2,.A) mittetiihi kinnine absoluutselt
kumer alamhulk. Kui U ei ole nulliimbrus oma lineaarses kattes L, siis hulgal 2 ei ole

omadust U.

TOESTUS. Vaatleme koigepealt juhtu, kus lineaarse katte L = spanU koodimensioon
ruumis £3°(€2,.A) on Ioplik. Siis leidub mittetiihi 16plik alamhulk M C £5°(€2, A) nii,
et L +spanM = (°(Q,A) ja LNspanM = {0}. Lause 2.7, (a) ja (b), pohjal on
hulk V' = U + absco M tiinn ruumis ¢5°(€2, A). Paneme téhele, et V N L = U, s.t.
(U + absco M) NspanU = U. Toéepoolest, sisalduvus (U + absco M) NspanU D U
on ilmne. Teiselt poolt, olgu z € (U + abscoM) NspanU. Siis z = u + m mingite
u € U jam € abscoM C span M korral. Kuna m = z — u € spanU = L, siis m =0
(sest L Nspan M = {0}) ning seega z = w € U; niisiis (U + absco M) NspanU C U.
Oleme toestanud, et (U + absco M) NspanU = U. Siit jéreldub, et V ei ole nulliimbrus
ruumis £°(€2,.A) (sest kui V' oleks nullitimbrus ruumis ¢5°(2, A), siis U = V N L oleks
nulliimbrus alamruumis L). Olgu @ mingi ruumi ¢3°(2, A) 16plik alamhulk. Té&histame
Z = absco(U U Q). Kuna tiinn V' on neelav hulk ruumis ¢5°(€2, A), siis leidub arv n € N
nii, et Q C nV. Niild, arvestades, et U C V ning et tiinni V tasakaalususe tottu % Vcv,
Z = absco(U U Q) C absco(V UnV) = abscon((% V)u V) = absconV =nV
(siin viimane vordus kehtib, sest hulga V' absoluutse kumeruse tottu on ka hulk nV
absoluutselt kumer); jarelikult Z ei ole nullilimbrus ruumis ¢§°(€2, A); niisiis hulgal €

pole omadust U.

41



Vaatleme niitid juhtu, kus lineaarse katte L koodimensioon ruumis ¢§°(£2,.A) on 16p-
matu. Olgu jéllegi @ mingi ruumi £°(£2,.A) 16plik alamhulk. Siis absco(U U @) ei ole
neelav hulk ruumis £3°(€2, A). Toepoolest, kuna lineaarse katte L koodimensioon ruumis
05° (9, A) on 16pmatu, siis L+span Q # £ (€, A), s.t. leidub z € £5°(Q, A)\ (L+span Q).
Kui hulk absco(U U @) oleks neelav ruumis £5°(€2, A), siis z € spanabsco(U U Q) C
(spanU) + (span Q) = L + span @), vastuolu. Seega toepoolest hulk absco(U U Q) ei ole
neelav ruumis £5° (€2, A). Siit jareldub, et absco(UUQ) ei ole nullitimbrus ruumis £3°(€2, A)

(sest iga nulliimbrus on neelav hulk); niisiis hulgal © pole omadust U. O
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3 Bakalaureusetoos kesksete Valdivia teoreemide

toestused

Selles peatiikis esitame bakalaureuset6os kesksete Valdivia teoreemide (teoreemid 1 ja 2
Sissejuhatuses) iiksikasjalikud toestused. Parema jélgitavuse huvides sonastame need teo-

reemid siinkohal uuesti.

Teoreem 3.1 (sama, mis teoreem 1 Sissejuhatuses; vt. [V1?7 teoreem 2|). Olgu A o-
algebra ning olgu selle o-algebra alamkogumid Ay, Ao, ... sellised, et Ay C Ay C -+ ja
Uo, An = A. Siis leidub arv p € N selliselt, et ruumi ba(A) mis tahes alamhulk, mis on

hulgaviisi tokestatud kogumil Ay, on tokestatud ruumis ba(.A).

Teoreem 3.2 (sama, mis teoreem 2 Sissejuhatuses; vt. [V197 teoreem 1]). Olgu A o-
algebra ning olgu ruumi £5°(S, A) alamruumid X1, Xo, ... sellised, et X1 C Xo C ---
Jja Us?y X = LX(Q,A). Siis leidub arv p € N selliselt, et alamruum X, on ruumis
05°(Q, A) koikjal tihe tinniruum.

Teoreemi 3.1 toestus toetub teoreemile 3.2.

TEOREEMI 3.1 TOESTUS. Iga n € N korral olgu X,, hulga {x4: A € A,,} lineaarne kate
ruumis £3°(Q, A). Siis X1 C Xo C --- ja Upo Xn = £5°(Q, A), seega teoreemi 3.2 pohjal
leidub arv p € N selliselt, et alamruum X, on ruumis £5°(2, A) koikjal tihe tiinniruum.

Olgu alamhulk M C ba(A) hulgaviisi tokestatud kogumil A,. Teoreemi toestuseks
jaéb néidata, et alamhulk M on tokestatud ruumis ba(A). Olgu T': ba(A) — £5°(£2, A)*
isomeetriline isomorfism teoreemist 1.13. Siis kujutishulk 7'(M) (kaasruumis £5°(2,.A4)*)
on punktiviisi tokestatud alamruumil X,. Tdepoolest, olgu z € X,,. Kujutishulga T'(M)
punktiviisi tokestatuseks alamruumil X, piisab néidata, et hulk {u(z): v € T(M)} on
tokestatud. Olgu z = """ @i xa,, kusn e N, ay,...,a, € Kja Ay,..., A, € A,. Kuna
alamhulk M on hulgaviisi tokestatud kogumil A,, siis leiduvad arvud M;,..., M, € R
nii, et iga ¢ € {1,...,n} korral

ln(A;)] < M;  iga p € M korral.

Aga niitid mis tahes u € T(M) korral, kui © € M on selline, et u = T, saame

u(e)) = 202 = | [ za] = ‘/Q@“ ) | = ZZ:OW(Ai)

n n
<Y el (4] < o] M;
i=1 i=1
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seega hulk {u(z): v € T(M)} on tokestatud, nagu soovitud. Niisiis, téepoolest, kuju-
tishulk T'(M) (kaasruumis £5°(€2,.A4)*) on punktiviisi tokestatud alamruumil X,. Kuna
alamruum X, on ruumis £5°(2, A) koikjal tihe tiinniruum, siis teoreemi 1.23 pohjal on
kujutishulk 7'(M) tokestatud kaasruumis £5°(£2, .A)*. Kuna 7" on isomorfism, siis jareldub
siit, et hulk M on tokestatud ruumis ba(.A), nagu soovitud. O

TEOREEMI 3.2 TOESTUS. Oletame vastuviiteliselt, et mitte iihegi indeksi n € N korral
ei ole ruum X, tinniruum. Siis iga n € N korral leidub tiinn W, ruumis X,, mis ei ole
nulliimbrus ruumis X,,. Iga n € N korral olgu U,, hulga W, sulund ruumis £°(Q2, A);
siis Uy, on ruumi £5°(€2, A) kinnine absoluutselt kumer alamhulk, mis ei ole nulliimbrus
oma lineaarses kattes (sest vastasel korral oleks hulk U, N X, nullitimbrus ruumis X,
mis, arvestades, et hulga W,, kinnisuse tottu ruumis X,, kehtib vordus W,, = U, N X,
on vastuolus tehtud eeldusega).

Lause 2.11 pohjal ei ole hulgal €2 mitte iihegi indeksi n € N korral omadust U,,. Lause
2.10 pohjal leiduvad hulga ) paarikaupa loikumatud alamhulgad A;; € A ja funktsio-
naalid u;; € £5°(2, A)*, 4,5 = 1,2,..., ning rangelt kasvav naturaalarvude jada (1;)72;
nii, et mis tahes 4, j € N korral kehtivad lause 2.10 tingimused (1)—(3), kus indeksite n;
asemel on [;.

Jarjestame hulga N x N lineaarselt, defineerides (m,n), (r,s) € N x N korral
(m,n) < (r,s) = m+n<r+s voi m+n=r+sjam<r.

Defineerime v(1,1) :=1ja I'yy := {(4,5) €e NxN:i+j > 1+r(1,1) = 2}. Edasi
toimime jargmiselt. Eeldame, et mingi paari (m,n) € N x N korral on defineeritud indeks
v(m,n) € N ja hulk I'),,, € N x N, selliselt, et

(#) iga i € N korral on hulk {j € N: (i,5) € ', } 16pmatu,

kuid paarile (m, n) vahetult jargneva paari (r, s) € NxN jaoks pole indeksit v(r, s) € N ja
hulka I's € N X N veel defineeritud. Ténu tingimusele (f) saame leida indeksi v(r, s) € N
nii, et (r,7(r,s)) € [y ning

m+v(m,n) <r+v(r,s) ja y(r,s) > s+ 2.

Leiame arvu p,s € N nii, et ||ty (s) || < prs ning valime hulga {(i,7) € Typ: i +j >
r+ v(r,s)} lahutuse {T'L,,..., TP} nii, et iga k € {1,...,pys} korral

rs?

e iga i € N korral on hulk {j € N: (i,4) € T'¥,} 16pmatu.
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Tiahistame iga k € {1,...,p.s} korral GF, = Ui jyerx, Aij; siis lemma 2.1 pchjal

Prs
Z HUTW(T,S)HG,’SS < HU’TI/(’I’,S)H < Drs
k=1
ning seega leidub arv k € {1,...,p;s} selliselt, et [[u,, (. s)llgr, < 1. Defineerime I'y.5 := Ik,
ja GT.S = G,'lfs - U(i,j)EFTs AZJ
Kirjeldatud protseduuri tulemusena saame vastavalt igale paarile (7, ) € N x N mingi
indeksi v(4, j) € N. Defineerime H := U jyenxn Aiig)- Kuna U2 Xi = (2, A),
kusjuures X; C Xy C ---, siis leidub naturaalarv m > 2 selliselt, et xg € X;,,. Kuna
W
xg € tW;, C tU,,, ning jarelikult mis tahes n € N korral (arvestades, et iga x € U,

on neelav hulk ruumis X; ja W, C U, , siis leidub reaalarv ¢ > 0 selliselt, et

m

korral |<x7uml/(m,n)>| < 1)
’<XH7 umu(m,n))’ <t (3'1)

Teiselt poolt, téhistame iga n € N korral B := U j)»(m.n) Aivig)- Kui (4,5) = (m, n),
siis (i,y(i,j)) € Thnn, seega A5 C U(k,l)ermn Ay = G, jarelikult By, C Gn,

mistottu xg,,. € £5°(Gmn, A); niisiis

’<Xanaumu(m,n)>| < Humu(m,n)HGmn <L
Kui (4,7) < (m,n), siis i + v (i, j) < m + v(m,n), jarelikult
Z |<XA¢V(Z”J') ) umu(m,n)) ’ < Z ’<XAhk ) umu(m,n)> ’ <1
(ivj)'<(m1n) h+k<m+lx(m,n)
Seega

‘(XH) umu(m,n)H = ’< Z XA'LV(i,j) + XAmwmm) + XBn s umu(m,n)> ’
(4,4)<(m,n)

> ’<XAmy(m,n) ) umy(m,n)> | — Z ‘ <XAW(Z-,]-) ) umu(m,n)>| — {XBun umu(m,n)>|
(i.7)=<(m;n)

>m+vimmn)—1—-1>2m+n+2-2=m+n,

mis, valides n € N nii, et m + n > ¢, on vastuolus tingimusega (3.1). Oleme toestanud,

et mingi indeksi ¢ € N korral on ruum X; tiinniruum.

Jargnevalt oletame vastuviiteliselt, et mitte iihegi indeksi n € N korral ei ole alam-
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ruum X, ruumis £5°(€2,.A) koikjal tihe. Iga n € N korral olgu X,, alamruumi X,, su-
lund ruumis £3°(€2, A) ning olgu U, alamruumi X, kinnine iihikkera (siis muuhulgas
on U, kinnine absoluutselt kumer nullilimbrus alamruumis Yn) Paneme téhele, et
mitte iihegi indeksi n € N korral ei ole hulgal 2 omadust U,. Toepoolest, oletame
vastuvaiteliselt, et mingi indeksi n € N korral on hulgal 2 omadus U,, s.t. leidub
I6plik alamhulk @ C £5°(€2, A) nii, et hulk V := absco(U, U Q) on nullitimbrus ruu-
mis £5°(€2, A), s.t. leidub reaalarv ¢ > 0 nii, et 6By (g 4) C V. Valime indeksi m > n
nii, et Q@ C Xpp; siis U, UQ C X, UQ C X, ja seega ka V' = absco(U, U Q) C X,,.
Hulgad U, ja Q on tokestatud, seega ka ithend U, U @Q on tokestatud ning jarelikult ka
selle iihendi absoluutselt kumer kate V' on tokestatud; niisiis leidub reaalarv v > 0
nii, et V. C ~U,, (meenutame, et U,, on alamruumi X,, kinnine iihikkera). Oleme
saanud, et 53380(97.4) C V C yUp, seega By a) C TUn C X,, ning jarelikult
e, A) = span Byeo(g, 4) C span Xy, = X, s.t. (2, A) C X,, ehk, teisisonu,
alamruum X,, on koéikjal tihe ruumis ¢3°(€,.A). Saime vastuolu tehtud vastuviitelise
eeldusega, jarelikult see eeldus on vadr; niisiis mitte ihegi indeksi n € N korral ei ole
hulgal ©2 omadust U,,. Eelnevas toestuse osas lébiviidud arutelu viib meid niiiid vastu-
oluni; seega tehtud vastuvaiteline oletus on véaar ning jarelikult leidub indeks n € N nii,
et alamruum X, on ruumis ¢°(Q2,.A) koikjal tihe ja seega ka iga i € N korral alam-
ruum X,,4; on ruumis £3°(Q, A) koikjal tihe (sest X,, C Xp11 C Xpq2 C -+ +). Eelnevalt
toestatu pohjal leidub indeks k € N selliselt, et X, on tiinniruum (siin me arvestasi-
me, et Xy1 C Xpgo C -+ Ja U2 Xngi = £°(Q, A)), seega, defineerides p := n + k,

on alamruum X, ruumis £5°(2, A) koikjal tihe tinniruum. O
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