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Eessona.

Pirast juba ilmunud nii pohjalikke tid, nagu

M. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie (1882),

G. Peano, I Principii di Geometria (1889),

D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie (1899),

0. Veblen, A System of Axioms for Geometry (Transact.

of the Amer. Math. Soc. V, 1904) ja

F. Schur, Grundlagen der Geometrie (1909),
on kiill geomeetria aluste uurimise iilesandeiks vahest jadinud vaid

1) vihendada pdhimdistete ja pdhilausete arvu,

2) lihendada pohimdistete ja pohilausete sisu sellele, mida
meie otsekohe oma meeltega mérkame, ja

3) lithendada geomeetria lausete tdoestamist, s. o. nende
tuletamist pohilausetest ja definitsioonidest.

Neist geomeetria aluste uurimise iilesandeist on kiesolevas
toos silmas peetud peaasjalikult kahte esimest.

Selle t66 esimeses osas (§§ 1—17) voetakse vaatlemise proto-
kollidena 11 pohilauset pohimdistete ,punkt“ ja ,vahel* kohta.
Neist pohilauseist ja sirge joone, tasapinna ja mitmemddteliste
ruumide definitsioonest tdestatakse tiielikult sirge joone, tasa-
pinna ja mitmemddteliste ruumide méadramise ja lahutamise
laused.

Teises osas (§§ 18—24) on Mdbiuse eeskujul tuletatud
projektiivsed koordinaadid ja nende ortogonaalse teisenduse najal
defiinitud kindel keha, Cartesiuse ristkoordinaadistik, abso-
luutne Idpmatuseruum ja iihtivus. Lopuks on defiinitud pikkus,
nurk, ristjoon ja paralleelne joon.






1. Punkt. Esimeseks geomeetria pohimdisteks
on punkt. Seda mdistet nimetatakse vahel veel geomeetriliseks
punktiks, sest harilikus konekeeles tihendab punkt ka muud,
niiiteks lause 1oppu pandavat kirjavahemirki. Selles tods mot-
leme punkti all ikka ainult geomeetrilist punkti.

Kellel selget punkti mdistet veel ei ole, sellel tuleb vaadelda
neid asju voi siindmusi, kus on punktiga tegemist, ja siis sellest
nihtust mottes korvaldada koik muu. Niiiteks on tegemist
punktiga siis, kui maamddtja vilja peal pistab oma sihitiku te-
rava otsa maa sisse (ladina punctum tihendabki pistet). Punkt,
mida maamddtja selle juures harilikult motleb, on seal, kus tiku
terav ots puutus maapinda. Kui tiku ots on juba maa sisse
liinud, siis saab auguke. See auguke jiib siis, kui tikk on
viilja tommatud, punkti tiheks. Kuni tikk seisab, seni on fta
ise selle punkti tiiheks, mille kohale ta maa sisse pisteti.

Tihtsama punkti kohale laseb maamddlja panna Kivi ja
selle kivi peale raiub kaks kriipsu, teise teisest risti iile. Nende
kriipsude iilemineku kohal peab see tihtsam punkt olema. Kuid
selles kahe kriipsu {ilemineku kohas on veel lopmata palju kohti:
iihed on rohkem #iire pool, teised rohkem keskel. Kui motleme
seal kohta, mis oleks selle kahe Kkriipsu iilemineku koha ,piris
keskkoht¥, siis on nimelt seal see punkt, mida maamddtja tahtis
nende kahe kriipsuga tahtida.

On oeldud: punkt on koht, milles ei ole enam
teisi kohti.l) Sellest, kuidas me punkti mdiste saime, pais-
tab silma, et iiksikut punkti ei saa nitha, vaid ainull motelda:
kui tahame iihte punkti vaadata, siis nieme ikka punktide kogu.

1) Euclidis Elementa I, def. 1. — G. K. Chr. v. Staudt, Geometrie
der Lage (1847), lk. 1. — M. Pasch, Vorlesungen itber neuere Geometrie
(2. Aufl. 1926), 1k. 3.
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2 J. SARV A XIX. 4

Selle asjaolu paneme kirja esimeseks geomeetria pohi-
lauseks:
I. Kui on punkt, siis on ka teine punkt.

2. Vahel. Teiseks geomeetria pohimdisteks
votame vahel. Harilikus konekeeles ei tihenda ,vahel* alati
seda, mida meie siin selle sonaga tahame iitelda. Kiill tihendab
seda Oige hiisti konekeeles iitlus ,otse vahel“. Selles tos iitleme
siis konekeele ,otse vahel“ asemel lihtsalt ,vahel“.

Selle teise pohimdiste saab laps selgeks niiiteks sel
teel, et ta mitmel pudelil igaiihel pistab korgist piisti libi suka-
varda, vaatleb siis nende varraste iilemisi otsi ja mdtleb seal
punkle (,nende otste keskpunkte). Kui ta on kaks vardaga
pudelit pdrandale vdi lauale seisma pannud, siis on tal kaks
punkti — nende varraste iilemised otsad. Siis saab ta ka kol-
mandat vardaga pudelit seades ja selle korgi sees varrast iiles
vdi alla nihutades kolmanda punkti — selle kolmanda varda
ilemise otsa — nii paigutada, et teine punkt oleks selle kol-
manda ja esimese vahel: kolmanda juurest vaatajale jiiib siis
esimene punkt teise varju ja esimene ja teine koos kolmanda
varju. See ongi see asjaolu, mille kirjutame teiseks geo-
meetria pohilauseks:

Il. Kui on kaks punkti, siis on kolmas punkt nii,
et teine on kolmanda ja esimese vahel.

Kui laps ei ole selle vahelolemise mdistega veel harjunud,
siis ei ole tal veel selge, kuidas ndivad tema sel viisil paigale
seatud kolm punkti siis, kui ta neid vaatab mitte kolmanda
juurest, vaid esimese juurest. Kui ta liheb esimese juurde ning
vaatab sealt, siis leiab ta, et kolmas jiib teise varju ja kolmas
ja teine koos esimese varju, s. o.

. Kui on kolm punkti nii, et teine on kolmanda
ja esimese vahel, siis on ka teine esimese ja kolmanda
vahel.

See ongi meie kolmas geomeetria pohilause.

Neid nii seatud kolme punkti vaadeldes miirkame, et

IV.  Kui on kolm punkti nii, et teine on esimese
ja kolmanda vahel, siis kolmas ei ole esimese ja teise
vahel.

See on meie neljas pdhilause.
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3. Neli punkti. Kui on kolm punkti nii, et teine on esi-
mese ja kolmanda vahel, siis on ka [II]*) punkt nii, et kolmas
on tema ja teise vahel, ja see on tdesti uus — neljas punkt
seilepiirast, et ta ei saa [IV] olla samane esimesega. Nelja
punkti hulgas on neli isesugust kolmikut, niiteks ABCD hul-
gas ABC, ABD, ACD ja BCD. Kui nelja punkti hulgason
kahes kolmikus iiks punkt kahe teise vahel, siis
mirkame, et ka teistes on lugu niisama. Seda
asjaolu viljendavad nelja punkti pohilaused. Neid on neli. Sest
nelja punkti hulgast saadud kahel kolmikul on kaks iihist punkti
(nagu kolmikutel ABC ja ACD punktid 4 ja C) ja kui silma-
pilguks nimetame kolmest punktist, kus iiks on kahe teise va-
hel, seda vahelolevat keskmiseks ja teisi d@drmisteks,
siis on ju ainult jirgmised vdimalused:

1) iihel kolmikul on need kaks iihist punkti #@drmisteks,
teisel iiks neist keskmiseks ;

2) kummalgi kolmikul on keskmiseks teine neist kahest
iihisest punktist, kuid mitte seesama;

3) kummalgi kolmikul on keskmiseks sama iihine punkt, ja

4) kummalgi kolmikul on iihised punktid &drmisteks.

Need nelja punkti pdhilaused on nimelt jirg-
mised : ?)

V. Kui on neli punkti nii, et teine on esimese

ja kolmanda vahel ja kolmas esimese ja neljanda vahel,
siis on kolmas ka teise ja neljanda vahel.

O "ol WQ. 8

I I 11 v

VI. Kui on neli punkti nii, et teine on esimese
ja kolmanda vahel ja kolmas teise ja neljanda vahel,
siis on kolmas ka esimese ja neljanda vahel.

2l o et o B
I 1T I v

*) Mirk ,[11]“ tuleb lugeda: ,lause II jirgi¢, mirk ,[IV]“ — ,lause IV jirgi
ja tldse mirk ,[z]“ — ,lause z jirgi“.

2) E. H. Moore, On the projective axioms of geometry, Transact. of the
Amer. Math. Soe., vol. 3 (1902), lk. 150,

1*



4 J. SARV A XIX.
VI Kui on neli punkti nii, et teine on esimese ja
kolmanda vahel ja ka esimese ja neljanda vahel, siis
on kas Kolmas teise ja neljanda vahel vdi neljas teise
ja kolmanda vahel.
v
@) © o o)
I 1l I v
VIII. Kui on neli punkti nii, et teine on esimese
ja neljanda vahel ja ka kolmas esimese ja neljanda
vahel, siis on kas teine esimese ja kolmanda vahel voi
kolmas esimese ja teise vahel.

O ViR i) 1A

1 II v

Selle nelja lause juures on konesolevaist punktest joonis-
tatud kahekordsete ringikestega need, mis esinevad lause oletu-
ses kaks korda, s. o. mis kuuluvad kummassegi sellest kahest
kolmikust, mille jirgi saab otsustada kolmanda iile.

4. Sirge joon. Kahte punkti koos kdigi nende punk-
tega, mis on kas selle kahe punkti vahel vdi nii, et
teine neist kahest on teise ja nende vahel, nimeta-
takse iiheks sirgeks jooneks.

(1)

Oeldakse, et need kaks punkti miiravad selle sirge joone
ja selle kahe punkti nimedega, niliteks 4 ja B, tihitakse ka see
joon AB. Oeldakse ka, et sirge joon ldheb kdigist oma punk-
test libi ja et koik tema punktid on tema peal.

Kaks punkti, mis sirge joone miiiravad, ei ole mitte erili-
selt niisugused selle joone punktide hulgas, vaid

) sirge joone iga kaks punkti miidravad

selle joone.

See sirge joone midramise lause jirgneb abi-
lausest :

Kui selles punktide paaris, mis milirab sirge
joone, vitame iithe punkti asemele mingi muu
punkti selle joone peal, siis miirab see uus
punktide paar (iks endine punkt koos selle unega)
sellesama joone.
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Olgu sirge joon méiratud punktega 4 ja B ja olgu M
mingi punkt selle joone peal (s. o. salgas ABM olgu iiks punkt
kahe teise vahel). Siis on joone 4B iga punkt P (s. o. niisu-
gune punkt, et salgas ABP on iiks kahe teise vahel) ka joone
AM punkt (s. o. niisugune, et salgas AMP on iiks kahe teise
vahel) ja niisama ka joone AM iga punkt P joone AB oma.
Sest kui nelja punkti ABMP hulgas on kahes kolmikus ABM
ja ABP iiks punkt kahe teise vahel, siis on [V—VIII] niisama
ka kolmandas salgas AMP, vdi jille salkade AMB ja AMP jirgi
salgas ABP. Seega koosneb joon AM todesti neistsamust punk-
test, millest joon A4B-gi.

Olgu niiiid M ja N mingid kaks punkti joone AB peal. Siis
on siinsamas toestatud abilause jdrgi joon AM samane joonega
AB, samuti joon MN samane joonega AM ja seega tdesti joon
MN samane joonega AB.

Punktide paar AB lahutab joone 4B muud punktid kolme
0ssa

1) nendeks, mis on 4 ja B vahel,
2) nendeks, mille ja 4 vahel on B, ja
3) nendeks, mille ja B vahel on A.

Oeldakse, et kahe esimese osa punktid on punktist A punkti
B pool ja et kolmanda osa punktid on (punktist 4 punkti B
kohta) teisel pool.

Need kaks sirge joone poolt, milleks selle joone mingi punkt
(4) ta lahutab, on miiratud selle teise punktiga (B), mille pool
voi mille kohta teisel pool teine neist on, kuid ei olene sellest,
missugune teine punkt (B) selle joone peal on nende poolte
maidramiseks voetud, vaid

igapunkt sirge joone peal lahutab selle

joone kaheks pooleks nii, et see lahu-

taja punkt on iga niisuguse kahe punkti

(3) “vahel, millest iks on lahutajast punktist

iihel pool ja teine teisel pool, ja ei ole

fihegi niisuguse kahe punkti 'vahel, mis

on mdlemad lahutajast punktist ihelpool.

Olgu sirge joone peal mingi punkt 4, teine punkt B ja

veel kaks punkti M ja N nii, et punkt M on punktist 4 punkti
B pool, N aga teisel pool. Siis on kaks vdimalust:
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1) M on 4 ja B vahel vdi
2) B on 4 ja M vahel.

Esimesel korral on M [III] punktide B ja A vahel ja 4
punktide B ja N vahel ja siis 4 [V] toesti M ja N vahel. Teisel
korral on B [III] punktide M ja A vahel ja 4 ikka B ja N vahel
ja siis A [VI] jillegi M ja N vahel. Seega on selle sirge
joone lahutamise lause esimene pool tdestatud: sirge
joone iga punkt 4 lahutab selle joone kaheks pooleks nii, et
4 on iga niisuguse kahe punkli 2/ ja N vahel, millest M on A-st
mingi B pool ja N teisel pool.

Olgu joone AB peal punktid M ja N punktist 4 (punkti B
kohta) iihel pool. Siis on neli voimalust:

1) A on B ja M vahel ja ka B ja N vahel voi

2) M ja N on A ja B vahel voi

8) B on A4 ja M vahel ja ka 4 ja N vahel voi viimaks

4) iiks punktest M ja N on 4 ja B vahel ja teine nii, et B
on tema ja A vahel.

Esimesel korral on [VII] kas M A ja N vahel vdi N 4 ja
M vahel, nii et [IV] ei saa olla 4 M ja N vahel. Teisel korral
on [VIII] lugu samuti ja [VII ja VI] ka kolmandal korral. Nel-
jandal korral tdhime punktest M ja N tihega M nimelt selle,
mis on 4 ja B vahel. Siis on [V] B M ja N (ehk [IlI] N ja M)
vahel ja [[I] M B ja A vahel ja seega [VI] M N ja A vahel, nii
et ka sel korral ei saa [[V] A olla M ja N vahel. Seega lahutab
sirge joone iga punkt 4 selle joone tdesti kaheks pooleks ka nii,
et 4 ei saa olla selle kahe punkti M ja N vahel, mis on mdle-
mad sellest lahutajast punktist tihel pool.

Sirge joone osa tema mingi kahe punkti 4 ja B
vahel nimetame (sirgeks) joonetiikiks ehk 16i-
guks AB, neid kahte punkti selle tiki otsteks
Ja siis selle tiiki koiki muid punkte (s. o. koiki
punkte 4 ja B vahel) ka tema sisemisteks.
Oeldakse, et joonetiikk iithendab oma otsi. Joone
AB seda osa, mis on punktist 4 mitte B pool, vaid
teisel pool, nimetame joonetiiki AB pikendiks ot-
sast 4 ja punkti A selle pikendi alguseks.

4)

5. Kolmnurk. Kui on kaks punkti, siis teeb [1] neist
libimineva sirge joone iga kolmas punkt nendega koos salga,
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kus iiks punkt on kahe teise vahel. Sirget joont vaadeldes mir-
kame, et on punkte, mis ei ole selle sirge joone peal. Selle
asjaolu paneme kirja iiheksandaks pdhilauseks:

IX. Kui on kaks punkti, siis on veel kolmas
punkt nii, et selles kolme punkti salgas ei ole iikski
punkt kahe teise vahel.

Seda pohilauset nii sdnastades oleme tarvitanud vaid pohi-
mdisteid punkt ja vahel. Sirge joone mdistet tarvitades saame
selle lause sOnastada vahest soravamalt: kui on sirge joon,
siis,on ka punkt, mis ei ole selle joone peal.

(Oeldakse, et kolm punkti, millest iikski ei ole kahe teise
vahel (mis ei ole kdik iithe sirge joone peal), teevad kolm -
nurga. Neid punkte nimetame selle kolmnurga nukkideks
ja iga kahe nuki vahelist joonetiikki selle kolmnurga nende
nukkide juuresolevaks kiiljeks ja kolmanda nuki vas-
tasseisvaks vdi kalihemalt vastaskiiljeks. Kolmnurga
kdiki nukke ja kiilgi koos nimetame tema ddrjooneks voi
piirdeks.

Vaadeldes kolmnurka ja tema kiilgede pikendeid, nideme
kolme sirget joont: iga kiilg koos oma pikenditega on ju iiks
sirge joon. Kolmnurga iga nukk on kahe joone iihine punkt.

Kui joontel on iihine punkt, siis deldakse ka, et need joo-
ned selles punktis 1dikuvad, ja et see punkt on nende joonte
ldikepunkt.

Et punkt 4 on joonte AB ja CA 1dikepunkt, seda kirjutame
litheduseks miirkidega :

A=A4AB X CA

®) Kahel sirgel joonel ei saa [1] olla kahte
fithist punkti

Kolmnurka ja tema iihe kiilje iihte pikendit vaadeldes mir-
kame, et sellele, kes selle pikendi iihest punktist vaatab selle
pikendi alguse juuresolevat teist kiilge, jiib kolmas kiilg selle
teise varju. Seda tdhtsat asjaolu mirkab laps niiteks siis, kui
ta plastiliini abil kolmest sukavardast kolmnurga mudeli nii val-
mistab, et selle kolmnurga kaks nukki oleksid kiill varraste
otstes, aga kolmandas nukis tuleks iithe varda ots teise varda
keskkoha vastu. Siis on pool sellest viimasest vardast kolm-
nurga iihe kiilje pikendiks. Kui laps selle mudeli asetab nditeks
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kolme pudeli korkidesse pistetud varraste otsa, siis saabki ta
vaadeldes miirgata, et sellele, kes kolmnurga iihe kiilje pikendi
mingist punktist vaatab selle pikendi alguse juuresolevat teist
kiilge, jadb kolmas kiilg selle teise varju. Selle uue asjaolu
villiendame kiimnenda pohilausena jirgmiselt:3)

X. Kui sirge joon ldikab kolmnurga iihe Kiilje
pikendit ja selle pikendi alguse juuresolevat teist Kkiilge,
siis 10ikab ta ka kolmat Kkiilge.

Kui tarvitame ainult pohimbdisteid punkt ja vahel, siis saab
see lause kaunis kohmaka kuju: Kui on kolm punkti 4BC
nii, et iikski nendest eiole kahe teise vahel, ja
neljas punkt D nii, et B on tema ja 4 vahel, ja
veel viies punkt B B ja C vahel, siis on iiks punkt
F A ja C vahel nii, et kolmest punktist D, E, F on
iiks kahe teise vahel Kuid sellest kujust paistab silma,
et see pohilause viljendab veelgi iihe asjaolu, mis ei ole endistes
pohilausetes veel viljendust leidnud, nimelt uue punkti F' olemise
kahe endise 4 ja C vahel. Seda asjaolu, et

(6) iga kahe punkti vahel on veel punkt,
ei tarvitse niiiid enam uue pohilausena viljendada, sest see
jargneb juba meie endisist pohilauseist ja praegu voetud kiim-
nendast :

Olgu mingid kaks punkti 4 ja €. Siis on

1) [IX] punkt & nii, et ta ei ole joone AC peal,

2) [H] punkt B nii, et E on tema ja C vahel,

3) [] punkt D nii, et B on tema ja A vahel, ja siis
4) [X] toesti punkt F 4 ja C vahel.

Vaadeldes kolmnurka ABC ja seda sirget joont EF, mis
Idikab tema kahte kiilge, mirkame, et

@) iiks sirge joon ei saa l6igata kolmnurga

koiki kilgi.

Ka see asjaolu jirgneb juba meie pohilauseist. Sest kui on

F A ja C vahel ja E C ja B vahel ja joon FE lsikaks ka kiilge
AB mingis punktis D, nii et D oleks 4 ja B vahel, siis oleks
sirge joone FE punkteet D, E, F [1] iiks kahe teise vahel, ja

3) 0. Veblen, A System of Axioms for Geometry, Transact. of the Amer.
Math. Soc., vol. 5 (1904), lk. 345.
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kui see oleks nimelt E, siis peaks kolmnurgas ADF (kus
B oleks kiilje 4D pikendi punkt ja E selle pikendi alguse juu-

“ .

resoleva kiilje DF punkt) [X] joon BE loikama ka kiilge AF, s. 0

punkt
C=BE X AF

peaks olema A ja F vahel, mis on [IV] vdimata sellepiirast, et
oletuse jargi on # 4 ja C vahel. Kui punktest D, E, F oleks
kahe teise vahel # voi D, siis jirgneks kolme kiilje loikamise
voimatus kolmnurgast BDE vdi CEF.

Niib, nagu ei viiljendaks meie kiimnes pdhilause mitte tiie-
likult seda asjaolu, mida miirgatakse kolmnurka ja tema iihe
kiilie pikendit vaadeldes. Tiielik viiljendus, nagu oleks see:?t)

Kui sirge joon Idikab kolmnurga iihe

(8) kiilje pikendit ja selle pikendi alguse

juuresolevat teist kiilge, siis Idikab ta ka

kolmat kiilge nii, et teine Idikepunkt on
esimese ja kolmanda vahel.

Kuid siin meie kiimnendale pdhilausele juurde lisatud iitlus,
et sirgel joonel, mis ldikab kolmnurga ABC iihe kiilje AB piken-
dit ja selle pikendi alguse B juuresolevat teist kiilge BC ja siis
ka kolmat kiilge CA, on teine loikepunkt Z nimelt esimese D ja
kolmanda F' vahel, jirgneb juba meie kiimnendast pdhilausest.

Kui katsume sellest, et B on 4 ja D vahel, £ B ja C vahel
ja siis ' A ja C vahel, otse niha, et £ peab siis olema D ja F
vahel, siis ei lihe see meil vahest mitte korda. Kuid silmas

4) Fr. Schur, Grundlagen der Geometrie (1909), k. 7.
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pidades, et D, E, F on iihe sirge joone peal ja sellepirast [1]
iiks neist peab olema kahe teise vahel, on kiillalt, kui toestame,
et ei saa D olla ' ja E vahel ega F olla £ ja D vahel.

Kui D oleks F ja E vahel, siis ldikaks kolmnurgal FDA
joon EB kiilje FD pikendit punktis E, selle pikendi alguse D
juuresolevat kiilge DA punktis B ja siis [X] ka kolmat kiilge
AF nii, et joonte EB ja AF [5] ainus iihine punkt C oleks A
ja F vahel, mis on [IV] vdimata sellepiirast, et andmete jargi
on F' 4 ja C vahel. Kui F oleks E ja D vahel, siis oleks [X]
kolmnurgas BED joonte CF ja BD [5] ainus iihine punkt 4 B
ja D vahel, mis on [IV] vdimata sellepirast, et andmete jargi
B on A ja D vahel. Nii ei saa ei D olla F ja E vahel ega F
olla £ ja D vahel, ja seega on tdesti nimelt £ D ja F vahel.

Niiiid saame toestada lause : ©)

X. Kui sirge joon l16ikab kolmnurga
ithe kiilje pikendit ja teist kiilge, siis 15i-
kab ta ka kolmat kiilge.

See lause iitleb seda, mida kiimnes pOhilausegi. Aga ta on
lihem ja sellepirast monus kiimnenda pohilause asemel tarvi-
tada. Kuid ta iitleb ka veel seda, et sirge joon, mis 1dikab kolm-
nurga iithe kiilje pikendit ja selle pikendi alguse vastasseisvat
teist kiilge, 1dikab ka kolmandat. See tuleb tdestada.

Olgu kolmnurk ABC ja tema juures punkt D nii, et B on
tema ja A vahel, ja olgu veel punkt F 4 ja ¢ vahel. Siis on

1) [II] mingi punkt K nii, et 4 én tema ja C vahel,

2) kolmnurgas FAD joonel KB [X] kiiljega FD ldikepunkt
L nii, et [8] B on K ja L vahel, siis J

8) kolmnurgas CFD joonel KL [X] kiiljega CD loikepunkt m
nii, et [8] L on K ja M vahel ja siis [V] L B ja M vahel ja
seega

4) kolmnurgas CBM joonel LD ehk DF [X] toesti loike-
punkt kiiljega BC.$) ‘

6. Tasapind. Kolmnurga {iihest nukist vastas-
kiilje punktesse minevate joonetiikkide sisemisi punkte
nimetatakse selle kolmnurga sisemisiks punk-
teks.

5 E. H. Moore, L c, lk. 147.
6) 0. Veblen, L.c., 1k. 358,
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Kolmnurga iihest nukist vastaskiilje
punktesse minevate joonetiikkide kdik
(10) punktid on ka selle kolmnurga teisest
nukist vastaskiilje punktesse minevate
joonetiikkide omad,
sest koik esimesest nukist minevad joonetiikid ldikuvad [X'] kdigi
teisest nukist minevatega. Sellepdrast ei saa kahe niisu-
guse joonetiki pikendid omavahel enam ldikuda,
sest muidu saaks kahel sirgel joonel kaks iihist punkti, mis on
[5] voimata. Nimetame kolmnurga iihest nukist vastaskiilje
punktesse tulevail koigil joonetiikel sellest kiiljest algavate piken-
dite koigi punktide kogu kolmnurga laiendiks sellest kiiljest
ja koigil neil joonetiikel lihtenukist algavate pikendite kdigi
punktide kogu kolmnurga laiendiks sellest nukist. Siis on
kolmnurga laiendeid iildse kuus: igast kiiljest ja igast nukist iiks.
Kolmnurga kdiki sisemisi punkte koos selle kolmnurga laien-
ditega ja koos selle kolmnurga nukkidega, kiilgedega ja nende
pikenditega nimetatakse selle kolmnurga tasapinnaks
vdi lihtsalt tasapinnaks. Liithemalt voib iitelda:
tasapinnaks nimetatakse koigi nende sirgete
(11) joonte kdigi punktide kogu, mis lihevad ithe kolm-
nurga igast nukist vastaskiilje punktesse ja otsisse.
(Oeldakse, et selle kolmnurga nukid méidravad selle ta-
sapinna ja nende nukkide nimedega, niiteks 4, B ja C, tihi-
takse ka see tasapind ABC. Oeldakse ka, et tasapind ldheb
koigist oma punktest 1abi ja et kdik tema punktid on tema
peal

7. Tasapinna méidramise lause. Kolm punkti, mis médravad
tasapinna, ei ole mitte eriliselt seesugused selle tasapinna punk-
tide hulgas, vaid

tasapinna iga kolm punkti, mis ei ole

(12) ithe sirge joone peal, maddravad selle ta-
sapinna.

See tasapinna midramise lause jirgneb abilausest:

Kui selles kolmnurgas, mis médédrab tasapinna,
votame iihe nuki asemele mingi punkti tihe sel-
lest nukist mineva kiilje voi selle kiilje pikendi
peal, siis médrab see uus kolmnurk (teised kaks
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endist nukki koos selle uuega) sellesama tasa-
pinna. :

Olgu tasapind médratud punktega 4, B ja C ja olgu nuki
C asemele voetud kiilje CB mingi punkt D, nii et on saanud
uus kolmnurk ABD. Siis on tegemist jirgmiste asjaoludega:

1) Nukist B vastaskiilie punktesse minevad sirged jooned
on kolmnurgil 4BC ja ABD [X'] samased ja seega kolmnurga
4B0 sisemised punktid ja tema laiendid kiiljest 4C ja nukist B
tasapinna ABD peal, nagn ka kolmnurga ABD sisemised punk-
tid ja laiendid Kkiiljest 4D ja nukist B tasapinna ABC peal.

2) Kolmnurgil 4BC ja ABD on oletuse jargi samased ka
need sirged jooned, mis lihevad nukist 4 joonetiiki BD punk-
tesse.

3) Jgal joonel, mis liheb nukist 4 joonetiiki DC mingisse
punktisse E, on iga punkt #, mis on kas nii, et £ on tema ja
4 vahel, vodi nii, et 4 on tema ja E vahel, ka tasapinna ABD

oma sellepirast, et joon FD [X’] toesti loikab kolmnurgas AEB
kiilge AB.

4) Samuti on igal joonel, mis liheb nukist ¢ kiilje AB
mingisse punktisse @, iga punkt H, mis on kas nii, et punkt @
on tema ja C vahel, voi nii, et ¢ on tema ja G vahel, ka tasa-
pinna ABD oma sellepirast, et joon HD [X’] tdesti 1dikab kolm-
nurgas GCB kiilge @B, mis on AB osa.

5) Igal joonel, mis liheb kolmnurga ABD nukist D kiilje
AB mingisse punkti ¢, on iga punkt J, mis on kas nii, et @
on tema ja D vahel, voi nii, et D on tema ja G vahel, ka tasa-
pinna ABC oma jirgmisel pohjusel.

Esimesel juhul (kui @ on J ja D vahel) on kolmnurgas
CDJ joonel BG ehk BA [X] ithine punkt K joonega JO, ja kui
see punkt on nii, et 4 on tema ja B vahel, siis on kolmnurgas
KBC joonel J4 [X] iihine punkt kiiljega BC. Teisel juhul (kui
D on G ja J vahel) on kolmnurgas AGJ joonel BD ehk BC (X]
ithine punkt L joonega J4, ja kui see punkt on nii, et C on
tema ja B vahel, siis on kolmnurgas LBA joonel JC [X] iihine
punkt kiiljega AB.

Seega on tdesti tasapind ABC samane tasapinnaga ABD,
kui kolmnurgal 4BC on vdetud nuki ¢ asemele kiilje BC punkt
D vdi kolmnurgal ABD nuki P asemel kiilje BD pikendi punkt C.
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~ Sellest abilausest jirgneb koige pealt teine abilause:

Kui tasapinda midravas kolmnurgas vdtame
ithe nuki asemele selle tasapinna mingi uue
punkti, mis ei ole kahe teise nuki libi mineva
sirge joone peal, siis maddrab see uus kolmnurk
sellesama tasapinna.

Olgu mingi punkt P tasapinnal ABC, s. o. nii, et sirge joon,
mis liheb punktist P kolmnurga iihte nukki, millele panemegi
nimeks 4, loikab selle nuki vastaskiilge mingis punktis D. Siis
on esimese abilause jirgi tasapind ABC samane tasapinnaga
ABD ja siis see iihes tasapinnaga ABC tdesti samane tasapin-
naga ABP.

Olgu niiiid tasapinna ABC peal mingid kolm punkti PQR,
mis ei ole iihe sirge joone peal. Siis on {eise abilause jiirgi
tasapind ABC samane tasapinnaga ABP, see samane tasapinnaga
APQ ja see siis iihes tasapinnaga ABC (0esli samane tasa-
pinnaga PQR.

Sellest tasapinna miiramise lausest jirgneb :

(13) kui sirgel joonel on kaks punkti tasa-
"/ pinna peal, siis on tal koik punktid seal;

sest me vdime need kaks punkti volta selle tasapinna miii-
rava kolmnurga nukeks ja siis liiheb see sirge joon tdesti selle
kolmnurga iihest nukist vastaskiilje iihle (otsa-) punkti.

8. Tasapinna lahutamise lause. Nagu sirge joone lahutab
kaheks pooleks iga tema punkt, nii lahutab tasapinna kaheks
pooleks iga tema sirge joon. See tasapinna lahutamise
lause, mille tiieliku sonastamise edaspidiseks jitame, jirgneb
niinimetatud Pasch’i lausest:7)

Kui sirge joon on iihe kolmnurga

(14) tasapinna peal ja ei lidhe selle kolm-

nurga lithestki nukist libi, aga I16ikab lihte
kiilge, siis 10ikab ta ka teist kiilge.

Olgu tasapinnal ABC sirge joon DE nii, et ta ei lihe punk-
test 4, B, C iihestki libi ja et E on A ja B vahel. Siis on [11]
kas joonel DC iihine punkt kiiljega AB — olgu ta nimi 7 —
voi joonel DA, kui tarvilikul korral punktide A ja B nimed va-

nrwser’k c., 1k 20.



14 J. SARV A XIX. 4

hetame, iihine punkt kiiljega BC — olgu ta nimeks @. Esimesel
juhul 15ikab joon DE kolmnurgas BFC [X'] tdesti ka kiilge BC
siis, kui punkt D on kolmnurga 4BC sees ja punktide 4 ja B nimed
on vietud nii, et F' on E ja B vahel, samuti ka siis, kui punkt
D ei ole kolmnurga sees, aga punktide 4 ja B nimed on voetud
nii, e¢ E on F ja B vahel. Teisel juhul ldikab joon DE
kolmnurgas GAB [X'] ka kiilge (B, mis on kiilje BC osa, ja
seega toesti ka kiilge BC.

Niitid saame lithidalt tdestada tasapinna lahutamise lause,
mille niiid ka téielikult sdnastame.

Olgu iihel tasapinnal sirge joon a ja punkt B mitte selle
joone peal. Siis deldakse, et iga punkt C on siis, kui joon a ei
loika joonetlikki BC, sellest joonest punkti B pool, ja et
iga punkt D on siis, kui joon a Idikab joonetiikki BD, joonest
a punkti B kohta teisel pool. Need kaks tasapinna -poolt,
milleks selle tasapinna mingi sirge joon (a) tema lahutab, ei
olene sellest, missugune punkt (B) selle tasapinna peal on vdetud
nende poolte madramiseks, vaid

iga sirgejoontasapinnapeal lahutab selle
tasapinna kaheks pooleks nii, et iikski
(15) sirge joonetiikk, mis iihendab iihe poole
kahte punkti, ei Idiku selle lahutaja joo-
nega, kuna iga joonetiikk, mis iihendab
tthe poole punkti teise omaga, 1dikub.

Olgu selle tasapinna peal, kus on joon a ja punkt B mitte
selle joone peal, mingid kaks punkti C ja E joonest a punkti
B pool, s. o. nii, et joon a ei ldika ei joone tiikki BC ega tiikki
BE. Siis ei saa joon a [14] kolmnurgas BOE tdesti loigata iihte
ainust kiilge CE. Kui mingid punktid D ja F on joonest a
punkti B kohta teisel pool, s. o. nii, et joon a Idikab nii tiikki
BD kui ka tiikki BF, siis ei saa joon a [7] kolmnurgas BDF 10i-
gala ka kolmat killge EF. Kui viimaks mingi punkt E on joo-
nest a punkti B pool, aga mingi muu punkt F teisel pool, s. o.
nii, et joon a ldikab joonetiikki BF, aga ei 1oika tiikki BE, siis
peab ta [14] kolmnurgas BEF Idikama ka teist kiilge EF. Seega
on tasapinna lahutamise lause tdestatud. ;

9. Ruum. Tasapinda vaadeldes miirkame, et on punkte, mis
ei ole selle tasapinna peal. Selle asjaolu viljendame iihe-
teistkiimnenda pdohilausena:
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XI. Kui on tasapind, siis on ka punkt, mis ei
ole selle tasapinna peal.

Tasapinna miidravad kolm punkti, mis ei ole iihe sirge
joone peal. Kui on veel punkt, mis ei ole selle tasapinna peal,
siis on neli punkti, mis ei ole kdik {ihe tasapinna peal. Oeldakse, et
neli punkti, mis ei ole iihe tasapinna peal, teevad tetraeedri.
Neid punkte nimetame selle tetracedri nukeks, iga kahe nuki
vahelist joonetiikki tetraeedri servaks ja igast kolmest nukist
koosnevat kolmnurka tema tahuks. Seega on tetraeedril
nukke ja tahke neli, servi kuus. Iga iiksiku tahu kohta on
tetraeedril iiksik nukk, mis ei ole selle tahu nukiks ja mida
nimetame selle tahu vastasseisvaks vdi liihemalt vas-
tasnukiks, nagu seda tahku selle nuki vastastahuks.
Tetraeedri kahte serva, millel ei ole iihiseid otsi, nimetame vas-
tasservadeks ja tema koiki nukke, servi ja tahke koos tet-
raeedri pinnaks.

Vaadeldes tetraeedrit ja tema tahkude laiendeid, nieme
nelja tasapinda: iga tahk koos oma laienditega on iiks tasapind.
Tetraeedri iga serv koos oma pikenditega on kahe tasapinna
ithine joon. Kui tasapinnul on iihine joon, siis eldakse ka, et
need tasapinnad 1dikuvad seda joont méida ja et see joon on
nende pindade ldikejoon.

Kahel tasapinnal ei saa [11] olla kahte

L, fithist sirget joont.

Tetraeedri tihest nukist vastastahu punktesse mine-
(17) vate joonetiikkide sisemisi punkte nimetame selle tet-
raeedri sisemisiks punkteks.

Tetraeedri tihest nukist vastastahu
punktesse minevate joonetiikkide kdik
punktid on ka selle tetraeedri igast tei-

(18) sest nukist vastastahu punktesse mine-
vate kui ka iga serva punktest vastas-
serva punktesse minevate joonetilkkide
oma d.

Mingu tetraeedris ABCD nukist A joonetiikk AP vastastahu
BCD mingisse punkti P, s. o. nii, et niiiteks DP pikend ldikab
kolmnurgas BDC nuki D vastaskillge BC mingis punktis Q.
Siis on AP iga sisemine punkt S kolmnurga ADQ sisemine



16 J. SARV A XIX. 4

punkt, nii et DS pikend Idikab kiilge AQ ja seega tdesti tahku
ABC mingis punktis R. Selsamal pdhjusel 1dikab ka QS pikend
kiilge AD, s. o. tetraeedri servale BC vastasserva mingis punktis 7'

Nende joonetiikkide hulgas, mis lihe-
vad tetraeedri mnukest vastastahkude

(19) punktesse vdi servapunktest vastasserva

punktesse, ei saa olla iihegi kahe piken-
dil fihist punkti.

Kui kaks seesugust joonetiikki lihevad iihisest punktist,
siis ei saa nende pikenditel [5] muidugi olla teist iihist punkti.
Kui nad lihevad teine teisest nukist, mis tihime 4- ja D-ga,
vastastahkude punktesse P ja R, siis ei saa nende pikendid 10i-
kuda jirgmisel pohjusel. Nende Idikumise korral mingis punktis
K oleksid punktid P ja R tasapinnal AKD, mis Idikaks serva
BC mingis punktis Q=DPXBC, ja see oleks samane punktiga
ARXBC. Sest vastasel korral oleks joonel BC kaks punkti tasa-
pinna AKD peal ja siis [13] ka punkt D oletuse vastu tasapin-
nal ABC. Niiiid jirgneks, niiteks kolmnurgast AQP [X’] joontele
AK ja DK teiseks iihiseks punktiks tiikkkide AP ja DR Idike-
punkt, mis on [5] viimata.

Kui iiks joonetiikk liheb iihest nukist 4 vastastahu BCD
punktisse P ja teine iihe serva AD mingist punktist 7' vastas-
serva BC mingisse punktisse @), siis ei saa nende pikendeil olla
iihist punkti jirgmisel pohjusel. Nende [dikumise korral mingis
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punktis L oleksid tasapinna ALT peal peale punktide P ja @
veel punkt D kui joone AT oma. P oleks siis tahu BCD peal
olles nimelt D ja @ vahel. Sest muidu oleks [11] tasapind DPQ,
mis oleks [12] samane nii tasapinnaga BCD kui ka tasapinnaga
ALT ehk ALD, nii et 4, B, C ja D oleksid oletuse vastu iihel
tasapinnal. Niilid jirgneks néiteks kolmnurgast ADP [X'] joon-
tele AL ja TL teiseks iihiseks punktiks tiikkkide 4P ja TQ loike-
punkt, mis on [5] vdimata.

Kui viimaks iiks joonetiikk liheb serva 4D punktist T' vas-
tasserva BC punktisse @ ja teine serva 4B punktist U vastas-
serva CD punktisse V, siis ei saa nende pikendid ldikuda jirg-
misel pohjusel. Nende ldikumise korral mingis punktis M oleks kas

1) T' M ja @ vahel ja selle juures U M ja V vahel, voi

2) T M ja Q vahel ja selle juures V M ja U vahel, voi

3) @ M ja T vahel ja selle juures U M ja V vahel, vdi viimaks
4) Q@ M ja T vahel ja selle juures V M ja U vahel.

Esimesel ja viimasel juhul oleks joonetiikel TV ja UQ [X']
ihine punkt. Need tiikid on {iiks tasapinnal ACD, teine tasa-
pinnal ACB. Nende iihisest punktist peaks siis libi minema ka
nende tasapindade [16] ainus iihine joon AC. See joon 1dikaks
siis niiteks kolmnurgal UQ@B iihte kiilge UQ ja peaks siis [14]
Ioikama ka kas joont AB peale A veel teist korda U ja B vahel
vdi joont OB peale C veel teist korda @ ja B vahel, mis on
[5] vdimata. Teisel ja kolmandal juhul oleks joonetiikkel 70
ja VQ [X'] ithine punkt, millest liheks libi ka joon DB, nii
et ta niiteks kolmnurgas ATU kiilge 7TU ldigates peaks [14]
loikama ka kas joont AB peale B veel teist korda U ja 4 va-
hel voi joont 4D peale D veel teist korda 7 ja 4 vahel, mis on
[5] vdimata.

Seega ei saa tdesti nende joonetiikkide hulgas, mis lihe-
vad tetraeedri nukest vastastahkude punktesse voi servapunk-
test vastasserva punktesse, iihegi kahe pikenditel olla iihist
punkti.

Nimetame tetraeedri ithest nukist vastastahu punktesse tule-
vail kdigil joonetiikel sellest tahust algavate pikendite kdigi punk-
tide kogu tetraeedri laiendiks sellest tahust ja koigil neil-
samul joonetiikel lihtenukist algavate pikendite koigi punktide
kogu tetraeedri laiendiks sellest nukist. Niisama nime-
tame tetraeedri iihe serva punktest vastasserva punktesse minc-

2
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vail = koigil joonetiikel sellest servast algavate pikendite koigi
punktide kogu tetraeedri laiendiks sellest servast. Siison
tetraeedril laiendeid {iildse 14: neljast nukist, neljast tahust ja
kuuest servast.

Tetraeedrit koos tema pinna ja laienditega nimetatakse selle
tetraeedri ruumiks vdi lihtsalt ruumiks. Voib iitelda:

ruumiks nimetatakse koigi nende sirgete joonte

(20) koigi punktide kogu, mis lihevad iihe tetraeedri igast
nukist vastastahu ja selle #irjoone punktesse vdi
mingi serva punktest ja otsist vastasserva punktesse
ja otsisse.

Oeldakse, et selle tetraeedri nukid madravad selle ruumi
ja nende nukkide nimedega, niiteks 4, B, C ja D, tihitakse ka
see ruum ABCD. Oeldakse ka, et ruum léheb koigist omist
punktest 1dbi ja et koik tema punktid on tema sees.

10. Ruumi madramise lause. Neli punkti, mis maéiravad
ruumi, ei ole mitte eriliselt niisugused selle ruumi punktide hul-
gas, vaid

(21) ruumi iga neli punkti, mis ei ole iihe ta-

sapinna peal, méddravad sellesama ruumi.

See ruumi médramise lause jirgneb abilausest:
kui sellel tetraeedril, mis méfirab ruumi, vétame
iithe nuki asemele mingi punkti iihe sellest nukist
mineva serva vdiselle serva pikendi peal, siism#i-
rab see uus tetraeeder (teised kolm endist nukki
koos selle uuega) sellesama ruumi.

Selle abilause pikka tdestust lithendab lause:

kui sirgel joonel on tetraeedri pinnaga

(22) kaks iihist punkti, siis on selle sirge
joone koik punktid selle tetraeedriga
médratud ruumis. :

Kui need iihised punktid on iihe tahu omad vdi iiks on
nukk ja teine selle nuki vastastahu punkt vdi molemad vastas-
servade punktid, siis on asi [20] tdesti nii. J#ib jirgi vaadata
veel kaks juhtu: i

1) kui iiks punkt on iihe serva, teine ithe tahu sisemine, ja

2) kui mdlemad punktid on tahkude sisemised.
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Kui tetraeedril ABCD on mingi punkt 7' serval 4D ja mingi
punkt P tahul BDC, nii et joon DPIldikab serva BC mingis punktis
@, siis on joone 7P iga punkt K [13] tasapinna 4D peal ja
sellepérast 1dikab tdesti [11] kas joon KD joonetiikki AQ ja see-
ga nuki D vastastahku ABC, vdi joon KA tikki DQ ja seega
nuki 4 vastastahku BCD, vdi viimaks joon K@ serva AD ja seega
kahte vastasserva. — Kui tetraeedrii ABCD on mingi punkt
R tahul ABC ja mingi punkt P tahul BDC, nii et joon DP 1di-
kab serva BC mingis punktis @, siis 1dikab joon QR [14] kas
serva AB vdi serva AC mingis punktis W ja siis on joone PR
iga punkt L [13] tasapinna DQW peal ja sellepirast 1dikab tdesti
kas joon LD joonetiikki QW ja seega nuki D vastastahku
ABC, vdi joon L@ tiikkki WD ja seega serva BC ja tahku ADC
vdi ADB, voi viimaks joon LW tikki D@ ja seega serva AC
voi AB ja tahku BCD, nii et see juht taandub ikka eelmiseks.
Nii on tdesti sellel sirgel joonel, mis ldikab tetraeedri pinda
kahes punktis, koik punktid selle tetraeedriga médratud ruumis.

Olgu niiiid tetraeedril ABCD vdetud nuki C asemele serva
BC mingi punkt @, siis on tetraeedri ABD@ ruumi kdik punk-
tid [22] ka ruumi ABDC omad, sest koigil sirgetel joontel, mis
lihevad kas tetraeedri ABD@ nukkidest vastastahkude punk-
tesse vOi servapunktest vastasservade punktesse, on kaks tihist
punkti tetraeedri ABDC pinnaga. On ju esimese tetraeedri kdik
nukid ja servad ja ka kolm tahku teise tetraeedri pinnal ja et
neljanda 4D koik punktid on tetraeedri ABCD sees, siis ka
iga sirge joon BS, mis tuleb vastasnukist B selle neljanda tahu
mingisse punkti S, Idikab toesti [18] tetraeedris ABCD nuki B
vastastahku ADC.

Jidib veel toestada, et ka ruumi ABCD iga punkt on ruumi
ABQ@D oma. Tetraeedri ABCD nukest B ja C nende vastas-
tahkude punktesse minevatel joontel on kdik punktid ka ruumis
ABQD sellepiirast, et sirgel joonel, mis liheb nukist B vastas-
tahu ACD mingisse punkti X, nii et joon CX ldoikab serva 4D
mingis punktis 7, on kolmnurgas QTC [X’] iihine punkt joone-
tilkiga T ja seega tdesti ka tahuga AQD. Samuti on ka sir-
gel joonel, mis liheb nukist € vastastahu ABD mingisse punkti,
ihine punkt tahuga AQD. — Nukest 4 ja D nende vastas-
tahkude punktesse minevatest sirgetest joontest on kiisitavad
vaid need, mis lihevad nende tahkude osadesse DQC v&i AQC.
Olgu Y mingi punkt tahu BCD osas DQC, nii et joon CY 13i-

2%
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kab killge D@ mingis punktis Z ja siis [X] kolmnurgas BQD
ka killge BD mingis punktis 0. Siis on sirgel joonel 1Y [13]
iga punkt N tasapinna 40Z peal ja sellepirast Ioikab [11] kas
joon N4 tikki OZ voi joon NO tiikki 47 voi viimaks joon NZ
tikki 40 ja seega igatahes iiks neist joonist tetraeedri ABQD
pinda kahes punktis, nii et [22] kdik tema punktid, nende hulgas
ka N, on tdesti ruumis ABQD. Nukel A ja D vdime siin va-
hetada nimed. — Serva AD punktest vastasserva BC punktesse
minevatest sirgetest joontest on kiisitavad vaid need, mis lihe-
vad serva BC osasse QC. Tulgu niisugune joon serva AD min-
gist punktist 7. Siis on tema iga punkt J [13] tasapinna BQ7
peal ja siis ka [11] iihe sirge joone peal, mis ldikab kolmnurga BQT
ddrjoont tetracedri ABQD pinnal kahes punktis ja mille koik
punktid, nende hulgas ka J, on siis [22] tdesti ruumis ABQD. —
Serva AB mingist punktist U vastasserva DC mingisse punkti 7
mineval sirgel joonel on kdik punktid ruumis ABQD sellepirast,
et joonetikk VB lsikab serva DQ [X'] mingis punktis & ja siis
Jjoonetiikkk UV [X'] tiikki AG tahu AQD peal, nii et joonel UV on
toesti tetraeedri ABQD pinnaga peale U veel teine iihine punkt.
Nukel 4 ja D voime siin jille vahetada nimed.

Nii on tdesti ruum ABCD samane ruumiga ABQ@D, kui
tetraeedril ABCD on voetud nuki ¢ asemele serva BC punkt @
voi tetraeedril ABQD nuki @ asemele serva BQ pikendi punkt C.

Sellest abilausest jirgneb koige pealt teine abilause: kui
ruumi médraval tetraeedril vdotame iihe nuki
asemele ruumi mingi muu punkti, mis ei ole
kolme teise nuki labi mineva tasapinna peal,
siis méddirab see uus tetraeeder sellesama
ruumi. On ju tetraeedri ABCD ruumis iga muu punkt & [20]
kas {ihest nukist, mille thime A-ga, vastastahu mingisse punkti,
mille tdhime P-ga, mineva sirge joone peal vdi jille iihe serva,
mille tihime AD-ga, mingist punktist 7' vastasserva mingisse
punkti @ mineva sirge joone peal. Esimesel juhul ldikaks joon
DP serva BC mingis punktis @ ja siis oleks esimese abilause
jirgi raum ABCD samane ruumiga ABQD, see samane ruumiga
ABDP ja see siis iihes ruumiga ABCD toesti samane ruumiga
ABDE. Teisel juhul oleks jille samuti ruum ABCD samane
ruumiga ABD(), see samane ruumiga ABT(Q, see samane ruu-
miga ABTE ja see siis iihes ruumiga ABCD toesti samane ruu-
miga ABDE.
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Olgu niiiid rnumis ABCD mingid neli punkti X, L, M ja N
mitte iihel tasapinnal. Siis on selle teise abilause jirgi ruum
ABCD samane ruumiga ABCK, see samane ruumiga ABKL, see
jille ruumiga AKLM ja see siis iihes ruumiga ABCD toesti
samane ruumiga KLMN.

Sellest ruumi méadramise lausest jirgneb, et

kui sirgel joonel on kaks punkti

(23) v0i tasapinnal kolm mitte iihe sirge
joone peal olevat punkti ihes ruumis,
siis on neil kdik punktid seal,

sest me voime need kaks vdi kolm punkti votta selle ruumi méa-
rava tetraeedri nukeks.

11. Ruumi lahutamise lause. Nagu sirge joone lahutab kaheks
pooleks iga tema punkt ja tasapinna iga tema sirge joon, nii
lahutab ruumi kaheks pooleks iga tema tasapind. See ,ruumi
lahutamise lause“, mille tiieliku sonastamise jitame edaspidiseks,
jairgneb lausest: E

Kui iithe ruumi kahel tasapinnal on
(24) iiks ihine punkt, siis on neil ka teine
iihine punkt ja seega [13] ihine sirge joon.

Olgu iihes ruumis kaks tasapinda ¢ ja # ja olgu neil tasa-
pinnul iihine punkt P. Vdtame P tasapinna a iiheks médravaks
punktiks ja nimetame tema teised kaks miiiravat punkti B-ks
ja D-ks. Siis on [II] @ nii, et P on tema ja D vahel, ja siis C
nii, et Q on tema ja B vahel. Votame P ka tasapinna § iiheks
miidiravaks punktiks ja nimetame tema teised kaks mééravat punkti
A-ks ja E-ks. Siis on a=BCD, = PAE ja nad mdlemad on
ruumis ABCD. On tarvis tdestada, et neil on peale P veel teine
ithine punkt.

Tasapinna # punkt E, kui ruumi ABCD punkt, on [20] kas sirge
joone peal, mis iihendab tetraeedri ABCD iihte nukki vastastahu
mingi punktiga, voi jille sirge joone peal, mis ithendab selle tetra-
eedri iihe serva mingit punkti vastasserva mingi punktiga. Kui
esimesel juhul selleks nukiks oleks 4, siis oleks joon KA [13]
tasapinna f peal ja tema ldikepunkt vastastahuga BCD, mis on
a osa, olekski a ja f teiseks iihiseks punktiks. Selleks loike-
punktiks ei saa olla esimene iihine punkt P sellepiirast, et siis
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oleksid punktid P, 4 ja E iihe sirge joone peal, aga oletuse jirg
midravad nad tasapinna # ja ei saa siis olla iihe joone peal. —
Kui sirge joon punktist & ei lihe mitte nukist 4 vastastahu
punktisse, vaid muust nukist, siis tahime nimelt selle nuki D-ga.
Loigaku joon ED vastastahku ABC mingis punktis B, nii et
joonetiiki AR pikend ldikab serva BC mingis punktis F. Siis
on [X'] joonel EP kolmnurgas RDQ mingi iihine punkt @ kiil-
jega BQ ja siis joonel AG [X] kolmnurgas FR(Q iihine punkt kiil-
jega FQ, s. o. joonega BC, mis ongi tasapindade « ja B teine iihine
punkt. — Kui niitid viimaks sirge joon punktist E liheb tetra-
eedri ABCD nuki A juuresoleval serval, mille teise otsa tihime
B-g a, mingist punktist U/ vastasserva CD mingisse punktisse V,
siis 1dikab joon VP [14] kolmnurgal BCD veel teist kiilge DB
v0i BC mingis punktis A nii, et P on H ja V vahel. Siis lsikab
ka joon EP [X'] kolmnurgas UHV kilge UH mingis punktis 7
ja siis on [X] kolmnurgas BUH joonel AI iihine punkt kiiljega
BH, mis ongi tasapindade « ja # teine ithine punkt. — Seega
on kahel tasapinnal ithes ruumis siis, kui neil on iiks iihine
punkt, tdesti ka teine tihine punkt.

Niitid saame liihidalt toestada ruumi lahutamise lause, mille
niitid ka taielikult sdnastame.

Olgu iihes ruumis tasapind a ja punkt B mitte selle tasa-
pinna peal. Siis teldakse, et iga punkt C on siis, kui tasapind
a ei Idika joonetiikki BC, sellest tasapinnast punkti B pool,
ja et iga punkt D siis, kui tasapind a Isikab joonetiikki BD, on
tasapinnast a punkti B kohta teisel pool. Need kaks ruumi
poolt, milleks selle ruumi lahutab tema mingi tasapind (a), ei

olene sellest, missugune punkt (B) selles ruumis on nende poolte
méadramiseks voetud, vaid

iga tasapind ruumis lahutab selle ruumi

(25) kaheks pooleks nii, et iikski sirge joone-
tikk, mis thendab iihe poole kahte punkti,
ei 1oiku selle lahutaja tasapinnaga, kuna
iga joonetiikk, mis iihendab iihe poole
punkti teise omaga, 15ikub.

Olgu selles ruumis, kus on tasapind @ ja punkt B mitte
selle tasapinna peal, mingid kaks punkti ¢ ja E tasapinnast a
punkti B pool, s. o. nii, et tasapind a ei Iika ei joonetiikki BC
ega tlikki BE. Siis el saa tasapind « Ioigata joonetikki CE
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sellepirast, et selle 1oikamise korral oleks tal tasapinnaga BOE [24]
iihine sirge joon, mis tasapinna BOE peal kolmnurga BCE kiilge
CE ldigates ei saaks [14] loikamata jitta kas killge BC voi kiilge
BE. Kui mingid punktid D ja F on tasapinnast a punkti B
kohta teisel pool, s. o. nii, et tasapind a loikab nii joonetiikki
BD kui ka BF, siis ei saa tasapindade a ja BDF [16] ainus
ithine joon kolmnurgas BDF kiilgi BD ja BF ldigates [7] loigata
ka kolmat killge DF. Kui viimaks mingi punkt £ on tasapin-
nast @ punkti B pool, aga mingi muu punkt F' teisel pool, s. o.
nii, et tasapind a 15ikab joonetiikki BF, aga ei Ioika tiikki BE,
siis peab ta loikama joonetiikki EF sellepirast, et tasapindade a ja
BEF [16] ainus iihine joon ei saa [14] kolmnurgas BEF loigata
iihte ainust kiilge. Sellega on ruumi lahutamise lause tdestatud.

12. Neljamddteline ruum. Ruumi vaadeldes ei mirka meie,
et oleks veel punkte, mis ei oleks selles ruumis. Kuid seda
asjaolu ei saa meie vOtta uue pdhilause sisuks sellepiirast, et nii
monigi asi vdib olemas olla, ilma et meie teda mérkaksime. Meil
ei ole ka mingit alust Selda, et on veel punkte, mis ei ole meie
miirgatavas ruumis. Meie vdime aga viiga hiisti mdttes vaadelda
seda, kuidas oleks lugu siis, kui oleks niisuguseid punkte.

Ruumi médiravad neli punkti, mis ei ole kdik iihel tasapin-
nal. Kui on veel punkt, mis ei ole selles ruumis, siis on viis
punkti, mis ei ole kdik iihes ruumis. Utleme, et viis punkti,
mis ei ole koik iihes ruumis, teevad pentatopi. Neid punkte
nimetame selle pentatopi nukeks, iga kahe nuki vahelist joo-
netiikki pentatopi servaks, igast kolmest nukist koosnevat
kolmnurka tema tahuks ja igast neljast nukist koosnevat tet-
raeedrit tema seinaks. Sellega on pentatopi nukke ja seinu
kumbigi viis, servi ja tahke kumbigi kiimme. Iga iiksiku seina
kohta on pentatopil iiksik nukk, mis ei ole selle seina nukiks;
seda nimetame selle seina vastasseisvaks vdi vastas-
nukiks, nagu seda seina selle nuki vastasseinaks. Nii-
sama on pentatopil iga fiksiku tahu kohta iiksik serv, mille
kumbki ots ei ole selle tahu nukiks ja mida nimetame selle
tahu vastasservaks, nagu seda tahku selle serva vastas-
tahuks.

Moteldes pentatoppi ja tema seinte laiendeid, mirkame viit
ruumi: iga sein koos oma laienditega on iilks ruum. Pentatopi
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iga tahk koos oma laienditega on kahe ruumi iihine tasapind —
selle kahe ruumi 18ikepind.

(26) Kahel ruumil ei saa [21] olla kahte fihist
tasapinda.

Pentatopi iihest nukist vastasseina sisemistesse
(27) punktesse minevate joonetiikkide sisemisi punkte nime-
tame selle pentatopi sisemisiks punkteks.

Joonisel saame niidata pentatopi sisemisi punkte selsamal
viisil, nagu tetraeedri omigi: Olgu punkt P pentatopi ABCDE
seinas ABCD, s. o. nii, et P on D ja @ vahel, kus @ on 4 ja R
vahel ja R Bja C vahel; siis ongi joonetiiki EP iga sisemine
punkt § selle pentatopi sisemine punkt. Punkt S ei saa nimelt
olla seina ABCD punkt sellepiirast, et vastasel korral oleksid joo-
nel PS [23] koik punktid ja nende hulgas ka punkt E oletuse
vastu ruumis ABCD. Punkt § ei saa olla ka selle pentatopi
lihegi teise seina sees: sest koigile neile seinule on E iihiseks
nukiks ja seina 4BCD tahud selle nuki vastastahkudeks, nii et
siis, kui 8 oleks iiheski neist seinust, peaks joon ES lsikama
tetraeedri ABCD iihte tahku ja siis selle Idikepunkti ja punkti P
pirast jille [23] tdiesti olema ruumis ABCD.

Pentatopi iihest nukist vastasseina
sisemistesse punktesse voi iithe serva
punktest vastastahu sisemistesse punk-
tesse minevate joonetiikkide sisemised

(28) punktid on ka selle pentatopi igast nu-
kist vastasseina punktesse minevate kui
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ka iga serva punktest vastastahu punk-
tesse minevate joonetiikkide omad.

Mingu pentatopis ABCDE nukist E joonetiikk EP vastas-
seina ABCD mingisse punkti P, s.o. nii, et P on nditeks D ja
@ vahel, kus @ on 4 ja R vahel ja R B ja C vahel. Siis on EP
iga sisemine punkt S kolmnurga EDQ sisemine punkt, nii et
DS pikend ldikab kiillge E@ mingis punktis 7" ja seega tdesti
seina ABCE, mille sees (E ja @ péarast) see punkt on. Selsamal
pohjusel 1oikab ka @S pikend kiilge ED- mingis punktis U, nii
et S on toesti ka selle joonetiikki U@ peal, mis libeb serva ED
punktist U vastastahu 4BC punktisse . Nukkide nimesid vahe-
tades saame muidugi igale iiksikule nukile nimeks D ja igale
tiksikule servale nimeks ZD. ‘

Nende joonetiitkkide hulgas, mis ldhe-

vad pentatopi nukest vastasseinte punk-

(29) tesse voi servapunktest vastastahu punk-

tesse, ei saa olla ithegi kahe pikenditel
ithist punkti.

Kui kaks niisugust joonetiikki lihevad iihisest nukist, siis
ei saa nende pikenditel [5] muidugi olla teist {ihist punkti. Kui
nad lihevad teine teisest nukist, mis tihime E- ja D-ga, vastas-
seinte punktesse P ja T, siis ei saa nende pikendid ldikuda jirg-
misel pohjusel. Nende Idikumise korral mingis punktis K olek-
sid punktid P ja T tasapinnal EKD, mis ldikaks tahkn 4BC
punktis Q= DP X ABC, mis oleks samane punktiga ET X ABG.
Sest vastasel korral oleks tasapinnal EKD ruumis ABCD peale
punktide D ja P veel kolmas ET X ABC mitte joone DP peal ja
sellega oleksid [28] selle tasapinna koik punktid ja nende hulgas
oletuse vastu ka E ruumis ABCD. Niiiid jirgneks niiiteks kolm-
nurgast ZQP [X'] joontele EK ja DK teiseks iihiseks punktiks
tiikkkide £P ja DT eneste ldikepunkt, mis on [5] vdimata.

Samuti ei saa joonetiiki ZP pikend loikuda serva ED min-
gist punktist (7 vastastahu ABC punktisse mineva joonetiiki
pikendiga sellepérast, et nende ldikumise korral mingis punktis
L peaks punkt LU X ABC endisel pdhjusel olema @ ja siis
néiteks kolmnurgas DPE joonetiikkidel EZP ja UQ {iihine punkt
voimatuks teiseks iihiseks punktiks joontele LE ja LU. dJoone-
tiilki EP pikend ei saa ldikuda ka serva BC mingist punktist R
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vastastahu ZAD mingisse punkti ¥ tuleva joonetiiki pikendiga.
Sest kui need pikendid loikuksid mingis punktis M, siis oleksid
tasapinnal EMR ruumiga ABCD iihised punktid P, R ja mingi
W=EV X AD, ja kui need ei oleks iihe sirge joone peal, siis
peaksid selle tasapinna koik punktid ja sellega ka punkt E [23]
olema oletuse vastu ruumis ABCD ; kui aga punktid P, R ja W
on iihe sirge joone peal, siis oleks tetraeedri ABCD sisemine
punkt P servapunktide B ja W vahel nagu ka kolmnurga EAD
sisemine punkt V nuki Z ja vastaskiilje punkti W vahel ja sel-
lega oleks kolmnurgas EPW [X'] joonetiikel ZP ja RV iihine
punkt voimatuks teiseks iihiseks punktiks joontele ME ja MR.
Et niidd pentatopi ABCDE igale iiksikule nukile vdime nimeks
panna K ja siis igale iiksikule sellest nukist minevale servale D
ja igale iiksikule mitte sellest nukist minevale servale BC, siis
ei saa tdesti ldikuda nende joonetiikkide pikendid, mis lihevad
iiks pentatopi mingist nukist vastasseina punktisse ja teine
mingi serva punktist vastastahu punktisse.

Viimaks ei saa loikuda ka nende joonetiikkide pikendid,
mis ldhevad teine pentatopi teise serva punktest vastastahkude
punktesse. Kui neil kahel serval ei ole iihist otsa, siis tihime
nad ED- ja BC-ga. Kui niiiid serva ED mingist punktist ¢/ vastas-
tahu ABC mingisse punkti @ mineva joonetiiki UQ pikendil
oleks serva BC mingist punktist R vastastahu EAD mingisse
punkti V' mineva joonetiitki RV pikendiga mingi tihine punkt N,
siis oleksid jooned UV ja RQ [18] tasapinnal UNR. Need joo-
ned peaksid molemad minema punktisse 4; sest vastasel korral
peaks UV [14] 1oikama kas serva EA v0i serva AD ja niisama
RQ kas serva AB voi serva AC, nii et tasapind UNR oleks [23]
iihes oma punktiga R oletuse vastu kas ruumis ABDE voi ruu-
mis ACDE. Kui aga nii UV kui ka RQ lihevad punktisse 4,
siis oleks nditeks kolmnurgast AUQ [X] joonetiikkidel UQ ja
RV iihine punkt vdimatuks teiseks iihiseks punktiks joontele
NU ja NR. — Joonetiiki UQ pikend ei saa Isikuda ka serva EB
mingist punktist X vastastahu ACD mingisse punkti ¥ mineva
joonetiiki pikendiga. Nende l1ikumise korral mingis punktis O
oleks kas 1) U O ja @ vahel ja X 0 ja Y vahel, vdi 2) U O ja
Q vahel ja ¥ O ja X vahel, vdi 8) Q 0 ja U vahel ja X Oja ¥V
vahel, vdi viimaks 4) Q O ja U vahel ja ¥ O ja X vahel. Esi-
mesel ja viimasel korral oleks joonetiikel Y ja QX [X'] tihine
punkt. Need tiikid on iiks ruumis ACDE, teine ruumis ABCE.
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Nende iihine punkt peaks siis olema nende ruumide [26] ainsa
iihise tasapinna ACE peal. Olgu ACX DY = Z. Siis saaks joo-
nel UY, mis on tasapinnal EDZ, olla tasapinnaga FAC iihine
punkt ainult selle kahe tasapinna iihise joone EZ peal. Kuid
kolmnurgas EDZ ei saa joonetiikil UY, mis ithendab kiilgede
ED ja DZ punkte, [7] enam olla {ihist punkti kolmanda kiiljega
EZ ega [8] selle kiilje pikendiga. — Teisel ja kolmandal juhul
oleks joonetiikel UX ja QY [X'] iihine punkt. Need tiikid on
iiks tasapinnal EBD, teine ruumis ABCD. Nende iihine punkt
peaks siis olema selle tasapinna ja selle ruumi ainsa iihise joone
BD peal, sest muidu oleks tasapind EBD [23] iihes punktiga E
oletuse vastu ruumis ABCD. Kuid kolmnurgas EBD ei saa joo-
netiikil UX, mis ithendab kiilgede ED ja EB punkte, [7] enam
olla iihist punkti kolmanda kiiljega BD ega [8] selle kiilje pi-
kendiga. — Et pentatopi iga nuki vdime tdhtida E-ga ja iga
kaks sellest nukist mineval serva EB-ga ja ED-ga, siis ei saa
toesti ldikuda ka nende joonetiikkide pikendid, mis iihendavad
mingist iihest nukist minevate servade punkte vastastahkude
punktega.

Seega ei saa toesti nende joonetiikkide hulgas, mis lihevad
pentatopi nukest, vastasseina punktesse vdi servapunktest vas-
tastahu punktesse, olla iihegi kahe pikenditel iihist punkti.

Nimetame pentatopi tihest nukist vastasseina punktesse tu-
levail kdigil joonetiikel sellest seinast algavate pikendite kdigi
punktide kogu pentatopi laiendiks sellest seinast ja koigil
neilsamul joonetiikel lihtenukist algavate pikendite kdigi punk-
tide kogu pentatopi laiendiks sellest nukist. Niisama ni-
metame pentatopi iihe serva punktest vastastahu punktesse mi-
nevail koigil joonetiikel sellest servast vdi tahust algavate pi-
kendite koigi punktide kogu pentatopi laiendiks sellest ser-
vast vdi tahust. Siis on pentatopil laiendeid tildse 30: viiest
nukist, viiest seinast, kiimnest servast ja kiimnest tahust.

Pentatoppi koos tema laienditega nimetatakse selle pen -
tatopi ruumiks vdi neljamddteliseks ruamiks. Voib iitelda:

neljamddteliseks ruumiks nimetatakse koigi
nende sirgete joonte kdigi punktide kogu, mis lihevad

(30) iihe pentatopi mingist nukist vastasseina ja selle pinna
punktesse v0i mingi serva punktest ja otsist vastas-
tahu ja selle idfirjoone punktesse.
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Oeldakse, et selle pentatopi nukid médravad selle nelja-
mddtelise ruumi ja nende nukkide nimedega, niiteks 4, B, C, D
ja E, tihitakse ka see neljamodteline ruum A4BCDE.

Nimi ,neljamddteline ruum tuleb jirgmisest asjaolust.
Sirget joont nimetatakse ka ihemooteliseks ruumiks ja
siis tasapinda kahemooteliseks sellepérast, et kui loeme
sirgel joonel olevat punkte », siis on neid tasapinnal, nagu edas-
pidi ndeme, n2. Lihtsalt ruumiks nimetatud punktide kogu nime-
tatakse ise ka kolmemodteliseks ruumiks sellepirast,
et seal on punkte n3. Pentatopi ruumis on aga punkte nt.

13. Neljamodtelise ruumi miiramise lause. Viis punkti,
mis mééravad neljamootelise ruumi, ei ole mitte eriliselt niisu-
gused selle neljamddtelise ruumi punktide hulgas, vaid

neljamdotelise ruumi iga viis punkti,
(31) mis ei ole iithes kolmemodtelises ruumis,
midravadsellesamaneljamdotelise ruumi.

See neljamodtelise ruumi middramise lause
jargneb abilausest:

Kui sellel pentatopil, mis neljaméotelise
ruumi méédrab, votame iihe nuki asemele mingi
punkti tihe sellest nukist mineva serva vdiselle
serva pikendi peal, siis m#irab see uus penta-
topp (teised neli endist nukki koos selle uuega)
sellesama neljamodtelise ruumi.

Selle abilause tdestust liihendab lause :

Kui sirgel joonel on pentatopi sein-

(82) tega kaks iihist punkti, siis on selle

sirge joone koik punktid selle penta-
topiga méidratud ruumis.

Kui need tihised punktid on iithe tahu voi iihe seina omad
voi ks on nukk ja teine selle nuki vastasseina punkt voi vii-
maks iiks ithe serva ja teine selle serva vastastahu punkt, siis
on asi [30] toesti nii. Jidb jirgi vaadata veel neli jubtu: 1) kui
iiks punkt on iihe serva, teine (mitte selle serva juures oleva)
seina sisemine, 2) kui mdlemad punktid on (mitte tihise servaga)
tahkude sisemised, 3) kui iiks punkt on iihe tahu ja teine (mitte

selle tahu juures oleva) seina sisemine ja 4) kui molemad on
seinte sisemised.
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Kui pentatopil ABCDE on mingi punkt U serval ED ja
mingi punkt P seinas ABCD, nii et joon DP Idikab tahku ABC
mingis punktis @, siis on joone UP iga punkt # [13] tasapinna
EDQ peal ja sellepirast ldikab tdesti [11] kas joon DZF' joone-
tiikki EQ ja sellega nuki D vastasseina ABCE, v0i joon EF
tiikki D@ ja sellega nuki £ vastasseina ABCD, voi viimaks joon
QF serva ED, mis on vastasservaks tahule ABC, mille peal on
Q. — Olgu pentatopil ABCDE mingi punkt @ tahul ABC, nii et
[9] joon AQ 1dikab serva BC mingis punktis R, ja mingi teine
punkt V tahul EAD, nii et [9] joon AV ldikab serva ED min-
gis punktis U. Siis on joone QV iga punkt & [13] tasapinna
ARU peal ja sellepirast 1dikab toesti [11] kas joon AG joone-
tilkkki RU ja sellega A vastasseina BDCE, vdi joon UG tiikki
AR ja sellega tahku ABC, mis on vastastahuks servale ED,
mille punkt on U, vdi viimaks joon RG tiikkki AU ja sellega
tahku ADE, mis on vastastahuks servale BC, mille punkt on R. —
Olgu pentatopil ABCDE mingi punkt V tahul ADE, nii et joon
EV ldikab serva AD mingis punktis W, ja olgu seinal ABCD
mingi punkt P, nii et joon DP ldikab tahku 4BC mingis punk-
tis @ ja siis joon AQ serva BC mingis punktis R. Siis on joo-
nel WP [14] kas joonetiikiga DR voi tiikkiga AR mingi iihine
punkt P. Seega on joone VP iga punkt H [13] tasapinna
EWP peal. Sellepiirast loikab [11] kas joon EH joonetiikki
WP ja seega tdesti nuki E vastasseina ABCD, vdi joon WH
joonetilkki EP’ ja seega tdesti peale serva AD veel kas seina
EBCD vdi seina EABC, vdi viimaks Idikab joon F'H joone-
tikki EW ja seega peale tahu BCD vdi ABC veel tahku
ADE, nii et see juhtum taandub iihele eelmisist. — Olgu vii-
maks pentatopil ABCDE endiselt punkt P seinas ABCD ja
punkt 7' seinas ABCE, nii et joon ET [11] loikab tahku ABC
mingis punktis Q. Kui punkt  on samane punktiga Q, siis
on joone PT iga punkt I [13] tasapinnal EQD ja sellepirast
loikah toesti [11] kas joon EI joonetiikki @D ja sellega nuki
E vastasseina ABCD, vdi joon DI tiikkki EQ ja sellega nuki
D vastasseina ABOE, vdi viimaks joon QI joonetiikkki ED,
mis on vastasservaks tahule 4ABC, mille peal on punkt @.
Kui punkt ¢ ei ole samane punktiga @, siis loikab joon Q@
[14] kolmnurkadest ARC ja ARB koosseisva kolmnurga ABC
ddirjoont mingis kahes punktis R ja Z’ ja siis on joon QP
[18] tasapinnal R'Z’D ja ldikab seal [14] mingis punktis
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K kas joonetiikki DR’ voi tiikki DZ ja sellega kas tahku ABD
v0i BCD voi CAD. Siis on joone PT iga punkt I [18] tasapin-
nal EQK ja sellepirast Isikab [11] kas joon EI joonetiikki
KQ ja sellega nuki E vastasseina ABCD, v&i joon QI joone-
tikki EK ja sellega peale tahu AEC, mille peal on @, veel kas
seina EABD voi EBCD vai ECAD, vdi loppude 1opuks 1ikab
Joon KI tikki EQ ja sellega peale tahu ABD voi BCD voi
OAD, mille peal on punkt K, veel seina EABC, mille sees on EQ.

Nii on ka see viimane juhtum kas otse vdi eelmiste kaudu
toestatud ja seega on toesti sirgel joonel siis kdik punktid mingi
pentatopiga midratud ruumis, kui tal on kaks tihist punkti selle
pentatopi seintega.

Olgu niitid pentatopil ABCDE voetud nuki E asemele serva
ED mingi punkt U. Siis on pentatopi ABCDU ruumi ksik
punktid [32] ka neljamdotelise ruumi ABCDE omad sellepirast,
et kdigil sirgeil joonil, mis lihevad kas pentatopi ABCDU nukest
vastasseinte punktesse voi servapunktest vastastahkude punk-
tesse, on kaks iihist punkti pentatopi ABODE seintega. On ju
esimese pentatopi koik nukid, servad ja tahad ja ka neli seina
teise pentatopi seintes ja et viienda seina ABCU koik punktid
on pentatopi ABCDE serva ED punkti U ja selle serva vastas-
tahu ABC vahel ja sellega pentatopi ABCDE sees, siis ka iga
sirge joon DL, mis tuleb vastasnukist D selle viienda seina min-
gisse punkti L, 1gikab toesti [27] pentatopis ABCDE nuki D
vastasseina ABCE.

Jiiiib veel toestada, et ka neljamddtelise ruumi 4 BCDE iga
punkt on neljamddtelise ruumi 4BCDU oma. Selle juures on
kiisitavad vaid nende sirgete joonte punktid, mis lihevad kas
1) nukist E vastasseina 4BCD punktesse voi 2) nukist ¢ tetra-
eedri EABU punktesse voi 8) serva DA punktest vastastahu
EBC punktesse voi 4) serva EB punktest vastastahu 40D punk-
tesse voi 5) serva BC punktest kolmnurga EAU punktesse voi
viimaks 6) joonetiiki EU punktest tahy ABC punktesse. Sest
kdik sirged jooned, mille peal on neljamddtelise ruumi ABCDE
muud punktid, on kas iihised neljamdotelise ruumi ABODU
omadega voi esinevad siis, kui siin esimesel juhul vahetame
punktid E ja D vdi teisel, kolmandal, neljandal ja viiendal juhul
punktid 4, B ja C.

Mingu sirge joon nukist % vastasseina ABCD mingisse
punkti P, nii et joonetiiki DP pikend loikab tahku ABC mingis
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punktis @. Siis 1dikab joon EP kolmnurgas DUQ [X'] kiilge UQ,
sellega pentatopi ABC DU seina ABCU ja on siis tdesti [32] tdiesti
neljamddtelises ruumis ABODU, kuna ta ju ka seina ABCD lbi-
kab (punktis P). — Mingu sirge joon nukist C tetraeedri EABU
mingisse punkti &, nii et joon ES Idikab tahku ABU mingis
punktis 7" ja siis tetraeedris ZABD (18] ka tahku ABD mingis
punktis 7. Siis on joone OS iga punkt L [18] tasapinna CT"U’
peal ja sellepdrast 1dikab [11] kas joon CL joonetiikki 7"U" vdi
joon T'L tikki CU’ voi viimaks joon U’L tiikki CT" ja sellega
igatahes iiks neist joonist pentatopi ABCDU seinu kahes punk-
tis, nii et [82] koik tema punktid, nende hulgas ka L, on toesti
neljamddtelises ruumis ABCDU. — Mingu serva AD mingist
punktist W sirge joon vastastahu ZBC mingisse punkti. Siis on
selle joone iga punkt M neljamddtelises ruumis ABCDU selle-
pirast, et nukist D punktisse WM X EBC tulev joonetiikk Idikab
[X] tahku UBC mingis punktis V' ja siis [11] tasapinnal V'AD
kas joon MV’ joonetiikkki DA vdi joon MD titkki AV’ voi viimaks
joon MA tiikki V'D ja sellega igatahes iliks neist joonist penta-
topi ABCDU seinu kahes punktis. — Mingu serva KB mingist
punktist X sirge joon vastastahu 4ADC mingisse punkti Y.
Siis on selle joone XY iga punkt N neljamdotelises ruumis
ABODU sellepiirast, et joonetiikk XD I1dikab [X'] tiikki UB
mingis punktis W’ ja siis [11] tasapinnal W YD kas joon NW’
joonetiilkki YD voi joon ND tiikki W'Y ja sellega igatahes iiks
neist joonist pentatopi ABCDU seinu kahes punktis. — Mingu
sirge joon serva BC mingist punktist R kolmnurga EAU min-
gisse punkti X, nii et joonetiiki ZX" pikend ldikab kiilge AU
mingis punktis V ja siis [X] ka serva AD mingis punktis W.
Siis on joone RX’ iga punkt O neljamddtelises ruumis ABCDU
sellepirast, et tasapinnal RV W loikab [11] kas joon OV joonetiikki
WR voi joon OW tiikki' RV ja sellega igatahes iiks neist joo-
nist pentatopi ABCDU seinu kahes punktis. — Mingu viimaks
sirge joon tahu ABC mingist punktist @ joonetiiki ZU min-
gisse punkti ¥”. Siis on joone @Y’ iga punkt Z' neljamddtelises
ruumis ABCDU sellepirast, et tasapinnal UDQ I1dikab [11] kas
joon Z'U joonetiikki QD vdi joon Z'D tiikki UQ ja sellega iga-
tahes iiks neist joonist pentatopi ABCDU seinu kahes punktis.
' Nii on tdesti neljamddteline ruum ABCDE samane ruumiga
ABCDU, kui pentatopil ABCDE on vdetud nuki £ asemele serva
ED punkt U vdi pentatopil ABCDU nuki U asemele serva DU
pikendi punkt E.
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Sellest abilausest jirgneb koige pealt teine abilause: kui
neljamodtelist ruumi médraval pentatopil vo-
tame iihe nuki asemele selle neljamdotelise
ruumi mingi muu punkti, mis ei ole nelja teise
nuki ldbi minevas ruumis, siis médirab see uus
pentatopp sellesama neljamddtelise ruumi.

On ju pentatopi 4A4BCDE ruumis iga muu punkt F [30]
kas iihest nukist (mille tihime E-ga) vastasseina mingisse punkti
(mille tdéhime P-ga) mineva sirge joone peal vdi jille iihe serva
(mille tdhime ED-ga) mingist punktist U vastastahu mingisse
punkti @ mineva sirge joone peal. Esimesel juhul Idikaks joon
DP tahku ABC mingis punktis @, nii et joon AQ ldikaks serva
BC mingis punktis R, ja siis oleks esimese abilause Jjirgi sama-
sed neljamddtelised ruumid ABCDE, ABRDE, ABQDE, ABPDE,
ABPDF, ABQDF, ABRDF, ABCDF. Teisel juhul oleks samuti
samased neljamootelised ruumid ABCDE, ABRDE, ABQDE,
ABQDU, ABQDF, ABRDF, ABCDF. (

Olgu niiiid neljamddtelises ruumis ABCDE mingi viis punkti
K, L, M, N ja P mitte tihes ruumis. Siis on selle teise abilause
jargi toesti samased neljamootelised ruumid ABCDE, ABCDK,
ABCKL, ABKLM, AKLMN, KL MNP, kui punktel K, L, M, N, P
oleme tarvilikul korral vahetanud nimed nii, et K ei ole ruumis
ABCD ega L ruumis ABCK, ega M ruumis ABKL, ega /N ruu-
mis AKLM.

Sellest neljamddtelise ruumi midiramise lausest jargneb, et
kui sirgel joonel on kaks punkti voi ta-
sapinnal kolm mitte ihe sirge joone

(33) peal olevat punkti voi ruumil neli mitte
ithel tasapinnal olevat punkti iihes nel-
jamddtelises ruumis, siis on neil koik
punktid seal,

sest voime ju need kaks, kolm vdi meli punkti vatta selle nelja-
modtelise ruumi médrava pentatopi nukeks.

14. Neljamodtelise ruumi lahutamise lause. Nagu ruumi
lahutab kaheks pooleks iga tema tasapind, nii lahutab nelja-
modtelise ruumi kaheks pooleks iga tema (kolmemddteline) ruum.
See neljamootelise ruumi lahutamise lause, mille t#ieliku sdnas-
tamise jitame edaspidiseks, jirgneb lausest:
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Kui iihe neljamodtelise ruumi tasa-

(34) pinnal ja ruumil on iiks idhine punkt,

siis on neil ka teine tihine punkt ja sel-
lega [18 ja 23] ithine sirge joon.

Olgu iihes neljamodtelises ruumis tasapind ¢ ja ruum B,
millel on ithine punkt P. Votame P ruumi B iiheks miiravaks
punktiks ja olgu tema teised kolm méidravat punkti 4, B
ja D. Siis on [II} @ nii, et P on tema ja D vahel, R nii, et Q
on tema ja A vahel, ja C nii, et R on tema ja B vahel. Votame
P ka tasapinna a {iiheks miéravaks punktiks ja olgu tema
teised kaks médravat punkti E ja F. Siis on « = PEF,
B= ABCD ja nad mdlemad on neljamddtelises ruumis ABCDE.
On tarvis toestada, et neil on peale P veel teine iihine punkt.

Tasapinna o punkt F kui neljamddtelise ruumi ABCDE
punkt on [30] kas sirge joone peal, mis iihendab pentatopi
ABCDE fiihte nukki vastasseina mingi punktiga, vdi jélle sirge
joone peal, mis iihendab selle pentatopi {the serva mingit punkti
vastastahu mingi punktiga. Kui esimesel juhul selleks nukiks
oleks Z, siis oleks joon EF [13] tasapinna a peal ja tema ldike-
punkt vastasseinaga ABCD, mis on B osa, olekski a ja B tei-
seks iihiseks punktiks. Selleks ldikepunktiks ei saa olla esimene
tthine punkt P sellepirast, et siis oleksid punktid P, E ja F
iihe sirge joone peal, aga oletuse jirgi mi#ravad nad tasapinna a
ja ei saa siis olla iihe sirge joone peal. — Kui sirge joon punk-
tist F' ei lihe mitte nukist £ vastasseina punktisse, vaid muust
nukist, siis tihime nimelt selle nuki D-ga. Ldigaku joon FD vas-
tasseina  ABCE mingis punktis 7, nii et joonetiiki E7 pikend
I6ikab tahku ABC mingis punktis @”. Siis on [X'] joonel FP
kolmnurgas DTQ mingi {ihine punkt P” kiiljega TQ ja siis joo-
nel ZP” [X] kolmnurgas 7QQ” iihine punkt kiiljega QQ”, s. o.
tahuga ABC, mis ongi tasapinna a ja ruumi B teiseks iihiseks
punktiks. — Mingu sirge joon punktist F pentatopi 4BCDE
nuki # juures oleval serval, mille teise otsa tihime D-ga, mingist
punktist U vastastahu ABC mingisse punkti @. Kui punktid
@, P ja D on ilthe sirge joone peal, siis on tasapind FUD ehk
FQD samane tasapinnaga o ja sellega juba punkt D a ja B
teiseks iihiseks punktiks. Kui ¢, P ja D ei ole iihe sirge joone
peal, siis médravad nad tasapinna PD@/, mis iihes tasapinnaga «
on [23] ruumis EFUP. Neil tasapinnul on seal ithine punkt P ja

3
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seega [24]veel teine {ihine punkt, mis ongi ka teiseks tihiseks punk-
tiks tasapinnale « ja ruumile B (= ABCD) sellepidrast, et tasa-
pinna PD kdik punktid on [28] selles ruumis. — Mingu viimaks
sirge joon punktist F pentatopil ABCDE nuki E vastasseina
mingil serval, mille téhime BC-ga, mingist punktist R’ vastastahu
ADE mingisse punkti ¥V, nii et joonetiiki EV pikend loikab
serva AD mingis punktis W. Kui punktid R P ja W on iihe
sirge joone peal, siis on tasapind EFR ehk EFW samane tasa-
pinnaga o ja sellega juba punkt R’ a ja B (= ABCD) teiseks
ithiseks punktiks. Kui punktid R, P ja W ei ole iihe sirge joone
peal, siis médravad nad tasapinna PWR’, mis lihes tasapinnaga «
on [23] ruumis EFWP. Neil on seal ithine punkt P ja sellega [24]
veel teine ithine punkt, mis ongi ka teiseks {ihiseks punktiks
tasapinnale « ja ruumile B (= ABCD) sellepirast, et tasapinna
PWR' koik punktid on [28] selles ruumis. — Seega on iihes
neljamddtelises ruumis tasapinnal ja ruumil siis, kui neil on iiks
ithine punkt, tdesti ka teine tihine punkt.

Sellest jargneb, et

lihe neljamddtelise ruumi kahel iihise

(85) punktiga ruumil on kolm mitte tihel sir-
gel joonel olevat iihist punkti ja seega
iiks ja [26] ainus ihine tasapind.

Sest {the ruumi mingil tasapinnal selle iihise puunkti libi on
teise ruumiga veel teine {ihine punkt teiseks {iihiseks punktiks
neile ruumele ja teise ruumi niisugusel tasapinnal, mis liheb
kiilll nende ruumide esimese iihise punkti libi, aga mitte teise
ldbi, on jille esimese ruumiga uus iithine punkt kolmandaks
(esimese kahega mitte iihel sirgel joonel olevaks) iihiseks punk-
tiks sellele kahele ruumile.

Niiiid saame lithidalt toestada neljamddtelise ruumi lahuta-
mise lause, mille niiiid ka sOnastame tiielikult.

Olgu iihes neljamddtelises ruumis ruum A ja punkt B
mitte selles ruumis. Siis eldakse, et iga punkt C siis, kui
ruumil A ei ole tihist punkti joonetiikiga BC, on sellest ruumist
punkti B pool, ja et iga punkt D siis, kui ruumil A4 on
ithine punkt joonetiikiga BD, on ruumist A punkti B kohta
teisel pool. Need kaks neljamddtelise ruumi poolt, milleks
selle neljamddtelise ruumi lahutab tema mingi ruum (A), ei olene
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sellest, missugune punkt (B) selles neljamddtelises ruumis on
nende poolte miiiramiseks voetud, vaid

neljamdodtelise ruumi iga ruum lahutab
selle neljamddtelise ruumi kaheks poo-
leks nii, et iithelgi sirgel joonetiikil, mis

(36) iithendab iithe poole kahte punkti, ei ole
ihist punkti selle lahutaja ruumiga,
kuna igal sirgel joonetiikil, mis tthen-
dab itihe poole punkti teise omaga, on
ithine punkt.

Olgu selles neljamddtelises ruumis, kus on ruum A ja punkt
B mitte selles ruumis, mingid kaks punkti C ja E ruumist A
punkti B pool, s. o. nii, et ruumil A ei ole iihist punkti ei joo-
netiikiga BC ega tiikiga BE. Siis ei saa ruumil A olla iihist
punkti joonetiikiga CE sellepdrast, et selle iihise punkti korral
oleks tal tasapinnaga BCE ([34] iihine sirge joon, mis tasapinna
BCE peal kolmnurga BOE kiilge CE ldigates ei saaks [14] 10i-
kamata jitta kas kiilge BC voi kiilge BE. — Kui mingid punk-
tid D ja 7 on mdlemad ruumist A punkti B kohta teisel pool,
S. 0. nii, et ruumil A on iihine punkt nii joonetiikiga BD kui
ka tiikiga BF, siis ei saa ruumi A ja tasapinna BDF [23] ainus
ithine joon kolmnurgas BDF kiilgi BD ja BF ldvigates [7] 10i-
gata ka kolmat kiillge DF. — Kui viimaks mingi punkt E on ruu-
mist A punkti B pool, aga mingi muu punkt # teisel pool, s. o.
nii, et ruumil 4 on iithine punkt joonetiikiga BF, aga ei ole
tihist punkti tiikiga BE, siis peab ruumil 4 olema iihine punkt joone-
tilkiga EF sellepirast, et selle ruumi ja tasapinna BEF [23] ainus
iihine joon ei saa [14] kolmnurgas BEF Idigata iihte ainust
kiilge. — Sellega on neljamddtelise ruumi lahutamise lause toes-
tatud.

15. n-mdoteline ruum. Neljamdotelise ruumi mdistest saame
viilemddtelise ruumi mbdiste, sellest kuuemdostelise ruumi mdiste
ja nii edasi {ildse (n-— 1)-mddtelise ruumi modistest n-mddtelise
ruumi moiste néiteks sel teel, et jirgnevates ridades kuni para-
grahvi 1opuni loeme esiti igalpool » viieks, siis igalpool kuueks jne.

(n— 1)-mddtelise ruumi médravad [81] » punkti, mis ei ole
kdik iihes (n—2)-mddtelises ruumis. Kui on veel punkt, mis e
3*
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ole selles (n — 1)-mddtelises ruumis, siis on n-1 punkti, mis
ei ole koik iihes (n — 1)-mddtelises ruumis. Utleme, et n +1
punkti, mis ei ole kdik lihes (» — 1)-mddtelises ruumis, teevad
(n+1)-simpleksi (nii et kolmnurk on kolm-simpleks,
tetraeeder neli-simpleks ja pentatopp viis-simpleks).
Neid punkte nimetame selle simpleksi nukeks, iga kahe nuki
vahelist joonetiikki tema servaks, igast kolmest nukist koos-
nevat kolmnurka tema tahuks ja iildse igast (m 4 1)-st nukist
koosnevat (m - 1)-simpleksi selle (n- 1)-simpleksi m-mddte-
liseks seinaks (nii et nukid on nullimddtelised
seinad, servad themootelised ja tahud kahemddteli-
sed). Sellega on (n- 1)-simpleksil m-mddtelisi seinu nii mitu,
kui mitu (m - 1)-ikut on (n 4 1)-es, s. o.

n+1)n... m—m-+1) ;
1.92% 00 Y1)

Iga iiksiku m-mdodtelise seina kohta on (n--1)-simpleksil iiksik
(n—m—1)-mddteline sein, mille iikski nukk ei ole esimese seina
nukiks. Neid seinu nimetame teist teisele vastasseinaks.

(n + 1)-simpleksi iihest nukist vastasseina sise-

(87) mistesse punktesse minevate joonetiikkide sisemisi

punkte nimetame selle simpleksi sisemisiks
punkteks.

(38) (n+1)-simpleksi sisemine punkt ei saa
olla selle simpleksi fithegi seina ruumis.

Olgu (» - 1)-simpleksi nukid P, P,,..., P, (mille jirgi teda
nimetame simpleksiks P, P, ... P,) ja mingu nukist P,tema vas-
tasseina P, Py... P, mingisse sisemisse punkti @, joonetiikk
P,Q, Siis ei saa selle joonetiiki mingi sisemine punkt S olla
ruumis P, Py... P sellepirast, et vastasel korral oleksid [33]
joonel Py Q, koik punktid ja seega ka P, oletuse vastu ruumis
P, P,...P, Punkt S ei saa olla ka selle simpieksi iihegi teise
(n—1)-mddtelise seina ruumis. Sest ta on [39] iga niisuguse
seina mingi sisemise punkti ja selle seina vastasnuki vahel ja
igale niisugusele seinale vdime nimeks panna P, P,...P, tema
sellele sisemisele punktile @, ja vastasnukile P, n--1)-simp-
leksi koigi muude — alamamddteliste — seinte punktid aga on
(n—1)-modteliste omad.
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(n + 1)-simpleksi {tihest nukist vdi
iithe seina punktest vastasseina sisemis-
tesse punktesse minevate joonetiikkide

(89) sisemised punktid on ka selle simpleksi
igast nukist ja iga seina punktest vastas-
seina punktesse minevate joonetiikkide
omad.

Mingu simpleksis PP, ... P, nukist P, joonetiikk P, Q,
vastasseina P,P, ... P, mingisse sisemisse punkti @, s. o. nii,
et @, on niiteks P;-e ja (n — 2)-mddtelise seina P, Py ... P, mingi
sisemise punkti @, vahel nii et Q, on niiteks Py-¢ ja (n — 3)-
mddtelise seina Py P,... P, mingi sisemise punkti @,-e vahel ja
nii edasi iildse nii, et @, on nditeks P,-i ja (n—m—1)-mdd-
telise seina !Puii Puyis ... P, mingi sisemise punkti Q. vahel.
Siis on joonetiikki P, @, iga sisemine punkt S kolmnurga P, P; Q;
sisemine punkt, nagu ka tetraeedri P P, P, Q, ja iildse (m 4 2)-
simpleksi PSP, ... P, Q. sisemine punkt. Sest § on kolmnurga
P,P, @, sisemine punkt punkti Q, konstruktsiooni jirgi, ja kui
ta on simpleksi PP, ... P, @ sisemine punkt, nii et joonetiiki
@ S pikend otsast S liheb simpleksi P, P, ... P, mingisse sise-
misse punkti, siis on § ka simpleksi P,'P, ... Piys Qi4 sisemine
punkt sellepdrast, et joonetiiki @ S ots @ on selle simpleksi
serva Py Q41 peal (konstruktsiooni jirgi) ja selle joonetiiki
pikend otsast S liheb selle serva vastasseina P, P,...P; sise-
misse punkti (oletuse jirgi). Niiid on aga @, simpleksis
PyP, ... P, (konstruktsiooni® jirgi) nimelt seina PyP,... P, vas-
tasseina Pnyy Puyo... P, sisemine punkt ja seega on S tdesti
nende seinte sisemiste punktide vahel. Umberpsordult on punkt
S, mis on seina P, P, ... P, sisemise punkti mingi F ja vastas-
seina Pmiy1 Puys ... P, sisemise punkti mingi Q. vahel, ka Py-i
ja tema vastasseina P, P, ... P, mingi sisemise punkti @, vahel
sellepiirast, et P, R pikend otsast R ldikab [37] seina P, Py...Pn
mingis sisemises punktis T ja siis joonetiiki P, 8 pikend [X] tiikki
T Q. mingis punktis @, mis on [28] n-simpleksi P; P,...Px
sees, kui n on 5.

Nende joonetiikkide hulgas, mis

(40) lahevad (n41)-simpleksi mingite seinte
punktest vastasseinte punktesse, ei saa
olla tihegi kahe pikenditel iithist punkti.
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Kui kaks niisngust joonetiikki lihevad {iihisest punktist,
siis ei saa nende pikenditel [5] muidugi olla teist iihist punkti.
Kui nad ldhevad iiks iihe seina 3, sisemisest punktist R vastas-
seina 2, sisemisse punkti 7' ja teine teise seina 3, sisemisest
punktist U vastasseina 3, sisemisse punkti V, siis ei saa nende
pikenditel olla iihist punkti jérgmisel pShjusel. Kui nende pi-
kenditel oleks iihiseks punktiks mingi K, siis oleks kas 1) R
K ja T vahel ja U K ja V vahel, v3i 2) R K ja T vahel ja
V K ja U vahel, vdi 3) T K ja R-i vahel ja U K ja V vahel, vdi
viimaks 4) 7' K ja R-i vahel ja V K ja U vahel. Esimesel ja
viimasel korral oleks joonetitkel RV ja UT [X'] iihine sisemine
punkt, teisel ja kolmandal korral joonetiikel VT ja RU. Joone-
tilki RV sisemised punktid on [41] koik selle simpleksi 3,3,
sees, mille nukeks on simpleksite 3, ja =, koik
nukid ja ainult need, nagu ka joonetiiki U7 sisemised
punktid kdik simpleksi 3,3, sees, ja kui 3,3, ei ole samane
2,25-ga, siis on need simpleksid meie (n--1)-simpleksi kaks
seina, millel [42] ei saa olla ihist sisemist punkti. Samuti ei
saa joonetiikel V7' ja RU olla iihist sisemist punkti siis, kui ei
ole 3,3, samane 3,3,-ga. ;

2,2, saab olla samane 3,5;-ga (nagu ka 3,3, 3,3,-ga)
ainult siis, kui nad on samased meie (n--1)-simpleksiga. Sest
251, mis on 3 -le vastasseinaks, on nukeks koik need ja ainult
need (n—+-1)-simpleksi nukid, mis ei esine 3,-s, nagu ka 3,-1
need, mis ei esine 3-s, nii et 3,3, ja 3,3, saavad olla sama-
sed ainult siis, kui on 3, samane 3,-ga. Seega lihevad sef korral
VT ja RU (n—-1)-simpleksi iihe ja sellesama seina 3 punktest
vastasseina 3, punktesse. Niisugustel joonetiikel ei saa olla
lihist sisemist punkti sellepéirast, et joon UT ldikab [48] simp-
leksi %, kahte seina mingeid 3" ja 2” mingeis punktes 4 ja B,
mis oleksid joonetiikkide V7' ja RU ldikumise korral nendega
tihisel tasapinnal, nii et sel tasapinnal oleks kolm mitte i{ihe
sirge joone peal olevat punkti (kas RVA vdi RVB) (n - 1)-
simpleksi 2, 3" 3" {ihe seina (kas 3, 3 voi 2, 2”) ruumis ja
seega [33] koik punktid, nende hulgas ka joonetiikkide V7 ja RU
tthine (simpleksi 2, 3’3" [40] sisemine) punkt seal, mis on [38]
vdimata.

Selles tdestuses oletasime, et

joonetikil, mis thendab kahe simpleksi
sisemisi punkte, on sisemised punktid
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(41) kdik selle simpleksi sees, mille nukeks
on selle kahe simpleksi kdik nukid ja
ainult need.

Olgu kaks simpleksit 2, ja 2, nii, et nende kdik nukid ja
ainult need on {iithe simpleksi 2 nukeks ja olgu simpleksite 2|
ja 2, sees punktid 4 ja B ja olgu veel punktide 4 ja B vahel
punkt S. Kui simpleksitel 2 ja 2, ei ole iihiseid nukke, siis
on nad simpleksis 3 vastasseinad ja nende sisemiste punktide
A ja B vaheline punkt S [37 ja 89] tdesti simpleksi 3 sees. Kui
simpleksitel 2, ja 3, on iihiseid nukke, siis olgu {iks neist P ja
tema vastasseinaks X-es X ja 3,-es 3”. Siis on [37] punkt
A nuki P ja vastasseina 2 mingi punkti @ vahel, nagu ka B
nuki P ja vastasseina 2” mingi punkti R vahel, ja siis Ioikab
[X] niiteks joonetilki RS pikend punktist S kolmnurga PBA
killge AP ja seega kolmnurga PQR kiillge PQ. Seega on punkt
S toesti kolmnurga PQR sisemine punkt, nii et ka joonetiiki PS
pikend punktist S1dheb joonetiiki QR mingisse sisemisse punkti. Kui
joonetiiki QR kdik sisemised punktid on simpleksi 2’2" sees,
siis on lause toestatud, sest 2’3" on simpleksis 2 nuki P vas-
tassein. Kui 2 on (n-1)-simpleks, siis on 22" m-simpleks.
Seega oleks meie lause tdestatud (n--1)-simpleksi kohta siis,
kui ta oleks dige nm-simpleksi kohta. Ta on meie tdestuse jirgi
dige kolmsimpleksi nimelt kolmnurga PQR kohta, kus on
3, =PQ, 2,=PR, =Q ja 2"=DR. Seega on ta 0ige ka neli-
simpleksi, viissimpleksi jne. {iildse toesti ka (n--1)-simpleksi
kohta.

Kui 2; on 2| -le seinaks ja siis X, = 2 siis on sellega t0es-
tatud, et joonetiikil, mis tithendab fiihe simpleksi
seinapunkti sisemise punktiga, on sisemised
punktid koik selle simpleksi sees.

Kui on 2, =3, ja siis ka 2, =2, siis on sellega ka toes-
tatud, et joonetiikil, mis {ithendab iithe simpleksi
sisemisi punkte, on koik punktid selle simp-
leksi sees.

Toestades lauset (40) oletasime veel, et

(42) ithe simpleksi kahel seinal ei saa olla

fihist sisemist punkti.

See on toesti nii. Ei saa ju kolmnurgas olla iikski nukk
ithegi kiilje sees ega kahel kiiljel olla iihist sisemist punkti nii-
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teks sellepéirast, et vastasel korral oleksid kolmnurga kdik kolm
nukki oletuse vastu iihe sirge joone peal. Ja kui m-simpleksi
seintega lugu nii on, siis on lugu niisama ka (m—-1)-simpleksi
seintega jirgmisil pdhjusil. (m--1)-simpleks saab siis, Jkui on
m-simpleks ja veel uus punkt, mis ei ole selle m-simpleksi
ruumis. Saadud (m--1)-simpleksi koigil muil seinul (peale
selle iihe m-simpleksi ja tema seinte) on sisemised punktid
[36] selle uue punkti ja selle m-simpleksi seinte punktide vahel.
Kui niitid iihelgi muul seinal oleks selle m-simpleksiga voi tema
mone seinaga {ihine sisemine punkt, siis oleks sellel sirgel joonel,
mis tuleks (m--1)-simpleksi uuest punktist sellesse {ihisesse
punkti (m-simpleksi vdi tema mone seina sisse), veel [87] selle
m-simpleksi mingi seinaga iihine punkt ja seega peaksid olema
[33] selle sirge joone kdik punktid, nende hulgas ka (m--1)-simp-
leksi uus punkt, oletuse vastu selle m-simpleksi ruumis. Seega
ei saa tdesti iihe simpleksi kahel seinal olla iihist sisemist punkti.

Viimaks oletasime lauset (40) toestades veel, et

sirge joon, millel on kaks punkti ihe
(43) simpleksi sees, 1dikab selle simpleksi
kahte seina.

See on ka toesti nii. Olgu simpleksi 3 sees kaks punkti
4 ja B, nii et selle simpleksi mingist nukist P punktisse A tu-
leval joonetiikil PA pikend punktist 4 1dikab nuki P vastasseina
2, mingis punktis C, nagu ka joonetiiki PB pikend punktist B
mingis punktis D.

Kui joon AB liheb simpleksi 3 iihe nuki libi, siis ldikab
ta (4 voi B pirast) muidugi veel selle nuki vastasseina. Kui
joon AB ei lihe simpleksi X iihegi nuki libi, aga joon CD lsikab
simpleksis |, kus on punktid C ja D, kahte seina 3 ja 3" min-
geis punktes @ ja R, mis [41] peavad olema nii, et C ja D on
nende vahel, ja mille nimed midrame nimelt nii, et ¢ on Q ja
D vahel ja siis [V] D C ja R vahel, siis loikab joon AB kolm-
nurgas PCQ [14] kas kiilge PQ vdi kiilge CQ nagu ka kolm-
nurgas PDR kas kiillge PR vdi kiilge DR ja seega kolmnurgal
PQR tdesti kahte kiilge. Selle kolmnurga kiilgede sisemised
punktid on [41] simpleksi 3 seinte sees: PQ omad seinas P,
QR omad seinas 2; ja RP omad seinas P3". Seega ldikab joon
AB simpleksil 2 siis toesti kahte seina, kui joon CD ldikab simp-
leksil 2. Kui 2 on (n-1)-simpleks, siis on 3, n-simpleks.
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Seega oleks meie lause ' tdestatud (n—{1)-simpleksi kohta siis,
kui ta oleks dige n-simpleksi kohta. Ta on meie tdestuse jirgi
Oige kolmsimpleksi nimelt kolmnurga PQR kohta, kus on
=QR, ¥=Q ja 2’"=R. Seega on ta dige ka uelisimpleksi,
vnsmmplekm jne. iildse tOestl ka (n-1)-simpleksi kohta.

Nii ei saa t0esti nende joonetiikkkide hulgas, mis ldhevad
(n-+1)-simpleksi mingite seinte punktest vastasseinte punktesse,
ithegi kahe pikenditel olla iihist punkti. ;

Nimetame (n--1)-simpleksi mingi seina punktest vastas-
seina punktesse tulevail koigil joonetiikel sellest seinast alga-
vate pikendite koigi punktide kogu (n—-1)-simpleksi laiendiks
sellest seinast. Seega on (n-}1)-simpleksil laiendite arvuks

() adtted Mg +("+1)7;"_:&;?)+”+m+

+ (1 =2"

(n -+ 1)-simpleksi sisemisi punkte koos tema seinte ruumi-
dega ja tema laienditega nimetatakse n-modteliseks ruumiks.
Voib iitelda:

n-mddteliseks ruumiks nimetatakse koigi nende

(44) sirgete joonte koigi punktide kogu, mis lihevad iihe
(n - 1)-simpleksi mingi seina punktest vastasseina
punktesse.

Oeldakse, et selle (n - 1)-simpleksi nukid madravad selle
n-mddtelise ruumi ja nende nukkide nimedega, niiteks P, Py, ...,
P, tihitakse ka see n-mddteline ruum P, P ... P, . (n -+ 1)-simp-
Jeksiga m#iratud ruumi nimetame ka lihtsalt selle (n {1)-simp-
leksi ruumiks.

16. n-mddtelise ruumi madramise lause. = -1 punkti, mis
n-mootelise ruumi midravad, ei ole mitte eriliselt niisugused
selle n-mootelise ruumi punktide hulgas, vaid

n-modtelise ruumi iga n+1 punkti, mis

(45) ei ole thes(n—1)-modotelises ruumis, mia-

ravad sellesama n-mo0otelise ruumi.

See n-modtelise ruumi mifiramise lause jéirgneb abilausest:

Kui sellel (n+1)-simpleksil, mis n-mddtelise
ruumi midrab, votame ithe nuki asemele mingi
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punkti tihe sellest nukist mineva serva voi selle
serva pikendi peal, siis mé#iirab see uus (n41)-
simpleks (teised n endist nukki koos selle uuega)
sellesama n-modtelise ruumi.

Selle abilause tdestust lithendab lause: -
Kui sirge joon ldikab (n+1)-simp-

(46) leksi kahte seina, siis on selle sirge
joonekdikpunktid sellesimpleksi ruumis.

Lodigaku sirge joon (n--1)-simpleksi kahte seina punktes
4 ja B. Kui selle kahe seina nukeks ei ole koik (n - 1)-simp-
leksi nukid, siis on need seinad selle simpleksi selle seina
seinad, mille nukid koik ongi nende nukeks, ja siis on [382]
Jjoonel AB koik punktid selle seina ruumis ja seega [44] tOesti
ka selle (n--1)-simpleksi ruumis. — Kui neil kahel seinal on
kiilll kdik selle (n - 1)-simpleksi nukid, aga ei ole iihtegi {ihist
nukki, siis on need seinad selle simpleksi vastasseinad ja joone
AB kdik punktid on [44] muidugi selle simpleksi ruumis. — -
Kui nende kahe seina nukeks on koik selle (n -+ 1)-simpleksi
nukid ja kui neil kahel seinal on {ihiseid nukke, siis olgu
neist ithistest nukest koosnev simpleks 3 ja 3 vastassein esi-
meses seinas 2, ja teises 3, (nii et (n+1)-simpleks on 33 3,
tema esimene sein X3 ja teine 33,). Siis on punkt 4 [37 ja 89]
21 mingi punkti @, ja 2 mingi punkti R, vahel ning B X3 -e
mingi punkti @, ja X mingi punkti R, vahel. Kui niiiid R, on
samane R,-ga, siis on joonel AB kdik punktid [18] kolmnurga
Ry@Qo@; tasapinnal, nii et selle joone igast punktist peale 4 ja B
liheb [11] sirge joon selle kolmnurga mingi nuki libi vastas-
kiillje sisemisse punkti. Seega on siis selle joone kdoik punktid
[44] toesti ka (n-1) simpleksi 33,3, ruumis sellepirast, et
selle kolmnurga nukid B, Q, ja @, on selle simpleksi seintes
3, 3 Ja 2, ja nende nukkide vastaskiilgede sisemised punktid
[41] nende seinte vastasseintes 3,3, =, ja 23,. — Kui punktid
B, ja B, ei ole samased, siis ldikab sirge joon R,R, [42] simp-
leksil = kahte seina, mingeid =, ja =, mingeis punktes 4’ ja B’
Kui neil seinul ei ole iihiseid nukke, siis on joonel AB kdik
punktid [23] tetraeedri Q,Q,4’B’ ruumis (mis on [21] samane
raumiga Q,Q,E,R,), nii et selle joone igast punktist laheb [20]
sirge joon tetraeedri Q,Q,4’B’ mingi seina mingi punkti libi
vastasseina punktisse. Seega on siis selle joone kdoik punktid
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[44] tOesti ka (n-+ 1)-simpleksi =33, ehk =,3,3,3; ruumis selle-
pirast, et selle tetraeedri nukid Q,, Q;, 4’ ja B’ on selle simp-
leksi seintes 3, 3,, 3, ja 3, (millel ei ole iihiseid nukke) ja
seega selie tetraeedri iga sein oma vastasseinaga nimelt simp-
leksi 3,3,3,3, vastasseintes. — Kui simpleksi = neil seinul,
mida ldikab joon R R,, on iihiseid nukke, siis tdhime neist
ithistest nukest koosneva simpleksi ¥-ga ja alles kummagi seina
jarelejiinud nukest koosnevad simpleksid 3,-e ja 33;-ga (nii et
iiks neist = seinust on 3’3, teine 3’3, ja simpleks I ise 3'3.3y).
Siis on punkt 4’ [37 ja 89] 3,-¢ mingi punkti @, ja X'-i mingi
punkti R, vahel, ning B’ 3;-¢ mingi punkti @; ja 3’-i mingi
punkti R, vahel. Kui niiiid B, on samane Ry-ga, siis on joonel
AB koik punktid [33] pentatopi Q,Q,Q.QsR, Tuumis, nii et selle
joone igast punktist liheb [80] sirge joon selle pentatopi
mingi seina mingi punkti libi vastasseina punktisse. Siis on
selle joone kdik punktid [44] tdesti ka (n - 1)-simpleksi 2 3=
ehk 3,3,3,3,3 ruumis sellepirast, et selle pentatopi nukid
Qo Q, Qs, Q4 ja Ry, on selle simpleksi seintes 3, 3y, 3, 2
ja 2’ (millel ei ole iihiseid nukke) ja seega selle pentatopi iga sein
oma vastasseinaga nimell simpleksi 3,3 3,3;3" vastasseintes. —
Kui punktid R, ja R; ei ole samased, siis jirgnevad selsamal
viisil (nagu ennist 3, 35 A4, B, %, Q,, R,, Q; ja Ry niiid) 2,
3, A”, B, 3", Q4 R,, Q; ja Ry ja nii edasi iildse Zpm, Zomis,
A™ B 3™ Qop, Romy Qomi: ja Romys , kuni kas Ean saab
samane Ryn.i-ga voi jille S™-i neil seinul Zomie ja Samis, mida
Ioikab sirge joon Rsm Remi: punktes A+ ja BtV eiole enam
ithiseid nukke, Hsimesel juhul on punktid 4 ja B [37 ja 39]
simpleksi Q,Q;...Qomi1Ren  seintes Q,QuQj. .. Ry R Ja
Q,Q;. ..Qami1Ren, teisel juhul samuti simpleksi QyQ;...Qzm+1
A+ Bt gseintes Q(QoQs - -« - @emp1A™TY B™ D ja Q,Qs. . .Qum 41
Am+yBm+1) - Kui nende simpleksite nukkide arv (mis on esi-
mesel simpleksil 2m -+ 8, teisel 2m - 4) on véihem kui n--1, siis
on joone AB kdik punktid [33] selle (2m - 8)- vOi (2m —+-4)-simp-
leksi ruumis, nii et selle joone igast punktist liheb [30] sirge
joon selle simpleksi mingi seina, mingi punkti libi vastas-
seina punktisse. Siis on selle joone kdik punktid [43] tdesti
ka meie (n - 1)-simpleksi 3,3, ... Spmpa 3™ VOI 323 ... Zomt
Somis Semys Tuumis sellepirast, et selle (2m - 8)-simpleksi nukid
Qo, Q4. ..,Qems1, Ramon selle (n— 1)-simpleksi seintes 3, =, ...,
Somis, 3™ V0L (2m -} 4)-simpleksi nukid Qq, Qy,. .., Qemys, A,
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B (n+1)-simpleksi seintes 3, 3, . . ., Zomts, millel ei ole
iihiseid nukke, ja seega selle (2m~-8)- vdi (2m 4 4)-simpleksi iga
sein oma vastasseinaga meie (n-} 1)-simpleksi vastasseintes. —
Kui 2m 43 vdi 2m--4 ei ole vihem kui n-1, siis on seinad
2y ooy Zomya, 3™ V0L 3, oL, Syys koik iiksikud nukid. Seega
on niiiid veel kiisitavad ainult selle sirge joone punktid, mis
1dikab (n -4 1)-simpleksi kahte niisugust seina 3,3 ja 3,3, kus
kumbki ldheb teisest lahku ainult iihe nuki (2o v0i 2,) poolest,
kuna koik muud n—1 (3-)nukki on neil tihised. Et ka selle
sirge joone kdik punktid on (n 4 1)-simpleksi 3,3, > ehk 3, 3, 5,3,3"
ruumis, see selgub siis, kui vaatleme endist tetraeedrit Q,Q, 4B/,
mille nukid on jirgemoéda (n - 1)-simpleksi seintes 20 21, (2:27)
Ja (232). Sirge joone AB koik punktid on selle tetraeedri ruu-
mis, nii et selle joone igast punktist liheb sirge joon selle
tetraeedri mingi seina mingi punkti libi vastasseina punktisse.
Selle joone kdik punktid on siis ka simpleksi 202,2,243" ruumis
sellepiirast, et selle tetraeedri vastasseinad on kas ka selle simp-
leksi vastasseintes: Q,—Q,A’B’ seintes 3,—3,3,3,%, Q;—Q\A'B’
seintes 3, —3,3,5,% ja Q,Q,—A’B’ seintes 33, —3,3,%, voi jille
niisugustes seintes, mis lihevad teineteisest lahku viihemalt kahe
nuki poolest: Q,4—Q,B’ seintes 202,32 —3,3,5, QyB'—Q.A’
seintes 33,3 —3, 3,5, A BQ,Q, seintes 3,3—3,3,5,3 ja
B'—A4'QyQ, seintes 3,35 3 5,5

Seega on toesti sellel sirgel joonel, mis lgikab (n—-1)-simp-
leksi kahte seina, koik punktid selle simpleksi ruumis.

Olgu niitid simpleksil P, P, ...P, voetud nuki P, asemele
serva P, P, mingi punkt Q. Siis on simpleksi WP, Py ruin
kdik punktid [46] ka ruumi P, P, ... P, omad sellepirast, et koik
sirged jooned, mis lihevad simpleksi QP;...P, mingi seina
punktest vastasseina punktesse, lvikavad simpleksi Lokt xS
kahte seina. Sest

kui simpleksi Py P, ...P, iithel serval P, P;
on vietud mingi sisemine punkt @ selle
serva esimese v3i teise otsa asemele,
siis saab simpleksil P,P, ... P, kaks
osa — kaks uut simpleksit QP,...P, ja
PoQP; ...P, ihise uue seinaga QP,...P, nii,
et esimese uue simpleksisisemisiks punk-
teks on [37 ja 39] vana simpleksi need sise-
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(47) mised punktid, mis on serva PP, osa QP,
sisemiste punktide ja vastasseina Py.. P,
punktide vahel, ja teise uue simpleksi
omiks vana simpleksi need, mis on serva
P,P, teise osa P,Q sisemiste punktide ja
sellesama vastasseina punktide vahel,
kuna vana simpleksi iilejddnud sisemised
punktid,s.o. punkti@ jaseina Py...P.,punk-
tide vahelised,on iihiseseinaQP,...P, omad,

ja sirge joon, mis liheb simpleksi QP,...P, mingi seina sise-
misest punktist vastasseina punktisse, liheb [37 ja 39] selle simp-
leksi ja siis [47] ka simpleksi PPy ... P. sisemiste punktide
libi ja 1oikab siis [43] tOesti selle viimase simpleksi kahte seina,
nagu ka sirge joon, millel on seinaga QP, ... P, kaks iihist
punkti, mis ei ole mdlemad seina P, ... P, omad. Sirgel joonel,
millel on kaks iihist punkti simpleksi QP;...P, mingi muu sei-
naga, on koik punktid ruumis P,P, ... P, sellepirast, et need
muud seinad on kas ka selle viimase simpleksi seinad voi [47]
nende osad.

Seega on neil sirgeil joonil, mis lihevad simpleksi QP, ... P
seinte punktest vastasseinte punktesse, kaks ithist punkti simp-
leksi P,P, ... P, seintega ja siis [46] tOesti koik punktid ka
ruumis Py P; ... Pa.

Jisib veel toestada, et ka ruumi PP, ... P, kdik punktid
on ruumi QP, .., Pa omad. Selle juures on kiisitavad vaid nende
sirgete joonte punktid, mis lihevad simpleksi PPy ... P, nende
seinte punktest, mis on sellel simpleksil iihised nii simpleksiga
QP, ... P, kui ka simpleksiga P;QP;. .. P,, vastasseinte nende
osade punktesse, mis on selle viimase simpleksi seinteks.

On ju kolme simpleksi PyP; . .. Pu, QPy - .. PiijaPyQPs . P
{ihiste seinte vastasseintel simpleksis PyP; ... P. toesti iiks osa
simpleksi QP, ...P, seinaks ja teine osa simpleksi P,QP,. .. Px
omaks sellepiirast, et koigil neil vastasseinul on nukeks ka P,
ja Py, millest esimene kuulub simpleksile PoQP, . .. P,, teine simp-
leksile QP, ... P,. Simpleksi PP, ... P, iga muu sein oma
vastasseinaga on aga iiks tiiesti simpleksi QP . .. P, oma (tal
on nukiks P,) ja siis teine (millel on nukiks P,) téiesti simpleksi
P,QP, ... P oma, ja

kui iihe simpleksi iihel serval on vde-
tud sisemine punkt selle serva ilithe voi
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teise otsa asemele, nii et on saanud kaks
uut simpleksit tihise uue seinaga, siis
(48) sellel sirgel joonetikil, mis iihendab
vana simpleksi tdiesti iithele uuele kuu-
luval seinal mingit punkti (tdiesti tei-
sele uuele kuuluva) vastasseina mingi
punktiga, on ihine punkt nende uute
simpleksite tihise uue seinaga.

Sest selle joonetiiki sisemised ‘punktid on kéik [41] vana
simpleksi ja siis ka [47] ithe voi teise vdi osalt {ihe Jja osalt teise
uue simpleksi sees, nii et [43] see Jjoonetiikk ise voi tema pikend
16ikab vihemalt tihel uuel simpleksil veel teist seina ja see teine
sein peab olema nimelt uute simpleksite {ihine uus sein selle-
pirast, et kdoik muud seinad on neil uutel simpleksitel {ihised
vanaga ja

sirge joon, mis liheb simpleksi sisemise

(49) punkti 1ibi, ei saa ldigata selle simp-

leksi kolme seina. ‘

Oleks ju (siis, kui sirge joon liheks simpleksi sisemise punkti
lédbi ja loikaks selle simpleksi kolme seina) sellest kolmest seina-
punktist [3] viihemalt kaks sellest sisemisest punktist iihel pool,
nii et simpleksi iithe seina punkt oleks [1] teise seina punkti ja
sisemise punkti vahel, seega [41] ithe seina punkt ka sisemine
punkt, mis on [38] vdimata.

Seega on neil sirgeil joonil, mis lihevad simpleksi PP, ... P,
mitte ka molemale uuele simpleksile kuuluvate seinte punktest
vastasseinte punktesse, tdesti kaks iihist punkti simpleksi QP, ... P
seintega, nii et nende koik punktid on [46] ka selle viimase
simpleksi ruumis ja jitivad kiisitavaiks vaid nende sirgete joonte
punktid, mis simpleksis PP, ... P, lihevad ka mdlemale uuele
simpleksile kuuluvate seinte punktest vastasseinte nende osade
punktesse, mis kuuluvad simpleksile PgQPyl. . soPai

Mingu sirge joon simpleksi PyP, ... P, mingil seinal =, mis
on fiihtlasi ka simpleksite QP, ... P, ja PyQP, ... P, seinaks,
mingist punktist A vastasseina 3 selle osa punktisse B, mis on
simpleksi P,QP, ... P, seinaks (nii et tema iiheks servaks on
P,Q@). Siis on B kas 3’-i sisemine voi mingi seina punkt. Esi-
mesel juhul loikab joonetiiki P,B pikend otsast B [37] simpleksis
X' nuki P, vastasseina mingis punktis R ja siis [48] joonetiikk
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P,R seinal QP, ... P, simpleksisse 3’ kuuluvat seina mingis
punktis S. Siis on joonel AB iga punkt J ruumis QP ... P,
sellepiirast, et see joon on kolmnurga ARS tasapinnal ja et selle
kolmnurga koik kolm nukki on simpleksi QP ... P, seintes ja
siis iga kiilg kas selle simpleksi sees v0i seinas. Ldikab ju siis
[11] igatahes iiks neist joonist, mis tulevad punktist J selle
kolmnurga nukesse, [41 ja 43] simpleksi QP ... P, kahte seina,
niiet [46] tema koik punktid — nende hulgas ka J — on toesti
selle simpleksi ruumis. Samuti on lugu ka teisel juhul, mil B on
3'-i mingi seina punkt, siis, kui selle seina vastasseinas vdtame
mingi punkti punktiks R ja joonetiiki BR Idikepunkti seina
QP, ... P, simpleksisse 3’ kuuluva seinaga punktiks &.

Seega on tdesti ruum QP, ... P, samane ruumiga PP, ... P,
kui  (n - 1)-simpleksil PyP; ... P, on vdetud nuki Py asemele
serva P, P, punkt @ vdi (n—+ 1)-simpleksil @P; ... P, nuki @ ase-
mele serva P,Q pikendi punkt P;.

Sellest n-modtelise ruumi médramise esimesest abilausest
jirgneb koige pealt teine abilause :

Kui n-mootelist ruumi médraval (n1)-simp-
leksil votame iihe nuki asemele selle n-mddte-
lise ruumi mingi muu punkti, mis ei ole n ile-
jaiinud nukiga midratavas (n—1)-mddtelises ruu-
mis, siis m#drab see uus simpleks sellesama
n-modtelise ruumi.

Olgu ruumis PP, ... P, mingi punkt Q,, mis ei ole ruumis
P,...P,. Siis on [44] sirge joon libi punku @, mis Ioikab
simpleksi PP, ... P, kahte vastasseina mingeis punktes 4 ja B.
Selle juures tihime A-ga nimelt selle seina punkti, millel iiheks
nukiks on P, ja vahetame tarvilikul korral nukkide Py, ..., Px
pimed nii, et vastasseina liks nukk saaks Pj-ks. Niilid vdime
esimese abilause jirgi simpleksil P,P, ... P, nuki P, asemele
votta sellest nukist mineva serva P P, mingi punkti @, selle
asemele uuel serval QP, mingi punkti @ (mis on tahu PyPP,
punkt), selle asemele uuel serval @'P; mingi punkti @ (mis on
kolmemdotelise seina Py P, P,P; punkt) jne. mistahes seinal, millel
iiheks nukiks on P, mistahes punkti, seega ka punkti 4. Kui
selsamal viisil votame nuki P; asemele B, siis A asemele uue
serva AB voitema pikendi punkti @, ja viimaks B asemele tagasi
P,, siisongi raum Q,P; ... P, toesti samane ruumiga PP ... P, .
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Olgu niiiid ruumis PyP, ... P, n-1 punkti O 1Qsio- - 504
mis ei ole koik iihes (n—1)-mddtelises ruumis. Vahetame neil
punktel tarvilikul korral nimed nii, et @, ei oleks ruumis Bk Bns
Siis on viimase abilause jirgi ruum QP ... P, samane ruumiga
PPy ... P, ja seega punktid @, @, ..., Q. ruumis Bl stk »
aga mitte kdik ruumis Q,P,...P,. Vahetame tarvilikul korral
neil punktel nimed nii, et @, ei oleks ruumis 4B ss. st s cinllins
on sellesama abilause jirgi ruum QoP,P; ... P, samane ruumiga
Qo@yP, ... P, ja seega punktid Q,, @, ... » @u TUUMIS Q,Q,P, .. .Py,
aga mitte koik ruumis Q,@,P; ... P,, ja tarvilikul korral nende
punktide nimesid vahetades saame jireldada ruumide Q@ Ps . ..P
ja @@y Q,Ps ... P, samasuse ja selsamal viisil edasi minnes vii-
Maks KA Qy.,ivereri Qe Pu ja Q@ ... Q. samasuse. Seega on
BBy 5o Pu=QoP1 beo Po=@o@iPs - .5 Ba=r,i =0l +.. Qniia
siis tdesti ruum Q,Q, ... Q. samane roumiga (PP .» P

Sellest n-mddtelise ruumi mésramise lausest jirgneb, et

kuim-modtelisel ruumil m-1 punkti, mis

(50) eiole kdoik iihes (m—1)-modtelises ruumis,

on thesn-modtelises ruumis, siis on tal
koik punktid seal,
sest viime ju need m -1 punkti votta selle n-mdodtelise ruumi
médrava simpleksi nukeks.

17. n-modtelise ruumi lahutamise lause. n-mddtelise ruumi
iga (n—1)-modteline ruum, mida nimetatakse ka n-mddtelise
ruumi {ilitasapinnaks (saksakeeli Hyperebene, ingliskeeli
hyperplane), lahutab selle n-mdodtelise ruumi kaheks pooleks. See
n-mdotelise ruumi lahutamise lause, mille tdieliku sdnastamise
jatame edaspidiseks, jirgneb lausest:

Kui tihe n-modtelise ruumi tasapin-

(61) nal ja tilitasapinnal on iiks iihine punkt,

siis on neil ka teine fihine punkt ja sel-
lega [50] ihine sirge joon.

Olgu iithes n-mddtelises ruumis tasapind « ja iilitasapind B,
millel on iihine punkt P, Vdtame esiteks P iilitasapinnal B
iiheks madravaks punktiks ja tihime tema teised n—1 miiiiravat
punkti tihtedega P, ,P, ... ,P,_,. Siis votame iilitasapinnal B
méadravas simpleksis P,P,... P, P nuki P asemele [44] uue
nuki P, nii, et P on selle uue nuki P, ja vastasseina P, ... P,
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mingi punkti vahel ja seega simpleksi P, ... P, sees. Niilid v0-
tame P tasapinna « iiheks midravaks punktiks ja tihime tema
teised kaks miiravat punkti tiahiga @ ja P, Kui @ vdi P, on
ruumis P, ...P,, s. o. illitasapinual B, siis ongi tema a-l ja B-l
teiseks iihiseks punktiks. Kui aga @ ega P, ei ole ruumis P,...P,,
siis votame [45] punktid P, P, ..., P, meie n-mddtelise ruumi
midravaiks punkteks ja siis
sirge joon (PQ), mis on simpleksi (P,... Px)
ruumis ja ldaheb ldbi selle simpleksi seina
(52) (P,...P,) sisemise punkti (P), aga ei ole
tdiesti selle seina ruumis, laheb ka selle
simpleksi mingi sisemise punkti (S) ldbi,

nii et joon P,S (tasapinnal @) 16ikab nuki P, vastasseina P, ...Pg:
(seega iilitasapinda B) mingis punktis, mis ongi a-le ja B-le teiseks
ithiseks punktiks.

Et sirge joon PQ siin tdesti liheb simpleksi P, P, ...P,
sisemise punkti libi, see selgub jargmiselt. Punktist ¢, mis on
ruumis PP, ... P., liheb [44] sirge joon simpleksi PyP, ...P,
kahe vastasseina =, ja 2, punktesse A ja B. Tdhime neist
vastasseinust 3 -ga nimelt selle, mis on ka simpleksi P, ... P, sein.
Siis loikab joonetiiki AP pikend otsast P [40 ja 42] selles vii-
mases simpleksis mingit seina 33 mingis punktis C ja siis lsikab
ka joon PQ [X’] joonetiikkki BC mingis punktis D. Niitid on D
[41] simpleksi =,3; sees ja P simpleksi P, ... P, sees ja siis
joonetiiki PD sisemised punktid [41] simpleksi PP, ... P,
sees, nii et joon PD ehk PQ liheb tdesti simpleksi PyP, ... P,
sisemise punkti libi.

Nii on iihes n-modtelises ruumis tasapinnal ja {ilitasapinnal
siis, kui neil on iiks iihine punkt, tdesti ka teine ithine punkt.

Sellest jirgneb, et

iihe (n+1)-mddteliseruumikahelihise punk-
tiga n-moddtelisel ruumil on » mitie tihes

(53) (n—2)-mddtelises ruumis olevat tihist punkti
ja seega iiks ja ainus fihine (n—1)-mddte-
I'T n'e "ru tn,

Sest kui selle iihise punkti votame iihele sellest kahest ruu-
mist miirava simpleksi tiheks nukiks ja vaatleme »—1 tasa-
pinda, mis lihevad selle nuki ja iihe teise nuki lébi igasse liksi-

4
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kusse jdrelejitinust » — 1 nukist, siis on neil esimese ruumi
tasapinnul igaiihel veel teine iihine punkt teise ruumiga ja need
n-lthist punkti ei saa olla iihes (n — 2)-mddtelises ruumis selle-
pdrast, et vastasel korral oleksid need n —1 tasapinda ja seega
esimese n-modtelise ruumi simpleksi koik nukid tihes (n—1)-
mddtelises ruumis. Selle » mitte iihes (n —2)-mootelises ruumis
oleva punktiga on médratud selle kahe n-modtelise ruumi tthine
(n—1)-modteline ruum ja

(54) kahel n-modtelisel ruumil ei saa [45] olla
kahte ihist (n—1)-modtelist ruumi.

Niitid saame lithidalt tdestada n-modtelise ruumi lahutamise
lause, mille niiiid ka sonastame tiielikult.

Olgu iihes n-mdotelises ruumis illitasapind A ja punkt B
mitte selle {ilitasapinna sees. Siis deldakse, et iga punkt C siis,
kui iilitasapinnal A ei ole iihist punkti joonetiikiga BC, on sel-
lest iilitasapinnast punkti B pool, ja et iga punkt D siis,
kui iilitasapinnal A on iihine punkt joonetiikiga BD, on iilitasa-
pinnast 4 punkti B kohta teisel pool. Need kaks n-moote-
lise ruumi poolt, milleks selle xn-mddtelise ruumi lahutab tema
mingi iilitasapind (4), ei olene sellest, missugune punkt (B) selles
n-mddtelises ruumis on nende poolte midramiseks voetud, vaid

n-mddtelise ruumi iga dlitasapind lahu-
tab selle n-mddtelise ruumi kaheks poo-
leks nii, et ihelgi sirgel joonetiikil, mis

(55) ithendab iihe poole kaht punkti,ei oleiihist
punkti selle lahutaja ilitasapinnaga,
kuna igal sirgel joonetiikil, mis tihendab
ithe poole punkti teise omaga, on iihine
punkt.

Olgu selles n-madtelises raumis, kus on iilitasapind 4 ja
punkt B mitte selle iilitasapinna sees, mingid kaks punkti C ja E
tilitasapinnast A punkti B pool, s. o. nii, et iilitasapinnal A4 ei
ole {ihist punkti ei joonetiikiga BC ega tiikiga BE. Siis ei saa
iilitasapinnal A olla iihist punkti joonetiikiga CE sellepérast, et
selle iithise punkti korral oleks tal tasapinnaga BCE [51] iihine
sirge joon, mis tasapinna BCE peal kolmnurga BCE kiilge CE
Ioigates ei saaks [14] Idikamata jatta kas kiilge BC voi kilige BE.
— Kui mingid punktid D ja F on molemad ilitasapinnast 4
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punkti B kohta teisel pool, s. o. nii, et iilitasapinnal A on thine
punkt nii joonetiikiga BD kui ka joonetiikiga BF, siis ei saa
illitasapinna A ja tasapinna BDF [51] ainus ithipe sirge joon
kolmnurgas BDF kiilgi BD ja BF loigates [7] ldigata ka kolmat
kiilge DF. — Kui viimaks mingi punkt E on iilitasapinnast A
punkti B pool, aga mingi muu punkt F teisel pool, s. o. nii, et
iilitasapinnal A4 on {ihine punkt joonetiikiga BF, aga ei ole iihist
punkti tiikiga BE, siis peab tal olema iihine punkt joonetiikiga
EF sellepirast, et iilitasapinna A ja tasapinna BEF [51] ainus
ithine sirge joon ei saa [14] kolmnurgas BEF ldigata iihte ai-
nust kiilge.
Seega on n-mddtelise ruumi lahutamise lause tdestatud.

18. Harmooniline rida. Sirge joon on [2] mddratud oma
punktide paariga, tasapind [12] oma kolmnurgaga ja ildse n-
modteline ruum [45] oma (n-1)-simpleksiga. Oeldakse, et
punkt on midratud, kui on midratud kaks sirget joont,
mis sellest punktist ldbi lihevad. Seega saab konelda midratud

L
m

0 1 m 2m 3m

punktist alles seal, kus saab olla mitu sirget joont, ja iihe sirge
joone punktid saavad olla miiratud alles siis, kui seda sirget
joont vaadeldakse tasapinnal vdi kolme- v0i rohkema-mdotelises
ruumis.
Kui tasapinnal peale selle kolmnurga, mis selle
tasapinna miadrab, on veel midratud liks sirge
4%
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"joon, mis eildhe selle kolmnurga iihestki nukist
libi, aga ldikab tema kdigi kiillgede jooni (s.o. kas
kiilgi voi nende pikendeid), siis on selle sirge
joone peal madratud lopmata palju punkte.8)
Olgu tasapinnal MTV sirge joon OU, mis ei lihe kolmnurga
MTYV iihegi nuki ldbi ja kus O on selle joone ldikepunkt joonega
MT ja U joonega MV. Olgu veel 7 O ja M vahel ja M U ja V
vahel ja seega punkt X = VZI'X OU[X] O ja U vahel ning [8]
T'Vja X-i vahel. (Sellest tingimusest vabaneme pirastpoole.) Siis
on miiratud kolm uut sirget joont OV, XM ja UT ja viimase
peal juba neli punkti U, T, Y= UT X OV ja UT X XM. See
viimane punkt on [X'] 7' ja U vahel ja midrab koos V-ga uue
sirge joone, mis [X] loikab joont OU punktide X ja U vahel.
Punkt X on joonel OU peale tema midrajate punktide O ja U
esimeseks madratud punktiks. Seega on see uus punkt teiseks
ja sellepérast tihimegi ta mirgiga (2), mida loeme: kahepunkt.
Joon (2)M midrab [X'] joone UT peal punktide (2)V X UTja U
vahel uue punkti (2)M X UT ja see koos V-ga uue sirge joone,
mis [X] 1oikab joont OU (2)-i ja U vahel kolmandas misratud
punktis, mille tihime mirgiga (3), mida loeme: kolmepunkt.
Nii miirab iildse joon (n)M joone UT peal punktide (n)V X
X UT ja U vahel uue punkti (n)M X UT ja see koos V-ga uue
sirge joone, mis 15ikab joont OU (n)-i (n-punkti)ja U vahel uues
midratud punktis (n--1)-s ((n -+ 1)-punktis), nii et sellel joone
OU médratud punktide kogul ei ole tdesti 15ppu.
Punkti, kus joon MY Isikab joont OU (kui see punkt on
olemas), tihime mirgiga (—1), mida loeme : miinusiihepunkt, nagu
ka punkti
M(—1)V X UT) X OU

(kui ta on olemas) miirgiga (—2) ja iildse punkti
M((—n)V X UT) X OU

(kui ta on olemas) mirgiga (—n —1).

Kui sirgel joonel on mingi kolmnurga kiilgede

joontega igaiihega iiks ja ainus iihine punkt — iihega

(56) mingi nullipunkt (0), teisega mingi ithepunkt (1)
ja kolmandaga mingi 16 pmatusepunkt () — ja

kui igan-punkti (mille kirjutame: (n)) jirgi moeldakse

) A. F. M6bius, Der barycentrische Calcul (1827), lk. 77, joonis 44,
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veel (n-+1)-punkt (mille kirjutame: (n—1)) vdi (n +1)-i
jirgi (n) nii, et (n 4 1) oleks selle sirge joone peal,
mis tuleb sellel kolmnurgal nullipunktisse mineva kiilje
vastasnukist sinna, kus ldpmatusepunktisse mineva

(56) kiilje vastasnukist 15pmatusepunkti minev joon ldikub
joonega, mis selle kolmnurga kolmandast nukist laheb
(n)-sse, siis nimetatakse punktide kogu

» g2y (_n)v o sinid ("—l)y (0), (1)1 (2)1 bl (ﬂ), DL

harmooniliseks punktide reaks.?)

Seda punktide kogu nimetatakse reaks voi jarjeks (Folge,
sequence) sellepirast, et seal iga iiksiku positiivse v0i negatiivse
numbriga n tdhitud punkt (r) on iiksi selle kogu ithe paari
(n—1)-i ja (n-+1)-i vahel vdi on nii, et selle kogu koik muud
punktid peale selle iiksiku (n)-i on selle paari vahel, s. 0. igatahes
nii, et (n) on paariga (n—1) ja (n+ 1) lahutatud selle kogu
koigist muist punktest. Sest kuni (n) on (°)-st (0)-i pool, seni
on siis, kui (1) on (0)-i ja (=°)-i vahel, (n - 1) [56 ja X'] (n)-i ja (%)-i
vahel nagu siis [VI] sealsamas ka (n +-2) ja seega ildse iga suu-
rema numbriga punkt, ja kuni (n) on (%)-st (0)-i kohta teisel
pool, seni on jille (n—1) [X'] (n)-i ja (©)-i vahel nagu siis ka
[VI] (n—2) ja seega iildse iga vihema numbriga punkt. Kui
aga (1) ei ole (0)- ja (%0)-i vahel, siis kuni (n) on (c0)-st (0)-i
pool, seni on (n— 1) [56 ja X'] (n)-i ja ()i vahel nagu siis [VI]
sealsamas ka (n — 2) ja seega iildse iga viihema numbriga punkt,
ja kuni (n) on (e°)-st (0)-i kohta teisel pool, seni on jille (n 1)
[X] (n)-i ja (e©)-i vahel nagu siis [VI] ka (» -} 2) ja seega iildse
iga suurema numbriga punkt.

Selles paaris, mis lahutab rea mingit punkti muist, nimeta-
takse iihte punkti lahutatava eelmiseks ja teist selle lahu-
tatava jirgmiseks ehk temale jirgnevaks. Lahutatud
punkti ennast nimetatakse tema eelmise jirgmiseks ja
jirgmise eelmiseks.

Lausega (56) defiinitud punktide rida nimetatakse harmoo-
niliseks sellepiirast, et seal iga punkt koos oma eelmisega, jarg-
misega ja selle rea [dpmatusepunktiga kujundab harmoonilise
salga, s. o. niisuguse salga, nagu on esimesed neli maaratud
punkti tasapinna iihe sirge joone peal, niiteks joone UT peal

9 0. Veblen and J. W. Young, Projective Geometry II, 1k. 10.
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punktid U, T, ¥ ja UT X XM. Harilikult defiinitakse harmooniline
punktide salk taieliku nelikiilje abil. Oeldakse, et tasapinnal neli
sirget joont (nagu OU, OM, UV ja VT), millest iikski kolm ei lihe
tihest punktist libi, kujundavad koos oma kuue Ioikepunktiga
taieliku nelikiilje, millele nad ise on kiiliks ja nende
kuus loikepunkti (nagu O, X, U, T, M ja V) nukeks. Kolme
uut sirget joont, mis on juba midratud tiieliku nelikiilje nukega
(nagu OV, XM ja UT), nimetatakse selle nelikiilje diagonaal-
joontek's. Harmooniliseks punktide salgaks ni-
metatakse taielikul nelikiiljel iihe diagonaaljoone peal olevat kahte
nukki koos nende kahe punktiga, kus see diagonaaljoon Idikab
teisi. Harmoonilises punktide reas OXU on toesti iga salk (m—1)
(n) (n+1) U harmooniline, sest joon OU on diagonaaljooneks
selles tiielikus nelikiiljes, mille kiiliks on UV, UT, (n)V ja (n)M.

Harmoonilise punktide rea saab naiteks laps siis, kui ta
endale abilise otsib, sellega koos sihitikke kaasa vottes lagedale
viljale liheb, seal mingisse kahte punkti O ja X sihitikud piisti
paneb; oma abilisel laseb punktist O iile X-i silmapiirile
vaadates hiisti tihele panna silmapiiri selle koha U, kuhu liheb
joon OX:; saadab siis abilise joone QU pealt eemale ja laseb seal
ithe sihitiku piisti panna punktiks T ning teise nii, et 7 oleks
selle ja U vahel; ise paneb histi tihele, kus on silmapiiril punkt
M jooue OT peal ja punkt V joone XT peal, ja siis ise punktisse
X jaddes laseb abilisel joont UT mosda (oma kahte piistipandud
tikku vahtides) edasi minna kuni X-i ja M-i vahele, kus laseb
ta paigale jidda, kuni ise liheb joont OU masda (oma kahte piisti-
pandud tikku vahtides) niipalju edasi, et paigalejiinud abiline
oleks tema ja V vahel; mirgib selle koha uueks punktiks (OU
peal) ja ise sinna jaides laseb abilisel joont U7 mééda jélle edasi
minna kuni selle uue punkti ja M-i vahele, kus laseb ta jélle
paigale jilida, kuni ise liheb joont OU mosda niipalju edasi, et
paigalejiiinud abiline oleks tema ja ¥V vahel; mirgib selle koha
jairgmiseks uueks punktiks jne. Selle juures mirkab laps, et tal
Iga uue punkti saamiseks tuleb pea sama palju samme edasi minna.

19. Harmoonilise rea konstruktsiooni iihesus nulli-, iihe- ja
lopmatusepunkti jargi.
Ei saa olla kahte harmoonilist i 7
(67) millel nulli-, tihe- ja l1dpmatusepunkt olek-
sid tihised.



A XIX, 4 Geomeetria alused (57—58) 55

Harmoonilise rea konstruktsiooni jirgi on selle lause tdes-
tamiseks ainult vaja toestada, et iihiste nulli-, iihe- ja 1opmatuse-
punkti korral ka (2) (kahepunkt) saab {iihine.

Olgu tasapinnal MTV harmooniline rida OXU nii, et joon
TM laheb libi O, joon TV labi X ja joon VM labi U, ja olgu
veel mingid kolm punkti 7" M’ V' nii, et joon M'T" liheb libi O,
joon TV’ ldbi X ja joon V’M' labi U. Siis liheb joon V' (UT X
> XM') toesti libi (2) = OU X V(UT X XM) jérgmistel pdhjustel.

Kui tasapind T"M’'V’ ei ole samane tasapinnaga TMV (vaid
Ioikab teda OU-d méooda) ja kui veel jooned VV’ ja TT', mis on
tasapinnal VXV’, loikuvad mingis punktis S, siis liheb sellesse
punkti ka joon MM’ sellepdrast, et see joon on [13] tasapindade
OTT’ ja UVYV’ iihine joon ja punkt S= VV’' X TT nende iihine
punkt. Sellesse punkti liheb ka joon (UT X XM)(UT X XM')
sellepiirast, et ta on tasapindade XMM’ ja UTT’ iihine joon ja
punkt §= MM’ X TT nende iihine punkt. Seega on jooned V'V’
ehk SV ja (UT X XM)(UT" X XM') ehk S(UT X XM) iihel tasa-
pinnal SV (UT X XM) ehk SV(2), ja joon V' (UT X XM') tasa-
pinnal T"M'V’ liheb tdesti libi (2) sellepérast, et see joon on
tasapindade SV (2) ja T"M’'V’ iihine joon ja (2) nende tasapindade
tihine punkt.

Kui tasapind MTV on samane tasapinnaga M "T"V’ vdi jooned
VV’ ja TT ei loiku, siis jirgneb (2)-i konstruktsiooni iihesus
selsamal viisil abilausest:

kui on kaks kolmnurka MTV ja M'TV nii,
et on punktid MTXMT =0, MVX MV’ =Uja
TVX TV =X ja koik 8 the sirge joone peal,
siis saab alati votta tasapinna T"M"V”, mis

(58) ei ole samane tasapinnaga TMV ega tasa-

pinnaga [I'M'V’' ja mille peal punktid 77, M"
ja V" on nii, et joon M'T” liheb libi O, T"V”
1abi X ja V"M"1ibi U ja et jooned V'V"ja T'T”
loikuvad mingis punktis & nagu ka joo-
ned VV” ja T7” mingis punktis .

Selle abilause tdestamiseks votame vabalt mingi punkti &,
mis [XI ja 13] ei oleks tasapinna MTV ega tasapinna M'T"V’ peal.
Kui niitid joon OU ei ldika kolmnurga MTYV kiilgi, siis vdtame
punktest 0, X, U selle, mis on kahe teise vahel, ja vaatleme neid
kolme joont, mis teisi punkte paarikaupa iihendades tulevad sel-
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lesse punkti. Vaatleme ka kiiri, mis tulevad punktist S” punk-
tesse M’, T"ja V”. Olgu niiteks X O ja U vahel. Siis on punktid T
jaV punktist X iihel pool. Kui neist nimelt 7' on V ja X-i vahel,
siis votame kiirel 8’7" mingi punkti 7, mis [18] ei oleks tasa-
pinnal MTV ja mis oleks [15] punkti X kohta teisel pool Kiirt
&V Siis saab [15] V"= XT" X 8V’ punktide X ja T vahel ja

i #7o)

siis ka [X] M”= OT” X UV” punktide 7" ja O vahel. — Kui aga
V on T ja X-i vahel, siis votame kiirel &V’ samuti mingi punkti
V" X-i kohta teisel pool kiirt §7”. Kummalgi korral Isikuvad
jooned TT” ja VV” [X’] mingis punktis S. Kui punktest 0, X,
U ei oleks teiste vahel mitte X, vaid O voi U, siis saaksime sel-
samal viisil punkti §joonte TT” ja MM” voi joonte VV” ja MM”
lIdikepunktina.

Kui joon OU lpikab kolmnurgal MTV [14 ja 7] kahte kiilge,
siis vOtame neist Idikepunktest selle, mis punktide 0, X, U hul-
gas [IV] ei ole kahe teise vahel. Olgu see jille nditeks X. Siis
on ta ise T ja V vahel, aga O ja U on temast iihel pool. Kui
niitid O on X-i ja U vahel, siis votame jille kiirel ST mingi
punkti T”, mis [18] ei oleks tasapinnal M7V ja mis oleks [15]
punkti X kohta teisel pool kiirt 7. Siis saab [19] V7L XPnoe



A XIX. 4 Geomeetria alused (58) 57

X 8V’ punktide X ja 7 vahel ja siis ka [X'] M"= 01" X UV"
punktide T” ja O vahel. — Kui aga U on X-i ja O vahel, siis
votame kiirel 8’7" samuti mingi punkti 7” X-i kohta teisel pool
kiirt S'T". Kummalgi korral Idikuvad jooned TT” ja VV” [X]
mingis punktis 8.

Seega saame tdesti siis, kui punktid M7 X M'T"= 0, MV X
XM'V'=Uja TVX TV =X on iihe sirge joone peal, aat
votta uue tasapinna M”77 V”, mis ei ole samane tasapinnaga MTV
ega tasapinnaga M'T’V’ ja mille peal punktid M”, 7" ja . V" on
nii, et joon M”7T” laheb ldbi O, joon T”V” libi X-i ja joon M"V
libi U ja et jooned VV” ja TT” ldikuvad mingis punktis S
nagu ka jooned V’'V” ja T"T” mingis punktis 5"

Secga on harmoonilises reas (2)-i konstruktsiooni iihesus ja
siis ka terve harmoonilise rea konstruktsiooni iihesus selle rea
nulli-, iihe- ja lopmatusepunkti jirgi igal juhul toestatud. Selle-
pirast tahime ka harmoonilise rea selle kolme punkti tdhiga.

Selles toestuses ei olnud kolmnurga MTV seis joone OU
kohta mingi tingimusega kitsendatud. Seega oleme tdesti vaba-
nenud eelmises paragrahvis esinenud tingimustest.

20. Ebapunkt ja ebaruum. Kui kahel sirgel joonel iihe ta-
sapinna peal ei ole iihist punkti, siis eldakse, et neil on iihine
ebapunkt. Sestneed iihe tasapinna kaks sirget joont
midiravad igast punktist the ja ainsa sirge joone
nii, et selle kahe joone ja nendega médratud joonte
kogus on iga paari mdolemad jooned iihel tasapin-
nal, nagu igast punktist ithte {ihisesse punkti minevate joonte
kogus iga kaks joont on sellel tasapinnal, mille méirab see iihine
punkt koos kummagi joone teise midrava punktiga. See lause
tdestub siis, kui need kaks joont ei 1diku, jirgmiselt kahes osas.

Olgu esiteks {ihe tasapinna peal mingid kaks joont 77" ja
VV’ ja olgu mingid kaks punkti M ja § mitte tasapinna 77"V
peal. Siis on punktist M (ruumis TVV’M) [24] tdesti liks ja [16]
ainus joon MM’ = TT'M ) VV'M nagu ka punktist S (ruumis TVV’S)
joon 88" = TT’S X VV’S nii, et kumbki neist on iihel tasapinnal
nii joonega TT’ kui ka joonega VV’. Jooned MM’ ja 8§ on
ka ise iihel tasapinnal. Sest kui vGtame nende nelja joone peal
punktid M, T, V ja V’ vabalt, aga punktid M, 7" ja S’ nii, et joon
TV Ioikub joonega 7'V’ mingis punktis X nagu ka joon TM joonega
T"M’ mingis punktis O ja joon VM joonega V’M’ joone XO mingis
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punktis U ja et punkt S ei oleks ei tasapinna MTV ega tasa-
pinna M'T'V’ peal, siis on [58] joonel S punkt S nii, et joontel
SM ja S'M’ on iihine punkt M” ja seega jooned 8§ ja MM’ tdesti
tihel tasapinnal SMM” — S'M’'M”.

Punktid M’ ja 7" saame toesti nii votta, niiteks jdrgmisel
viisil. Votame [II] mingi punkti X nii, et 7 on tema ja V vahel.
Siis on joonte 77’ ja VV’ mitteldikumise pérast [15] joonetiikil
XV’ joonega TT’ ithine punkt, mille votamegi punktiks 7. Punkti
M’ votame (joonel MM') nii, et ta oleks tasapinnast MTV punkti
7’ kohta teisel pool. See on vdimalik [25] sellepirast, et joonel
MM’ ei saa peale M-i iikski muu punkt olla tasapinna MTV peal.
(Sest vastasel korral oleks [12] tasapind MTV samane joonte 77"
Ja MM’ iihise tasapinnaga nagu ka joonte V7’ ja MM’ iihise ta-
sapinnaga ja siis ka joonte V¥V’ ja 77’ {ihise tasapinnaga, nii et
joon MM’ oleks oletuse vastu tasapinnal T7"V.) Kui punkt M’ on
voetud tasapinnast MTV punkti V' kohta teisel pool, siis on ta
(konstruktsiooni jirgi) tasapinnast MTV teisel pool ka punkti 7
kohta. Siis on joonetiikil 1’7 [25] mingi {ithine punkt O tasa-
pinnaga MTV ja seega [16] toesti ka joonega MT = MTV X M'TT,
samuti ka joonetiikil M’V tdesti mingi iihine punkt U joonega M7V.

Punkti & saame ka toesti votta nii, et ta ei oleks ei tasapinna
MTV ega tasapinna M'T'V’ peal. Sest joonel S§’ ei saa kummagi
tasapinna peal olla enam kui iiks ainus punkt ja nimelt samal
pdhjusel kui joonel MM'-gi.

Olgu teiseks iihe tasapinna peal mingid kaks joont 777 ja
V¥V’ ja olgu mingi punkt M sellesama tasapinna peal, aga mingi
teine punkt S mitte. Olgu punktist § joon 88’ nii, et ta on iihel
tasapinnal nii joonega T7” kui ka joonega VV' ja olgu punktist
M joon MM’ tasapinda TVV’ méoda nii, et ta on iihel tasapinnal
ka joonega SS'. Siis saab sel viisil joonte 77" ja VV’ jirgi punk-
tist M ikka seesama joon MM', olgu punkti S asemele voetud ka
mistahes muu punkt S, mitte tasapinna TVV’ peal. Saab ju
punktist S, joonte 71" ja VV’ jargi endisel viisil seesama joon
5,8, mis joonte 717 ja MM’ jirgigi:

8,8, = TT'S; X VV'S, = T'T'S, X MM’S,

Sest see joon on selle toestuse esimese osa jirgi kummalgi kor-
ral ihel tasapinnal joonega SS’ nagu ka joonega 77" ja seega
kummalgi korral toesti tasapindade 88’8, ja TT'S, [16] ainus iihine
joon. Ja kui joon S,5", on samane joonega TT'S, X MM'S, ja seega
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tasapinnal MM’S,, siis on [12] MM'S, = 8,8, M ja siis tdesti TVV’ X
X 8,8, M= TVV X MM'S, = MM'.

Oeldakse, et sirged jooned, mis on midratud iihe tasapinna
kahe mitte 1dikuva sirge joonega nii, et neil koos selle kahe
joonega on igal paaril mdlemad jooned iihel tasapinnal, lihevad
lébi oma tihise ebapl}nkti vdi oma iihisesse ebapunkti.

Viimase (0estuse kiigust jirgneb, et iihisesse ebapunkti
minevate kiirte kogu ei olene sellest, milline paar sellest kogust
on voetud selle kogu miiiirajaks, nii et iihisesse ebapunkti
minevaist kiirist mddrab iga paar sellesama
ebapunkti.

Kui kahel n-mootelisel ruumil iihes (n - 1)-md0-

(59) telises ruumis ei ole iihist (n — 1)-mddtelist ruumi (ja

seega [53] ka mitte iihist punkti), siis Geldakse, et neil
on iihine (n —1)-mddteline ebaruum.

Sest need

tihe (n+1)-mdodtelise ruumi kaks n-mddte-
list ruumi middravad igast punktist iithe ja
ainsa n-modtelise ruumi nii, et selle kahe

(60) n-mdotelise ruumi ja nendega midratud

n-mooteliste ruumide kogus onigal paa-

ril molemad ruumid tihes (n-+1)-mddteli-

ses ruumis,
nagu igast punktist tihe tihise (n— 1)-mddtelise ruumi libi mi-
nevate n-mddteliste ruumide kogus iga kaks n-modtelist ruumi on
selles (n - 1)-modtelises ruumis, mille médravad selle iihise
(n— 1)-mddtelise ruumi mingi simpleksi nukid koos kummagi
n-mddtelise ruumi (n - 1)-nda midrava punktiga. See tdestub
siis, kui need kaks ruumi ei 1diku, jirgmiselt.

Olgu A ja B ithe (n - 1)-mddtelise ruumi n-modtelised ruu-
mid ilma {iihise punktita. Votame ruumil A mingil simpleksil
mingi nuki 4 ja ruumil B mingi punkii B ja vaatleme neid n
tasapinda, mille méiravad 4 ja B koos selle simpleksi iga iiksiku
muu nukiga 4,, 4, ..., 4,. Need tasapinnad ldikavad [51] ruumi
A jooni a, = AA4,, ay= Ad,, . .., a,= A4, msida ja raumi B min-
geid jooni b, = BB,, by= BB,, ..., b= BB, mitda. Igal tiksikul
tasapinnal a;b; (libi a: ja b;) saame [59] joontega a: ja b; miiiratud
ebapunkti, mille tihimegi (a: X b:)-ga. Need ebapunktid miéra-
vad [60] igast punktist § = kiirt S (a; X b)) = SS;, nagu ka igast
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muust punktist M n kiirt M (a; X b) = MM; (kui S; ja M; on
nende kiirte mingid S-st ja M-st erinevad punktid).

Kui punktid § ja M ei ole ruumis A4, siis kiired S8; miisira-
vad ihe n-mootelise ruumi mingi §= 89,9, ... 8, nagu ka kiired
MM; mingi M= MM, M, ... M, Sest punktid S,S,,8S,, ..., S, vdi
M, M\, My, ..., M, eisaa olla (n—1)-mdptelises ruumis sellepirast,
et siis simpleksi ja n-modtelise ruumi definitsioonide jirgi olek-
sid punktid 4,9,8,,..., 8, voi 4, M, M,, ..., M, iihes n-mostelises
ruumis [50] koos koigi tasapindadega ASS; (voi AMM,) ehk [12]
SA4; (voi MAA;) ja see ruum oleks [44] nimelt A, nii et ka
punkt 8 (voi M) oleks oletuse vastu ruumis A. (Nii on ka punktid
B, By, ..., B, iihe simpleksi nukid.) Iga kaks niisugust #-mad-
telist ruumi § ja- M on iithes (n - 1)-mddtelises ruumis. Sest iga
kiirte paar S(a; X b)) = 88; ja M(a: X bi)= MM; on [60] iihel tasa-
pinnal ja need tasapinnad SMM;= MSS; [50] koik (1 1)-mddte-
lises ruumis SMM, ... M,= MSS, ... S,.

Kui mingi punkt S ei ole selles (n-1)-mdadtelises ruumis,
milles on A ja B ja mille tihimegi AB-ga, siis saab sel viisil
seesama §, olgugi ruumis A vdetud simpleksi 44, ... 4, asemele
mistahes muu simpleks 4’4’; ... 4’, ja ruumis B punkti B ase-
mele mistahes muu punkt B’. Sest ikka saame punktist § #-moo-
telise ruumi, mis on (n -+ 1)-mddtelises ruumis AS nagu ka ruu-
mis BS ja neil kahel (n 4 1)-modtelisel ruumil on [58] {iks ja ainus
ihine »-mddteline ruum sellepdrast, et nad molemad on ithes
(n +2)-modtelises ruumis ABS ja et neil seal on iihine punkt S.

Kui mingi punkt M on ruumis AB, siis saab ruum M=
=ABX SM (kui §=AS8X BS ja S mitte ruumis AB) seesama,
olgugi punkti 8 asemele voetud mistahes muu punkt §” mitte ruu-
mis AB. On ju ruum § = A8 X BS" samane ruumiga AS" X MS'.
Sest ruum § on oma ja M-i definitsiooni jirgi samane ruumiga
AS X MBS, ja siis selle tdestuse eelmise osa jirgi iihises (n—~+-1)-mod-
telises ruumis 88" nii ruumiga 8 kui ka ruumiga A8’ X MS, mis
oma definitsiooni Jirgi on molemad ruumis AS’ ja seega tdesti
kumbki (n4-2)-modtelise ruumi ASS (n-+ 1)-modteliste ruumide
AS ja 8§ [53] ainsaks iihiseks n-mdoteliseks ruumiks. Ja kui,
ruum § on samane ruumiga AS’ X MS ja seega ruumis MS’
siis on [45] MS = 8'M ja siis tdesti

AB X M= AB X MS' = M.

Seega on tdestatud, et iithe (n--1)-modtelise ruumi kaks

n-mdotelist ruumi ka siis, kui neil ei ole iihist punkti, midravad
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igast punktist iihe ja ainsa n-mddtelise ruumi nii, et selle kahe
ruumi ja nendega méiratud ruumide kogus on igal paaril mdle-
mad ruumid iihes (n- 1)-mddtelises ruumis.

n-mdoteliste ruumide kohta, mis on miidratud iihe (n-+1)-
modtelise ruumi kahe ilma iihise punktita »-mddtelise ruumiga
nii, et neil koos selle kahe ruumiga on igal paaril mdlemad ruu-
mid ithes (n--1)-mddtelises ruumis, Geldakse, et need ruumid
lihevad libi oma lihise (» —1)-moddtelise ebaruumi.

Viimase tdestuse kiigust jéirgneb, et tihise (n — 1)-mddtelise
ebaruumi libi minevate n-mooteliste ruumide kogu ei olene
sellest, milline paar sellest kogust on voetud selle kogu midra-
jaks, nii et iithise (m —1)-mddtelise ebaruumi labi
minevaist n-modotelisist ruumest madrab iga paar
sellesama ebaruumi.

Punkte ja ruume endises mottes nimetame ebapunktest voi
ebaruumest eraldamise jaoks parispunkteks ja péris-
ruumeks.

Kui punktiks ja mingimddteliseks ruumiks loeme nii péris-
kui ka ebapunkti v8i -ruumi, siis on [53 ja 59] (n- 1)-mddtelise
ruumi igal kahel iilitasapinnal iihine iiks ja ainus (n — 1)-mddte-
line ruum ja

igaruumiigal iilitasapinnal on selle ruumi

(61) iga mitte sellel iilitasapinnal oleva m-mdd-
telise ruumiga iihine mm—1)-mddteline (pé-
ris- voi eba-) ruum,

Sest kui selle m-modtelise ruumi midrava simpleksi nukid
on niiteks A, 4;, 45, ..., A, ja selle iilitasapinna mingi péris-
punkt B mitte ruumis A= 44, ... 4n, siis 1dikavad m tasapinda
ABA; seda illitasapinda [51] m joont BB; mododa (kus B; on tasa-
pinna ABA; 1dikejoone mingi B-st erinev punkt) ja m-mddtelisil
raumel A ja B=BB, ... B, (m-1)-mdotelises ruumis AB on
[59] toesti ithine iiks ja [54] ainus (m — 1)-mddteline ruum. On
ju ka ruum B m-modteline sellepiirast, et vastasel korral oleks
ruum BA (milles on tasapinnad AB4; ja siis ka simpleks 44, ... 4n)
mitte rohkem kui m-mddteline ja seega samane A-ga, nii et ka
punkt B oleks oletuse vastu ruumis A.

Seega on ka tasapinnal igal sirgel joonel iga teise sirge
joonega iihine (piiris- v0i eba-) punkt ja siis ka harmoonilise rea
konstruimiseks tarvilikud punktid kdik olemas.
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21. Projektsioon. Kui mingi ruumi mingist punktist lihevad
kiired selle ruaumi mingi kujundi (s. o. punktide kogu) punktesse
ja kui moeldakse nende Kkiirte iihiseid punkte selle ruumi mingi
iilitasapinnaga, siis 6eldakse, et see kujund on projektitud (s.o.
edasi heidetud) nende projektivate kiirtega sellest pro-
jektimis-keskpunktist selle iilitasapinna peale, mida ise
nimetatakse projektsiooniruumiks, sest selle kujundi
projektivate kiirte ja selle ruumi (iilitasapinna) iihiste punktide
kogu nimetatakse selle kujundi projektsiooniks.

Kui projektimis-keskpunkt eiole pro-
jektsiooniruumis, siis on igal tksikul
(62) projektitaval m-modtelisel ruumil, mis ei
lihe libi projektimis-keskpunkti, pro-
jektsiooniks ka iiks ja ainus m-moddte-
line ruum.

Sest projektivad kiired on [50] koik selles (m - 1)-mddtelises -
raumis, mille médrajaks on projektitava ruumi méirav simpleks
koos projektimis-keskpunktiga, ja selle (m--1)-mddtelise ruumi
iga punkt on mingi projektiva kiire peal sellepiirast, et kiirel, mis
ithendab seda punkti projektimis-keskpunktiga, on [61] iihine punkt
projektitava ruumiga, nii et see (m-1)-mddteline pro-
jektiv ruum on samane projektitava m-mddtelise ruumi
projektivate Kkiirte kdigi punktide koguga ja siis temal [61] pro-
jektsiooniruumiga iihine m-modteline ruum toesti projektitava
ruumi projektsioon.

Kui niitid [62] punkti projektsioon on iiks ja ainus punkt
ja sirge joone projektsioon sirge joon, siis

(63) harmoonilise rea projektsioon on ka har-
mooniline rida. Y ;

Sest tdielik nelikiilg oma nelja sirge joonega ja nende kuue
loikepunktiga projektub [62] tiielikuks nelikiiljeks. —

Kui mingist punktidereast saame uue punktiderea, kus on
kdik vana rea punktid ja veel vana rea iga punkti ja tema jirg-
mise vahel m—1 uut punkti, siis iitleme, et vana rida on tihen -
datud m-kordselt ehk et uus rida on vanast m korda ti-
hedam ja vana temast m korda horedam.
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Harmoonilisestreastmkorda horedam
(64) rida, s. o. rida:
o oy (_Sm)7 (_ Zm)' (—— m), (0); (m)7 (2m)7 (3m)’ TRty
on ka harmooniline.

Olgu selle toestuseks mingil harmoonilisel real nullipunkt,
ithepunkt ja lopmatusepunkt jirgeméoda O, X ja U (mille pirast.
tihimegi selle rea ka OXU-ga) ja olgu veel selle rea konstrui-
miseks [56] tarvilik kolmnurk mingi M7V nii, et oleks OM = MT,
XT=TV ja UV=VM. Siis ongi harmooniline rida O @m) U,
mille konstruimiseks tarvilikuks kolmnurgaks on M(OM X (m)V) V,,
reast OXU m korda horedam sellepirast, et temal iiheks punktiks
on rea OXU m-punkt, selle jirgmiseks (m -+ m)- ehk 2m-punkt ja.
iildse rea OXU mm-punktile jairgmiseks (nm - m)- ehk (n 4 1)m-
punkt. Saab ju see jirgmine ([56] siis, kui V-st projektitakse
joone (mm)M ldikepunkt joonega (OM X (m)V) U, ja selle punkti
projektsioon saab rea OXU mm-punktile nimelt m-ndaks jargmi-
seks sellepiirast, et projektitav punkt ise on oma Kkonstruktsi-
ooni jiargi m-punktiks selles harmoonilises reas, mille [63] saame
rida OXU projektides V-st OM peale ja siis U-st (mn)M peale ja
millel nullpunktiks on rea OXU mn-punkt, aga ithepunkt TU X
X (mm)M projektub V-st [56] rea OXU jirgmiseks punktiks ja
lopmatusepunkt M lopmatusepunktiks U. See, et sellel harmoo-
nilisel real joone (nm)M peal projektub siis ka iga jirgmine punkt
rea OXU jargmisse, kui tal projektub nullipunkt rea OXU nm-
punkti, {ithepunkt selle jirgmisse ja lopmatusepunkt lopmatuse-
punkti, jirgneb [57] niiteks jirgmisest asjaolust. Kui rea OXU
projektime M-st TU peale, sealt V-st tagasi OU peale ja teeme
seda mm korda, siis saame [63] harmoonilise rea, millel [56] on
nullipunktiks rea OXU nm-punkt ja igaks jargmiseks punktiks
rea OXU jiargmine. Sellest jirgneb ka lause:

Kui harmoonilisel real vietakse mingi
m-punkt uue harmoonilise rea nullipunk-
tiks, (m-+1)-punkt uue rea iihepunktiks ja

(65) lopmatuse punkt ka uue rea lopmatuse-
punktiks, siis saab uus rida samane va-
naga ja ainult tema punktide numbrid
saavad endistest m vorra vihemad.

Lausest (64) jirgneb, et
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(66) harmoonilise rea saame tihendada iga
arvu m kordselt.

Sest nditeks projektides rea OXU libi V joone O(TU X
X (m)V) peale, sealt U-st OM peale ja sealt V-st tagasi OU peale
saame rea, mis on [63] harmooniline ja reast OXU [64 ja 57] m
korda tihedam sellepirast, et tal nullipunkt ja lopmatusepunkt
on iihised reaga OXU, aga m-punkt rea OXU iihepunktis. Selle
m korda tihedama rea punktid saame tidhtida aritmeetilise rea
arvudega nii, et seal endise horedama rea punktele jiiksid nende
endised numbrid. Selleks tuleb vaid votta selle tihedama rea

ihepunktile numbriks % kahepunktile % jne. iildse n-punktile

%. Nii viime mingit harmoonilist rida tihenda-

des seal saada punkti, millel oleks numbriks mingi
ratsionaalne arv —Z— Ratsionaalse numbriga punkti nime-
tatakse ka lihtsalt ratsionaalseks punktiks.

Kui harmooniline rida projektitakse

nii, et tema nullipunkt projektub endisse

(67) lopmatusepunkti, Idpmatusepunkt endisse

nullipunkti ja tithepunkt tagasi endisse

ihepunkti, siis oniga m-punkt projektu-
nud endisse»i—-punkti.

Sest kui tarvitame endisi tihti, siis saab niisugune projek-
timine toimuda niiteks sel teel, et rida OXU projektitakse libi
V TU peale, sealt libi O XV peale, sealt libi U OM peale ja
sealt 1abi V' OU peale, ja siis on [66] m-punkt tdesti projektunud

A 1 ¢
endisse — punkti.
m

Kui harmooniline rida projektitakse

nii, et tema nullipunkt jaldpmatusepunkt

(68) projektuvad tagasi endistesse, aga iihe-

punkt endisse (—1)-punkti, siis projektub
igam-punktendisse (—m)-punkti.

Sest kui endistele tihtedele lisaks tihime veel OV ja UT
16ikepunkti Y-ga, siis saab niisugune projektimine toimuda niii-
teks sel teel, et rida OXU projektitakse libi V OM peale, sealt
libi U OV peale ja sealt libi M tagasi OU peale, ja siis on kiill
uuele reale saanud kolmnurk VYM vana rea kolmnurga MTV
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asemele, aga et punkti ¥ konstruktsiooni jirgi on joon YU sa-
mane joonega TU, siis on [56] uue rea iihepunkti jéirgmine ja
selle jirgmised toesti samased rea OX(/ (—1)-punkti eelmisega
ja selle eelmistega.

Viimastes tdestustes toetusime ikka sellele asjaolule, et har-
moonilise rea projektsioon on ka harmooniline rida. Sellest asja-
olust jirgneb ka, et ithe harmoonilise rea nelja punkti projektsi-
oonis sellel punktide paaril, millel iiks ainus punkt on teise
paari vahel (nii et teine paar lahutab seda paari ja on siis
ise lahutatud sellega), on ka projektsioonis iiks ainus punkt
teise paari punktide projektsioonide vahel. Saab tdestada, et

sirge joone iga nelja punkti projektsioo-
(69) nis on lahutajate paaride projektsioonid
ka lahutajad paarid.

Olgu projektitavad punktid jirgemésda ABCD, nii et B on
A ja C vahel ja C B ja D vahel, ja olgu projektimis-keskpunkt &.
Siis lahutavad punktide 4 ja € projektivad kiired S4 ja SC tasa-
pinna SAB [15] neljaks osaks: 1) osaks, mis on joonist SA ja SC
kummastki punkti B pool, 2) osaks, mis on joonest SA punkti B
pool, aga joonest SC teisel pool, 8) osaks, mis on joonest SC punkti
B pool, aga joonest S4 teisel pool, ja 4) osaks, mis on kummastki
joonest punkti B kohta teisel pool. Punkti B projektival kiirel
SB on siis need punktid, mis on punktist § B pool, koik selle
tasapinna esimeses osas ja need, mis on S-st B kohta teisel pool,
koik neljandas osas, sest punkt S on nii joone S4 kui ka SO
oma. Samuti on punkti D projektival kiirel SD [V] need punktid,
mis on S-st D pool, kdik selle tasapinna teises osas ja need, mis
on S-st D kohta teisel pool, kolmandas osas. Niiiid on selle tasa-
pinna nende nelja osa definitsiooni jérgi esimene osa lahutatud
teisest ning neljas kolmandast joonega SC ja ainult sellega, ja
joonega SA iksi on lahutatud neljas teisest ning esimene kol-
mandast. Sellepirast on siis, kui tihime punktide 4, B, C ja D
projektsioonid jirgemdododa A’-, B'-, C'- ja D'-ga, joonetiikil B'D’ [15]
ithine punkt kas joonega SA iiksi vdi joonega SC iiksi. See
ithine punkt on siis muidugi kas A’ vdi €' ja seega on sirge
joone iga nelja pirispunkti ABCD pirispunktilises projektsioonis
A'B’C’D’ lahutajate paaride AC ja BD projektsioonid 4'C” ja B'D’
toesti ka lahutajad paarid.

5
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Kui périspunktid ABCD on projektitud mingi punkti S libi
punkteks A'B’C’D’, mis on osalt vdi koik ebapunktid, ja sealt
mingi teise punkti S, ldbi périspunkteks A,B,C.D,, siis saame
nad sinnasamasse projektida ka vaid parispunktide kaudu. Sel-
leks votame siis, kni S, ei ole tasapinnal SAB ja kui 4, B, C
ja D on kdik tasapinnast S,4,B, S-i kohta mitte teisel pool,
joone S8, peal S;-st S-i kohta teisel pool mingi punkti 8, ja
selle libi projektime punktid ABCD tasapinna 814, 5, peale [25]
mingeiks punkteks 4,B,C,D,. Siis projektuvadki need viimased
punktid S;-st punkteks 4,B,C,D,. Sest niiteks joon 8,4, on
joonega SA4, millega tal on iihine piris- voi ebapunkt 4’, [13] iihel
tasapinnal SAS, = S48S,, kus on ka joon Sy4, ja joone 8,4 Ivike-
punkt tasapinnaga 8,4,B, (s. 0. 4,) on siis toesti joone S, A4, peal.
—- Kui punkt S, on tasapinna SAB peal, siis tuleb vaid abiks votta
mingi punkt S; mis ei oleks selle tasapinna peal. Sest sealt
punkte A'B’C’D’ mingeiks uuteks périspunkteks A3B;CyDy projek-
tides saame siis, kui punktid ABCD ning A,B,C,D, on koik tasa-
pinnast S;4;B; punkti S pool, eelmise juhu nii punktide ABCD
kui ka A,B,C,D, kohta. — Olgu niiiid punkt 8, kiill mitte tasa-
pinna S4B peal, aga punktest ABCD moned tasapinnast S 4, B,
punkti 8 kohta teisel pool. Olgu selle Juures need neli punkti
tihitud ikka nende jirjekorras (s. o. nii, et B on 4 ja C vahel
ning C B ja D vahel) ja veel nii, et [25] D on tasapinnast
S,A,B, punkti S kohta teisel pool. Siis on I’ oletuse jargi
S-i ja D vahel. Projektime niiiid tasapinna S, 4,B, peale endisel
viisil punkteks 4,8,0,D, punktide ABCD asemel joone A [X]
loikepunktid kiirtega SA, 8B, SC ja SD. Siis saame kiill alles kolme
projektimisega (libi S joone D’A peale, libi S, tasapinna 8,4 B,
peale ja libi S, joone 4, B, peale) punktid ABCD punkteks 4, B,C, D,,
kuid ikkagi parispunktide kaudu.

Seega on sirge joone iga nelja pirispunkti pirispunktilises
projektsioonis lahutajate paaride projektsioonid lahutajad paarid
ka siis, kui see projektsioon on saadud ebapunktide kaudu. Kui
nimetame ihe (eba- voi piaris) kiire nelja ebapunkti
hulgas lahutajateks paarideks neid ja ainult neid
paare, mille projektsioonid on lahutajad paarid nende nelja eba-
punkti mingis périspunktilises projektsioonis, siis on niilid tdesti
sirge joone iga nelja punkti projektsioonis lahutajate paaride pro-
jektsioonid ka lahutajad paarid, olgu need punkiid piris- voi
ebapunktid.
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22. Projektiivsed koordinaadid tasapinnal. Kui sirge joone
peal on konstruitud harmooniline rida ja see rida mdoeldud [66]
tihendatult iga arva m kordselt nii, et m korda tihedama rea iga

n-punkt on tdahitud arvuga %, Jja kui sellel sirgel joonel mdel-

dakse peale iga ratsionaalse arvuga ::L tihitud punktide (77;) veel
ka iga irratsionaalse arvuga a téhitud punkte (a) nii, et siis ikka,
kui on : '
n n
<a<*tl
on paar (0) () lahutatud paariga (%) (’i'—:n"—l , siis nimetatakse
neid arve, millega selle sirge joone punktid on tihitud, iiksikult
nende punktide projektiivseiks koordinaadeks ja
koos projektiivseks koordinaadistikuks selle joone
peal ja selle harmoonilise rea nulli-, iihe- ja Idopmatusepunkte selle
koordinaadistiku nulli-, ithe- ja l1opmatusepunkteks.
Seda koordinaadistikku nimetatakse projektiivseks sellepiirast, et
selle koordinaadistiku projektsioocn on ka niisugune,s.o.
kui sirge joone projektsioonis tihitakse
selle joone iga punkti projektsioon selle
(70) punkti koordinaadiga, siis on need punk-
tide koordinaadid ka nende punktide pro-
jektsioonide projektiivseiks koordinaadeks
— ratsionaalsed sellepirast, et harmoonilise rea projektsioon on
[68] ka harmooniline rida ja irratsionaalsed sellepirast, et lahu-
tajate paaride projektsioonid on [69] ka lahutajad paarid.

Kui tasapinnal votame iithest punktist (0) kaks sirget joont
(OU ja OV) mingis jidrjekorras, s.o. nimetades neist mingit
tihte (OU) esimeseks ja teist (OV) teiseks, ja kummagi joone
peal korraldame iihise nullipunktiga (0) projektiivse koordinaa-
distiku (OXU ja OYV), nimetades selle juures esimest joont (OU)
esimeseks ja teist (OV) teiseks koordinaatideteljeks, siis
on sellel kiirel, mis laheb teise telje 1dpmatuse punktist (V) selle
tasapinna mingisse punkti (P), [61] iihine punkt esimese teljega
(mingi (z) = VP X OU), nagu ka sellel kiirel, mis sellessesamasse
tasapinna punkti tuleb esimese telje 1opmatusepunktist (77), iihine
punkt teise teljega (mingi(y)= UP X OV), ja nende kahe punkti
koordinaate (# ja y) nende jirjekorras, s. o. esimese telje punkti
koordinaati esimeseks ja teise oma teiscks lugedes, nimetatakse
selle tasapinna peal selle mingi punkti (P) projektiiv-

H*
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seiks koordinaadeks ja selle tasapinna koigi punktide nii-
suguseid koordinaate koos selle tasapinna projektiivseks
koordinaadistikuks.

Punkti, mille koordinaadid nende jirjekorras on z ja y,
kirjutame: (x: y). Punkti (1; 1) nimetame tasapinna koor-
dinaadistiku ihepunktiks (7, punkti (0; 0) selle koor-
dinaadistiku nullipunktiks (0) ja telgede lopmatusepunkte
(Uja V), mida kirjutame ka (o; 0) ja (0; ), tema ldpmatuse-
punkteks ja nende labi minevat joont (UV) tema ldpma-
tusejooneks.

Tasapinnal ei saa olla kahte projektiivset
koordinaadistikku, millel nulli-, tihe- jaldpma-
tusepunktid oleksid tihised. Sest kummagi telje 1op-
matusepunktist thepunktisse tulev kiir mdirab teise telje peal
[61] tibe ja [5] ainsa punkti selle telje koordinaadistiku tihepunk-
tiks ja sirge joone peal ei saa [57] olla kahte projektiivset koor-
dinaadistikku, millel nulli-, ihe- ja 15pmatusepunkt oleksid iihised.

Projektiivse koordinaadistikuga tasapinnal
onigareaalse arvupaari jaoks punkt, millele see
arvupaar on koordinaatide paariks, sest kummalgi
teljel on tema projektiivse koordinaadistiku definitsiooni jirgi iga
arvu jaoks punkt, millele see arv on koordinaadiks.

Kui tasapinna projektiivses koordi-
naadistikus vahetatakse tihe telje nulli-
punktldopmatusepunktiga, siis saab selle
tasapinna igale punktile uuneks koordi-

(71) naadiks selle telje pealt endise iimber-

poordud vadrtus ja teiseks uueks teise
endise jagatis selle telje pealt saadud
endiseg a.

Olgu tasapinnal projektiivne koordinaadistik nullipunktiga O,
ihepunktiga 7' ja Ispmatusepunktega U/ ja V (joonis lk. 51), mille
tdhime ka OTUV-ga. Tdhime selles koordinaadistikus iga punkti
esimese koordinaadi, s. o. telje OU pealt saadud koordinaadi,
z-ga ja teise y-ga ja nimetame sellepiirast seda koordinaadistikku
zy-koordinaadistikuks, tema esimest telge z-teljeks
ja teist y-teljeks. Kui seal vahetame nullipunkti O niiteks
y-telje 1opmatusepunktiga ¥, nii et saame uue #%-koordinaadis-
tiku VTUO, siis on
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?/'=’; [67]
ja

, P

X = "y'
sellepiirast, et 1) uue esimese telje VU («/-telje) koordinaadistiku
saame [70 ja 57] projektides z-telje koordinaadistiku libi V joone
TU peale ja sealt libi O z'-telje (V) peale ja et 2) siis, kui pro-
jektime -telje koordinaadistiku libi V joone (z;y)U peale (kus
(z; y) on ay-koordinaadistiku konstruktsiooni jirgi z-punkt ja
(z: y) UX OT y-punkt) ja sealt libi O 2'-telje peale, liheb »/'-
telje 1dpmatusepunktist (0) punktisse (z; y) minev kiir O (z; y)
[66] toesti  -telje -‘f/l-punkti.

Kui selle tasapinna peal, kus juba on projek-
tiivne koordinaadistik, korraldatakse uus pro-
jektiivne koordinaadistik, siis on iga punkti
uued koordinaadid iihed ja needsamad tGhise ni-
metajaga murdlineaarsed avaldised selle punkti
vanus koordinaades. Sest kui peale vana zy-koordinaadis-

tiku ja peale mingi uue zy/-koordinaadistiku

1) motleme seda &n,-koordinaadistikku, mille saame vanast,
vottes seal nullipunktiks a’y’-koordinaadistiku esimese 15pmatuse-
punkti mingi (a; &) ja iihepunktiks punkti (a4 15 o+ 1), nii et [65]

EE=2—a ja N =y—0b,

2) mdtleme seda &my-koordinaadistikku, mille saame eelmi-
sest, vahetades seal nullipunkti esimese Iopmatusepunktiga, nii
et tal esimeseks lopmatusepunktiks on juba uue koordinaadis-
tiku oma ja [71]

§'2 = ;1 .jn Ny == g:’

3) mdtleme seda §gng-koordinaadistikku, mille saame eelmi-
sest, vottes seal nullipunktiks 2/y-koordinaadistiku teise lopma-
tusepunkti mingi (¢; d) ja ithepunktiks punkti (c+1; d41),
nii et [65]

=& —c¢ ja m=mn-—d

4) motleme seda &m,-koordinaadistikku, mille saame eelmi-
sest, vahetades seal nullipunkti teise Jopmatusepunktiga, nii et
tal Ispmatusepunkteks on juba uue koordinaadistiku omad ja [71]

- &4 . 1
*3

B s S a n, — —

54 73 J 14 78 )
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5) mdtleme seda &mn;-koordinaadistikku, mille saame eelmi-
sest, vottes seal nullipunktiks = -koordinaadistiku nullipunkti
mingi (e; f) ja iihepunktiks punkti (e4-1; f+ 1), nii et [65]

=8—e ja n=n—f;
siis jddb vaid votta viimases koordinaadistikus lihepunktiks /-
koordinaadistiku oma mingi (g; &) ja z'y/-koordinaadistik ongi
[72] kiles ja seal [64]

bt _Gi—en S—em—eted 1—en+(d—e)§
9 95 g (g — dy gm —dég)
_1teb—(ed—c)a+(ed—c)z— ey

g9 (@da—b—dx+y)

ja

BN Tt o . Bwrkil Va4 O s vt R
' h h g h (ny —a) h (n, — d§,)
L=t fet Atz —fy
5 h(da —b— dz | y)
ehk siis, kui #-i avaldises viime jagaja g lugejasse ning y/-i
omas jagaja h ja kirjutame esimeses lugejas vabaliikme, esimese
koordinaadi kordaja ja teise koordinaadi kordaja jirgemdoda
Mo, @y Ja ap Ming teises lugejas ay, ay Jja asy ja nimetajas
Qgoy Ao, ja' o2,
1is) %o, + apx + aggy

oo + A1 - ey

.’L'I

ja
/a0 Gy 2 - day
oo ~+ o1 + Ay’
mis on tdesti ithise nimetajaga murdlineaarsed avaldised vanus
koordinaades z ja v.

Koordinaadest uute koordinaatide tuletamist nimetatakse
koordinaatide teisenduseks ja uute koordinaatide aval-
disi vanus vdi vanade avaldisi nutes teisendusvalemiteks.
Projektiivsete koordinaatide teisendus tasapinnal voib toimuda,
nagu nigime, kolme algteisenduse kaudu, s. o. 1) mingi
punkti (a; &) uueks nullipunktiks ja punkti (@413 b+ 1) uueks
ithepunktiks votmise, 2) nullipunkti Idpmatusepunktiga vaheta-
mise ja 3) uue ithepunkti votmise kaudu. Meil tuli neid alg-
teisendusi teha 6. Neid oleks tulnud teha siis vahest vihem, kui
vanal koordinaadistikul oleks olnud iihiseid Ispmatusepunkte uuega,
Ja siis rohkem, kui need lopmatusepunktid erineksid kiill vanust,

Y
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aga oleksid vana ldpmatusejoone peal, kus neil ei oleks zy-koor-
dinaate sellepiirast, et «-telje lopmatusepunktil ei ole harmoonilise
rea konstruktsiooni jirgi z-koordinaati ning y-telje 19pmatuse-
punktil y-koordinaati. Siis oleks tulnud koige pealt iihe telje
nullipunkt vahetada 1dpmatusepunktiga.

23. Projektiivsed koordinaadid n-madtelises ruumis. Kui »-
modtelises ruumis votame iihest punktist »n sirget joont mitte
iihel iilitasapinnal ja mingis jirjekorras ja iga joone peal Kor-
raldame iihise nullipunktiga projektiivse koordinaadistiku, nime-
tades selle juures neid jooni nende jirjekorras esimeseks, teiseks,

.., n-ndaks koordinaatideteljeks, siis on sellel ilitasa-
pinnal, mille mirab selle ruumi mingi punkt koos kdigi telgede
lopmatusepunktega peale iithe mingi i-nda telje oma, [61] iihine
punkt i-nda teljega mingi (x;) ja koigi telgede peal sel viisil
selle ruumi mingi punktiga madratud punktide koordinaate z,,
%y, ..., z, nende jirjekorras nimetatakse selles n-modtelises
ruumis selle mingi punkti projektiivseiks koordinaa-
deks ja selle rnumi koigi punktide niisuguseid koordinaate koos
selle n-mootelise ruumi projektiivseks koordinaa-
distikuks.

Punkti, mille koordinaadid nende jirjekorras on z,, zy, ..., %,
kirjutame (z,; %; ...; z.) v0i ka liihidalt (2;). Punkte (0; O;
...;0)ja(1; 1; ...;1) nimetame koordinaadistiku nulli-
punktiks ja ihepunktiks ja telgede lopmatusepunkte
koordinaadistiku ldpmatusepunkteks ja nendega
midratud ruumi koordinaadistiku ldpmatuseruumiks.

n-modtelises ruumis ei saa olla kahte
projektiivset koordinaadistikku, millel

(72) nulli-, iihe-ja lopmatusepunktid oleksid

iithised,
sest iga telje peal madrab teiste telgede Idpmatusepunktest
koordinaadistiku ithepunkti tulev {ilitasapind [61] iihe ja [50]
ainsa punkti selle telje koordinaadistiku iihepunktiks ja sirge
joone peal ei saa [57] olla kahte projektiivset koordinaadistikku,
millel nulli-, iihe- ja lopmatusepunktid oleksid iihised.
Projektiivse koordinaadistikuga =-
(78) mootelises ruumis onigan reaalse arvu
jaoks punkt, millele need arvud on
koordinaadeks,



72 J. SARV AXIX. 4

sest igal teljel on tema projektiivse koordinaadistiku definitsiooni
jargi iga reaalse arvu jaoks punkt, millele see arv on koordi-
naadiks. Sellest jirgnebki (lk.28), et siis, kui sirge joone
punktide arv oleks mingi m, oleks n-modtelise
ruumi oma m"

Kui selles n-mddtelises ruumis, kus juba on
projektiivne koordinaadistik, korraldatakse uus
projektiivne koordinaadistik, siis on iga punkti
uued koordinaadid tihed ja needsamad ihise ni-
metajaga murdlineaarsed avaldised selle punkti
vanus koordinaades. Sest kui peale vana z-koordinaa-
distiku ja peale mingi uue a/:-koordinaadistiku motleme neid

k

)
§, -koordinaadistikke, kus

1) ©
S, = %,

® (-1

2) §, -koordinaadistiku saame §,  -koordinaadistikust, vottes
seal siis, kui 2/i-koordinaadistiku lopmatusepunktid ei ole kdik
-1
§ -koordinaadistiku Iopmatuseruumis, nullipunktiks iihe neist
Iopmatusepunktest mingi (a) ja ihepunktiks (a; 4 1), nii et [65]

) (1)

:§i Ty

&1

2

1

+1) ) il ® : |
3) §  -koordinaadistiku saame §, -koordinaadistikust, va-

hetades seal nullipunkti mingi j-nda Iopmatusepunktiga, mis ei
ole veel z’-koordinaadistiku oma, nii et siis, kui nullipunktiks oli
#’-koordinaadistiku 1opmatusepunkt, «-koordinaadistikule mitte-
kuuluvate 1opmatusepunktide hulk viiheneb ja [71] igatahes

(14 1)
20 1 sl Ly
Sj = (1)
Sj
ja siis, kui i5£7,
O]
t+1) §-i
i T (e
Sj

(m)
4) sel viisil viimaks mingist §, -koordinaadistikust, millel
juba kodik ldpmatusepunktid on iihised «'-koordinaadistikuga
m 1

’

(m+1)
saame & -koordinaadistiku, vdttes nullipunktiks 2/;-koordinaa-
distiku oma mingi (3;), nii et [65]
(m+41) (m)

1 i T



A XIX. 4

Geomeetria alused (74)

73

siis jidb vaid vdtta viimases koordinaadistikus ithepunktiks '
koordinaadistiku oma mingi (¢)) ja z'i-koordinaadistik ongi [72]
kiles ja seal [64]

Q(m—}—l)

i s B
Ci

9 9

W, e A el & Lt T : A
mis siis, kui konstantsed jagajad ¢ viime § avaldiste lugeja-
tesse, saavad toesti lihise nimetajaga murdlineaarseiks avaldisteks,
mingeiks

, Qo +;a7|71-’l3| + A19%y —]L b “" A 1nZn

gl SR RS
' Qoo + A01%1 + A2 —|- e + Qondn

@by a0 | G212 + Q2272 —‘i— s - Qgndn
o =
(74) Qoo + Q01201 + Qo =+ * - + QonZn

B R w7 B i i
Qoo + 0% + @ogs + s + 0 nn

'y

sellepiirast, et 1) iihise nimega murdlineaarseid avaldisi liites
konstantidega saame {ihise nimetajaga murdlineaarsed avaldised
ja 2) samuti ka ithega neist teisi jagades ja seda iihte ennast
iimber poéérdes.

n-motelise ruumi projektiivse koordinaadistiku nullipunkt
ja lopmatusepunktid teevad definitsioonide jirgi (n -+ 1)-simp-
leksi, mida nimetatakse koordinaatidesimpleksiks. Sellel
simpleksil oleme nullipunkti vastasseina ruumi nimetanud 10p-
matuseruumiks. Koordinaatide simpleksi lopmatusepunktide
vastasseinte ruume nimetatakse koordinaatideilitasa-
pinnuks. Mingi z,-telje Iopmatusepunkti vastasseisva koordi-
naatideiilitasapinna koigil punktel ja ainult neil on

Zm = 0.

Vorrandit, mida rahuldavad iihe iilitasapinna kdigi punktide
koordinaadid ja ainult need, nimetatakse selle tlitasapinna
vorrandiks. Mingis #-koordinaadistikus, kus see iilitasapind
ei ole emam koordinaatide omaks, saab see vorrand iildiselt
lineaarne :

Amo + aml-/f',l + amﬂ-l;lz + s ‘+’ amn-l;,n = 0,
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sest samuti kui «/; oleme avaldanud z; najal, saame z; avaldada
7i najal, ja tdislineaarse nimetajaga murd saab null olla vaid siis,
kui tema lugeja on null.

Nii on projektiivsete koordinaatide
teisendusvalemeis siis, kui seal uued
koordinaadid on avaldatud vanade najal,

(75) lugejad uute koordinaatideiilitasapin-
dade vdorrandite pahemaiks pooliks (kui
paremal on null). Uhine nimetaja neis vale-
meis on uue ldpmatuseruumi vorrandi
pahemaks pooleks.

See selgub siis, kui mingil 2’,-teljel vahetame nullipunkti
Iopmatusepunktiga. Sest siis saab endine lspmatuseraum selle
telje uue lopmatusepunkti vastasseisvaks koordinaatideiilitasapin-
naks, mille koigil punktel on selle telje uus koordinaat null,
s. 0. [67] endise koordinaadi timberpsordud vairtus ja seega
tdesti endise koordinaadi nimetaja null.

Kui n-mddtelises ruumis on mingi
projektiivne koordinaadistik, siis on iga
lineaarne vorrand, milles tundmatuiks

(76) on selle ruumi punktide koordinaadid,
8. 0. iga vorrand

Uy + 0121 + Ay -+ FAnay = 0,
selle ruumi ihe ja ainsa lilitasapinna
vorrandiks.
Sest

1) seda vorrandit rahuldavad iga m-nda telje (— Z"—)- punkti

koordinaadid (mille hulgas on z, = — :" ja teised kdoik nullid),

2) need n teljepunkti (mis ei saa olla iihes (n—2)-modtelises
ruumis sellepérast, et vastasel korral oleksid koik » telge oletuse
vastu lihes (n—1)-mddtelises ruumis) misravad [45] iihe ja ainsa
neist libi mineva {litasapinna (mille vorrandi saame niiteks
neid punkte uue koordinaatide simpleksi nukeks vottes) ja

3) kaks lineaarset vorrandit » tundmatuga on samased, kui
kumbagi rahuldavad » niisugust arvude =-ikut, mille determi-
nant ei ole null, nagu siin
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siis, kui iikski a; ei ole null. Kui aga antud vorrandis a, voi
modni muu @, on null, siis tuleb vaid vdtta uus nullipunkt voi
m-ndale teljele uus 13pmatusepunkt ja selle juures saadud teisen-
dusvalemite jirgi teisendada ka antud vorrand.

Iga n -+ 1 iilitasapinda, mille vorrandite pahemad pooled on
mingid

o0 + Qo1xr —+ + -+ + QonZn

Q10 + (1121 + . 4 + AinZn

Ao "1" Oty + it + Qyn Xy

(77)

ja millel ei ole iihist punkti (s. o. » vdrrandist leitud x; védrtu-
sed ei rahulda jirelejadnud vorrandit, nii et

- |l Qoo Cop * =+ Con
| Qgo Qyy e s v Cay |
(78) | | | 0 |),
Opo Ony * =+ Cnn

méiravad [61] simpleksi. Kui selle simpleksi votame koordinaatide-
simpleksiks, siis on nende f{ilitasapindade vorrandite pahemad
pooled [75] teisendusvalemite (74) iihiseks nimetajaks ja lugejaiks.

Kui uue koordinaadistiku ldpmatuseruum on
samane vana omaga, siis saavad teisendusvale-
mid (74) lineaarsed. Sest nende iihiseks nimetajaks vdib
siis olla vaid konstant sellepiirast, et harmoonilise rea l1opmatuse-
punktil ei ole numbrit ja seega vana lopmatuseruumi punktel ei
saa olla vanu koordinaate. Kui selle konstandiga jagame iga
valemi lugejat (tdhtides jagatud kordajad endiselt), siis saavad

need valemid
(79) | /i = ai + @ + Gigxs + -+ GinZn
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Iga = iilitasapinda, mille vorrandite pahemad pooled on
avaldised (77) peale esimese ja millel on iiks ja ainus iihine
punkt ja nimelt koordinaatidega (nii et ta ei ole 1opmatuseruu-
mis), s. 0. kui selle » vorrandi lahendustes saab iihiseks nime-
tajaks mitte null:

} 01101 * +* Oy |
i Loy 0-22 N ai,l |
(80). | .|

médravad [61] koos ldpmatuseruumiga simpleksi. Kui selle simp-
leksi votame koordinaatidesimpleksiks, siis on nende iilitasapin-
dade vorrandite pahemad pooled [75] teisendusvalemite (79) pa-
remaiks pooliks.

Teisendusvalemid (79) on valemeist (74) see erijuhtum, kus
on ap=1 ja ap=dop ="-+-= o, = 0. Sellel erijuhtumil taandub
ka tingimus (78) tingimuseks (80). Sellest jirgneb, et

n-modtelise ruumi projektiivse koordi-

naadistiku teisendusvalemite iihiseks
(81) nimetajaks ja lugejaiks vdivad olla iga

n-+1 lineaarset avaldist (77), mis tdidavad

Blsis £

tingimust (78).

Kui teisendusvalemeis (79) vanade koordinaatide kordajad
aq tédidavad tingimusi

2 2 2
(82) Qi “i—au +"' -"'ain =1
@it Qg - Gig O = + ++ - Qi = 0, kui ¢ £

siis nimetatakse neid valemeid ja koordinaatide teise-
nemist ortogonaalseiks. Ortogonaalsed teisendusvalemid
on [81] vdimalikud, sest determinantide korrutamisest saame [82]

| @1 g+ Qg |

G an [ 100
|
|

| 1
;anlan‘z"'ann} |00"'l,

nii et tingimus (80) on toesti tdidetud.
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Kui ortogonaalse teisenemise korral on

| A,
Ll
|

siis nimetatakse seda teisenemist ka péirisortogonaalseks.
Pirisortogonaalse teisenemise korral on determinandis (83) iga
elemendi a;, vastav alamdeterminant 4;, samane selle elemen-
diga. Sest siis on determinandi arvutamise jérgi

oAy 4+ andn + - + b =1

adn -+ aede + <0 + @l =0, kui k1,
ja sellest n vorrandist » tundmatuga 4, saame toesti [82]

ja

(84) Alm = Uim

Pirisortogonaalse teisenemise korral on ka

85) | @ o’ 4o Faw =1
Qi Qi - i G ~+ oo 4 Qi = 0, kui 254 %

nagu see jirgneb [84] determinandi (83) arendusest tema veergude
jirgi. Seega on pirisortogonaalse teisenduse iimberpdore, s. o.
vanade koordinaatide avaldumine uutes, ka pirisortogonaalne.
Sest vorrandeid «(79) 2: kohta lahendades saame [83 ja 84]

(86) Ty = AOi + an'il;,l "’(_ a?imli + Vsl + aniv/I"ln

kus 4o on konstandid ja seega need valemid [85] toesti piris-
ortogonaalsed.

Piarisortogonaalsete teisendaste kor-
rutis (s. o. teisendus, millega zi-dest saavad 2”i-d
(87) siis, kui «'~d saavad x:i-dest p#risortogonaalse teisen-
duse teel, nagu ka 2”-d «'-dest) on ka péris-
ortogonaalne. \
Sest olgu [79]
2i=ad0+ oy 0 + Vit w = 0”0 0"l 21 el + & wn
kus nii @ kui ka o’ tididavad tingimusi (82) ja (83), siis tiidavad
neid toesti ka a”x, nagu see selgub siis, kui sinna paneme a;-de
asemele a”;-te avaldised [79]:
g = a0 + @i+ -~ Gin Gk

ja arvatame nende tingimuste pahemad pooled.
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Ortogonaalse teisenemise korral teiseneb [85 ja 82] kahe
punkti mingi (z;)=("» ja (y;)= (y’;) samanimeliste koordinaatide
vahede ruutude summa nende punktide uute samanimeliste koor-
naatide vahede ruutude summaks, s. o.

@8) | =2+ —2) '+ g 20)' =
= (Y1 — x'1)2 '+‘ 8 _x,z), + .- A (Mo x',,)g

24. Moddugeomeetria alused. Kui ruumis on mirke, mil-
lest iga tiksik on iihes ainsas punktis, siis nimetame neid mirke
punktikujulisteks ja nende punktide mirgeks,
milles nad on. Punkti koordinaate nimetame ka selle punkti
mérgi omiks. Kui monel punktide kogul on punktikujuliste
mirkide kogu ja see mirkide kogu voib saada teise punktide
kogu mirkide koguks, siis nimetatatakse seda mirkide kogu
fiutisiliseks kehaks. tema iiksikuid mirke selle keha
punkteks ja tema saamist teise punktide kogu mirkide ko-
guks selle keha liikumiseks. -

Kui n-mddtelises ruumis on 1) niisugune projektiivne koor-
dinaadistik ja 2) niisuguseid kehasid, mis saavad nii ja ainult
nii likkuda, et neil esiteks sirged jooned jidvad sirgeiks ja tei-
seks mingeil (n-2)-1 punktil, millest iikski n—-1 ei ole iihel
iilitasapinnal, (ja seega [56, 72 ja 74| selle keha kdigil punktel)
nende koordinaadid selles koordinaadistikus teisenevad péris-
ortogonaalselt (s. o. iga punkti uued koordinaadid avalduvad
eelmistes iihtede ja nendesamade pirisortogonaalsete valemite
kaudu), siis nimetatakse 1) seda koordinaadistikku Cartesiuse
ristkoordinaadistikuks, 2) selle koordinaadistiku 19p-
matuseruumi absoluutseks, 3) neid kehi kindlateks
ja 4) iga kahte kujundit, wmillel koaikide punktide miérgeks
saavad olla sellesama kindla keha needsamad punktid, ihti-
vateks ehk kongruentseteks.

Uhtivaid sirge joone tiikke nimetatakse ihepikkusteks
ehk iht teise pikkuseks. Kui iiks sirge joone tiikk on
ithtiv teise joonetiiki osaga, siis nimetatakse esimest joonetiikki
teisest lihemaks ja teist temast pikemaks. Kui iiks joone-
titkk AB on koos mingist arvust / osadest, millest igaiiks on teise
joonetiiki mingi CD pikkune, siis beldakse, et AB on CD-st
I kord pikem ehk CD I-kordne ja et €D on AB-st | kord
lihem ehk AB I-ndik. Sellega on defiinitud joonetiiki
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pikkus. Kui joonetiiki pikkuse kirjutame selle joonetiiki iile-
kriipsutatud nimega, siis on siin

AB=ICD ja CD = - AB.
Sirge joonetiiki pikkust nimetatakse ka selle joonetiiki otsade
vaheliseks kauguseks vdi teise otsa kauguseks teisest.

Cartesiuse ristkoordinaadistikus on telje
ithepikkusil tiikel otsade koordinaatide va-
hede absoluutvidéirtused samased ja kui telje
kahel tiikil on otsade koordinaatide vahedel ab-
soluutvidrtused samased, siis on need tiikid iihe-
pikkused. Sest mingi m-telje kdigil punktel on peale m-nda
koik teised koordinaadid nullid, nii et selle telje mingi kahe tiiki
(z:) (y:) ja (29 (y)) kongruentsuse korral kindla keha definitsiooni
jirgi maksev valem (88) tdesti taandub valemiks

(Ymn — 2w)® = ¢'m — ©'n)® ek |ym — Zu| = [tfm — &m],
ja kui m-telje tiikel (=) () ja (=) (ys) on otsade koordinaatide
vahedel absoluutvidrtused samased, siis on need tiikid tihepik-
kused sellepiirast, et kindlal kehal, millel on olnud mingid punktid
4 ja B punktes (z;) ja (y:) ja siis saanud punkt 4 punktisse (2;)
ja punkt B punktist (2’;) punkti (y’;) poole, peab selle tdestuse
esimese osa pohjal [57] B olema punktis (y").

Kui sirge joon 4B on lahutatud mingi joonetiiki D mingi
m-ndiku pikkusteks osadeks ja kui on leitud niisuguste osade arv
punktide 4 ja B vahel mingi {, siis deldakse, et joonetiikk AB
on mdoddetud mddduga CD jaonsaadud siis ratsionaalne
modteary ;i-, kui on

AB =-_'0D,
m
siis aga irratsionaalne modtearv a, kui iga m korral on
Ploce ! e fLY —— U] 141
+OD<AB<'T!0D ja L <a<tE!.

Seega on Cartesiuse ristkoordinaadistikus
m-nda telje iga punkti koordinaat siis selle
punkti kauguse modtearv nullipunktist, kui mdd-
duks on selle telje ithepunkti kaugus nullipunktist ja kui nulli-
punktist iihepunkti pool oleva punkti kauguse loeme posi-
tiivseks ja teisel pool oleva punkti oma negatiivseks.

Kui Cartesiuse ristkoordinaadistikus on kau-
guse mddduks voetud mingi m-nda telje thepunkti
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kaugus nullipunktist, siis on kahe punkti () ja (y)
vahelise kauguse modtearvu ruut nende punk-
tide samanimeliste koordinaatide vahede ruutude
summa. Sest kui kindlal kehal on olnud mingid punktid 4 ja B
punktes (x;) ja (y:) ja siis saanud punkt A nullipunktiks ja punkt
B m-nda telje mingiks r-punktiks, siis on [88] tdesti

(89) | Wr— ) + (e — %)+ o+ (Yo— 20)’ = 1"

Sellest jirgneb, et Cartesiuse ristkoordinaadistikus on kaigil
telil iithepunkti ja nullipunkti vaheline kaugus samane — selle
koordinaadistiku kaugusemodt. Kui mingi kaugus on
moddetud koordinaadistiku kaugusemddduga, siis nimetame
modtearvu lithidalt kaugusearvuks vdi veelgi liihemalt
kauguseks.

Nende punktide kogu, mis n-modtelises ruumis on kdik
mingist iihest punktist — keskpunktist — iihekaugusel, nime-
tatakse (n—1)-mdoteliseks sfiadiriks, lihemootelist sfidri
ringjooneks ja kahemodtelist kerapinnaks. Oeldakse, et
sfadr laheb koigist oma punktest 1ibi ja et kdik tema punktid
on tema peal. Kui (n—1)-mdotelise sfiiiri keskpunkt on mingi
(a;) ja tema punktide kaugus sellest keskpunktist mingi », siis
rahuldavad vorrandit

(90) fofesa e Ly R Uy L (e —an) = r

[89] selle sfddri iga punkti koordinaadid ja ainult need. Selle-
pirast nimetatakse seda vorrandit sfadri vorrandiks.

Kui mingist punktist 4 lihevad mingid kaks sirget joout
AB ja AC, siis nimetatakse tasapinna ABC seda osa, mille
punktid on joonest AB punkti ¢ pool ja joonest AC punktl B

pool, nurgaks BAC vdi CAB ja kirjutatakse BAC voi OAB
Seda nurka nimetatakse vahel ka kumeraks nur gaks ja
siis tasapinna iilejidnud osa ndgusaks nurgaks. Kui mingi
punkt D on punktist A punkti C kohta teisel pool, siis nime-
tatakse nurka BAD nurga BAC korvunurgaks. Sellest

jirgneb, et ka BAC on BAD le korvunurgaks. Kui nurk BAC on
kongruentne oma kdrvunurgaga, siis nimetatakse joont AB joo-
nele AC ristjooneks. Kui joon AB on ristjooneks joonele AC

ja selle juures lihtsuse jaoks AB = AC, s. 0. kui kindlal kehal
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on iiks punkt A4-s, teine B-s, kolmas C-s ja neljas joone AC peal
A-st O kohta teisel pool C kaugusel mingis D-s ja kui see kindel
keha saab nii liikuda, et tema esimene punkt jiib A-sse, teine
liheb B-st D-sse ja kolmas C-st B-sse, siis on selle liikumisega
selle keha neljas punkt [5 ja 69] ldinud D-st joone AB peale A-st
B kohta teisele poole mingisse punkti Z, nii et nurk DAB on
ka iihtiv oma kdrvunurgaga DAE ja seega ka joon AC AB-le
ristjooneks. Selle kohta Geldakse, et AC ja BA on teine teisega
ristil )

Cartesiuse ristkoordinaadistikus on iga telg
risti iga teisega. Sest kui tasapinnal on Cartesiuse ristkoor-
dinaadistik ja tasapinnalisel kindlal kehal mingid punktid 4, B
ja € selle koordinaadistiku nullipunktis, esimese telje {ihepunktis
ja teise telje tihepunktis ja kui punkt 4 on jaanud nullipunkti,
aga punkt B liinud teise telje peale nullipunktist ithepunkti
poole, siis on ta liinud nimelt tihepunkti (mis on ju nullipunktist
kaugusemdddu kaugusel) ja punkt C on siis toesti ldiinud esimese
telje peale nullipunktist {thepunkti kohta teisele poole sellepérast,
et teise teisendusvalemi

y==
korral saab [82 ja 83] esimene olla vaid
xl‘='—y7
a n-modtelises ruumis on iga kaks telge iihel tasapinnal.

Cartesiuse ristkoordinaadistikus on mingist
punktist kahe telje ldpmatusepunktesse minevad
kiired teine teisega risti, sest selle punkti voime [87] vdtta
uueks nullipunktiks, jittes Idpmatusepunktid endisteks ja siis
saavad need kaks Kiirt teliks.

Kui mingist punktist 4 liheb ristjoon mingile sirgele joonele
a, siis nimetatakse selle ristjoone tiiki pikkust punktist 4 kuni
loikepunktini joonega a punkti 4 kauguseks joonest a.

Tasapinnal on sirgel joonel, mis ldaheb teise
sirge joone absoluutsesse ldpmatusepunkti, koik
punktid samakaugusel teisest, sest kui teise neist joonist
votame [87] Cartesiuse ristkoordinaadistiku esimeseks teljeks,
siis on teise joone kdigil punktel teine koordinaat (tasapinna pro-
jektiivse koordinaadistiku definitsiooni jérgi) konstantne mingi &,

6
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nagu tema ristjoonel (Cartesiuse ristkoordinaadistikus) esi-
mene koordinaat, nii et mingist punktist (2; &) liheb ristjoon
telje punktisse (z; 0) ja selle kahe punkti vahelise kauguse
ruut

(x— 22+ (b—0)2= 2

on tdesti konstantne ja seega see kaugus ise Kka.

Kui tasapinnal on sirge joon, mille punktid on kaik sama-
kaugusel teisest sirgest joonest, siis nimetatakse teda teisega
paralleelseks. :

Parandused.

Lk. 2 rida 8 alt ka teine peab olema teine ka
O RN 8 , selle 0 i sellesama
PO (e P e S | e 8 x b4 ol
SN AT 7 , selle 2 o sellesama

v WON LS 16 SIS M1 ] » » [12]
» 15 lause (18) peab olema :

Tetraeedri tihest nukist vastastahu punk-
tesse vdi lihe serva punktest vastasserva punk-
tesse minevate joonetiikkide kdik punktid on
ka selle tetraeedri igast nukist vastastahu
punktesse minevate kui ka iga serva punktest
vastasserva punktesse minevate joonetiikkide
omad.
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Referat.

Die Grundlagen der Geometrie.

Nach dem Erscheinen so griindlicher Arbeiten, wie
. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie (1882),
Peano, I Principii di Geometria (1889),
. Hilbert, Grundlagen der Geometrie (1899),
Veblen, A System of Axioms for Geometry (Transact. of
the Amer. Math. Soc. V, 1904) und
F. Schur, Grundlagen der Geometrie (1909),
ist fiir Untersuchungen {iiber die Grundlagen der Geometrie
wohl nur iibrig geblieben etwa :
1) die Anzahl der Grundbegriffe und Grundsétze zu reduzieren,
2) den Inhalt der Grundbegriffe und Grundsitze der unmittel-
baren Anschauung niiher zu bringen und
3) den Beweisgang der geometrischen Sitze zu kiirzen.
In der vorliegenden Arbeit ist hauptsichlich der ersten
und zweiten dieser Aufgaben nachgegangen worden.

- Im ersten Teil der Arbeit (§§ 1—17) werden als Anschauungs-
protokolle die folgenden elf Grundsitze iiber die Grundbegriffe
,Punkt* und ,zwischen“ angenommen:

I. Gibt es einen Punkt, so gibt es auch einen anderen
Punkt.

II. Gibt es zwei Punkte, so gibt es auch einen dritten Punkt
so, dass der zweite zwischen dem dritten und dem ersten liegt.

III. Gibt es drei Punkte so, dass der zweite zwischen dem
dritten und dem ersten liegl, so liegt der zweite auch zwischen
dem ersten und dem dritten.

IV. Gibt es drei Punkte so, dass der zweite zwischen dem
ersten und dem dritten liegt, so liegt nicht der dritte zwischen
dem ersten und dem zweiten.

cuex
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V. Gibt es vier Punkte so, dass der zweite zwischen dem
ersten und dem dritten und der dritte zwischen dem ersten und
dem vierten liegt, so liegt der dritte auch zwischen dem zweiten
und dem vierten.

VL. Gibt es vier Punkte so, dass der zweite zwischen dem
ersten und dem dritten und der dritte zwischen dem zweiten
und dem vierten liegt, so liegt der dritte auch zwischen dem
ersten und dem vierten.

VII. Gibt es vier Punkte so, dass der zweite zwischen dem
ersten und dem dritten wie auch zwischen dem ersten und dem
vierten liegt, so liegt entweder der dritte zwischen dem zweiten
und dem vierten oder der vierte zwischen dem zweiten und
dem dritten.

VIII. Gibt es vier Punkte so, dass der zweite und auch
der dritte zwischen dem ersten und dem vierten liegen, so liegt
entweder der zweite zwischen dem ersten und dem dritten oder
der dritte zwischen dem ersten und dem zweiten.

IX. Gibt es zwei Punkte, so gibt es noch einen dritten
Punkt so, dass von den drei Punkten keiner zwischen den
beiden anderen liegt. ,

X. Trifft eine Gerade eine Verlingerung einer Seite eines
Dreiecks und die dieser Verlingerung anliegende zweite Seite
desselben, so trifft sie auch die dritte Seite.

Xl. Gibt es eine Ebene, so gibt es auch einen Punkt, der
nicht auf dieser Ebene liegt.

Aus diesen Grundsitzen und aus den Definitionen der Gera-
den, der Ebene und der mehrdimensionalen Riume werden aus-
fithrlich bewiesen der ,Bestimmungssatz“:

sirgend »n -+ 1 Punkte eines n-dimensionalen Raumes,
die nicht in einem (n — 1)-dimensionalen Raume liegen,
bestimmen denselben n-dimensionalen Raum*
und der ,Trennungssatz*:

»ein n-dimensionaler Raum wird durch jede seine Hyper-
ebene so in zwei Teile getrennt, dass die Strecke von
irgendeinem Punkte des einen Teiles nach irgendeinem
Punkte des anderen stets einen gemeinsamen Punkt
mit der Hyperebene hat, diejenige von irgendeinem
Punkte des einen Teiles nach irgendeinem anderen
Punkte desselben aber keinen“.
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Im zweiten Teil (§§ 18—24) werden aus den M &bius’schen
Netzkonstruktionen und aus dem Begriff der irrationalen Zahlen
die projektiven Koordinaten im n-dimensionalen Raum und ihre
Transformationsformeln hergeleitet und dabei auch die Gleichung
der Hyperebene gewonnen. Nachdem nachgewiesen worden ist,
dass die Transformationsformeln auch jede eigentlich orthogo-
nale Substitution enthalten, werden folgende Definitionen als
Grundlage fiir eine Massgeometrie aufgestellt:

‘Ein Zeichen im Raume heisst punktférmig,
wenn es nur einen einzigen Punkt einnimmt, und wird
das Zeichen dieses Punktes genannt.

Wenn eine Menge von Punkten eine Menge von
punktformigen Zeichen besitzt und diese letztere zur
Zeichenmenge einer anderen Punktmenge werden
kann, so heisst diese Zeichenmenge ein physischer
Kérper, jedes einzelne Zeichen ein Punkt dieses
Korpers, der betreffende Wechsel aber Bewegung.

Wenn es 1) ein solches projektives Koordinaten-
system und 2) solche physische Kérper gibt, die so
und nur so bewegt werden konnen, dass die Koordi-
naten der Korperpunkte sich in diesem Koordinaten-
system eigentlich-orthogonal transformieren, so heissen
1) diese Korper starre Ko&rper, 2) dieses Koordi-
natensystem ein orthogonales cartesisches,
3) der Unendlichkeitsraum dieses Systems der abso-
lute Unendlichkeitsraum und 4) zwei Figu-
ren kongruent, falls alle Punkte der einen die-
selben Punkte desselben starren Korpers zu'Zeichen
haben kénnen wie die Punkte der anderen.

Nachdem aus der gewdhnlichen Definition des Abstandes
die Gleichung der (n—1)-dimensionalen Sphére erhalten und
nach den Definitionen des Winkels und der Nebenwinkel die
senkrechten Geraden und der Abstand eines Punktes von einer
(Geraden definiert worden sind, wird nachgewisen, dass im ortho-
gonalen cartesischen Koordinatensystem die Einheitspunkte aller
Achsen den gleichen Abstand vom Nullpunkt anfweisen und jede
Achse zu jeder anderen senkrecht steht, und dass endlich alle
Punkte einer Geraden den gleichen Abstand von einer anderen
Geraden aufweisen, die mit der ersteren einen gemeinsamen ab-
soluten Unendlichkeitspunkt hat.
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