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1 Sissejuhatus

Nii Newtoni-Galilei mehaanika kui ka FEinsteini erirelatiivsusteooria eraldavad
koikvoimalikest taustsiisteemidest vélja {ihe erilise klassi - inertsiaalsed taustsiisteemid.
Need on taustsiisteemid, mis liiguvad iiksteise suhtes iihtlaselt ja sirgjooneliselt st kii-
renduseta. Newtoni teooria on invariantne Galilei teisenduste suhtes, erirelatiivsusteooria
on invariantne Lorentzi teisendustel, mis seovad neid inertsiaalseid taustsiisteeme oma-
vahel. Kuna Lorentzi teisendused ,,segavad” omavahel aja- ja ruumikooordinaate, siis
osutub, et on moistlik teha ildistus ja riadkida neljamdotmelisest aegruumist, mille ma-
temaatiline realisatsioon on tuntud Minkowski ruumina M, (pseudo-eukleidiline ruum).
Newtoni-Galilei paradigma raames radgitakse lisaks joududele, mis realiseerivad mingit
interaktsiooni kehade vahel (néiteks gravitasioonijoud), ka joududest, mis seda ei tee. Vii-
maseid nimetatakse inertsijoududeks. Lisaks inertsiaalsetele taustsiisteemidele on olemas
ka mitteinertsiaalsed taustsiisteemid ja Einstein soovis relatiivsusteooriat laiendada ka sel-
liste taustsiisteemide jaoks. See mote on sonastatud iildrelatiivsusprintsiibina: ,,Fiiiisika
seadused on iithesugused koikides taustsiisteemides”.

Milline on seos inertsi- ja gravitatsioonindhtuste vahel? Newtoni teine seadus on Kkir-
jutatav kujul F=m a, kus m; on nn inertne mass, mis moodab osakese inertsiaal-
seid omadusi. Joud, mis mojub osakesele homogeenses gravitatsioonivéljas g, on esitatav
seosega Fz] = my g, kus suurus m, on osakese nn gravitatsiooniline mass. Eksperiment
nditab, et suhe n = m,/m; on koikide osakeste jaoks sama ehk koik osakesed tunne-
vad samasugust kiirendust antud gravitatsiooniviljas. Teiselt poolt on koikide vabade
osakeste kiirendused iihesugused kiirendusega liikuvas taustsiisteemis. Tuginedes sellele
asjaolule viitis Einstein, et gravitatsioonivilja ja kiirendusega liikumist ei saa eristada.
See todemus on sonastatav ekvivalentsusprintsiibina: ,,Iga mitteinertsiaalne taustsiisteem
on lokaalselt ekvivalentne mingisuguse gravitatsioonivéljaga”. Seega on voimalik valida
vabalt langev taustsiisteem sellisel viisil, et gravitatsioonivali oleks lokaalselt kompen-
seeritud. Selles vabalt langevas taustsiisteemis on koik fiiiisika seadused sellised, nagu
inertsiaalses taustsiisteemis ja seda nimetatakse lokaalselt inetrtsiaalseks taustsiisteemiks.
Ekvivalentsusprintsiibi eri formuleeringuid on pohjalikult késitletud artiklis [11].

Eespool mainitud printsiipidest ldhtuvalt 6nnestus Einsteinil formuleerida teooria, mil-
les inertsi- ja gravitatsioonindhtused on eristamatud ja gravitatsioon ei realiseeru mit-

te jouna, nagu Newtoni teoorias, vaid l&dbi aegruumi koveruse. Uldrelatiivsusteooriat



(URT) voib seetottu nimetada ka relativistlikuks gravitatsiooniteooriaks. Oma sellises
formuleeringus on iildrelatiivsusteooria olemuslikult erinev teisi fundamentaalseid inte-
raktsioone (elektromagnetiline, tugev ja nork interaktsioon) kirjeldavatest teooriatest.
Uldrelatiivsusteooria on invariantne iildiste koordinaatteisendustel (diffeomorfismidel)
ning seelédbi reliseerub iildkovariantsusprintsiip, mille kohaselt fiiiisika seadused peavad
olema formuleeritavad koordinaatidest scltumatult. Elementaarosakeste teooria, kus inte-
raktsioon realiseerub osakeste vahetuse kaudu, seevastu on nn kalibratsiooniteooria, mis
tdhendab seda, et teooria lagranziaan on invariantne lokaalsetel teisendustel, mille para-
meetrid médratakse vastava Lie rithma poolt. Uldrelatiivsusteoorias ei ole kalibratsioo-
nirithma ja diffeomerfismide késitlemine sellise rithmana ei ole sisukas [6]. Kalibratsioo-
niteooriates on keskseks véaljaks kalibratsioonipotentsiaal, {ildrelatiivsuteoorias on selleks
viéljaks meetrika.

Tuginedes Einsteini 1915. aastal avaldatud iildrelatiivsusteooriale ja juba tuntud
Maxwelli elektrodiinaamikale, proovis H. Weyl [1] 1918. aastal leida seost Einsteini
vorrandite ja Maxwelli vorrandite vahel. Selle eesmérk oli leida nii gravitatsiooni kui
elektromagnetismi holmav iihisteooria. Oma artiklis proovis Weyl kirjeldada molemaid
teooriaid kui aegruumi geomeetria omadusi. Weyl kasutas kalibratsiooniteisenduse ja
kalibratsioon-invariantsuse moisteid, mis on aluseks tdnapéevastele kalibratsiooniteoo-
riatele. Jargmise katsetuse tegi Einstein [2] 1928. aastal kui ta kasutas tildrelatiivsusteooria
formuleeringut nn tetraadformalismis, et {thendada elektrodiinaamika ja gravitatsioon.
Idee seisnes selles, et tetraadvili, mis méarab igas aegruumi punktis lokaalse baasi puutu-
jaruumis, sisaldab 16 komponenti, aga meetrika iiksnes 10. Ulejédéinud 6 komponenti pidid
kirjeldama elektromagnetismi. Idee osutus ekslikuks, sest need 6 komponenti saab eemal-
dada noudes teooria invariantsust lokaalsetel Lorentsi teisendustel [6]. Olulise sammuna
néidati 1979. aastal [10], et nihete rithma kalibratsiooniteooria on véimalik formuleerida
sarnaselt Einsteini ideele 1928. aastast. Osutus, et see teooria ei sisaldanud koverust, aga
sisaldas védnet ja seda nimetatakse ajaloolistel pohjustel teleparalleelseks gravitatsiooni-
teooriaks. Teooria sisaldas vabasid parameetreid, mille kindel valik viib olukorrale, kus
teleparalleelne gravitatsioon ja iildrelatiivsusteooria on ekvivalentsed. Seega saab viita,

et nii koverus kui vadne molemad on sobilikud gravitatsiooni kirjeldamiseks [6].

Kaéesoleva t66 eesmérk ja iilesehitus on jargnevad. Eesmérgiks on detailselt 14bi kirju-

tada nii vaba punktosakese kui ka gravitatsioonivéljas liikuva osakese liikumisvorrandid



kasutades teleparalleelse gravitatsiooniteooria moisteid. Péarast detailset tuletuskéiku saab
saadud tulemust vorrelda iildrelatiivsusteooria vastava tulemusega ning tuues vélja sarna-
sused ja erinevused (nii matemaatilised kui fiiiisikalised). Kuna teleparaleelse gravitatsioo-
niteooria formuleerimine nouab tédiendavate matemaatiliste moistete tundmist vorreldes
iildrelatiivsuteooriaga, siis t66 alajaotused 3.1 - 3.5 on kohati referatiivsed, aga peaksid
siiski olema detailideni jélgitavad ka kasutatava matemaatilise aparatuuri esitamise sei-
sukohalt. Késitlus tugineb olulisel médral Aldrovandi ja Pereira raamatule ,,An Intro-
duction to Teleparallel Gravity”. T66 lisana on esitatud koige olulisemate matemaatiliste
tulemuste nimekiri koos lithikommentaaridega, mis peaks holbustama peatiikkide 4.1 ja

4.2 lugemist.

Kéesolevas t66s on valitud meetrika jargneva signatuuriga (—,4+,+,+). Kui ei ole

oeldud teisiti, siis on valguse kiirus véetud iihikuliseks ¢ = 1.



2 Uldrelatiivsusteooria

2.1 Koverus ja vaidne

Uhed tihtsamad méisted nii URTs kui ka teleparallelismis (TPG) on kéverus ja viidne,

mis on iildise lineaarse seostuse kaudu defineeritud jargmistelt [3]:

Rpx\l/,u = 81’Fp)\u o aﬂrp)\zx + Fpnurn)\,u - FpnanAW (1)

Tpl/u = FplLV - Fpu/r (2)

Siin R, , ., himetatakse koverustensoriks ja 7%, nimetatakse védndetensoriks ning suurus
o0, = % téhistab osatuletist koordinaadi z* jdrgi. Seostust I', nimetatakse afiinseks

seostuseks ja see niitab, kuidas muutuvad baasivektorid {€},} paralleelnihetel piki koor-
dinaatjooni
oe,
ox¥

Afiinne seostus defineerib kovariantse tuletise koordinaatbaasis
V,X"=0,X"+ FZMX'”, (4)

kus X" on vektori aegruumi komponendid. Koveruse (1) ja védnde (2) definitsioonid

tulenevad iildise vektori Ay kahekordsete kovariantsete tuletiste kommutatsiooniavaldisest

IV Vo] Ay = V.V, Ay — V,V, Ay = R, A, — T%, VA, (5)

Apv

Ko&verustensori R’ ahendamisel aegruumi meetrikaga on defineeritud Ricci tensor ja
AV

Ricci skalaar

R, =R’

ppvs

R=g"R,,. (6)

Definitsioonid (1) ja (2) on antud iildise seostuse puhul. Uldrelatiivsusteoorias, kus
aegruumi koverus realiseerub gravitatsioonilise vastastikmojuna, on seostus valitud selli-

selt, et kehtiks tingimus

v, =0 = I’ =TI% . (7)

v



Seega noutakse, et seostus oleks alumiste indeksite suhtes stimmeetriline ning, et aegruum
oleks véadndeta. Lisaks eeldatakse, et kehtib ka meetrilisuse tingimus erinevate indeksite

kombinatsioonide suhtes
Vg = G — 1\, 900 — I\, 90p = 0,
Viugur = Ougur — F”ng)\ - Fpu/\gup =0, (8)
Vognu = Ougur — 159w — 17,90, = 0.

Kombineerides avaldised (8) ja kasutades tingimust (7) saab tuletada Levi-Civita seostuse

o 1
FZV = égp)\ (8#.9)\11 + al/g)\u - a)\g/u/) . (9)

Seostuse f‘fw siimmeetrilisus alumiste indeksite suhtes tuleneb meetrika stimmeetrilisusest.
f‘ﬁy on URTSs kasutatav seostus.

Uldine afiinne seostus '/, on voimalik taandada kahe litkme summaks kasutades meet-
rilisuse tingimust (8) ja iildise vadnde avaldist (2) sama eeskirja jéargi [4]. Sel juhul saab

sama protseduuriga, nagu leiti (9), ndidata et
o, =I, +K°,, (10)

kus I', on Levi-Civita seostus ja K”,, nimetatakse kontorsioonitensoriks, mis on esitatav

vaandetensori kaudu

1
K*,, = 3 (TVPM +T7/, — T”W) . (11)

URT raames on tingimuse (7) tottu kontorsioonitensor vordne nulliga. Seega iildine afiinne
seostus (10) on védndevaba Levi-Civita seostuse ja tensori kombinatsioon ning selle tottu

el teisene ['), tensorina.

2.2 Geodeetilise joone vorrand

On mitu voimalust, kuidas leida punktosakese litkumisvorrandit URT raames. Uks viis

on kasutada vihima mdoju printsiipi. Antud juhul on méjufunktsionaal kujul

dxt dxv
S = /dT\/_ (guyﬁﬁ>v (12)

kus 7 tdahistab omaaega ning ruutjuure all olev avaldis on Lagrange’i funktsioon L. See

omakorda rahuldab Euleri-Lagrange’i vorrandeid

d ([ OL oL
ar <a_> = (13)



Siin tépp tdhistab tuletist omaaja 7 jirgi. Seega URTs on punktosakese litkumisvorrandid

kujul

d?x® .5 daf dx°
- =0 14
dr? Podr dr ’ (14)

mida nimetatakse geodeetilise joone vorrandiks. Suurus lo“g(, tahistab siin Levi-Civita seos-
tust (9). Parema poole vordumine nulliga néitab, et URTSs puuduvad gravitatsioonilised
joud ning kehad interakteeruvad aegruumi koveruse tottu.

Tasase ruumi ja ristkoordinaatide korral oleks f’ga = 0 ning vorrand (14) taanduks

kujule
d?x?
dr?

— 0. (15)

Selle lahend on sirgjoone vorrand 2° = ar + b, kus a ja b miiratakse algtingimustest.
Seega geodeetilise joone vorrand on sirgjoone iildistus koverasse ruumi. Vorrandi (14)
esimene liige on osakese 4-kiirendus a® ning teine liige kirjeldab, kuidas muutub osakese
trajektoor mittetasase ruumi (voi kdverjooneliste koordinaatide kasutamise) korral. See

on kooskolas teadmisega, et gravitatsioonindhtused on tingitud aegruumi geomeetriast,

P

mida kirjeldab koverustensor R, .

2.3 URT viljavérrandid

Uldrelatiivsusteoorias kirjeldavad gravitatsioonilisi ja inertsiaalseid nihtusi Einsteini
vorrandid. Molemad néhtused on URT raames eristamatud. See kuidas kehad iiksteisega
interakteeruvad on médratud aegruumi geomeetriaga. Einsteini vorrandid saab tuletada
véahima moju printsiibist.

Mojufunktsionaal, millest saab tuletada Einsteini vorrandid on esitatav kujul
5= SEH—FSm:/\/_—gd‘lx (k(R—A)+ Ly). (16)

kus g on aegruumi meetrika determinant, R on Ricci skaalar, L,, on mateeria Lagran-
ge’i funktsioon, A on kosmoloogiline konstant ja k on méaratav konstant. Esimest liiget

nimetatakse ka Einsteini-Hilberti mojufunktsionaaliks. M6ju varieerimisel meetrika jargi

oS
=0 17
5o (17)
saab tuletada Einsteini vorrandid
1
Guw =R, — §gw,R =kT,, — Agpu. (18)



Siin 7T}, on energia-impulsitensor, 12, on Ricci tensor ning konstant k& = 87Gy, kus G

on Newtioni gravitatsioonikonstant. Energia-impulsitensor on defineeritud jérgmiselt:

2 §[[v/=gd*zL,] 2 65,
T, = — S

vV =g 69#1} B Va') 69#1/.

Koikide indeksite vddrtuste puhul on vorrandeid (18) kokku kuusteist. Kuna aga G,

(19)

on stimmeetriline ja kehtib Bianchi identsus
V G, =0, (20)

siis on soltumatuid vorrandeid kokku kuus.



3 Teleparalleelne gravitatsiooniteooria

3.1 Tetraadformalism

URTS on kesksel kohal aegruumi maiste, mis on meetrikaga guv kirjeldatud 4-modtmeline
pseudo-Riemanni muutkond. Uldjuhul eeldatakse, et meetrika ei ole singulaarne ja tema
determinant ei vordu nulliga. Selle muutkonna igas punktis saab defineerida puutujaruumi
Tp.

4-mootmelises aegruumis on baasivektorid €, defineeritud nii, et nad oleksid koordi-

naatjoonte puutujavektorid

. 0

GM = 8u % (21)
Sellist baasivektorite definitsiooni nimetatakse koordinaatbaasiks voi holonoomseks
baasiks. Baasivektorite €, skalaarkorrutise kaudu saab defineerida ka aegruumi meetri-

ka,
Guv = gp : é’y, (22)

Baasi valik ei ole ithene. Puutujaruum on omakorda vaadeldav 4-mootmelise muut-
konnana, mille meetrika on Minkowski meetrika 7,;. See meetrika on igas aegruumi punk-
tis médratud lokaalse ehk tetraadbaasiga {€,}. Selle baasi moodustavad neli lineaarselt
soltumatut vektorvilja, mida nimetatakse tetraadiks (ka wvierbein). Lokaalne baas (ka

lokaalne reeper) rahuldab tingimust
5a : é}, = TNab- (23)

Seega on puutujaruum definitsiooni kohaselt tasane ruum Minkowski meetrikaga 7.
Muutkonda, mis rahuldab seda tingimust, nimetatakse ka Lorentzi muutkonnaks. Siin
ja edaspidi ladina téhed viitavad nn Lorentzi indeksitele ja kreeka téhed viitavad aegruu-

mi indeksitele. Iga vektor on arendadav nii koordinaatbaasis {€},} kui ka lokaalses baasis
{éa}

V=Vre, =Ve,. (24)
Seega on need baasid seotud tetraadi kaudu jargmisel viisil:

- w> - o a = __ n
€u = e€,'e,, €, =€, €a = e/'0,. (25)



Tetraadi nimetatakse ortonormeeritud tetraadiks, kui kehtib tingimus
eaM eby Guv = Tab- (26)

Tetraad on seega lineaarne baas, mis seob aegruumi meetrika g, puutujaruumi meet-

rikaga 1, kujul
Guw = Nap €, €",,. (27)

Analoogilised seosed jddvad kehtima ka vastavate kaasbaaside {dz*} ja {dx"} jaoks ning

tuntud duaalsusseosed

dz"(9,) = ¢", dz®(0,) = 6y (28)
saavad kuju
elet, =6b, et ebu =0, (29)

Eeskirja (25) jargi saab kasutada selleks, et teisendada vektori aegruumi ja puutujaruumi

koordinaatide vahel iiksteiseks:
Ve =et VI, VHE=elV,. (30)

Seega iga aegruumi vektori saab teisendada puutujaruumi vektoriks ja vastupidi.

3.2 Spinnseostus

Spinnseostus méirab tetraadbaasis {€,} paralleelnihetel vektorikomponentide muutused.

Infinitesimaalsetel nihetel dz* muutuvad vektori komponendid V* suuruse dV* vorra
Ve (zh + ox*) = Ve(xH) 4+ oV (31)
Komponentide muutuse §V* saab esitada vektori komponentide V¢ kaudu
Ve(zh + dat) = Ve (at) — Aabuvbdx“, (32)

kus vordetegurit A% , nimetatakse spinnseostuseks.
Analoogiliselt afiinse seostusega (3) defineerib spinnseostus kovariantse tuletise tet-

raadbaasis
vV, V*=0,V*+ A‘ICHVC, (33)

10



v,u‘/a = a,u‘/a - Aca,u‘/C' (34>

Kasutades seoseid (30) ja (33) saame avaldada afiinse seostuse ',

kaudu

3 a
, spinnseostuse A,

I, =el0ue, + el A%, (35)
Analoogiliselt saab ka spinnseostuse A, esitada afiinse seostuse ['¥,, kaudu

A%y, = e, 0,6, + eal,F”p#ebp. (36)

Seosed (35) ja (36) saab tuletada ka kasutades asjaolu, et tetraadi e,* tiielik kovariantne
tuletis on null [7]. See tuleneb néudest, et vektorvili ei tohi soltuda baasi valikust ning

on analoogiline meetrilisuse tingimusega (8) ehk

Afiinse ja spinnseostuse kaudu avaldub (37) jargmiselt:

Ve, =0, —e, %, + A“Mbeyb = 0. (38)

v p

Kuna Minkowski meetrika ei saa paralleelnihetel muutuda, siis kehtib seos
577(11) == (Acaulrlcb + ACanCa) dxp’ = O? (39)
millest jareldub tingimus

ab ba
A — _pbe (40)

m

Seega spinnseostus on seostus, mis on antisiimmeetriline puutujaruumi indeksite suhtes.
Analoogiliselt kovariantse tuletisega on voimalik ka koverustensor (1) ja vaandetensor

(2) avaldada spinnseostuse A%, kaudu kasutades seost (35)

Rab,uu = a,LLAabz/ - al/‘4ab,u + Aac,u,Acbu - Aacz/Acb;u (41)

1%, = 0ue®, — 0y, + A%, e, — A% e, (42)

Tetraadi omaduse (30) tottu saab avaldada koveruse ja védndetensori kujul, kus esinevad

ainult puutujaruumi indeksid [5]
Rabcd = ec“aﬂ (Aabd) - ed'ua# (Aabc) + AaecAebd o aedAebc - fechabe7 (43)

11



abc = Aacb - Aabc - abc' (44>

Suurusi f%, nimetatakse struktuurikoefitsentideks ja need tulevad teooriasse lokaalse ba-
asi {€,} kommutaatori avaldisest [€,,é] = f¢,,. Kasutades avaldist (44) on voimalik

spinnseostus avaldada véddande ja struktuurikoefitsentide kaudu

Aabc: (fbac+Tbac+fcab+Tcab_ abc_ C?)c)‘ (45)

DN | —

See on analoogiline afiinse seostuse avaldisega (10), mis néitab, et iildise spinnseostuse

saab samuti kirjutada vddndevaba seostuse /i“bc ja tensori K¢ summana
Aabc = Aabc + Kabc' (46)

Siin fi“bc on spinnseostus juhul kui kehtib tingimus 7'}, = 0, mis vastab URTle. Tensor
K on kontorsioonitensor (11) avaldatuna puutujaruumi koordinaatide kaudu

a 1 a a a
Kbczé(Tb C+Tb c bc)' (47)

3.3 Lorentzi teisendus

Puutujaruumi tasasusest jareldub, et Minkowski meetrika 7,;, on puutujaruumis invariant-
ne lokaalsete Lorentzi teisenduste suhtes. Lorentzi teisendused on koordinaatteisendused
kahe inertsiaalse taustsiisteemi vahel. Neid teisendusi saab kirjeldada Lorentzi teisendus-
maatriksiga A%.

Erirelatiivsusuteoriast on teada, et Lorentzi maatriks on konstantne ning teisendab
vektori komponente vastavalt eeskirjale z# = A* z”. Tetraadformalismis on aga igas
aegruumi punktis defineeritud erinev puutujaruum (25) lokaalse baasiga {€,}. Seetottu
on tetraadformalismis Lorentzi maatriks koordinaadist séltuv A = A(x). Sellist teisendust
nimetatakse lokaalseks Lorentzi teisenduseks, kuna teisendus tehakse puutujaruumis, mis

on lokaalselt méadratud. See tdhendab, et kehtib seos

/

Nap = A (@) A (@)near, (48)

kus A% téhistab Lorentzi teisenduse maatriksit.
Aegruumi ja puutujaruumi meetrika vahelisest seost (27) kasutades on voimalik leida,

et teisenduse maatriks A% on miiratud tetraadi kaudu jirgmise seosega:

’ /

A% = e’ ey (49)

12



Analoogiliselt saame leida tetraadi jaoks
eau/ - Aabeb‘u/. (50)

Antud seos néitab, et kindla meetrika puhul ei ole tetraad iiheselt méiaratud vaid on
antud lokaalse Lorentzi teisenduse tdpsusega. Spinnseostus (36) teiseneb lokaalse Lorentzi

teisenduse kaudu jargmisel viisil [7]:
/%u = Aac(x)a,U»Abc(‘r> + Aac(‘r)Acd,uAbd(m)' (51)

Spinnseostust nimetatakse inertsiaalseks kui ta avaldub kujul

Aty = A% (2)0,0, (). (52)
See nimetus tuleneb sellest, et seostuse (51) esimene liige kirjeldab inertsiaalseid néhtusi.
Koverus ja vadne teisenevad lokaalsel Lorentzi teisendusel jargmisel viisil [6]:

T, = A (@)T,,,
S )
Ry = M)A

b’ pv duv:

3.4 Kalibratsiooniteisendus

Kalibratsiooniteisenduseks nimetatakse sellist teisendust, kus Lagrange’i funktsioon jaiab
lokaalselt invariantseks. Puutujaruumi puhul on tegemist Minkowski meetrikaga tasase

ruumiga. Seetottu on puutujaruumis Lagrange’i funktsioon invariantne koordinaadi nihe-

tel [6]
1% =z 4 €%, (54)

Teisenduse parameeter €* on antud juhul nihkeparameetriks piki £ koordinaatjoont. Olu-

line on markida, et €* on funktsioon aegruumi koordinaadist x* ehk
€’ = e(at). (55)

See néditab, et koordinaadi nihe puutujaruumis soéltub, millises aegruumi punktis x* on

lokaalne puutujaruum valitud. Teisenduse (54) saab kirjutada ka generaatorite kaudu
1% = 1% + P, (56)

kus P, = 0, nimetatakse teisenduse generaatoriks. On n#ha, et see on seos (54) kui

arvestada, et Gz = &, kus §% on Kroneckeri delta ning seega €5y = e®.
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Analoogiliselt koordinaatnihkega (54) avaldub ka vilja ¢ kalibratsiooniteisendus kujul

V' =1+ 0 =1+ 0,1, (57)

milles v tahistab vélja 1) muutu nihkel piki koordinaatjoont x®. Et vili ¢ oleks kalib-
ratsiooniteisendustel invariantne, peab selle tuletis teisenema kovariantselt [6]. Teisisonu

peab kehtima vordus
0 (Dytp) = €00 (D)) (58)
See tdhendab, et kalibratsiooniteisendusel toimub iileminek
Dyp = 6 (D)), (59)

kus D, on kovariantne tuletis, mille avaldis tuleb leida kujul, et oleks téidetud kovariant-
suse tingimus.

Vaatame koigepealt osatuletist D, = 0,,. Avaldisest (58) saame sellisel juhul

0 (Out)) = 0 (09) = 0, (*0at) - (60)

Antud vorrandis on kasutatud asjaolu, et variatsioon ja osatuletis on kommuteeruvad

operatsioonid [, d,] = 0. Leibnizi reegli kohaselt avaldub see summana

O (0)) = (0ue”) Oat) + €0 (Dat)) # €0 (1)) - (61)

Seega leidsime, et osatuletis ei teisene kovariantselt. Seetottu tuleb defineerida tuletis,
kus lisaks osatuletisele on ka lisaliige, mis tagab kovariantsuse noude. Téhistades tuletise

timber D, — e, saab selle defineerida jérgnevalt:
¢y = + B® D, (62)

Suurust B?, nimetatakse kalibratsioonipotentsiaaliks. Selle kuju tuleb valida nii, et e,

teiseneks kovariantselt. Teisenemiseeskirja (58) jargi leiame

8 (eut)) = 0 (Ouip) + 6 (B, 0a1)) - (63)
Siin esimene liige on antud seosega (61) ja teine avaldub summana

8 (B%,041) = (6B%,) 81 + B, (0,0)) . (64)
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Kokku saame seega:
0 (eut)) = €0 (0u1)) + (0,4€") Dat0 + (6B?,) Bath + B%,6 (0at)) . (65)
Noudes, et kalibratsioonipotentsiaali B, variatsioon avaldub kujul

5B, = —,¢", (66)

I

taanduvad vorrandis (65) teine ja kolmas liige dra. Alles jadvad liikmed
0 (eth) = €00 (0u1) + B0 (0ut)) . (67)
Rakendades teisele liitkmele osatuletise teisenemise eeskirja (61) saame
B8 (Dath) = B, [(Da€”) Outh + €D (u10)] (68)

Definitsioonist (55) jéareldub, et 0,e® = 0 ning alles jé&b ainult teine liige. Avaldis (65)

saab siis kuju
(e ) = €0, [8#17& + B“M(?aw] = €0, (eut) . (69)

Sellega on kovariantsuse tingimus (58) tdidetud. Antud tuletise defineerimisel ei ole voetud
arvesse Lorentzi teisendust. See téhendab, et (69) on kovariantne ainult taustsiisteemis,
kus inertsiaalne seostus A%,, on identselt null.

Et tuletis D, oleks kovariantne ka Lorentzi teisendustel peab toimuma tileminek
o 5 Afa, (70)

Uldine funktsioon ¢ teiseneb Lorentzi teisendustel v — U(A)v, kus U(A) on funktsioon
teisendusmaatriksist [6]. Sellest jareldub, et ka eelnevalt leitud kovariantne tuletis e, laheb
tile kujule e, i) — U(A)e,b. Seda arvestades saab leida, et suurus U(A)e i) teiseneb

jargnevalt:
5 (U(A)e,tb) = 5 (U(A)) 0 + U(A)3 (e,0) (71)

Kuna 0U(A) # 0, siis tuletis (62) ei ole lokaalse Lorentzi teisenduse suhtes kovariantne.

Et oleks taidetud kovariantsuse noue (58), defineerime uue tuletise kujul

hy, = D, + B%0,. (72)
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Siin D,, téhistab tuletist, mis on kovariantne lokaalsel Lorentzi teisendusel. Seda voib
vaadelda kui osatuletise 0, iildistust. Néditamaks, et (72) puhul on kovariantsuse tingimus

tdaidetud, tuleb toestada, et § (h, 1) = €*0, (h,1). Kirjutades selle avaldise lahti saame
0 (hyp) = 6 (D) + 6 (B%,) 0utp + B0 (0ut)) - (73)

Variatsioon 0 ja tuletis D,, on kommuteeruvad suurused, [0, D,| = 0. Et (72) oleks kova-

riantne peab olema téidetud tingimus Dye* = —0B,. Esimene liige avaldub
0 (DM) = Du (W) = Du (ea a@D) =

= (D,e") 0,9 + €"D,, (0,0) = (74)
=— (53““) Oat) + €D, (0a7) .

Et tuletis D,, oleks Lorentzi teisenduste suhtes kovariantne tuleb see defineerida jérgnevalt:
D, = 0, + A%,2"0,. (75)

Suurus A°., = A?;0,A.¢ on inertsiaalne Lorentzi seostus ehk teleparalleelne seostus [6]
(vt. ka valem (52)).
Seega tehes vajalikud asendused ja kasutades avaldist teadmist, et teisendusparameeter

€® ei soltub ainult aegruumi koordinaadist z* saame
d(hu) = — (53“#) Oa) + €Dy, (0g)) + 6 (B“u) dath + B0 (0a1))

_ o (aa (8,0) + A%,a%0, (aaw)) + B ((Da€") Dt + €Dy (0a1))

. (76)
= €0, {8#1# + A%,a’ (0a1)) + Ba#aawl
= €0y (hyt)) .
Tuletisele (72) vastava tetraadi saame esitada kujul
B, = Oa + A%at + BO, (77)

mis tuleneb seosest (25). Tingimus (58) on seega taidetud.
Spinnseostus A%  on kujul A%, juhul, kui (51) kirjeldab ainult inertsiaalseid nihtusi,
mitte gravitatsioonilisi [6]. TPG eripéra on see, et inertsiaalseid nidhtusi ja gravitatsioonili

nahtusi vaadeldakse eraldiseisvatena, mitte kui sama néhtuse erinevaid ilminguid.
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3.5 Viljavorrandid teleparalleelses gravitatsioonis

Sarnaselt Einsteini vorranditega (18) kirjeldavad TPGs véljavorrandid gravitatsioonili-
si ja inertsiaalseid nihtusi. Uks viis neid tuletada on kasutada vdhima mdju printsiipi.
Selleks tuleb konstrueerida Lagrange’i funktsioon, mis oleks invariantne skalaar ning mis
rahuldaks TPG raames tehtud eeldusi [9].

Erinevalt URTst on TPGs valitud seostus re,, selliselt, et aegruumi koverus (1)

oleks vordne nulliga. Seetottu on TPGs médravaks suuruseks véddne (2), mistottu
mojufunktsionaal peab mingil kujul sisaldama véénde tensorit 7,,. Osutub, et

mojufunktsionaali saab esitada alljargneva kombinatsioonina viindetensorist [6]:

1 . ° ° ° ° °
5= / hd'a [167?@ <anan“”p + BT T, + 7T’JM’TW”) ” Lm} >

kus on summeeritud véddndetensori indeksite erinevad kombinatsioonid ja konstandid.
Siin h = /—g on tetraadi (77) determinant ja L,, on Lagrange’i funktsiooni mateerialiige
nagu Einstein-Hilberti mojus (16). Konstandid «, § ja v méaaratakse nii, et Lagrange’i

funktsioon oleks Lorentzi invariantne [9]:

1
o= —, B:§7 ’7:_1 (79)

Seega teleparalleelne mojufunktsionaal (78) on

1 1 . . 1 . . . .

TPG véljavorrandid saab leida kasutades Euleri-Lagrange’i vorrandeid (13). Antud

juhul varieeritakse Lagrange’i funktsiooni tetraadi h®, jirgi ja vastavad vorrandid on

: (ZZL) - @vagfajhfp”;) - )

p

Té&histades need liikmed alljargnevalt saame

oL s o
=—hS, ,
0(0.he)
ai op (82)
= —kh
ohe, Ja >
oL oL
——" 4+ 0, T =khO,S
ohs, 0 (0,1,



Esimest liiget nimetatakse superpotentsiaaliks ning see on defineeritud védéande ja kontor-
sioonitensori (11) kaudu

® PO ° ° L]

S, =Kr,—h"T%g+h,T,. (83)

a

Teist liiget nimetatakse kalibratsioonivooks ning on defineeritud kui

. 1 o VP o hPe 1 ® PO
Y ==h)S, TC — oLt A8,

(84)
ning kolmas liige on mateeria energia-impulsi tensor nagu vorrandis (18) on 7),.

Uksikasjalikult on nende suuruste tuletusksigud antud [6].

Léhtudes téhistustest (82) saame TPG véljavorrandid kujul
® P9 o P
d, (hSa ) —kn}, = kho,’. (85)

Kasutades seost (11) ning definitsioone (83), (84) saab leida, et vorrandi (85) parem pool
rahuldab jargmist seost [6]:

° 1

RP— -h'R=kO,. (86)

p_ Z
‘2

Need ongi Einsteini vorrandid (18). See nitab, et URT ja TPG on ekvivalentsed teooriad,
mis kirjeldavad samu fiiiisikalisi ndhtusi, aga teevad seda erinevaid suurusi kasutades ja

seega erineval viisil.
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4 Liikumisvorrandid teleparallelses
gravitatsiooniteoorias

Tuletamaks liikumisvorrandid teleparalleelse gravitatsiooni raames kasutame siin vahima
maoju printsiipi analoogilisel viisil URT kontekstiga (vt. ptk 2). Selleks tuleb moodusta-
da mojufunktsionaal analoogiliselt avaldisega (12), kuid mis sisaldaks tetraadformalismis
kasutatavaid suurusi. Lagrange’i funktsioon peab olema invariantne lokaalsete Lorentzi

teisneduste (50) suhtes. Samuti peab kehtima invariantsus kalibratsiooniteisendustel (54).

4.1 Vaba osake

Vabaks osakeseks nimetatakse siisteemi, mis koosneb iihest osakesest massiga m ning
kus puudub gravitatsioonivéli. Sellist osakest saab kirjeldada holonoomse tetraadiga
e“; = a“a;a’. Samuti on antud siisteem invariantne lokaalsete Lorentzi teisenduste suhtes,
mis tuleneb sellest, et tetraadbaas {€,} ei ole iiheselt méédratud. Seega tetraad teiseneb

jargmise eeskirja jérgi [6]:

e, =N e”.. (87)
Avaldis (87) on esitatav kujul
ebu =A°, (0,@’“,)
= 0 (A" ) + (A"0,)
(88)

= 0,2" + (A®,0,) A"

= 8,@1’ + Abcuxc.

L]
Siin viimases reas on kasutatud inertsiaalse spinnseostuse A, definitsiooni (52).

Uldisel kujul on massiga m punktosakese mojufunktsionaal esitatav kujul

b
S=-m / do, (89)
a
kus do tahistab invariantset intervalli, mis on antav valemiga

do? = ngdz®dz® = ngee. (90)
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Definitsioonis (90) suurust e* nimetatakse tetraadvilja {é,} kaasbaasiks, mis (88) kaudu

avaldatuna tuleb

L]
da® = " = e dzt = dz” + A", 2’da".

(91)

Aegruumi koordinaatide kaudu on (90) esitatav tuntud seosega ds* = n,, dz"dz”. Jagades

seda seost 1dbi ds-ga ning defineerides u* = dz* /ds kui 4-kiiruse saame
do = u,dz".

Puutujaruumi baasis analoogiliselt toimides saame

do = uge®.

Jargnevalt leiame intervalli do variatsioon ¢ (do). Otsene arvutus annab

5 (do®) = 2dod (do)
= 1ap (5€*) €* + gy (0€) €°
= e, (6¢*) + €, (6¢")
= 2e, (") =

= 2dod (do) = 2e,6 (e?).

Siit saab avaldada intervalli do variatsiooni

§ (do) = 2—; (6e%) = ug (6e%).
Variatsioon avaldisest (93) tuleb aga
d (do) = (dug) e* + ug (de) .

Vorreldes seoseid (95) ja (96) saame, et kehtib tingimus

(dugy) e® = 0.

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

(97)

Majufunktsionaali avaldise punktosakese jaoks saame seoseid (89), (91) ja (93) kasu-

tades kirjutada kujul

S = —m/uae“

= —m/ua [dma + fialmxbdar“} .
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Kasutades eelnevalt leitud valemit (97) ja teadmist, et variatsioon ja tuletis on kommu-
teeruvad operatsioonid, [d,d] = 0, saame mojufunktsionaali varieerides ning ositi integ-

reerides jargmise avaldise:

08 = —m/ {(5%) e + ug (dox®) 4+ ugd (/I“buxbdx“)}

=—m [ u, (d0x®) + u,0 (fi“buxb) dat + uafiabua:b (dézH)
(99)

= —m (02" — mu, A%,a" [0z +

+ m/ [duaéx“ — Ugd (fiabuxb) da" +d (uafiabuxb) 5$“}

Esimene ja teine liige on vordsed nulliga, kuna variatsioon on trajektoori otspunktides

dz(a), dz(b) vordne nulliga. Seega

0S = m/ {duaéxa — Uy 0 (/I“buxb) dat +d (uafiabuxb> 5$M:| ) (100)

Vaatleme moju lilkmeid eraldi. Esimeses puhul kasutame seost dz¢ = 0,2%z" ning

saame
du,dx® = du, (0,2") 6. (101)

Teise liilkme puhul kasutame Leibnizi reeglit ja seost dA%,, = <8pA“bM) dxf ning saame

) <fiabux ) dat = u,dat ( > 2+ Aalmaxb}

k
_ K bu) 573" + A%, (D )W]

= u,0, (%I ) dxtdx?

kirjutada

(102)

= U0y (/I“bua:b) dxtoxt.

Siin viimases reas muutsime summeerimisreeglite kohaselt paarikaupa indekseid p — pu.

Kolmas liige mjufunktsionaalis (100) tuleb lahti kirjutatuna
d (uafiabuxb) ozt = {(dua) fi“buxb + Ugd (fi“bu) 2’ + uafiabudxb} ozt (103)

Kui vaadata avaldist (101) ja avaldise (103) esimest liiget, siis saab need kokku votta
kujul

dugoxt (8#95“ + /I“buxb> = dugdz'e”,, (104)
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kus e, on tetraad (88). Seoses (103) teeme veel asendused dfi“bu = (8,,14“1,#) dz* ja

dz® = 9,z°dz". Asendades kdik eelnevad teisendused mdju variatsiooni (100) saame

0S = m/ [eaﬂdua — Ug0y, (%I“bua:b> dxt + u, ((’%/I“b“) dz’z® + uafiabuﬁpxbdwpl oxt.
(105)
Vaatame niiiid 1dhemalt maju (105) teist, kolmandat ja neljandat liiget. Teeme teises
litkmes summeerireegli kohaselt indeksivahetused fi“bu — /Iabp ja dz? — dx”, mis annavad

kokku
Uqg [— (8M141“bp) z’ — fiabp (9,2%) + (E)pfiabu> z’ + fi“bu (8pxb)} dxf =

[ ] [ ] [ ] [ ] (106)
Ug [zb (GpAabM — auAabp> — A%, (8,@17) + A%, (8pxb)} dx?.

Arvestades koveruse iildist avaldist (41) ning asendades iildise spinnseostuse A%, inert-
siaalse spinnseostusega A%, saame, et sulgudes olevad liikmed saab esitada kdveruse

kaudu

0, A%y — 0, A%y = R%py — A%y Ay, + A% A (107)

Ulejéanud kahes liitkmes asendame suuruse 9,2° tetraadi (88) kaudu. Seega saame avaldise

Ug [xb (R“W — A%, A%, + A“euAebp) — A“bpebu + A“prbcﬂxc

. . e (108)
—|—Aabu€bp - AabﬂAbdpLIZ‘d .

Siin teine ja viies liige taanduvad dra, kuna viiendas liikmes saab teha indeksivahetused

b — e, ¢ — b. Samamoodi taanduvad &ra kolmas ja viimane liige, kui vahetada b — e,

d — b, mis annavad

— A% A%+ A%, A2 = 0,

.. . e (109)
—AaeuAebprb + AabMAbdpl‘d = 0.
Moju variatsioon on seega kujul
0S = m/ [eaﬂdua — uad:ppR“bpua:b — uadpr“bpeb“ + uadpr“buebp oxt. (110)

Kuna TPG teoorias on seostus valitud nii, et koverus R, oleks null, siis teine liige seoses
(110) on identselt null. Lisaks toome sulgude ette intervalli do ning tdhistame 4-kiiruse

dx/do = w”. Viimases liikmes kasutame tetraadi omadusi (30) ja leiame, et

. . o ab
Ug (upebp) A%y, = uaubA“bu = uupA, =0, (111)
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o ab
mis tuleneb sellest, et u,u, on siimmeetriline tensor ning A, avaldise (40) kohaselt on

antisiimmeetriline puutujaruumi indeksite suhtes. Siimmeetrilise ja antisiimmeetrilise ob-

jekti korrutis on null. Seega saame moju variatsiooni (110) kirjutada kujul

du,

5S:eau{d

— Abapubup} ozt (112)
o

kus teises liikmes vahetasime omavahel indeksid b < a.
Véahima moju prinstiibi kohaselt peab moju variatsioon S vorduma nulliga, .5 = 0,

millest jarelduvad liikumisvorrandid on jargmised:

du,
do

— A’ upu? = 0. (113)

See on gravitatsioonivilja puudumisel vaba osakese liikumisvorrand TPG raames.
On niha, et gravitatsiooni puudumisel on see analoogiline URTs tuntud geodeetilise
vorrandiga (14), kus parema poole vordumine nulliga néitab gravitatsioonilise jou puu-

dumist.

4.2 Vaba osake gravitatsiooniviljas

Eelmise juhu {ildistusena vaatame olukorda, kus osake massiga m liigub viélises gravi-
tatsiooniviljas. Selleks tuleb tetraad e, asendada iildise tetraadiga h®,, mis sisaldab ka

kalibratsioonipotentsiaaliga B?, liiget [8]. M6ju avaldis (89) on sel juhul
S = —m/uah“, (114)
milles A% on tetraadile (77) vastav 1-vorm
h® = h",dz" = dx® + fi“b#xbdac“ + B, dz". (115)
Moju varieerimisel saame
08 = —m/ (0uq) h® + uq {5(137“ +9 (/I“buacbda:“) +4 (Baud:r;“)] ) (116)
Analoogiliselt avaldistega (95) ja (96) saab leida, et

5 (ds) = uadh? = (Suq) h® + g (5h?)
v (117)
(0ug)h* =0
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ning seega esimene liige on vordne nulliga. M&ju variatsioon (116) avaldub

0S = —m/uad6x“ + Uq ((Viabu) 2bdz + uafiabu (5xb) dat + uaA“buxb (dox*)

+ug (6B%,) da' + u,B%, (dsa).

Integreerime niiiid ositi esimest, neljandat ja kuuendat liiget. Need on vastavalt

/uadéx“ = [uaéxa]z — /duaéa:“,
[ ] [ ] b [ ]
/uaA“buxb (dox*) = [uaA“bebéx“} — /d (uaA“beb) oxt,

/uaB“u (dox*) = [uaBau(Sx“}Z — /d (uaB?,) 0™

Rajadega liikmed on vorsed nulliga nagu (100) ning saame

(118)

(119)

0S = m/duaéxa — Ug ((Viabﬂ) 2bdat — uafiabu ((5acb) dxt +d (uaAabuxb> oxt
(120)

—Uy, ((53“#) dx? +d (uaB“u) oxt.

Selguse mottes kirjutame koik liikmed eraldi. Kasutades eelmises punktis olnud tei-

sendusi avalduvad esimesed kolm liiget jargmiselt:
du,6x® = du, (0,x%) dx*,

Ug (5/41“1,“) 2bdat = u, (@Lzﬁi“bu) Sxraldat,

uafi“bu ((5xb) dx" = u, A%, (8ua:b) oxtdat.

Neljas liige tuleb

(dug,) A“buxbéx“ + Uq (dfiabu) b6t + uafiabu (dxb) dxt =
(dug) ﬁi“bua:b&l:“ + Uy (8,)14{“;,“) dz’xsxt + uafiabu (8pxb) dxPdxt
ning viies ja kuues on vastavalt
Ug ((5B“u) dxt = u, (0MB“M) oxtdxt,
d (uaBa#) oxt = (du,) B®,02" + u, (8,)3“#) dxPdx".

Viienda litkme puhul on kasutatud indeksi vahetus p — p.

(121)

(122)

(123)

Votame kokku koik litkmed, milles on du, ning kasutame tetraadi h?, definitsiooni

(77), millest jareldub

dugox” |0,x" + A“bua:b + B“u = duadm"hau.
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Asendades eelmises 16igus saadud avaldised m&ju avaldisse (120) saame

55 =m / ozt [haudua — Ugq (a‘u‘fzabp) I‘bdl’# - ua14.ab'u, (@be) dx"

. . (125)
+uq ((‘%A“bu) de’x’ + ug A%, (8pxb) dx? — u, ((‘LB“#) dxt + u, (@B‘L) dxp} )
Siin vaatame eraldi liitkmeid kordajatega u,dz" ja u,dz?, mis annavad vastavalt
—ugdz” {(@A“bu> b + A%, (Qﬂ;b) + (8HB‘1M)1 ,
(126)

wie (5,00 8+ i () + 0,7

Kui avaldada tetraadi (77) osatuletis on néha, et sulgudes olevad avaldised teisenevad

kujule
—ugdz? [9,h", — 0, (0,2")] "= —u,da? [0,h°, — 0, (9,2")] 127)
12
uadz? [9,h%, — 0, (0,x%)].

Segatuletiste vordsuse tottu jadvad nende vahesse alles ainult tetraadi osatuletised. Aval-

dades tetraadi osatuletiste vahe véinde definitsiooni (42) kaudu

—gda [0,h%, — 0,0 ] = —uyda” [T’aup — A e+ fiaepheu} , (128)
saame moju variatsioon kirjutada kujul:

55 = m / {h“udua ~ ugda” (T’aup AT+ /Iaepheu)} St (129)

Jargnevalt toome sulgude ette intervalli ds. Analoogiliselt eelmises punktis leitud

vordusega (112) saab siimmeetrilise ja antisiimmeetrilise objekti korrutamisel tulemuseks

o ae

nulli v u.A, = 0. Seega mojufunktsionaal tuleb

"

dua . °
0S =h", (% — Abapuaup — Tbapubu”> , (130)

kus véadnde puhul on kasutatud seost Tbup = Tbaphau ning kuna moju variatsioon peab

olema null, siis osakese litkumisvorrand on

du, °
Ya _ Abapuaup = Tbapubup. (131)

ds

See on teleparalleelne osakese liilkumisvorrand gravitatsioonivélja olemasolul. See erineb
vaba osakese litkumisvorrandist (113) selle poolest, et vorrandi parem pool ei vordu nul-
liga. See tdhendab, et tegemist on jou vorrandiga, kus vidne médrab gravitatsioonilise

jou. Vordluse URTs leitud vorrandiga (14) esitame jirgmises arutelus.
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5 Arutelu

Jargnevalt vordleme eelnevas peatiikis leitud punktosakese liikumisvorrandeid teleparal-
leelses gravitatsiooniteoorias vastavate liikumisvorranditega iildrelatiivsusteoorias.

Alajaotuses 2.2 esitasime iilevaatliku tuletuskdigu punktosakese geodeetilise joone
vorrandi (14) jaoks URT kontekstis. Kuna URTS toimub kogu diinaamika aegruumis, siis
sisaldab vorrand (14) ainult aegruumi koordinaate ning nende tuletisi omaaja 7 jargi. Geo-
deetilise joone vorrandi vasak pool sisaldab punktosakese 4-kiirendust ning Levi-Civita
seostust I o> IS vOtab arvesse aegruumi koveruse ning vektori suuna muutuse paralleel-
nihetel. Osakese liikumisvorrandid TPGs, (113) ja (131), sisaldavad aga Levi-Civita seos-
tuse asemel inertsiaalset spinnseostust /ibap. Erinevus tuleneb sellest, et nendes teooriates
kasutatakse erinevat matemaatilist formalismi. TPGs kasutatakse tetraadformalismi, kus
lilkumise kirjeldamiseks kasutatakse lokaalset tetraadbaasi, mis on defineeritud tasases
puutujaruumis.

Nii vélise gravitatsioonivélja puudumisel (vt. valem (113)) kui ka olemasolul (vt. va-
lem (131)) on punktosakese liikumisvorrandite vasakud pooled indentsed. See néitab, et
TPGs kirjeldab spinnseostus /Ibap inertsiaalseid néhtusi ja mitte gravitatsioonilisi. Seega
gravitatsioonivalja arvestamata jéttes eksisteerivad iildises Lorentzi raamis inertsiaalsed
nahtused. Sellest jareldub, et TPGs on gravitatsioonindhtused ja inertsindhtused kirjelda-
tud nii, et nad on omavahel eristatavad. URTs kisitletakse neid kui iihte ja sama fenomeni.
See asjaolu kajastub ka geodeetilise joone vorrandis (14), kus Levi-Civita seostus sisaldab
nii inertsiaalseid kui ka gravitatsioonilisi nédhtusi.

URTSs on geodeetilise joone vorrandi parem pool identselt null. Nagu eelmises 15igus
sai 6eldud, tdhendab see ithest kiiljest seda, et URTs on gravitatsioon ja inerts erista-
matud, ning teisest kiiljest nditab see, et punktosakese lilkumine on téielikult méaaratud
aegruumi koverusega. Teisisonu liigub punktosake mooda lithimat trajektoori (geodeetilist
joont) ning talle ei moju viliseid joudusid. TPGs soltub liikumisvorrandi parem pool gra-
vitatsioonivilja esinemisest voi mitteesinemisest. Selle puudumisel kehtib liikumisvérrand
(113), mis néitab, et osake liigub analoogiliselt URTga piki lithimat trajektoori ning talle
ei moju viliseid joudusid. Gravitatsioonivilja olemasolul aga sisaldab liitkumisvorrandi
(131) parem pool vadndetensorit 7: b.p- See niitab, et massiga punktosakese trajektoo-
ri médrab lisaks inertsile ka veel viline joud, mis on méaidratud vadnde poolt. Seega on

TPGs liikumisvorrand jou vorrand ning vorrandi paremal pool olev liige on vaadeldav
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gravitatsioonijouna, mida kirjeldadakse vadnet kasutades.
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6 Kokkuvote

Kaesoleva t66 eesmargiks oli detailselt tuletada nii vaba osakese kui ka gravitatsiooniviljas
liikkuva osakese liikumisvorrandid teleparalleelse gravitatsiooniteooria raames ja vorrelda
saadud tulemusi vastavate liikumisvorranditega, mis on tuletatud iildrelatiivsusteooria
kontekstis.

T66 teises peatiikis panime kirja URT pohimoisted ja definitsioonid, millele antud
teooria on iiles ehitatud. Alajaotuses 2.2 esitasime geodeetilise joone vorrandi ning and-
sime {ilevaate selle liikmete ja vorrandi enda fiiiisikalisest tdhendusest. Teise peatiiki
iilejasinud osas andsime lithiiilevaate URT véljavorranditest ja ning nende liikmete
tdhendusest.

Kuna t66 eesmiérgiks oli tuletada osakese liitkumisvorrandid TPGs, siis alajaotustes
3.1-3.4 on kirjeldatud nende detailseks tuletamiseks vajalikku matemaatilist aparatuuri.
Panime kirja tetraadformalismist vajalikud méisted (alajaotus 3.1) ning tegelesime spinn-
seostusega (alajaotus 3.2) ja Lorentzi teisendusega (alajaotus 3.3). Esitasime pohjaliku
iilevaate kalibratsiooniteisendusest ja -invariantsusest (alajaotus 3.4). Ulevaatlikuse hu-
vides on alajaotuses 3.5 esitatud ka TPG iildised viljavorrandid koos lithikese tule-
tuskéiguga ning vorreldud neid Einsteini véljavorranditega.

Neljandas peatiikis tuletasime iiksikasjalikult massiga osakese liikumisvorrandid
TPGs, kasutades kolmandas peatiikis arendatud matemaatilist aparatuuri. Liiku-
mivorranditest vaatlesime kahte erijuhtu. Esiteks lihtsamat juhtu vabast osakesest gra-
vitatsioonivélja puudumisel. Ning teiseks selle iildistust, kus osake liigub gravitatsioo-
niviljas.

Lopuks vordlesime URT ja TPG raames leitud liikumisvorrandeid, kus tdime vilja
nende pohilised erinevused ning andsime neile nii fiiiisikalised kui ka matemaatilised se-

letused.
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7 Summary

Equations of Motion for a Point Particle in Teleparallel Gravity

The goal of this work was to derive the equations of motion for a free particle and a
particle moving in a gravitational field in the context of teleparallel gravity and compare
the results with the respective equations derived from general relativity.

In the second section we established the basic definitions and concepts of GR, on which
the theory is built. In subsection 2.2 we presented the geodesic equation and explained
the meaning of the equation and its components. In the rest of section 2 we gave a short
overview of the field equations of GR and its components.

Because our aim was to derive the equations of motions for a paricle in TPG, in
sections 3.1-3.4 we described the mathematics necessary for the detailed derivation of
the equations. We established the necessary concepts of tetradformalism (subsection 3.1)
and looked at the spin connection (subsection 3.2) and Lorentz transformations (3.3). We
gave a thorough overview of gauge theory (subsection 3.4). In subsection 3.5 we gave an
overview of the general field eqations in TPG along with a short derivation and compared
the with Einsteins field equations.

In the fourth section we gave a detailed derivation of the equations of motion for a
particle with mass in TPG. We used the mathematics, that was established in section 3.
Two special cases were studied. Firstly the simpler case of a free particle in the absence
of gravitation and then its generalisation, where a particle is moving in a gravitational
field.

In conclusion we compared our results in TPG with the geodesic equation of GR. An
analysis of the main differences between them was given along with their physical and

mathematical interpretation.
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Lisa

® Nay = guh'hy” - Describes the relation between spacetime and its tangent space at
that point by relating the spacetime metric g to the Minkowski metric of tangent

space using the tetrad h.

o Toy = N T bw - When the Minkowski metric acts on a tensor, it either lowers or

raises one index.

o A% = A% hH

a _ ha AL pwp v RP
bl Rieq = D% 0 R Ry RYy |, - Tensor components can be transformed

Apv

into spacetime or tangent space indices using the tetrad.

o [ha, he) = fChe - This equation is valid for an anholonomic basis {h,}, where f¢,

are the structure coefficients, which are given in the next equation.

o f,=nhrthyY (8,,h°M — 0,h¢,) - The structure coefficients represent the curls of the

base members and include gravitational and inertial effect.

o V9" = 0,9" + 1,0 - Covariant derivative of vector ¢, where I' is the linear

connection, which acts only on spacetime indices.

o Do = 0,0° + Afluqbd - Fock-Ivananko derivative of vector ¢, where the spin con-

nection A acts only on tangent space indices.
o A% =h0.h"" +hiTy by = h,V ,h," - Relation between the spin connection A

and linear connection I' using the tetrad components h.

e D,¢* = h' V,¢" - Relation between the Fock-Ivananko derivative and covariant

derivative.
e J,h%, —T%, h?, + A“buhby = 0 - The total covariant derivative of the tetrad is
vanishing.

o

o [V, =17,+ K, - Every general linear connection I' can be decomposed using

the Levi-Civita connection I' and the contortion tensor K , where
o 1 P
I w 59 (aug/\u + 8Vg)\u - a)\guu) )

1
sz 9 (Tupu + Tupv - pr) :
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AY, = /Olab“ + K¢, - The same equation for the spin connection.

Rabw =0, Aab# —0,A%, + AaeyAeb# - A“euAeby - Curvature tensor written in terms

of the spin connection A. The spacetime form of R is just

RP

o = a,,rpw — 07, + FP,WF”M + F’JWT"M-

1%, = 0,h%, —0.h", + A%, ke, — A% h°, - Torsion tensor of the spin connection A.

Using the linear connection this becomes

pr —T° —T°

pv vy

b,T%,+DJT1",+D,1%, =R, + R, +R,, - General Bianchi identity for

torsion.

D,R%,, +D,R%,,+D,R%,, =0 - General Bianchi identity for curvature.

h'% = A%R®, - Lorentz transformation of tetrad h. Lorentz transformations can be
applied to tensors with tangent space indices. Only spacetime indexed quantities

are invariant.

/a __AQ d pc
bvp — A cAb R dvp*
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