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Konspekt sisaldab materjali tdendosusteooria ja mate-
maatilise statistika kursuse ulatuses TRU Majandusteadus-
konnale .

Toendosusteooria teoreetilisi kisimusi ja nende raken-
dust matemaatilises statistikas kasitletakse paralleelselt.
Keerulisi matemaatilisi tdestusi on valditud. Suurt roéhku
on pandud matemaatiliste arutluste ja valemite s6nalisele
selgitamisele. See on eeskatt vajalik neile, kelle etteval-
mistus matemaatikas ei ole eriti tugev. Paragrahvides 2 ja
3 késitletud Uldisi mdisteid ja arutlusi rakendatakse ning
konkretiseeritakse jargmistes paragrahvides. Sellepédrast
on vaga oluline 2. ja 3» paragrahvi sisu pohjalik moistmi-
ne.

Konspektis leidub Ulesandeid iseseisvaks lahendami-
seks. Teoreetilise materjali kinnistamiseks on mitmel pool
Jaetud Uksikkusimusi iseseisvaks lahendamiseks. Nendele ki-
simustele vastuse leidmiee kdigus saab ulidpilane kontrol-
lida, kuidas on aru saadud eelnevatest punktidest.

Konspekt on méeldud kasutamiseks esmajoones Majandus-
teaduskonna Ulidpilastele, kuid sobib tdendosusteooria ja
matemaatilise statistika pShimdistetega tutvumiseks ka teis-
te teaduskondade Ulidpilastele (mittematemaatikutele).

Kaesolev, kolmas triukk kujutab eelmiste taiendatud, ja
parandatud valjaannet. Oluliselt on Umber td6tatud valimi-
teooria ja korrelatsiooniteooria paragrahvid, vaiksemaid
muudatusi on ka uUlejaénud paragrahvides. Harjutustlesannete
valik on laiem. Olulisemad valemid on toodud konspekti 16-
pus.

Avaldan tanu kolleegidele E. Tiidule» JR. Tammestele]|
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TOnaosusteooria ja mate -

maatilise statistika aine

Paljudel elualadel tuleb kokku puutuda nédhtustega,
mis ka sarnastes tingimustes on teatud maaral erinevad.
Naiteks Uhel katselapil kasvavates viljapeades on terade
arv erinev; vlrdse suurusega perekondades ei tarbita piima
samal hulgal; tekstiilikdaitises todtavate samatuubiliste
automaattelgede seisakute arv Uhe tunni jooksul on erinev,
taringuga igal viskel saadav silmade arv voib olla erinev.
Nahtuste esinemist mfjutavad peamised tegurid on samad,
kuid teisejargulised (korvalised) tegurid pole iga sama-
tudbilise nahtuse korral tapselt samad ning need tingivad-
ki erinevusi nahtuste esinemises.

Harilikult voetakse arvesse ainult nahtust oluliselt
mojutavad tegurid, Ignoreerides taiesti kdrvalisi. Selli-
selt toimides uurime reaalse nadhtuse asemel selle lihtsus-
tatud mudelit. Kui aga paljude teisejarguliste tegurite
koosmju nahtust oluliselt mgjutab, siis. ei tohi neid te-
gureid arvestamata jatta. Sageli aga”™ ei ole vdimalik tép-
selt hinnata kdiki nahtust mdjutavaid kdrvalisi tegureid
ning iga uUksikteguri mGju. Neil juhtudel raagitakse juhu-
sest sOltuvatest nahtustest.

Juhusest sdltuvaks ehk juhuslikuks nimetame nahtust,
mis esineb paljude kdrvaliste pdhjuste koosmdjul Uhe ja
sama katse kordamisel teatud erinevustega.

VTdenaosusteooria uurimisobjektiks on juhuslikud nah-
tused: ta selgitab ja kirjeldab nende ndhtuste massilisel
toimumisel kehtivaid seaduspdrasusi matemaatiliste meeto-
ditega. Toenadosusteooria abil saame teha digeid jareldusi
massiliste katsete tulemustest, sest iga Uksikkatse tule-
mus vBib sisaldada palju juhuslikke, vaadeldavale nahtus-
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te liigile uldiselt mitteomaseid jooni.

Inimkond on joudnud oma arengus sellisesse staadiumi,
kus reaalses maailmas valitsevate seadusparasuste uurimi-
seks ja kirjeldamiseks tuleb uuritavale objektile vastavus-
se seatud mudelit tipsustada, s.t. veel rohkem l&hendada
toelisele objektile. Sellisel juhul voib seaduspéarasuste
selgitamiseks kasutada ka tdendosusteooria meetodeid ja
neid rakendataksegi erinevates teadusharudes jarjest roh-
kem.

T6endosusteoorias loodud mdisted ja nahtuste uurimi-
se meetodid vdimaldavad kokku hoida aega ja vahendeid kat-
sete sooritamiseks, kuid ei vdimalda neist taiesti loobu-
da. Juhuslike nahtuste uurimine tugineb I8ppkokkuvottes
siiski katsele ja vaatlusele.

N Massiliste juhuslike nadhtuste vaatluse tulemuste re-
gistreerimise , kirjeldamise ja analiilsi uUldiste meetodite
loomine-ning arendamine on matemaatiliSe statistika aineks.
Matemaatiline statistika tegeleb eii liiki massilistele
nahtustele Uhiste tunnuste ja omaduste uurimisega. Ta jJa-
tab kdrvale uuritavate objektide spetsiifilised isearasu-
sed ja kasitleb statistiliste uurimismeetodite formaalset,
matemaatilist killge. Matemaatilise statistika meetodeid
saab kergesti kohandada véga erinevate konkreetsete nah-
tuste uurimiseks.

Matemaatiline statistika on lahutamatult seotud t&e-
naosusteooriaga. Matemaatilises statistikas'Vvaadeldavad
spetsiifilistest tunnustest ,puhastatud” nahtused alluvad
toendosusteooria seadustele, mis on massiliste juhuslike
nahtuste seadusparasuste matemaatiliseks valjenduseks. Toe-
naosusteoorial on matemaatilises statistikas umbes sama
osa, mis geomeetrial mdddistamises vOi joonestamises.



§1. TOENAOSUSTEOORIA ALGMOISTED

1. Sindmuse d

Esimeseks pdhiliseks mdisteks tdendosusteoorias on
stindnus. Siundmuseks nimetatakse kdike seda, mille kohta
saab raakida toimumisest vOi mittetoimumisest.

Sindmus saab toimuda teatud tingimustes. Teatud tin-
gimuste kompleksi realiseerimist nimetame katseks. Katsel
vOib slndmus toimuda vdi mitte toimuda.

Naiteid
1. laskur tulistab marklauda. Katseks on lasu sooritamine,

marklaua teatud tsooni tabamine on sindmuseks.

2. Urnis on mitut varvi kuulid. Kuuli vdtmine urnist on
katse, teatud varvi kuuli saamine on sindmus.

3. Jalatsivabrikus konveieril valmistatud jalandud liigi-
tame kolme kategooriasse: esimene ja teine sort ning
praak. Votame kontrollimiseks juhuslikult Uhe paari -
see on katse. Katse tulemuseks on Uks sUndmustest: esi-
mese sordi, teise sordi vOi praakpaari saamine.

Sama katse korduval sooritamisel raagitakse katsesee-
riast. lga katseseeriasse kuuluvat katset nimetatakse Uk-
sikkatseks.

Sundmusi liigitatakse nende toimumise voimalikkuse
seisukohalt kindlateks, voimatuteks ja juhuslikeks.

Kui katsel teatud sindmuse toimumine on valtimatu,
nimetatakse seda kindlaks sindmuseks. Kui katsel sindmus
toimuda el saa, nimetatakse seda vOimatuks sindmuseks.

Sundmust nimetatakse _juhuslikuks, kui see antud kat-
sel vOib toimuda ja vbib ka mitte toimuda. Juhusliku sund-
muse toimumist vOi mittetoimumist el saa garanteerida, se-
da iseloomustab toimumise vOimalikkus.
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Naiteid:

1. Olgu urnis kéik kuulid rohelised. Kuuli votmisel urnist
on rohelise kuuli saamine kindel sindmus, punase kuuli
saamine on vdimatu sundmus.

2. Viskame kaht taringut korraga, Uhe voi teise silmade kom-
binatsiooni esiletulek on juhuslik sindmus.

3. Kauplus milb erinevatel paevadel kaupa erinevalt. Paeva-
se labimulgi suurus on juhuslik siUndmus.

4. Automaattoopingil valmistatud detaili kvaliteetseks voi
praagiks osutumine on juhuslikud sindmused, kuigi esime-
ne siUndmus toimub vlrratult sagedamini kui teine.

5 . Perekonnas poisslapse sundimine on juhuslik sindmus.

6. Loteriil voitmine on juhuslik sindmus.

Sundmuse juhuslikkus el ole vastuolus dialektilise ma-
terialismi seisukohtadega. Sundmust loeme juhuslikuks sel-
les mottes, et me kas ei tea kdiki sindmuse toimumise p&h-
jJusi vOi ei suuda nende mdju tipselt arvestada.

Sundmuste tahistamiseks kasutame edaspidi suuri tah-
ti. Nii viime konveierilt iulevate kingapaaride kontrolli-
misel esimese sordi paari saamisel raakida sundmusest A,
teise sordi paari saamisel sUndmusest B ja praakpaari saa-
misel sindmusest C.

2.SiUndmuste liigitamisest

A. Kaht sindmust nimetatakse teineteist valistavateks,
kui Uhe slUndmuse toimumine antud katsel valistab teise sund-
muse toimumise samal katsel ehk, kui nad koos toimuda ei

saa.
Naiteid:

1. Vapi ja kirja esiletulek Uhel raha viskel on teineteist
valistavad sindmused. Kui visata raha kaks korda jarjest,
vOib parast vapi esiletulekut esimesel viskel tulla tei-
sel viskel kiri. Sellise katseskeemi korral on vapi jJa
kirja esiletulek mittevalistavad sindmused.



2.

3.

6he loteriipiletiga samaaegselt 40 rbl. ja 100 rbl.voit-
mine on valistavad sindmused.

Liigitane toopingil valmistatud detailid 1 sordi, Il sor-
di ja praakdetailideks. Sama detaili kuulumine 1 sordi

ja praagi hulka on valistavad sindmused. Kui loeme 1 ja
Il sordi detailid standardseteks ja praakdetailid mitte-
standardseteks, siis detaili kuulumine 1 sordi ja stan-
dardsete hulka ei ole enam valistavad. Detaili kuulumine
standardsete hulka ei véalista voimalust kuuluda samaaeg-
selt ka 1 sorti.

B. Sindmusi nimetatakse vordvdimalikeks. kui vOib eelda-

da, et antud katsel on iga siindmuse toimumise objektiivsed
vBimalused samad.

1.

Naiteid:
Kui lugeda téringu viskel erineva silmade arvu saamist
omaette sindmuseks, voib toimuda Uks kuuest siindmusest,
Uhe kuni kuue silma saamine on vordvoimalikud sindmused,
sest korraparase téaringu korral on loomulik eeldada, et
iga tahu peale jaamiseks on voimalused samad.

Olgu urnis 6 valget ja 4 musta kuuli, mis on ka nummerda-
tud Uhest kimneni. Kuuli votmisel ei ole valge ja musta
kuuli saamine vOrdvoimalikud stndmused. Jarjekorranumb-
ritega 1, 2, 3 jne. kuuli saamine on vdrdvoimalikud
sundmused .

Televiisori ostmisel kvaliteetse aparaadi ja praakapa-
raadi saamine ei ole vdrdvoimalikud sindmused - esimene
siindmus toimub sagedamini, ta on palju tdendosem.

lga loteriipiletiga voitmise voimalused on vordsed -
stindmused on vordvoimalikud.

C. Olgu antud mingi hulk Uksteist valistavaid sindmusi.

Kui katsel (ks neist kindlasti toimub (Ukskdik milline),
siis oteldakse, et need sindmused moodustavad taieliku sind-
muste susteemi. Taielikku sUndmuste slUsteemi moodustavaid
sindmusi nimetatakse sageli ka ainuvdimalikeks sindmusteks.
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Naitteid:
1. Raha viakel moodustab vapi vdi kirja tulek téaieliku
stundmuste sisteemi . 4-
2. Taringu viskel kas 1, 2 jne. kuni 6 silma saamine moodus-
tab taieliku sindmuste sisteemi.

Kui taielikku sindmuste susteemi kuuluvad Uksiksind-
mused on vordvoimalikud, siis nimetatakse neid elementaar-
stndmusteks ehk juhtudekB. Vordvdimalike sindmuste taielik-
ku siUsteemi nimetatakse elementaarsindmuste slsteemiks.

Naiteid:

1. Summeetrilise taringu viskel on tegemist 6 juhust koos-
neva elementaarsiundmuste sUsteemiga.

2. Mangu alustamiseks on vaja saada taringu viskel 1 silm.
Olgu 1 silma saamine sundmus A, mistahes muu arvu silma-
de saamine sindmus B. Siis A ja B moodusta-v&d kull taie-
liku sindmuste sisteemi, kuid mitte enam elementaarsiind-
muste slUsteemi, sest A ja B pole ilmselt vordvoimalikud.

D. Katsel vdib sindmus A toimuda vdi mitte toimuda. A
mittetoimumist loeme uueks sindmuseks - ,mitte A". (ks
neist kahest sindmusest toimub kindlasti, kolmandat voima-
lust ei ole. Sundmused A ja ,mitte A" moodustavad taieliku
stindmuste slUsteemi. Kaht taielikku sindmuste silsteemi moo-
dustavat sindmust nimetatakse vastandatndmuatekB.

Sundmuse A vastandaindmuse tahistamiseks kasutatakse
harilikult simbolit A. Sindmused A ja A moodustavad taie-
liku sindmuste sisteemi.

Naiteid:

1« Vapi ja kirja esiletulek raha viskel on vastandaindmused.

2. Olgu urnis mustad, valged ja punased kuulid. Valge kuuli
saamine ja valge kuuli mittesaamine, s. t. kas musta voi
punase kuuli saamine on vastandsundmused. Kuid valge kuu-
1i saamine pole vastandsundmuseks musta kuuli saamisele,
sest on veel kolmanda sundmuse toimumise vdimalus - puna-
se kuuli saamine.



3. Sindmuse mtdenaosus

T6endosusteoorias vaadeldakse sundmusi nende <toimumi-
se vOoi mlttetoimumi.se vOoimalikkuse seisukohalt, Uhtede sind-
muste toimumine vOib olla rohkem vdi védhem oodatav kui
teistel.

Sundmuse toimumise vOimalikkuse astet iseloomustatak-
se tdendosuse abil.

Klassikaline tdendosus. Alustame naitest. Urnis ole-
vast 20 kuulist on 7 mustad ja 13 valged. Kuulid on lisaks
nummerdatud (1-7 mustad, 8-20 valged). Juhusliku kuuli vot-
misel on valge kuuli saamiseks rohkem lootusi kui musta kuu-
i saamiseks, (tleme, et valge kuuli tdendosus on suurem
musta kuuli, tdendosusest ning musta kuuli saamine ja valge
kuuli saamine ei ole vordvoimalikud siindmused. Jarjekorra-
numbrite seisukohalt saab kuuli votmisel toimuda Uks 20-st
sUndmusest, mis moodustavad taieliku elementaarsindmuste
sUsteemi: mistahes jarjekorranumbriga kuuli saamine on oma-
ette juht. Nende 20 vBimaliku juhuse hulgas on 7 sellist,
millega kaasneb ka sindmus ,,kuul on must" - M ja 13 juhust,
millega kaasneb ,,kuul on valge™ - V. utleme, et 20 vdima-
liku juhu hulgas on 7 soodsat juhtu sundmusele M ja 13 sood-
sat juhtu sundmusele V. Siundmuse V tdendosuseks loeme ja-
gatise 13 J 20. Kui valgete kuulide arv suureneks mustade
arvel, siis suureneks ka analoogiline jagatis ja nii kajas-
tuks digesti asjaolu, et valge kuuli saamise vdimalused on
kasvanud.

Kasitleme edasi asja uldiselt. Olgu teada n juhust
koosnev elementaarsindmuste sisteem. K&igi juhtude hulgas
olgu m juhtu, millega kaasneb siindmuse A toimumine - neid
nimetatakse sindmuse A jaoks soodsateks juhtudeks.

Stindmuse A YTaaalraH nnTs fimeram.gftdra nimetatakRft
sindmuse jJaoks soodsate juhtude arvu m ja kdigi juhtude ar-
VU n jagatist

\
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Toéendosuse leidmiseks toodud definitsiooni jargi tu-
leb mé&rata vordvoimalikest Uksikstndmustest koosnev téie-
lik sindmuste siisteem, s.t. k&ik voimalikud juhud ja nende
hulgast soodsate juhtude arv sindmuse jaoks. Siundmuse tol-
mumise vOimalikkuse astet saab sel viisil mddrata katseid
sooritamata.

Klassikalise t8endosuse definitsioon ei ole rakenda-
tav, kui vdimalike _.Iihtuda arv on Idpmatu vdi pole voimalik
valja selgitada vordvoimalikke Uksikstundmusi. Sellistel juh-
tudel aitab meid geomeetrilise vdi kdige sagedamini statis-
tilise tbendosuse mobiste.

Geomeetriline tdendosus. On antud marklaud pindalaga -
S. Elementaarsindmusteks on mistahes punkti tabamine. Tuleb*
leida marklaua osa suurusega s tabamise tdendosus. Voimali-,
ke juhtude ja samuti soodsate juhtude arv on I6pmata suur ~
ning klassikaline tdendosuse definitsioon ei ole rakendatav.

Geomeetriliseks tdenaosuseks tasapinnal nimetatakse
pindalade suhet s : S.

Statistiline tdendosus. Summeetrilise taringu viskel
on 6 vordvdimalikku vBimalust, Uhe silma saamise t8endosus
on klassikalise tbendosuse definitsiooni kohaselt 1 :6 .
Mittesimmeetrilise téringu korral pole aga vdimalused enam
vordvoimalikud ja mingi silmade arvu saamise tfenaosus pole
enam leitav teoreetilistest kaalutlustest lahtudes. Selli-
sel juhul tuleb toetuda katsele.

Antud tingimustes sooritatakse n katset. SUndmuse toi-
mumiste arv ehk sindmuse sagedus katseseerias olgu m. Sind-
muse suhteliseks ehk relatiivseks sageduseks n katsest koos-
nevas katseseerias nimetatakse jagatist

Lihikestes katseseeriates vdib suhteline sagedus Uksikutes
seeriates olla oluliselt erinev. Katsete arvu suurenemisel
on suhtelisel sagedusel tendents stabiliseeruda, enamasti
kdigub see jarjest vaiksemas ulatuses teatud kindla arvu uUm-

ber.
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Statistiliseks tdendosuseks nimetatakse suhtelist
sagedust kullalt suure katsete arvu korral.

Statistilist tdenadosust el ole pbdhimétteliselt vdima-
lik tapselt madarata, sest ei saa korraldada I6pmata pikka
katseseeriat. Ea paljude katsete korral sailib vBimalus suh-
telise sageduse Ja tbenadosuse oluliseks erinemiseks, kuid
selline vdimalus realiseerub vaga harva ehk see on vahe toe-
naone (sellest tuleb lahemalt juttu suurte arvude seaduse
kasitlemisel).

Edaspidi raagime sindmuse tdendosusest, podramata ta-
helepanu sellele, mil viisil see tdendosus on maaratud.

Paljude malanduse valdkonda kuuluvate probleemide
lahendamisel tuleb kasutada tdendosuse mdistet.

Naiteid-:

1. Kauplused peavad riietusesemeid ja jalandusid tellima uk-
sikute numbrite jargi erinevates kogustes, et rahuldada
kdigi ostjate soove. Tuleks hinnata tellitavate koguste
piisavust.

2. Too haireteta kulgemiseks tehase tsehhis on tarvis hoi-
da varuseadmeid, millega saaks kohe asendada rikete tot-
tu rivist valjalangenud seadmeid. Tagavaraseadmete hulk
ei tohi olla liiga vaike ega liiga suur - mdlemad varian-
did on ebamajanduslikud, d&igete proportsioonide maarami-
seks on tarvis teada seadmete riknemise tdendosusi. Ana-
loogiline olukord on mitmesuguste Uksikdetailicbe tagava-
radega.

3. Telefonikeskjaamade voimsuse planeerimisel tuleb arves-
tada, kui tbendone on teatud arvu valjakutsete esinemine
ajathikus.

4. the tootaja poolt teenindatav kudumisautomaatide arv sol-
tub niitide katkemise tdendosusest. Mida vahem vOimalusi
on niitide katkemiseks, seda rohkem automaate saab Uhe
tootaja jarelevalve alla anda.



4. tlesandeid

Leida mindi viskamisel vapi esiletuleku téendosus.

Mindi viskel saab olla kaks juhtu: vdib tulla vapp
vOi kiri. Vapi tulekuks soodsaid juhte on Uks. Seega on
vapi esiletuleku tdéendosus P(V) = 0,5*

Abonent on unustanud vajaliku telefoninumbri kaks vii-
mast numbrit (need on teineteisest erinevad) ja valib
need juhuslikult. Kui t8endone on, et ta valib 0iged
numbrid?

Sundmuseks A olgu mélema numbri Oige valik. Telefoni-
ketta 10 numbrit annavad erinevaid vdimalusi nii palju,
kui palju saab moodustada variatsioone 10 elemendist 2-
kaupa:

v2q =10 « 9 = 90.

Sundmuse A toimumiseks on soodsaid juhte 1. Otsitav tde-
naosus
P(A) = gj- « 0,011.

Kaupluses todtab 7 nais- ja 3 meesmiljat. Uhes vahetuses
tootab 3 mudjat. Kui tdenédone on, et Uhes juhuslikult va-
litud vahetuses on 3 meesmiUjat?

Sundmuseks olgu 3 meesmulja todtamine Uhes vahetuses.
Erinevaid véimalusi mildjate vahetuste moodustamiseks on
nii palju, kui palju saab moodustada kombinatsioone 10
elemendist 3-kaupa. Kdigi juhtude arv n = = 120.
Soodsaid juhte sindmuse A toimumiseks on ainult Uks. Ot-
sitav tdendosus

Py = "D« 0,008.

Tehase TKO avastas 100 detaili hulgas 5 praakdetaili. Kui
suur on praakdetailide suhteline sagedus?

Iga detaili kontrollimine on katse. Praakdetaili esine-
mine on meid huvitav sundmus. Vaadeldav sindmus toimus
100 katsel 5 korda. Praagi esinemise suhteline sagedus
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vaadeldud detailide partiis w = 0,05 =5 %=

5» Automaattdopingil valmistatud detailidest on kvaliteet-
seid keskmiselt 97 %= Kui suur on arvatav praakdetalli-
de hulk 2000 detailist koosnevas partiis?

Praaki on kogutoodangust keskmiselt 3 % ehk praagi
keskmine suhteline sagedus on 0,03. Vaadeldavas partiis,
praakdetailide oodatav arv m =w . n = 0,03 = 2000 = 60.

5. Toenaosuse omadusi

Klassikalise tdendosuse definitsioonist jareldub rida
omadusi, mis on uUlekantavad ka geomeetrilisele Ja statisti-
lisele tdendosusele.

1. VOimatu sindmuse tdendosus on null.

TOepoolest, kui sundmus on vdimatu, siis soodsate ju-
huste arv m = 0 ning P = O.

2. Kindla sindmuse tfenaosus on Uks.

Kindla sindmuse puhul m = nning P =n - n = 1.

3. Juhusliku sindmuse tbendosus asub O ja 1 vahel.

Juhusliku stndmuse korral Uldiselt m < n ning seega
m:n<1.

Kokkuvdte. Mistahes slindmuse tdendosus P ra-
huldab tingimust
0< P < 1.

Juhime tdhelepanu jargmisele asjaolule. Klassikalise
téenadosuse definitsiooni jargi on sindmus voimatu, kui sel-
le tdendosus on null, ja kindel, kui tdendosus on Uks. Geo-
meetrilise ja statistilise tbdendosuse korral ei tarvitse
see enam nii olla. Naiteks tasapinna Uhe punkti tabamine
on vdimalik, kuigi tabamise tdendosus on null (punkti pind-
ala on null). Katseseerias vOib sundmus toimuda igal n kat-
sest ning seega w = 1, kuid pole valistatud sindmuse mitte-
toimimine n + 1 katsel - siUndmust ei vdi veel pidada Kkind-
laks. Analoogiliselt sundmuse mittetoimimine n katsel ei
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vallata vbimalust selle toimumiseks veelgi pikemas katsesee-
rias. Kui sundmuse toendoaxis on kullalt lahedane nullile voi
null, siis oeldakse, et sindmus on praktiliselt vfimatu -
see toimub vaga harva. Uhele ldhedase tdendosusega sindmusi

loetakse praktiliselt kindlateks - need toimuvad peaaegu
alati. I
6.SUndmuste summa Ja korrutis

Kahe stndmuse abil saab defineerida ka mdningaid uusi
sundmusi -

Kahe siindmuse A ja B summaks nimetame sundmust, mille
toimumine seisneb'kvdi B (vOi mGlema) toimumises.

Sundmuste A ja B summa markimiseks kasutame simbolit
A U B.

Analoogiliselt vdib radkida ka kolme vOi enama sUndmu-
se summast.

Naide 1. Teatud mangu alustamise tingimuseks on
téringu viskel kas 1 (sundmus A) vdi 6 silma (sundmus B)
saamine. Sundmus .,jnangu alustamine™ (sundmus C) on seega
sindmuste A ja B sutéima C = A @ B.

Naide 2. Toodet loetakse standardseks (sundmus
S), kui see kuulub kas kdrgemasse (K) vOi esimesse (E) sor-
ti. Seega S = K QE.

Kahe sindmuse A ja B korrutiseks A f] B v(vdi AB) ni-
metatakse sitndmust, mille toimumine seisneb nii A kui B toi-
mumises.

Naide 1. Jargnevale kursusele saamiseks (siUndmus
K) on vajalik nii arvestuste (A) kui eksamite (E) edukas
sooritamine. Sundmust K vOib vaadelda sindmuste A ja E kor-
rutisena S = ADE ehk S = AE.

Naide 2. Preemiat makstakse (sindmus P) tootajale,
kes ei riku toodistsipliini (D) ning annab kogu plaani ula-
tuses kvaliteetset toodangut (K). Seega P =D MK.

Sundmuste summat ja korrutist (vastavalt A B VvOi
A 1 B) nimetatakse liitsindmusteks, mis koosnevad osaslnd-
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mustest A ja B.
Sundmuste summa ja korrutise mdistet on hea illustree-
rida graafiliselt (Joonis 1).

0) 6; ©

Joonis 1.

Ristkiliku osa A mistahes punkti tabamine juhuslikul
torkel olgu sindmus A, osa B tabamine sindmus B. Sindmused
A ja B on skeemil a) teineteist valistavad, b) mittevalis-
tavad. Skeemil c on antud juhule a vastavate silndmuste sum-
ma A U B. Sundmus A §H B on aga vOimatu, sest samaaegselt
el saa torkega tabada piirkondi A ja B. Skeemidel d ja e
on toodud juhule b vastavate siundmuste summa ja korrutis.
Siit on ndha, et sindmuste korrutise all mdistetakse siUnd-
muste Uhisosa.

Jargmistes punktides kasitleme seda, kuidas sundmuste
A ja B teadaolevate tdendosuste jargi leida nende sundmuste
summa ja korrutise tdendosusi.
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7. Tdenaosuste liitmislause

On teada siundmuste A ja B tdendosused P(A)( F(B).-
Leida liitsindmuse A U B (kas A vdi B) tdendosus.

Toendosuste liitmislause tuletame joonise 1 abil. Ko-
gu ristkiliku punktid moodustavad elementaarsiundmuste sis-
teemi ja ristkiliku pindala olgu 1. Siis on sundmuste A ja
B tdendosused vastavalt geomeetrilisele tdenadosusele vord-
sed osade A ja B pindaladega (nait. P(A) = Bg - 1 = 8).
Peab eristama teineteist valistavate ja mittevalistavate
sUindmuste juhte.

Valistavate siundmuste juhul (skeem 1c) on sindmuseks
A UB mblemad viirutatud ringid ning A B tdenaosuseks
viirutatud pindalade summa. Seega

P(A U B) = P(A) + P(B)

- teineteist véilistavate sUndmuste summa téendosus vOrdub
liidetavate tdendosuste summaga.

Mittevalistavate siundmuste juhul (skeem 1d) on A ja
B summa tbendosus jéalle vordne viirutatud osa pindalaga.
Selle saamiseks tuleb mdlema ringi pindalade summast lahu-
tada ringide Uhisosa pindala. Lahutatav on aga parajasti
sindmuste A ja B korrutise (koosesinemise) tdenaosus. Seega

P(A U B) =P() + P(B) - P(AB)

- teineteist mittevdlistavate sindmuste gygrs tdenaosus vor-
dub liidetavate tdendosuste summaga, millest on lahutatud
nende sindmuste koosesinemise (korrutise) tdenaosus.

Kolme sindmuse summa korral esitub tdendosuste liit-
mislause jargmisel kujul:

valistavate osasiUndmuste juhul

P(AUB UC) =P@A) +PB) + PO ;
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mittevadlistavate osasundmuste juhul

P(AUB 0C) a P(A) + P(B) + P©) -
- P(AB) - P(AC) - P(BC) + P(AEC).

Markus . Eeskirja sindmuste korrutise toenaosuse
leidmiseks saame jargmises punktis.

Liitmislauset kasutame siis, kul osasiUndmuste kohta
saab kisida ,,kas... vOi...".

Olgu tegemist n sundmusest koosneva taieliku sindmus-
te slUsteemiga, kus sundmused on tdhistatud A, Ag, e==»
Kui tdendone on, et toimub Ukskdik missugune taielikku sund
muste slUsteemi kuuluvatest siUndmustest? Teisiti valjendades:
kui suur on taielikku-sundmuste siUsteemi moodustavate siund-
muste summa tdendosus? tIkskdik missugune taielikku sind-
muste susteemi kuuluv sindmus on osasundmuseks Iiitsundmu-
sele B = Ay JAg U ... UAQ . (ks osasindmustest A"
@, 2, ..., n) toimub kindlasti (seleta, miks!). Seega on
liitsindmus B kindel sindmus ja selle tdenaosus

PB) =P(AL U A2 ... UAn) =1.

Teiselt poolt on taielikku sundmuste silsteemi moodustavad
stindmused Uksteist valistavad ja nende summa tdendosuse
leidmiseks vdib rakendada liitmislauset. Siis

P(ALUA2U ... UAn) = 2 P(A) =1
“wA rP(AA)UPtAI>a 0?2(An>

- taielikku siUndmuste sisteemi moodustavate sindmuste toe-
naosuste summa vordub Uhega.-

Jareldus. Sundmuse ja selle vastandsiindmuse
téendosuste summa on Uks (seleta, miks!):

P(A) + P() = 1.
Naiteid liitmislause rakendamise kohta on punktis 10.
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8. Tdenaosuste Korrutamislause

Leiame eeskirja sundmuste korrutise if) B tdendosuse
leidmiseks A ja B tdendosuste kaudu. Olgu n vOimaliku kat-
se hulgas Ug juhtu, millega kaasneb sindmuse A toimumine, ja
mg juhtu, millega kaasneb B. Seejuures osal juhtudest vdi-
vad sindmused A ja B toimuda koos. Olgu sindmuse A  jaoks
soodsate juhtude T4 hulgas sindmuse B jaoks soodsate juhtu-
de arv lpon»

Jagatis lWap - T4 médrab sindmuse B tdendosuse taien-
daval tingimusel, et sindmus A on juba tolmunud (Juhtude
uldarvuks on nende juhtude arv, mille korral sundmus A toi-
mub) .

Sindmuse B tdendosust, mis on leitud eeldusel, et
slindmus A toimus (toimub), nimetatakse stndmuse B tingli-
kuks tdenadosuseks tingimusel A P(B/A). Sundmus, mille eel-
nevat toimumist eeldatakse, margitakse kaldjoone taha.lLoen-
duvate juhtude arvu abil saab tinglikku téendosust avaldada

Jargnmiselt:

P(B/A) = -2~7-

Teisendame vOrduse paremat poolt jargmiselt:

mAB mAB rn
My My I N

Teiselt poolt m”~ in=PAHB ja e = P(A). Seega

B/A) =NANB1
P(A)

ehk
*P(A @ B) = P(A) = P(B/A).

Tulemus esitab tbéenaosuste korrutamialauset: kahe silndmuse
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korrutise tdendosus vOrdub Uhe sundmuse tdendosuse (Ukskdik
kuuma) Ja teise sundmuse tingliku tdendosuse korrutisega.
Kui kehtib seos

P(B/A) = P(A),

s.t. et Uhe sindmuse tdendosus el sdltu teise sindmuse toi-
mumisest voi mittetoimimisest, siis nimetatakse sindmusi A
Ja B teineteisest sdltumatuteks. Vastasel korral 6eldakse,
et slndmused on sdltuvad.

Naide. Urnis on 10 sinist Ja 16 rohelist kuuli.
Votame urnist Uhe kuuli, registreerime selle varvi Ja pane-
me™ kuuli urni tagasi. Teisel katsel sinise kuuli saamine
(sindmus S) ei olene esimesel katsel saadud kuulist (kas
toimus S vBi R). Esimese katse tulemus el mdjuta ka teisel
katsel sinise kuuli saamise tdendosust, P(S) =7 . Toimi-
me nddd aga nii, et esimesel katsel vdetud kuuli urni taga-
si ei pane. Teisel katsel sinise kuuli saamise tdendosus
soltub sellest, mis véarvi kuul tuli esimesel katsel. Kui
esimesel katsel saime sinise kuuli, siis teisel katsel si-
nise kutili saamise tdendosus on ~ , kul esimesel katsel

saime rohelise kuuli, siis - A0 .

Teise katseskeemi puhul on sindmuse S tdendosus tei-
sel katsel tinglik téendosus vastavalt tingimustel S v&i R:

PG/S) =~ , P(GS/R) =1
Esimese katseskeemi puhul seevastu
P(S/S) = P(S), P(/R) =P(S) =7

Téenaosuste korrutamislause sdltumatute silndmuste kor-
ral — kahe sdltumatu sindmuse korrutise tdendosus vordub
osasiindmuste tdendosuste korrutisega:

PC(AN B =PA) =PB) .
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M&rkus . Tulemus on Ulekantav ka kolme ja ena-
ma siUndmuse korrutise Juhule. Naiteks kolme s6ltuva osa-
stindmuse Juhul

P(ABC) = P(A) . P(U/A) < P(C/AB) ;
sOltumatute osasundmuste Juhul
P(ABC) = P(A) = P(B) .PO .

Juhime veel kord téhelepanu Jargnevale. Liitmislau-
set kasutame sellise liitsundmuse puhul, mille kohta saab
utelda ,,kas see vOi teine”, korrutamislauset aga ,.nii see_
kui teine" puhul.

Naited on toodud punktis 10.

9. Taistdenaosuse valem.

Bayesi valem

Alustame néditest. Kauplusse saabus 500 komplekti &mb-
lustooteid kolmest vabrikust: 100 komplekti vabrikust K ,
150 vabrikust L Ja 250 vabrikust M. Vabriku K toodangust
kuulub keskmiselt 75 % 1 sorti. Vabrikute L Ja M Jaoks on
see nditaja vastavalt 90 % Ja 80 %. Leida t8endosus, et
huupi vdetud komplekt on esimest sorti.

Tahistame sundmuse, et komplekt on eaimest sorti, té-
hega A. Sindmust, et komplekt péarineb vabrikust K (pole
tahtis mis sorti) téhistame tahega K Ja Ulejdanud vastavalt
L, M. 1 sordi komplekti vdib saada kas vabriku K, L voi M
toodangu hulgast. Toendosus selleks, et komplekt on parit
teatud vabrikust, on

PCl0 =38 , KL) =~0 , pa ., U .

T6endosus 1 sordi komplekti saamiseks vabrikus K valmista-
tud toodangu hulgast (seega tinglik tdendosus) on
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P(A/K) m » 0,75

Vabrikute L ja M Jaoks on tinglikud td&endosused P(A/L) =
= 0,9, PCA/M) =0,8.

Nuid leiame, kui tdenadone on, et Juhuslik komplekt
parineb vabrikust E Ja kuulub I sorti (analoogiliselt L Ja
H Jaoks). See tdhendab siindmuse EA tbenaosuse leidmist.
Téendosuste korrutamislausest saame

P(E A)

P(K) =P(A/E) = 0,2 - 0,75 ;

P(LA) =0,3 =0,9 5 P(MA) =0,5 *0,8 .

Stindmus A on vaadeldav 3 Uksteist valistava siUndmuse summa-
na: | sordi komplekt kas E vdi L vOi M toodangust. Lihe-

malt: A saab toimuda koos Uhega stndmustest E, L vdi M. Sel-
le téenadosuse leidmiseks rakendame liitmislauset, sest

A =EAU LA UMA

ning

P(EA) + P(LA) + P(MA) =
0,2-0,75 + 0,3 0,9 + 0,5 0,8 = 0,82.

P(A)

Esimest sorti komplekti saamise t6endosus on 0,82 (82 %)=

Vaatleme Ulesannet Uldises seades. Saagu sindmus A
kaasneda Uhega suUndmustest El , H2, ..., Hn, mis moodusta-
vad taieliku siindmuste siUsteemi. Sundmuste téenadosused
olgu teada: P(HM) =1, 2, ..., n). Sundmuse A slnd-
musega koostoimumise tdendosus ehk tinglik tdendosus
tingimusel ~ olgu P(A/HM). Sindmuse A tbendosuse P(A)
leidmiseks kehtib taistdendosuse valem

P(A) =P~) «P(A/E) + Pdy -PU/IL,) + ... +

+ P(Hn) -P(A/Hg)



ehk ldiiemalt

P(A) = Z1 PCA) .P(A/H%)

Valemi tdestuskédik on analoogiline lahendatud naites
kasutatud méttekaigule.

Esineb olukordi, kus sindmuse A toimumise pBhjuste
kohta tuleb teha mitmesuguseid oletusi ehk nn. hipoteese.
Sundmus A saab kaasneda mBne hiUpoteesi realiseerumisega.Hu-
poteese vOib vaadelda juhuslike sindmustena EL, ooy
Hjj, milledel on teatud tdendosused P(HY). Sindmuse A tde-
naosus eeldusel, et mingi hipotees on realiseerunud., on
tinglik téendosus P(A/ELN). Taistoendosuse valemi abil lei-
takse A tdOendosus, arvestades sindffiuste A toimumise vOima-
lusi. Sooritame katse ja selle kaigus toimub sundmus A. See
sunnib tavaliselt Umber hindama varem puUstitatud hiupoteese
ja nende tdenadosusi. Tuleb leida teatud hipoteesi toe-
naosus parast seda, kui sindmus A on toimunud. See oleks
hipoteesi tinglik tdendosus tingimusel A - P(HYA) .

Tingliku tdendosuse mdiste jargi (vt. 8.p.)

P(HA)
P(H,7/A) = — —
1 P(A)
kus P(A) leitakse taistoendosuse valemist ning sundmuse
HjA tbendosus tdendosuste korrutamislausest. P(EjA) =
= P(HY) «P(A/H™). Molemaid seoseid arvestades saame Baye-
si valemi

.P(A/H.
PCHj/A) P(”i) PC Hl)

Vorduse paremal poolel esinevad tdenadosused on kdik
maddratud enne katset. Vasak pool téhendab hipoteesi tde-
naosust, vottes arvesse tegelikku katsetulemust.



10.u0lesandeid

Alustame Ulesannetega liitmis- ja korrutamislausete
kasutamise kohta.

1. Raha ja asjade loterii iga 10000 pileti kohta loo-
sitakse 150 rahalist ja 50 esemelist vOitu. Kui tdendone
on Uhe piletiga voitmine?

Sundmus ,,voitmine" (7) on kahe teineteist valistava
sundmuse ,,rahaline voit" (H) ja ,.esemeline voit" (E) summa.

P(V) = P(HUE) =P(R) +P0OS) =~8§5 + 7 =0,02 .

Teine lahendusviis. Sundmusele 7 on soodsaid juhte
m =150 + 50 = 200 ja P(V) = 200 :10000 = 0,02.

2. Kui tbendone on kahe taringu viskel saada 7 voi 8
silma?

Kahe téaringu viskel on erinevaid vordvdimalikke voi-
malusi 6 <6 = 36. Soodsaid vdimalusi 7 silma saamiseks on
6 : Uhel taringul 1, teisel 6 silma; 2 ja 5 silma; 3 ja 4
silma ning vastupidi. Soodsaid vdimalusi 8 silma saamiseks
on 5« Kas 7 vdi 8 silma saamise (sindmus A) tbenaosus

3« Pikaajaliste vaatluste tulemusena selgus, et re-
monditddkojas on treipingi 20 peatuse pOhjusteks keskmi-
selt 10 juhul toorikute puudumine, Ulejaanud peatused on
tingitud muudest pdhjustest. Leida muudest pbShjustest tin-
gitud peatuste tdendosus.

Loiketera vahetamine (sindmus A), transmissiooni rik-
ked (stundmus B), toorikute puudumine (C) ja muudest pdhjus-
test tingitud peatused (D) moodustavad taieliku sundmuste
sUsteemi .

Kuid

P(A) + P(B) + P(C) + PO) =1, kust
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PO =1-PA -PB) -PC) =1-~g-~--28 =0,25.

Lahendage sama Ulesanne liitmislauset kasutamata.

4. Statistiliste andmete pdhjal voib titarlapse siundi
mise tdenadosuseks votta 0,482. Leida poisslapse stndimise
tdendosus p-

Tutarlapse ja poisslapse sundimine on vastandsindmu-
sed ning

0,482 +p =1 .

Poisslapse sundimise tdendosus p = 0,518.

Mitmete maade statistilised andmed kinnitavad, et
1000 vastsundinust on poisslapsi keskmiselt 518 ja tutar-
lapsi keskmiselt 482.

5 .T6endosus, et nadala jooksul tuleb punaka tooniga val-
gusti asendada uuega, on 0,7 ja sinaka tooniga valgusti pu-
hul - 0,5. Kui tdendone on, et asendada tuleb mélemad val-

gustid?
Tahistagu A sundmust ,,asendada punase tooniga valgus-
ti" ja B - ,,asendada sinine valgusti'. Meid huvitab sind-

mus ,,nii A kui B" ehk C = AB, kus osaslUndmused on teine-
teisest soltumatud:

P(AB) = P(A) -P(B) = 0,7 =0,5 = 0,35.

6. Ettevotte toodangust on 95 % standardne, millest
86 % kuulub 1 sorti. Kui tdenédone on, et juhuslikult vali-
tud toode kuulub 1 sorti?

Standardse toote saamine olgu sundmus A, |1 sordi too-
te saamine - sundmus B. Meid huvitab nii sindmuse A kui B
toimumine, s.t. sindmus AB. Siindmuse A tdendosus on P(A) =
= 0,95; sundmuse B tinglik tdendosus eeldusel, et A on ju-
ba toimunud, on P(B/A) = 0,86 ja seega P(AB) = P(A) = P(B/A) =
= 0,95 «0,86 = 0,817.

7. Tsehhis téotab 3 tdopinki. 1 toopingi haireteta
tootamise tdendosus on 0,9, W td6pingil 0,8 ja 111 tHo-—
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pingil on 0,85. Kui tdendone on, et 1) nii I kui 1l t66-
pink tootavad vaadeldava tunni jooksul haireteta; Z) kdik
kolm tdopinki toéotavad hdireteta?

the t66pingi normaalne td6 vOi ka rike el mdjuta
teiste pinkide td6d - sindmused A, B ja C on sdltumatud.

Kuid siis 1) P(AB) = 0,9 *0,8 =0,72; 2) P(ABC) =0,9 =
= 0,8 0,85 = 0,612.

8. Teate toimetamiseks Uhest punktist teise saadeti
teineteisest soltumatult teele 2 kaskjalga. Toendosus, et

esimene kaskjalg jouab sihtpunkti, on 0,9 ja teisel 0.,8.
Kui tdendone on, et teade jduab sihtpunkti?

Tahistame sindmused ,,1 kéaskjalg jouab sihtpunkti' ja
11 késkjalg jouab sihtpunkti' vastavalt S ja S2. Sundmu-
sed ¢ jJa S2 on teineteist mittevalistavad. Tahega S ta-
histame sindmuse ,,teade jduab sihtkohta™. Siis S = S~ U S2
Ja
P(S) = P(S1) + P(S2) - P(sls2).
Stndmused S™ ja S2 on teineteisest s6ltumatud ning vasta-
valt soltumatute sindmuste tdendosuste korrutamislausele
PCSA) = P(S1) =P(S2).

Seega
P() =0,9 +0,8 - 0,9+0,8 =0,98,

mis naitab, et teate joudmine sihtkohta on praktiliselt

garanteeritud.

9. Umbrohutdrjet tehes suudab iks lennuk preparaati
pritsides umbrohu hévitada tdendosusega 0,7 » teine lennuk
-0,8. Kul suur on umbrohu havitamise tdenaosus mdlema len-
nuki kasutamisel?



Umbrohu havitamine 1 lennuki abil olgu stindmus ,
11 lennuki abil - , umbrohu havitamine Uldse - H.

Esimene lahendusviis. Sindmus H on mittevédlistavate
stndmuste ja summa, kusjuures ja H2 on teinetei-
sest soltumatud. Siis

P(H) = PC~ UHg) = PCA) + P(Hg) - PCH,) =PCHg) =
= 0,9%.

Teine lahendusviis. Siundmuse H vastandsundmuseks on
B - kumbki lennuk ei suuda umbrohtu hdvitada. Sundmus H
on omakorda sdltumatute sindmuste - ja H2 - korrutis
ning PH,jH2) = P(H™) <P(H2). Vastandsundmuste jaoks kehtib
seos PH) + P(H) = 1. Siit saame leida P(H) =1 - P(H) -
Kuid P(H1) = 0,3 ning PC") = 0,2. Seega PH) =1 - 0,3*

« 0,2 =0,9%.

10. Tulistatakse 3 lasku. Margi tabamise tdendosu-
sed on 1 lasuga 0,4, 11-0,5 » Wl - 0,7 Kui tdenaone
on, et marki tabab vahemalt iUks lask ?

Téhistame sundmused jargmiselt: 1 lask tabab - ™F
I -T2, Il - T~, margi tabamine lldse (Uhe vbi enama la-
suga - T- Margi tabamine vahemalt Uks kord on vastandsind-
museks mérgi mittetabamisele kdigi laskudega. Margi mitte-
tabamise tfendosus mingi lasuga on P(T™) =1 -0,4 =0,6,
P(T2) = 0,5 ~(M™) = 0,3* Margi mittetabamine kdigi las-

kudega T = ™ T2 ™ ning P(T1T2T5) = 0,6 «0,5 «0,3 = 0,09
NUud leiame seosest
P(M 4 P(M) =1;
P( =1-P(M =1-0,09 =0,91.
Esitatud mottekdiku on sobiv kasutada Ulesannetes,
kus tuleb leida mittevalistavate sundmuste puhul vahemalt
Uhe (Ukskoik, millise) siUndmuse toimumise tdendosus.
Jargnevalt vaatleme taistoendosuse valemi rakenda-
mist.



11. Aparaadi monteerimisel kasutatakse neljas tsehhis
valmistatud detaile. Praagi tdendosus tsehhide kaupa on
0,4-; 0,03; 0,06; 0,02. Tsehhidest saabus detaile jarg-
mistes kogustes: 30, 20, 50 ja 25 tukki. Kui tdendone on,
et juhuslikult vottes saadakse praakdetail?

Praakdetalli saamine olgu sindmus A; detaili kuulu-
mine tsehhi i toodangusse - BN (i =1, 2, 3» *0« Siis

* TH"VSS"™ 56 25 =~ * p(82) = ’

P(B,) = , p(b4) = .
Praagi tinglikud téendosused eeldusel, et detail parineb
teatud tsehhist, on

PCA/BY) =0,04; P(A/B2) =0,03; PU/Bj) =0,06; PU/B") =

=0,02.
Taistéendosuse valemi jargi praagi saamise tdendosus mon-
taazitsehhis on

P(A) =~ 0,04 + -0,03 + 0,06 + ~]] -0,02 =
= 0,066.

12. Viiest urnist 2 sisaldavad kumbki 4 valget ja 3
musta kuuli, (v.qg _ 3 valget ja 4 musta ning ks urni kumb-
ki 5 valget ja 2 musta kuuli. tlhest urnist vdetakse Uks
kuul. Kui tdendone on, et kuul osutub valgeks?

Olgu kuuli saamine esimesest grupist stndmus B, tei-
sest - B2, kolmandast - B*. Valge kuuli saamine olgu sind-
mus V. Sundmuste B~, B2 , BA tbendosused on

PGBn) =1 , P(B2) =\, P@B3) =] -
Sundmuse V tinglikud tdendosused on
PCV/BN =~ |, P(W/B2) =| , P(V/B5) =2
Valge kuuli saamise tdendosus
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PCD) =2 .4
57 5 7+57 3 5

LOpuks kasitleme Bayesi valemi rakendamist.

13. L&hteandmed on 12 naites. Voetud kuul osutus val-
geks. Kui tdendone on, et ta parineb esimesest urnide gru-
pist?

Praegu huvitab meid téendosus tingimusel, et V on
toimunud. Bayesi valemi kohaselt

P(B.) -P(V/B.)
PBV) = —= -ooos- =

Vajalikud tdendosused on leitud eelmises naites ja

2 .4
vy =° 7 =387%3. =48

14. Aparaate monteeritakse kdrgema voi | sordi detai-
lidest. Keskmiselt 40 % aparaatidest monteeritakse kdrgema
sordi detailidest. Kdrgema sordi detailidest aparaadil on
téendosus tdrgeteta todtamiseks aasta jooksul 0,95, esimese
sordi detailidest monteeritud aparaatidel - 0,7« Aparaat
labis katsetused tdrgeteta. Kui tbendone on, et aparaat
koosnes kdrgema sordi detailidest?

Aparaadi tdrgeteta todtamine olgu sundmus A; aparaat
on monteeritud kdérgema sordi detailidest - &aundmus , esi-
mese sordi detailidest - sindmus Hg. Tunneme huvi, kui ooda-
tav on sindmus , kui osutus, et toimus stndmus A. Hipotee-
side H| ja HE téendosused on antud: PHY = 0,4, PCIY) =
=0,6. Sindmuse A tinglikud tdendosused on samuti antud:
P(A/B™) = 0,95, PCA/H2) = 0,7» Bayesi valemis esineva mur-
ru nimetajaks on A tdendosus enne katset:

P(A) =0,4 0,95 + 0,6 =0,7 =0,8.

Otsrcav tbenaosus



POU/A) = UV =Q,4-0,99 _
1 p(A) 0,8

15» Garaaiis seisab 3 autot. Pole teada, kas nad on
tangitud, ©he auto kontrollimisel osutus see tangituks .Kui
téendone on, et ka ulejaanud autod on tangitud?

Eelnevalt vOib pistitada jargmised oletused (hiupotee-
sid) : - 3 autot on tangitud; Hg - 2 on tangitud, Uks
tuhja paagiga; Hj - 1 on tangitud, 2 tuhjad. Hupoteesi-
dest ei ole alust lhtegi eelistada - k&igi tdendosused loe-
me vOrdseteks ehk PHM) =0,33 (G =1, 2, 3)»

,LAuto on tangitud'” olgu sindmus A. Sindmuse A tingli-
kud tbéenadosused - hipoteesidel Lj vastavalt

P(A/HL) =1 ; PU/IL,) =] ; P(A/H3) =1 .

Leida tuleb hipoteesi H™ tdendosus parast seda, kui
selgus, et vahemalt 1 auto on tangitud:

P(H ).P(A/H1) \ <1
P(Hi/A) = —_—— ————— = i I 'f _ %
PA 5* +3"3 +3"3 +3*°
1
=2 *
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§ 2. JUHUSLIKE SUURUSTE JAOTUSSEADUSED

1. Juhusltlikud suurused

Tihti puutume kokku suurustega, mis muutumatute kat-
setingimuste korral vbivad omandada erinevaid vaartusi.

1. nai1de. Taringu viskamisel viime saada kas 1,
2,3»4, 5 vOi 6 silma, s.t. et on tegemist 6 vdimaliku
vaartusega.

Uhegi silmade arvu saamist me ei saa ette ennustada
- mingi silmade arvu saamine s6ltub juhusest.

2.n & i de. Uhest viljapeast voetud terade kaal
on uldiselt muutuv, Uksikute terade erinev kaal on tingi-
tud rea faktorite koosmdjust, mida me el oska madrata.Raa-
gime, et tera kaal sdltub juhusest.

3. n&ide. Sinnitusmajas sindinud tutarlaste arv
100 vastsindinu kohta on suurus, mis vOib omada vaartusi
nullist kuni sajani. Me el saa ette maarata, milline tuleb
titarlaste arv 100 sindiva lapse kohta. Samuti el saa kind-
laks teha, millistel pdhjustel on 100 vastsindinu hulgas
kord 46, teinekord 48 titarlast. 100 vastsindinu kohta tu-
lev titarlaste arv on juhusest s6ltuv ehk juhuslik suurus,
mis saab omandada Uhe voimalikest vaartustest.

4. ndaide. Telefonikeskjaamas Uhe“tunni jooksul
tellitud kaugekdnede arv on Uksikutel tundidel erinev. Kau-
gekdnede arv 1 tunni jooksul voib olla 0,1, 2 ... jne.,
kusjuures pole vdimalik madarata, mis pdhjustest on tingi-
tud erinevused. Pikemaajaliste vaatluste pdhjal voime li-
gikaudu otsustada, kui palju kaugekdnesid tellitakse pae-
va erinevatel tundidel.

Suurust (muutujat) nimetatakse _juhuslikuks, kui see
omandab antud tingimustes Uhe oma vOimalikest vadrtustest,
mis sdltub juhuslikest pdhjustest.

Juhusliku suuruse iga vdimaliku vaartuse esinemine
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antud tingimustes on juhuslik sindmus. Katse kordamisel ilm-
neb, et vBimalike vaartuste esinemise sagedus on erinev.
Juhusliku suuruse iga vaartuse kui juhusliku sindmuse esi-
nemise voimalikkust saab pShimdtteliselt iseloomustada vas-
tava vaartuse esinemise tdendosuse abil. Niisiis, taieliku
Ulevaate saamiseks juhusliku suuruse védrtuste esinemisest
peab maarama suuruse kdik vdimalikud vaartused ja nende
vaartuste tdendosused.

Seadust, mifa maédrab seose juhusliku suuruse kdigi
voimalike vaartuste ja nende tdendosuste vahel, nimetatak-
se juhusliku suuruse tdendosuste jaotusseaduseks ehk juhus-
liku suuruse jaotusseaduseks.

Juhuslikke suurusi liigitatakse diskreetseteks ja pi-
devateks.

Juhuslikku suurust nimetatakse diskreetseks. kui sel-
le vBimalike véaavtnighe hniv on loenduv. Diskreetse suuruse
voimalikud vaartused erinevad Uksteisest mingi 16pliku ar-
VU vorra.

Kaesoleva punkti 1., 3*, ja 4. naites on tegemist
diskreetsete juhuslike suurustega.

Juhuslikku suurust nimetatakse pidevaks, kui see”vdib
omandada mlstahfic yaaYu/! teatud 16pllkust-voi I6pmatuA-h
e p n a a ! kvah (vt. ka p. 5

Naites 2 vOib terade kaal omandada mistahes reaalar-
vulise vaartuse koige kergema ja kdige raskema kaalu vahel.
Muidugi kaalude piiratud tépsuse tottu ei ole vdimalik kui-
tahes lahedasi kaale eristada.

5. nadide. Inimese jalalaba pikkust saab vaadel-
da pideva juhusliku suurusena. Selle vdimalike véaartuste
hulk el ole loenduv ega saa anda ka iga vOimaliku vaartuse
tbenaosust. Jaotame jalalaba pikkuse vaiksemateks interval-
lideks. Saadud intervallid nummerdame ja jala suuruseks
loeme sellele intervallile vastavat arvu, millesse langeb
jala pikkus. Niuid saab anda ka iga jalanumbri esinemise
téendosuse. Selle pohjal saavad jalatsivabrikud oma toodan-
gut planeerida jalanBude suuruse jargi.
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Omblusvabrikud, peavad valmisriiete dmblemisel arves-
tama inimeste pikkuse Ja rinnaimbermdddu vdimalikke vaartu-
si ning nende esinemissagedus!, et tagada kdigi tarbijate
soovide rahuldamist kaubandusvérgus.

Tahistame edaspidi Juhuslikke suurusi tdhestiku suur-
te tdhtedega, vOimalikke véartusi vaikeste tahtedega (Ju-
huslik suurus X vOib omandada vaartusi x”, XN, ..U
Vaartuste tbendosusi tahistame tdhega p ; vaartuse
téendosus on Pj (i al, 2, 3 ee==)-

2. Juhusliku suuruse jaotus -

tabel

tUheks lihtsamaks Juhusliku suuruse Jaotuse esitamise
viisiks ehk Jaotusseaduseks on Jaotustabel.

1. n &ai de. Raha viskel on nii vapi kui kirja saa-
A = R . S AL AT
mise toenaosus . Raha viskel esinevaid voimalusi voime

vaadelda juhusliku suuruse X vaartustena jargmiselt: vapi
tulekul Utleme, et suuruse vaartus on O, kirja tulekul 1.
Seega vaartuse 0 tbendosus on f§§ jJa vaartuse 1 toenaosus

Sobiv on juhuslikku suurust esitada tabeli kujul, kus

tUlemisse ritta kanname suuruse vdimalikud vaartused Ja alu-
misse ritta nende vaartuste téendosused. Saame tabeli
mida nimetatakse jaotustabeliks.
0,5 0,5

2. naide. Viskame kaht taringut korraga. Saada\
silmade arv on juhuslik suurus, mis vdib omandada naturaal-
arvulisi vaartusi 2 kuni 12. Leiame Uksikute vadrtuste tde-
ndosused p~ (1 =2, 3, ... 12). Kahe taringu viskel on
kdigi vordvdimalike juhtude arv 36 (Uhe taringu kindla ta-
huga saab teisel taringul tulla 6 erinevat tahku; erineva-
te tahkude kombinatsioone saab olla 6 -6).

Soodsate juhtude arvu madarame loendamise teel:
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2 silma saamiseks on soodsaid juhte 1 ;

3 " n n n " 2@ ja2vdi 2 jal)
u - * " " " 3 (1 ja3voi 3 3a»
2 ja 2);

5 silmale - 4; 6 silmale - 5* 7 silmale - 6; 8 silmale
-5; 9 silmale - 4; 10 silmale - 3; 11 silmale - 2; 12
silmale - 1.

Vastavate vaartuste tb6endosused saame soodsate juh-
tude ja kOigi juhtude arvu jagamisel« Kui kanda tabeli uh
te ritta silmade vbimalikud vaartused ja teise ritta tde-
naosused, saame tabeli:

Silmade , 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

arv
1 27 4 1 6 g 4 2 1
36 36 36 36 36 36 36 36 36 3B 36

Diskreetse juhusliku suuruse X jaotustabelis esita-
takse suuruse voimalikud vaartused ja vastavad tdendo-
sused pi (i1 =1, 2, n):

Pideva juhusliku suuruse jaotuse esitamiseks kasuta-
takse ka jaotustabelit, kus Uhes reas on vOimalike vaartus-
te muutumisvahemiku intervallid ja teises reas vaartuste
vastavasse intervalli kuulumise tdendosused. Kui vdimalike
vaartuste muutumisvahemik ehk vadrtuste varu asub reaalar-
vude xQ ja Xnh vahel, siis jaotatakse see vahemik kindlaks
arvuks n intervalliks (intervallid vdivad olla virdse voi
ka mittevordse pikkusega) sl —

- xn> Tahistame juhusliku suuruse vaartuse teatud inter-
valli langemise tdendosuse P-ga. Siis saab pideva juhusli-
ku suuruse intervallitud jaotustabeli

X' xo-*1 Xl -*2 - xpl -

P »1 *2 ce° Pn
A



Intervallitud jaotustabelit kasutatakse ka diskreetse
suuruse korral, kui vdimalike vadrtuste arv on vaga suur ja
iga Uksikvaartuse voimalikkuse mdot polegi oluline.

Markus. Kahe intervalli piiril asuv vaartus loe-
takse korgemasse intervalli kuuluvaks.

Juhusliku suuruse jaotustabelis on antud kdik vOima-
likud vaartused, millest katsel Uks kindlasti realiseerub.
Suuruse vdimalikud vaartused moodustavad seega taieliku
siindmuste slUsteemi. Taielikku sundmuste siusteemi moodusta-
vate siUndmuste t8endosuste summa on aga 1. Jarelikult suu-
ruse jaotustabeli korral peab alati kehtima vordus

n
plL + p2 + ... +pn = 2 px«l.

3. Variatsioonrida. Statisti-

line jaotustabel

A. Statistika algmdisted.

Statistilise uurimise objektiks olevat nahtuste, ese-
mete vOi indiviidide kogu nimetatakse kogumiks. lga kogu-
misse kuuluv ndhtus, ese vOi indiviid kannab kogumi elemen-
di nime. Kogumi moodustamine toimub kdigile elementidele
mingi Uhise omaduse (vOi omaduste) jargi. Seda uhist oma-
dust, mille jargi kogumi uurimine toimub, nimetatakse tun-
nuseks.

1. n & i de. Uurime Eesti NSV toostusettevotteid
kvartaliplaani taitmise jJargi. TooOstusettevdtted moodusta-
vad kogumi, iga ettevote on kogumi element, plaani taitmi-
se protsent on uuritavaks tunnuseks. Antud tunnust saab ar-
vuliselt avaldada.

2. ndide. Rajoonikeskuse keskkooli Opilased jao
tame vanemate tddala jJargi kolhoosnikute, sovhoositdoliste
"toostusettevitete tooliste ja teenistujate lasteks. Tunnu-
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eeks on Opilaste vaneaete tdoala. Antud juhul me ei saa va®
litod tunnust arvuliselt kirjeldada.

Tunnust, mille vaartusteks on arvud, nimetatakse
kvantitatiivseks; tunnust, alfa ei saa arvuliselt Kirjel-
dada, kvalitatiivseks.

Tunnust kirjeldav arv kannab tunnuse vaartuse nime.
Kogumi elementide tunnuste vaartused on Uldiselt Uksteisest
erinevad, vaartused varieeruvad. Kui me ei suuda pb&hjendada
tunnuse erinevate vaartuste esinemist, siis raagime jalle

Juhuslikust suurusest.
Tunnuse X vaartuse saame katse vOi vaatluse teel.

Teeme N katset, mille tulemusena saame tunnuse vaartuste
Jada *2» X3* *7F* x*%» kus vOib olla ka vdrdseid liik-
meid.

3. naide. ulidpilaste rihma eksamihinded kdrgem
matemaatika eksamil olid vastamise jarjekorras jargmised:

5 5,4,5,3, 45,3, 4, 5.

Kogumi elementide tunnuse vadrtuste jada nimetatakse
statistiliseks reaks. Statistiline rida saadakse katseand-
mete registreerimisel.

VOib juhtuda, et statistilises reas esineb tunnuse
mdni vaartus korduvalt. Nii esineb 3* naite andmetel bir>n<*
.0 statistilises reas 5 korda.

Arvu, mis naitab, mitu korda tunnuse mingi vaartus
esineb statistilises reas, nimetatakse selle vaartuse sage-
duseks. Sagedust margime tahega f.

Otstarbekas on statistilises reas olevad vaartused
esitada kindlas jéarjestuses ja ara naidata Uksikute vaar-
tuste sagedused.

Tabelit, kus tunnuse vaartused on esitatud Yga kasva-
vas vOi1 kahanevas jérjekorras koos uksikvaartuste sagedus-
tega, nimetatakse variatsioonreaks. Kui erinevaid vaartu-
si on n tikki, saab variatsioonrea uldiselt kujul



4. na i de. Eelmise naite andmetel saame variat-
sioonreaks
Hinne 5 4 5
Sagedus 5 3 2

Katsete Uldarvu tahistame tdhega N ja nimetame kogumi
mahuks:

oo+ F — Tl

n i=1
Iga Uksikvaartuse x" sageduse ja kogumi mahu N

Jagatist nimetatakse vaartuse suhteliseks sageduseks wh:

« .- -1 e e e e e mmmmmmmamaa-a

Vaartuse xi suhteline sagedus tdhendab sedasama mis
sindmuse suhteline sagedus. Vaartuse x” esinemine on sund-
museks, x” sagedus vastab sindmuse toimumiste arvule ja
kogumi maht N katsete uldarvule.

B. Olgu antud juhusliku suuruse jaotustabel

X w % .
P »1 *2 *** Pn
tlksikvaaruse x" tdenaosus naitab vastava vaartuse esine-

mise vOimalikkust katsel. Katsetel realiseeruvad suuruse
X vaartused x» teatud arv fi korda. Katsetulemused vdib
esitada kas variatsioonreana voi tabelina, kus Uhes reas
on suuruse vaartused x" ja teises reas nende suhtelised sa-
gedused . Tabelit

*1 *2 s xn

w w1 w2 wn

nimetatakse juhusliku suuruse statistiliseks ehk empiirili-
seks jaotustabeliks.

Teoreetiline jJaotustabel nditab Uksikvairtuste esine-
mise vOimalikkust (tdendosust), statistiline jaotustabel
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naitab, kuidas Uksikvaartused katseseerias realiseerusid.
Mida suurem on katsete arv, seda paremas kooskdlas on mdle-
mad jaotustabelid, s.t. seda vaiksemad on erinevused ja
p~ vahel Uhe ja sama suuruse jaoks.

Statistilise jaotustabel! korral kehtib suhteliste sa-
geduste jaoks omadus

Z.: ml-
1=
Toepoolest
n W —f'+ L + -
U T (LA VI
=1
5. n aide. Koostada 4. naite andmetel statistilil
Jaotustabel.

Hinnete koguarv N = 10. Jaotustabel! saame kujul

Hinne 5 4 3
Relatiivne sagedus 0,5 0,3 0,2

Kui statistilises reas on liikmeid niivord palju, et
on tilikas ajada tunnuse iga vaartuse esinemise sagedust,
siis kasutatakse intervallitud jaotustabelit, mille alumises
reas on vastavasse intervalli kuuluvate vaartuste hulk. Uk-
sikvaartuste kaupa esitatud variatsioonrida nimetatakse ka
momentreaks.

6. naide. Uuritavate etteviotete tootmisplaani
taitmise protsendid on jargmised:

100 100 114 102 114 136 131 167 95 102
103 111 104 103 83 78 125 117 127 134
109 118 112 115 123 132 144 147 100 99
89 101 100 161 138 121 107 119 130 100
140 110 90 130 130 150 110.

Koostada intervallitud variatsioonrida ja statistiline
Jaotustabel, vottes intervalli pikkuseks 10 %.
Votame plaani taitmise protsendi vahemiku algvaartu-
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seks 75 ja I0ppvadrtuseks 175 n1 madrame igasse interval-
li kuuluvate ettevbtete arvu loendamise teel (statistika
Uldkursuses késitletakse ruhmitamise votteid Uksikasjaliku-
malt) .

Plaani 75- 85- 95- 105- 115- 125- 135- 145- 155- 165-
taitmise -85 -95 -105 -115 -125 -135 -145 -155 1-166 -175

% )

Ette-

votete 2 2 13 8 6 8 4 2 1 1
arv

Suhteline 4 2 41 8 6 8 4 2 1 1
sagedus W 47 47 47 47 A7 47 AT 47 AT 47

Kogumi maht on 47. Statistilise jaotustabeli saame in-
tervalli kuuluvate ettevdtete arvu 47-ga jagades. Tabeli
1. ja 3. rida koos vaadelduna on statistiline jaotustabel,
1. ja 2. rida - variatsioonrida.

Naeme, et juhusliku suuruse teoreetilise ja statisti-
lise jaotustabeli koostamise printsiip on sama. Edaspidi
radgime uUldiselt juhusliku suuruse jaotustabelist, eraldi
réhutamata, kas on tegemist matemaatiliste tdendosustega
vOi suhteliste sagedustega.

4. Polidgoon ja histogramnm

Kdigis teadusharudes kasutatakse mitmesuguseid dia-
gramme ja graafikuid suurustevahelisest s6ltuvusest nait-
likuma, selgema Ulevaate saamiseks. Graafikud voimaldavad
matemaatiliste tabelite ja valemite taga peituvaid seoseid
konkreetsemalt ja ilmekamalt tunnetada. Tdenaosusteoorias
Ja matemaatilises statistikas on tahtsamaks graafikuks ju-
husliku suuruse tdenadosuste jaotushulknurk ehk poligoon ja
histogramm. Mitmesugused teised graafikud leiavad lahema
kasitluse statistika uldteoorias.

Selgitame tbenadosuste jaotushulknurga ehk pollgooni
konstrueerimist diskreetse suuruse korral.
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On antud juhusliku suuruse jaotustabel
X -2 -1 0 1 2 3

p 0,1 0,2 0,25 0,2 0,2 0,05

Kanname koordinaatteljestikus abstsissteljele valitud
mastaabis suuruse vaartused ja ordinaatteljele vaartuste
téendosused. Kokkukuuluvad suuruse vaartuse x~ ja tdendosu-
se paarid kujutuvad tasapinna punktidena (&, p?). Uhen-
dame saadud punktid sirgldikudega ja saame murdjoone, mis
kannabki poligooni nime.

Variatsioonrea vOi statistilise jaotustabeli korral
kantakse ordinaatteljele vastavalt sagedused f vOi suhteli-
sed sagedused w, saades sageduste vOi suhteliste sageduste
polugoonid.

Eelmise punkti 4. ndite andmetel saame jargmised sage-
duste ja suhteliste sageduste poligoonid

Joonis 2.

Poligooni abil saab kohe Ulevaate sellest, milliste
vaartuste esinemise tdendosused lUldse esineda vbivate vaar-
tuste hulgas on kdige suuremad voi, empiiriliste andmete
jargi koostatud poligooni korral, millised vaartused kdige
sagedamini esinesid.
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Pideva juhusliku suuruse korral on otstarbekas graafi-
liseks kujutamiseks kasutada histogrammi. Pideva suuruse
Jaotustabelis on antud suuruse vaartuste teatud intervalli
kuulumise tdendosused, kusjuures harilikult on intervallid
vOrdse pikkusega. Abstsissteljele kantakse intervallid pik-
kusega J/ix ja ehitatakse neile 10ikudele ristkilikud, mille
kdrgused on vordelised vastavate tdenadosustega.

1. naide. Jaotustabelile
X -1-0 0-1 1-2 2-3

p 0,1 0,4 0,3 0,2

vastav histogramm on joonisel 3»
Histogrammi It vOib dle
minna polugoonile. Selleks uhen-

p  “histogramm dame 16ikudega ristkulikute le-

poliigoon miste aluste keskpunktid. Joo-
}n \ nisel 3 on polugoon joonistatud
1 \ punktiiriga.
11 mH Har Kku 3. Kui tunnuse

r4 vaartuste muutumisvahemik pole

1 1 1 X Jagatud vordseteks intervalli-

. deks, siis on otstarbekas kanda
ordinaatteljele nn. sageduse
keskmine tihedus. Sageduse kesk-
mise tiheduse all mdistame intervalli kuuluvate vaartuste sa-
geduse ja intervalli pikkuse suhet. Sama vdtet vdib kasutada
ka vOrdsete intervallide korral.

Joonis 3*

2. n &ide. Konstrueerida antud variatsioonrea
vastav histogramm:

Tunnuse _ _ _ - _
vaartused 2°-10 10-15 15-20 20-25 25-30 30-35 35-40
Sagedus f 4 6 16 36 24 10 4

Kuna intervalli pikkus AX. = 5» siis sageduse keskmine
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tihedus intervallide jarjekorras on 0,8; 1,2; 3,2; 7,2; 4»8»
2; 0,8. Histogran on joonisel 4.

Poligoon  dft
histograam on jaa-
tastabelile vasta-
vaks graafikuks.Dis-
kreetse suuruse kor-
ral kasutatakse ha-
rilikult polugooni.
Pideva suuruse jaoks
vOib kasutada nii
histogranami kui ka
poligooni .

Joonis 4.

3. Juhusltliku suuruse jaotus -

funktsioon

Diskreetse juhusliku suuruse iseloomustamiseks piisab
teaa jaotustabeli teadmisest. Pideva juhusliku suuruse kor-
ral on intervallitud jaotustabel ligikaudne jaotus. See an-
nab ainult vaartuste antud pikkusega intervalli sattumise
tbendosuse, tapsemalt mddramata antud pikkusest lUhemasse
intervalli sattumise vOi Uksikvaartuse esinemise tfendosust.
Suuruse vaartuste loendamatu hulga tottu ei ole voimalik en-
da jaotustabelit Uksikvaartuste kaupa.

Otstarbekas on anda seos pideva suuruse vOimalike vaar-
tuste ja nende tbendosuste vahel matemaatilise avaldise ku-
Jul_. Seda vbib teha ka diskreetse juhusliku suuruse korral.

Toendosust selleks, et juhuslik suurus X omandab an-
tud arvust x vaiksema vaartuse, nimetame juhusliku suuruse
Jaotusfunktsiooniks: F(X) = P(X <.xX).

Jaotusfunktsioon on reaalarvulise argumendi x funkt-
sioon. Kuil juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on pidev, siis
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nimetatakse juhuslikku suurust pidevaks. Sisuliselt tahendab
see, et juhuslikul suurusel on lopaata palja erinevaid voi-
malikke vaartusi (vt. p. 1).

Geomeetriliselt vdib seda tolgendada nii: F(x) maarab
toenaosuse selleks, et juhusliku suuruse vaartusele vastav
punkt asub arvteljel punktist abstsisslga z vasakul.

Tolme naitlikult arutleda ka jargmiselt. Veeretama
kuuli médda pikka horisontaalset renni. Kuul vdib jéida (Ju-
huslikest teguritest tingituna) peatuma kas Uhes vOi teises
punktis. Funktsioon F(xX) nditab, kui tdéendone on, et kuul
peatub mingis punktis enne Fikseeritud kaugust z.

Jaotusfunktsioon on uks juhusliku suuruse jaotuse esi-
tusviise. Ta iseloomustab taielikult juhusliku suuruse vaar-
tuste jaotamist nende esinemise toenaosuse jargi. Teadaoleva
funktsiooni F(x) korral on vdimalik iga z puhul leida, kui
tdéendone on, et juhusliku suuruse vaartused on tokkest z
vaiksemad. P(z) kasutatakse nii pideva kui ka diskreetse
suuruse korral.

Vaatleme Jaotusfunktsiooni omadusi.

1. Jaotusfunktslooni piirvadrtuseks on null, kui
x -,

Hm F&@ =0
X—e €0
ehk kokkuleppeliselt kirjutades F(- oo ) = 0.

2. Jaotusfunktsioonl piirvaartuseks on uks, kui
X— ~+ eo,

[!mbooF(x) =1

X_ J—
ehk F(+ oo) = 1.
3. Jaotusfunktsioon on mittekahanev, s.t.
F(Xg) > F(z1) , kui Zg> z, .
4. Kui juhusliku suuruse koik vdimalikud vaartused
asuvad vahemikus (a,b), siis
F(z) =0, kui x ™ a;
FOO 1, kui x> b;
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0 < P(Xx)<1l, kul a< x< b.

Nende omaduste Oigsuses veendume geomeetrilise tdlge*1"
duse abil. Juhuslikku suurust X vaatleme arvtelje liikuva
Juhusliku punktina, A vOib katsel sattuda uUhte voi teise
kohta (joonis 5)*
F(xX) maarab siis
liikuva punkti X
fikseeritud punk-
tist x vasakule jaa-
mise tdendosuse.Kui
X —» - 00 , siis on sindmuse X < - oo toimumine v@imatu
ja seega F(- c6) = 0.

Kui x—» + 00 , siis X—m—+ 00 on kindel sindmus, sest
punkt X el saa asuda enam punktist x paremal. Seega F(+ 00)
=1.

Joonis 5«

Kui XE > X1, siis punkti X liikumisel asendist x = x®

paremale poole pikeneb arvtelje see osa, kus punkt X vOib
asuda. Sellega on uldiselt tdendosus sindmuse (X < Xg) toi-
mumiseks suurem kui stndmuse (X <C x) toimumiseks. See (t-
lebki, et F(X) on mittekahanev.

Kui punkt X saab asuda ainult vahemikus (@, b), siis
sindmus (X ~ a) on vOimatu ja jarelikult F(xX) = 0, kui
X a. Sundmus (X ~ b) on kindel, sest punkt X el saa eel-
duse pdhjal sattuda paremale punktist b. Ammugi on kindel
sindmus (X <. X), kus x”~b. Seega F(X) =1, kui x ™ b.

Kokkuvdte. Jaotusfunktsioon F(X) on mittekaha-
nev ja selle vaartused asuvad O ning 1 vahel:

y
y=TW dustest jareldub, et selle
graafik asub sirgete y =0
jJay =1 vahel ning Uuldiselt
kulgeb tdusvalt (joonis 6).
Jooniis 6. Jaotusfunktsioon! graafikut
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nimetatakse ka kumulaadiks.
1. ndide. Jaotusfunkt%ioon on maaratud jargmiselt:

0 , kui x < -1;
F(x)=4 + J , kui -1~ x <2;
1 , kul x> 2.

Konstrueerida kumulaat.

Kui x” -1 f Uhtib graafik abstsissteljega, kui -1~ x”
~ 2, on graafikuks sirge tousuga \ ja x ~ 2 korral saame
abstsissteljega paralleelse sirge y =1 (Joonis 7),

Diskreetse juhusliku suuruse kumulaadiks on treppjoon
(nait. joonis 8).

1%
1
0B5 F'
0.75 A '
0.55
0.3
1
— 1 0A
1 i 1 1 X
-2 -4 0 1 2 3
Joonis 7. Joonis 8.
2. n & i de. Koostame juhusliku suuruse jaotustabeli

jJargi jaotusfunktsiooni ja kumulaadl
X -2 -1 0 1 2 3

P o,1 0,2 0,25 0,2 0,2 0,05
Sundmus X < -2 on vdimatu ja seega F(-2) = 0. Ju-
huslik suurus vdib vaartusest x = -1 vaiksema vaartuse oman-
dada tb6endosusega 0,1 , s.t.
P(X<-1)

F(-1) =0,1.
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Sundmus 1 < O koosneb Uksteist valistavatest osa-
sundmustest: I =-2 ja 1 =-1.
Tdendosuste liitmislause pdhjal

PCKO) =F@©) =0,1 +0,2 =0,3.
Analoogiliselt

*(1) =0,1 + 0,2 + 0,25 = 0,55;
F(® =0,1 +0,2 +0,25 + 0,2 = 0,75;
F(3) =0,75 + 0,2 = 0,95;
F(xX) s 0,95 + 0,05 =1, kui x> 3*

FTAa suuruse antud vadartuste vahel pole vdimalikke

vaartusi, siis jaab F(X) antud vaéartuste vahemikus kons-
tantseks .

0 , kui x ~ -2;
0,1 , kui -2 < x ~ -1;
0,3 ,kul -1< x < :

0,55 , kui 0 < «x <t
0,75 kut 1< x »

W N B O

0,95 ,kui 2< x ~

A , kut x> 3.

Veendusime, et diskreetse juhusliku suuruse jaotus-
funktsiooni véartuste leidmine toimub jarjestikuselt uksik-
vaartuste tdendosuste juurdeliitmise teel.

Funktsiooni graafikul on hipped suuruse véimalikele
vaartustele vastavates punktides (joonis 8).



6. Juhusliku suuruse antud
vahemikku sattumise tde -
naosuse leidmine jaotus -

funktsiooni kaudu

Paljude Ulesannete lahendamisel on tarvis leida, kui
tbdenadone on, et juhuslik suurus omandab vaartuse antud vaar-
tuste X ja *2 vahel. R&&gime sindmusest ,,juhusliku suuruse
sattumine antud vahemikku™ ja selle sindmuse tdendosust ta-
histame

P(x1< X < X0)-

Siindmus X < Xg on kahe teineteist valistava sindmuse X < x*
Ja x, < X < Xgsumma (X< Xg) = (X< xM) U(Xl< X< Xg).
Toendosuste liitmislause pohjal

P(X < 12) = PCX < X1) + PCXx”" X <X 2),
Siit leiame, et

PCX, C X < Xg)

PCX < Xg) - PCX < X,),

PCx, < X < Xg) = PCXg) - PCx,) = JF;

Juhusliku suuruse antud vahemikku sattumise tdendaosus on
vOrdne jaotusfunktsioon! vaartuste vahega vahemiku otspunk-
tides ehk jaotusfunktsioon! juurdekasvuga selles vahemikus.

Kasitleme nuud pidevaid juhoKlikke suurusi. Tahista-
me X2 =x™ +/1x, kus /1 x on argumendi juurdekasv ja laseme
Jx-"0.

Sindmus XJ < X o< x* + JX taandub sindmuseks X = x*,t
kuid siis ka

PCX = x1) = lim PCxl< X < x, +AX) =

JIx-"0

= lim [PCx1 + jx) - = °»
JIJx-"0
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sest pideva funktsiooni juurdekasv kahaneb tékestamatult
koos argumendi juurdekasvu tbkestamatu kahanemisega.

Seega pideva juhusliku suuruse mistahes uksikvaartuse
esinemise tdendosus on null. Tulemusest P(X = 2) = 0 tuleb
nii aru saada, et katsete korduval sooritamisel toimub sund-
mus X = véga harva, s.t. selle esinemine on vaga ebatde-
naone. Pideva juhusliku suuruse korral on mbtet raakida ai-
nult selle mingisse vahemikku (ka kuitahes vaikesse) lan-
gemise tdendosusest. Suuruse voimalike vaartuste Idpmata
suure arvu korral on taiesti loomulik, et teatud kindel Uk-
sikvaartus saab realiseeruda vaga harva. Nii on s6dade koge-
mused naidanud, et praktiliselt kaks mirsku Uhes lahingus
tipselt samasse kohta ei lange, kuid vaiksele maa-alale
vOib langeda palju mirske.

Praktika seisukohalt pakubki huvi esmajoones see, mil-
listes piirides kdigub reisijate arv linnaliinide bussides
tippkoormuste ajal.

7. Tdenadaosuse tihedus

Olgu antud pideva juhusliku suuruse X jaotusfunkt-
sioon, millel on tuletis.

Suuruse X vahemikku (z, z + langemise tdenaosus
avaldub kujul

P(z< X C z+ AX) =F(z + 42) - F(®)-

Jagatis
P(z< X< z +A2
4*

maddrab juhusliku suuruse X véartuse esinemise keskmise tde-
naosuse pikkusthiku kohta. Seda nimetatakse tdendosuse
keskmiseks tiheduseks 18igul <dz.

Toendosuse keskmine tihedus ~(z) 16igul 4z on lei-
tav jaotusfunktsiooni kaudu valemist

= XX +N% -rW T

* Az
olles jaotusfunktsiooni muutumise keskmiseks kiiruseks.
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Téendosuse keskmise tiheduse piirvaartust vahemiku
pikkuse jx tdkestamatul kahanemisel nimetatakse tden&dosuse
tiheduseks p(x) punktis x ehk tihedusfunktsiooniks. Tden&o-
suse tiheduse graafikut nimetatakse tdenadosuste jaotuskdve-
raks.

Definitsiooni jargi p() = lim p"Cx)

4x — 0

Teiselt poolt

lim p~x) = lim ~ =P _(D)
AX—-"0 dx—~o
funktsiooni tuletise definitsiooni jargi.
Seega tdendosuse tihedus punktis x on vdrdne jaotus-
funktsiooni tuletisega samas punktis:

PGO = P ().
Téendosuse tihedus on juhusliku suuruse jaotuse Uheks
esitusviisiks. . ,
Toendosuse tiheduse omadusi:
1. Toenaosuse tihedus on mittenegatiivne funktsioon, -
s.t.
pCO ~ O.
Toepoolest, F(xX) on mittekahanev funktsioon ja mitte-
kahaneva funktsiooni tuletis on mittenegatiivne.

2. Integraal Idpmatutes rajades tdendosuse tihedusest
on vdrdne Uhega;
+00 +00
p(x) dx =1, Sest\] p(x) dx =F(+00) - F(-00) =
- —00 1-0=1

ehk teisiti: sindmus -oo < X < +o00 on kindel sindmus
ning selle tdendosus on 1.

Geomeetriliselt valjenduvad need omadused jargmiselt:
téendosuse tiheduse kdver ei asu allpool abstsisstelge ning
kogu kdvera ja abstsisstelje vahele jaava kujundi pindala on

49



vordne Uhega (joonis 9).

Joonis 9*

Tihedusfunktsiooniks saab olla neid kaht nduet rahul-
dav funktsioon.
Teadaoleva tdendosuse tiheduse p(x) jargi saab leida

Jaotusfunktsiooni jargmiselt:
1

FOO - p(x) dx.

Geomeetriliselt vastab jaotusfunktsioonile jaotuskdve-
ra alune pindala punktini x (joonis 10).

1. naide. Leida tdendosuse tiheduse
_ 1
peY =
JT@ + 3?)
jargi jaotusfunktsioon.
Saame
=z arctan x +
PCX)=#‘LOOT T ? = X aBet* * Jt

2. naide. Funktsioon

1
<Pp) = vw

kannab normaal jaotuse toenaosuse tiheduse nime. Normaaljao-
tusel jaotusfunktsioon
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8. Juhus1liKku suuruse antud
Vahemikku sattumise th5e-
naosuse leidmine tdenao-

s use tiheduse Kaudu

Olgu teada suuruse tdendosuse tihedus p(x). Leida sel-
le kaudu suuruse vahemikku (Xj, Xg) sattumise tdenaosus.

Votame arvesse vahemikku sattumise tdendosuse leidmise
eeskirja jaotusfunktsiooni kaudu ning jaotus- ja tihedus-
funktsiooni seose. Siis

P(XLC X < x 2) = FCXg) - F(x1) = I Z»0odx = IF Zopodx.
X1 *]
Seega
F2
P(xl< X <x2) = J pO)dx

- juhusliku suuruse antud vahemikku sattumise tdendosus vor-
dub mddratud integraaliga tdenaosuse tihedusest vahemiku
otspunktidele vastavates rajades.

Geomeetriliselt vastab suuruse vahemikku sattumise
téenadosusele jaotuskdvera alune pindala vastavas vahemikus

(oonis 11a).

Vahemikku (X, x +4x) sattumise tbendosus JF on kul-
lalt vaikese korral ligikaudu asendatav diferentsiaali-
ga dF. Kuid dF = F*"(X) =A™ = P(x) * JIX. Seega

P(x < X< x+ /X)) a px) =

51



~ suuruse viiksesse vahemikku sattumise tdendosus vordub U~
gikaudu toenaosuse tiheduse ja vahemiku pikkuse korrutise-
Sa* Viga on seda vaiksem, mida liihem on vahemik (jJoonis 11b).

h N

Joonis 11.

Lopmata véaiksesse vahemikku sattumine pideva suuruse
korral vastab Uksikvaartuse realiseerumisele diskreetse suu-
ruse korral. Seega on vastavuses ka tdendosused p(X) < Zx
pideva ja p diskreetse suuruse juhul.

9. ihtlane jJjaotus

Illustreerime eespool ké&sitletud mdisteid Uhe konkreet-
se jaotuse korral.

Kui juhusliku suuruse vdimalikud vaartused asuvad kdik
vahemikus (a, b) ning tdendosuse tihedus on selles vahemikus
konstantne ning valjaspool nulli, nimetatakse jaotust Uhtla-
seks. Suurust ennast nimetatakse Uhtlase jaotusega suuruseks.

Tdenaosuse tihedus on maaratud valemiga

Mo
p() = const = c, kui aCxCb ;
0 , Kul X~ b.

Leiame c vaartuse, arvestades tdenaosuse tiheduse omadusi
Selle kohaselt

-00
52



Kuna p(x) on maaratud erinevate valemitega arvtelje Uksiku-
tes osades, siis

Seega c(b-a =1 ja c=1 (- a).
Saime

0 , X"~ b.

Toenaosuse tiheduse graafik on joonisel 12a. Siit on naha,
et tihedusfunktsiooni ja abstsisstelje vahelise kujundi pind-
ala

S ®- a = 1.

Joonis 12.

Jaotusfunktsiooni F(x) leiame tihedusfunktsiooni kau-

du. Kui x ™ a, siis
X

FC) = //D.<dx = 0;
-00

53



kui a< x < b, siis

N
X - a
FC) =0 + | b_-a®=p_a
kui x”~ b, siis
D
E 0+| _b-a
(X)B b adX+O—'b_a 1

Saime

FO) = Ay W, a<Cx < b;
1 , XN b .

Jaotusfunktsiooni graafik on joonisel 12b.

N aide. Teatud liinil liiguvad bussid tapselt 5-
minutiliste intervallidega. Bussipeatusse tuleva liikius-
graafikut mitte teadva reisija ooteaeg T on juhuslik suurus
mille vOimalikud vaartused asuvad O ja 5 minuti vabel. Toe-
naosus, et bussi tuleb oodata 1 v6i 2 vdi mingi muu arv mi-
nuteid, on teadmata. Kuna pole mingit alust teatud ooteaega
lugeda rohkem vdimalikuks kui mdnda teist, siis vOib mista-
hes ooteaja tdendosust lugeda konstantseks ja tdendosuse ti
hedus oleks p(T) =7 , kui OC T -<5* Tbéenadosus selleks
et ooteaeg ei ole pikem kui T minutit, avaldub jaotusfunkt-
siooni kaudu:

T-0 T
FD = 5 _ 9 5 =

Kahest, viiest minutist luhema ooteaja tdendosus

P(T < 2

F@ =1 ;
P(T< 5 =F5B) =1 .
tlle 5 min. aga tdepoolest ei tule oodata.
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§ 3. JUHUSLIKU SUURUSE ARVULISED KARAKTERISTIKUD

1. Arvuliste karakteristiku-

te eesmark

Eelmises paragrahvis raakisime juhusliku suuruse jao-
tusest. Jaotusseadus mistahes kujul kirjeldab juhuslikku
suurust taielikult suuruse véartuste esinemise vdimalikkuse
seisukohalt.

Paljudes illesannetes ei ole eesmargiks suuruse taie-
lik kirjeldamine, vaid on oluline suuruse teatud kilgede
esiletoomine. Selleks kasutatakse mitmesuguseid arvulisi pa-
rameetreid. Harilikult kirjeldavad need parameetrid suuruse
teatud kilgi ilmekamalt kui jaotusseadus tervikuna. Neid pa-
rameetreid nimetatakse juhusliku suuruse arvulisteks karak-
teristikuteks. Suuruse eri kilgede kirjeldamiseks vdime
luua mitmesuguseid karakteristikuid. Nende hulka el maksa
aga liiga suureks ajada ning need tuleb valida nii, et suu-
ruse meid huvitavad omadused valjenduksid vdimalikult has-
ti.

Juhusliku suuruse puhul tunneme ikka huvi, kas selle
vaartused grupeeruvad mone vaartuse uUmber tihedamalt VvOi
kui laias piirkonnas vaartused Uldse paigutuvad jne. Kées-
olevas paragrahvis tutvume monede asendit ja varieerumist
kirjeldavate karakteristikutega.

2. Keskvaartus

Asendi karakteristikutest on kdige tahtsam juhusliku
suuruse keskvaartus.

1) Diskreetse juhusliku suuruse keskvaartus. Olgu
suurus X maaratud jaotustabeliga
X *1 *2 *n
p *1 P2
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Diskreetse .juhusliku suuruse keskvaartuseks nimetatak-
se suuruse voimalike vaartuste ja nende tdendosuste Kkorru-
tiste summat.

Tahistame suuruse X keskvéartuse sumboliga E(X) voi
mQ . Jaotustabeli andmetel ndaeb E(X) arvutamise eeskiri val-

ja jargmiselt; n
E(X) =a&lpl +*p2 + ... +V n = 2 xiPi .
M \ ) } )
1. na i de. On antud juhusliku suuruse jaotustabel
X 3. -1 1 2 ?
p 0,1 0,15 0,35 0,3 0,1

Leida keskvaartus
E(X) = -3*0,1 - 10,15 +1 «0,35 +2 .0,3 + 3 «0,1 =
=0,8.
2. nadide. Kahe taringu viskamisel saadava voiraa

liku silmade arvu jaotustabeli andmetel (82, punkt 2) lei-

da silmade arvu keskvaartus.
Pikemate jaotustabelite korral

X 36.p X-36p on otstarbekas kasutada arvutus-

skeemi tabeli vormis.

2 1 2 Kéesolevas naites on kdik tde-

3 2 6 ndosused 1 : 36 kordsed ning seepa-

4 3 12 rast on tabelis tdendosuste asemel

5 4 20 kirjutusviisi hdlbustamiseks vdetud

6 5 30 36 korda suuremad vaartused. LOpuks

7 6 42 jJagame saadud tulemuse 36-ga.

8 5 40 Juhime tahelepanu asjaolule,

9 4 36 et keskvaartus asub alati juhusliku
10 3 30 suuruse voimalike vaartuste muutu-
11 2 22 misvahemikus.

12 1 12 Tombame paralleele juhusliku
252 suuruse keskvaartuse ja kehade ras-

kuskeskme vahel. Kujutame ette kaa-
luta varrast, mille kilge riputatak-
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se raskused. Valime vardal mingi punkti nullpunktiks ning
kinnitame varda kulge vihid nendel kaugustel nullpunktist,
mis vastavad juhusliku suuruse 1 vbimalikele vaartustele.
Vihid valime nii rasked (mingites kaaluthikutes), kui suured
on X vaartuste tbendosused. Vihtide raskuskeskme asukoht
vastah siis X keskvaartuse asukohale arvteljel.

3. naide. Kahepunktiline jaotus. Olgu sindmuse A
tdendosus p ja vastandsindmusel A g =1 - p. Sundmuse
toimumisele - mittetoimumisele saame vastavusse juhusliku
suuruse X jargmiselt: kui katsel A ei toimu (toimub A),siis
omistame X-le vaartuse X = 0 ja kui A toimub, siis X = 1.

Nende véaartuste tdendosused on vastavalt g ja p. Saame X
Jaotustabeli X 3 0

Saadud jaotust nimetatakse kahepunktiliseks jaotuseks. Leia-
me kahepunktilise jaotuse keskvéaértuse

ECX) =0*q+1*p =p.
2) Pideva juhusliku suuruse keskvadrtus. Olgu teada
pideva suuruse tdendosuse tihedus p(x)-

Pideva suuruse keskvaartus defineeritakse jargmiselt:

;oo
EQX) = J X e p(x)dx
-00
4. nadide . Leida Uhtlase jaotuse keskvaartus,
thtlasel jaotusel saime
0 , X <I a;

pO) =i

Kui suuruse vdimalike vaartuste muutumisvahemik on teada,
siis taandub integreerimine I8pmatutes rajades integreeri-
misele muutumisvahemikule vastavates rajades. Nuud
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- Uhtlasel jaotusel on keskvaartuseks suuruse aarmiste
vaartuste poolsumma.

3. Aritmeetiline keskmine

Olgu statistilise kogumi tunnuse X uurimiseks soori-
tatud. N katset ning katseandaed esitatud statistilise rea-
na

X, N2 X - ) -

Statistilise rea aritmeetiliseks keskmiseks Xx nimetatakse
tunnuse koigi vaartuste summa ja vaartuste uldarvu jagatist.
Keskmise leidmiseks saame eeskirja

Tunnuse eri vaartused voivad esineda korduvalt. Hari-
likult kasutatakse variatsioonrida (tabel 1) vOi statisti-
list jaotustabelit (tabel I1)

M- X ag e A OB
f

Xxn
1 N 74 ! 4 w1 T wn
Variatsioonrea andmetel tuleks x leida valemist

mn + L.l o+

N « i-i

x|
nl

Viimasel juhul on leitud nn. kaalutud keskmine, esi-
mesel juhul lihtne keskmine. Sagedus on tunnuse vaartu-
se x/ ,,kaaiuKs'.

Kui jagada x lugejas iga liidetavat eraldi nimetaja-
ga N, jouame seoseni



L ? fn
1N ~ N n N

Kuna
f+
i o“wi G=1>2, ..., n,

siis leitakse aritmeetiline keskmine statistilise jaotusta-

beli korral valemist n

X = xwl + XgWg + ... + ”~nwn = Xiwi *

Intervallitud ridade juhul tuleb arvutuslikeks vaar-
tusteks 2/ votta intervallide keskkohad!

Kuidas on seotud keskvaartus ja aritmeetiline keskmi-
ne?

Katsete arvu suurendamisel on suuruse X iga vaartuse
suhtelisel sagedusel tendents laheneda vastava vaartuse toe-
naosusele, s.t. vdib votta

wi AP =1, 2..... n).
Asendades x avaldises tbendosustega p», jouame tu-
lemuseni _
X M~x IPI + ... + xnpn .

Vorduse parem pool on aga suuruse X keskvaartus.

Seega

X=E(X)
- Juhusliku suuruse keskvaartus ja katsel saadud vaartuste
aritmeetiline keskmine erinevad teineteisest jarjest vahem
katsete arvu suurendamisel.

Sooritades suurusega X mitu katseseeriat, saame igas
seerias erineva vaartuste jaotustabeli (erinevused voivad
olla nii vaartuste osas kui ka viOrdsete vaartuste sageduste
osas). Katseseeriatele vastavad erinevad keskmised, mis koi-
guvad suuruse keskvaartuse uUmber. Alati ei ole suuruse jao-
tusseadus teada ja ligikaudseks jaotusseaduseks vdetakse



katseseeriale vastav variatsioonrida. Leitud aritmeetili8®
keskmise jargi saab ligikaudselt hinnata, milline on uuri-
tava suuruse keskvaartus.

Aritmeetilise keskmise ja keskvaartuse dimensioon uh-
tib suuruse dimensiooniga.

Markus. Tihti kasutatakse sumboli E(X) asemel X,
mis on téiesti Oigustatud, sest x « E(X).
1. n a i de. Sovhoosi 34 kombaini koristasid vilj:

Uhel paeval jargmiselt:

X (ha paevas) 22 24 25 26 27
T (komb. arv) 6 5 8_ 7 8

Leida Uhe kombaini kohta tulev keskmine koristatud hektari-
te arv paevas. Aritmeetiline keskmine
X = 22"6 + 245 + 25 8 + 26 *7 + 27 -8 850

34 34
= 25 ha.

2. n aide. Automaatpingi tehnoloogilise protsessi
anallis on naidanud, et tcopingi Oige reguleerimise korral
on 10 toodetud detailist koosnevas partiis standardile mit-
tevastavate detailide esinemise jaotustabel jargmine:

Det. arv ja roh-
m 0 1 2 3 4 5  kem

p 0,24 0,38 0,26 0,10 0,02 O

Kontrolliti 50 kimnest detailist koosnevat partiid
ja selgus, et partiid jaotusid mittestandardsete detaili-
de arvu jargi jargmiselt:

o 1 2 L 4
11 20 12 5 2 0

Leida mittestandardsete detailide arvud E(X) ja x



10 detailist koosnevas partiis.
Saame

E(X) = 0-0,24 + 1-0,38 + 2.0,26 + 3*0,10 + 4*0,02 =1,28 ,
0-11 + 1.20 * 2*12 3*5 + 4-2

Voib arvata, et partiide arvu suurenemisel muutuks
B(X) ja x erinevus veelgi vaiksemaks.

3. ndide. Kontrol 1t66 hinnete jaotus oli Opperih-
mas jargmine:
Hinne (X) 2 ? 4 5

Suht._sage- 10

dus (W) % 25 50 15

Leida keskmine hinne.

Kasutame keskmise arvutuseeskLrja statistilise jaotus-
tabeli juhul (@6-des antud suhtelisi sagedusi tuleb jagada
sajaga) .

x =2-0,1 +3%0,25 + 4*0,50 + 5*0,15 = 3,7.

4. Keskvaartuse omadusi

Kasitletavad keskvaddrtuse omadused kehtivad ka arit-
meetilise keskmise jaoks.

Esmalt loome juhuslike suuruste summa ja korrutise
mdiste kahe suuruse X ning T jaoks (suurema arvu suuruste
jJaoks oleks kodik analoogiline). Olgu antud jaotustabelid

X - oo *m T 71 . vn

Jja

LX) r

P *1 Pm rr m

Juhuslike suuruste summa on juhuslik suurus, mille voimali-
keks vaartusteks on liidetavate kdigi vOimalike vaartuspaa-
ride summad. Summa X + T vdimalikud vaartused oleksid

naiteks x1 + +y2, X2 +yl vaartuse
tdenadosuse leidmiseks paneme tahele, et + yn
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esinemist vOib vaadelda liitsundmusena, milleks on nii

Wil yx samaaegne esinemine. Siis on ju + y” toenaosus
vordne osasiindmuste tdenaosuste korrutisega P *r~e Summa
Jaotustabel esitub kujul

X +Y %1471 yq4x2 - *14xn *2+47i "0 xm4@m
P pirl PIr2 *1rn ?2r1 *°%  Pmrn
1. n a i de. Koostada sOltumatute suuruste summa ja

tustabel, kui liidetavate jaotustabelid on

X 0 1 > 1a T -1 0 1
P 0,3 0,55 0,2 r 0.2 0,5 0,3

Summa X + T vaartuste saamiseks liidame kdik vOima-
likud X ja Y vaartuste paarid. Tdendosused saame vastavate
p ja r korrutamisel. Jduame tulemusele

X +Y -1 0 1 0 1 2 1 2 3

=] 0,6 0,15 0,09 0,1 0,25 0,15 0,04 0,1 0,06
Vaartused 0, 1 ja 2 esinevad korduvalt. Vaartuse 0O tdenao-
sused on 0,15 ja 0,1. Tbenaosuste liitmislause pdhjal on O

tdenadosus 0,15 +0,1 =0,25. Toimides analoogiliselt vaar-
tusega 1 ja 2, saame Ioplikult

X +Y -1 0 1 2 3
P 0,06 0,25 0,38 0,25 0,06
S6ltumatute juhuslike suuruste korrutis on juhuslik
suurus, mille vaartusteks on tegurite koigi voimalike vaar-
tuspaaride korrutised. Korrutise mingi vaartuse tdendosuse

leiame tegurite tbendosuste korrutamisel ((alle korrutamis-
lause!). Jaotustabeli koostame jargmisel pohimottel:

XY X172 x17n  *2°1 v n

P Tl P2 ... pien P21 oo
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2. naide. Koostada eelmise naite andmetel suuru-
se XT jaotustabel.

Leiame tegurite kdik vdimalikud korrutised ja vasta-
vad tdendosused. Tulemused esitame tabelis

XT 0 0 0 -1 0 1 -2 0 2
p 0,06 0,15 °°30,1 0,25 0,15 0,04 0,1 0,06

MBne vaartuse kordumisel vdime tabelit koondada. Vaar-
tuse 0 tdendosus on 0,06 + 0,15 + 0,09 + 0,25 + 0,1 = 0,65.
Jaotustabel esitub 16puks kujul

XT -2 -1 0 1 2

P 0,04- 0,12 0,65 0,15 0,06
Juhuslike suuruste korrutise erijuhuks on konstandi
ja juhusliku suuruse korrutis cX . Konstanti vOib vaadel-
da suurusena, millel on Uks vaartus c tdendosusega 1. Summa
erijuhuks on konstandi ja juhusliku suuruse summa X + cC.
Vastavad jaotustabelid saab kujul

cX cx1 CXE ... oxh X+C 3™MC Xg+C eee

P pi P2 °°° pp P pi P2 °°°

(P6hjendage, miks cX vOi X + c vaartuste tdendosused on
vOrdsed X tdendosusegal).

Asume keskvéaartuse omaduste kasitlemisele.
omadus . Konstandi keskvaartuseks on konstant
ise. Tdepoolest,
E(c) = ce=1l =c
f2.)o m a d u s. Suuruste summa keskvaartus on vdrdne
liidetefirate keskvaartuste summaga.
Kahe suuruse korral margime seda matemaatilises sium-
boolikas

EXX +T) = EX) + E(D)
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Naitame selle vorduse kehtivust lihtsal erijuhul
(Gldjuhul on mottekaik analoogiline). Omagu suuruste jao-
tustabelid kuju

X * T 1 2
*1 2 Ja y y
p P1 *2 r ri r2

Summa X + T jaotustabel esitub kujul

X+Y x4yl % o4y2 *2 +y2

P plrl PIr2 22r2
Leiame summa keskvaartuse X + X jaotustabelist:

ECX+Y)

(X1+y)plrl + (zl+y2)plr2 + (2+yl)p2rl +

+ (2+y2)p2r2 = xPpl(r1+r2) + z2p2(rli+r2) +

+
I

+ ylrl (pl+p2) Cx1pl+x2p2) +

(ylrl+y2r2)

+

EQ) + E(Y) .
(Miks p1 + p2 =1 ja ry +r2 =1?)

3. omadus . Soltumatute suuruste korrutise kesk-
vaartus on vordne tegurite keskvaartuse korrutisega.
Kahe suuruse juhul

EQXY) = EQ)*E(Y).

(Kontrollige omaduse kehtivust eelmise omaduse juures
toodud erijuhu jaoks!)

Jareldused: 1. E(cX) = c*E(X);
2. E(tX) = EX) + c;
3. E(AX + B) = AE(X) + B.
Need tulenevad omadustest 1. - 3- (kontrolligel).

Suuruse vaartuse ja mingi j&ava arvu c vahet nimetatak—-—
se vaartuse halbeks selle arvu suhtes. Suuruse X halbe X-c
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Jaotustabel on jargmine:

X-C % .¢c *2.¢ = “c

p Pl *2 eoce pn

Keskvaartuse suhtes leitud halvet nimetatakse tsentreeritud

héalbeks X - My

4. omadus. Suuruse tsentreeritud hélbe keskvaar-
tus on vordne nulliga:
E(X - m0) = 0.
Tdepoolest
E(X - mQ) - E(X) - E(mO) s mO - mQ = O.

See téhendab, et halbed keskvaartuse suhtes keskmiselt tasa-
kaalustuvad.

Naide. On teada E(X) = 8. Leida suuruste 5X,
X - 2, 3X + 4 keskvéaartused.
Sasime

E(5X) = 5 “E(X) = 40;
E(X-2) = E(X) -2=6;
E(3X + 4)*e 3E(X) + 4 = 28.

5. Aritmeetilise keskmise

arvutusvotteid

Pikkade variatsioonridade vOi suurte arvude korral
vOib aritmeetilise keskmise arvutamine kujuneda palju aega
noudvaks tooks. Kasutame keskvaartuse omadusi keskmise ar-
vutamise lihtsustamiseks.

Tunnuse X jaoks toome sisse abisuuruse

kus a ja k on pdhimdtteliselt meelevaldsed arvud. Avaldame
suuruse X:
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X = kX" +a.
Keskvaartuse omaduste kohaselt

B(X) = k=B(X") +a
ehk
X = K*X’+ a.

Arvuks a valitakse harilikult rea keskkohale vastav
vOi1 suurima sagedusega tunnuse vaartus (NBl intervallitud
rea korral vastava intervalli keskkoht). Arvu a nimetatakse
ka esialgseks keskmiseks. Teguriks k on otstarbekas votta
halbe X - a suurim Uhisjagaja. VOrdsete vahedega vaartuste
korral on selleks harilikult vaartuste vahe, intervallitud
ridade puhul intervalli pikkus.

Kui sagedustel on olemas Uhine jagaja 1, siis on
otstarbekas k&iki sagedus! jagada arvuga 1 ja samuti sage-
daste summat N vahendada 1 korda.

Vordusest X = Kk X" + a tulenevad jargmised arvutus-
eeskJLrjad:

variatsioonrea juhul

n yxj_a T4
— b +a
“t s r
statistilise jaotustabeli juhul
B -
Xi- a Cta
i <!

Arvutusteks on kasulik koostada sobiv arvutusskeem.

1. naid e. Leida tunnuse keskmine vaartus, kui va-
riatsioonrida on jargmine:
x 10,2 10,4 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8 12,0
f 2 3 8 13 25 2 12 10 6 !
Votame keskmise valemis: a s 11,0, ks 0,2 jal al,
Stis T7*1 ~11 tA
X = . 0,2 + i
Z* 1
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Arvutusteks koostame tabeli, kus x* = N

X f x-1 X* x*. F

10,2 2 -8 -4 -8
10,4 3 -6 -3 < _9
10,6 8 -4 -2 -16
10,8 13 -2 -1 -13
11.0 25 0 -46
11,2 20 2 1 20
11,4 12 4 2 24
11,6 10 6 3 30
11,8 6 8 4 24
12.0 1 10 .. .5 5
100 103
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Sellesse ritta, mis vastab vaartusele x s 11,0 (seal
tulevad edaspidi nullvaartused), margime ]>3x{ negatiiv-

sete vaartuste summa. Positiivsed liikmed liidetakse eraldi
jJa siis on kerge leida keskmise avaldises murru lugejat.
Nuud

X = .2+11 =11,1.

2. naide. Leida paevanormi taitmise keskmine
protsent saja toolise todtulemuste jargi (vaatlusandmed on
tabeli kahes esimeses veerus).

Plaani tait- Tooliste X x-137,5 x"f
mise % arv f
50 - 75 2 62,5 -75 -3 -6
75 - 100 18 87,5 -50 -2 -36
100 - 125 32 112,5 -25 -1 -32
125 - 150 30 137,5 0 -74
150 - 175 1 162,5 25 1 1
175 - 200 6 187,5 50 2 12
200 - 225 1 212,5 75 3

100 2

r X [ |
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3» nalde. Leida statistilise jaotustabeli andme-
tel keskmine x (lahteandmed on tabeli kahes esimeses vee-
rus).

X w X* X"w
o~ Bg% 0,05 -2 -0,10 _ X - 62,3
25-50 0.15 -1  -0,15 25
50 - 75 0.40 0 -0.25 Keskmine
75 - 100 0,25 1 0,25 X = 25-0,30 +
100 - 125 0,15 2 0,30 + 62,5 = 70.
0,55
0,30

6. Med laan

Korrastatud statistilise rea mediaaniks nimetatakse
seda liiget, millest mblemale poole j&aab vordne arv liik-
meid.

Nii onreas 3 5 6 9 12 13 17 mediaaniks
9, sest temast jadb mdlemale poole 3 liiget.

Kui reas on liikmeid paaritu arv N, siis leitakse me-
diaani (Me) jarjekorranumber valemist

Hu-1
2

Reas 10 12 15 19 22 on liikmeid paarisarv
ja sellist liiget polegi, millest mblemale poole jaab tap-
selt vordne arv liikmeid. Sellisel puhul vbetakse mediaaniks
rea kahe keskmise liikme aritmeetiline keskmine. Vaadeldavas

naites on
Me = 15 tJ-2 = 17.

Kui lahteandmed on esitatud grupeeritult momentreana
vOi intervallitud variatsioonreana, siis leitakse mediaan
Jargmise mottekaiguga.

Jagame vaartuste koguarvu pooleks ja ~ maarab medi-
aani jarjekorranumbri. Seejarel liidame sagedusi (leiame sa-



geduste jargsumma) seni. kuni jouame vaartuseni, mille kobal
sageduste summa Uletab esimesena ”~ < Seega oleks mediaan-
grupp maaratud. Momentrea korral ongi mediaaniks vastav tun-
nuse vaartus. Intervallitud reas tapsustatakse mediaani asu-
kohta mediaanintervalli sees lineaarse interpolatsiooni teel,
lugedes vaartuste jaotuse uUhtlaseks.

1. n & i de. Leida eelmise punkti 2. ndite andmetel
rea mediaan. Variantide sageduste summa on 100, seega vOta-
me mediaaniks rea 50. liikme. Sageduste liitmisel selgub, et
mediaan asub intervallis 100 — 125, sest seal esmakordselt
jargsumma 2 + 18 + 32 >50. Saadud intervallist tuleb vot-
ta 30. liige (intervallist allapoole jaab 20 liiget). Inter-
valli 32 liikmele vastab intervalli pikkus 25; 30. liige
asub intervalli algusest kaugusel Wl[*50 = 23,4.

Ue = 100 + 23,4 = 123,4.

Mediaani arvutamine kirjeldatud viisil toimub jargmise
valemi jargi: w
k(F - D
* ™ * _ k£ *
kus L - mediaanintervallile eelnevate intervallide sageduste
Jjargsumma;
w nediaanintervalii sagedus;

kK - intervalli pikkus $
x~e- mediaanintervalli algus.

Aritmeetiline keskmine reageerib rea igd Uksikvaartuse
muutumisele, mediaanile ei avalda mingit moju vaartuste muu-
tumine mélemal pool mediaani, kui kummalgi pool jaab liikme-
te arv vOrdseks. Mediaan reageerib liikmete arvu muutumisele
ainult siis, kui Uhel voi teisel pool mediaani muutub Iiik-
mete arv erinevaks. Mediaan on vadhe tundlik tunnuse Uksik-
vaartuste muutumise suhtes.
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7 Mood

Moodlks (Mo) nimetatakse rea kdige suurema sagedusega
liiget* Kaesoleva paragrahvi 5» punkti 1. naites on rea moo-
dlks 11,0. Momentrea puhul saame moodi ilma arvutusteta. In-
tervallitud rea korral maddrame esmalt aoodintervalli (inter-
valli, milles mood asub) suurima sageduse jargi. Moodi asu-
koha tépsustamiseks intervallisiseselt loobutakse eeldusest,
et vaartused jaotuvad intervalli ulatuses Uhtlaselt (seda
eeldatakse x ja Me leidmisel). Moodintervalll naaberinter-
valli sageduste abil otsustatakse tunnuse jaotumise (le
aoodintervallis endas. Liikmed loetakse tihedamalt paiguta-
tuks moodintervalll selles osas, mille naaberintervalli sa-
gedus on suurem. Moodi arvutatakse valemist

kus XuO - moodintervalll algus;
K - intervalli pikkus;
fQ, f+1, - vastavalt moodintervalll, sellele jarg-

neva ja eelneva intervalli sagedused.

1. naide. Leida 5. punkti 2. naite andmetel
mood. Variatsioonreast nahtub, et
*1,0 =100, «k =25, f+1 =30, 1n =18, fQ =32
Seega

- o DN
Mo =100 + 92 18 2% ... .. .40 . »121,9.
(32 - 18) + (32 - 30)

vaartuste intervallisisest (htlast jaotumist eeldades
tuleks valida moodika intervalli keskkoht.

Markus. Moodi arvutamiseks kasutatakse ka teist-
suguseid valemeid, kuid tulemuste erinevused ei ole olulised.

Summeetrilise jaotuse korral langevad aritmeetiline
keskmine, mood ja mediaan kokku. Ebasimmeetrilise jaotuse
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korral on nad erinevad (vt. joonis 13)»

Joonis 1j.

Mood on vordne pideva juhusliku suuruse jaotuskdvera
kérgeimale punktile vastava abstsissiga, mediaan - jaotuskd-
vera alla jaavat pindala poolitava ordinaatldigu abstsissi-
ga. Mediaan asub x ja Mo vahel aritmeetilisest keskmisest
umbes Uthe kolmandiku moodi ja keskmise vahemaa kaugvisel, s.t.

Me x +\ (Mo - x).

8. Keskmine halve

Juhusliku suuruse asendi karakteristikud peegeldavad
suuruse vaartuste uldist nivood, kuid nendes ei Kkajastu

vaartuste omavahelised erinevused, vadrtuste paigutus kesk-
mise suhtes.

Olgu naiteks juhuslikud suurused antud jaotustabelite-
g9&
1 -0.01 0.01 Y -100 100

p 0,5 0,5 r 0,5 0,5

MBlema suuruse keskvaartused on vordsed:
E(X) = -0,01 -0,5 + 0,01 «0,5 = 0;
ECY) - 100 «0,5 + 100 «0,5 =0 ,
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kuid vaartuste jaotuse iseloom on vaga erinev. Suuruse X
vaartused asuvad keskvaartuse ligidal, suuruse Y vaartused
halbivad kaugele. Teiste sbnadega: suuruse X halbed E(X)
suhtes on véikesed, suurusel Y suured.

Teades Uksnes keskvaartust, moodi vOi mediaani, ei
saa otsustada, kuidas suuruse voimalikud vaartused paigu-
tuvad keskvéédrtuse suhtes. Tekib vajadus suuruse vdimalike
vaartuste hajuvust iseloomustava karakteristiku jarele.

Kdige lihtsamaks varieerumise naitajaks on variat-
siooniamplituud

R = *Tax -

Suurus R ei iseloomusta kuigi hasti vaartuste hajuvust.Vdib
Jjuhtuda, et suuruse vaartused jaotuvad enamuses tihedalt
keskmise Umber, kuid Uksikud vaartused jaavad keskmisest
kaugele. Sellisel juhul annab vahe xmin moonutatud
pildi vaartuste jaotumisest. Oleks vaja karakteristikut,mis
arvestaks kdigi vaartuste paiknemist. Tsentreeritud héalbe

X - ﬁo keskvaartus selleks el sobi, sest alati E(X - mo) =
= 0.

Hajuvuse naitajana kasutatakse monikord tsentreeritud
halbe absoluutvaartuse keskvaartust, mida nimetatakse kesk-
miseks halbeks ehk absoluutseks hdlbeks d = E(] X - mQ])-
Keskmise halbe dimensiooniks on suuruse X dimensioon.

Keskmise halbe arvutuseeskiri on sdltuvalt lahteand-
mete esitusviisist jargmine:

teoreetilise jaotustabeli juhul

d = Z I*x - *0] «Pi
statistilise jaotustabeli juhul
a= - *1 *wi 5

variatsioonrea juhul
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Mida tihedamalt paigutuvad suuruse vaartused keskvaar-
tuse (keskmise) Umber, seda vaiksemad on uldiselt héalbed
ning vaiksem on ka keskmine halve.

Arvutamisel on otstarbekas kasutada kindlat arvutus-
skeemi .

1. n & i de. Leida suuruse X keskmine halve, kui su
rus on antud jaotustabeliga
X ] 2 5
p 0,3 0,5 0,2
Eelnevalt tuleb leida keskvaartus E(X) ja siis saab leida d.
Arvutuskéik on néha tabelist

X P Xp Ix - mol PIX - mol
1 0,3 0,3 1,3 0,39
0,5 1,0 0,3 0,15
5 0,2 1,0 2,7 0,54
2,3 1,08
mQ =2 Vi = 2»3; d = 1,08.
2. n & i de. Leida keskmine hdlve variatsioonrea

andmetel (lahteandmed on tabeli kahes esimeses veerus).

X f XF Ix - il S o=
4 -6 2 10 3,76 7,52
6 -8 5 35 1,76 8,80
8 -10 12 103 “0,24 2,88
10 -12 6 66 2,24 13,44
25 219 32,64

Intervallitud rea korral voetakse arvutuslikeks vaar-
tusteks i intervallide keskkohad.
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9. Dispersioon

Hajuvuse karakteristikutena kasutatakse kdige sageda-
mini dispersiooni ja standardhalvet.

Juhusliku suuruse dispersiooniks nimetatakse suuruse
tsentreeritud halbe ruudu keskvaartust

DO =E [(X - mQ)2] -
Dispersiooni tahistatakse sageli ka sumboliga 62.
Dispersiooni deflnitsioo”st tuleneb jargmine arvutusvalem:
diskreetse suuruse’jaoks
DCX) =2 Ui - mO>2Pi5

pideva suuruse jaoks
+00

DX = J (X - mo)2p(x)dx.
-00
Dispersiooni arvutamisel tuleb eelnevalt leida X kesk-
vaartus mQ ja seejarel halvete ruudu (X - Ty)2 keskvaartus.

1. naide. Leida 8. punkti 1. naite andmetel s
ruse X dispersioon. Arvutuste kaiku saab jalgida tabelist

X p Xp X -m0 (X -m0)2 P(X - m0)2

1 0,3 0,3 -1,3 1,69 0,507

2 0,5 1,0 -0,3 0,09 0,045

5 0,2 1,0 2,7 7,29 1,458
2,3 2,010

D(X) = 2,01.

Dispersioon on alati mittenegatiivne, sest selle leid-
misel tuleb summeerida mittenegatiivseid liidetavaid.

2. n a&ide. Leida kahepunktilise jaotuse disper
sioon. Kahepunktilise jaotuse esitasime keskvaartuse kasit-
lemisel 3. naites ning leidsime juba keskvaartuse E(X) = p.
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Naad

DO = (0-p)2,9 + (A-p)2 P = P2q + a2p = pa(p + o) = pd;
DCX) = pa-
Dispersiooni arvutamine lihtsustub, kui teisendada

dispersiooni definitsioonile vastavat valemit. Halbe ruut
(X - m0)2 on esitatav kujul

X-mo)2 =Xx2-2 +7g

ning niidd keskvaartuse omadusi arvestades
D(X) = E[XX - m0)2] * E(X2--2XmQ + mQ2) = EO02) -

- 2mOE(X) + m02 = E(X2) - 2mQ2 = E(X2) - mo2.

Saime
DXX) = E(X2) - [e (X
- dispersioon on vordne suuruse ruudu keskvaartuse ja kesk-

vaartuse ruudu vahega.
Eeltoodust tulenevad jargmised arvutuseeskirjad:

diskreetse suuruse jaoks
D(X) =2T xi2Pi - (Z "pi)2;
i=1 i=1

pideva suuruse jaoks
00 2

— 100 B
DCX) _\J x2p(x)dx - \]xp(x)dxj )

Dispersiooni arvutamine saadud valemite jargi on oluli-
selt lihtsam kui definitsioonvalemite jargi.

3- n & i de. Leida suuruse X dispersioon jaotustabeli
andmetel (ladhteandmed on arvutusskeemi kahes esimeses veerus).

X P XP X2 | xof.
-4 0,1 -0,4 16 1,6 E(X) » O;
-2 0,25 -0,5 4 1,0
0 0,3 0 0 0 D(X) =5,2 - 02=
2 0,25 0,5 4 1,0 - 52
4 0.1 0,4 16 1.6 e
0 5,2
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4. naide. Leida Uhtlase jaotusega suuruse dis-

persioon.

" _ L M= a+b
uhtlasel jaotusel leidsime keskvaartuse E(X) = — 2—
ja +00 b n
D) = Jrddax - (a~)2=J 12~ dx - (S|b) =
-00 a
1 75 a2+ 2ab ¢ b2 a2- 2ab + b2
= 7TS=S7 * > o T TZ————
ehk »
DX) = A~

\
Ruutjuurt dispersioonist nimetatakse keskmiseks ruut-
halbeks ehk standardhalbeks

6 = ).
Standardhélbe dimensioon Uhtib suuruse dimensiooniga,
dispersiooni dimensiooniks on suuruse dimensiooni ruut.
Mida suurem on dispersioon vOi standardhdlve, seda
rohkem on suuruse vaartused hajutatud keskvaartuse Umber.

10. Dispersiooni omadusi
1. omadus. Konstandi c dispersioon on null.
TAepoolest

D(c) = E(c)2 - E(c)2 s c2-c2 =0 (vt. E(X) omadusi).

Konstandil on ainult Uks vaartus ja mingit hajumist
ei ole.

2. omadus. Kui suuruse vdimalikud vaartused
omavad uhise teguri c, s.t. T = cX, siis vdib selle teguri
tuua dispersiooni margi ette ruutu tdstetuna.

D(cX) = c¢2D(X)-
Omaduse Oigsuses veendumiseks lahtume dispersiooni de-
Finitsioonist ja vOtame arvesse, et E(cX) = cE(X) = cmQ.
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2
D(cX) =2 [aa “ E(cX)] Pi =S cm0”2pi =
=ZT c2(xt- =c2" N 1" m0)2Pi = c2D(X).-
3. omadus . Suuruste summa dispersioon. Piirdum

kahe suuruse X ja T summa dispersiooni juhuga. Tahistame suu-
ruste keskvaartused vastavalt m” ja lly. Siis summa X + Y
keskvaartus E(X +Y) = m" + lly. Nuud leiame halbe ruudu ja
teisendame selle avaldist

2
X+T-@+B] =[X-m +¢-W)] =

= (X = mx)2+ (Y - my)2 + 2(X - mx)(Y - By).

Summa X + Y dispersiooni avaldise teisendamisel kasutame
keskvéaartuse omadusi

DX +Y) =e [X-m)2 + (¥ - WUy)2 + 2(X - m*XY - Uy)]=

EC(X - mN)2 + B(Y - By)2+ 2S(X - mAXY - Uy~

Kaks esimest liidetavat on vastavalt D(X) ja D(Y). Poolt vii-
masest liidetavast nimetatakse korrelatsioonimomendiks CMyS

CX7 = B[(X -V « * “yi-

Seega
DX +Y) =DXX) +D(Y) + 207

- suuruste summa dispersioon vordub liidetavate dispersioo-
nide ja kahekordse korrelatsioonimomendi summaga.

Kui suurused X ja Y on teineteisest sdltumatud, siis
keskvaartuse 3* da 4. omaduse kohaselt

Cry =E(X - m) «E(Y - my) = O.

S6ltumatute suuruste summa dispersioon vordub liideta-
vate dispersioonide summaga

D(X + Y) = DOX) + D(Y).-

S6ltuvate suuruste korral on korrelatsioonimoment ul-
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diselt nullist erinev.

Jareldused

1. Kahe suuruse vahe dispersioon vdrdub suuruste dis-
persioonide summaga

DX - Y) =DXX) + DY) (2. ja 3. omaduse pohjal).
2. Kui K ja b on konstandid, siis
D(kX + b) = k?D(X) (pdhjendadal).

Juhusliku suuruse lineaaravaldise dispersioon vordub suuru-
se dispersiooni ja suuruse kordaja ruudu korrutisega.

Viimane jareldus leiab kasutamist dispersiooni arvu-
tamise lihtsustamisel. 1

11. Momendid

Juhusliku suuruse arvuliste karakteristikute olulise

klassi moodustavad nn. momendid.
Suuruse X s-jarku algmomendiks Vg nimetatakse suuru-
se s-astme keskvaartust

Vg(xX) = E(XS).

Suuruse s-jarku tsentraalseks momendiks nimetatak-

se suuruse tsentreeritud hdlbe s-astme keskvaartust
N3 = EXX - mQ)s.

Statistilise jaotuse korral tuleb keskvaartuse all
mdista aritmeetilist keskmist.

Momentide arvutusvalemeid vaatleme ainult diskreetse
suuruse juhul (sulgudes on toodud arvutuseeskirjad variat-
sioonrea juhuks).

Esimest jarku:

algmoment

N = E(XL) = 21xiPI = (1 2 xifi);

tsentraalne moment

=E(X -mQ) =0 (alati).
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Teist jarku:
algmoment

V2 = E(X2) =2 x#2pt s (1 21 xi2Fi>5
tsentraalne moment

hz mE[(x-"0>2] m2 4 - mo>2bi Ks Z>+- 2)\)-

Kolmandat jérku:
algmoment

Vj =E« 3> - mc5 Z*i3fi
tsentraalne moment
=B[a -mO)3] =2<xi-%>4 -(s2>i- bB\)-
Neljandat jarku:
algmoment
>4= EN> = 2TXi4Pi = <2 Z xi4fi);
tsentraalne moment

=E (X - mO)M = 2 (xx mO~ pi =(ZZCxi- x)4fi).

Tsentraalsed ja algmomendid on omavahel seotud vale-
mitega
= v2 - vi?;

N "3 Vs+2H] i
yud = ¥4 - ~ 3Y1+6Y2V/ - 3VV
mis vOimaldavad tsentraalsete momentide arvutamist lihtsus-
tada.
Eespool toodust on naha, et keskvéartus ja disper-
sioon avalduvad momentide kaudu jargmiselt:

ECX) = 1,; DX = = V2 - H,2.
Saab naidata, et tsentraalsed momendid ei muutu, kui

lahtesuurus X asendada suurusega X + a. Kui lahtesuuruse X
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asem?l votta abisuurus X* Siis suuruste X - a
ja X algmomendld. on seotud jargmiselt:

VBa - a =u? v3Ne).

_X-a
fc

See seos voimaldab momentide arvutamist oluliselt lihtsus-
tada, kuna arvude a ja Kk sobiva valikuga saab X’ vaartused
muuta kullalt vaikesteks. Intervallitud statistiliste jao-
tuste korral valitakse arvuks a harilikult rea keskel asu-
va intervalli keskkoht ning jagajaks k intervalli pikkus
voi vOrdsete vahemaadega Uksikvaartuste puhul rea samm.

Naide. On antud 1000 abonendi jaotus tarbitud
elektrienergia koguse jargi (kWh). Leida 2. - 4. jéarku
tsentraalsed momendid. L&hteandmed on arvutusskeemi kahes
esimeses veerus.

Val ime X . 27,5

5
Vaartusele x* = 0 vastavasse ritta on margitud negatiivse-
te arvude summa veergudes, kus see on vajalik

X f X B X2 Px»2 x5 Fx»b x*4 X4
5-10 3 -4 -12 16 48 -64 -192 256 768
10-15 13 -3 -39 9 117 -27 -351 81 1053

15 - 20 70 -2 -140 4 280 - 8 -560 16 1120
20-25 190 -1 -190 1 190 -1 -190 1 190

25 -30 290 0 =341 -1293
30 -3 230 1 230 1 230 1 230 1 230
35-"0 130 2 260 4 520 8 1040 16 2080
40-45 62 3 186 9 558 27 1674 81 5022
~ P 12 4 48 16 192 64 768 256 3072
1000 724 2135 3712 13535

343 2419

Nuid leiame suuruse X - a algmomendld:

1f715 . 2=% 1 N -
. Y5 = 1000 53,375
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v3 = NidsF 12 - 302'575i A m m “ 59,375.
Tsentraalsed momendid:
[*2 = 53,3 - 1,722 = 50,42;
~3 =302,3 - 3-1,72 '53,38 + 2-1.722 = 33,91,

yu4 8459,38 - 4 -1,72 «302,38 + 6 =53,38 - 1,722 -

- 3-1,724 = 7299,73.

12. Dispersiooni leidmine
statistiliste jJaotuste

korral

Dispersiooni definitsiooni kohaselt saab arvutusees-
kirjaks
variatsioonrea korral

2 2 Xi-*>%t 1 , 2
[ — 2FT - 57 4 1

statistilise jaotustabeli korral

<P = U Ot - x)zwi = % xl%rl - x2-

Dispersiooni teisendatud arvutuseeskiri on siumboolselt esi-
tatud kujul 2

ci?= x -x
- dispersioon vordub vaartuste ruutude keskmise ja keskmi-

se ruudu vahega. i
Intervallitud variatsloonreas valitakse tunnuse vaar-

tusteks intervallide kgskkohad.
Dispersiooni 6° arvutamine v8ib valmistada suurte

arvude puhul tehnilisi raskusi. Selleparast antakse 6
leidmise eeskirjale tihti teisendatud kuju. Valemit tei-
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sendatakse nii, et saab ara kasutada ka x leidmisel tehtud
arvutusi. Tuginedes x leidmise eeskirjale, saab

2

k2 - (x - a)2.

Sumbolite a, Kk, 1 tdhendus on sama mis aritmeetilise
keskmise leidmisel.

Konkreetse arvutuseeskLrja valik oleneb lahteandmete
hulgast ja Uksikvadrtuste suurusest.

1. naide. Leida standardhalve 3* punkti 1. néai-
te andmetel.

Paevas koristati keskmiselt x = 25 ha. Dispersioon
kui halvete ruutude keskmine

_ *
6 2 _ (22-25) 4 — =, =2,88 ha
Standardhalve
6 =Y¥2,88 s1,7 (ha).
2. naide. Leida dispersioon ja standardhalve 3.

punkti 2. naite andmetel (automaatpingil toodetud detailide
standardsuse kontroll).

Esitame arvutused Uhes tabelis, kusjuures puuduvad
lahtrid JTPjXj ja 2 fTixi leidmiseks, sest keskmine on
eespool saadud E(X) = 1,28; x = 1,34.

X p T X2 p*2 x2
0 0,24 11 0 0 0
1 0,38 20 1 0,38 20
2 0,26 12 4 1,04 48
3 0,10 5 9 0,90 45
4 0,02 2 16 0,32 32
o 50 2,64 145
D(X) = 2,64 - 1,28 =1 S=yT = 1.
g2-= -1,34 =1,1; =1,05.



3» naide. Aastatel 1889-1890 moddeti Moskva
1000 meesto"6lise pikkus (mdédtmisandmed on tabeli kahes esi-
meses veerus), leida tod*liste keskmine pikkus ja standard-
halve.

valime Kk =3, b =165,5, 1 =1 ja x" = g——§165»2 -

X T X® X*2 x».F X ,2>F
143-146 1 -7 49 -7 49
146-149 2 -6 36 -12 72
149-152 8 -5 25 -40 200
152-155 26 -4 16 -104 416
155-158 65 -3 9 -195 585
158-161 120 -2 4 -240 480
161-164 181 -1 1 -181 181
164-167 201 -779

,167-170 170 1 1 170 170
170-173 120 2 4 240 480
173-176 64 3 2 192 576
176-179 28 4 16 12 448
179-182 10 5 25 50 250
182-185 3 6 36 18 108
185-188 1 7 49 7 49

1000 789 4064
10
Saame
= 165,53 cm;

4064
— ek2 - - a)2 = -
o - ——————N————— (X ) 1000 9

(165,53 - 165,5)“ 36,58;

& = 736,58 = 6,05 cn.

Mida viaiksem on standardhilve 6 , seda tihedamalt
paigutuvad suuruse vaartused aritmeetilise keskmise Umber,
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lasjuures suuruse vaartuste halbed keskmise suhtes enamikul
Juhtudel ei Uleta kolmekordset standardhalvet (pdhjendatak-
se hiljem). Hinnata seni lahendatud naidete puhul, kas ja
kui palju vaartusi jaab valjapoole tokkeid x + -

13» Normeeritud halve

Juhusliku suuruse X tsentreeritud halbeks nimetame

suurust X - mo.
Normeeritud halbeks t nimetatakse tsentreeritud hal-

be ja standardhalbe jagatist
X - nu

Leiame normeeritud halbe keskvaartuse ja dispersiooni. Sel-
leks toetume nendele omadustele:

ECt) *K -j-2) “5B(xx-V mO0i

Normeeritud halbe keskvaartus on alati null ja disper-
sioon ning standardhalve uUks.



84. JUHUSLIKU SUURUSE JAOTUSI

1. Korduvate katsete skeenm

1. naide. Heal laskuril on marklaua sidamiku
tabamise tbendosus iga lasu korral 0,9* Kui tdendone on ta-
bada sudamikku 8 korda 10-st lasust?

Oletame, et Ubegi lasu tulemus ei sOltu eelmiste las-
kude tulemustest. Iga lasu puhul kas tabatakse sudamikku
(stndmus A) vOi ei tabata (sindmus A), kolmandat vdimalust
ei ole.

Ulesande lahendame hiljem.

2. naide. Urnis on valged ja mustad kuulid, kus-
Juures valgete kuulide arvu ja kuulide uldarvu suhe on p.
Urnist vbetakse ilma valimata kuul, registreeritakse selle
varvus ja pannakse tagasi. Kuuli votmine on Uksikkatse, mi-
da voib korrata vajalik arv kordi. Parast kuuli tagasipane-
kut segatakse kuulid uuesti. Katsete sellise korralduse
Juures ei soltu jargmise katse tulemus eelmistest katsetest
ja igal katsel on valge kuuli saamise tdenaosus p.

Urnist kuulide votmise pbéhimottel toimub ka sama Iii-
toodete kvaliteedi kontroll: toode kas vastab ndutud
ngimustele voi ei vasta.

Muutumatutes katsetingimustes sooritatavaid uUhetlu-
bilisi katseid, kus Uhegi katse tulemus ei sdltu eelmistest
katsetest, nimetatakse sOltumatuteks katseteks. Kui katsete
kordamisel huvitume kogu aeg ainult sellest, kas katsel
toimub teatud sindmus A vOi ei toimu (s.t. toimub sindmus
A), siis radgitakse korduvate katsete skeemist.

k

i
ti



Bernoulli valenm

Tihti tuleb otsida vastust sellistele kisimustele:
kui toendone (kui usutav, pbhjendatud) on, et

- piimakombinaadis vooluliinilt tulevast 1000 korgi-
tud pudelist on 950 vigastamata?

- kauplusesse toodavast 10000 kingapaarist on vahemalt
9900 paari defektideta?

- linnaliinidel kurseerivast 50 bussist ei lange pae-
va jooksul rivist valja rohkem kui 6 bussi?

- urnist kuulide vdtmisel n korda saame valge kuuli m
korral? jne.

Probleemi Uldine seade on jargmine: kul suur on tde-
ndosus sundmuse A m-kordseks toimumiseks n s6ltumatul kat-
sel, kui A ja A tbdendosus Uksikkatsel on vastavalt p ja
q=1-p ?

Tahistame siundmuse ,,A toimub n katsel m korda" simbo-
USsaV Sindmuse A toimumine Uksikkatsel jarjekorranumbri-
ga i1 olgu sindmus A™ ja mittetoimumine Sundmus Bm toi-
mub, kui realiseeruvad sundmused A ja A" vahekorras m ja
n - m korda, kuid Ukskdik millises jéarjestuses. Seega on
Bm jargmiste sundmuste summa

Bm = (AIA2***\Am+1,*An) U ~"1A2,,,AnAm+1***An-1An N *ee
eee U (ALI2A5 .. .AtAm+1...In_1An) U (Av**An-mAn-m+1***An"»

kus igat osasindmust voib omakorda vaadelda sindmuste Ai ja
A, korrutisena ( m korda sindmus A ja n-m korda A). lga sum-
masse kuuluva osaslindmuse toenaosuse saame toenaosuste kor-
rutamislausest - pmgn'"m. Summas on osasiUndmusi nii palju,
kui saab moodustada kombinatsioone n elemendist AN, AN, ...
eee* Am” Am+1” " An  m-kaupa (igas n elemendist koosne-
vas kombinatsioonis peab A esinema m korda, kusjuures va-
hemalt Uhes A jarjekorranumbris i peab olema erinevus). Kom-
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binatsioonide arv Cm n elemendist m-kaupa arvutatakse va-
lemist

o '—mr(nn!-ﬁ *
Jarelikult
ﬁ%ﬁh} E_pmqn—m + . 7 pmqn—m
c*“ korda

Sindmuse A n katsel m-kordse toimumise ehk sindmuse sage-
duse m tdendosust tdhistame edaspidi Pg m*
Oleme joudnud Bernoulli valemini

\Pn,m =T.Ynl- m)! pV"'m

X

On kokku lepitud, et 01 =1.

Sageduse vaartuste m =0 ja m = n tdenaosused saab
leida ka vahetult tdenaosuste korrutamislausest

n,o = qll » Pﬁ,ﬁ * pn.

1. naide. Kui suur on téendosus stndmuse 3-kord-
seks toimumiseks neljal katsel, kui sindmuse tfendosus Uk-
sikkatsel p = f 2 Antud juhul n =4, m=3, p=-ja q=

/1
-1-P= 3 * Paigutame vastavad vaartused Bernoulli vale-
misse:

P 41 F2/A1  2»3»4 8 .1 12
4,3 7 3i(4-3)! 3 3" 231 27 3"8l "

2. naide. Lahendame eelmise punkti 1. naites
tostatatud probleemi. Laskude arv n = 10, marklaua sudamik-
ku tabamuste (sindmus A) arvm =8 ja p = 0,9 Siis q =
=1-0,9 =0,1 ning

P10,8 = 8rT|T °,98+0,12 = *°»9® 0,01 ~ 0,194.

Juba kaesolevast naitest ilmneb, et suuremate arvude
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puhul pdrkame kokku arvutuslike raskustega.

3. naide. TOendosus 0Opdevaks ettendhtud elekt
rienergia normi mittetletamiseks p = 0,75* Kui tdenaone on,
et 6 paevast 4 paeval ei Uletata normi?

Ulesande andmetest ndeme, et p =0,75» n =6, m = 4
jaq=1-p =0,25.

*,

6,4 4165 *0,754* 0,252 = ZifZZ = °>5°*

4. naide. Uis on tdendosem: kas vOita vOrdset
vastast 5 korda kaheksast mangust vOi 3 korda neljast man-

gust?
VOrdse vastasega mangides on mdlemal poolel vOidu tde-

ndosus p = 0,5 jakag=1-p =0,5»

P - s8i 1.1 - -1 .

8,5 5* *3 (3%-¢3 ;
- a i1 -

Pa3 ¥ $b La ) 3.

Tdendosem on vdita 3 mangu neljast.

3. Binoomjaotus

Sundmuse sagedus korduvatel katsetel on juhuslik suu-
rus, mis vOib omandada taisarvulisi vaartusi O-st katsete
arvuni n. Sageduse mistahes vaartuse m tdenaosus Pn,m on
leitav Bernoulli valemist

b n! m  n-m
nim m!(n - m! n

Juhuslikku suurust, mille védartuste m (m =0, 1, ..., n)
toenaosused on maaratavad Bernoulli valemist, nimetatakse
bInoomjaotusega juhuslikuks suuruseks.

Binoomjaotuse jaotustabel on selline:
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m 0 1 2 ecce m ece n

P

*n,m 'n,0o n,l Pn,® === pp,m === P

>M A,R

Sundmuse sagedus korduvatel katsetel on binoomjaotu-
sega suurus.

1. naide. Koostada sageduse m jaotustabel,
p =0,4 jan =5_. Sagedus m vOib omandada vaartusi 0, 1, 2,
3, 4, 5> mille tdendosused leiame Bernoulli valemist
=_051 0,4m . 0,65-m.
5m m!(G - m)!
Jaotustabel esitub kujul
m 0 1 2 3 4 5
ps.m 0,078 0,259 0,346 0,230 0,077 0,010
2. naide. Koostada sageduse m jaotustabel,

p=0,5 ja n = 5» Kéesoleval juhul on ka q =0,5 da avaldises
P5)B = cf.0,5“ . 0.55-*

on iga m korral 0,5m-0,55"* = 0,55 = 0,03125-
Téendosused leiame korrutades 0,5" kombinatsioonide
arvuga 5 elemendist m-kaupa. JBuame jaotustabelini

m 0 1 2 3 4 5

p5.m 0,03125 0,15625 0,3125 0,3125 0,15625 0,03125

Kahes viimases naites koostatud jaotustabelite vord-
lemisel naeme, et teisel juhul on tdendosuste jaotus sim-
meetriline, esimesel juhul ebasummeetriline. Kui p = q =
= 0,5 , sailib simmeetria iga n korral, p . g korral on
binoomjaotus ebasimmeetriline. Kuid isegi teineteisest eri-
nevate p ja q korral katsete arvu n suurenemisel laheneb
jJaotus simmeetrilisele. Hasti vdib seda naha polugoonidel,
mis on koostatud juhuks, kui p = 0,8, s.t. on leitud binoo-
mi (0,8 + 0,2)n arendi liikmed kolmel n vaartusel (joonis
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14). Katsete arvu kasvamisel laheneb poligoon summeetrilise-
le koverale.

0,40
0,20
0,20

010

Joonis 14.

Kasitleme mdningaid binoomjaotuse omadusi, tuginedes
eelmistele naidetele ja joonisele 14.

1) Sageduse m kdigi voimalike vaartuste tdenaosuste
summa on uks

c

m=0 .
Toepoolest, sageduse m kdik voimalikud vaartused m =
=0,1, ..., n kui juhuslikud sindmused moodustavad taieli-

ku siindmuste siisteemi ja nende sindmuste tdendosuste summa
on alati Uks*

2) Sageduse tdenaosused Pn m tldiselt kasvavad maksi-
maalse vaartuseni ja seejarel jalle kahanevad«

3) Katsete arvu n kasvades sama p korral tdenadosuse
Pﬁvaéértused véhenevad.

Kui n kasvab, siis suureneb sageduse m vdimalike vaar-
tuste arv. Kuna alati P =1 ja n kasvades summas lii-
detavate Pn m arv kasvab, siis iga sageduse vaartuse esine-
mise tdendosused ise Uldiselt vahenevad.



4. Binoomjaotuse karakteristi-

kud

Eelnevalt veendume, et sindmuse sagedus m korduvatel
katsetel on esitatav n Uhesuguse jaotusega kahepunktilise
Jaotuse summana. Kahepunktiline jaotus oli eespool definee-
ritud jaotustabeliga

a
ja karakteristikud olid E(X) = p, D(X) = pg. Eatsel jar-
Jjekorranumbriga i voib sindmus A toimuda vOi mitte toimuda,
seega voib igale Uksikkatsele seada vastavusse kahepunktili-
se jaotuse XN karakteristikutega E(X™) = p, DO = pq
(=1, 2, ..., n). Kui Uksikkatsel toimub sindmus A, siis
katsele vastav X* = 1 ja kui n katsel siundmus A toimub m
korda, siis on nullist erinevad ka m suurust X~ Seega
n
m — X§+ eee + Xg — ~ | X»

Soltumatutel katsetel on ka suurused X" Uksteisest soéltuma-
tud. Keskvaartuse ja dispersiooni omadviste kohaselt

E(m) = E( Z1 X) = = np;

D(m) =D(U Xz) D(Xt) = npg -

— konstantse p korral katsete arvu n kasvades kasvavad ka
sageduse keskvaartus, dispersioon ja standardhéalve.

Jagades sageduse m vOimalikud vaartused katsete uld-
arvuga n, saame suhtelise sageduse g = w. Ka suhteline sa-
gedus on juhuslik suurus; tema keskvaartus

E(w) =7~ Em) =- *np = p;
dispersioon
D) = -1 D(m) = npg = ;0 G =
n n f

9



— binoomjaotusel suhtelise sageduse keskvaartus vordub sund-
muse tbendosusega Uksikkatsel ega sOltu katsete arvust: ha-
Juvus vaheneb katsete arvu kasvamisel (dispersiooni avaldi-
ses on n murru nimetajas).

Sageduse m seda vaartust, mille tdendosus on suurim,
nimetatakse tfendoseimaica sageduseks. T&enaoseim sagedusl|
on binoomjaotuse mood. Kuna binoomjaotus laheneb simmeetri-
lisele jaotusele, siis léheneb ka mood keskvéértusele. Toe-
ndoseim sagedus on vdrdne keskvaartusega

np,
kui see korrutis on taisarv. Kul aga keskvaartus ei ole
taisarv, siis tuleb tdendoseimaks sageduseks votta tokete
np-q ja np + p vahel olev taisarv, s.t.

np-qg ™ U~ np+p.
Olles leidnud JJ , saame Bernoulli valemist leida ka

pnf e

1. naide. Leida tbdenaoseim sagedus, kui p = 0,4
jan =5 Leiane np =5 0,4 =2 ja kuna np on praegu
taisarv, siis U = 2. Tulemuse vérdlemisel eelmise punkti
1. naite tulemustega nieme, et tdepoolest H = 2 tdendosus
on suurim.

2. naide. Leida tdendoseim margi tabamiste arv
Uheksast lasust, kui Uksiklasuga tabamise tdenaosus on p =
=0,8.

Katsete arv n =9 P =0,8 jaq=1 - 0,8 =0,2. Kor-
rutis np = 7,2, s.t. ei ole taisarv ja seeparast leiame

np +p=7,2+0,8 =8;
np-qs?7,2-0,2=7-
Tdendoseimad sagedused on 7 ja 8 vOrdse tdendosusega.

3. naide. Praakdetaili tootmise tdendosus on
0,035. Leida tdendoseim praagi hulk 500 detaili tootmisel.

Nddd on p = 0,035 ®n = 500 ja np = 500 «0,035 = 17,5.
Tdendoseim praagi hulk asub tbkete np+p=17,5+ 0,035 =
=17,535 janp - g = 17,5 - 0,966 = 16,535 vahel. Jareli-
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leult U = 17. Leiame, kui tdendone on L = 17 praakdetaili
saamine. Tuleb arvutada
T 500! n mel1l7 N 3
500,17 - 17! ap! 0,055 0,965
mis valmistab t8siseid tehnilisi raskusi.
4. naide. Sundmuse tdenaosus Uksikkatsel p =
= 0,7* Leida sageduse ja suhtelise sageduse karakteristikud
katseseerias pikkusega 1) n 100; 2) n = 1600:
1) E(m) = np =100 «0,7 = 70;
D(m) = npgq = 70 «0,3 = 21; 0 (m) = fZi a* 4,58;

E(W) =p =0,7; D(W) = = 0,0021;
O(w) ~ 0,0458.

2) E(m) = 1600 =0,7 = 1120; D(m) = 1120 =0,3 = 336;
G(m) = 18,3; EW) = 0,7; D(w) = 0,000131;
O(w) = 0,0114.

I"Asumptootiline valem sage-

"duse tdenaosuse leidmiseks

Suure katsete arvu n korral on tdendosuste PﬁTm arvu-
tamine Bernoulli valemi abil vaga tilikas. Puuame leida
lihtsama mooduse vastava tdendosuse leidmiseks. Toetume
Laplacel! (laplass) lokaalsele piirteoreemile: katsete ar-
vu n tokestamatul kasvamisel ldheneb korrutis ynpq <P Ju

funktsioonile
t2

t) = e~ -
Rt \2X ynpq

Matemaatilises simboolikas N2

Funktsiooni <p(t) nimetatakse normaaljaotuse tihedu-
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seks. Seega: katsete arvu kasvamisel laheneb binoomjaotus
normaal jaotusele. (Normaaljaotust kdsitleme jargnevates
punktides).

Laplace®i lokaalteoreemist saamegi nn. asumptootilise
valemi sageduse tdenaosuse leidmiseks. Kullalt suure katse-
te arvu korral (praktikas n ~ 20) vOib juba kasutada seost

N - pn,m
Saame asumptootilise valemi

Pnm = o *
kus t on sageduse m normeeritud halve
m - np
ysg"
ja funktsioon (F2() on normaal jaotuse tihedus
5
n »
GO =~
\[W
Funktsioon <p(t) on tabuleeritud (vt. lisa I).
Kokkuvodote. T6enéosus Prom arvutatakse kul-

lalt suure katsete arvu korral jargmiselt:
1) leitakse sagedusele m vastav normeeritud halve

~npq
2) leitakse saadud t vaartusele vastav <jp(t) vaartus
tabelist, kusjuures ~(t) = <f4-1t) ;

3) leitakse otsitav tdendosus

» - =Con
Saadud Pn m vaartus pole kull paris tapne, kuid viga
on juba vdike n ~ 20 korral ning kahaneb kiiresti n kasva-
des. Arvutamine ligikaudse valemi abil on tunduvalt lihtsam
ning vahem toomahukas vorreldes Bernoulli tapse valemiga.

1. naide. Praakdetailide tootmise tdenaosus on



0,005. Kui toenaone on, et 10000-st detailist on praakdetai-
le 40?

Lahteandmetest p = 0,005 , n = 10000, m = 40 leiane
q=1-p=0,95; yifq = v 10000- 0,005 «0,995 = 7,05;

_m.-ng 9, ~,10000,; 0,002 =. 1i42 .
npq 7,05
Tabelist leiame <\(t) vaartuse kohal t = 1,42, sest
<P(1,42) = $(-1,42) = 0,1456 ja

pPioo00,«) = = °"0206-

Bernoulli valemiga arvutades saaksime

P s 10000! a qqit40 a 99qc9960 _ q q-ig "

10000,40 = 40! 9960! *o* “ 0,0197-

Ligikaudse vaartuse viga 0,0206 - 0,0197 = 0,0009
moodustab 4,5 % tapsest vaartusest, mis praktika seisuko-
halt ei ole olulise tahtsusega. Kui p erineb nullist rohkem,
siis on viga veelgi vaiksem.

6. Normaaljaotuse tihedus

Normaaljaotuse toen&osuse tiheduseks nimetatakse uld-
Juhul funktsiooni x m”"2

2 /
P(X) = -TE= ©

Suurust X, mille toendosuse tihedus on antud kujuga, nimeta-
takse normaal jaotusega suuruseks. Voib veenduda, et para-
meetrite mQ ja (G tdhendus on jargmine:

mo =E(X); 6 2 = D(X)-

Normaal jaotusega suuruse maaramiseks on vaja teada kaht pa-
rameetrit: keskvaartust ja standardhalvet. Asjaolu, et ju-
huslik suurus X on normaaljaotusega, mille parameetrid on
mQ ja <5 , margitakse lihidalt kujul X ~ N(mQ, O ).
Tahtsaks erijuhuks on normaaljaotus X ~ N(0,1), s.t.

kui my =0 ,a (G = 1. Seda nimetatakse normaliseeritud nor-
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maal jaotuseks. Vastav tdendosuse tihedus
t?2

2® =Wr = »
on tabuleeritud. Tihedusfunktsiooni (@E(t) graafikut nimeta-

takse normaalkdveraka ehk Gaussi koveraks. Gaussi kdvera

vOrrand on 5
tr

Tihedusfunktsiooni <p(t) uurimisel kdrgema matemaatika kur-

suses selgus, et = % n
1) funktsiooni maksimum on punktis t = 0; ymn = ,mm B

" 0,39809i.... R . . . N

2) k@anupunktide koordinaadid on (+1; 0,2420); kdver
on kumer k&anupunktide vahel;

3) kbéver on summeetriline y-telje suhtes, s.t. <p(-t)=
= <p(t) (selleparast ongi <p(t) tabelis ainult positiivsed
argumendid);

4) abstsisstelg on kdvera asimptoodiks, kusjuures

<Jp(+ 3) on praktiliselt null (tapsemalt ~(+ 3) = 0,0044).

Gaussi kover on joonisel 15a.

Kordame funktsiooni p(x) uurimisel saadud tulemusi

(vt. | kursuse materjali):
1) funktsiooni maksimum asub keskvaartusele vastavas
pundrtis X =m0 Ja W i

2) kaanupunktid asuvad keskvaartusest kahel pool kau-
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gusel (3, s.t. et kaanupunktide abstslssid on x s mQ + £ =
Ké&anupunktide vahel on kdver kumer, véaljaspool ndgus;

3) kdver on summeetriline sirge x = mQ suhtes;

4) kdvera asumptoodiks on abstsisstelg.

Uldise normaaljaotuse tiheduse graafik on joonisel 15b.
Keskvaartuse mQ muutumine jadva 6 korral nihutab
normaalkdverat abstsisstelje sihis vasakule vOi paremale.
Kui muutub standardhalve 6 keskvaiartuse mA muutumatuks
j&Ades, siis muutub normaalkévera kuju, ku?d nii, et kdvera
ja abstsisstelje vaheline pindala on -iw 1 . Joonisel 16
on esitatud normaalkdverad kolme erineva Standardhalbe kor-
ral; arvulised andmed on tabelis

X “«

o)

y( 6 =1 0,399

7(6 =0,5) 0,798

y(a =2) 0,200
Joonis 16.

mo+ °»5 mo+ 1 TOf2
0,352 0,242 0,054
0,464 0,108

0,194 0,176 0,121

Naeme, et mida vaiksem
on 6 ,seda suurem on yTAaT
jJa jarsem on kdver ning seda
rohkem kdvera all olevast
pindalast on keskvaartuse mQ
Umbruses. Kui 6 kasvab, siis
kdover muutub jarjest lameda-
maks ning pindala jaotub abs-
tsisstelje sihis laiemalt.

Uldise normaal jaotuse
tiheduse p(x) vaartusi saab
arvutada normaliseeritud jao-

tuse tiheduse kaudu jargmiselt:
1) leida vaartusele x vastav normaliseeritud halve
X - mQ

Tt =
2) tabelist leida

<jp(t);



) P = 1 PM®.

Nadide. Leida normaaljaotusega suuruse X ~ N(50,4)
tbendosuse tihedus kohal x = 45-
Normeeritud halve

<P(-1,25) = <p(1,25) = 0,1826.
Seega
p(45) = \ *0,1826 = 0,04565.

7. Normaalne jJaotusfunktsioon.

Laplace”’”i funktsioon

Normaal jaotusega suuruse jJaotusfunktsiooni nimetatak-
se ka normaalseks jaotusfunktsiooniks.

Pideva juhusliku suuruse jaotusfunktsioon avaldub t6e-
naosuse tiheduse kaudu ( 8 2,p. 7)J

-00
uldise normaaljaotuse jaotusfunktsioon esitub kujul

X x - mQ)2

normaliseeritud normaal jaotuse jaotusfunktsioon

Viimane funktsioon on tabuleeritud (vt. lisa 4).
Geomeetriliselt vastab jaotusfunktsiooniie Fx(X) ti-
heduse kévera alla jaav pindala abstsissini x (Joonisel 17a
Uhekordselt viirutatud ala).
Kuna normaalne jaotusfunktsioon ei avaldu elementaar-
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funktsioonides, siis toimub tema vaartuste arvutamine tabu-
leeritud jaotusfunktsioon! véartuste kaudu. Lahtesuuruselt

X laheme Ule normeeritud halbele t, mis on normaliseeritud
normaal jactusega suurus. Tehes Fx(X) avaldises muutuja va-
hetuse

X - mO
t=- 2j dx= 6dt
saane
t _tf t _®
PX =-J=- Je 2 6dt =I— e dat = F(D).

Jéudsime tulemuseni
) =F® , kus ta —~-2

Lisas 4 on jaotusfunktsioon! véartused antud muutuja t va-
hemikus - 3*9 N t N 3,% Praktiliselt voib vitta vaar-
tustel t .<-3 F(®) » 0 jat> 3 korral F(t) as 1.

Joonis 17«

Normaaljaotuse X ~ N(0,1) jaotusfunktsioon! asemel
kasutatakse sageli Lapl%ce'iéunktsitooni

1
y W
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voi selle kabekordset vaartust

(0 ==8= { e ~dt =2cpto

T ar |

Geomeetriliselt vastab Laplace™i funktsiooni absoluutvairtu-
sele Gaussi kdvera alune pindala ordinaatteljest abstsissini
t (Joonis 17b).

Jaotusfunktsiooni ja Laplace™i funktsiooni vahel keh-

tib seos

F(t) = 0,5 + Cfo(t).
Toepoolest, funktsiooni 72(t) graafiku alune pindala ordi-
naatteljeni on 0,5 (kogu pindala on 11), ordinaatteljest
edasi lisanduv pindala on vordne Cp(t)-ga.

Laplace®i funktsioon on tabuleeritud. Lisades 2 ja 3
on esitatud vastavalt ¢ (©) ja ¢ (© tabelid. Funktsiooni
vaartused on toodud ainult argumendi positiivsete vairtuste
Jaoks. Laplace*i fxinktsioon on paaritu ja negatiivsete argu-
mentide korral kasutatakse seost

PED =- v (D).
Jaotuskdvera y = () summeetria tottu jaotab ordinaattelg
Jaotuskdvera aluse pindala pooleks ja F(0) =0,5 ning siis
$(0) =0. Kui t < O, siis () < 0,5 ning <\(©) < 0.
Kui t—» -00 ,siis F(®) —*0ja ® (® — -0,5; kui t—*
+00 ,siisF®- 1 ja ¢ (©—=0,5 Ffaktiliselt juba
t =3 korral CpC3) x 0,5. Sellepdrast polegi sageli Lap-
lace "i funktsiooni tabelis toodud t = 3 Uletavaid véartusi.
Normaliseeritud normaal jaotuse jaotusfunktsiooni ja
Laplace™i funktsiooni graafikud on joonisel 18.
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Joonis 18.

8 Normaaljaotusega suuruse
antud vahemikku sattumise
tdenédosus

Juhusliku suuruse antud vahemikku (X, X\) sattumise

tdendosus on Vvirdne jaotusfunktsiooni vaartuste vahega va-
hemiku otspunktides.

Normaal jaotusega suuruse X ~ N@O* @) korral ei saa

vastavat eeskirja

< X < x2) =PX(2) -
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vahetult kasutada, sest Fx(X) vaartused pole otseselt lei-
tavad. Appi voetakse kas suuruse X ~ N(0,1) jaotusfunkt-
siooni vOi Laplace™i funktsiooni tabelid. Eelnevalt tuleb
leida vahemikule (x*, XV vastav normeeritud halbe vahemik

Q. ©)s

1»2 - 0
Eelmise punkti valemitele tuginedes kasutame Uhte jargmis-
test arvutuseeskirjadest
P(2) - P(M),
(Cp(tz) -0 ™,
i[p Ce2>-

sOltuvalt kaepédrast olevatest tabelitest.

Geomeetriliselt vastab toendosusele (PO ¢ X <c XV
Jaotuskdvera alune pindala vahemiku otspunktide vahel. Joo-
nisel 17 on vastav pindala kahekordselt viirutatud - 17a
muutuja x jaoks, 17b normeeritud hdlbe t jaoks.

1. naide. Normaaljaotusega juhusliku suuruse X
keskvaartus on mQ = 168 ja standardhdlve 6 =5,9. Kui tde-
néone on, et juhusliku suuruse vaartused asuvad vahemikus
(160, 180)?

Leiame normeeritud halbed

tl = 16°5~9168 = - 1,536; t2 = - 3~9- = 2,034.

Tabelist leiare (lisa 2) lineaarset interpolatsiooni
kasutades

©(2,034) =0,4790; <€(-1,3%6) = - ¢(1,36) =
- 0,4125.

Otsitav tdendosus
P(160 < X < 180) = 0,470 - (-0,4125) = 0,8915.
Keskmiselt 89 % suuruse X vadrtustest asub 160 ja 180 vahel.
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> Keskvédartuse suhtes sum-
meetriliste halvete tde-
ndaosus. , Kolme sigma” ree-
gel

Praktika seisukohalt on tdhtis Ulesanne: kui tdendone

on, et normaal jaotusega suuruse hdlbed keskvadrtusest mble-
male poole ei Uleta antud arvu A . Tuleb lelda tdendosus

PR -J < X< m+1)=PCIX-mQ]<N).
Toketele mQ +/1 vastavad normeeritud halbed on

M +1)-mQ J
tmn,2 = Q =

Otsitav tdendosus avaldub
Jaotusfunktsioon! kaudu

PC IX - mO | «FCA )_Ff(C_A )5

Laplace*i1 funktsiooni kaudu

P |x - mO]<4) <p(f ) - <K 4->

ehk
PCIX - mQ <A )

Y-

Naide. Kui tdendone on, et normaal jaotusega suu-
ruse halbe absoluutvéartus ei Uleta standardhalbe kordset
Nl = ker ?

Normeeritud halve

t A k -6
N —-a - a " e
Omandagu K vaartused 1, 2, 3

20 () = (P(tA),
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1 PC|X-a0]<6) 8 (1) r 0,6826 (68,26 %) i
2 PC |X - 10]<26) o @ =0,9545 C9%5,*5 %) 1
3 P(IX-1T0k.36) = ¢ 3 = 0,993 (99,93 %)=
Teiste sOnadega: normaalkdvera alusest pindalast asut
vaartuste mQ + Q vahel 68,26 %, m0 + 206 vahel 95,5 % da
mQ + 36 vahel 99,93 % ehk 68,26 % juhusliku suuruse vaar-
tustest satuvad keskvddrtusele lahemale kui Uhekordne stan-
dardnalve jre. Ainult tihine osa (0,07 %) voimalikest vaar-
tustest halbib keskvéartuse suhtes rohkem kui kolmekordse
standardnalbe vorra kummalegi poole.

Tulemus ongi tuntud ,,36"" reegli nime all: praktili-
selt voib olla kindel, et normaaljaotusega suurus ei halbi
keskvadrtuse suhtes rohkem kui kolmekordse standardhalbe
vorra kummalegi poole.

K
K
K

10. Sindmuse sageduse antud
vahemikku sattumise tde-

naosus

K&esoleva paragrahvi alguses lahendasime Ulesande
sundmuse sageduse m tdendosuse leidnisest korduvatel katse-
tel. VOrratult sagedamini tuleb praktikas kddwu, puutuda
Ullesannetega, kus tuleb selgitada, kui tdendone (kui usutav)
on uuritava sindnuse A sageduse m sattumine antud vahemikku.
Naiteks, kui tdendone on, et

- 10 000 elektripimi hulgas ei ole praakpirme rohkem
kui 100 (s.t. O kuni 100)?

- margi tabamuste arv 100 lasust asub 85 ja 95 vahel?

- kauplusse toodavatest naiste suvejalatsitest on ile
80 % heledates varvitoonides?

Jre.

Ulesande Uldine seade on jargmine. Kui suur on tdendo-
sus n korduval katsel sindmuse A sageduse m sattumiseks
vahemikku véartusest a vadrtuseni b, kui sindnuse A tdendo-
sus Uksikkatsel P(A) =p ?
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Meid huvitavaks sundmuseks on niud ,,sageduse sattumine
a ja b vahele™ - a ™ a ~ b ja selle sindmuse tdendaosuse
tahistame P(@a”™ m ™ b).

Sindmust a ~ m ~ b vdib vaadelda osasindmuste ,,slind-
mus A toimub » = a korda', ,,stindmus A toimub m = a + 1 kor-
da'", ..e, ,sundmus A toimub m = b korda" summana ja tdenao-
suste liitmislause kohaselt

b
P(a « m b) -
m=a
Kalde. Telestuudios on 5 kaamerat, mis toodtavad

Uksteisest soltumatult. Tdenadosus selleks, et kaamera on
vaadeldaval hetkel sisse lulitatud, on 0,6. Kui tdendone on,
et antud hetkel ei ole lUle 3 kaamera sisse lulitatud?

Stindmuseks A on ,,kaamera on sisse lulitatud”. Meid hu-
vitab tbéendosus sundmuse A sageduse m asumiseks 0 ja 3 "
hel ehk P(O ~ m ~3). Selleks leiame

P5,0 = °>”s 0,01024; P5~ =-far 0,61.0,4* =0,0768 ;
P5,2 = 0,62-0,43 = 0,2304 ;

PAj = 0.1 0,4el = 0,3456 ja

PO~ m < 3 =0,01024 + 0,0768 + 0,2304 + 0,3456 =
0,6630,

s.t. keskmiselt 66,3 % kogu tdoajast ei tOdta ule 3 kaamera.

Suurema katsete arwu n ja pika vahemiku (@, b) korral
kujuneb eespool kirjeldatud vte vaga aegandudvaks. Kasuta-
me ligikaudset valemit otsitava toendosuse leidniseks. Kaes-
oleva paragrahvi 5. punktis selgitasime, et katsete arvu n
kasvades ldheneb binoomjaotus normaal jaotusele. Normaal jao-
tuse puhul aga leiame juhusliku suuruse antud vahemikku sat-
tunise tdendosuse Laplace™i vdi jaotusfunktsiooni abil. Sa-
geduselt m laheme Ule normeeritud hélbele
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m - E(m) m_n
t=- —= = —::‘P ,
OND) Vupg
seejarel, leiame m tdketele a ja b vastavad suuruse t tokked

tl ja t2 ning
F@”™ m < b) ~ <jb®2) - gbC™) = P(t2) - F(t"),
mida nimetatakse Laplace *1 integraalvalemiks.

Kallalt suure katsete arvu n (isegi kui n ~ 20) kor-
ral on viga véaga vaike.

Kokkuvdte. Sundmuse sageduse m antud vahemik-
ku (a, b) sattumise tbendosuse leidmiseks tuleb

1) maéarata sageduse m toketele a ja b kastavad normee-
ritud halbed

a - np _ b -np
1 Ynpg ~ 2 V npg
2) leida Laplace®i funktsiooni tabelist Cb(t?) ja
<E(V;
3) leida

fi )
b(t2) - )
P(a<;ml<b):q() LA

P(2) - F()

1. Taupulesandeid

Kéesolevas punktis selgitame, kuidas binoom- ja nor-
maal jaotuse jaoks tuletatud juhusliku suuruse antud vahemik-
ku sattumise tHendosuse arwutamise eeskirju kohandada mit-
mesuguste praktikas esinevate Ulesannete lahendamiseks.

1. tilp. Leida sageduse m antud vahemikku sattu-
mise tdendosus
P@”™ m~™ b) =P.
Ulesande sellise seade puhul on antud a, b, n jap ;
leida .
P=o{t2) - o(").
Nadide. Poisslapse sindimise tdendosus on 0,515.
Kui tdendone on, et iga 1000 vastsiindinu hulgas on poisslas-
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te arv 455 ja 555 vahel?

Lahteandmed: n = 1000, p = 0,515. a = 455, b = 555;
q=1-p =0,485.

Leida P = P(455 <- m < 555).

Selleks arvutame normeeritud halbe vaartused

n:a“,—, np _ 455 - 0,515 -1000 _s — pI8o;
Vnpq J1000 0,515 *0, 485
© = b_—_np - i:r); i -O,-515 = 1000 - 27% i
ynpq y1000 «0,515 « 0,485
Tabelist maarame #(2,53) = 0,4943, <£(-3,80) = - 0(3,80)=
= - 0,4999.

Otsitav tdendosus P = 0,4943 - (- 0,4999) = 0,9942.
Tulemus naitab, et vahemalt 99 juhul 100-st on iga 1000 sin-
ni korral poisslaste arv 455 ja 555 vahel.

2. tlldp. Kui tdendone on, et sagedus m ei halbi
oma keskvaartusest E(m) rohkem kui antud arvu A VOrra?

Antudon A ,n, p, g=1-p;
leida tuleb P(Jm - np] <C A ).

Kuna sagedus m allub binoomjaotusele, mis on l&hedane
normaal jaotusele, siis saab kasutada eeskirja

P(m-npj C A) = Je'll), MJSt*aO(m)__?ﬁ]Bq

Naide. Valmistoodangust jouab keskmiselt 20 %
lattu TEO kontrolltemplita. Kui tdendone on, et 400 lattu
saabuva toote hulgas el erine templita toodete arv nende
keskmisest rohkem kui 10 VOrra?

Lahteandmed: n =400, p=0,2 @0%, A =10; q =
=1- 0,2 =0,8.

Leida P = P(|m - np] <10).

Templita toodete keskmine 400 toote hulgas on kesk-

E(m) = np = 0,2 «400 = &0.

NUlUd saame
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t=— _ 10 _q25.
400 -0,2 =0,8 10 *°»8

P(Jm - 801<10) * (o € ,25) =0,7888 .

Kui 400 tootest koosnevaid partiisid saadetakse lattu
koiduvalt, siis urbes 79 % partiidest on sellised, kus kont-
rolItemplita toodete arv on 70 da 90 vahel, Ulejdanud par-
tiides VvOib vastav naitaja olla 70-st véaiksem voi 90-st suu-
rem.

3. tulp. Sooritatakse n sOltumatut katset ja ic
katsel on uuritava sindnuse toendosus p- Kui tdendone on, et
stindnuse suhteline sagedus w el erine tdendosusest p rohkem
kui arvu J1 vorra?

Antudonn, p, A ,q=1-p.

Vordse pikkusega katseseeriates on sUndnuse sagedus m
harilikult erinev da siis on ka w juhuslik suurus. Oleme hu-
vitatud, kui tdendone on, et |w - p|<4« Binoomjaotuse ki-
sitlemisel selgus, et EW) =p ja 6 W = - Analoogi-
liselt 2. Ulesannete tidbile

PWw-pl C A )= dt. ), kus t. =ANE~"
rpq

Naide. Toendosus mittestandardse detaili tootmi-
seks-on 0,1. Kui tBendone on, et 400 detaili korral mitte-
standardsete detailide suhteline sagedus ei erine 0,l-st
rohkem kui 0,03 vorra?

Lahteandmed; n =400, p=0,1,A=0,03; q=1-0,1 =

= 09#

Leida tuleb PC | - 0,0] < 0,03).

Selleks mdarame argumendi

*4 =°-05" V8 AT =2

P(IwO m 0,11 <003) m d(2) = 0,9544.
Kui kontrollida 400 detailist koosnevaid partiisid kor-
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duvalt, siis unbes 95 % partiides ei erine mittestandardse-
te detailide suhteline sagedus 0,1-st rohkem kui 0,05 vorra
ehk asub piirides 0,07 kuni 0,13. Tulemust vdib tdlgendada
ka niis 95 % 400 detailist koosnevatest partiidest on selli-
sed, kus mittestandardsete detailide arv asub 0,07 *400 = 28
jJa 0,13 <400 = 52 vahel.

4. tuup. Teades sindnuse tdendosust uksikkatsel,
leida suhtelise sageduse w maksimaalne halve tema keskvaar-
tuse p suhtes antud tdendosusega.-

Suuruse X vaartuste maksimaalset hdlvet oma keskvair-
tuse EQX) suhtes nimetatakse sageli piirveaks antud t&endo-
susega P.  Piirviga N maddrab suuruse X usalduspiirid B(X) +
+4 nendes piirides asumise tdendosust nimetatakse usal-
dusnivooks .

Antudonn, p, PQw-pl <A)=P; q=1-p.

Leida tuleb suhtelise sageduse piirviga A .

Antud usaldusnivoo P jargi méarame Laplace™i funkt-
siooni™tabelist argumendi t vaartuse, kasutades vordust
P= ) = 2#(0).

Piirvea A ja t vaheline sdltuwus esitab kujul

kust saab otsitava
4=V
Haide. Automaattodpingil valmistatud toodangust
on keskmiselt 10 % praaki. Leida praakdetaillde suhtelise sa-
geduse piirviga keskmise praagiprotsendi suhtes usaldusni-
vooga 0,992 10 000 detailist koosnevas partiis.
Lahteandved: n =10 000, p =0,1 (10 %),

=0,992.

Laplace®i funktsiooni tabelist leiare argumendi véartuse t =
= 2,65, rds vastab funktsiooni vaartusele ¢ (©) = 0,992
M 20 (® =0,992). Niud arvutame piirvea
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A= 265 'ﬁ:hi,glg - 0,00795  0,008.

Keskmiselt 9 % 10 000 detailist koosnevatest partii-
dest on sellised, kus praagi relatiivne sagedus ei erine
0,1-st rohkem kui 0,008 ehk 10 %-st rohkem kui 0,8 % VOrra.

5. tildp. Mitu katset tuleks sooritada, et antud
tdendosusega (usaldusnivooga) garanteerida: sindmuse suhite-
line sagedus ei erine sindnuse tdendosusest Uksikkatsel roh-
kem kui antud arvu A Vorra?

Antud on p, g, At P(Jw - p] < N % =P, leida tuleb
katsete arv n.

Ulesanne on analoogiline eelmisega, ainult otsitavaks
on A asemel n. Leiame jalle vOrduse P = ¢ (©) abil argu-
mendi t. Kuna t ja n on seotud vOrdusega

Siis saame

Naide. Mitukorda on vaja visata minti, et vapi
suhteline sagedus ei erineks selle tdendosusest Uksikviskel
rohkem kui 0,01 vdrra usaldusnivooga 1) P s 0,6, 2) P =
= 0,954?

Lahteandmed:
D A =0,01, P =0,6; varasemast teare, et p = 0,5.
Leida n.

Kuna P =0,6, siis leiane tabelist, et t = 0,84.
Minimaalne visete arv

0,01*
2) P =0,94. Siis t =2 jan =10 000.
Usaldusnivoo suurendamine sama tdpsuse korral nbuab katsete
arvuu suurendamist.
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12. Poissoni jaotus

Korduvatel katsetel leiame sindwse m korda toimumise
tOendosuse Pﬁ Bernoulli valemi abil voi suure katsete ar-
wu n puhul Tligtkaudsest valemist, mis tahendab binoomjaotu-
< ldhendamist normaal jaotusega. Tullemused on seda tdpsemad,
mida lahemal on p vaartusele 0,5« Kui aga on tegemist harva
toimuvate sindrnustega, s-t. p on vaga vaike (p < 0,1), vdib
binoconjaotuse ldhendamine normaaljaotusega anda Upris eba-
tapseid tulemusi. Saab ndidata, et vaikese p ja kullalt suu-
re n korral l1dheneb

nm Cp Bnanm

suurusele
H

Py==* e, ks fi=m.
Viimase valemiga médratud juhusliku suuruse m tdendosuste
Jaotust nimetatakse Poissoni (puassoon) jaotuseks. Suurus 1
on sageduse m keskvaartus, olles ainukeseks jaotuse para—
meetriks.

Poissoni jaotust rakendatakse massilise teenindamise
kisimuste uurimisel. Poissoni jaotusele allub naiteks tele-
fonikeskjaama valjakutsete sagedus ajaiihikus; Kkiirabiauto
val Jakutsete sagedus teatud ajavahemikus jre. Harilikult on
tegemist olukordadega, kus sindnuse toimumise tdendosus Uk~
sikkatsel (vaga vaikeses ajavahemikus) on vaike ja ajavahe-
miku lUhendamisel vaheneb, kuid nii, et L, = np = const.

1. naide. Kangur teenindab 800 vartnat. L6nga
katkemise tdendosus igal vartnal 5 min. jooksul on 0 ,005*

Leida tdendoseim I6ngade katkemise arv ja selle tdendosus.

Toendoseim katkemiste arv L = np = 800 «0,005 = 4~
Leiane tdendosuse tapsest Bermoulli valemist, sanuti ligi-
kaudsete valemitega, kasutades normaal Jaotust ja Poissoni jao-
twst.

Bernoulli valemi

argi
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*800,4 *Snk1l "0,0054“0™ 5796 * 0,19%5i

Poissoni valemist

4 256
PA = h " e a-1£ *°»0183 = °»194.
Laplace™i lokaalteoreemile tugineva valemi jérgi

j— * — O *
Proo 4 = /o0 10,005 =6.565 <D = ° 2

Kaeme, et Poissoni jaotuse jargi arvutatud tulemuse
viga (0,0009) on vaiksem normaal jaotuse jargi arvutatud
tulemuse veast (0 ,0055)*

2. naide. Telefonikeskjaam saab tunnis keskmi-
selt k valjakutset. Leida tdendosus m valjakutse saamiseks
1 minuti jooksul.

Uhes minutis saadavate valjakutsete arvu keskvaartu-
seks loeme véartuse . Téendosus m val jakutse saami-
seks minutis oleks Poissoni valemi jargi

m Kk

Fin |
3. naitde. Suures raamatuhoidlas on 100 elektri
pimi, nendest igailhe pdlemise tdendosus on 0,02. Koostada
sisselilitatud pimide sageduse m jaotustabel Poissoni vale-
mi jargi.
Leiae =np =100-0,02=2 ja e’ =¢e?2 =
= 0,135335* Sageduse m védrtustele vastavad tSendosused ar-
wutame valemist
~-m -2 5n
h-* =0,135335 « 7 .

Nii saaksime naiteks
P3 =0,135335 = 3? = 0,18044.

Tulemused on antud tabelis, mille alumises reas on
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vordluseks toodud ka Bernoulli valemiga leitud tépsed tule-
mused. Vastavate vaartuste vordlemisel naeme, et kooskdla
on vaga hea. Tabelis puuduvate sageduste (9 jne.) tdenadosu-
sed on antud tapsuse piires nullid.

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8

p_ 0,135 0,271 0,271 0,180 0,090 0,036 0,012 0,003 0,001
N-M 0,133 0,271 0,273 0,182 0,090 0,035 0,011 0,003 0,001

13. Statistiliste jaOtuste
tasandamisest

Matemaatilise statistika Uheks tdhtsaks llesandeks on
Juhusliku suuruse uurimisel saadud statistiliste katseand-
mete jargi suuruse jaotusseaduse maaramine. Katsetulemused
ei kirjelda uuritavat suurust kunagi tapselt, katseandmetes
sisaldub juhuslikkusest ning katseandmete piiratud mahust
tingituna ebatdpsusi ja halbeid suuruse tdelisest jaotus-
seadmest. Uurija Ulesandeks on suurusele omaste seaduspara-
suste valjaselgitamine, suuruse empiirilise jaotuse ,puhas-
tamine’ korvalisest, ebaolulisest, mittetutpilisest.

Statistilise jaotuse tasandamise all miistetakse sel-
le jaotuse lahendamist teatud mdttes hea teoreetilise jao-
tusseadusega. An-
tud empiirilise jao-
tuse pbhjal tuleb
maarata suurust Kir-
jJeldav teoreetiline
Jaotusseadus kas
toendosuse tiheduse
p() VoI jaotus-
funktsiooni FX)
kujul (oonis 19).
Pustitatud Ulesanne
on analoogiline kor-

Joonis 19* gema mats tika
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kursuses kasitletud empiiriliste funktsionaalsete sdltuvuste
tasandamisega.

Statistiliste andmete tasandamise Ulesande VOime jaga—
da 3 etapiks:

1) valida sobiv tasandava funktsiooni tilp (Jaotuse
tip;

2) mddrata valitud jaotuse karakteristikud;

3) Mnnata statistilise jaotuse ja konstrueeritud teo-
reetilise jaotuse kooskdla.

Tasandava funktsiooni tilp mddratakse harilikult Ules-
ande sisu ja eelnevaid kogemusi voi ka statistilise jaotuse
valist kuju arvestades. Sellel etapil on sageli suur osa
statistilise jaotuse graafilisel esitusel (poligoon, histo-
gramm).

Teisel etapil tuleb mddrata valitud teoreetilise jao-
tuse karakteristikud nii, et statistiline ja teoreetiline
Jaotus oleksid voimalikult heas kooskdlas. Tihti toimub see
nii, et osa teoreetilise jaotuse karakteristikuid (esmajoo-
nes momendid) valitakse vordsed statistilise jaotuse vasta-
vate karakteristikutega.

Eolmas etapp seisneb jargnevas. Olgu teoreetiline jao-
tus koostatud. Alati esineb lahkuminekuid empiirilise ja
teoreetilise jaotuse vahel. Tuleb hinnata, kas need lahkumi-
nekud on tingitud juhuslikest asjaoludest, mis tulenevad
katseandmete piiratud mahust,vdi on nad olulised, olles tin-
gitud tasandava funktsiooni ebadnnestunud valikust. Selle
hindamiseks kasutatakse mn. kooskola kriteeriume.

14. Tasandamine normaaljaotu-
sega

Suurte arvude seadus (vt. § 5> Ljapunovi teoreem) Kin-
nitab, et Uheks sagedamini esinevaks jaotuseks on normaal-
Jaotus. Sellepdrast kasitleme natuke ldhemalt statistilise
Jaotuse tasandamist normaal jaotusega.

Sageli saab statistilise jaotuse ldhedust normaal jao-
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tusele otsustada suhtelise sageduse w polugooni (histogrami)
kuju jJéargi. Kui see on kullalt stimeetriline keskmise suhtes
ega ole keskosas eriti terava tipuga voi jalle liiga lame,
siis voib seda lugeda kullalt lahedaseks normaalkdverale ja
statistilist jaotust saab l18hendada normaal jaotusega.

Simmeetrilisest jaotusest kdrvalekaldumise astet mdG-
detakse M. asUmmeetria kordajaga

& =£ln
0*

Joonisel 20a on nédha m.
vasak- ja parempoolne
astnmeetria. Stimmeetrili-
se jaotuse puhul on 3*
jJarku moment &~ =0 3a
<X= 0. Vasakpoolse asim-
meetria puhul on (X <0 ja
parempoolsel (X > O.

Joonisel 20b on esi-
tatud normaalkéver (@),
sellest teravama tipuga
Jaotuskdver () ja lame-
dam kéver (3). Jaotuskd-
vera tipu teravuse astet
normaalkdveraga vorreldes
mdOdetakse M. ekstsessi-

Q@

£:.I'I4

Normaalkdvera korral on
Joonis 20. 4" 3*" naent /4 ***
ja £ = 0. Hormaalkdveraga
vorreldes on teravama tipuga kdvera jaoks C> 0, lamedama
tipu puhul £ < 0.
Eeld*eldust jareldub, et kui statistilise jaotuse kor-
ral on asimmeetria (C ja ekstsess £ killalt lahedased nul-
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lile, 8iia sobib tasandamiseks normaalkodver.

1. naide. Leida OC ja £ eelmise paragrahvi 11.
p- naite andmetel. Saime = 33,91, 74~ =7299,7 da & =
B 50,42. Seega

«m W ~ °-095i £mlll r2 mnNe°9-

Olgu tasandavaks jaotuseks normaaljaotus, s.t. teoree-
tilise jaotuse toendosuse tihedus valitakse kujul
Cx - aO)'2
2-6*~

Pe9 = 6]1F&

Normaaljaotuse tihedus soltub kahest parameetrist: keskvaar-
tusest aQ ja dispersioonist 2 , Mis on vastavalt vOrdsed
suuruse 1. ja 2. jarku tsentraalse momendiga.-

Nn. momentide meetodi kohaselt on parimaks tasandavaks
Joaotuseks selline, mille momendid on vordsed statistilise
Jaotuse vastavate momentidega. Statistilise jaotuse 1. ja 2.
Jarkn momendid on vastavalt aritmeetiline keskmine X  ning
dispersioon s2. Seega tuleb tasandava normaalkdvera para-
meetrid mQ ja 62 valida

mg = %, 02=¢
ning tasandava jaotuse tihedusfunktsioon omab kuju

, fC—>9,2.
969 :-ll——e 28

2. naide. Leida §3tp. 12 3. ndite andretel
tasandava normaal jaotuse toendosuse tihedus ning vorrelda
suuruse 1 véartuste antud intervallidesse sattumise rela-
tiivseld sagedusi ning toendosuse tiheduse abil leitud in-
tervallidesse sattumise tOendosusi . 5

Eespool leidsime x = 165,5; s = 36,58. Teoreetilise
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Jaotuse (tasandava jaotuse) tihedusfunktsioon on seega

2
(X - 165,5)
2 «36,58

X) = .
PCY 6,05* fZSC

Momentrea korral saaksime Uksikvaartuste toendosused vale-
mist n X. - X
PX=x" =1 Op(tt) , kus t= = 1-mm

Intervallitud rea korral saare intervalli sattumise toendo-

P=P(ic X<x*+AX) = 0(tt + Jt) - <E(t),

kus x* ja X + Ax on intervallide otspunktid ning ti ,
ti + At vastavad normeeritud hdlbed (i =1, 2, ..., n).
Empiirilised suhtelised sagedused leitakse valemist

wi — ji G=»2, = n).
Arvutuste kaiku saab uksikasjalikumalt jalgida jargnevast ta-
belist. Esialgne ja p” vordlemine vihjab empiiriliste ja
teoreetiliste andmete heale kooskdlale. Slgavam analliis olleks
teostatav . ,,hil ruut” kooskdla kriteeriumi abil (vt. nai-
teks [ 3J3).
Intervallid  x t (D P

143-146 143 -3,72 -0,4999 0,0006
146-149 146 -3,33 -0,4993 0,003
149-152 149 2,73 -0,4968 0,009
152-155 152 -2,23 -0,4871 0,028
155-158 155 -1,74 -0,4591 0,067
158-161 158 -1,24 -0,3925 0,122
161-164 161 -0,74 -0,2703 0,172
164-167 164 -0,25 -0,0987 0,197
167-170 167 0,25 0,0987 0,197
170-173 170 0,74 0,2703 0,122
173-176 173 1,24 0,3925 0,067
176-179 176 1,74 0,4591 0,028
179-182 179 2,23 0,4871 0,009
182-185 182 2,73 0,4968 0,003

3,22

3,72

ESB58388 ©

i
\‘

[eole]
SIS ISt

185-188 185 0,4993  0,0006
188
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SUURTE ARVUDE SEADUS

1. Keskmise stabiilsusest

Toimugu teatava suuruse vaartuse mddramine katseli-
selt, kusjuures sooritatakse N katset samades tingimustes.
Katsetulemused Xj» ---» X on uldiselt ebatipsed, si-
saldades juhuslikest pdhjustest tingituna m. juhuslikke
vigu. Seega on katsetulemused juhuslikud suurused, mida vOi-
me lugeda vOrdsel mddral usaldatavateks. Madratava suuruse
toeline vaartus mQ jadb teadmata. Katsetulemused kdiguvad
vaartuse m0 Umber Ja viimane on juhuslike suuruste » (1 =
=1, 2, ..., N) keskvddrtus, s.t. E(xi) = mQ. VOrdsetes
tingimustes sooritatud katsete puhul vBib ka kdigil Uksikkat-
sete tulemuste hajuvuse (dispersiooni) lugeda samaks. Tahis-
tare Tksiktulenuse dispersiooni DX = ¢’ (i =1, 2,

N). Kerkib kisimus: missugust arvu tuleb katsetulemuste poh-
Jal lugeda kéige paremaks suuruse vaartuse mQ lahendlks?
Eelistame sellist ldhendit, mille hajuvus mQ suhtes on vdi-
malikult véike.

Katsetulemuste aritmeetiline keskmine

mis on leitud juhuslike suuruste baasil, on samuti juhuslik
suurus. Leilame keskmise keskvadrtuse ja dispersiooni, kasu-
tades selleks nende omadusi. Saame

E® =8@ >=; Z = - 2=m0 ;

Joudsime tulemusteni
EG) =m;  DE) = &
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— VOrdse keskvéartusega juhuslike suuruste aritmeetilise
keskmise keskvadrtus vordub Uksiksuuruse keskvaartusega ja
keskmise dispersioon on N korda véiksem uksiksuuruse disper-
sioonist. Teiste sdnadega: aritmeetiline keskmine on usalda-
tavam Uksikkatse tulemusest ja seda rohkem, mida suurema
hulga juhuslike suuruste baasil on ta arvutatud.

Veelgi olulisemaid jareldusi saab teha rea teoreemide
pohjal, mis tanapdeval on tuntud M. suurte arvude seaduse
nime all. Nendel teoreemidel on téhtis koht matemaatilises
statistikas, kuna nad seovad tdendosusteooria abstraktseid
tulemusi katseandmetega, andes vbimaluse ette ndha arvata-
vaid tulemusi. Suurte arvude seaduse mBnede erikujudega tut-
wvumegi  jargmistes punktides. Kdigi nende puhul on tegemist
piirprotsessiga ja neid nimetatakse sageli tdendosusteooria
piirteoreemideks. Suurte arvude seaduse Uhe killje esindaja-
teks on Bermoulli ja T3ebdSovi teoreemid. Teise kilje moo-
dustab Ljapunovi teoreem, mida selle erakordse Uldisuse tot-
tu nimetatakse ka tsentraalseks piirteoreemiks.

2. Bernoulli ja T38ebodsSovi
teoreemid

Suurte arvude seaduse alla kuuluvatest teoreemidest
on ajaliselt esimene Bernoulli teoreem (171?.a.). Tanapde-
val nimetatakse seda ka Bernoulli suurte arvude seaduseks:

Kui korduvatel sdtltumatutel katsetel on stndmuseA toi-
mumise tdendosus p konstantne, siis VOib kullalt suure kat-
sete arvu N korral tUhele kuitahes ldhedase tdendosusega vai-
ta, et silndnuse suhtelise sageduse halve siindnuse tdendosu-
se suhtes saab absoluutvaartuse poolest vaiksemaks kuitahes
vaikesest positiivsest arwust A .

Toestamiseks lahtume eelmises paragrahvis (p. 11) tu-
letatud seosest

P(w - Pl < 4 ) « 2 (N L7 -
VOrdus on seda tdpsem, mida suurem on N (binoomjactus ldhe-
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neb normaaljaotusele katsete arvu N kasvamisel). Tapse vor-

duse saame Uleminekul piirile, lastes N o0 . Kuid
l!li’moo tg B ja Laplace"l funktsioon argumendi tdkestama—

tui kasvamisel saab piirvaartuseks 0,5% Seega tdepoolest
Lim P(Ww - p|] <CA) s 1,
bl =00

ais ongi Bernoulli teoreemi matemaatiliseks valjenduseks.

Bermoul li teoreemi ei saa tdlgendada nii, et katsete
arvu N piiramatul kasvamisel w— p. PGhimGtteliselt vBib
ka suure katsete arvu korral w ja p erinews olla suwr, kuid
toendosus selleks on vaga véaike. Seega vOib praktiliselt ol-
la kindel, et w ja p erinewus kullalt suure katsete arvu
korral ei ole swr. Seda asjaolu valjendatakse ka kujul: N
kasvades w—~p tdendosuslikult.

Bernoul li teoreemi Uldistuseks on 1867.a. TSebdSovi
poolt tdestatud teoreem ehk TiebdSovi suurte arvude seadus.
Selles teoreemis toimub eelmises punktis saadud tulemuste
edasine tipsustamine.

TSebBsovi suurte arvude seadus;

kiallalt suure arvu Vordsete keskvéartuste ja disper-
sioonidega sdltumatute juhuslike suuruste puhul voib Uhele
kuitahes ldhedase tdendosusega vaita, et nende suuruste
aritmeetiline keskmine erineb Uhisest keskvadrtusest kuita-

Kui tihistame juhuslike suuruste x™, Xg, ... Xj kesk-
vaartuse tahega mQ ja nende aritmeetilise keskmise simboli-
ga X, mis on maéaratud 1. punktis, siis saame TSebdsovi suur-
te arvude seaduse matemaatilises simboolikas esitada kujul

i P - <A)=1
tin __P(x -m |< A)

Ka suure N korral vBib x oluliselt halbida mQ suhtes,
kuid selle tdendosus on vaga vaike. Seda juhtub vaga harva
ehk see on praktiliselt Wimatu. Teiste sbnadega: X —» mQ
toenaosuslikult.

TSebbsovi suurte arvude seadus on tldisem Bermoulli
suurte arvude seadusest. TSebdsovi teoreem esitatud kujul
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kehtib koigi juhuslike suuruste jaoks, mis rahuldavad ees-
pool nimetatud tingimusi, Bernoulli teoreem kaib ainult
stindnuse suhtelise sageduse kohta korduvatel katsetel (w on
samuti juhuslik suurus).

Bernoulli suurte arvude seaduse kehtivust on pudtud
korduvalt katseliselt kontrollida. Toome mdnede kontrolli-
miste tulemused. Buffon (buffoon) viskas 1777*a. munti 4040
korda. Vapi sagedus ja suhteline sagedus olid vastavalt m =
2048, w = 0,507 (vapi tdendosus Uksikviskel p = 0,5). Quete-
let (ketlee) registreeris 1846.a. 20 musta ja 20 valget
kuuli sisaldavast umist kuulide votmise tulemusi. Kuuli
voeti 4096 korda, sealjuures oli valge kuuli sagedus 2066
ja suhteline sagedus 0,504. Romanovski viskas 1919* a.
20160 korda Uheaegselt 4 minti ja registreeris vappide ja
kirjade kdigi kombinatsioonide esinemise sagedused. Bernoul-
li valemist saab leida ka iga kambinatsiooni tdendosuse
(leidke need iseseisvalt!) Suhtelised sagedused ja toendosu-
sed on virdluseks toodud tabelis

4vappi 3v.,1k 2v,2k 1v..3k 4Kkirja

p 0,065 0,2500 0,3750 0,2500 0,0625
w  0,0586 0,2435 0,3761 0,2522 0,0695
3. Ljapunovi teoreenmi sisust

Normaal jaotusega suurusi kasutatakse rakendustes koi-
ge sagedamini. Vastuse kisimusele, miks see nii on, annab
vene akadeemiku A,, Ljapunovi poolt téestatud teoreem. Kir-
jJjeldame selle sisu.

Juhuslik suurus X olgu N sdltumatu juhusliku suuruse
Xt (=1, 2, ..., N) summa X = X* + X™ + _.. + Xu. Nen-
de suuruste jaotusseadused vOivad olla véga erinevad, kuid
iga liidetava osatahtsus summaarses suuruses X olgu Uhtla-
selt véaike. Siis ldheneb summaarse suuruse X jaotus normaal-
jaotusele liidetavate arvu N kasvamisel.

Kui aga osutub, et mdni komponentidest X~ avaldab olu-



list mdju sumaarsele suurusele X, siis ka sumaarse suuru-
se jaotusseadus on lahedane komponendi X™ jaotusseadusele.

Ljapunovi teoreemist jareldub, et kui aritmeetiline
keskmine on leitud N Uhesuguse jaotusega juhusliku suuruse
baasil (N Uksikkatse tulemnuste keskmine), siis keskmise kui
Juhusliku suuruse jaotuseks on kullalt suure N korral ligi-
kaudu normaaljaotus. Praktiliselt vOib keskmise jaotussea-
duse lugeda juba normaalseks N ~ 10 korral.

Normaaljaotuse kujunemise illustratsiooniks on m.
Galtoni vBre (Joonis 21). Plaadi sisse on 166dud naelad

® malelaua sisteemis. Plaadi
oo alumises servas on lahtrid,
000 Kui seadme Ullemises otsas
000 o0 olevast avast kallata sis-
600 o0 se kuulikesi, siis jaotu-
oooo0o vad nad lahtrites ligikau-
0000000 du normaalkdvera jargi.

Iga kuulike pdrkub oma teel
vastu teisi kuulikesi ja
neelu, mis kujutavad en-

O 0O O o
dast juhuslikke mGjustusi.
Naelte puudumisel langek-
sid kuulid valdavas enamu-
ses keskmistesse lahtrites-
*.
Joonis 21.

4. Suurte arvude seaduse
praktiline tdhtsus
Praktilises tegewvuses toetutakse sageli suurte arvude
seadusele. Toome selle kohta mBningaid naiteid.

1. Sindnuse tdendosuseks loetakse tema suhteline sage
dus kullalt pikas katseseerias. Bernoulli suurte arvude sea-
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duse jargi on harva oodata tdendosuse ja suhtelise sageduse
olulist, erinevust.

2. Katseliselt mddratava suuruse vaartuseks vietakse
katsetulemuste aritmeetiline keskmine. TSebdZovi suurte ar-
wde seadus kinnitab, et praktiliselt voib kullaldase arwu
katsete korral suuruse tdelise vaartuse ja aritmeetilise
keskmise erinewuse lugeda tihiseks.

3« Juhusliku suuruse vadrtused halbivad keskvéartusest
mOlemale poole ja aritmeetilises keskmises need hélbed tasa-
kaalustuvad. Keskmises peaaegu ei kajastu suuruse Uksikvaar-
tuste konkreetsed isedrasused. Keskmine on vaadeldavale suu-
rusele omase seadusparasuse peegeldaja. Naiteks ilmastiku
prognoosimisel on paljude aastate kohta leitud keskmised
naitajad (temperatuur, sademete hulk, Ghurdhk jne.) olulisel
kohal. Tarbekaupade ja toiduainete koguste mddramisel ela-
nikkonna Uksikute gruppide jaoks toetutakse ka varemate pe-
rioodide pdhjal leitud keskmistele nditajatele.

4. Valimimeetod statistikas baseerub Ljapunovi teoree
mile. Osutub, et nditeks toodangu kvaliteedi valikuline kont-
roll vBimaldab teha praktiliselt niisama tépseid jareldusi
kui kogu toodangu kontroll. Majanduslikult on aga tunduvalt
odavam toodete vaiksema koguse kontrollimine. Taimede seem-
nete idanevuse kontroll toimub piiratud kogusega seemnete
korral ning tulemused on Ulekantavad suurtele kogustele. Ko-
gu viljaseemne idanevuse kontrollimisel polekski enam mida-
gi kilvata.

Naeme, et m. suurte arvude seadus el ole tahtis ai-
nult matemaatilise teooria seisukohalt, vaid leiab ka laial-
dast praktilist kasutamist (kas teadlikult vOi ebateadli-
kult inimkonna kogemustele toetudes).
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§ 6. VALDUTEOORIA MATEMAATILISED ALUSED

1. Valimimeetod

1. ndide. Ettevdtte aretilhingukomitee tahab
valja selgitada tootajate korteriolusid. Selleks kusitle-
takse koiki totajaid. Kisitlusel saadud andmete pohjal
saab teha vajalikke jareldusi ja leida arwlisi naitajaid.

2. ndide. Bussipark on huvitatud reisijate sdi-
dumaa pikkusest. Ei ole mdeldav kusitleda kdiki reisi-
jJaid ja pealegi veel pikema aja jooksul. Kisitletakse ai-
nult osa reisijaid Uksikute pdevade teatud tundidel. Saa-
dud andrete pdhjal tehtud jareldusi Uldistatakse. Utleme,
et kasutati valimimeetodlt (valjavottelist meetodit), mil-
le idee on jargmire.

Olgu tegemist mingi objektide hulgaga, milles pliitak-
se uurida tunnust X. Harilikult ei ole vBimalik uurida koi-
ki objekte, vaid nende hulgast vietakse teatud osa, mida
uuritakse vajaliku tunnuse seisukohalt. Saadud andmete pdh-
jJal tehtud jareldusi Uldistatakse kdigile samatiiibilistele
objektidele.

Vaatluse alla voetud Uksikobjektid ehk indiviidid
moodustavad valimi (valjavotte); indiviidide hulk, mille
kohta soovitakse jareldusi teha, on Uldkogum. Kogumi ele-
mentide arvu nimetatakse kogumi mahuks, Uldkogumi mahu ta-
histame Ng, valimil - N.  Uldkogumi maht NQ vdib olla 16p-
lik vOi 16pmatu.

Valimimeetodiga uuritakse Uldkogumit kaudselt - vali-
mi kaudu. Valimis peab uuritav tunnus jaotuma ligikaudu sa-
muti nagu uldkogumis. Valimi ja tldkogumi koosk6la nimeta-
takse representatiivsuseks ja oeldakse, et valim esindab
Uldkogumit (valim on kullalt esindav).
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Val imimeetodit kasutatakse laialdaselt tehnoloogilis-
te protsesside kontrollimisel, toodangu kvaliteedi madrami-
sel, keemiliste ja fusioloogiliste eksperimentide korralda-
misel, elanikkonna teenindamise efektiivsuse hindamisel jre.

Representatiivse valimi tegemiseks kasutatakse mitme-
suguseid votteid. Nimetagem neist olulisemaid: 1) juhuslik
korduv valim, 2) juhuslik kordumatu valim, 3) mehhaaniline
valim. Valimi moodustamisel tuleb silmas pidada, et elemen-
di sattumine Uldkogumist valimisse ei tohi sdltuda uurita-
vast tunnusest ja Uldkogumi elementidel peab olema valimis-
se sattumiseks vordne toendosus.

Juhusliku korduva valimi puhul tagastatakse element
parast uurimist®tuldkogumisse ja ta vOib seega uuesti sattu-
da valimisse.

Juhuslikul kordumatul valimil valitud elemendid Gld-
kogumisse tagastamisele ei kuulu.

Mehhaanilise valimi puhul valitakse valimisse Uldko-
gumi mingil viisil jarjestatud elemente vOrdsete interval-
lide tagant, see viis on oma iseloomult seega samuti kordu-
matu valim.

Valimi moodustamisel tuleb tingimata valtida m. ja-
medaid vigu, mis tekivad vaatluste hooletul tegemisel VOi
andmete tahtlikul moonutamisel. Jamedad vead vdivad muuta
valimi mitteesindavaks. Ebatipselt reguleeritud modteriis-
tad VBi vaatlusvahendid ja monikord vaatleja individuaalsed
isedrasused viivad tekitada sUstemaatilisi vigu - resultaa-
did halbivad &igest tulemusest valdavalt thele poole. Sel-
line olukord VBib esineda naiteks kaalumisel, kui kaalude
nullasend ei ole Oige. SUstemaatilisi vigu saab harilikult
kas katsete hoolikal kordamisel valtida voi vahemalt katse-
andrete labitootamisel arvestada ja seega nende moju kor-
valdada. Edaspidistes arutlustes eeldame, et jamedaid ja
ststemaatilisi vigu el esire.
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2 Statistilise hinnangu

méiste

Uldkogumi indiviidide individuaalsed isedrasused, ju-
huslikud mé6tmisvead ja teised juhuslikud, mittekontrolli-
tavad faktorid on pdhjuseks, et uuritava tunnuse valimijao-
tus el kopeeri tipselt tunnuse jaotust Uldkogumis. SeetHt-
tu esinevad lahkuminekud jaotuste karakteristikute vahel
uldkogumis ja valimis ehk m. representatiivsed vead.

Valimisse sattunud elementide uurimisel registreeri-
takse uuritava tunnuse vaartused harilikult lihtsa statis-
tilise rea , X2» eee* X7 Enne saadud véartus-
te analiUsimisele asumi st lahteandmed korrastatakse - esi-
tatakse kas variatsioonreana vOi jaotustabelina intervalli-
tud vBi momentrea kujul (harilikult vadrtuste kasvamise
Jarjekorras). Lihikestes ridades piirdutakse ménikord liht-
sa statistilise reaga.

Punkthinnang. Tunnuse jaotuse jéargi valimis tuleb
teha otsustusi selle jaotuse kohta ka Uldkogumis. Selleks
on vaja leida jaotuse karakteristikutele Uldkogumis teatud
mottes parimad lahendvadrtused valimi pdhjal. Valimi pdhjal
leitud Uldkarakteristikute ldhendeid nimetatakse statisti-
listeks hinnanguteks ja need sBltuvad valimisse sattunud
individuaalvaartustest ehk valimist ning on seega juhusli-
kud suurused, Uldkarakteristikute teatud mdttes parimateks
lahenditeks peetakse statistilisi hinnanguid, mis rahulda-
vad jargmisi ndudeid. Soovitatav on, et hinnang oleks

1 nihketa (ei sisalda nihet);

2) efektiivne;

3) mdjus ehk konsistentne.

Loetletud nBudeid rahuldavat hinnangut nimetatakse
parimaks. Tahistame mingi Uldkarakteristiku stimboliga K,
sellele vastava hinnangu - k.

Nihketa on selline hinnang k, mille keskvaartus vor-
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dub vastava iildkarakteristiku vaartusega, s.t.

EG =K -
Teiste sbnadega: hinnang Kk halbib suurusest K mélemale poole
keskmiselt Uhepalju, selline hinnang ei sisalda sistemaati-
list viga.

Efektiivne on selline nihketa hinnang, mille hajuvus
oma keskvédrtuse suhtes on vahim. Mida efektiivsem on hin-
nang, seda vaiksemaid kdikumisi on oodata keskvadrtuse K
suhtes.

MBjus on hinnang, mis valimi mahu suurenedes laheneb
tdendosuslikult hinnatavale Uldkarakteristikule (tdendosus-
liku ldhenemise mdiste esines 85» P* 2).

Sagedamini hinnatavateks uldkarakteristikuteks on tun-
nuse keskmine (keskvéartus), dispersioon ja suhteline sage-
dus Uldkogumis (tdend 2) Tahistare neid edaspidi vasta-
vait stmbolitega mQ, 6<* P*

Kasitletud statistilisi hinnanguid nimetatakse tava-
liselt punkthinnanguteks. Punkthinnang K juhusliku suuruse-
na jaotub mingi seaduse kohaselt ning pole paris selge, kui
suur on tema viga hinnatava Uldkarakteristiku K suhtes.

Vahe«i fiimanpr. Sageli médratakse valimi pdhjal vaar-
tuste vahemik, mis sisaldab Uldkarakteristikut teatud te-
ndosusega. Sel juhul réagitakse vahemikhinnangust. Vahemik
soltub valimist ja on seega juhuslik suurus, mis arvteljel
vOib katta uldkarakteristikut K vdi asuda seal nii, et K
Jééb sellest vahemikust valja. Enamasti voetakse vahemik-
hinnang simmeetriliselt punkthinnangu K suhtes piirides
K-A jak + ning vahemikku (k - A , K + A ) nimetatakse
usalduspi irkonnaks. Tokked K +[] kannavad usalduspiiri-
de nime. Usalduspiirkond on esitatud joonisel 2. Tdendo-
sust, millega usalduspiirkond katab Uldkarakteristikut K,
nimetatakse usaldusnivooks

P=P(k-A< K< k+A) =P(IK- K] <N).
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TUWMXWWY /MmN
K-A % K K+A K

Joonis 2.

Usaldusnivood P esitatakse ka kujul P =1 - . Kul nai-
teks P = 0,95 (95 %), siis 0,05 G %). Suurus “maa-
rab toenaosuse, et usaldusvahemik el kata uldkarakteristi-
kut K. Kui ¥Y"a 0,05, siis keskmiselt 5 valimit 100-st an-
navad usaidusvahemikud, milles ei asu K (mis ei kata uld-
karakteristikut K).
Usaiduspiirkonna avaldises sisalduvat suurust A ni-
metatakse piirveaks antud usaldusnivool P.
Jargnevates punk, -es kasitleme valimiteooria peamisi
Ulesandeid:
1) punkthinnangute leidnine;
2) punkthinnangute usaldatavuse hindamine antud usal-
dusnivooga;
3) valimi mahu N selline méaramine, et valim esin-
daks uldkogumit vajaliku tépsusega.-

3. Oldkeskmise ja tunnuse
tdenaosuse hinnangud

Uldkeskmise hinnang. Olgu moodustatud valim indivi-
dusalvédrtustega xi (=1, 2, ..., N). Uldkogumi, igal
elemendil on vordne viimalus valimisse sattumiseks ning
iga Xy keskvaartuseks on igJ')ldkesImine R, ja hajuwust mdddab
dispersioon uldkogumis 6. Seega

E(xt) =mQ , Dxi) =02, (=1, 2, ..., N)

Eelmise paragrahvi 1. punktis 3elgus, et aritmeetilise
kesAmi.se X puhul

EQ) =mQ
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Vorreldes individuaalvdartuse x~ ja aritmeetilise keskmise
x karakteristikuid, ndhtub, et nii xi kui x on Uldkeskmi-
s mQ nihketa hinnangud, kuid x on lisaks sellele ka efek-
tiivne ja mojus - selle hajuws kahaneb kiiresti valimi ma-
hu N suurenedes.

uldkeskmise mQ parimaks biTTanguksa on valimi keskmi-
ne x, st. vioetakse mnss x .

Suhtelise sageduse hinnang. Olgu valimi abil vaja
hinnata, kui suure osa uldkogumist moodustavad teatud tun-
nust X omavad indiviidid. Teiste sdnadega: milline on tun-
nust X omavate indiviidide suhteline sagedus p (p =100 %)
ehk tunnusega X indiviidide tdendosus.

Olgu valimi uurimisel selgunud, et tunnusega X indi-
viide on valimis m tikki ehk tunnuse suhteline sagedus on
w =/ _ Binoomjaotuse karakteristikute kasitlemisel négi-
me, et

B@ =p , D@ =Bl .
Siit ndhtub, et tdendosuse p nihketa ja efektiivseks hin-
nanguks on suhteline sagedus w. Bernoulli suurte arvude
seadus kinnitab, et w—»p N kasvades, s.t., et w on ka
mdjus hinnang p jaoks.

Tunnuse tdendosuse p parimaks hinnanguks on tunnuse
suhteline sagedus valimis, s,t. voetakse p ~ w .

4. tlddispersiooni hinnang

Kui uldkeskmine mo On teada, siis on Ulddispersiooni
hinnanguks suurus

-3« o2
=1
Aga kuna keskvaartus mQ on enamasti teadjata ja selle hin-

damine toimub valimi keskmise X abil, siis tuleb ka uld-
dispersiooni hinnang leida x abil.
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p

Valimi dispersioon B° on leitav valemist

Lo

(pikemate variatsioonridade korral kasutame muidugi nii z
kui ka s2 leidmiseks 8§ s 3 antud lihtsustavaid arvutus-
Votteid). Saab ndidata, et S(s2) =N g— -6 - valimi dis-
persioon on tlddispersiooni nihkega hinnang. See nihe on
kbrvaldatav parandusteguri sissetoomisel.

ulddispersiooni parimaks hinnanguks on korduvas vali-

mis

kordumatus valimis

Kui tldkogumi maht Ng on I6pmatu, langevad mblemad valemid
Uhte:
hzl -1 -2 1
SO " Ho

Praktikas on sobiv kasutada esimest (lihtsamat valemit) ala-
ti, kui Uldkogumi maht on killalt suur (\Q ~ 10N) soltuma—
tult sellest, kas valim on korduv vdi kordumatu.

Suwirusi & Jja & siduas valemis esineva kordaja
N mdju on margatav vaikeste valimite puhul. Nii ndi-
teks juba N = 20 korral on C52 Ja % erinevus ainult urbes
5%, N~ 50 korral erinews praktiliselt kaob.

5. Valimi keskmine standard -
halve

Eespool (p- 3) saime punkthinnangud Uldkeskmise ja
tunnuse tdendosuse jaoks. Saadud hinnangute kui juhuslike
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suuruste tipsus on Iseloomustatav nende dispersioonide abil
(vastavalt valimi keskmise ja suhtelise sageduse disper-
sioonid D(X), DW) ).

Edaspidi tuleb samatiiibilisi arutlusi 18bi viia nii x
kui w jaoks, kusjuures erinewvused on ainult valemite valis-
kujudes. Seeparast kasutame nende mdlemate kui juhuslike
suuruste samaaegseks markimiseks simbolit k. Suuruse Kk dis-
persiooni téhistamve DK) [d() ja DW)Y* . Dispersioon D(K)
iseloonustab Kk hajuvust oma keskvaartuse Urber (X hajuvus mQ
Umber, w hajuwus p Umber). Arwutustes esineb harilikult
standardhdlve ND(K) . .

Tahistame standardhalvet JD(K) sUmboliga u ,

A = v-DOO .

Suuruse K dispersioon ja standardhdlve  avalduvad
ulddispersiooni kaudu jargniselt:
suurest Uldkogumist (N\Q  10N) tehtud valimi puhul

/A~

n.
vaikesest Uldkogumist (\Q< 10N) tehtud valimi puhul

2 H-N w® N
DO =N "m-1 N T

«m>e? (7 -V - /-ml/Ff’” - fc) -
Enamikel juhtudel on 62 ia P teadmata ning neid hin-
natakse valimi abil (. 3> Asendades G2 ja p nende hin-
nangutega, saame praktilised arvutuseeskirjad D(K) ja
leidmiseks:
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suure Uldkogumi puhul

2
DO =N -1 = CUFTT

D(W) — w(l - w) . W :\JI. w(l N— w)-1
vaikese Uldkogumi puhul

e =4 ="* (’_y_ r. — H r =* 1(s_|~;])-_

6. Keskvaartuse ja tdenaosu-
se usalduspiirkonna leid-
mine

Leitud punkthinnangute x voi w (Uldiselt hinnang K)
Ja rende standardhéalvete abil saab lahendada kaht tllpi
Ulesandeid vahemikhinnangute kohita, uldisel kujul v8ib neid
Ulesandeid formuleerida jargniselt:

1) antud usaldusnivoo jargi leida Uldkarakteristiku
usalduspiirkond (V01 usalduspiirid voi valimi piirviga);

2) antud piirkonna jargi leida tldkarakteristiku sel-
les piirkonnas asumise tdendosus (ehk usald.isnivoo).

Valimi keskmise ja suhtelise sageduse jaotus on ena-
masti normaal jaotusele kullalt lahedane, kui valimi maht N
on piisavalt suwr. Sellepdrast saab kasutada arvutuseesklLr-
ju, mis on toodud 8§ 4,p. 11. Antud valimi jaoks leitakse
esmalt vajalik hinnang k, selle hajuvusméddud D(K) ja jl
(Vt. p. 5).

1. Glesanne. Antud on usaldusnivoo P =1 -/

P(lk - KI< A) =P.
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Leida valimi piirviga A ja seejarel usalduspiirkond k +J .
Kasutades Laplace®i funktsiooni, saame seosest P = Cp(t)
leida funktsiooni vaartusele vastava argumendi t vaaruse.
Teiselt poolt t = - . Seega piirviga A= tit ja usaldus-
piirkonnaks saame (k - §i )k + VU ).

2. Ule sanne. Antud on valimi piirviga A * Lei
da piirveale vastava usalduspiirkonna usaldusnivoo.

1.1«. t .p Jaseegjarel ¢ (1) tabelist usaldus-

nivoo P = ¢ ().
7. Naiteid

1. naide. Nisu saagikuse mdaramiseks 10 000 ha
suuruselt pindalalt tehti kontrol Imd6tmised 1000 hektaril
korduva vaiimina. Leida keskmise saagi usalduspiirid usal-
dusnivooga 1) 0,99 ja 2) 0,95 Vaatlusandmed on arvutus-
skeemi kahes esimeses lahtris.

Alustare X ja s" leidmisest, kasutades abisuurust

i
Saax k Pindala X" X* o— x»2.JL
ts ha 10
21-23 150 -2 -30 60
23-25 200 -1 -20 20
25-27 450 0 -50
27-29 200 1 20 20
1000 -30 100
Keskmine

* = SS* 2+ 26 =25v° ts ,
dispersioon

B2 = Igg .4 - (26 - 25,40)2 = 3,64 2.
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Leiame valimi keskmise standardhalbe

p-1K -W' oo =

NUUd saame leida valimi piirvea A .

D P=0,9
Laplace™i funktsiooni tabelist lelame antud tdendosusele
vastava argumendi védrtuse t « 3 Ja

A=te] =3-0,06=0,18 ts ;
2) P s0,9%.

Analoogiliselt leiae, et tw 2,0 ja 4=2» 0,06 s0,12.
Keskmine usalduspiirkond on siis

1) 25,40 - 0,18< mQ<25,40 +0,18; 25,22 < mQ< 25,58;
2) 25,40 - 0,12<m0O< 25,40 +0,12; 25,28< mQC 25,52.
(Poorake tahelepanu sellele, kuidas P muutumine mOju-
tab piirvea ja usaldusvahemiku muutumistJ).
2. naide. Leida eclmi.se Ulesande andmetel piir-
veale A = 0,15 ts vastav usaldusnivoo.

Arvutame .
i_%l ;°Iég:25

ja tabelist leiame usaldusnivoo P = ¢ @2,5) = 0,9876 «0,98
usaldusnivoo Umardamine toimub allapoole.

Kui moodustada veel valimeid, siis 98 % juhtudest
saab Uldkeskmisele usalduspiirideks 25,4 + 0,15 ts ja ai-
nult 2 % juhtudest vBib anda sellised usalduspiirid, mis ei
sisalda uldist keskmist saaki.

"3. ndide. Selleks, et selgitada 1000 rbl. mitte
uletavate hoiuste protsenti hoiuste Uldarwust, vaadeldi 900
hoiuarvet. Selgus, et 30 %"hoiustest ei Uletanud 1000 rbl.
Kui suure usaldusnivooga VvOib vaita, et selliste hoiuste
osatahtsus koigi hoiustajate hulgas ei erine leitud tule-
mustest rohkem kui 2 %?



Lelame f———
l*=y °, 2 0- *e °70155 *
piirviga 1 =2 % =0,02 ja

A 02 .
/7 " 0,0153 = "*

Tabelist leiame, et $(1,31) = 0,81, mis ongi otsitav usal-
dusnivoo .

8 Valimi mahu maaramine

Ulesanne on jargmine. Mitu indiviidi tuleb valimisse
Vitta, et valimi piirviga ei Uletaks antud usalduspiire an-
tud usaldusnivooga?

Vaatleme eraldi suurt (Iopmatut) ja I6plikku tldkogu-
mit.

Antud usaldusnivoo P jargi leiame t ja seosest

A= tiU

valimi mahu N, arvestades, et suure Uldkogumi puhul

Saame vOrrandi otsitava N suhtes

4 =*11 -
mille lahendamine annab

N2
V=T
Lopliku Uldkogumi puhul on mottekdik analoogiline eelmisega;
ainult, et
Lahendades vorrandi

tundmatu N suhtes, saame tulemuseks
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Mitte teades Ulddispersiooni 6p, asendatakse see valimi
dispersiooniga s'.

Haide . Olgu uldkogumi maht NQ = 1000 ja tunnuse
dispersioon Uldkogumis Q2 = 5= Maarata vajalik valimi maht
N nii, et garanteerida valimi piirvea A = 0,1 mittelleta-
mist usaldusnivooga 0,997*

Proovime kdigepealt kasutada esimest valemit mahu N
leidniseks; selleks mddrame tabelist t = 3 ja

N = =4500 , H> N =
0,1£
IImselt ei sobi eeldus, et Uldkogum on valimiga vorreldes
suur, ning tuleb kasutada tépsemat valemit.

Seega 1000 ipdiviidist koosneva Uldkogumi puhul tun-
nuse hajuvusega (ip =5 el saagi moodustada sellist kordu-
vat valimit, mis garanteeriks nii vaikese piirvea véga kor-
ge usaldusnivooga.

Teise valemi jargi saame

1000 « 32 « 5 9000
1000 <0 1N + Y

mis erineb véhe Uldkogumi mahust Ng .
Olgu Uldkogumis NQ = 100 000 elementi. Siis saaksime
vastavateks mahtudeks 4500 ja 4306.

9. uldisi jJareldusi

Selgitane, kuidas mdjutavad Uksteist suurused N, Q
A ja P. Valime kaks suurust konstantseteks (loeme antu-
teks) ja uurime, kuidas teised 2 suurust teineteist vastas-
tikku mbjutavad. Usaldusnivoolt P = O(t) vOib dle minna
argumendile t, kusjuures suuremale P-le vastab suurem t
vaartus. Uuritavad suurused on seotud valemis



Antud on P ja 6 = Mahu N suurendamine tingib A va-
henemise (murru lugeja on const). Sisuline tdhendus: valimi
mahu suurendamisega kaasneb usaldusnivoo muutumatuks jaades
tulemuste tapsuse kasv (piirviga 8

Antud on P ja [l - Suurendades 6" suureneb ka N -
suurema hajuvusega tunnuste korral tuleb sama usaldusnivoo-
ga tipsuse tagamiseks moodustada suurem valim.

Antud on A jaN. Tunnuse hajuvuse g2 suurenemine
vahendab suurust t ja seega ka vaatlustulenuste usaldusni-
vood P (t ja 4 on poddravordelised).

Anallisige 6 3a A vahekorda antud P ning N punul,
sanuti P jJa A vahekorda antud 6’ ning N puhul!



§7. KORRELATSIOONITEOORIA ELEMENTE

1. Statistiline s6ltuvus

Kursuse Varasemas osas kasitlesime juhuslikke suurusi
Uksikult, omaette voetuna. See oli vajalik suuruste kaitumi-
se uurimise pdhimeetodite tundmadppimiseks. Tegelikkuses on
suurused omavahel seotud ja suurustevahelise seose valjasel-
gitamiseks on tarvis samaaegselt uurida mitme suuruse kaitu-
mist. Naiteks ettevitte toodangu omahind s6ltub keskmisest
toodangu hulgast Uhe t©Blise kohta ja kulutustest tootmise
mehhaniseerimisel ning automatiseerimisel. Siin tuleb uuri-
da kolme suuruse samaaegset muutumist. Vastastikuses seoses
olevate suuruste arv VvBib olla ka suurem. Edasises piirdume
lihtsama juhuga, kus samaaegselt uuritakse kaht suurust ees-
margiga valja selgitada nendevahelist seost (s6ltuwust).

Uheks suurustevahelise stltuvuse kirjeldamise viisiks
on funktsionaalne sbltuvus. Kaks suurust X ja Y on funktsio-
naalses sbltuvuses, kui Uhe suuruse (argumendi X) igale luba-
tavale vaartusele vastab teise suuruse (funktsiooni Y) Kkin-
del védrtus. Funktsionaalse sbltuwuse korral on muutujad X
jJa Y uldiselt Uksiiheses vastavuses.

Naiteid
1. Antud rahasumma () korral on ostetava kauba hulk () ja

ja kauba hind (X) pddrdvordelises sdltuvuses, mida saab
analuutiliselt esitada kujul

2. Kera ruumala (V) ja raadiuse (R) sOltuwus valjendub ku-
jul
V =
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3« Olgu kapitali algvaartus teatud ajamomendil yQ ning toi-
mugu kapitali suurenemine ainult kasumi ndol konstantse
kasuminormiga 100 p % aastas. Kapitali () suuruse sol-
tuwus gjast () esitub tehtud eeldusel valemiga

Y =YoQd + p)t -

Funktsionaalne sBltuwus kahe suuruse vahel on matemaa-
tiline abstraktsioon, mis peegeldab reaalseid seoseid suu-
ruste vahel.

Leidub aga palju suurusi, mis on Uksteisest sdltuvad,
kuid ei ole tdidetud funktsionaalse sbltuwuse definitsioonis
rohutatud tingimus, et Uhe suuruse igale vaartusele vastab
teise suuruse kindel véartus.

Naiteid
4. Inimese raskus sdltub tema pikkusest.

5. Perekonnas tarbitava piima hulk sdltub perekonna suuru-
sest.

6. Samattiibllistes ettevitetes tingib toodangu mahu (X) kasv
omahinna (1) alanemist. Kuid sama toodangu mahuga ettevo-
tetes on omahind erinev, mis on tingitud sellest, et
tootmistingimused ei ole tdpselt samad, omahinda mdjuta-
vad peale toodangu ka teised faktorid.

7. Ettevitte tooliste arv soltub ettevotte pShifondide suu-
rusest.

8. Omahind on seotud tooviljakusega.

9. Teravilja saagikus soltub véetise hulgast. Toome tabeli,
mis iseloomustab rukkisaagi (1) soltuwust maale antud

sonniku hulgast X))
X& 10 10 12 12 18 0 20 25 30 D

vyl 8 12 10 15 14 16 18 18 16 20

Samadele sonnikunormidele vastavad erinevad saagid.
Puudub Uksiihene vastawus suuruste X ja Y vahel.

Toodud naited kuuluvad m. statistiliste soltuwuste
hulka.
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10. Toome andmed omahinna (T) ja paevaae toodangu mahu (X)
kohta 15 samatiiibilises ettevittes.
Toodangu
ment X3! 200 400 300 200 300 200 400 800

Oebind 150 160 150 160 160 180 150 140

Toodangu
ot 500 800 200 300 400 500 800

oebind 140 140 180 160 150 150 140
Samadele X vaartustele vastavad erinevad T vaartused
Ja vastupidi: ibfr suuruse kindlatele vaartustele vastavad
teise suuruse erinevad jaotused. Nil vastab vadrtusele X =
= 200 suuruse Y jaotus
Y 150 160 180

T 1 1
vaartusele X = 500
Y 150 160 -

Jjre.
T 1 2
Omahinna Y vaartustele vastab toodangu mahu X vaartus-
te jootus. Vadrtusele Y = 150 vastav X jaotus on

X 200 300 400 500 jre.
f 1 1 2 1

Saab selgitada, kuldas toodangu mahu muutmine mdjutab
omahinna muutumist vOi vastupidi. Sellises kdsitluses jae-
takse korvale teised faktorid, mis mGjutavad nii omahinda
kui ka toodangu mahtu. Arvestamata faktorite koguefekt aga
tingibki seda, et Uhe suuruse igale védrtusele vastab teise
suuruse vaartuste jaotus, mitte aga enam kindel vaartus.
Toodangu mahu X muutumisega kaasneb tldiselt omahinna Y muu-
tumine, kuid suuruse Y muutumine ei ole seletatav ainult
suuruse X muutumisega. MBlema suuruse muutumist mdjutavad
paljud muud tegurid, mida kéesoleva Ulesande seade korral
loetakse juhuslikeks,ja sellepdrast on ka suurused X ning
Y juhuslikud. Suuruse Y muutumine on osaliselt seletatav
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suuruse X muutumisega, kuid T muutumisele avaldavad mGju ka
korvalised (Quhuslikud) tegurid.

Kahe suuruse vahelist sdltuvust (seost) nimetatakse
statistiliseks (stohhastiliseks ehk tdendosuslikuks), kui
Uhesuuruse igale vaartusele vastab teise suuruae vaartus-
te jaotus, mis muutub koos esimese suuruse muutumisega.

Statistilise sdltuvuse moiste on laiem funktsionaalse
soltuvuse miistest. Funktsionaalne sdltuwvus on statistilise
soltuvuse Uks piirjuhte: juhuslike lisamGjude puudumisel on
teineteisega seotud suurused X ja Y Uksiheses vastavuses.
Teiseks piirjuhuks on suuruste taielik sdltumatus: Uhe suu-
ruse (suwruse jaotuse) muutumine ei sOltu teise suuruse
vaartuste muutumisest. Naiteks tehase toodangu maht ei sol-
tu tehase varavas oleva valvepersonali suurusest.

Kahe juhusliku suuruse vahelise seose uurimisel plU-
takse selgitada, milline oleks suuruste vastastikune seos
korvaliste tegurite puudumisel. Selleks vai jatto™tatud mee-
todid ongi m. korrelatsiooniteooria sisuks (correlation -
vastastikune suhe, vahekord). Jargnevas tutvume korrelat-
siooniteooria kahe pohitlesandega:

1 suurustevahelise seose tugewuse hindamine, s.t,
selgitamine, kuivdrd the suuruse muutumine olleneb teise
vaadeldava suuruse muutumisest;

2) juhuslike suuruste vahelise juhuslikkust sisaldava
seose esitamine funktsionaalse (mittejuhusliku) seose abil.

2. LAhteandmete esitusviise

Toimugu mingi kogumi uurimine tunnuste X ja Y jérgi
N katsel. Ilgal Uksikkatsel registreeritakse uuritavate tun-
nuste vadrtused, saades seega N vadrtuspaari (¢, yV). Kat-
setulemusi VOib esitada mitmel viisil.

Lihtne korrelatsiooni- ehk loendustabel saadakse sel
teel, et paralleelsetesse- ridadesse margitakse kahe suuruse
kokkukuulluvad vaartused xi jayi :
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X ,(_I_ *2 eoce

Yoaq s et owy

Eelmise punkti & ja 10. naites on vaatlusandmed esitatud
lihtsa korrelatsioonitabelina.

Lihtsas korrelatsioonitabelis vdib esineda Uhe VvOi
teise suuruse kordseid vaartusi ja kordseid vaartuspaare.

Pikemate loendustabelite korral on parema Ulevaate
saamiseks otstarbekas katseandmeid korrastada the tunnuse
vaartuste kasvamise (kahanemise) jarjekorras.

Korrelatsioonitabel saadakse katseandmete korrastami-
sel samaaegselt mblema tunnuse jargi, (ks vOimalus on eral-
di valja kirjutada Uhe tunnuse jaotustabelid teise tunnuse
Uksikvadrtuste jargi ja vastupidi (samal pShimttel nagu
eelmise punkti 10. naites alustasime). Seda tehakse harili-
kult moment- vBi intervallitud variatsioonridade kujul,
Ulevaatlikum ja kompaktsem on mdlema tunnuse jaotustabelid
esitada Uhise tabelina. Valitud naite puhul saame m. kor-
relatsioonitabeli jargmisel kujul:

Korrelatsioonitabelis kantakse esimesse veergu ja rit-
ta kummagi tunnuse erinevad vaartused kas kasvavas VOi kaha-
nevas jarjekorras (VOib ka intervallide kaupa) ning ridade
Ja veergude I8ikekohta margitakse neile vastavate véar-tus-
paaride esinemise sagedus. Sageduste liitmisel ridasid voi
veerge mddda saab leida Uhe tunnuse mingi vaartuse sageduse,
sOltumatult sellest, milliste teise tunnuse vadrtustega see
koos esines. Esitatud korrelatsioonitabelist néhtub, et oma-
hinnaga T = 160 ja toodangu mahuga X = 300 on kaks ettevotet;
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omahinnaga X = 200 on Uldse 4 ettevotet; 5 ettevdttes on
toodangu omahind Y = 150 jne.

tJildisel kujul vOib korrelatsioonitabeli esitada jarg-
miselt:

yl y2 e 71 oo *q
*1 1 f12 - o Tl *1
Xi fir " o fil mi
fik - 0 g o T o
* e -l N

Sageduste liitmine ridade (vastavalt veergude) kaupa annab
sageduste suma m (). Seega kehtivad jargmised seosed:
1 K

H fid “mi ! H fu *nd-e

j:]_ i=1l
Sageduse kdigi vadrtuste summeerimine annab kogumi mahu
N, s.t.

k,1 K 1
zz fij = 2Z “i = ZZnj = N*
i,j=1 =1 J1

Korrelatsioonivali. Sageli on otstarbekas statisti-
list sdltuwust esitada geomeetriliselt. Iga tunnuste kokku-
kuuluvate vadrtuste paari @, yV tdlgendatakse punkti koor-
dinaatidena ristkoordinaadistikus. lgale vaartuste paarile
vastab nii palju Uksteisega kattuvaid punkte, kui suur on
vastav sagedus f~ ,ehk teisiti valjendades: igal punktil
&i* yj) on MNjJ* Kaalud vBib markida punktidele juurde
vOi vaikese arvu punktide korral margitakse punktid Uksteise
ligidusse. Ettevitete naitele vastab korrelatsioonivali joo-
nisel 23. Nii korrelatsioonitabeli kui ka korrelatsioonivai-



jJa abil saab jalgida
Uhe suuruse uldist
muutumise tendentsi
teise suuruse muutu-
mise taustal. Toodan-
gu omahinnal on ten-
dents langeda toodan-
gu mahu kasvades.

Statistilise
sOltuvuse Uksikasja-
likum uurimine toimub
korrastatud l&hteand-
metele tuginedes. SOltuwuse tabeliline esitus jadb lahtepunk-
tiks andmete matemaatilisel lébito"Gtamisel. Korrelatsiooni-
valja abil ndeme mbnikord suuruste muutumise tendentsi pare-
mini kui korrelatsioonitabelist.

Korrelatsioonivali aitab seega tihti leida suwunda, mil-
les tuleb liikuda sSltuvuse tipsemal uurimisel ja seaduspd-
rasuste valjaselgitamisel.

Joonis 23.

3. Korrelatsioonikordaja

Asume korrelatsiooniteooria ithe pdhitulesande - kahe ju-
husliku suuruse seose tugevuse kasitlemisele.

Dispersiooni omaduste vaatlemisel selgus, et sdltuma-
tute juhuslike suuruste X ja Y suma dispersioon on vordne
liidetavate dispersioonide sumaga. Kui aga osutub, et

DX +Y) ~ DOO + D(Y),
siis on suurused X ja Y teineteisest s6ltuvad (teineteisega
seotud). SOltuvate suuruste korral kehtib jargmine seos (Vt.
3 p- 10):

DX +Y) =DC) +D(V) + 2 ,

kus korrelatsioonimoment



Seega korrelatsloonimomendi erinemine nullist naitab, et ju-
huslikud auuruaed on statistilises sdltuvuses. Samaaegselt
vordus =0 el anna alust valta, et suurused I jaT on
teineteisest sOltumatud.

Korrelatsioonimomendi dimensiooniks on suuruste 1 ja
Y dimensioonide korrutis. Dimensiooniga suuruste omavaheli-
ne vordlemine on vaga tillikas ja seeparast ei kasutata seda
vahetult suuruste sltuvuse astme hindajana, Uheks lihtsa-
maks ja sagedamini kasutatavaks seose tugewvuse hindajaks on
korrelatsioonikordaja.

Korrelatsioonikordajaks nimetatakse korrelatsioonimo-
mendi ja juhuslike suuruste standardhdlvete korrutise jaga—
tist.

Kui tahistada korrelatsioonikordaja sumboliga r, siis

Siit néahtub, et r on dimensioonita suurus.

4. Korrelatsioonikordaja

omadusi

1Yy S6ltumatute suuruste korrelatsioonikoitaja on null.

2 Korrelatsioonikordaja ei muutu suuruste X voi Y
muutmisel mingi konstandi vOrra vOi nende korrutamisel min-
gi positiivse ervuga. Kui ainult Uht suurust arvuga -1 kor-
rutada, siis muudab marki ka korrelatsioonikordaja.

Nende omaduste abil saame edaspidi korrelatsioonikor-
daja arvutamist lihtsustava eeskirja.

Toepoolest, kui vitta suuruse x asemel suurus £= X +
+ ¢, siis suureneb keskvaartus nt ka ¢ vOrra (m = +©)
ning korrelatsioonimomendi avaldises esinev halve X — nf.
asendub halbega ™ - m\ :

m =X+c-@.+0) =X-m.
Seega r avaldises murru lugeja ei muutu. Muutumatuks jadb ka
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murru nimetaja, sest konstandl liitmine juhuslikule suuru-
sele selle dispersiooni (siis ka standardhalvet) ei mojuta.
Suuruse X korrutamisel positiivse arvuga muutub murru luge-
jJa ja sanuti nimetaja sama arv kordi (vt. dispersiooni oma-
dusi!) ning murru enda vaartus ei muutu.

<)) Korrelatsioonikordaja véartused el ole véaiksemad
kui -1 ja suuremad kui +1, s.t. -1 C r 1 ehk korrelat-
sioonikordaja absoluutvéértus ei tleta 1, s.t.  |r] M1

Selle omaduse Oigsuses veendume jargmise arutlusega.
Avaldame X + T dispersiooni suuruste X ja Y dispersioonide

<§<2, 512 ning korrelatsiooni kordaja kaudu:

DX +Y) = 6J + 6y2 izc‘y .

Korrelatsioonikordaja definitsioonvalemist jargneb
ON =T . 6Xx *6y

ning seega
DX +Y) = 6, + 6y2¢ 2T—0)'(6T§ -

Samasugused vOrdused kehtivad ka suuruste X ja Y normeeritud
halvete jaoks, kuna 2. omaduse pbhjal r vaartus ei muutu
Uleminekul normeeritud hdlvetele. Lisaks sellele v(vt.§ 3;p.
13)
D) =D(ty) =1 =
Eeltoodut arvestades saame
D(x +ty) =2 +2r, D(tx - ty) =2 - 2r.

Kuna dispersioon on alati mittenegatiivne, siis
2+2r~ 0 ja 2-2r>Q,
kust r~ -1, r N 1
Mida suurem on |rj , seda tugevam on suuruste X ja Y
vaheline seos ehk korrelatsioon. Osutub, et kui r =+i, siis
on suurused X ja Y funktsionaalses ja nimelt lineaarses sol-
tuvuses.
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Kui r > 0, siis vastab Uhe suuruse kasvamisele ka tei-
se suuruse kasvamise tendents ehk suuruste muutumise suund
on samapidine. Kui r < 0, siis kaasneb Uhe suuruse kasvami-
sega teise kahanemise tendents ehk suuruste muutumise suund
on vastupidine.

Rohutame veel kord, et kui r = 0, siis suurused ei
tarvitse olla sdltumatud, vaid nende vahel vOib isegi eksis-
teerida lineaarsest sOltuvusest keerukam funktsionaalne s6l-
tuwus .

Kokkuvdte. Korrelatsioonikordaja absoluut-
vaartus naitab suurustevahelise seose tugewust ja just selle
seose lahedust lineaarsele funktsionaalsele seosele. Suure-
matele Ir 1 véartustele vastab tugevam (tihedam) seos. Korre-
latsioonikordaja méark naitab suuruste muutmise suunda.

5. Korrelatsioonikordaja
arvutamisest

Korrelatsioonikordaja definitsioonvalemist
r

lahtudes saab praktilised arvutuseeskirjad r arvutamiseks.
Arvutusvalemid kohandame l&hteandmete erinevate esitusviisi-
de juhuks.

Tiitsa korrelatsioonitabeli juht. Olgu N katsest
koosnevas katseseerias registreeritud vadrtuspaarid ¢\, y»
esitatud lihtsa korrelatsioonitabelina.

Korrelatsioonimomenti arwtatakse jargniselt:

Viimast valemit teisendades VvOib saada ka jargmised arvutus-
eeskir jad:
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Dispersioonide (Vastavalt ka standardhdlvete) arvutamiseks
kasutame kursuse varemast osast tuttavaid valemeid:

oT)2 = “S2 (OC =x,y)-

Korrelatsioonitabeli _juht. Juhime jalle tdhelepanu
sellele, et intervallide kaupa antud vaartuste korral tuleb
suuruste arvutuslikeks vaartusteks votta intervallide kesk-
kohad. Valemites esinevad simbolid vastavad 2. punktis too-
dud korrelatsioonitabelis kasutatud sumbolitele.

K&esoleval juhul tuleb korrelatsloonimomendi arvu-
tamisel arvestada seda, et véartuspaarid O, y) ei esine
enam Uks kord, vaid korrelatsioonitabelis naidatud kor-
da. Saame

k,1
°*y 7 -7) =
=iE 4sVi - JsZ *1*1'Z2>3n) “
ci Zz

Toodud valemis esinev liige (sumeerimine toimub mélema in-
deksi 1 ja j Jargi)

k,1

zC f+*X+7l

i*J=1
arwtatakse jargmiselt: leitakse korrelatsioonitabelis iga
rea ja veeru l8ikekohas oleva sageduse i-rea vaartuse

X* ja j-veeru vaartuse y korrutised ning liidetakse need.

Korrelatsioonikordaja avaldise nimetajas olevate
standardhalvete leidnine toimub varemast tuttavate valemite

jJargi.
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Uuritavate suuruste X Ja T karakteristikuid, arvutatu-
na kogu korrelatsioonitabeli andretel, nimetatakse suuruste
Uldkarakteristikuteks (UldkesImine, -dispersioon jre).

Korrelatsioonikordajat on otstarbekas arvutada jarg-
mise arvutusskeemi jargi: leida

1 suuruste Uldkeskmised,

2) ulddispersioonid,

3) suuruste koigi vaartuspaaride korrutiste suma,

4) korrelatsioonimoment,

5) korrelatsioonikordaja.

Kasitsi arvutamisel saab arwutusi lihtsustada, asenda-
des lahtevaartused sobivalt tinglike vaartustega, nii nagu
seda tegime varem keskmise ja dispersiooni arvutamisel. Suu-
rused X ja Y asendame abisuurustega u ja v jargniselt:

X—-—& Y - Cp
« - -Txp 3a T= -

kus , c2, ty, on sobivalt valitud arvud. Korrelatsioo-
nitabelina esitatud andnete korral valitakse harilikult ar-
wudeks Ja c2 kas X ja Y vaartuste rea keskkohad vl suu-
rima sagedusega vaartused (\B! intervallitud ridade korral
vastavate intervallide keskkohad). Siis jagunevad hélbed

X - ja Y - c2 harilikult vordlemisi simmeetriliselt
arwu 0 suntes. Jagajateks ij ja b on harilikult sobiv vitta
u ja v lugejas olevate halvete suurimad Uhisjagajad. Inter-
vallitud ridade korral on nendeks tavaliselt intervallide
pikkused. Edasi toimub korrelatsioonikordaja arvutamine ees-
pool toodud valemite jargi, kus lahtesuurused X ja Y on asen-
datud vastavalt abisuurustega u ja v. Korrelatsioonikordaja
2. omaduse kohaselt tema vadrtus ei muutu.

6. tlesandeid

Illustreerime eelmises punktis kirjeldatut ndidetega.

uUlesanne 1. 15 ettevitte pdhivahendite mak-
sumuse X (milj. rbl.) ja kogutoodangu mahu Y (milj. rbl.)
vaheline sbltuvus on esitatud jargmises tabelis:
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X 48 50 48 35 49 40 41 34 45 50 49 38 36 52 51
Y 54 51 46 32 50 39 44 38 52 55 48 35 40 51 45

Leida korrelatsioonikordaja.
Arwtuste lihtsustamiseks votame abisuurused jargmiselt:
X - 45 Y -44 .
1 1
Vajalikud arvutused teeme arvutusskeemi abil; tehete iseloom
néhtub tabeli peast.

ja v =

X Y u v u2 V2 uev
48 54 3 10 9 100 30
50 51 5 7 25 49 3H
48 46 3 2 9 4 66
35 32 -10 -12 100 144 120
49 50 4 6 16 36 24
40 39 5 5 5 s s
a1 a4 -4 0 16 0 0
A 3 -1 -6 = 36 66
45 52 0 8 0 64 0
50 55 5 1 5 121 5%
49 48 4 4 16 16 16
33 35 -7 -9 49 81 63
36 40 -9 -4 aL 16 36
52 51 7 7 49 49 49
51 45 6 1 6 1 6

Suma -9 2 577 742 531

Nuid leiame keskmised ja dispersioonid
- _ 9 _ ) 2 577
u=-= =-0,600 ; C =— -0,36 =38,3 ;
15 s S
20
5 - 1,33
Seega _ oLy B8 (0.4 1,3
r =" 38,1 «47,0 = 0.84.
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Viimane tulemus nditab, et seos ettevitete pdhivahendite
maksumuse ja kogutoodangu mahu vahel on tugev.

Glesanne 2. Grupi KuibdSevi oblasti tdostus-
ettevbtete plaanilise tddajafondi (inimpéevades) ehk t6Oj6u
kulu taitmise protsenti (1) ja tootmisplaani taitmise prot-
senti (X) iseloomustavad andmed on esitatud korrelatsiooni-
tabelis.

Leida korrelatsioonikoefitsient.

jcv 55- 65- 75- 85-195- jl05-115-125-135- 145-m155-

AX \ |-§% -65 -75 -85 -951- 10§-115—11255-135—f25 _155E.>-165
4

W “5 -4 -3 -2 -1 ]0 |1 2 3 4 5 6

|
45-55 -5I

2 1 (i) ! | ( 3
55.65 -41 1 2 11 . :
65-75 -3 3 3 1 1 3
75-85 -2! O | 12
85-25.-11 1 6 - 4%
_25z1Q5 4 1 6 6 i20 j8 2 1 44
105-115 1! 1 3 915 16 4 11 2 42
115-125 2l 1 18 15 6 21 1 2 26
125-135 3! 41413 5 4 20
135-145 4 1 1 2 8
145-155 §f R 11 (8> 2 3 6
155-165 ¢, i 13112 1 1 4 10
16 7 5 19 31 161 Ju 24 g 4 514 21

Arwutuste lihtsustamiseks on tunnuste X ja Y arwvutuslike
vaartuste (intervallide keskkohad) asemel vdetud abisuuru-
sed

X - 100 Y - 100
N =

0 — > *= -TO-
(vaartustele X =100 ja Y = 100 vastab suurim sagedus).
Ruumi kokkuhoiu mttes on u ja v vaartused kantud ka lahte-
andrete tabelisse.

Keskmiste ja dispersioonide arvutamise kdiku saab jai-

u-=



gida jargmisest tabelist:

u um. ta* v v2
5 3 a5 % B 5 6 -0 2 10
<4 5 20 1B 8 -4 7 28 16 12
3 8 24 9 @ 3 5 15 9 4
2 12 24 4 48 -2 19 B’ 4 B
1 3 ® 1 2 1 3 a b4
0 44 113 c a - 0
142 #2142 1 3 a1 a3
2 2 5 4 104 2 24 48 4 %
3 20 6 9 180 3 8 4 9 R
4 8 32 16 128 4 4 16 < 16 64
5 6 30 2 10 5 5 % % 15
6 10 60 36 360 6 14 84 X 4
214 276 1269 214 228 1306
163 8
_ 163 8 oo
n = %14 ~-0,76 9 Ve T, °0 h
d
15(69 6,2 =~ f- - 0f402=5094.

&N R <ovy
Suma g > leidniseks saab siin edukalt kasutada m.
,helja valja™ meetodit. Suuruste u ja v nullvddrtustele
vastava rea ja veeru ,valjalGikamise" teel jaotub sagedus-
te ,vali' neljaks (lahtetabelis on need valjad margitud
rooma numbritega). ,Valjadel” 1 ja IV on korrutised v\
positiivsed, Il ja IIl - negatiivsed. Algul leiame U\
Lvaljade™ kaupa, seejarel fJtgY™ ning siis sumeerime. Sa-
geli margitakse korrutiste uj4 vadrtused torrelatsloonj.-
tabelisse Juwrde, et kergendada edasisi arvutusi (nai-
teks on seda tehtud Il valja jaoks).



BUud BaswB véljade kaapa (otstarbekas on seda taha
Teergudes)s

| 5*5*2 + 5*4*1 + 4*B*1 & 4%4%2 + 4*2%1 + 4*1*1 + 3*5*3
¢ 343 @ FBXL o+ F2FL + 2631+ 2% + 2*1*5 + 131+
+1-2%6 + 1.1.5 * 270 ;

XT 1.1.6 Y4 1*2*4 + ... + 6*5*1 + 6*6*4 X 646;

Il —(2*2 + 1*5 + 2%2 + 4%1 + 6*1) « - 23;
I —(L.4%1 + 1%2%3 + 1%1*9 + 2%2%1 + 3*1*4 + 6*1*1) * —41.

Seega
a 270 + 646 - (23 + 41) » 852.
AUUU 88886
& 852 - 0,76.°"*° 3.6« , «
1 " 5,3« =5,9» * 5"%5 *

Tulemus nditab, et Taadeldud ettevotetes on tddjou kolu ja
tootmisplaani taitmise protsendi vahel keskmise tugevusega
seos. Harilikult loetakse seose tugevust keskmiseks, kui r
on 0,5 - 0,7 piires ja tugevaks ule selle.

7. Tinglikud jaatused Ja

nende karakteristikud

Statistilisele s6ltuvusele on iseloomulik, et uhe
suuruse igale kindlale vaartusele vastab telse suuruse vaar-
tuste jaotus* Neid jaotusi nimetatakse tinglikeks jaotus-
teks. Tinglike jaotuste karakteristikud kannavad tinglike
karakteristikute "% (nait. tinglikud keskmised, tinglikud
dispersioonid jne.) vastukaaluks Uldkarakteristikutelee

Selgitame neid mdisteid jargmise naitega.

Eorrelatsioonitabelis on esitatud 50 4. kl. o&pilase
pikkuse X (cm) ja kaalu Y (kg) vaheline seos:
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Y 24 x5 26 27 28 29 30

*
X

R
D
N AR
~ g o
=<
P NNOTO NMNOy W

131
132 1
133 1

le\)l—‘

2 5 9 12 12 7 3

Kaswule zy+ = 128 ca vastav kaalu 7 tinglik jaotus esitub
variatsioonreana
Y x 26 21 B

L 1 3 5 1

Kaalule y& s 29 kg vastav pikkuse tinglik jaotus on
X 129 130 131 132
f 1 2 3 1

Analoogiliselt voib esitada ka uUlejédanud I (vastavalt
T) tabelis toodud vadrtustele vastavad Y (X tinglikud
Jaotused.

Leiame vadrtusele x* = 128 vastava Y tingliku jaotu-
se tingliku keskmise y* ja dispersiooni.

Yy f y-f Y-Y4  -Y42 F(y-y4)2

25 1 >  -1,6 2,56 2,56
26 3 78 0,6 0,36 1,08
27 5 135 0,4 0,16 0,80
28 1 28 1,4 1,96 1,96

10 266 6,40

74 =1 - 26,6 (k@) ; 6y2=" =0,64 (kg2) -
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Analoogiliselt saab leida ka teistele X vaartustele
vaetavad T tinglikud karakteristikud ja T vaartustele vas-
tavad X tinglikud karakteristikud. Edaspidi puutume pea-
miselt kokka tinglike keskmistega. Leides tinglikud keskmi-
sed mdlema tunnuse jaoks, saame tinglike keskmiste jaotus-
tabelid:

X 125 126 127 128 129 150 151 132 133
yx 24,0 24,7 25,9 26,6 27,4 28,0 29,0 29,5 30,0

T 24 25 2 27 28 29 30

x 1255 126,8 127,8 128,6 129,5 150,6 132,0

Naeme, et koos Uhe tunnuse muutumisega muutuvad ka
teise tunnuse tinglikud keskmised.

uldjuhul toimub tinglike keskmiste leidmine jargmiste
valemite jargi:

1
yU a57 yifij (=1 2, ..., ©;
e HT *ifij Cj=1, 2, ..., D.
T 3

Uldkeskmisi saab leida kas vahetult korrelatsioonitabeli
andmetel vdi ka tinglike keskmiste kaudu:

- 1 1

Korrelatsioonivalja punkti koordinaatidega (X, j) nimeta-
takse korrelatsioonitsentriks.
Kaesoleva punkti naite andmetel saame Uldkeskmisteks
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Ja Slddlaperaioonideka (tmrtulael kaautama lih.teusta.Taid
arvutuavottaid) jargmiaed vaSrtuaad:

Us V's

z  ay ‘1129 a2 g4 T o »T-27 LA
25 1 -4 -4 16 16 24 2 -3 -6 9 18
126 3 “3 9 9 27 2% 5 -2 10 4 20
27 7 -2 14 4 28 26 9 -1 9 1 9
28 10 -1 10 1 10 12 0 -2 0

12 12 o h?7 O 2812 1 *12 1 12
130 9 1 e 1 92 7 2 14 4 28
131 5 2 10 4 20 30 3 3 9 9 27
132 3 6 9 18 50 35 114
133 1 4 4 16 16 0

50 2L . 144
-B

* ” m 50 * 129 * 128,8 * Y =18 + 27« 27,2 1

Ox2- A (- 58>2- 2,85 i Ao =2,24 .

8. legreasioon

Karrelataioonlkordaja abll hinnatakse juhuslike suu-
ruata raheliaa aaoaa tugevust; hinnatakse sada, kui oluline
ea aha juhueliku suuruse enda muutund.aa osa teise juhusliku
auuruae muutumises ja kuivdrd on suuruste auutuaina poShjus-
tatud juhuslikest, kdrraliatast teguritest. Himetatud prob-
leaal uurimine oa kerrelataiooniteooria esimeseks tahtsa-
maks Ulesandeka.

Asume taise Ulesande ké&sitlemisele: juhuslikkust si-
saldara soose véljendaalsele funktsionaalse seose abil.
Statistilise sOltuvuse tapsemal kirjeldamisel oleks ideaal-
ita mdarata uha suuruse tinglike jaotuste jaotusseadused
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(nait. jaotusfunktsioon vOi tdendosuse tihedus) ning nende
muutumisseadus s6ltuvalt teise suuruse muutumisest. Nn.
tinglike jaotusseaduste maaramine on aga erakordselt keeru-
line. Ulesanne lihtsustub, kui tinglike jaotusseaduste ase-
mel leida tUhe suuruse tinglike jaotuste olulisemad karakte-
ristikud ning seejarel nende karakteristikute muutumine s6l-
tuvalt teise suuruse muutumisest.

Jaotuse Uheks tahtsamaks karakteristikuks on keskmine,
mis on peaaegu vaba juhuslikkusest. Seeparast on mdistlik
uurida She suuruse tinglike keskmiste-moltuvust teise suuru-
se vaartustest. Seda sdltuvust nimetatakse regressioonita
ehk korrelatiivseks sdltuvmmeks. Funktsiooni, mis valjendab
the suuruse (T) tinglike keskmiste (X) sdltuvust teisest
suurusest (X), nimetatakse regressioonivorrandiks (korrelat-
sioonivorrandiks)

IX * tX)
Regressioonivdrrandile vastavat graafikut nimetatakse reg-
ressloonikdveraks =

Analoogiliselt raagitakse x regressioonist j jargi
ning regressioonivorrandiet X\ * t(J).

Suurust (tunnust), mis on regressioenlvdrrandis argu-
mendiks, nimetatakse faktortunnuseks. Suurust, mille tingli-
kud keskmised on sdltuvad faktortunansest, nimetatakse sdl-
tuvaks ehk resultatiivseks tunnuseks.

Kui mélemad uuritavad tunnused alluvad Uhiste faktori-
te mGjule, siis on otstarbekas uurida kahepoolset regres-
siooni. Olgu naiteks selgitamisel tarbitud tooraine maksumu-
se ja valmistoodangu maksumuse vahekord. Faktortunnuseks tu*
leks Uhel juhul vbtta tooraine maksumus, teisel juhul toodan-
gu maksumus. Kui aga iks tunnus on teise muutumise pShjuseks
ja vastupidist mdju ei ole, siis uuritakse ainult Uhepoolset
regressiooni, valides faktortunnuseks p8hjuse. Naiteks leh-
made vanuse ja piimaanni vahelise sdltuvuse uurimisel tuleb
faktortunnuseks valida vanus.

Edaspidi kasutame regressioonivorrandis resultatiivse
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tunnuse tingliku keskmise yx (vastavalt Xy.) asemel aimbellt
y(X), s.t. regressioonivorrandi esitame kujul y = f(X) [x =

= g(y)j , moistes selle all sdltuvust yx = TX) J&. = g(y)J-

9. Regressioonivodrrandite

koostamisest

Regressioonivorrandi koostamine toimub harilikult pii-
ratud mahuga katseandmete pohjal. Heie kasutuses ei ole suu-
ruste koiki mdeldavaid vaartusi ja pealegi pole need paris
tépsed. Leides tinglikud keskmised ja kandes neile vastavad
punktid korrelatsioonivéljale, saane nende punktide Uhenda-
misel slrgldikudega eksperimentaalse regressioonikdvera.

Nadide. Konstrueerime korrelatsioonivalja ja eks-
perimentaalsed regressioonikdverad 7. punkti ndite andmetel.

Joonisel 24 on ristikestega margitud yx asukohad ja
tarnikestega X*. . Ligikaudne regressioonikéver y « T(X)

on antud pideva, X « g(y) katkendliku joonega.

Tinglike keskmiste asukohad pole teada faktortunnuse
nendel vadrtustel, mis katsetel el realiseerunud ning reg-
ressioonikdver tuleb joonistada katkendlike andmete pdhjal.
Beale selle pole lka. olemasolevad tinglikud keskmised taiesti
vabad juhuslikest mOjudest. Seepéarast pole mdtet puuda vali-
da regressloonikéverat selliselt, et see labiks kdiki antud
punkte. Regressioonikdver valitakse nii, et see lahendaks
katseandmeid teatud mfttes kdige paremini. Harilikult , tea-
tud méttes parim"” lahend konstrueeritakse vahlmruutude mee-
todilt lahendav funktsioon tuleb valida selliselt, et kdve-
ra suhtes leitud katseliste vadrtuste hdlvete ruutude summa
ehk katseliste vaartuste hajuvus oleks minimaalne. Selle mee-
todi kasutamine taandub valitud funktsiooni tuubi korral
funktsiooni avaldises esinevate parameetrite leidmisele nn.
normaalvlrrandite sisteemist.

Praktikas tuleb kdige sagedamini kokku puutuda line-
aarse ja ruutfunktsiooniga, s.t. regressioonivorrandid vali-
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takse kujul

7 sax +b (sisuliselt Jj = ax ¢ b!) - lineaarne_ ;
korrelatsiooni

7 * ax2 ¢ bx + ¢ - paraboolne korrelatsioon.

10. Lineaarsed regressiooni -

vorrandid

Faitame, kuidas saab lineaarseid regressioonivorran-
deid koostada vahetult lahteandmetele tuginedes. Snuruse 7
regressiooni x jargi esitame kujul

ym P711 +b
kus regressioonisJLrge tousu nimetatakse regressiooni-
kordajaks (esimene indeks tahistab resultatiivset tunnust).
Olgu antud N vaartuspaari *, 7Y (nende hulgas

voib olla kordseid vaartusi). Tasandava Ilneaarfunktsiooni
kordajat. ja b leitoine Y&Imruatude meetodil toimub
normaalvorrandite siisteemist (vt. kdrgema matemaatika kur-
susest!):

N -Nu ebez X mHV I ,

9jx-2Z *1 + *enm = -

Lshendame susteemi asendusvittega:

b ePy* *j -5 r,x

PiJlu* _s Bf>eZ*i-Z vl

vyx “ V7 _2 V7

Z/\/\i _‘7?'2/\

Viimase murru lugeja ja nimetaja jagamisel arvuga N saame
lugejaks
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Ping nimetaJdais

i1ZV-x 2fi. 12" -52- *a.

Seega I6plikult on regressioonikordaja

ft«-5*- -

Vabaliikme b salme arvutada Q kaudu, Asendades b avaldise
X
kaudu regressioonivérrand%sse, Saame

T:?yx_x+

ehk regressioonivorrandl sagedamini kasutatava kuju

J-7= (X - X
ny ( )
Analoogiliselt saab x regressiooni uurimisel 7 jargi

X_ngxy'(y_y)s

kus C

Fange tdhele, et regressioonikordaja avaldise nimeta-
Jas seisab faktortuzmuse dispersioon.

Kui lahteandmed on esitatud korrelatsioconitabeli kujul,
siis leitakse korrelatsioonimoment nii nagu korrelatsioo-
nikordaja arvutamise kaigus.

Kasutades arvutuste kiigus abisuurusi

X - ¢n y -c2
saab regressioonikordajad jargmiselt:
(0] = v M? Cuv
Tyx =& "JT ~ yxy “ h 02 ,
Vv

161



Blag uldkeeknised
X =hNa + jJa 7 =hg? +c2 .

11. G lesandeid

Selgitame regressioonivlirrandite koostamist arvuliste
naidete varal.

GUlesanne 1. Uurida 6. p. 1. naite andmetel
kogutoodangu mahu T lineaarset regressiooni pShivahendite
maksumuse X jargi.

Kasutame r leidnise kdigus saadud tulemusi. Saime kor-
relatsiooni,momendi  ja dispersiooni

~ 531 - (0,4) <1,33=35,91 6* =385

X=0+45=-0,40 +45 =44,6; y=Vv +44 =1,33 + 4=
*45,3.
Regressioonivorrand omab kuju
Y - 45,3 = 0,937(x - 44,6).

Omistades x-le kindlaid véartusi, saaksime leida y
teoreetilisi tinglikke keskmisi.

uUlesanne 2. Koostada regressioonivorrandid
7. p- ndite andretel.

Kasutame 7 p. 16pus toodud arvutustulemusi vajalike
suuruste arvutamiseks:
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Korrelatsioonimomendi avaldises esineva euma
v fijuivj leiere »nelja valja" meetodil:

Inm--1; 11 - 0 IV- 56; =54 +56-1 =
109.
Kuna abisuuruste u ja v leidnisel =hg » 1, siia
eaab 45 *1°9 - (-0.16) =0,20 22Ul 0.76-
Pyx * 2,88 = 2,88 T
~ 7109 (8),16) .0,20  21g3 0.96
Pxy*“ n28 2,28 T

Regressioonivirrandid esituvad kujul

y - 27,2 = 0,76(x - 128,8)

x -128,8 = 0,96(y - 27,2) .
Regressioonisirged on kantud joonisele 25 (Juurde on margi-
tud sirgete tdusud). Regressioonivorranditest lahtudes saab
leida teoreetilised tinglikud keskmised. Jargnevas tabelis

on virdluseks toodud y™ mootmisandretest léhtudes (Vt. Tk«
155 ) ja regressioonivorrandist arvutatuna.

163



z 125 126 127 128 129 130 131 132 133
24,0 24,7 25,9 26,6 27,4 28,0 29,0 29,5 30,0

7teor 24,2 25,1 25,8 26,6 27,4 28,1 28,9 29,7 30,4

Joonie 25.

Glesanne 3* Koostada regressioonivorrandid
6. p- 2. naite aadaetel.
Arvutustes kasutasime abisuurxmi

» - 100 y - 100
10 va 10

ning nende jaoka

X, =10 , hg a 10)

u-0,76 j 6U2*5,36; v a 0,40 j 6V2a5,94;

S fi1a4T3 * 852 -
Nende tulenuete abil leilaae

10 A* 852" °*76" °»* _3.68 . n M
£ 36 ‘g% »
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x 10U + 100 = 107,6 ; y = 10T + 100 = 104 .
Regressioonivirrandid, ob jargmised:
y - 104 = 0,69*(x - 107,6) ; y - 107,6 a 0,62(y - 104) .

12. Regressioonikordajate Jja
korrelatsioonikordaja
seosest

Korrelatsiooni ja regressiooni kasitlemisel salme
Jargmised seosed:

X M
7-7:9yXC*—x); x—x:prtj(y—y).
a) Olgu regressioonikordajad teada. Leida sende kaudu
korrelatsioonikordaja.

Leiame korrutise

- korrelatsioonikordaja on vldrdne regressioonikordajate geo-
meetrilise keskmisega; mark ruutjuure ees Uhtib regressiooni-
kordajate margiga.

Regressioonikordajad on alati samaaargilised, olles
maaratud C™ ,margiga ( nimetajas olev dispersioon on
alati positiivne).

b) Olgu korrelatsioonikordaja leitud, llddrata selle
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abil regressioonikordajad.
Korrutame r avaldises murru lugejat ja nimetajat ube
standardbalbega (nait. 6 ). Siis

6 C 6
rs ix 0
r="~P e _m ,  kust avaldame O (korrutamisel
~yX 6,
suurusega (@ avaldame n n.
y >Xxy
5
. = =r—- —-=—
jx =1 St 0,

©) Regressioonisirgete vastastikuse asendi sdltuwus
korrelatsioonikordajast.

Joonisel 26 on esitatud regressioonisirgete paar ja
on margitud nende tSusunurgad (nurk faktortunnuse telje ja
sirge vahel) ning

Pyx =tan™ >  p,j =tang
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Uurime Y regressiooni | jargi, s.t. regressioonisir-
get touBunurgaga (X :

X
Sellest rorrandist ndhtub, et mida vaiksem |r] , seda vaik-
sem on sirge kalle fakfoortunnuse X telje suhtes, s.t. seda
vahem reageerivad tuimuse 7 tinglikud keskmised tuimuse Z
muutumisele. Vaadeldes Z regressiooni Y jargi, téheldame,
et Ir 1 vdhenedes vaheneb regressioonisirge ja y-telje vahe-
line nurk ning tunnuse Z tinglikud keskmised reageerivad
ndrgemini tunnuse Y muutumisele (r =0 korral j =j = const,
mis ei sOltu faktortunnuee Z muutumisest). Tinglike keskmis-
te sbltuwus faktortunnusest on seda tugevam, mida suurem on
Ir 1 ja vastavalt regressioonisirgete kalle faktortunnuste
telje suhtes. Kui r = 0, on regressioonisirged rodbiti fak-
tortunnuste telgedega ning seega omavahel risti. Regressioo-
nisirgete vaheline nurk hakkab {r| kasvades véhenema ning
piirjunul Irf=1 jbuavad sirged Uhtimiseni (Z ja Y on tép-
ses lineaarses sOltuvuses). Vaartused 7 =7 ja X =X ra-
huldavad mdlemat regressioonivirrandlt, s.t. regressiooni-
sirged labivad korrelatsioonitsentri.

Kokkuvdte . Suurustevaheline seos on seda tu-
gevam, mida vaiksem on regressioonisirgete-vaheline nurk.
Regressioonisirged I6ikuvad alati korrelatsioonitsentris.

Joonisel 26 on toodud mdeldavad regressioonisirgete
paarid sdltuvalt regressioonikordajate margist (jarjestage
need skeemid suurustevahelise seose tugewvuse jargil).

Ulesanne 1. Leida 11. p. 2. nadite andretel
korrelatsioonikordaja.

Opilaste kaalu ja kaswu secse tugevuse nditajaks saab

Ulesanne 2. On antud regressioonivorrandid
y-21 =-1,5(x +4) jax +4 =-0,6(y - 21). Maarata kor-
relatsioonitsenter ja korrelatsioonikordaja.
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Korrelatsioonitsentri koordinaadid, on x s U, y = 21.
Kerrelatsioonlkordaja r = - ~1,5 "0,6 * -0,95*

Harjutusulesandeid

1. Kastis on 30 Uhesugust detaili, millest 5 on varvi-
tud siniseks. Kui tdendone on, et valikuta voetud detail on
sinist varvi?

2. Kui tdendone on taringu viskel kolmega jaguva sil-
made arvu saamine?

<" Opperiihmas on 8 nais- ja 17 meesulidpilast. Kui suur
on naisulidpilaste suhteline sagedus? Kui tdendone on, et
ulidpilaste nimekirjas on esikohal naistlidpilane?

4. Tehase TKD avastas 100 valmistoote hulgas 5 mitte-
standardset toodet. Leida standardsete toodete suhteline sa-
gedus.

5. Marklaua tabamise suhteline sagedus on 0,85« Leida
tabamuste keskmine arv, kui sooritati 120 lasku.

6. Kui tdendone on, et uue passi saamisel passi number
18peb paarisarvuga? nulliga?

7= Oppejoud palus kursusevanemal kutsuda konsultatsioo-
nile 3 ulidpilast 6-st kontrolIt66 mitterahuldavalt Kirjuta-
nud Glidpilase hulgast. Kursusevanem unustas kutsutute nimed
Ja saatis 3 Ulidpilast oma arandgemisel. Kui tdendone on, et
ta saatis Oppejdu poolt kutsutud Glidpilased?

8. Toenaosus marklaua tulistamisel 10 silma saamiseks
on 0,1 , 9 silma saamiseks 0,3 , 8 vOi vaéhema silma saami-
seks 0,6. Kui tBendone on Uhe lasu sooritamisel vahemalt 9
silma saamine?
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9. Raha- ja asjadeloterii lIga 1000 pileti kohta tuleb
5 rahalist ja 25 esemelist voitu. Kui tdendone on voita the
piletiga?

10. Valmistoodangu hulgas on 40 1 sordi, 60 Il sordi,
45 111 sordi ja 5 prasktoodet. Kui tdendone on valikuta
votmisel 1 vBi 11 sordi toote saamine?

11. Loteriil vdidavad kdik piletid. 200 vdidu hulgas
on hinnalisematest voitudest 10 taitesulepead, 30 taite-
pliiatsit, 40 keraamilist tuhatoosi, Ulejdénud on véiksemad
vOidud. Mis on tdendosem, kas Uhe piletiga saada hinnalisem
VvOi vaiksem voit?

12. Detaili valmistamisel sooritatakse 3 pdhioperat-
siooni. Esimesel operatsioonil on praagi tdendosus 0,01 ,
teisel - 0,02, kolmandal - 0,03- Leida standardse detaili
valmistamise tdendosus eeldusel, et praagi tekkimine uhel
operatsioonil ei mjjuta teiste operatsioonide tulemusi.

13. Téendosus raamatu asumiseks esimeses raamatukogus
on 0,51 teises - 0,7» kolmandas - 0,4. Kui tdendone on, et
raamai; on olemas vahemalt Uhes raamatukogus?

14. Toendosus Ulesande lahendamiseks Ulidpilase A
poolt on 0,75»> Ulidpilase B poolt 0,80. Kui tdendone on, et
Ulesande lahendab Ukskdik kurb Glidpilastest, kui mGlemad
ulidpilased tootavad teineteisest eraldi?

15. Kiirrongi 0Oigeaegse saabumise tdendosus on 0,95*
Kui tdendone on, et 3 Kiirrongi saabuvad hilinemata?

16. Kodanik ostis televiisori ja raadiovastuvitja.
Toendosus haireteta tooks garantiiaja jooksul on televiiso-
ril 0,85, raadiovastuvdtjal 0,98. Kui tdendone on, et kumb-
ki aparaat ei vaja remonti garantiiaja jooksul?

17 . TKO ei kontrolli valmistoodangu partiist idle 5
toote, Uhe toote kaupa kontrollides praaktoote avastamisel
praagitakse valja kogu partii. Kogutoodangus on keskmiselt
4 % praaki. Leida partii praagiks tunnistamise tdendosus.
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18. Autokaupluse saabus 100 autot - 70 Uhest ja
teisest tehasest. Esimese tehase toodangust on keskmiselt
80 %, teisel 40 % tumeda polstrikattega. Kui tdendone on
Juhuslikul kontrollimisel tumeda polstrikattega autole sat-
tualne?

19* Uhea turismigrupis on vodrkeele oskajaid 3 ja mit-
teoskajaid 2, teises grupis vastavalt 4 ja 4. Esimesest gru-
pist saadeti valikuta teise Uks turist. Kui tdendone on, et
niidd teisest grupist valikuta val jakutsutud turist on voor-
keele oskaja?

20. Samasooliste kaksikute sindimise tdendosus on 2
korda suurem kui erisoolistel. Poisslapse sindimise tdendo-
sus on 0,5> Kui tdendone on, et kohates perekonnas poisslap-
sest kaksikut ka teine laps on poiss?

21. Kastis on 4 detaili teadmata kvaliteediga, Uhe
kontrollimisel selgus, et see on kvaliteetne. Detail pandi
kasti tagasi. Kui tdendone on, et kdik detailid on kvali-
teetsed?

1. Koostada 3 téringu viskel saadavate silmade suma
Jaotustabel ja poliigoon.

2. Koostada kaupluses péeva jooksul muudud 45 kinga-
paari suuruste variatsioonrida, statistiline jaotustabel ja
poligoon jargmistel andretel:

3941 40 42 41 40 42 44 40 43 42 41 43 9 42

41 42 39 41 37 43 41*38 43 42 41 40 41 3B 44
40 39 41 40 42 40 41 42 40 43 38 39 41 41 42
3. Koostada histograam ja kumulaat kolhooside jaotu-
sele traktoripargi voimsuse Jaryi:
VBimsus  kuni  1000- 1500- 2000- 2500- {ile
HJ 1000 -1500 -2000 -2500 -3000 3000

léglf;%so/lo— 5,5 27,2 34,6 18,8 7,8 6,1
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4. MOotmlsvea Z jaotustabeli pdhjal koostada jaotus-
funktsioon ja kunulaat.

int\é?\‘}lan ©03) 3.6 6.9 0,12
P 0,035 0,050 0,166 0,212

e (215 (@518 (82) (L,24)
P 0,212 0,195 0,090 0,090
5. Juhusliku suuruse tdendosuse tiheduseks on p(X) »
=—————5- _ Kui suur on tdendosus suuruse sattumiseks
K(L _+ x2)
vahemikku ~ (-1, D?

1 Juhusliku suuruse X jaotustabeli pdhjal leida kesk
vaartus, keskmine lineaarhdlve ja dispersioon.

Z 0 1 2 5 4
p 0,2 0,250,3 0,10 0,10

2. Leida 8 2 llesande 4 andmetel mdotmlsvea keskvadr-
tus, dispersioon ja standardhalve.

3. Leida § 2 Ulesande 2 andmetel kingapaaride suuruse
aritmeetiline keskmine, mood, mediaan ja standardhalve.

4. Leida 8§ 2 Ulesande 3 andretel traktoripargi kesk-
mine vOimsus ja standardhalve™

5. Perekondade jaotus tulu jérgi the perekonnaliikme
kohta on jérgmine:

Tulu rbl. Kuni 25 25-50 50-75 75-100 dle 100

Perek. arv 5 15 40 25 15

Leida keskmine tulu, jaotuse mood ja mediaan™
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v

1. Umis on 25 kuulis 10 punast ja 15 rohelist. Umist
voetakse kuule 5 korda, kusjuures parast katset pannakse
need umi tagasi. Koostada voimalike katsetulemuste jaotus-
tabel (Bermoulli valem) ja poligoon.

2. Kaugdppija tellib Opikuid posti teel. Toendosus
selleks, et Gpik on kdvas koites, on 0,7- Kui tdendone on,
et tellitud 7 dpikust on 4 kdvas koites?

3. Spordiklubi esindusvdistkonnas on 10 meistersport-
last. Téendosus meistersportlase arvamiseks vabariigi koond-
vdistkonda on 0,5> Kui tdendone on, et 8 sportlast 10-st
paaseb vabariigi koondvdistkonda?

4. Kogutoodangus on keskmiselt 3 % praaki. Leida tde-
ndosein praagi hulk 800 toote hulgas ja vastava sageduse tde-

5. Mirrtd visatakse 40 korda. Kui tdendone on vapi esi-
letulek 15 kuni 25 korda?

6. Mitu katset on vaja sooritada, et suhtelise
sageduse halve sindnuse tdendosuse p = 0,40 suhtes ei lleta
0,04 usaldusnivooga 0,90?

7. Mitu seemet tuleks idanemisproovi tegemiseks \otta,
et Wiks vaita: idaneaisvdimeliste seemnete suhteline sage-
dus ei erine 0,9-st rohkem kui 0,02 vbrra usaldusnivooga
0,977?

8. Kontrolliti 3000 elektripimi. Praagi suhteline sa-
gedas on 0,15* Kui tdendone on, et praagi suhteline sagedus
kontrollitud pimide hulgas ei erine 0,15-st rohkem kui 0,01
vorra?

9. Sindmuse tdendosus Uksikkatsel on 0,3. Leida sind-
muse suhtelise sageduse piirviga tdendosuse 0,3 suhtes, mi-
da vBib garanteerida usaldusnivooga 0,95*

10. Toendosus lennuki tabamiseks &hutdrjekahurist ihe
lasuga on 0,01. Sooritatakse 100 lasku. Leida tdendosus len-
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nuki tabamiseks 2 mirsuga Poissoni, Bermoulli ja Laplace™i
valemite abil.

11. Juhuslik suurus X allub normaaljaotusele, mille
parameetrid on mQ =5 ja 0=2. Kui tdendone on, et X vaar-
tused asuvad vahemikus (1, 10)?

12. Normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse para-
meetrid on mQ =3 ja 6 = 0,5 Kul toendone on, et X vaartu-
sed ei halbi keskvéértuse suhtes rohkem kui 1,3 vorra?

13. Traadi tdmbetugewvuse jaotus 100 traadi katsetami-
sel saadi jargmine:

KOOIUS 5060 60-70 70-80 80-90 90-100 100-110 110-120

Traatide
arv 3 9 20 28 24 12 4

Tasandada antud statistilist jaotust normaal jaotusega.
Vorrelda normaal jaotuse kaudu leitud sagedusi eksperimen-
taalsete tulemustega.

Vi

1. Toodangu kvaliteedi hindamiseks moodustati 10 000
tootest koosneva Uldkogumi jaoks valim mahuga N = 300. Esi-
mese sordi toodangu suhteline sagedus valimi,s oli 0,6. 1i&-
rata esimese sordi toodangu usalduspiirid Uldkogumis usal-
dusnivooga 0,999.

2. Kartuli tarklisesisalduse se1gite®,]
tarklise hulk 560 kartulil. MoGtmistul

riatsioonreana

Tarkngoe hulk o, 10y 0, 1D @1, 12)

Kartulite arv 1 2 6

T 1) 5.9 @) @7, 1) @

Kartul. 26 46 % W6 1o 7
arv
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Tad. @, 2) @, 2) @, 28) @, 28 @, 2 @5, B

Kartul. 39 14 7 1 0 1
arv
Maarata Uldkeskmise usalduspiirid usaldusnivooga 0,95*

3» Kvalifitseeritud tooliste keskmise tistaafci selgi-
tamiseks kontrolliti 10 000 toolise tHdraamatuid, korduva va-
Liml teel. Keskmiseks thostaaziks saadi 15*5 aastat stan-
dardhdlbega 2,2 aastat. Kui tSendone on, et Uldkeskmine ei
erine valimi keskmisest rohkem kui 0,5 aastat?

4. Uuritakse telefonikdnede keskmist pikkust. Mitme
kone pikkus tuleb registreerida, et tdendosusega 0,997 vOiks
garanteerida: valimi keskmise ja Uldkeakmise erinewvus ei Ule-
ta 10 sekundit standardhdlbega 2,5 minutit?

5. Raamatukogude lugejate keskmise vanuse mddramiseks
kasutatakse valimimeetodit. Mitu lugejakaarti tuleks 30 000
lugejakaardi hulgast kontrollimiseks Vvotta, et usaldusnivoo-
ga 0,99 woiks garanteerida: Uldkeakmise ja valimi keskmise
erinevus ei lleta 1 aastat standardhdlbega 5 aastat?

Vil

1. On antud andmed 1950. a. seisuga vorreldes (prot-
sentides) NSVL rahvamajanduses tdGtavate inimeste arvu (1),
péhifondide (1) ja tddstuse kogutoodangu (@) kohta. Koostada
regressioonivirrandid, mis valjendavad T ja X, sanuti Z ja
X vahelist sdltuwust. Leida vastavad korrelatsioonikordajad.

Aastad 1950 1951 1952 _ 1953 1954 1955
X 100 110 1 133 147 164
T 100 105 109 112 122 124
z 100 116 130 145 165 185

2. Korrelatsioonitabelis on toodud andmed j&e veenivo
0 ja ettevitete poolt tarvitatud vee hulga kohta péaevade
Jérgi. Korgus X on mdbdetud teatud algnivoo suhtes:
X -aom ; T-mYs .
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©CoOoNar®WNE

Leida korrelatsioonikordaja ja koostada regressiooni-
vorrandid.

3.

\ z

y
2,5-3,5
3,54,5
4,5-5,5
5,5-6,5

30 kolhoosi “cartulisaagi 1 () ja tsentneri oma-
hinna X (rbl.) jaotus on antud korrelatsioonitabeliga

160-190

5
3

190-220 220-250 250-280

2
2

IR
I worN

Koostada regressioonivorrandid ja leida korrelatsiooni-
kordaja.

YaBtused

0,1
0,333
0,32
0,95
102

0,5; 0,1
0,05
0,4
0,03

0,667
0,94
0,91
0,9
0,86
0,853
0,18
0,68
0,51

CBENBRERERNE

0,673
0,4

RS

i
1. EQ)=1,65; D()=1,15
2. E(X)=13,928; D(X)=28,345
4- X = 1890
5. x =70, Mo =65, Me s 69
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v

2.0,177

4.

u =24,
p = 0,083

5. 0,886

6.
7.
8.

10.

1160
0,8764

. 0,021

0,184,
0,185,
0,282
0,971

. 0,768

mO0 = 86,3,
02= 1802,2.

*1.
2.
3.
4.
5.

4

0,6 + 0,094
A=0,19

0,8444

1985
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Tadahtsamad valemid

Valemite numeratsioonis tahistab 1. nurmber konspekti
paragrahvi, kust valem on péarit.

gahistusi
P. P - sUndmuse tdendosus
m - siindmuse sagedus
n - elementaarsiindnuste koguarv; binooajaotu-
sel ka katsete uldarv
w - suhteline sagedus
*j7 *j - juhusliku suuruse uksikvaartused
fi - Uksikvaartuste sagedused
N - kogumi maht
Ly - keskvaartus
D, q-p - dispersioon
t - normeeritud halve
X, Y - suuruste x jay aritmeetilised keskmised
a - esialgne keskmine
Me - mediaan
Mo - mood
P - Jaotusfunktsioon
® - L{:\E)Ia_ce'i funktsioon
A - piirviga
- korrelatsioconimoment
r korrelatsioonikordaja
TOendosus

Klassikaline tdendosus

P = 3* .
kus m on sindnuse jaoks soodsate juhuste arv.
Suhteline sagedus

177



Toenaosuste liitmise lause
Kui A, B on suvalised sindnused, siis

P(AOB) = P(A) +P®B - P(ANB). a.3
Valistavate stndnuste juhul
P(AUB) = P(A) + P(@B) - (@)

Toendosuste korrutamise lause
Kui A, B on suvalised stndwsed, siis

P(ATB) :ﬁ@ TE% 5 .5

S6ltumatute sindmuste juhul
PGA(IB) = P(A) =P(B).- -6
Taistdenaosuse valem
Kut ~ (=1, 2, ..., n) moodustavad tiieliku sind-
muste slsteemi, siis n
P(A) = X1 PHI) =P(A/HY) . a.n
i-1
Bave8i valem
HUpoteesi tdendosus tingimusel A
P(IL) -Ne/ %)

P(H/A) = — === - 0*8)
P(Ht) =<P(A/HI)
i=1
Juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon
FOO) = P(X<x), @.D
tdendosuse tihedus
ped = F (9, .2
antud \&Piniinni J t x2" sattumise tdendosus
IFOQ) - FCL),
P(x,<X<12)] j§z 2.3
J AW
4
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Juhusliku suuruse kara!gtg{i)sti kud

Keskvéartuse valem
diskreetse juhusliku suuruse jaoks
n

= X1 X4 »
i=1
pideva juhusliku suuruse jaoks
+00
ECO = Ix p(X) o .
-00

Aritmeetilise keskmise valem
statistilise rea x1, ™ , ..., Xji korral

N

™M

variatsioonrea korral

N NT
Valemid arwutuste lihtsustamiseks
n
5=-I*2) -H T ri*
1 i= k

G.D

G2

G-3

(3.6)

(k ja 1 on sobivalt valitud arvud; erijuhtudel voib olla

kssa=0 wvoi 1=1 Vi3I K =1).

£li=lilt=MpE=—i=t=
Jaotustaballi korral
n

d=21 |xi - mMQpx ;
=1
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variatsioonrea korral »

n
a-7 Hoi-shia G-8)
1=1
statistilise jjaotustabeli korral

4mH xXi-slwie G.9)
1=1

Dispersiooni valem
diskreetse juhusliku suurus Kkorral
n

D) =~ (4 - , <3.10)
isi
D) = -(2Z Vi) 2; <3.11)
69) i ﬁmzl )/
pideva juhusliku suuruse korral
+00
D) = J (X - a0)S(x) dx , 3.12)
-00
+°0 +00
DOC) = Js™pix) dx -  J x p(x) dx
-00 —00 = (3-13)
statistilise rea korral
H
6 * H 21 <1-5)2, G.1%H
isi
N
1 Y7 2 -2
6 si uir'ls G-15

variatsioonrea korral

62=5 E ~ * 51271 (3.16)



2m5 E -* . C3.17)
=1

statistilise jaotustabeli korral
n
2= Z_Il(xi -xX)wi , @GB.189)
1=
2

i=1
Valem arvutuste lihtsustamiseks

62 .
- <>e¥y
T 1=
(erijuntudel VvBib olla kas a =0 Vi 1=1 VOi K = 1).
Standardhalve
6 = Vd0O @G.2)

Mediaan

Me=xVe + - ———————— ’ (3'22)

kus , TQ, K - vastavalt mediagﬁintervalli alampiir, sa-
gedus, pikkus;
- mediaanintervallile eelnevate intervallide
sageduste summa.

*<f'9 13 f—].? . (3-23)
Cfo - f.i> ¢ (O - fI>

kus TQ, K - vastavalt moodintervalli alampiir, sagedus,
pikkus;
- moodintervallile eeclneva ja jargneva in-
tervalli sagedused.

Mo =apn +
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Sindnuse A w korda tolmumise tdendosus n katsel (sageduse
m tdendosus)
Bernoulli valemi abil
Pna = RG] pV*“a, “4.D
kus p=P@), q=1-p;
asumptootilise valemi abil

P, o= Pot) “.2)
npq

kuist=m~aP jJa Q@ on normaaljaotuse toendosuse ti-
Vp*

hedus (vt. tabelist).

Sageduse m karakteristikud

E(M =np ; (CXO))
DA =npq ; @9
6(m =ynpq ; “.5
Mo(m) = np (kui taisarv) ; “4.6)

np-qgqg”™ Mo(m N np +p (t&isarv sellest 16igust).
Suhtelise sageduse w =" karakteristikud

EW) =p ; @.n

DW) =ga i 4.8

6(w) - “4-9
Normaal jaotus

X N(M0,6). mQ " keskvaartus, O*- standardhalve
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TOenaosuae tihedigs erijunul X N©O, D

X2

) = rp=- e 2 ; (4.10)

W T

uldjuhul X ~ N(ni, 0%)

- X - *0)2
1 2-Cr2

pe) =-7== e ; “4.11)

yar
PG) =J- p®) , t= m* “.12)

ja jaotusfunktsioon vastavatel juhtudel

Xpe R
/e dx : @.13)

X (z - mO)2
1 ~ H(0,6) pxQ) = 1 j_*" 26" ax ,(4.1«
) = 1(HDf t= - @15

Laplace*i funktsioon
* 2
25f o ¢-16)
t

gbh(t) =2 <€(® = y=1= Je dat ; (4.17)
Kt) =0,5 + 0(t) . (4.18)
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Juhusliku suuruse X antud, vahemikku sattumise toenaosus
P(2) - P(M)
P(x, < X <X2>= MCtg) - ¢04) , 4.19

|[[<p(t2) - cp<v],

P(Ix-mO]<4) «p(N) =2 07n), (4-20)
A

Sageduse la suhtelise sageduse
antud vahemikku sattumise toenaosus n katsel:

tapne valem 5
««d *£» Sa2) = 21 pn,m 1 421>
="

asumptootiline valem (sohib suurte n vaartuste korral,
n > 20).

PCL "N m< a2) = {2) -p(") ; “4.2)
at - np
t=t= 1=1,2;
Vinpq
keskvaartuse suhtes simmeetriliste halvete tdendosus
P(Im - np] <4) =0(tA), t.=-4= ; (“42
a yBf
PAW -p < M) =d(®dA), t=—-4r . (429
Y?
Li
Tahistused:
mQ ,D - Uldkeskmine Ja -dispersioon
x , (X2 - valimi keskmine Ja dispersioon
p, w - tunnuse suhteline sagedus Uldkogumis Ja
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valimis
NQ, N - Uldkogumi ja valimi maht
oldkarakteristikute hinnangud
my ~ x , p~ w 6.1
16pmatu tldkogumi korral (\Q 10N)

-- Ny o 6.2

16pliku Uldkogumi korral (\Q < 10N)

Keskmise ha.juwus D)

r I16pmatu Gldkogumi korral

2
o) = P, oy — B, 6.4

16pliku Uldkogumi korral

o o (6-5)
valimi keskmise standardhéalve

jU=yDx - (6.6)

Uldkeskmise usalduspiiride x +4 vdi usaldusnivoo P leidmi-
ne
1) antud usaldusnivoo P = do{t) jargi leida tabelist

t ja piirviga

A=thi v (Gald)
2) antud piirvea A korral leida
* A ®™8)
= /i
-ja tabelist usaldusnivoo P = (p(©).
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Suhtelise sageduse ha_jumuss DW)
16pmatu Uldkogumi korral

DW) = u0_zJO. .

6.9
16pliku Uldkogumi korral
J-).suyjl, (6.10)
valimi suhtelise sageduse standardhalve
~No—- YDwW) - (6.11)
Suhtelise sageduse p usalduspiirid w + 7
(vt. uldkeskmise usalduspiirid (6. 7.-8.)
Valimi maht
valim tehtud I8pmatust Uldkogumist
=120 > (6.12)
A
valim tehtud I6plikust Uldkogumist
t2D NO
N = s ) D 6.13
+ A8NO ( )

Korrelatsioonikordaja

r =2SL v
Zteyr =*Nuyx ray N

Eorrelatsioonimoment

Lihtsa korrelatsioonitabeli abil

N
5 H - >l -
c i=1
= <
7y 7.2
5 S ;
i-1
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korrelatsioonitabeli abil

k»l
C<7 =N filXiyj “ x 7 =
1,371
k,1
=N ZL " J>0-3 - YDNiI3 @-3)
i,51
Regressioonivorrandid (lineaarsed)
7-7= -5 ;
i)
X*“5=Pzyly - > * -9
Regressioonikordajad
fyx = *  9n =gk * -5
X Yy
i} X - N 7 -c2 i}
Abisuuruste u :—-LT—- s VE—T5— kasutamisel saadakse
regressioonivirrandis esinevad suurused jargmiselt:
\9yx = ;1\7 gc}y - Un7 = %]XL *gu"v :
n u 2 \Y,
@6
X = b™N0 + ; 7 s hgV + c2.
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Lisa 1

Normaalse juhusliku suuruse X N(O, 1)
tdendosuse tihedus o

< "z

= st

ib.3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3q1g
3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3817 3836 3805
3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3897
3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 353

3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 335
3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 5900
2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 g5
26l 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 544l

0.2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 9927 2203
2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1942 1919 1895 1872 1849 1326 1804 1781 1758 1736
1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1513
1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315 14

1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127 15
! 1109 1092 1074 1057 1010 1023 1006 0989 (0973 0957 1.6
1 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804 17
07¥0 0775 0761 0748 0734 (0721 0707 0694 0681 0669 18
0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551 1.9

00540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449 2.0
04LL1 0431 0422 0413 0404 03% 0388 0379 0371 0363 2.1
0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0200 2.2
0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229 23
022! 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180 24

0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139 25
10136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107 2.6
0104 0101 0099 0096 0093 (0091 0088 0086 (0084 0081 2.7
0079 0077 0075 0073 007L (0069 0067 0065 0063 0061 2.8

co ocoooo

WO woNT; hwi—o

P 0900

0060 0058 0056 0055 0053 (0051 0050 0048 0047 0046 2.9
0.0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034 3.0

0033 0032 0031 0030 0029 (0028 0027 0026 0025 (0025 3.1
j 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018 3.2
0017 0017 0016 0016 0015 (0015 0014 0014 0013 0013 33

0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009 3.4

0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 Q006 3,5
0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004 3.6
0001 0004 000-1 0004 0004 0004 0003 0003 0003 Q003 3.7
0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002 3.8
0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 (QO0OL 3,9



t

o,i’

01
o:/
0,0
04
0,5
0,t
07
0,8
0.9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

2,0
21
2,2
23
24
25
2,6
2,7
28
29

Laplaceli funktsioon

0,(10000
0398-3
07926
11791
15542
1914C
22575
25804
28814
31594

34134
3643
3849"
4032C
41924
43310
44520
45543
46407
47128

47725
48214
801G
48928
4918j
49379
49534
49653
49744
49813

3,0
35
4.0

4.5
5.0

00399
04380
08317
12172
15910
19497
22907
26115
29103
31859

34375
36650
,58686
40490
42073
13448
44630
45637
46485
47193

47778
48257
48645
48956
49202
49396
49547
49664
49752
49819

0,49865
49977

499968
49y997
49999997

#()

00798
04776
08706
12552
16276
19847
23237
26424
2)389

32121

34614
36864
38877
40658
42220
43574
44738
45728
46562
47257

478 81
48300
48679
48983
49224
49413
49560
49674
49760
49825

3!
3,6

01197
05172
09095
12930
16640
20194
23565
26730
29673
32-381

34850
37076
39065
40824
42364
43699
44845
45818
46638
47320

47882
48341
48713
49010
49245
49430
49573
49683
49767
49831

49903
49981

01595
05567
09483
13307
17003
20540
23891
27035
29955
326,39

35083
3728b
39251
40988
42507
43822
44950
45907
46712
47381

47932
48§82
48745
4903C
49266
49446
4y385
49693
4774
43836

3,2
37

01994
05962
09871
13683
17364
20884
24215
27337
30234
32894

35314
37493
39434
41149
42647
43943
450.53
45994
46784
47441

47982
48422
48778
49061
4928b
49461
49598
49702
49781
49841

49931
49989

02392
03356
10257
14058
17724
21226
24537
27637
30511
33147

35543
37698
39617
41309
42786
44062
45154
46080
46856
47500

48030
48461
48809
49086
49305
49477
49609
49711
49788
49846

33
38

02790
06749
10642
14431
18082
21566
/24857
27935
30785
33398

35769
37900
39796
41466
42922
44179
45254
46164
46926
47-558

48077
48500
48840
49111
49324
49492
49621
49720
49795
49851

49952
49993

03188
07142
1102
14807
1843d
2190;
>25175
28230
31057
33641

35993
38100
39973
41621
43056
44295
45352
46246
46995
47615

48124
48537
48870
49134
49343
49500
49632
49728
49801
49856

3.4
3.9

J3580
07535
11409
*15173
18793
22240
25490
28524
-51327
53891

36214
38298
40147
41774
43189
44408
45443
46327
17062
47670

48169
48574
48899
49158
49361
49520
49643
49736
19607
49361

49966
49995



r~+

LMNHO O oo~NoU

OLDCXJ_\‘@CH

Funktsioon
o(Y) =-F=
W
0 1 2 3 4
*

0,0000 0,0080 0,0160 0 0239 0,0319
0,0797 0,0876 0,0955 0 1034 0,1113
0,1585 0,1663 0,1741 0 1819 0,1897
0,2358 0,2434 0,2510 0 2586 0,2661
0,3108 10,3182 0,3255 0 3328 0,3401
0,3829 10,3899 0,3969 0 4039 0,4108
0,4515 0,4581 0,4647 0 4713 0,4778
0,5161 0,5223 0,5285 0 5346 0,5407
0,5763 0,5821 0,5878 0 5935 0,5991
0,6319 0,6372 0,6424 0 6476 0,6528
0.6827 0,6875 0,6923 0 6970 0,7017
0,7287 10,7330 0,7273 0 7415 0,7467
0,7699 0,7737 0,7775 0 7813 0,7850
0.8064 0,8098 0,8132 0 8165 0,8198
08385 0,8415 0,8444 0 8473 0,8501
0,8664 0,8690 0,8715 0 8740 0,8764
0.8904 0,8923 0,8948 0 8969 0,8990
0,9109 0,9127 0,9146 0 9164 0,9181
0.9281 0,9297 0,9312 0 9327 0,9342
0,9426 0,9429 0,9451 0 9464 0,9476
0,9545 0,9556 0,9566 0 9576 0,9586
0,9643 0,9651 0,9660 0 9668 0,9676
0,9722 0,9729 0,9736 0 9743 0,9749
0,9786 0,9791 0,9797 0 9802 0,9807
0,9836 0,8941 0,9845 0 9849 0,9853
0,9876 0,9879 0,9883 0 9868 0,9889
0,9907 10,9910 0,9912 0 9915 0,9917
0,9931 0,9933 0,9935 0 9937 0,9939
0,9949 0,9951 0,9952 0 9953 0,9955
0,9963 0,9964 0,9965 0 9966 0,9967
0,9973 0,9974 0,9975 0 9976 0,9976
09981 0,9981 0,9982 0 9983 0,9983
0,9986 0,9987 0,9987 0 9988 0,9988
0,9990 0,9991 0,9991 0 9991 0,9992
0,9993 10,9994 0,9994 0 9994 0,9994
0,9995 0,9996 0,9996 0 9996 0,9996
0,9997 10,9997 0,9997 0 9997 0,9997
0,9998 0,9998 0,9998 0 9998 0,9998
0,9999 0,9999 0,9999 0 9999 0,9999
0,9999 0,9999 0,9999 0 9999 0,9999
0,999936 0,9999 0,9999 0 9999 0,9999

coocoo ocoooo ocoocooo coooo [efelotete] [eofeloNoNe]

o oOoooo oooo0o

0159
1921
1974
2737
3473

4177
4843
5467
6074
6579

7063
7499
7887
8230
8529

8789
9011
9199
9357
9488

9596
9684
9756
9812
9857

9892
9920
9940
9956
9968

9977
9984
9989
9992
9994

9996
9997
9998
9999
9999
9999

O ooococo ocoocoo

oo oOooo ocooooo ooooo ooooo ocooooo [efelole o] [olelofoNe) o

' 0558

1350
2128
2886
3616

4313
4971
5587
6157
6629

7154
7580
7959
8293
8584

8836
9051
9233
9385
9512

9616
9700
9768
9822
9865

9898
9924
9944
9959
9970

9979
9985
9989
9392
9995

9996
9998
9998
9999
9999
9999

0,9999
0.9999

0717
1507
2282
3035
3759

4448
5098
5705
6265
6778

7243
7660
8029
8355
8638

8882
9090
9265
9412
9534

9634
9715
9780
9832
9872

9904
9928
9947
9961
9972

9980
9986
9990
9993
9995

9997
9998
9998
9999
9999
0 9999

[oNeNoNo o) o000 oo ooooo ooooo ocoocoo ooooo [efeloNo o] [ofelolo o)



Lisa K
Normaalse juhusliku suuruse X~N(O0,1)
Jaotusfunktsioon ,

1 r 7T
<)pJ.e
< 0 1 2 3 4 s 6 7 8 9

—0,0 5000 ,4960 ,4920 4880 ,4840 4801 4761 4721 4681 4641
—01 4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 4247
—0,2 ,4207 ,4168 4129 ,4090 ,4052 4013 ,3974 ,3936 ,3897 3859
—0,3 3821 3783 ,3745 ,3707 ,3669 ,3632 ,3594 ,3557 3520 3483
—0,4 ,3446 ,3409 3372 ,3336 ,3300 ,3264 ,3228 ,3192 3156 3121
—05 ,3085 ,3050 ,3015 ,2981 2946 2912 2877 ,2843 2810 2776
—0,6 2743 2709 2676 ,2643 2611 2578 2546 2514 2483 2451
—0,7 2420 2389 ,2358 ,2327 2297 ,2266 ,2236 ,2206 2177 2148
—0,8 ,2119 2090 ,2061 ,2033 2005 ,1977 ,1949 ,1922 1894 1867
—09 ,1841 11814 ,1788 ,1762 1736 1711 ,1685 ,1660 ,1635 1611
— 10 ,1587 1562 ,1539 ,1515 1492 1469 1446 ,1423 1401 1379
_ 11 1357 1335 1314 1292 1271 1251 ,1230 1210 ,1190 1170
—1,2 ,1151 1131 ,1112 ,1093 ,1075 ,1056 ,1038 ,1020 ,1003 ,0985
—13 ,0968 0951 ,0934 ,0918 0901 ,0885 ,0869 ,0853 ,0838 0823
—14 ,0808 ,0793 ,0778 ,0764 0749 ,0735 ,0721 ,0708 ,0694 0681
—15 ,0668 ,0655 ,0643 ,0630 ,0618 ,0606 ,0594 ,0582 0571 0559
—1,6 ,0548 ,0537 ,0526 ,0516 ,0505 ,0495 ,0485 ,0475 ,0465 0455
—17 0446 ,0436 ,0427 0418 ,0409 ,0401 ,0392 ,0384 0375 ,0367
—1,8 ,0359 0351 ,0344 ,0336 ,0329 ,0322 ,0314 ,0307 ,0301 ,0294
—1,9 ,0288 0281 ,0274 ,0268 ,0262 ,0256 ,0250 ,0244 0239 0233
—20 0228 (@2 o217 ,(2 0207 ,(AP 0197 ,0192 ,0188. ,0183
—21. ,0179 0174 ,0170 ,0166 ,0162 ,0158 ,0154 ,0150 ,0146 0143
—22 0139 0136 ,0132 ,0129 ,0125 ,QI2 0119 ,0116 0113 Q10
—23 0107 ,0104 ,o102 ,0099 ,0096 ,0094 ,0091 ,0089 ,0087 0084
—24 0082 ,0080 ,0078 ,0075 ,0073 ,0071 ,0069 ,0068 ,0066 0064
—25 ,0062 ,0060 ,0059 ,0057 ,0055 ,0054 ,0052 ,0051 .0049 0048
—26 ,0047 ,0045 ,0044 ,0043 ,0041 ,0040 ,0039 ,0038 ,0037 0036
—2,7 ,0035 ,0034 ,0033 ,0032 ,0031 ,0030 ,0029 ,0028 ,0027 0026
—2,8 0026 ,0025 ,0024 ,0023 0023 02 X ,0PL ,000D ,0019
—29 ,0019 ,0018 ,0018 ,0017 ,0016 ,0016 ,0015 ,0015 ,0014 ,0014

* = -30 -31 —32 —33 —34 —35 —36 —37 —38 —39
F(Q =,0013 ,0I0 ,0007 ,0005 ,0003 ,0OR , 002 (0001 0000 ,00D



0,0 ,5000 ,5040 5080 ,5120 ,5160 ,5199 ,5239 ,5279 5319 5359
01 ,5398 5438 5478 5517 5557 5596 ,5636 ,5675 5714 5753
0,2 5793 5832 5871 5910 ,5948 5987 ,6026 ,6064 6103 ,6141
0,3 6179 6217 ,6255 ,6293 ,6331 ,6368 ,6406 ,6443 ,6480 6517
0,4 ,6554 6591 ,6628 ,6664 ,6700 ,6736 6772 ,6808 ,6844 6879
0,5 6915 ,6950 ,6985 ,7019 ,7054 ,7088 ,7123 7157 ,7190 7224
0,6 7257 7201 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7517 7549
0,7 7580 7611 7642 7673 7703 7734 7764 7794 7823 7852
08 7881 7910 ,7939 ,7967 ,7995 ,8023 ,8051 ,8078 ,8106 8133
09 8159 8186 8212 8238 ,8264 ,8289 ,8315 ,8340 ,8365 8389
1,0 8413 8438 8461 ,8485 ,8508 ,8531 ,8554 ,8577 j 8599 8621
11 8643 8665 ,8686 ,8708 ,8729 8749 ,8770 ,8790 ,8810 8830
12 8849 8869 ,8888 ,8907 ,8925 ,8944 ,8962 8980 ,8997 9015
13 9032 ,9049 ,9066 ,9082 ,9099 ,9115 ,9131 ,9147 9162 9177
14 9192 ,9207 ,9222 9236 9251 «,9265 ,9279 ,9292 9306 ,9319
15 19332 9345 ,9357 9370 ,9382 ,9394 9406 ,9418 9429 9441
1,6 19452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 L9535 9545
17 19554 9564 9573 9582 9591 ,9599 ,9608 9616 ,9625 9633
18 9641 9649 9656 ,9664 9671 ,9678 ,9686 L9693 ,9699 9706
19 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
2,0 9772 9778 9783 9788 9793 9798 ,9803 ,9808 9812 9817
2,1 9821 9826 9830 ,9834 ,9838 ,9842 ,9846 ,9850 9854 9857
2,2 9861 ,9864 ,9868 ,9871 ,9875 ,9878 ,9881 ,9884 9887 ,9890
2,3 ,9893 ,9896 ,9898 ,9901 ,9904 9906 ,9909 9911 ,9913 9916
24 19918 9920 ,9922 ,9925 ,9927 ,9929 9931 ,9932 ,9934 9936
2,5 19938 9940 ,9941 9943 9945 9946 ,9948 9949 9951 9952
2,6 ,9953 ,9955 9956 ,9957 ,9959 9960 ,9961 ,9962 ,9963 9964
2,7 19965 ,9966 ,9967 ,9968 ,9969 ,9970 9971 ,9972 9973 9974
2,8 /9974 9975 ,9976 9977 9977 ,9978 9979 ,9979 ,9980' 9981
2,9 ,9981 9982 ,9982 ,9983 ,9984 ,9984 ,9985 9985 ,9986: ,9986

t= 3,0 31 3,2 33 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3.9
F(0 =,9987 ,9990 ,9993 9995 ,9997 ,9998 ,9998 ,9999 9999 1,0000
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