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Peatiikk I

Algebraline murd.

§ 1. Hulklikme algtegurid.

Nagu antud arve ja antud iiksliikmeid saab esitada alg-
tegurite korrutisena, voi, nagu selle kohta Oeldakse, saab lahu-
tada algtegureiks, nii vdoime konelda ka hulkliikme alg-
tegureist.

Hulklitkme algtegureiks nimetame temas esinevaid algarvulisi numbri-
lisi tegureid, iihetdhelisi tegureid ja niisuguseid hulkliikmelisi tegureid,
mida ei saa tegureiks lahutada,

Algtegurite niideteks voivad olla algarvud
253,57 1%, 13 % jne:
ithetéhelised tegurid, nagu
aiib; e m, oy x, et
ja hulklitkmelised tegurid, nagu
a+1, 3x+2, b—y, a2+ 22, 234 5a2b, a+ b+ c.

Algteguriks el saa aga olla niiteks binoom 1 — z2, sest teda
saab lahutada tegureiks:

1—22=(1+2)(1—2).
Viimases avaldises tegurid 1+ z ja 1 —2z on algtegurid, sest

neid ei saa enam omakorda tegureiks lahutada. Selleparast voime
oelda, et hulkliikme 1-—22 algtegurid on 142z ja 1—u=.



Kirjutame veel naitena hulkliikme
30a2b3 — 60a2b2x - 30a2bx2
tema algtegurite korrutisena:

30a2b3 — 60a2b2x -} 30a2bx? = 30a2b (b2 — 2bx + 22) =
=30a2b(b—2z)2 =2-3:5'a*a'b(b—z)(b—2).

Kui korrutises esineb algteguri aste, siis seda astet ei ole tingi-
mata vajalik igakord vordsete tegurite korrutisena kirjutada, sest
astmes esinevad algtegurid on selletagi niihtavad, seetdttu voime
viimase lahenduse kirjutada ka niisugusel kujul:

30a2b3 — 60a2b2z - 30a2ba2 =2 - 3 - 5a2b (b — x)2.

Hulkliikme algtegurid leiame tema tegureiks lahutamise teel,
milleks kasutatakse meile tuntud votteid: teguri sulgude ette too-
mise- votet, lilkmete rithmitamise votet, arvutamise abivalemite
kasutamise votet ja lilkme kahendamise votet. Monda votet 6pime
tundma veel edaspidi.

Mone hulkliitkme tegureiks lahutamisel on vajalik mitme abi-
valemi rakendamine. Selgituseks toome paar niidet.

Ulesanne 1. Lahutada tegureiks hulkliige
a2 — 22 + 2zy — y2.
Lahendus. a2 —22 4 20y —y2 = a2 — (22 — 22y + ¥2) =
a?— (t—y)2=(a+z—y)(a—z+7Yy).
Ulesanne 2. Lahutada tegureiks hulkliige
ad + a2 —2ax + a —x - 22 — a3,
Lahendus. Riihmitame antud hulkliikme liikmed jérg-

miselt:

(a8 — a8) -+ (a2 — 2ax + 22) + (a —2).

Esimene riihm on kuupide vahe, teine rithm esitab kahe arvu



vahe ruutu. Neid riihmi tegureiks lahutades saame hulklitkme
jargmisel kujul:

(a—=w) (a2 + ax +22) + (a—2)2+ (a—x)..

Niilid ndeme, et igal liikmel on iiks ja sama tegur (¢ —z),
selle teguri sulgude ette tuues saamegi antud hulkliikme korru-

tisena:
(a—2z)(a2+ax+22+a—ax+1).
Niisiis
ad+4a2—2ar+a—a -+ a2 —a3=
= (a—=z)(a®2+ar+224+a—2x-+1).
Ulesanded.
1. Esitada jérgmised hulklitkmed algtegurite korrutisena:
E Mg as " 6. 6a2 -+ 2a-9a-}3
2. 72x—18 7. 2b2-+4b-+b-+2
3. 3a2 -+ 6ab + 3b2 8. m2—3m -+ 2m—6
4 622 —12x-+6 9. a2+ 5r-42x-+10 .
5. 21a3 —21b3 10. y2—29—y+93.
2. Lahutada jargmised hulklitkmed algtegureiks:
1L 522—5 6. 2a3 16
2. 3a2—12 7. a2 -+ 4m2 4 4am
3. 3a2 + 12ab - 12b2 8. a*—2a2b -+ b2
4. 622 — 362 | 54 9. 5b4—20b2
5. 2a3 - 2b3 "10. a3b2—aq
3. Lahutada algtegureiks jiargmised hulkliikmed:
B a? -+ 8a-+7 6. a2—n24+a—n
2. 22 —62x-18 7. a2 + 2ab -+ b2 — a2
3. 2m2+41lm -+ 5 8. 22—2zy-+y2—a2
4. 3n2—b5n—2 9. (a2 4+ 2ab + b2) ¢4 ab (a 4+ b)
5 a2—b2+4 (a+b)c 10. ab—an— (b2 — 2bn -+ n2)



11. 4(ad + bc)2 — (a2 — b2 — 2 | d2)2
12. (2 —b2+d2— a2)2—4 (ab—cd)?2
13. a3 48+ 6a2 4 12a

14. b3 —8 4 6b2—12b

. (a3 41)2— (b3 —1)2

16. 23 — 27a3 — 9ax? - 27a2x

17. (a+2)3 — (a—2z)3

18. a2 + 2ab + b2 — a2 + 2zy — y2

o aatts S e o0 B ok e

20. a3-+4a2—2ab-+a—0b-+ b2—>b3

§ 2. Hulkliikmete suurim iihistegur. \

Hulkliikmete suurima iihistequri leidmiseks lahutame hulkliikmed alg-
tegureiks, kirjutame vilja nende iihised algtegurid ja moodustame viimaste
korrutise,

Kui hulkliikmeil pole iihiseid algtegureid, siis Geldakse, et
nende suurimaks iihisteguriks on arv 1.
Ulesanne. Leida poliinoomide
15h2 — 15h, 9h3 — 9h ja 24h3 — 48h2 - 24h
suurim histegur.
Lahendus. Antud avaldiste algtegureiks lahutamine

annab:
15h2 — 15Ah =15h(h —1) =3 -5-h(h—1), .

Oh8 — 9h — Oh(h2 —1) =32 - h(h 1) (h—1),

24h3 — 48h2 | 24h — 24h(h2 —2h + 1) =
P8 hth = 1)¥.

Seega noutud suurim iihistegur on
3h(h— 1)



Ulesanded.

4. Leida jirgmiste avaldisepaaride suurimad ihistegurid:

1. 4a 2. 7a 3. 8mnp
3a—1 7a—Db 12m2np — 4mn2p
4. a2z -+ ax? 5. 15pq —5p 6. 7a2—2lab
a2x — ax? 10p2 4 15p 5a — 15b
7. a2—1 8. 5(a- )2 9. N2—9
a-+1 = 10(a2 —2) N2—6N +9
10. a3 11. m2n2—1 12. 43 —c2u
a2z -+ ax? 5mn2 -+ 5n ; u3 — 2u2c -+ uc?

5. Leida jargmiste avaldisekolmikute suurimad tihistegurid:

I a22—2x4+1 2. 9-—2a2 ‘ 3. 25— 3622
22 —1 22 46z -+ 9 54 6z
5r—5 2z -+ 6 3622 — 60z - 25

4 22—4x-44 5. 22—25 6. 3224z
224+2—6 226+ 5 3z 43
22 —Tx+ 10 a2 -+ 3z — 10 322 —3x 4 6

7. 2a—5 8 a2—2q¢—3 9. 4c2 — 28cf - 4912
10 — 4a 402 —4 10¢2 — 35c¢f
6a —15 a3+43a2+3a+1 492 —4c2

0. 4(a1)2 1. g2—b2ta—>b 12 m2—n2+2(m+n)
6a2 — 6 3a2 —6a + 3 8(m —+n)3
202 - 4a + 2 5a2 — 5b2 7m2 -+ 14mn - Tn2.

§ 3. Hulkliikmete vaikseim iihiskordne.

Hulkliikmete véiikseima iihiskordse leidmiseks lahutame hulkliikmed
algtegureiks, kirjutame vilja iihe hulkliikme, siis selles puuduvad algtegurid
teistest hulkliikmetest ja moodustame viljakirjutatud avaldistest korrutise.

Ulesanne. Leida avaldiste
4N2x¢ —4N2, 6N (22 4 20 —3) ja 20Nz2 — 20N
véikseim iihiskordne.



Lahendus. Antud avaldiste algtegureiks = lahutamine
annab:

4N2z — 4N2 —4N2(z—1) =22 - N2(z— 1),
6N (22 +2x—3) =6N(z—1)(z+3)=2-3:-N(zx—1) (x4 3),
20N22 — 20N = 20N (22 —1) =22-5-N(z—1)(z+1);

seega noutud viikseim {ihiskordne on

22-N2(x—1)-3-(x+3)-5:-(z+1)

ehk
60N2(x—1) (x4 1) (x+3).
Ulesanded,
6. Leida jirgmiste avaldisepaaride viikseimad iihiskordsed:
TR y SR 3. m
5a — b5z 12a + 5b m2 -+ m
4. Ny 5. 3p2 6. 4a - 4n
N2—N %+ pq 5a—5n
% a9 gR2 8. (t—1)2 9. (v—9)2
6a —6R 413 — 4t (18 —2v)2
10. 3z 1. 92—y 12 1 g2
322 — 6y 72 -+ Tu z—1)(z+2)

7. Leida jérgmiste avaldisekolmikute viikseimad {ihis-
kordsed:

1. 12a2z 2. a2 S (b1t
15a322 a3 b2—17b
18a4x4 a2 +2a 5b

d4ax 5. 322—48 6. (x—3)2
a? 4+ ax 3z —12 x2—9
ar + a2 (z-44)2 5x — 15

. 3(nz2—1) 8. 2(z—1)2 5 e
(n—1)(n241) 7(z+1)2 (a—b)2
n3 +n 14 (22 —1) a+b



8. Leida jirgmiste avaldisekolmikute viikseimad iihis-
kordsed:
1. a(a+0b) + a2 —0b2 2. 22 —4x+43
4a2 —4ab + b2 224-4rx—5
a2 — b2 2 —2x-1
3. 22 —br—14 4. 22 —3r—4
4 —16 22 —6r 4 8
24+ r—2 3 —322 4 3rx—1
5. 22 —y2 6. a4
(x+y)2 2a—1
3 - y3 4a2 —1
7. 8ab-16b2 8. x—1
a2b -} 4ab2 4 4b3 2—zx-+1
as 341
9. a3—a2+a—1 10. g2—4
ad4-a2+a-+1 a3+ 8
at—1 a2+ 2a -+ 4.

§ 4. Murru laiendamine.

Antud murru laiendamiseks ndutava nimetajani jagame ndutava nime-
taja antud murru nimetajaga ja nii saadud jagatisega korrutamegi antud
murru lugejat ja nimetajat.

Avaldist, millega antud murru lugejat ja nimetajat korrutame,
see tdahendab, millega antud murdu laiendame, nimetatakse
laiendusteguriks ehk laiendajaks.

Laiendada murd % nimetajani 56.

St
14~ 14.47 56

Ulesanne 1.

Lahendus. 561 J4==4s

Ulesanne 2. Laiendada murd -i:—? nimetajani 12bn.

Lahendus. 12bn : 4n=30;
3m _ 3m-3b _ 9bm

4n~ 4dm -3b 12bn’




2 —b

a+3b
nimetajani 2a2 -+ 7ab 4 3b2.

Lahendus. 2a2+7ab+3b2fa+3_§

Ulesanne 3. Laiendada murd:

2a% 4 6ad 2a+0
ab + 3b*
ab 4 3b*
20—b_ (20—b) (2a+b)  4a2—B
a+38b (a+3b) (2a+0b)  2a+ Tab -+ 302
Ulesanded.
9. Laiendada jargmised murrud antud nimetajateni:
1. % nimetajani 2108
2
2 o 2 817
%ir A bn2
n
4. % e 2ax
5. o ,  12ab2
2m
6. 18 < 52m2n
x|
& m o a2 — b2
62l a2 4 2ab 4 b2
a+ b ”
e Biss
B " x? —2zy 4 Y2
1e. :: > : - m2 —n2 ’
1L ':‘3‘ ¢ ad — b8
12, oo m3 + ns

m+n »



2 + 5

13. imetajani 2 A
o nimetajani 21a2 + 52a — 4
20 —3

o o Bx2 s
G T 3 1522 4 11z — 14
2 ; 1

15. Z_}s % 22 + 9a — 5.

§ 5. Murru taandamine.

Murru taandamiseks lahutame lugeja ja nimetaja algtegureiks, leiame
lugeja ja nimetaja suurima iihisteguri ning siis jagame sellega murru lugejat
ja nimetajat.

Avaldist, millega murdu taandame, nimetatakse taanda-
misteguriks ehk taandajaks.

Praktiliselt toimub murru taandamine sel teel, et parast lugeja
ja nimetaja algtegureiks lahutamist kustutatakse lugejas ja nime-
tajas nende iihised tegurid.

Ulesanne 1. Taandada murd
(x+38)(x+2) +2(x—3)

T a4 14w + 49

Lahendus. Lugeja teisendamine annab:
(z-+3)(x+2) +2(x—3)=22-}F 5246+ 22—6=
=22+ Te=2x(x+7).
Nimetaja lahutub tegureiks jérgmiselt:
22+ 14+ 49= (z+ 7)2.

Seega
(#+3)(x+2)+2(x—38) _z(@+7) __ «
22 4« 14w + 49 T+ DN a7
Ulesanne 2. Taandada murd %a;—_s—zk-
—8ab

2ab—2b  2b(a—1) a—1

Lahendus. g =00 —a)—i(i—a

11



Me teame murru pohiomaduse pdhjal, et murru viadrtus ei
muutu, kui tema lugejat ja nimetajat korrutame arvuga — 1, see
tahendab, kui muudame.lugeja ja nimetaja litkmete ees olevad
margid vastupidisteks. Kui aga soovime muuta vastupidisteks
ainuiiksi kas lugeja voi nimetaja lilkmete ees olevad mirgid, siis
sellest muutub ka murru mérk vastupidiseks; et murru viartus
el muutuks, siis sel korral muudame omakorda vastupidiseks ka
murru ees oleva méargi. Vastavalt sellele, mis praegu deldud, saame
oma murdu teisendada veel jargmiselt:

Ulesanded.

a—1 B
4(1—a) 4(1—a)

1—a

10. Taandada jdrgmised murrud:

1.

5.

42
63
45
60
ﬂ)
288
384
408
sab
ba

6.

10.

1
4

6abe
Qac
4mn
6m2n
ab
- g
6y
3x2 — 3y
12a
a6

11. Taandada, kus véimalik, jirgmised murrud:

1. - 9m+ 18
9m — 27
2, ab—ac
ad + ac
3. a®—a
ab 4+ a
4., 20—2
2%+ 1
P a—ax
n—na

6.

8.

9.

10,

Th 4+ 14
Th — 35
2e—1
2e 43
n 4 n?
14+n
ar + a*r
o+ ar
6u3 — 6u?
S e

2

M. . dabe— ot
3ac — Tau
12. ns + nt
sv + tv
13, a®—az

‘ab—bz
14, @+ @?

> +Q
15. 528 — 62

1522 —18




)

12. Taandada, kus voimalik, jargmised murrud:

1. 422—4ax 41 6.
100 —5

2. ay®—2ay-+a 7.
i

3. 24 —2241 8.
g

4 wr—2u4u 9
R TS

5 25—10v+ 2 10.
250 — av?

2?—1
4o 4 2

4n? 2425

16n* — 625
g —gf*

kh + kf
1—Q*
Q?+1

13- Rakendada summa jagamise seadust ja taandada, kus
voimalik, tulemus:

on + 20 5
5
s Aokt ’
21
ab — 2ac ¢ 4
ab
2 4 ma 8.
2mex
14. Taandada, kus
1. 2—a
a—2x
2. by—b
1—y
3. bnz—15
3 —nz
4. 2?4 ay
*Y + y?
5. 15a%— 20ab

2lam — 28bm

Tmn — 14dmp
Tm?2
3p* —2pq
6p%>

6. 2a—5b
156 — 6a
7. 1—h2
ch®*—c¢
8. abd?—abe
. abe — abd?
9. ab— be
ad —de
10. 42 p2
i

9. 14f% —10fg
g
10. 9ax? — 18b22
36ab
11. 1222 — 60a222
T —48ax®
12. 18a2b% + T20bc?
18a2bc

voimalik, jargmised murrud:

a®—1

31
1 +T

12, kil

4——7

13. d2u? —9d?
“du—3d

14, w?—1
(w+1)?

1§. (nz + 1)3
n2z2 —1

13
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15. Taandada, kus vbéimalik, jargmised murrud:

i orad®
a— %
FH g,—b
b2 a_’
3. e 6—2a
22— 36
40 Sh-=Fk
k2 —9h2

o  a®4 2ab 4 b2

a? — b2

6.

9.

10.

9—p?

p+3

m? — 2mn + n®
n—m

R o . I
% + 2pq + ¢
U2 — 22

U — 2uw + 02
9a2 — 162

9a% — 24ab + 16b2

16. Anda jargmistele murdudele niisugune kuju, et nii luge-
jas kui nimetajas seisev avaldis algaks positiivse litkmega:

1.

2.

3.

1%,

1.

Ma—b 4.

—_—a—c

e kg 3.

—3c+

—~m—an 6.
n—m

r—1

—1l—u

4P —Q

“ —a(b—ec)

Taandada, kus voimalik, jargmised murrud:

o — 20— 16
222 — 18

22 —8x 4T

222 —dx + 2

a?—x—2

ax —2a
%%+ T 412
2 —4x
a® 4 a?b—ab? —b?

a® — a?b—ab? 4 b°

-1

8.

9.

10.

—b
8. (1—a)(b—c)
—_—m—n
9. —R(x—17)
x2 + ,,-2
@ —13a + 42
14 —2a
522 4 102 4 5
ax? —5ax — 6a
o i 0
3 +3c24+3c+1
4n2 —4n —8

Tn® — 42n2 4 84n — 56

22—y — (x4 y)z
22 —y? 4 22+ yz




18. Leida jargmiste murdude numbriline véartus, véimaluse
korral murde enne taandades:

1. 22—14z449

: B—T2—24+7'

2. t—1t3
i¥sifsess’

kui 2=—5

kii t=—17

A *;132:9 3 klli a—= 11
4. v3—1202 4 48v—64 SR
B3 [y T Ay , kui v=—14
o 8a24 1624 32 X
——— —— kui =3

23 —8

§ 6. Murdude teisendamine iithenimelisteks.

Murdude teisendamisel iihenimelisteks leiame antud murdude
nimetajate viikseima iihiskordse, mille votame antud murdude
ithiseks nimetajaks. Siis laiendame antud murrud selle nimetajani.

N dide. Teisendada iithenimelisteks murrud

a—b ” 2ab
Trsab+ o ®

Leiame nimetajate vik.:
a2 -+ 2ab + b2 = (a -+ b)2
a2 —b2= (a + b) (a—Db)

ithine nimetaja = (a + b)2(a —b).

Esimese murru laiendaja on
(a4b)2(a—Db) : (a2 + 2ab -b2) =a—b;

teise murru laiendaja on
(a+b)2(a—D) : (a2—b2) =a+b.

15



Niisiis
a—b (a—10b)-(a—1b) = (a—b)2

@+ 2ab 4 B (@t 2ab+ 69 (a—6) (@t b)*a—b)

ja [

2ab _ 2ab-(a+b) __ 2ab-(a+b)

@?—b " (a®—b)(a+d)  (a+d)(a—Db)(a+d)
2ab(a + b)

“(a+0)%(a—b)
Ulesanded.

19. Teisendada iihenimelisteks jargmised murrud:

r 5 L oiis b
12 Jja 18 a+b ‘] &~ b

.5 W 8. m .
24 92 3 m—n m—4n

e T 13 9. a-d o a—b
9’ 1592 5 g O gl

£ 81k 0. 2 . a+b
i’ 1872 3 2—02 9% 7 oab + b

S | ;’ e i 7 1 b G & ab
a abI® @ a@+b) bla—b) 2 P

6. Zn 2k = 4m 12, gtd' c—d 5 cd
ém’ 150 92 o ce—d) dlcFad) I a4

§ 7. Murdude liitmine ja lahutamine,

Uhenimeliste murdude liitmisel ja lahutamisel, nagu teame,
saame summa lugejaks antud murdude lugejate summa voi vahe,
summa nimetajaks jadb antud murdude nimetaja. Kui liidetavad
on isenimelised murrud, siis teisendame nad iihenimelisteks ja
edasi toimime eespool antud juhise jérgi. Kui moni liidetav on
téisavaldis, siis arvutamisel kirjutame ta murru kujul nime-
tajaga 1.

16



Ulesanne 1. Kirjutada murru kujul avaldis

- 2

P leithnd i oo

b
Lahendus
e b bla—Db) ab— b2
M e s b
seega
EERDE QLo o L SRR, b AT M. e i

b A b o
_ab—b*—a?+b2—ab —a2 a?
= ) & PRamenE

Ulesanne 2. Lihtsustada avaldis
12
(% +5)°—95° T ab + Eh abib’2 2
Lahendus. Nimetajaid tegureiks lahutades saame
(2a+b)2—9b2 = (2a+b +3b) (2a+b—3b) =
= (2a + 4b) (20 —2b) = 22(a + 2b) (a —D);
ab -+ b2=>b(a-}b);
ab—b2=0>b(a—Db).
Seega antud nimetajate viikseim iihiskordne on
22b(a -+ b) (a — ) (a4 2b).

| Laiendajad on vastavalt:

b(a+b), 22(a—>b) (a-2b)
ja 22(a-b) (a -} 2b).
Teisendades antud murrud tihenimelisteks, saame antud avaldise
kujul
12b(a + b) + 22(a — b) (@ + 2b) — 22(a+ b) (a + 2b)
22b(a + b) (e — b) (a + 2b)
Lugeja lihtsustamine annab
12(ab + b2) -+ 4(a2 + ab —2b2) — 4(a2 -} 3ab - 2b2) =
=12ab -} 12b2 + 4a2 | 4ab — 8b2 —4a2 — 12ab — 8b% =
—=4ab —4b2 —=4b(a—D).

2 Vihman, VIII kL 17



Seega omandab antud avaldis kuju

4b(a—b)
4b(a + b) (e —b) (a + 2b)

ehk
NS e
(a+ b) (a4 2b)
Ulesanne 3. Lihtsustada avaldis
a 2a 3a2+a—2
PR IR SR L G

Lahendus. Teine nimetaja teisendub esimese nimetajaga
samakujuliseks, kui teise murru ees oleva mirgi ja nimetajas |
mérgid muudame vastupidisteks; kui peale selle kolmanda murru
nimetaja lahutame tegureiks ja iga laiendaja kirjutame vastava
murru peale, siis saame:

a1 a-1 § X

g - Ba _3a2+a—2_7+37 80+ a—2
a—1 1—a @2—1 ~a—1"Ta—1 (a4 D(a—1)
__ 0 4+a+42*2+20—3a* —a+2
gL o (a+1)(a—1) o
. 2%a+2 ey L E
(@+1)(a—1) = @+1)(@—1) a—1
Ulesanded,

20. Teostada jérgmised liitmised ja lahutamised:

g 8 5 6. 9a2 3a? a?
6T 16116 s e
85 18 i1 7. 3a42b 6a -+ Tb
E"ﬁ"’ﬁ 9 o 9
3. 1_'__11_{_1 8 Bx—9  x+2
n n n 14 14
4. ﬁ_l_lt__i 9. am bm
a a a. a~+b+a+b
5 ba a 10. a 1

% P Yoy S oy
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21.

| P 3 5
P tan
g5 g
Co ki e

B = 5
1+—+%
4.
8+__1
5 a a
RAST

Teostada jargmised liitmised ja lahutamised:

6. 3__33
6 9
%0 a a
T TS
8. b b b
i
9,31 1
Ly
W
b 2b

22. Kirjutada jiirgmised avaldised murdudena:

1‘

2.

3.

4.

5.

14 2
s
14n+ ln—d'n
"’—3+Tﬁ

g8
a_b__a b

6.

8.

9.

10.

23. Teostada jargmised liitmised ja lahutamised:

1.

2.

3.

b—8  b—4da

Wl
(a+c)?
x2+3
2—8
i 4045
T 22—+ 6
b5x% —3
R e o) L ANl
i o
9 bl b
a+b_“___a_'*:i
€ g
R—nr R —r
“ 1
4a—7b+3u—b
R R O S
2h+5  8h+17
9. 50—6y Sw—2
r—Y y—z
10. 3a—4b 3b—2a
a2—b2  p?—at
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24. Teostada jargmised liitmised ja lahutamised:

5 1 1 G 2 4a— b
a-tb +—c 7+a2+ab
2. 2 ¢ 7. 1 1
22—?—{_% Tig - dd
3. 1:1_&{-1 8. n 3n
2 + 3y 3y 6mZ—m  10m—2
4. m+2n__m+2n 9. Mol 3
m m—2n x—1+ l—2
8 i‘_—_b_*_ﬁ_b 10. a b
R R b(x+1) a(l—m)
25. Teostada jérgmised liitmised ja lahutamised:
< 2x——19__ S5z 1
3 —1T 6x—8 -2
2. b5z—3 62z -8 2% a6
a8 ‘3«(3_“)—&‘1‘2
3. > 3 ;i
P S Vs i |
4, 2n—11 4n 4 15
w—9b n+47 +1
5. 2u? Su2—4
S e e Bt
6. 2 2
TR S|
7. 2032z 20—3%
20 —3%  3x—2a
8. 4daix da—u
la—z T o—ta
9. 2 3 2a - 15
2a+3+3—2a,+4a2—9
10.- 2 3 2a —3b
a+b-2a_4a2_b2
11, 1 2 1
C—2@—3 T e—D@E—a) T @—D@—2
12, a?— be b2+ ac

c24 ab
(a—Db)(a—c) o (b+c)(b—a) + (c—a)(c+Dd)



26. Maja veevirgi kraan annab torustiku korrasolekul ¢
litrit vett minutis. Torude osalise]l ummistumisel langeb minu-
tine ldbivool d liitri vorra. Mitme minuti vérra kasvab sel puhul
vanni tditumise aeg, kui vanni lastakse vett v liitrit?

27. Ujuja ujub seisvas vees kiirusega v meetrit sekundis.
Joevoolu kiirus on w meetrit sekundis. Kui palju aega rohkem
kulub ujujal ujudes k meetrit vastuvoolu kui ujudes sama kau-
gust périvoolu?

Kui palju aega kulub ujujal ujumiseks k& meetrit vastuvoolu
ja tagasi lahtekohani?

§ 8. Murdude korrutamine.

Ulesanne 1. Teostada jﬁ.rgmjne korrutamine:

(4 —a2) -
Lahendu&
_ (4—a?)  3a 3a(2+a)(2—a)
(4—a2) - 2+a g $ie =3a(2—a).

Ulesanne 2. Lihtsustada avaldis

r+u x4+ 2u
Lahendus.
22— 4u2 22— u? _(e+2u)(x—2u) (z+u)(z—u)
“wtu x+2u x4+ u 2 x -+ 2u

(m+2u)(x—2u) (x+u)(x—u)_ (x — 2u) (z —u).

(2 + u) - (v + 2u)

Ulesanded.
28. Teostada jargmised korrutamised:

1. g5 8. g b 5. 9 20 28
'8 %" %a 162115
2. 2 4, a B, 1F.2%8 8
4.3 105 ' 90 1534 16
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. ( a2 b ¢ 10, a2 — 9?2 Y

e A T
8. (_f_lg) < (__ 92) .9  § P (__ 302 \,
3b 4l a? -+ b2 4a — 4b
9. a®+ab 12 12,  108%—10a® (__ b2 - a2
3bc  a>—b? a2 5a - 5b

29. Teostada jargmised korrutamised:

b e € Al
S G
* e s
4. 642-:(}1;'(57‘_3) 9. 4?4-_—1400}4(61_1)
=T R

22

30. Teostada jargmised korrutamised:

o ube 0 o ks
x—a «2—a? Sz 842
2. a8—1 12 T.out—4e? 1202
4 c—1 8u 2u —4v
3. 1 bx 8, 82—3s 14¢2
Eehg) it B
4. w.’_zz_——_él 9. .4'r2+8'r. 157 + 45
3(z+ 2) 8 3r+9 14r2 4 28¢
5 az—a? 6z 10. 5p(p—gq) 3(p*+4?)
2  ba(z+ 1) 8r(p+9) 5(p®—a%

31. Teostada jargmised korrutamised:

: A 3o+ 3 6a 4 18

a,2+6a+9' aZ—1

2, 224444 24a
16b ':c‘2+5w+6




3.  5c2— 10bc 2% — 6z

—bx— 6 15c® — 60bc + 6062
4. (a+b)(m—n).a2—3u—4
. a2—9a 420 m2 —mn?
5. 3u—15 u?49u+8
2u+8 u?- 3u—40

6wy b—a,)
WESh c
y 7= ab4ac ab—ac

" ed—bd bd+cd
8. ad——ab.ab+ad
be+ed be—cd

32. Teostada jﬁrgmised korrutamised:

"Gt

2. (2.13 ) 35.1;2)

Ty bl \ 6y2

" )6+
b -y

bR (a+1+a——l) (a2—1)

a7—1 a—|—-1
6. —3 , a-+43
(a+3+a—3). (a2 —9)

§ 9. Murdude jagamine.

Ulesanne 1. Teostada jagamine:

3a + 2. : (9a2 — 4).
Lahendus. Korrutades murru nimetaja téisavaldisega,
saame
3_aj—_g . (902 —4) = 8at+2 3a 4 2 1

2(9a2 —4) ~ 2(3a+ 2)(3a—2)

= 2(@a—2)

23



Ulesanne 2. Teostada jagamine:
(a+2)2 &zﬁ

Korrutades tdisavaldise murru poordviirtusega, saame:

_2a—|-2x__6-(a+x)2_6(a+x)2_
(a+2)2: WERILR T et

3_("'7—!-_":)__3(“_’_13)'

Ulesanne 3. Teostada jagamine:
@—a—06  a+2

@ ‘a2 —p |

Lahendus. Esimese murru lugeja tegureiks lahutamisel
saame:

2—a—6=0a2—3a-+2a—6=(a2—3a) + (2a —6) =
=a(a—3) +2(a—3) = (a—3)(a +2).

Teise nimetaja saab tegureiks lahutada:

2—z=z(z—1).

Korrutades niiiid esimese murru teise murru psordviirtusega
ning taandades, saame:
a?—a—6_ at2 (a—3)(a+2) w(z—1) -
® e e z(a 4+ 2)

_ (a—38)(x—1)
= (a—3)(z—1).

Ulesanne 4. Lihtsustada jirgmine, téhega z tdhistatud
avaldis:
2n — 1

9+

24




Lahendus. Lugeja teisendamine annab:
2n—1_ n(n—2)+2n—1 _n—2n4+2n—1 n2—-1_
n+n—2 - n—2 S n—2 Tl

_(+Dn—1)
b n—2

Nimetaja teisendamisel saame:

n_’_7ﬁ Sriagy n(n—2)+ﬁn i n2—2n+4+n _’n2—-’n__n(n_1)'

o R n—8 n—2 = n—2  n—2
Seega
g0t (n—1) nn—1) n+

n—2  n—2 n

Teine lahendusviis. Korrutades antud murru lugeja
ja nimetaja iihe ning sama avaldisega, nimelt avaldisega n— 2,
saame:
2n — 1
_n+ n—2 __mP—2n+2n—1

o n n?—2n 4+ n
n+n-—2

x

__n2———‘1_(n+1)(n—_-i)_n+1.

T n2—n n(n—1) n

Ulesanded.

33. Teostada jargmised jagamised:

1 88 58 6. 4
67 134 —5'15
2, 22,33 . @b
35° 70 b2 'a
3. 13 S. 2z 2
26:'1‘_5 _gg.(_é .
£ o1 9. 6a2  3a
*33 2562 ° 5b
o 10, smen, 2
16 ° 15 - 8%

256



34. Teostada jargmised jagamised:

: 24 a,+b 6. . —c
(a+b) a: =2
2. 4'n(p—q) 2 R d v
TR , (2p+29) : %,
3. 22—e? | 8. z x4 2y
—% i (540) (z+2y) : (—232)
" b
$ B, (Smlm) %, (a—m)s; 2o "2m
* . S
3. 5a_;g-1 (9502 —1) 0. (am—1) 4m9 -1
< (5.5 1
35. Teostada jargmised jagamised:
21 x‘*‘—ax_i . 105f% | 84fg
4a ° 8a2 oh=1"1cgh
2. 2—4 w—2 8. (@ ) Q2
50 ° 15a2 (7—6' 4Q
3. a?*—2a? a-4w 9. m2—m—12 m—4
ar - a?x? a? ‘a?—a
4. (m+n)? 6m+ 6n 10. % —19u+90 u—10
dm—4n " m—n u2—1 ‘u+41
9. p?+pq. PP+ p%q 11. 2 Lo X
7w + 8% * rad + sxd (R _2+—I72)'3(R_R)
6. a+b db+a 12. 26 T
; Girebe bt SRR e

36. Teisendada jérgmised avaldised nénda, et neid oleks
voimalik kirjutada {iheainsa murrujoonega véi murrujooneta:

1

& = 3. 5. £

: .sc+2 1478 a:+2y—

@ 1 1

=3 kexo o 5

o ik 4 b 6 Rk

e a+3 . 1—»; N 2
2—g i ¢—
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ST 4 Wia fon TR
q 6 _1 14
i St o 1,1
r . 9b a:+_y_
1 1 a2 — 4b2
8 e 1L, 14.
. n 1_}-m—l 27
A TS a—2b
n n2 S o
gt L R sk
n q 2n c8 _+_
k5 : 185k o1 ¢
n q 2n 4

§ 10. Murru astendamine.

Murru astendamisel mingi positiivse tdisarvuga astendame selle arvuga
murru lugeja ja nimetaja ning esimese tulemuse jagame teisega,
sest astme definitsioonist ja murdude korrutamise juhisest jarel-
dub, et

Kui astendatav murd on taandumatu, siis on ka selle murru aste taandu- |
matu murd.

Pihjendus. Kui antud murd on taandumatu, siis tédhen-
dab see seda, et tema lugejal ja nimetajal ei ole {ihiseid tegureid;
sellest jireldub, et selle murru astme lugeja ja nimetaja on samuti
iihistegurita arvud, sest astme lugejaks on korrutis, milles iga
tegur on vordne antud murru lugejaga, astme nimetaja iga tegur
on aga vordne antud murru nimetajaga.

Sellest, et taandumatu murru aste on taandumatu murd, jérel-
dame omakorda, et iihegi lihtmurru ega iihegi taandumatu liig-
murru aste ei saa olla taisarv.
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28

Naiteid.
= =15
2

2. (2«;2 ¢ (0t _ 1608
363/ = (3p3) T s1p

Y - B - e,
37. Tgstadla jargmised astendamised:
1. (11)4 6. (a_5)6 gk 3
2 b7 b2 a?
o N
3. (1%[))2 | 8. (2%2)4 13. (g_’_;)-’
4. Gy)g 9. (_c%g)s 14. (ac+y
5 (__2_: 1 10. (%2)2 15. (iajbl’))

38. Lihtsustada jargmised avaldised:
{1k o— ) (]
9, [az+am (a2 x2)] %Fﬁ_)_l]
ax

3. (“ I_ﬁ_l.( " 1)

a1 a—1 274 4q

-5 ”( )] e e |

6. ‘a2 4 b2

(a+b3+
¢ (a+b)
7. a(a—.b)—b(a-b)
a b
at+bdb a—b




§ 11. Murdarvuliste kordajatega lineaarvorrandid.

Murdarvuliste kordajatega lineaarvorrandi lahendamisel toi-
mime jérgmiselt:

1, korrutame kdik vérrandi lilkmed vorrandis esinevate murdude iihise
nimetajaga;

2. avame sulud, kui on sulgavaldisi, ja koondame, kui on sarnaseid
liikmeid;

3. toome kdik otsitavaga lilkmed vdrrandi iihele poolele, kéik otsitavast
vabad liikmed teisele poolele ja koondame;

4. kui otsitava kordaja niiiid ei ole 1, siis jagame vdrrandi mdlemad
pooled selle kordajaga.

Leitud lahendi kontrollimiseks arvutame algvorrandi vasaku
poole vidrtuse asetades otsitava asemele leitud arvu, samuti toi-
mime vorrandi parema poolega ja vordleme tulemusi: kui tule-
mused on vordsed, siis leitud lahend on dige.

Murdarvuliste kordajatega lineaarvorrand-siisteemi lahen-
damisel lihtsustame vorramdid, nagu juhatatud eespool antud
juhise punktides 1, 2 ja 3, ning lahendame edasi kas litmisvotte
voi asetusvotte abil.

Ulesanne 1. Lahendada vorrand:

Tx + 18 2 3 2 2
2EB @43 = (”2+ )+2§.

Lahendus. Uhine nimetaja on 30.

10 6 15 10
18 2z+3)_ 3xt2 , 8
3 o s e

70x - 180 — 122 — 36 = 45z + 90 + 80
58x -~ 144 = 45z |- 170
58r — 45x — 170 — 144
132 =26
=2



Kontroll

7.-24 18 14+18 = e T
___(2+3)_ —2=F—2=83;

3.2+2
2

: . 2 .3

Ulesanne 2. Lahendada vorrandsiisteem

2047  1Uy—8 _ 5
o

| _9"_—_'%+ y—8=6

30

Lahendus. Lihtsustame esimese vorrandi. Uhine nimetaja
on siin 36; korrutame sellega koik liikmed. Siinjuures peame
silmas, et murrukriips asendab sulgusid, seega siis

murrukriipsu &drajdtmisel, mille ees seisab miérk miinus, tuleb murra
lugejas esinevad mirgid muuta vastupidisteks,

Saame:
4 9 36
2047 1ly—8__ .
=

82 - 28 — 99y -+ 72 = 180

8z — 99y - 100 = 180
82 — 99y = 80.

Teisendame niiiid teise vorrandi. Korrutades siin iga lifget
ithise nimetajaga 12, saame:

2 3 }_2,
5 —- 2 5y —8
6 +y4 =¢ b
10x —4 4 15y —24 =172
10z + 15y — 28 =72
10z -+ 15y = 100
2z 4 3y = 20.




Niiiid lahendamg vorrandsiisteemi
| 8z — 99y =80
| 2z 4 3y =20.
Kasutame liitmisvotet.
8z — 99y = 80 , 1 | 8z — 99y = 80

2z + 3y =20 45 662 + 99y = 660
T4 = T40
Saime lahendi:
Jz=10
\ y=0.

Kontroll. Esimese vorrandi vasak pool annab:

LT BV ey
O R R

Teise vorrandi vasaku poole vééartus on:

5:10—2 5:0—8 48 8 £
“E e e SRS e Rl

Néeme, et lahend on dige.

Ulesanded.
39. Lahendada jargmised vorrandid:
® > 1 S
1. 7—-%=1 6 2+F=0
* @ a2 X @
2% z43+:=23 T itr=%
= 3z |, Sz 20 4x 428
8. T42¥—19 R
e aan. o o Mgl E 2
2 3 2 2 3 h
> 3 7 3x ) 1
De 2x+z=3x—|—§ 10. 5+6+§=x—2
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40.
¢ X
2.
3.
1.

5.

10.

11.

13.
14.

15.

Lahendada jargmised vorrandid:

1 -
& 2
& 2 3z 4z 1
G b e et
3
1——9—20=Z(x—|—3)
2 3 5 13
sE+i =1
3 2
x+x-§-2=5+ x-2|—3
11—z 1—22 1—32
2 "’ . Jia ki
2x+1 +2
x—2 a:-—4_m—8
Y AR e

43 le+i)=le—5@+3)
B ek S S et
(z44)(x—4) = (z—2)2
1+ 2)8= x(3x-—l—x2)-|-10
3w — 4 — —1
e S e

41. Lahendada jirgmised vérrandid:

e’ x > x o
S 0 1 x 1 x—4 x—>5
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6 2(2—35)=2(1—Tx)
. 2@z—1)=3Q2s—1)
8 l@—03)=;@z+01)
9 4—1(1—2)=;(6—2)
0. 2% 4+1)=3@s—1)+1]
42, Lahendada jirgmised vorrandid:
L 2(4z48)—3 @zt 1)=4
2 e+ +i@+2)=3@+3)

. J@—1)=;(6z—3)

5
iy 1
8. 58—a)=1;—z(1—2)
et P 5, D Bl b 00
5 1 4 Kol SRy 6
. =2  »-3 12, 82—2 5z 9(8—3w)
§ g BB 35
x4+ 2 by —2 x , 53Bx—1) 402z — 11
N b ok .2 i
7 i gl s
9. Eoi?:_3=4m—5 PR dncet, WA A, b o 2,
3 3 3 3 9
0o _v—7_ = : 15, 52—1 =z  4x+8)
3 . 3 et

3, Vihman, VIII ki ; 33



43. Lahendada jargmised vorrandsiisteemid:

1 2 1
5 +5=3 [s2t+gy=145
; 1 SRR
| gy—32=>55
e
[ -772 y+x=u
i 5 ix—|—3y
___3.3~ x4 7
: . {' P +y=9
2
=105 (L2 4a=—11
é J[1‘;2’”+4y=13
. A
lx-l—o_; Ve 1

44. Lahendada jérgmised vorrandsiisteemid:

h+5 k44
[8 | B

i 3(h—1) 4 2(k 44) —28

5

flodt: 5 o s
| 7
2(2—m) +3(m+7) =20

2p—3q__ 5p—8¢
4 1

l
i
| 3(p—q)—2(2p—39) =1
L
F &
|

31!_3

3(z—1) +y+3=7



45. Lahendada jirgmised vorrandsiisteemid:

[3w+y—8_4 [7x+3}y7t;2_9
5 4 % . ) 51 ik
: i5w—3’y~—_5_7 ") e—by+6__ g
3 ey l T
TS S g e +5.; Wt =l
3!3+4—5F4[5+7“OT
* V847, 249 2 * Vaw—2 , 2y—8 2
e G A
2¢ 4+ 3y —1 x—y48
* l 5 + 4 ’—4
D]
be—y+1 | z+29+3
[Fr R e
7oc—y+2__3'a:+9y—-1__7
s =t
" low+2+8 | Br—y+14
| et 2uts | Syt M g

§ 12. Vorrandid otsitavaga nimetajas.

Mbned vorrandid otsitavaga nimetajas taanduvad teisenda-
misel lineaarseiks vorrandeiks, kuid nende lahendamisel voib
monikord esineda iseirasusi. Uks isedrasus on see, et mone nii-
suguse vorrandi teisendamisel jouame vorrandini, millel ei ole
lahendit. Niisugusel juhul ei saa ka esialgsel vorrandil olla
lahendit.

Ka voib juhtuda, et vorrandi teisendamisel jouame niisuguse
vorrandini, millel kiill on lahend, kuid kontrollimisel selgub, et
see lahend ei rahulda esialgset vorrandit; siis jallegi esialgsel
vorrandil lahendit ei ole.

Nende isedirasuste tottu, mis vorrandi lahendamisel otsitavaga
nimetajas esineda vdivad, peabki selliste vorrandite lahendeid
tingimata kontrollima.
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Ulesanne 1. Lahendada vorrand
x4 1 3x—8

3%x—17 30Bz+4)
Lahendus. Vorde pohiomadus annab:
3(3z+4)(z+1) = (3z—7) (3x—8),
millest peale sulgude avamist saame
922 + 21z -+ 12 =922 — 45z -} 56

ehk koondades
662 = 44,
seega
SR
66 3

Kontroll. Asetades leitud viirtuse z-i asemele lahtevor-
randisse, saame vorrandi vasakul poolel

2 5
T e B TR
2 LY - g )
3-3—7
ja vorrandi paremal poolel
2
3 3 8 2—8 — 6 1

=———3—,

2 e P et
3(3- 2 44)
seega leitud z-i vadrtus toesti rahuldab vorrandit.

Ulesanne 2. Lahendada vorrand
4x+4-5 4

e —8" 17
Lahendus. Vorde pohiomadus annab
7(4c+ 5) = 4(Tx —8);
sulgusid avades saame

28z | 35 = 28z —32.
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Lahutades vorduse kummastki poolest 28z ndeme, et arv 35
peaks olema vordne arvuga — 32, mis on voimatu. Selles vorran-
dis peituv noue pole rahuldatav, vorrandil pole lahendit.

Jarelikult ka esialgsel vorrandil pole lahendit, niisiis ei saa olla

5 i 4
niisugust arvu z, et murru ;:"_i'g védrtus tuleks -
Ulesanne 3. Lahendada vorrand
4 1 D
w—}-—l_}—m—l:mz—l'

Lahendus. Uhine nimetaja on 22 —1, vastavad laiem-
dajad on x—1 ja z+ 1.

Niisiis
m-|—1+w——1=ac2——l
dr—4+tzx4+1=2
b —3=2
by =05
e}

Kontroll. Asetades leitud z-i vaartuse algvérrandi vasa-
kusse poolde, saame:

4 1
s+
Et nulliga ei saa jagada, siis puudub saadud avaldisel arva
tahendus; jarelikult ta ei saa millegagi vorduda, mistottu on tiitea
iikskoik, kui suur tuleb vorrandi parema poole vadrtus, kui @ = 1.

On selge, et arv 1 ei rahulda algvorrandit. Sel vorrandil ei ole
lahendit.
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Ulesanne 4. Lahendada vorrandsiisteem:

g 2
g;+?_3
6 5
B e o

Lahendus. Rakendame nn. abiotsitavate votet.

Kirjutame antud vorrandid niisugusel kujul:
1 1
BE = +23- g 3

[&%—a%=L5

Miérgime murrud % ja % vastavalt tdhtedega  ja v, nii et

Meie abiotsitavateks on u ja v.

Niiiid saame:

3u-+42v=3 —2 | —bu—4v=—6
P g 5 8 U WL ctthe il ok
A —9v=—4,5
v==05.
Jarelikult
3ut+2-05=3
s
g
1 2 1 1
Bt —=5Ja e

!
|
}
!
|
|
?




{Hesanded.

46. Lahendada jargmised vorrandid:
1. x4+ 7 i 6. 7m+8 142 45
e 4 2 3
g BB 8 7. dx—2 6x+8
16 8 B e RS &
g, 2—9__5 g, 180—7 187
T e .7
s, u+8_ 8 9, 102—6 _ Tx—27
Tu—9 9 9 g
% 84:-}-_5__5 10. 50248 1lz—2
20 —1 gt 2oy 6
11. do b etk a o 11
6x + 18 102430 45
2 Sz + 2
12, =
x+2+x—2 x2—4
2 5 8
13.
w+2+z—2 — 4
14, SRR
241 2o—1  1—4a?
% 1 2
15. o
1—2:7c+1+2x 1 — 42
47. Lahendada jirgmised vorrandid:
g s . d&—5 Sw41 1
50 —3 z+8 3¢+2 5x—1 3
41 92 2 3 20
e e s DY o =
x—17 3 —4 0 . w-—-l+w—2 4o —
245 8 15 13
. =T = 9. =
4 +ac+6 2 x——13+3m——16 x—8
1 22 —3 10
e 10.
i S x+2 4 2:1:—3+6a:+4 32 —6
17 5—u 1 1 1
. 11, i L
ce—3 24 1 z—5 22x+4+1 2z 9
g Wiz it R
4r —1 4 20— 1 2
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ot
N

Lahendada jérgmised vorrandsiisteemid:

1 1 7 2 1

,fa P ; SR ok

§roay SN e
lé'—g_ﬁ 6r 4y

e 88T ( 7 B =18
jx 'y {3.7:—-2;1/ Zx——3y
iz Vi 98 LA
;,"1_5— l3x—2y 2 —3y
6 5 1 1 3
Foo o wei . =ity
Vs 5 A 1 b

3 ey v s By ny ik

1 9 4 9
l;+§=8 & [x+3+y_—§=5
is 3__5 a5 4 B
gring = T el toge
6 5 3 2
!5_5_8=0 10 x—2 y+l=1
5.8 g 2 3
l;+;‘“27= s B L

§ 13. Lineaarvorrandite abil lahenduvaid iilesandeid.

Naide.

Vann taitub kiilma vee kraanist 20 minutiga. Kui

aga kiilma ja sooja vee kraanid molemad on lahti, siis saab
vann 12 minutiga téis. Mitme minutiga tditub vann, kui sooja
vee kraan on iiksi avatud?
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Lahendus.
f Oletame, et sooja vee kraani kaudu taitub vann z minutiga.

' Siis ithe minutiga sooja vee kraani kaudu taitub 5 vannist,
5 1
kulma 9 ’ 2] ” % 1)

= » 3 1
molemate kraanide ,, ¥ 5—‘_% i

Ulesande andmeist aga jareldub, et mélema kraani kaudu koos
| taitub ithe minutiga % vannist, seega vdime kirjutada vorrandi
Y i iy
PERRS e L @
Lahendame selle. Uhine nimetaja on 60z, sellega iga liiget
korrutades saame

60 -+ 3z =5z
22==60
o= 30.

e aBERE s
Kontroll.%—}—%_w_% 3!

Vastus: Kui sooja vee kraan on iiksi avatud, siis téitub
vann 30 minutiga.

Ulesanded.

49. Tiihjalt kaalus vdoianum % kg, taidetult aga 5 korda
niipalju. Mitu kilogrammi oli nous void?

50. Kui pariti Pythagoras’elt, mitu dpilast tal o;n, siis vastas
ta: ,,Pool minu Opilastest uurib matemaatikat, neljandik loodus-
lugu, seitsmes osa Gpib vaikimist ning peale nende on mul veel 3
paris viikest poissi.“ Mitu Opilast tal oli? (Schwenter,
a. 1636.)
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51. 3 sopfa on voitnud teatava summa raha; esimene sa,ab%
sellest, teine %, kolmas saab 17 kuldnat, mis jérele jaid. Kui

palju nad voitsid?(Riese, a. 1524.)

52. Demochares elas _:T oma elueast poisikesena, % noor-:

mehena, % tiisealise mehena ja puhkas 13 aastat oma tdost.
Kui vanaks ta sai? (Metrodorus, a. 300 iimber.)

‘n

53. Veduri ratta iimbermddt on 4 meetrit ja vaguni ratte

{imberm6ot on 3 meetrit. Kui pikal teel teeb vaguni ratas 5000

pooret rohkem kui veduri ratas? ;

54. Poiss palgati 1. maist 10. septembrini maale karjaseks
Jargmise tasu eest: prii iilalpidamine, 600 rubla ja iihe iilikonna i
riie. Tervislikel pohjusil pidi poiss lahkuma kohalt 10. augustil l
Ja sai tasuks lubatud iilikonnariide ja 300 rubla. Kui kallilt hin-
nati ilikond?

55. Samal ajal kui alevikust sbitis omnibus linna kiirusega
30 km tunnis, soitis samasse linna talust, mis asetseb sama tee
adres 10 km linna poole, jalgrattur kiirusega 12 km tunnis. Kui
kauge! alevikust joudis omnibus jalgratturile jirele?

56. Ehitatakse uus telefoniliin linnast alevikuni. Kui postid
tiles seada 50-meetrise vahega, siis tuleb valmismuretsetud posti-
dest 60 tiikki puudu; kui aga postide vahemaad suurendada 10
meetri vomra, siis jadb 80 posti iile. Kui kaugel asetseb alevik
linnast?

57. Jadkelder tuleb jadga taita. Uks tooliste paar lubas selle
%00 teha 6 pievaga. TGole voeti aga veel teine todliste paar ja
niitid valmis t66 4 pievaga. Mitu pieva oleks kulunud t6oks, kui
oleks tootanud ainult teine to6liste paar?
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58. Antud t66 jouab mees lopetada 10, naine aga 15 pievaga.
Toole asusid 2 meest ja kahe pieva pirast veel 4 naist. Mitu
pieva kulub t66 lopetamiseks?

59. Anum, mille pohjas on auk, taitub veega kraanist 8 minu-
tiga. Tais anum jookseb pdhjas oleva augu kaudu tiihjaks 24
minutiga. Mitme minutiga tditub anum kraanist, kui auk amuma
pohjas sulgeda?

60. Murru lugeja on nimetajast 7 vorra viiksem. Kui luge-
jat suurendada 10 vorra ja nimetajat suurendada 4 korda, siis

murd taandub tulemuseks ; Leida murd.

61. Kui murru lugejat suurendada 2 korda ja nimetajat suu-

= B 4 5 e
rendada 5 voOrra, siis saame murru ) ok Kui aga murru lugejat

viahendada 1 vorra ja nimetajat suurendada 7 vorra, siis saame

. 1 .
murru, mille viartus on ¥ - Missugune on see murd?

62. Pronks on vase ja inglistina sulam. Kui palju tuleb
votta vaske ja kui palju inglistina, et saada 17,4 g pronksi eri-
kaaluga 8,7. Vase erikaal on 8,9 ja inglistina erikaal on 7,3.

63. Musiivkuld koosneb vasest ja tsingist. Kui palju tuleb
votta vaske erikaaluga 8,9 ja kui palju tsinki erikaaluga 7,1, et
saada 124,5 g musiivkulda, mille erikaal on 8,3.

64. Leida arv, mille jagamisel 4-ga saame jadgi 1, aga ka
jagamisel 5-ga saame jidgi 1, kusjuures esimene jagatis on tei-
sest 4 vOorra suurem.

65. Leida arv, mille jagamisel 5-ga saame ja#gi 2, kuid jaga-
misel 8-ga saame jiigi 5, teades seejuures, et esimene jagatis on
feisest 3 iihiku vorra suurem.

66. Missuguse iihe ja sama arvu vorra peab suurendama
arvusid 2, 5, 22 ja 37, et saadud arvudest saaks moodustada
vorde?
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-67. Missuguse ithe ja sama arvu vorra peab viihendama'
arvusid 6, 7, 36 ja 43, et saadud arvud oleksid proportsionaalsed?

68. Uks kilogramm kompvekke ja kolm tiikki seepi maksab
15 rubla 60 kopikat. Kui kompvekkide hind touseks 25% ja seebi
hind 10%, siis selle sama ostu eest tuleks maksta 18 rubla 96 kop.
Kui palju maksab kg kompvekke ja kui palju tiikkk seepi?

69. Kui otsitav kahekohaline arv jagada samadest, kuid
vastupidi jérjestatud numbritest koosneva arvuga, siis jagatis om
1 ja jidk 9; kui aga otsitav arv jagada tema ristsummaga (numb-
rite summaga), siis on jagatis 5 ja jiidk 11. Leida see kahekoha-
Kine arv.

§ 14. Taheliste kordajatega esimese astme vérrandid.

Olgu esitatud lahendamiseks jirgmine iilesanne:

Avaldada trapetsi korgus & tema aluste a ja b ning pindala
S kaudu.

Lahendamisel lihtume valemist

S=‘“2Lb-k.

Niiiid tuleb seda valemit vaadelda kui vérrandit, milles

a, b ja S on vastavates {ihikutes antud suurused ja otsitavaks on
suurus h, teisiti Oeldes, see on tdiheliste kordajatega
vorrand, mida antud juhul peame lahendama téhe h suhtes.
Jagades vorrandi liikmed otsitava kordajaga, see tiahendab aval-

disega “;‘b, saame
et 28
=g 0P
Seega
28
h'—a+b



Kui noutakse eespool antud valemi jargi avaldada alus b,
siis lahendame vorrandi

l S=a+b-h

g
tihe b suhtes. Sel korral toimime jargmiselt.

f Nimetaja kaotamiseks korrutame iga lilkme 2-ga:
| 2S= (a+ b)h;

avame sulud:

28 — ah + bh. %
siit

bh=2S — ah
ja

b 28—k

h

Seda mooda, kas vorrandi kordajad on tédhelised voi numbri-
lised, nimetame vorrandit vastavalt tdéheliseks voi numb -
riliseks vorrandiks.

. Ulesanne 1. Lahendada vorrand

n-+x +m—x_2
n b

5 =

milles  on otsitav ning m ja » on antud arvud.

Lahendus. Vasakul poolel noutud liitmist teostades
saame -
n(n—]—a:)-{-—m(m—a:): 9

mn

ehk korrutamisaksioomi pohjal

n(n + ) + m(m —z) =2mn.
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Sulgusid avades saame

n2 4 nx 4+ m2 — mx = 2mn
ehk |

nr — mx = —n2 -+ 2mn — m2

ehk korrutades kumbagi poolt — 1-ga |
mr — nx =mn2 — 2mn -+ m?2

ehk kumbagi poolt tegureiks lahutades !

(m —n)z= (n—m)2; |

jagades kummagi poole otsitava kordajaga, leiame:

o (r—m)* (m—n) |
™ T ey
ehk

rT=m—n. |

Kontroll Asetades leitud vadrtuse z-i asemele antudi
vorrandi vasakusse poolde, leiame: |

n+(m—n)_|_ m— (m—n) =n+m——11+m—m+n_

m n m n =

m n s
g g o gl 53k Bl
nagu peab olema.

Ulesanne 2. Lahendada vorrand

B )
dox—a  4bx—b

lugedes arvud a ja b andmeiks ja arvu z otsitavaks.

£
&y

Lahendus. Vasakul poolel seisvate murdude nimetajaid
tegureiks lahutades saame

402 —a=a(4x—1) ja 4brz—b=>b(4x—1),
seega nimetajate viikseim iihiskordne on
ab (4 —1)
ja murdude laiendajad on vastavalt b ja a.
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Saame

a ab(4x — 1)
aSx—1) 9
a(de—1) blde—=1)

Jehk korrutades avaldisega ab(4x —1):
‘ b2 —a2 (82 — 1) =2ab (4z — 1)

b
b

‘ehk sulgusid avades
b2 — 8a2x -+ a2 = 8abx — 2ab.
Siit

— 8a22 — 8abxr = — a2 — 2ab — b2 .

\
iehk korrutades kumbagi poolt —1-ga
| 8a2z + 8abzr = a2 -+ 2ab -} b2
ehk teisiti

8a(a-+} b))z = (a+ b)2;
jagades kumbagi poolt otsitava kordajaga, saame

a-+b
st ™

|
‘} Kontroll. Asetades leitud véirtuse z-i asemele algvor-
randisse, leiame, et vorrandi esimene liige on

b b 2b 2b

atb g = e N A, gl sy i
— @ 0
8a 2

4q.

Samuti leiame, et vorrandi teine liige on

e i i MR ik SR T

= b(a+0b)—2ab
2a

2ab 2ab 2ab 2a

@b} —2b P —ab b(d—a) b—a

Y S L L
a 2a
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Jérelikult vorrandi vasak pool on !
2b 20 __2%—2 _20b—0)_, '
b—g Hh =G b Vg

see tahendab, et lahend on oige.

Ulesanne 3. Missugusel 2-i viédrtusel on kehtiv jirgmine
vorre:

a—bxr c—dx 9
a+20 " c+2d°

Lahendus. Rakendades vorde pohiomadust, saame

(@ —bz) (¢ + 2d) = (a -+ 2b) (c — dzx).
Avame niitid sulud:
ac + 2ad — bex — 2bdx — ac — adzx 4 2bc — 2bdx.

Pérast vorrandi kummaski pooles esinevate samaste lukmete
ac ja —2bdx kaotamist saame

2ad — bcx — — adz - 2be. :
Toome otsitavaga lilkmed iihele, muud liikmed teisele poolele:;
adr — bex = 2bc— 2ad. |

i

Votame otsitava sulgude taha ja jagame kummagi poole otsi-
tava kordajaga:

(ad — be)x = 2bc — 2ad;

2bc — 2ad _ |

ad — be I

Vaatame niiiid, kas saame leitud avaldist taandada. Lahu-

tades lugeja tegureiks, niieme, et lugejas ja nimetajas saame vord-

sed tegurid, kui nimetajas muudame mirgid vastupidisteks, et

murru vidrtus seejuures ei muutuks, siis muudame ka murru

margi. !
Nii saame:

_+ 2(bc —ad) L 2(be — ad)

T A R be—ad

=—2.




Kontroll. Asetame antud vordes z-i asemele arvu — 2;
siis saame vasakul poolel

a—>b.(—2) ___(1-*—2b_1
a +2b oD

ja paremal poolel
c—d-(—2) c+4+2d
cAi2d s e kO

jarelikult lahend on Oige.
Vastus. Antud vorre on kehtiv, kui e=—2.

1,

Ulesanne 4. Kaks maalrit said maja virvimise eest tasu
kokku a rubla. Esimene tootas p, teine g pideva. Mitu rubla peaks
saama esimene ja mitu rubla teine maaler, eeldades, et molemad
tootasid vordvoimeliselt?

Lahendus. Oletame, et péevane teenistus on x rubla, siis
sai esimene maaler pr rubla, teine gr rubla. Kokku said nad
a rubla, sellepdrast kehtib vorrand

Pz + qr=a.
Siit
z(p+q) =a
nsYs| a
Y= p+a
(5p . i . Lot a A ap
Esimese maalmx tasu rublades on pr=p - T Y T L

teise maalri tasu on qr==¢q ' —1— = .
PYe 0y

Kontroll. Kokku said maalrid a rubla, seepirast saadud
avaldiste summa peab olema a:
. S DR ... R, s s | AP

p+e ' pte T p¥4 P+aq
Oige.
Vastus. Esimene maaler peab saama p‘j{_’q rubla, teine
aq
-—~*— rubla.
Ptyq
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5

Kokkuvottes:
taheliste kordajatega lineaarvérrandi lahendamisel

L

kui on murdusid, siis vabaneme murdudest, korrutades vorrandi

kummagi poole liikmete iihisnimetajaga;

. avame sulud ja, kui vdimalik, koondame;
. toome kdik otsitavaga likmed iihele poolele ja koik teised liikmed

teisele poolele ja koondame, kui on sarnaseid liikkmeid;

4. votame otsitava sulgude taha ja jagame kummagi poole otsitava
kordajaga; ;

5. kui voimalik, siis taandame leitud avaldise;

6. kontrollime vastust, asetades leitud avaldise otsitava asemele antud ;
vdrrandisse,

Ulesanded.

70. Lahendada jérgmised vorrandid z-i suhtes, teades, et
a, b ja ¢ on tuntud arvud.

z+a=b 2. v+3b=5b 3. a—xrx=a-+bd
‘a-t+x=2a < 3a=3a 4b —ax=3b
r—b=a z—bc=bc 5a —x=c—ba
r—a=12 5 z4+a—b=a 6 ntzrx=3n—=2
m—a=n a—zr=a—9 3r—a=2a

m—n-+2=0 at+r=b—=z

71.

22 fs=4s—=zx

Lahendada jargmised vorrandid tdhe a suhtes:

[
.

ax + br=a—cz

2. (m—2z)2= (m+x)2

3. (v—4a)2=z(x+ b) + b(7x -+ 16b)
& (2—0b)(a-+b)=(x+b)(a—0)

5. ala—z)=0b(b+2z) ‘

6. a(r—a)—0b(x—2a) =Dh2

7

z(@a—2z) —a2=zx(b—2x) —b2



8 a(a—2x)=2ab—0b(z+Db)
9. 2mzx(mx —n) —2(mx —n) =mn(m -+ n)

10. (mx—n) (m-+n) = (mx—nx -+ n) (m—n)

72. Lahendada jargmised vorrandid tihe x suhtes:

1. “5:’7': 6. f—,f,+§=c
. 9
2 ‘g—{-1=% b a:la.::;‘l.
. 24i=1 G ok
gilp it S
b .t 10. 9‘;w+1’—T’”=2

73. Lahendada jirgmised vorrandid, lugedes tundmatuks

ok Ex bibl. univ, Taik |
Lol o afbo=tey
2, %——%:0 i np—’—g—c=nq-~'g—
R sk % bkl
4. —;:fi—?%=n2—4m3 9 %—}—%——f——-abc
5. oa g —e =1 1o.«x_%+%+%=o

74. Lahendada jirgmised vorrandid téhe = suhtes:

e e SN Kl
q p

2. a(z+b)+bz—a)=a-+b

3% m(z+m)=n(n—=zx)
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/ARG N TR e
p—{—q P+q

5. h(z—Fk)=h2—ka

6. m(m—z) 4 n(n-+2) =2mn

3z + 2a 2z + Ha
s 5 =a+

3

. (@4+1NE+4H)=0(+3)(x+2)

9. ax—-i=1—bx
a

0. 2 (@—a)+ 3 @—20)="2(@—4a)

75. Lahendada jargmised vorrandid tihe z suhtes:

x + €. _ 2mn
m—mn

1.
2,
3.
4.

5.

m2—zg n2—z

n m

n+.'1:_+_ m—z__ o

e % =

x—h x—Fk
h+k +h-——k

r—a x—2Db
b 3 a wsd

bt+x__ a—=

a b

=1

10.

m-4+n -~ m2—n2

Yo’ R, dhvest, S
‘i )

P+q

R =0

76. Lahendada jargmised vorrandid tihe x

1.

2.

ax+b_bx+c=1

¢ d
a(a—zx) - b(b+x) el
b a
ax ab b2z

N a+b=a—b—a2-——b2

ar —1 be—1
b 4 5 ax =2

ol SO
@b ol oD
rt+qg__x—a
a+bdb " a—>b
suhtes:
5, @+b_m
' a+d  n
x4+ a @
% x x—b
. i P BT
b—u b4«
g A o Mk




7.

8.

9.

10.

vorded?

2.

3.

@ x x
g
1
ab4+ 2h3 + a3b~ +a4b T ot

@ oooBe o 2dw
c—d c¢+d = 2—a?
a—:c_w—{-a_ 2ax
b—a a+b" a—02
Gatb e _y Do
6a 3a2 ~ a® 4 ab

X x X
Sty

77. Lahendada jargmised vorrandid tdhe z suhtes:

1
at

—1=abc—(at+b+c)z

x4+a  x—a__x+Dd 2(x — b)
a—b+a+b_a—|—b+ e

b gy diersg __ a(b — 3c)

at+xz a—z  2a—a?)

o DElcli - et _‘_%f
a+b a—b aF+2ab4+b a2—02! a

n\x ﬂ—"f
el

o

m(x-}-%.—r)_}—

nx

x c
n_ a
2a -4

x  ba

at+x__ a
m  om

max

78. Missuguse z-i vidrtuse puhul on kehtivad jérgmised

z4+1__ 1
a a-b
m 4 x n
x—nx. m
w—p=m+p
P ot et
2 — 1 )
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79. Missuguse 2-i vidrtuse juures on kehtivad jargmised
vorded?

1 By oo 4. x4p_  x—p
l—o 14z z—1" zF1

R e TR s, mx +2m __ mx — 2m

T T—m z4+m me+2n ~ mx— 2n

3 Pp=q . r-—28 6. ax —bb __ awx+ 3d
p—qx~ 7T+ 8% cx—bd = cx+3d

80. Lahendada jédrgmised vorrandid tdhe = suhtes:

1 o g 4. e o
: 17 n ‘ar—n_ cxtn
¥ e
a—zx
AN 1 :-_1 i-). a+m=b+a
P | b+x a4 b
g afb
1 1 z-|a
3. et i 6. s
» :v__x a ! z—=b 1
g 1 D AL
i 6B J ot X

81. Avaldada jdrgmistest valemitest suurused, mis sulgudes
mirgitud:

. 8=ab ] 6. V=3:m% [h]

2, Széah [h] % H=n-—-—% [n]

8. C=2mr [ 8. §=23 2oht fal
/ § . . nE

4. S= 2:[) ]1/ [7] 9 J""— R + nr [n]

= 5 @ 1 1 2

5. V=arh [7] 10. 7 +-=z [F]
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82. Avaldada jirgmistest valemitest suurused, mis sulgudes
méargitud:

a 7
1. M:m [N]

2, H=K(1—72) [#]

8. A=20h+hl-+10) [

=2 . 18]
5. 8§ =2ar(r+ h) [h]

6 Y—y=mX—z) = [X]

. U=i—v [q]
S d=7— /1
s J=p—, [B]
10, =1+ []

83. Lapse siinniajal saab isa v aastat vanaks. Mitme
aasta pirast on isa oma lapsest kaks korda vanem?

84. Kahe arvu summa on s. Mis arvud need on, kui iiks
on a voOrra teisest suurem?

85. Lehekandja teenib kuus a rubla, varustades m tellijat.
Mitu tellijat ta peab juurde saama, et teenida kuus b rubla?

86. Kooli 1opueksamil p% Opilastest sooritas eksami histi
ja g% rahuldavalt. Eksami sooritamine ebadnnestus N &pilasel.
Mitu opilast oli eksamil?
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87. Toa tapeétimdseks ostetud @ rulli tapeti ja b rulli poordi
eest maksti kokku & rubla. Kui kallis on rull tapetit, kui poordi-

rulli hind moodustab } tapetirulli hinnast?

88. Kullasepp sulatas kokku a-proovilisi ja b-proovilisi vanu
kuldasju ja sai c-proovilise sulami, kaaluga k grammi. Teades,
et proov niitab, mitu grammi puhast kulda tuleb 1000 grammi
sulami kohta, leida, mitu grammi oli a-proovilist kulda.

§ 15. Tzheliste kordajatega lineaarvérrand-siisteem.

Ulesanne 1. Lahendada tihtede z ja y suhtes vorrand-
slisteem

{ azx+by=c

Y= ma.

Lahendus. Rakendame asetusvotet. Asetame esimesse
vorrandisse y asemele tema vidrtuse, mis teise voOrrandiga
maéadratud:

ax + bmx =c
z(a+bm) =c
(4
T=atom
Téhe y vadrtuse leiame niilid teisest vorrandist:

G
a+bdbm~ a+ bm

. ar L

Kontroll. Arvutame algsiisteemi esimese vorrandi vasaku
poole viirtuse, asendades seal z ja y leitud avaldistega:

c cm ac bem ac + bem
'a.a+bm+b"a+bm=a+bm—|_a,+bm= aibg_——
_clatim :
a4+ bm
Oige.
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Vastus.

[x a+bm
Lo e
ly a4 bm
Ulesanne 2. Lahendada vorrandsiisteem
ax +by=m
{ cx—dy=mn.

Lahendus. Kui iilesandes ei ole teisiti noutud, siis loeme
otsitavateks tahestiku 1opu téihed, seega antud juhul  ja y.

Kasutame liitmisvotet.
ar -+ by=m ’ d i adz + bdy =dm

cxt—dy=n b bex — bdy = bn
adzx -+ bex =dm -+ bn
z(ad -+ be) =dm —+ bn
__ dm+ bn
s ad + be ’
ax +by=m acx -+ bey =cm
cx—dy=mn —@q | —acx+ady=—an

bey + ady =cm —an
y(bc + ad) =cm— an
cm—an
Y= gd+t +be E
Komtroll Arvutame algsiisteemi esimese vorrandi vasaku
poole vidrtuse:

dm+ bn cm—an __ adm + abn bem —abn
TS e e Y e R i g 17
__adm + abn+ bem —abn __ adm+ bem _ m(ad + be) ~.
T ad + be R R > Bk i I et e

Kui leitud avaldised asetada z ja y asemele algsiisteemi teise
vorrandi vasakusse poolde, siis Gigete a,vad;dlste pubul saame selle
vasaku poole vaartuseks n.
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Vastus. [x____dm—i-b_rg
J ad+b0
| y— om—an
ly— ad + be

Ulesanne 3. Lahendada vorrandsiisteem

a b
[W‘l'y +4V—1/=c

m n
oSl iy

Lahendus. Lahendame abiotsitavate vottega.

Téahistame murrud ja
z+y T v—y

vastavalt tihtedega u ja v,

nii et

Murdu ;:T_—y voib kujutada niitid jérgmiselt:

a NS 14
2+y T x4y

= au.

Toimides samal viisil teiste murdudega, saame algsiisteemi
asemele uue:

{ au—+4byv =¢

mu 4+ nv = p.

Niiiid lahendame selle siisteemi u ja v subtes.
Lahendina u ja v jaoks saadud avaldised kirjutame vasta-
valt vordseks murdudega

2 1
T

]
r4y

Nii saame Iopuks z ja y subtes lineaarse vorrandsiisteemi,
millest saame need otsitavad avaldada. Kontrolli teostame nii,
nagu eespool juhatatud.
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Ulesanne 4. Messing (ehk valgevask) on vase ja tsingi
sulam. Kui votta o grammi vaske ja b grammi tsinki, siis saame
messingi hinnaga m rubla gramm; kui aga sulatada kokku b

! grammi vaske ja a grammi tsinki, siis saame sulami, mille’ hind
on n rubla gramm. Kui palju maksab gramm vaske ja kui palju-
| gramm  tsinki?

Lahendus. Téhistame vase grammi hinna tdhega 2 ja
tsingi grammi hinna tdhega y.

ar -+ by rubla; iilesande andmete jérgi maksab see sulam

f
f
]
|
[, Esimesel juhul saame siis a4+ b grammi sulamit koguhinnaga
‘ m(a-b) rubla. Selle pohjal voime kirjutada vorrandi

ax -+ by=m(a -+ b).

Samasuguse arutlusega saame teise sulami jaoks vorrandi

br+ ay=n(a-0b).

Selleks, et saada avaldised z ja y jaoks, lahendame nende
tahtede suhtes vorrandsiisteemi

[ax—}—by:m(a—{—b)
\ bz + ay=n(a—+d)

Lahendame liitmisvattega.

axz -+ by =m(a 4 b)

a a2z + aby = am(a-+ b)
bxr + ay=n(a -+ b) 1——b

—b2x —aby =—>bn(a-+b)
a2x — b2r=am(a -+ b) —bn(a+b)
(a2 —b2) = (a -+ b) (am — bn)

__(a+ b)(am— bn) am— bn
xr = — .
a?— b* a—b
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Samal viisil arvutame y.

ar -+ by =m(a -+ b)

abx -+ b2y =bm(a + b)
bz + ay =n(a-+b) t—a

—abz — a2y =—an(a-4b)

b2y — a2y =bm(a -+ b) —an(a -+ b)
Yy (b2 —a?) = (a + b) (bm — an)
s (a4 b)(bm—an) _ bm—an ;
= b2 —a? T

Kontroll. Kontrolliks arvutame saadud hindade pohjal
esimese sulami, mida pidi saama a - b grammi, ithe grammi
hinna. Ulesande andmete jirgi on see m rubla; kui saadud hinna-
avaldised on 6Giged, siis kontroll peab andma sama tulemuse.

am—bn
—b

b grammi tsinki maksab b - 21";‘—:” rubla.

a grammi vaske maksab a - rubla;

Kogu sulami viartus rublades on siis
—1

am—bn bm —an a®m — abn 2m — abn
a—b o Dol e v b
__ a’m—abn + abn—b*m __ a®m—abn 4 abn—b%*m
£ e Gash @b A
__ a&®m— b®m m(a? — b2) m(a +b)(a—b)
S rote e o sion ™, gz = m(a-b).

Uhe grammi hinna saamiseks jagame saadud avaldise gram-
mide arvuga, s. o. avaldisega a - b, siis saame
m(a 4+ b)

a4+ b
See nditab, et meie lahendus on &ige.

=m.

Vastus. Gramm vaske maksab MZ—_I’"- rubla ja gramm

—b
tsinki —-————qu’ 9% rubla.
_.a
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Ulesanded.
89. Lahendada jérgmised vorrandsiisteemid:
thly, o . Ll az 4 by =1
1. 2. 3.
y=z y—a= L= y=2

90. Lahendada jargmised vorrandstisteemid:

i | aby=n ¢ 1®=py+a
T—yYy=mn ; y=ar-+b
Q. {ax+by~—c § Yy=x—q
+y=1 T | &+ py=np2
ar 4+ by =m A ax + y=a2
cx+dy=n " ly=z+1
i 2+ qy=(p+q)? , |@—by=a?
pr— qy =p2 —q*® * ) (b—a)z 4 ay=>b2
v a2z + y=as “ nx -+ my =0
” (a+1Nzt+1=y Clrty=m—n
Lahendada jérgmised vorrandsiisteemid:
B hiEFE S B TR
!m‘l‘z’,—a g | % ¥ m-—mn
1 1 n m
li-3= Le Ty Nh
1 1 a b
- __3 —_— —_——
3 A {m i
1 i b a a
Voot s gy e
& b a2 2 m? n2
3 }I;ﬂ‘g —+b 7 ’[—_m—|-y_n=m—[—n
“_‘_I_’—az___bz Tl me AR e
l.')c g lac_—m—y——'n_m—"
[G+y=a+d (st yas=1
g |m Y 8 {a,+a y-+4b
o B : b a a4+ b?
l‘w y"‘“_b lx+a+y+b 2ab
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92. Kahe arvu jagatis on m; nende arvude summa on s.
Leida need arvud.

93. Vaiba pikkus iiletab laiuse @ cm vorra; vaiba timber-
moot on 2p em. Kui pikk ja kui lai on vaip?

94. Artell ostis tinavalget ja tsinkvalget kokku m kilogrammi
ja maksis k rubla. Kilogramm tinavalget maksis a rubla ja kilo-
gramm tsinkvalget b rubla. Kui palju maksti kummagi virvi eest?

95. Kahenumbrilise arvu ristsumma on s. Kui selle arvu
numbrid vahetada ja sel teel saadud uus arv lahutada endisest,
siis saame d. Leida see kahenumbriline arv.

96. Kaks jalgratturit on teineteisest d kilomeetri kaugusel.
Kui nad soidavad teineteisele vastu, siis nad kohtuvad m tunni
péarast; kui iiks soidab teisele jirgi, siis toimub kohtumine n
tunni parast. Kui suure kiirusega soidab kumbki jalgrattur?

97. Elumaja taastamistoodel to6tab mehi ja naisi, kokku m
inimest; mehi on ¢ vorra rohkem kui naisi. Mitu meest ja mitu
naist tootab elumaja taastamisel?

98. Kooperatiivis miiiidi n kilogrammi kaht sorti kaupa, esi-
mene sort hinnaga a rbl. kilogramm, teine sort hinnaga b rbl
kilogramm, seejuures saadi kogu esimese sordi kauba eest ¢ rubla
rohkem kui teise sordi eest. Mitu kilogrammi miiiidi esimest ja
mitu kilogrammi teist sorti kaupa?

99. Kommertskauplus sai koguse suhkrut, millest oli vaja
teha ettendhtud arv pakke. Kui igasse pakki panna a kilogrammi
suhkrut, siis jadb m kilogrammi iile; kui igasse pakki panna aga
‘b kilogrammi, siis tuleb » kilogrammi suhkrut puudu.

Mitu pakki oli vaja teha ja mitu kilogrammi sai kommerts-
kauplus subhkrut?
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Peatikk II.

Ruutjuur.

§ 16. Seose y — x2 graafik.

Olgu antud ruut, mille kiillg on z sentimeetrit. Selle ruudu
pindala y on siis 22 ruutsentimeetrit:

Y=12,

Viimane vordus kujutab seost ruudu kiilje ja ruudu pindala
vahel. Uurime seda seost léhemalt, arvestamata tema péaritolu.

Andes z-ile rea vadrtusi, niiteks 0; 0,4; 0,8; ... ja arvutades
nende viaartuste ruudud, saame kokkukuuluvate x ja y viartuste
tabeli:

x 0 0,4 0,8 1,0 1,5 2,0 3,0 40

y 0 016 | 064 | 1,0 2,25 | 4,0 9,0 | 16,0

Nieme, et igale z-i vidrtusele vastab oma kindel y vaartus.

Andes z-ile véartused —0,4; —0,8; ... saame, nagu ennem,
y jaoks 0,16; 0,64; ...

Arvude z ja y vahelist seost saab esitada naitlikumal viisil,
kujutades y vidrtuste muutumist graafiliselt. Selleks votame lehe
millimeeter-paberit, valime z-telje, votame sellel alguse O, valime
sobiva kujutamisiihiku ja kujutame z-teljel vidrtused —4,0; ...
0; 04; 08; ... 40. Punktist O tombame risti x-teljega y-telje.
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Parabool.
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Arve —4,0; —3,0; ... kujutavaist punktidest tombame y-teijega
roobikud sirged ja kujutame neil, alates z-teljest, kohaselt valitud
kujutamisithiku abil y véartused 16,0; 90;...

Pilk saadud joonisele néitab, et nende y-loikude I6pud asetse-
vad ladusal koveral. See kover kannab parabooli nime. Ta
kujutab arvu ruudu muutumist arvu muutudes.

§ 17. Ruutjuur.

Eelmises paragrahvis saadud joonist saab kasutada arvu-
tusabinouna. Toepoolest, olgu antud mingi 2-i védrtus, néii-
teks x=28; kiisime, kui suur on z2. Otsime =z-teljel punkti
r=28; liigume seda punkti ldbivat ristsirget mooda iiles kove-
rani ja loeme saadud 16igu pikkuse 7,8. Moodapéassematute vii-
keste mo&tmis- ja joonestamisvigade tottu saadus ei ole tépne:
282 =—1784; saadus on aga tépsele vaartusele viga ldhedal, eri-
nedes temast koigest 0,04 vorra.

Veelgi tulusam on joonise kasutamine poordiilesande
lahendamisel. Toepoolest, olgu antud mingi y vidrtus, niiteks
3,7; kui suur on vastav 2? Teiste sonadega: missuguse arvu ruut
on 3,7? Kiisimuse lahendamiseks votame y-teljel punkti 3,7 ja
témbame sellest punktist roobiku z-teljega, nihkume piki seda
roobikut, koverani, sealt ristsihis alla z-teljeni ja loeme siin
kaks vaartust

—19 ja —+19.

Kontroll annab .
(—19)2= (41,9)2=361,
mis on antud véartusest umbes 0,1 vorra vaiksem.

Esimeses iilesandes oli antud =z, otsiti selle ruutu y; tehet,
mille abil see y saadakse, nimetatakse z-i ruudu leidmi-
sek s, Teises iilesandes oli antud z-i ruut y; otsiti arvu z; tehet,
mille abil see x saadakse, nimetatakse ¥y ruutjuure leid-
miseks.
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Leida ruutjuur arvust A tdhendab leida niisugune arv, mille ruut on
vordne A-ga.

Néudeid Lita, lahutads, korrutada ja jagada me oleme mar-
kinud siimbolitega -+, —, -, : ; nouet ,leida ruutjuur arvust A4”
mérgime siimboliga V' A, loe: ruutjuur arvust A.

Kirjutisi

a-t+b a—b ab a:b

oleme moistnud aga mitte ainult néuetena toimetada liitmise, lahu-
tamise jne. tehteid, vaid ka simbolitena nende tehete
tulemuste tdhistamiseks. Nii tihendab niiteks kir-
jutis a + b arvude @ ja b summat, kirjutis a-b arvude a ja b
korrutist. Samuti ndeme ka siimbolis
VA
mitte ainult ruutjuure leidmise nduet, vaid ka selle tehte tule-
muse téhist. Nii kirjutame:
Vie=4 V49=7 V3,7=1.93.

Summa, vahe, korrutise ja jagatise midramisel joudsime
ikka tihele ja ainsale tulemusele. Ruutjuure mé##ramine
seevastu viib meid alati kahele tulemusele. Téepoolest, nou-
tagu arvu, mille ruut on A. Méargime otsitava tédhega z; siis peab
olema

2=—=A,

Rahuldagu seda nouet positiivne arv a, nii et
a2=2A,
siis rahuldab seda nduet ka negatiivne arv —a; toepoolest
(_a)2=a21

seega ka
(—a)2=A.
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Niisiis peaksime kirjutama
VA=a jaka VA=—a

See tahendab aga, et simbolii ¥ A on kaks tihendust.
Koiki seni tarvitusel olnud kirjutisi, nagu

A{2 A—2 "24, 2 O
tuli ikka moista vaid iih es tdhenduses. Tahtes ka stiimbolit

V4
moista ithesainsas tdhenduses, lepime kokku tdhistada sel-
lega ikka vaid vorrandi 22—A positiivset lahendit. Nii
kirjutame, et vorrandi
=64 "
lahendamisel saame

2, =V64=8 ja z,=—V64=—8.

Olgu tidhendatud, et teaduslikus kirjanduses siimbolit )/ A sageli
mbistetakse kahesena; sel pubul vorrandi 22— 64 lahendid esine-
vad kujul

ehk tdielikumalt

@, =|Y64|=8 ja @y=—|) 64| =—8.
On kokkuleppe asi, kuidas méisba itht voi teist stimbolit.

Moned matemaatikud nimetavad arva positiivset ruutjuurt
selle arvu aritmeetiliseks ruutjuureks, teist, nega-
tilvset juure viartust, arvu algebraliseks ruutjuureks.

Meie kokkuleppe jirgi moistame edaspidi siimboli V64 all
siis selle juure aritmeetilist viartust 8, ja kirjutame

V64=38.

Kui on tarvis molemaid ruutjuure védrtusi arvestada, siis

iiheainsa vorduse abil kirjutades paneme juure ette kaks mérki:
+ V64= =38,
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Ulesanded,
100. Kasutades seose y — 12 graafikut midrata jargmiste
arvude ruudud:
1. 16 0,5 18 25 29
2. 32 38 42 44 45

101. Kasutades seose y = 22 graafikut méirata jargmiste
arvude ruutjuured:
1. 144 1,56 1,69 1,90 2,00
2. 250 2,90 3,24 3,60 440
3. 5,00 6,52 7,00 7,50 8,40

102. Kui pikk peab olema. rundukujulise nditelina d&r, et lina
pindala oleks 10 ruutmeetrit?

103. Ristkiiliku moétmed on 3 ja 5 sentimeetrit. Kui pikk
on selle ristkiilikuga pindvordse ruudu kiilg?

§ 18. Arvu ruutimine.

Antud arvu ruudu arvutamist ehk ruutimist on voimalik kor-
raldada nii, et sellest arvutusest saab kergesti tuletada ruut-
juure arvutamise eeskirja ehk ruutjuure algoritmi, sest ruutjuure
arvutamine ja ruutimifie on teineteise poordtehted, nagu seda on
liitmine ja lahutamine ning korrutamine ja jagamine.

Seks otstarbeks arvu korrutamise asemel iseendaga raken-
dame kakslitkme ruutimise valemit

(a+b)2 = a2 + 2ab -+ b2,
mille seekord teisendame meie iilesande jaoks sobivamaks, viies
arendise kahest viimasest litkmest teguri b sulgude taha, nii et
saame

(a+4b)2=0a2+ (2a -+ b) b.
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Kaksliikme ruutimise valemi voime sonastada niiiid nii:

kahe arvu summa ruut vérdub kaksliik-
mega, mille esimeseks liikmeks on esimese
arvu ruut; teise liikme saamiseks tuleb esi-
mese arvu kahekordse ja teise arvu summa
korrutada teise arvuga.

Selle valemi jargi voime naiteks 472 arvutada niilid jérg-
- miselt:
472 — (40+7)2 =402 (2-40-}-7) - 7—402 |87 - 7.

Arvutuse voime korraldada nii:

40 - 40 = 1600
\ 87- 7— 609
472 — 2209.

Siin arvud 1600 ja 609 on osakorrutisteks. Nagu teame, kahe
arvu korrutise arvutamisel jietakse osakorrutistes otsmised nul-
lid kirjutamata, seejuures silmas pidades, et need osakorrutised
parajasse kohta paigutatakse. Kui meie oma ruutimise néites
selle eeskujul otsmised nullid kirjutamata jatame, siis néeme, et
teise osakorrutise viimane number on esi-
mese osakorrutise parempoolsest numbrist
kahe koha vorra paremale nihutatud

Kui tahame arvutada 4752, siis rakendame kaksliikme ruuti-
misvalemit teisKordselt:

47,52 = (47 -+ 0,5)2=472 (2-474+ 05) - 06 =
=472+ 945 05.

Et meil 472 on eespool juba arvutatud, siis tuleb senisele
arvutusele veel lisaks korrutamine 94,5 - 0,5 ja tulemuse lLitmine;
kogu arvutuse vboime siis kirjutada nii: -

40 -40 =1600

8l e OO0

945- 05= 47,25
2256,25
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Kui nullid Ipus kirjutamata jdtame, siis on viimase arvu-
tuse kirjutis jargmine:

& & il
$7: -7 e 600
945.05 — 47,25
e T

Sama valemi veelkordsel rakendamisel saame arvutada nai-
teks 47,522, sest
47,522 = (47,51 0,02)2 =47,5> 4 (2-47,56-} 0,02) - 0,02 —
=47,52 -} 95,02 - 0,02.

Korraldades arvutuse nii, nagu tegime eespool, saame:

& e

8. a0

945 .05 — 47,25

95,02.0,02—=  1,9004
2258,1504

Osakorrutistes voib ka komad kirjutamata jitta, nagu nad
jéetakse harilikult kirjutamata osakorrutistes korrutamistehtel.
Koma asetamine digesse kohta loputulemuses ei tee mingit ras-
kust ei iihel ega teisel juhul.

Jittes osakorrutistes komad kirjutamata, saame oma ruutimise
arvutuse jargmisel kujul:

4-4=16
87-7— 609
945 5= 4725
9502-2= 19004
2258,1504

Vaadeldes neid tegureid, millede korrutamine annab vastava
osakorrutise, nieme, et

1) esimese osakorrutise saamiseks tuleb ruuditava arvu esi-
mene number korrutada iseendaga, ehk, teisiti deldes, tuleb votta
esimese numbri ruut;
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2) teise osakorrutise teguripaar saadakse jirgmiselt: esimese
osakorrutise tegurite summa (s. o. ruuditava arvu algusnumbri
kahekordne) annab esimese teguri ilma l6punumbrita, 16punumb-
riks kui ka teiseks teguriks on ruuditava arvu teine number;

3) kolmas ja koik edasised teguripaarid saadakse sel teel, et
eelmise osakorrutise tegurite summa annab alati uuele osakorruti-
sele esimese teguri ilma lopunumbrita, esimese teguri l6punumb-
riks kui ka teiseks teguriks on ruuditava arvu jdrgmine number.

Et liitmised, mis vaja teha osakorrutise teguripaari iihe teguri
saamisel, oleks mugavalt teostatavad, selleks kirjutame liidetavad
iiksteise alla. Seda ja koike eespooloeldut arvesse vottes saame
arvu ruutimise jaoks jérgmise skeemi:

47,522
4
; 16
87
: 609
s 4725
_O
fape 19004
9
22581504

Arvutame selle ruutimis-skeemi jérgi 322.

322
3
s 9
62
: 124
1024
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Ulesanne.

104. Arvutada ruutimis-skeemi jérgi jargmised ruudud:
282; 3262; 43,12; 27542; 37,2382,

§ 19. Ruutjuure leidmise algoritm *,

Ruutjuure leidmise algoritm on vdte ruutjuure kiireks mé#éra-
miseks. Votte késitlemist toimetame kahes osas: esimeses selgi-
tame, mitu numbrit on ruutjuures, teises — missugused on ruut-
juure numbrid. Asume esimese kiisimuse k#sitlemisele.

Iga iihekohaline arv o rahuldab tingimust

o< 1

sellest jareldub, et
1< a2 < 100;

see tdhendab, et iihekohalise arvu ruut on iihe véi kahekohaline
arv. Iga kahekohaline arv b rahuldab tingimust

10 < b < 100;

sellest jareldub, et
100 < b2 < 10 000;

see tihendab, et kahekohalise arvu ruut on kolme- voi nelja-
kohaline arv. Mottekdiku iildistades nieme, et n-kohalise arvu
ruudul on kas 2n — 1 v6i 2n numbrit. Umberpoordult: ruutjuur
arvust, millel on 2n—1 v6i 2n numbrit, on n-kohaline arv.
Arvestades koma paigutamise juhist korrutises kiimnendmur-
dude korrutamisel, voime oelda, et kui arvul on 1 number koma

* Sona algoritm on tuletatud matemaatik Al-Khwarizmi nimest
ning tahendab arvutuseeskirja.

Keskajal nimetati algorithmus’eks araablasilt Gpitud arvutamis-
kunsti nn. araabia numbritega; uue arvutusviisi tundjaid nime-
tati algor?tmikuiks, vastandina abatsistidele, kelleks
nimetati arvutuslaual (abacus) arvutavaid aritmeetikuid,
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jarel, siis tema ruudul on 2 numbrit koma jarel; kui aga arvul
on 2 numbrit koma jérel, siis arvu ruudul on koma jarel 4
numbrit. Uldiselt, kui arvul on koma jérel n numbrit, siis selle
arvu ruudul on 2n numbrit koma jarel. Umberpoordult: ruutjuurel
arvust, millel koma jérel on 2rn numbrit, on koma jirel n
numbrit.

Siit, jareldub vote numbrite arvu madramiseks arvu ruutjuures:

rithmitame juuritava arve numbrid kahenumbrilisteks riihmadeks, alates
komast, suundudes vasakule ja paremale poole, kusjuures viimane vasak-
poolne rithm véib jadda ithenumbriliseks; viimane parempoolne riithm, kui ta
iihenumbriline tuleb, tiiendatakse kahenumbriliseks nulli abil. Nii tekkinud
numbririihmade bulk annab ruutjuure numbrite arvu,

Niiteks \/ 190854225 on viiekohaline arv, sest juuritava
arvu numbrite rithmitamisel saame
1'90'85'42'25,
. 0. viig rithma.

Kuid \/ 660,5 on kolmenumbriline arv, sest niiiid saame rithmi-
tamisel kolm numbririthma ja nimelt:

6'60,50.

Asume niiid ruutjuure numbrite otsimisele. Selgitame seda
V/ 1024 arvutamisel. Rithmitades juuritava arvu numbrid, saame
10’24; numbririthmi on 2, seega \/ 1024 on kahekohaline
arv, ta koosneb kiimnelistest ja iihelistest. Késitades ruutjuure
arvutamist ruutimisele vastassuunalise tehtena, voib delda, et
antud on arvu ruut, tuleb leida arv ehk teisiti deldes, tuleb leida
arvu numbrid. Ruutimise arvutuskiigule tagasi vaadates néeme,
et arvu ruudu esimene numbririthm koosneb peaasjalikult esime-
sest, osakorrutisest, sest teistest osakorrutistest tuleb gsiia ainult
pisut juurde. See tihendab, et arvu ruudu esimene numbririthm
on peaaegu vordne arvu esimese numbri ruuduga, tdpsemalt val-
jendades, otsitava ruutjuure esimese numbri ruut on kas vordne
juuritava arvu esimese numbririthmaga, v6i on sellest viiksem.
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Siit saame juhise ruutjuure esimese numbri leidmiseks: suurim
tdisarv, mille ruut mahub juuritava esimesse numbririthma, on
ruutjuure esimene number ehk teisiti sOnastades, votame
juuritava arvu esimesest numbririhmast.
suurima tdisarvulise ruutjuure.

Antud juhul esimene numbririthm on 10, sellest suurim tdis-
arvuline ruutjuur on 3. Seega otsitava arvu esimene number on 3.

Leitud esimese numbri ruut on esimeseks osakorrutiseks, mis
juuritavast arvust lahutatakse. Selle osakorrutise tegurid jaetakse
lihiduse otstarbel kirjutamata. Koigi jargnevate osakorrutiste
tegurid kirjutatakse ruutimise votte eeskujul muust arvutusest
vasakule ja eraldatakse temast piistkriipsuga.

Just nagu ruutimisvotte puhulgi, saadakse igale osakorrutisele
esimene tegur ilma oma lopunumbrita eelmise teguripaari liitmise
teel; kirjutamata jaetud teguripaar, mis andis esimese osakorrutise
(esimese numbri ruudu), liidetakse peast; et need tegurid on vord-
sed, siis nende liitmine on samaviarne teguri kahekordistamisega
(34+3=2-3=26). Teise osakorrutise teine tegur, mis on iihtlasi
esimese teguri lopunumbriks ja ka otsitava ruutjuure vastavaks
numbriks, leitakse jagamise teel, nagu allpool selgub.

V1024 = 382
9
62 | 124
2| 124

Ruutjuure viirtuse teine number, nimelt 2, on méadratud
sellega, et temaga moodustatud osakorrutis 62 -2 on vordne esi-
mese jaagiga 124. Jarelikult teise teguri 2 saaksime jagamisel %v
kui teaksime tervet jagajat; et aga jagaja lopunumber on tead-
mata, seda alles otsime, siis piirdume {imardatud jagamisega,
jattes jagajas dra viimase teadmata numbri, samuti jattes Ara
viimase numbri ka ja#gis, mistottu molemad arvud ligikaudu
kiimme korda vahenevad.
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Niisiis jagatise % asemel kasutame jagatist %2, mis
annab teise numbri 2. : :

Kui antud juuritaval arvul on numbririthmi rohkem kui kaks,
siis leilame ruutjuure kolmanda ja iga jargneva numbri samuti
jargneva mumbririthma abil, nagu leidsime teise numbri teise
numbririthma abil: eelmise osakorrutise lahutamisel saadud vahe
koos juuritava arvu jérgneva numbririthmaga moodustab alati
vastava jadgi, mille kaudu uus ruutjuure number leitakse, —
jadgis jatame &ra viimase numbri ning nii saadud arvu jagame
eelmise teguripaari summaga — nii saadud jagatis ongi jirgmine
ruutjuure number. Et jagamine toimub iimardatud arvudega, siis
juhtub monikord, et jagamine annab digest suurema numbri, mida
néieme sellest, et osakorrutis ei mahu jiiki; sel korral proovime
viiksemaid numbreid, kuni saame suurima osakorrutise, mis
mahub jaaki.

Naide 1.
' V 190°85'42'25 — 13815
1

23 90

3 69

268 2185

8 2144

2761 4142
1 2761

27625 138125
5 138125

Ruutjuure esimese numbri leidmiseks votame juuritava arvu
esimesest numbririthmast ruutjuure, saame 1, selle kirjutame tule-
muse kohale vordusmirgi jarele.

Leitud esimese numbri kahekordse kirjutame piistkriipsust
vasakule.

75



Juure teise numbri saamiseks jagame lGpunumbrita esimese
jaagi, s. 0. 9 arvuga 2, saame 4; kuid et 24 - 4 = 96, seega suu-
rem kui jadk 90, siis proovime viaiksemat numbrit, kolme; see
sobib. Juure teine number on siis 3.

Juure kolmanda, neljanda ja viienda numbri leiame jarg-
miste jagamiste abil:

e e
26~ % 978 * 2762

Juuritava arvu rilhmitamine médrab ka koma asukoha ruut-
juures, sest arvutatav ruutjuure number kuulub alati niimitmen-

dale kohale enne voi p#rast koma, kuimitmes, komast arvates,
on see numbririthm, mille abil vastavat numbrit arvutame.

Niide 2. Arvutada V 32652,49.

Juuritava arvu numbrite rithmitamine osutab, et juurel on
kolm numbrit enne koma.

V' 3'26'52,49 = 180,7

1
a8 | 226
TRy 360 | 252
3607 ’ 252 49 0 | 000
7 252 49 360 | 25249

Kolmandaks ruutjuure numbriks tuleb 0, nagu nditab jaga-
mine 25 : 36. Kui kirjutaksime koik tehted nulliga, nagu teeme
iga muu numbriga, siis votaks vastav kirjutise osa korvalniida-
tud kuju. Endastmoistetavalt voime kirjutist liithendada, nagu
see on teostatud arvutamisel.

76




Niaide 3. Leida ruutjuur arvust 0,000784.

Juuritava arvu numbrite rithmitamisest n#éhtub, et juure
number enne koma ja esimene number pérast koma on nullid.

V 0,00007'84 — 0,028

S
( 49 384 )
AR
48 384
8 | 384

Naide 4. Leiame 7 289567.

Rithmitame juuritavas numbrid paarikaupa, sammudes pare-
malt poolt vasakule; saame :
28'95'67 ;
siit niieme, et ofsitav ruutjuur on kolmekohaline arv. Selle leid-
mine vdib toimuda nii, nagu allpool néidatud:

YV 289567 = 538 puudusega
25 voi 539 liiaga.

103 | 395

3 | 309
1068 | 8667 1069 | 8667
8 | 8544 9 | 9621
+123 | —954

538 < V 289567 < 539.

Miéarkus. FEelmises niites ruutjuure leidmisel me ei saa-
nud otsitavat juurt tipselt; leidsime ainult kaks teineteisele
jirgnevat tdisarvu, mille vahel asetseb otsitav ruutjuur:

> 538 < V 289567 < 539.
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Neid kaht arvu nimetame otsitava ruutjuure lahisvadr-
tusteks; esimene neist on puudusega, teine liiaga.

Arvude 538 ja 539 vahe on 1.
arvude vahel, siis ta erineb kummastki vihem kui ithe vorra.

Seega vorduste

V 289567 — 538

viga ei kiilini iiheni.

Ulesanded,

Et V 289567 asetseb nende

ja ¥V 289567 = 539

105. Arvutada jargmiste arvude ruutjuured:

1. 361
576
784
841
529

4.

51955264
89908324

1018081
49126081
81108036

106. Arvutada jérgmised ruutjuured:

Ly 7iged |
V 0,501264
¥ 0,00361
V 48,8601
V 70,0569

2. 5329 3. 54756
8464 71824
1369 56169
4225 17424
6084 831744

50 722500
608400
211600
31360000
96040000
¥V 2590,81 %y 12436
V 5,6169 V 91204
YV 05329 V 501264
v 0,0000169 V 64144081
V 5632,5025 V 81144064

107. Individuaalelamu ehitaja sai ristkiiliku-kujulise ehitus-
krundi, mille pikkus on 39 m ja laius on 12 m. Tg tahab selle
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vahetada samasuure ruudukujulise krundiga. Millised peavad
olema uue krundi méotmed?

108. Kuubi t#ispindala on 253,5 dm2. Mitu cm on selle
kuubi serv?
§ 20. Ruutjuure leidmine etteantud tapsusega.
Leida arvu @ ruutjuur veaga alla ok tihendab leida 2 arvu, mille vahe
n

o ja mille ruutude vahel asetseb arv a.
n

Konesolevaid arve voime téhistada % ja mj;l . Nad pea-
vad rahuldama noduet, et
x\2 x41)2
(?) <a<v( n ) y
Korrutades vorratuste koiki litkmeid iithe ja sama arvuga n2,

saame
22 < an2 < (x4 1)2.

Arvud z ja -+ 1 erinevad 1 vorra ja nende ruutude vahel aset-
seb arv an2. Seega on meie iilesanne taandunud arvu an2 ruutjuure
leidmisele veaga alla 1. Viimast iilesannet oskame aga juba
lahendada ruutjuure leidmise algoritmiga.
Niaide. Leiame ruutjuure arvust 2 veaga alla 0,0001.
Meie juhul on a=2, n = 10000; seega
n2 =100 000 000 ja an2 = 200 000 000.
Ruutjuure leidmise algoritm annab:
: ¥'200000000 = 14142 puudusega
voi 14143 liiaga.
Jagades leitud arvud 10 000-ga saame:
V2 =1,4142 puudusega
voi 1,4143 liiaga.
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Kontroll annab:
141422 — 1,99996164;

see on vaiksem kui 2, erinedes sellest vihem kui 0,0001 vorra;
1,41432 = 2,00024449;
see on suurem kui 2, erinedes sellest vihem kui 0,0003 vorra.

Nouet, arvutada ruutjuur veaga alla 0,0001, voib asendada
néudega, arvutada see ruutjuur tapsusega 0,0001 ehk nelja
kohaga pé#rast koma, siinjuures silmas pidades, et tulemus tuleb
votta puudusega, kui jargnev arvutatav ruutjuure number, antud
juhul viies number, on viiksem kui §; tulemus tuleb votta liiaga,
kui jirgnev number on 5 vodi sellest suurem. Kui nii teeme, siis
arvutatud ruutjuure viga ei iileta 0,00005, see tdhendab, ei iileta
poolt viimase koha iihikust, seega on ta kindlasti alla 0,0001.

Niiid voime dilesande ,leida ruutjuur arvust 2 veaga alla
0,0001” samastada iilesandega ,leida ruutjuur arvust 2,0000 0000
nelja kohaga pirast koma‘“. Komale jargnevad nullid vdib arvu-
tamisel esialgu jétta kirjutamata ja lisada nad ruutjuure iga
numbri arvutamisel paarikaupa vastavale jadgile. Algoritmi
rakendus kujuneb siis jirgmiseks:

V2 =1,4142 (puudusega)

1
24 100
4 96
281 400
1 281
2824 11900
+ 11296
28282 60400
2 56564

3836 < 14142




Kas leitud ruutjuure lahisvidrtus tuleb votta puudusega vdi
litaga, seda saab kontrollida otsese leitud viértuse ruutimise voi
jirgneva numbri arvutamise asemel leitud ruutjuure védrtuse
ja viimase jadgi vordlemise teel.

Meie arvutamise néites on viimaseks jédgiks 0,00003836; et
arvutamisel on nullid ja komad kirjutamata, siis on kirjutises
naha ainult selle jadgi numbrid 3836. Meie nigime eespool, et
arvutamisel saame ruutjuure mnumbrid ithed ja samad, kas arvu-
tame ruutjuure arvust 200000000 voi arvust 2,00000000; esimesel
juhul saame ruutjuure lahisvéartuseks 14142 ja viimaseks jaé-
giks 3836; teisel juhul on lahisviaartuseks 1,4142 ja viimaseks
jadgiks 0,00003836. Niisiis selle asemel, et kontrollida tulemust
1,4142 jadgi 0,00003836 abil, voime kontrollida arvu 14142 jasagi
3836 abil. Liihidalt: senileitud ruutjuure ldhisvaartuse vordle-
misel viimase jidgiga jitame komad mdlemas #ra.

Kui ruutjuure leidmisel tekkinud viimane jadk on vaiksem kui leitud
ruutjuure ldhisvidrtus, koma asukoht mélemas arvestamata, siis ruutjuure
lahisvadrtus tuleb votta puudusega; kui viimane jadk iiletab senileitud ruut-
juure ldhisvddrtuse, koma asukoht samuti mélemas arvestamata, siis tuleb
lahisvadrtus votta liiaga, see tihendab, ruutjuure senileitud viimast numbrit
tuleb 1 vorra suurendada.

Meie viimases arvutuses on viimane jaak 3836 < 14142, sel-
lepdrast votame ruutjuure viadrtuse puudusega, see tdhendab,
tema viimane number 2 jiab kehtima.

Jasagi ja léhisvédrtuse vordlemise votet pohjendame jarg-
miselt.

Oletame, et senileitud ruutjuure vadrtus on a (kusjuures a
on véljendatud senileitud ruutjuure vidrtuse viimase koha iihi-
kuis). Et niiid teada saada, kas @ on niisugune arv, mis ruut-
juure tépsest vidrtusest ei erine rohkem kui viimase koha poole
ithiku vorra, selleks peaksime teadma, kas ruutjuure tipne viar-
tus on viiksem kui a - 0,5, voi mitte. Et selgusele jouda, kas
ruutjuure tépne védrtus on viiksem kui ¢ -} 0,5 voi on ta sel-
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lega vordne voi koguni suurem, selleks vordleme avaldise o + 0,5 |
ruutu juuritava arvuga, s. t. vordleme juuritava arvuga avaldist |
(a+05)2 ehk avaldist a2-+4a-+025 sest (a-+05)2=
=a2? + a + 0,25.

Et arvu o leidmisel on a2 juba juuritavast lahutatud, siis
jatame vordlemisel nii juuritavas kui'ka meie avaldises a2 arves-
tamata, see tdhendab, vordleme jadki, mis tekkis arvu e leidmi-
sel, avaldisega a 4 0,25; et liige 0,25 tuleks mahutada alles jirg-
nevasse juuritava numbririthma, siis vordleme jaaki lihtsalt
arvuga a.

Etteantud tépsusega ruutjuure arvutamisel on otstarbeko-
hane kirjutada viimane leitud number oma kohale alles siis,
kui kontroll on teostatud, tarbekorral viimast numbrit iihe vorra
suurendades.

Toome selgituseks veel ithe niite.
Arvutada ruutjuur arvust 51,1 téapsusega 0,01.

Vv 51,10 = 7,15 (liiaga)

49
141 | 210
1 141
1424 6900
4 5696
1204 > 714 .

Ulesanded.

109. Leida jargmiste juurte vadrtused kolme kohaga pirast
koma: :

$hom V8 VR Y TR
2 Y7 Vo Vsz Vss Vi
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110. Leida jérgmiste juurte vadrtused, kui voimalik, siis
tapselt, kui mitte, siis tdpsusega 0,001:

L y534 2. 1190892 3.\/ V70,9956
V7,89 V'145,0378 v 0,524341
V65,72 V'2,159670 ¥70,0150808
V81,46 V387,684 ¥ 0,001909
V95,37 V'5639,05 ¥0,000672

111. Leida jargmiste juurte vadrtused, kui voimalik siis
tapselt, kui mitte, siis veaga alla 0,0001:

. V16,3761 % V0,0061 8. V980100
V54,256 V85,1649 V8500 -
V200 V5400 V182,25
V130 V38,72 V670000 =
V2530 Vi2,5 V500000

112, Ringi pindala on 158 em2. Arvutada selle ringi raadius
tdpsusega 1 mm.

113. Ruudukujulise nahatiiki pindala on 7,5 dm2. Leida selle
nahatiiki serva pikkus veaga alla 1 mm.

114. Peipsi jarve pindala on 3584 km2. Kui pika kiiljega
ruudu kataks nii suur veepind?

§ 21. Irratsionaalarv.
Ulesanne. Kui pika peab votma ruudu kilje, et ruudu
pindala oleks 2 ruutmeetrit?

Lahendus. Olgu noutava ruudu kilje pikkus z meetrit.
Biis on tema pindala 22 ruutmeetrit; seega peab olema

22 = 2.
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Katsudes seda nduet rahuldada tdisarvuga nieme, et
12=1<2 22—4>2

ja veelgi suuremad on 32, 42, 52 jne. Nii ndeme, et ei leidu
tdisarvu, mille ruut on 2.

Katsume nouet x2 —2 rahuldada murdarvuga, niiteks mur-
ruga % . Loomulikult vétame proovitava murru tema lihtsamal,

see on taandatud kujul; sel juhul a ja b on iihistegurita arvud.
-

Kirjutame murru —:— nii, et tema lugeja ja nimetaja esineksid

algtegureiks lahutatuina:
a __h-k-l---n,

B Tpegerean?
siin on lugeja tegurid koik erinevad nimetaja tegureist. Ruutu
tostes saame

(_a)f!_h-h-k-k-l-l cemem

b _p-p-q.q.rr.r...v.:v

Néeme, et ka sellel murrul lugeja tegurid koik erinevad nimetaja
teguritest, seega ka murd (%)2 on taandumatu. Meie noude koha-
selt peab

(if=>

tahendab, konesolev murd (%)2 peab olema taanduv tadisarvule 2.

Murd ei saa korraga olla taandumatu ja taanduv. Seega peab
meie noudes peituma viga. See tahendab, et ei leidu ka
murdarvu, mille ruut on 2.

Ulaltoodust ndeme, et pohimétteliselt on voimatu nouet 2 = 2
tdpselt rahuldada tdis- v6i murdarvuga.
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Kiill aga on vdimalik nouet rahuldada ligikaudu, ja
pealegi nii histi kui iganes soovime. Rakendades ruutjuure leid-
mise algoritmi ja jark-jargult viga viahendades nieme, et

1 <s<2
14 <o <1p
141 <7< 142
1414 <z < 1415
14142 < z < 14143
141421 < 2 < 141422

jne.

Nii seisab arv x suletuna jdrjest kitsamasse ja kitsamasse
vahemikku. Vasakpoolses tulbas seisavad -1 lahisvéartused
puudusega, parempoolses tulbas z-i lahisvaartused lilaga. Vasta-
vate lahisvaartuste viga jarjest viheneb: esimeses reas ei kiiiini
viga 1-ni, teises reas ei kiiiini ta 0,1-ni, kolmandas reas ei kiiiini
ta 0,01-ni jne. Nii ithe kui teise tulba léhisvéartused juhivad
meid z-1 véaartusele:

r=—141421 ...

Selles kirjutises numbrite jada ei 10 pe.

Téepoolest, kui see poleks nii, siis seisaks meie ees tavaline
kiimnendmurd ning selle ruut oleks 2; eespooltdestatu pohjal pole
sddrast murdu olemas. Seega on 2z loputa kiimnend-
murd. Seda loputa kiimnendmurdu pole véimalik kirjutada
iihegi hariliku murruna; vastasel korral leiduks niisugune harilik
murd, mille ruut on 2. '

Taisarve ja harilikke murde nimetasime koos ratsionaalseteks
arvudeks.

Arve, mida ei saa kirjutada ei tdisarvuna ega hariliku murruna, nime-
tame irratsionaalseteks arvudeks,
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Murru 1,41421 ... saamislugu tagab, et tema ruut on 2:
(1,41421...)2=2;

vastavalt sellele kirjutame selle l6puta kiimnendmurru lithiduse
mattes siimboliga V2.

Uldiselt:
kujutagu siimbol )4 ratsionaalset v&i irratsionaalset arvu, ikka on
(VA4)=a.

Nagu V2, nii kujutavad ka V'3, ¥5, V10 irratsio-
naalseid arve.

§ 22. Arvuvalla tihendamine irratsionaalsete arvudega.

Omal ajal laiendasime arvude valda, luues positiivsete arvude
korvale negatiivsed arvud. Siis tihendasime arvuvalda murd-
arvudega ja saime nii ratsionaalsete arvude valla. Irratsionaalsete
arvude loomisega ratsionaalsete arvude vahele tihendame arvu-
valda veelgi. Negatiivsete arvude loomisega said siimbolid, nagu
1

—1: "'"5) e | 9

kindla métte ja sisu. Irratsionaalarvude loomisega saavad mdatte
ka siimbolid nagu

vz, vs, Vsl

milledel pole vastet tiis- ja murdarvude vallas. On toestatud, et
arvutamise pohiseadused jadvad kehtima ka irratsionaalsete
arvude puhul. Ratsionaalsed ja irratsionaalsed arvud moodus-
tavad koos reaalarvude valla.

Irratsionaalarvu  kuuluvust reaalarvude valda illustreerigu
niiitena jirgmine asjaolu: vaatamata sellele, et ¥ 2 ei ole tiip-
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selt valjendatav iihegi tiisarvu ega iihegi murru abil, on ometi
voimalik anda tdpne konstruktsioon sirkli ja joonlaua abil joon-
16igu joonestamiseks, mille pikkus on tépselt V 2 dm.

e 1dn—|

Irratsionaalse pikkusega joonloik.

Kui ehitame ruudu kiilje pikkusega 1 dm (vt. joonis), siis
selle pindala on 1 dm2. Kui niiid pikendame iihe paari lahiskiilgi
oma pikkuse vorra ja votame pikendatud kiiljed uue nelinurga
diagonaalideks, siis uus nelinurk on ruut pindalaga 2 dm?2. Seda
nieme sellest, et uus ruut koosneb neljast niisugusest tiikist, nagu
neid esialgses ruudus on kaks.
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Uue ruudu kiilje pikkuse leidmiseks peame arvutama ruut-
juure arvust 2, seega see pikkus on V' 2 dm. Joonisel nieme,
et uue ruudu kiilg on esialgsele ruudule diagonaaliks, seepirast
voime oOelda, et kui ruudu kiilje pikkus on 1 pikkusiihik, siis
ruudu diagonaali pikkus on V2 pikkusiihikut.

Ulesanded.

115. Ehitada ruut kiilje pikkusega 2 iihikut ning selle abil
2 korda suurema pindalaga ruut. Kui pikk on uue ruudu kiilg?

116. Ehitada 16ik pikkusega ¥ 18 cm.

§ 23. Ruutjuur korrutisest ja jagatisest.
Naitame, et
Vab="Va-Vb.
Viite toestamiseks oletame vastupidist, nimelt, et
: Vab=Va-Vb.
Vorratuse kuminalgi poolel seisavad positiivsed arvud.

Kui kaks positiivset arvu pole vordsed, siis pole vordsed ka
nende ruudud. Seega
(Vaby = (Va-Vby?

ehk

(Vab)*=(V a)®- (V b)*
ehk

ab=a-b,

mis on vodimatu. Tehtud oletusest jareldub véimatu tulemﬁs;

jarelikult on see oletus vale ja seega meie viide odige.
Samal viisil saame naidata, et

Vi=1i.
b Yo
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Toestatud vordustes voib vahetada pooled. Nii tdestatud
vordused kui ka need, mis saame poolte vahetamisel, leiavad
kasutamist avaldiste teisendamisel, eriti teguri viimisel
juureméirgi alla ja teguri toomisel juure-
margi ette.

Olgu niiteks tegemist juurega V n2a. Toestatud lause
pohjal saame
Vata=Vn:-Va=nVa.
Samu vordusi vastupidises suunas lugedes saame
nVa=Vn-Va=1Vn%.
Kokkuvottes:
arvu, mille ruut esineb tegurina ruutjuure mérgi all, voib vdtta tegurina
juuremérgi ette; arvu, mis seisab tegurina juuremérgi ees, vdib vétta ruutu
tostetult tegurina juuremérgi alla,
Niaiteid.
1. V81-169=7V81-V169=9.13.
2. V3.Vée=Vi8=V9.2=V9.V2=3V2.

3. ]/%_ Y144 12
25~ ya5 b

WY SO
S e 5__1/9_3.
5 V50=V25-2=V25-V2=5V2.

6. w —2]/1'0_ 10_
3]/—{;_1/3- s=) 9-5="V10.

7 Ulesanne. Olgu teada, et g=nl/b3. Mséésrata b.

Lahendus. Jagades kummagi poole arvuga n, saame
mn a
=)L
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Téstame niitid vorduse kummagi poole ruutu, siis saame

m __ a

b
ja siit, rakendades vorde omadust, leiame, et
b= % .
Ulesanded.
117. Tuua tegur juuremirgi ette:
L Vi2 V12 V200 V 288 V32

2. V18 V5 V800 V125 V162

118. Leida jdrgmiste avaldiste viartused:

L V9.144 2. V2.Vs
V25100 V2-V1o
V1694 Ve2-V18
V22516 Vs.-V12
V49-64 V5-V20

3. V-% 4. 11;230

36 V32
25 Vs
]/E yi
100 V3
21 Vis
144 ﬁ
V7

V@
64

B
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119.

1.

Viia tegur juuremirgi alla:

2V 5 5V 2 10V 7 6V'1,5 12V25

2 12Y0,5 sV 3 4V'3 7V 10 10V0,2

120‘

121.

122,

123.

124,

125.

126.

127.

128.

129,

130.

131

§ 24. Ulesandeid kordamiseks.

Olgu teada, et £=V—;—7- Miagrata siit gq.

On antud vorre 5 . Miidrata m.

Olgu teada, et u=73y7. Avaldada siit f.

Avaldada valemist T = V% SUUrus .

Olgu vordes %@' = s—;— koik arvud positiivsed. Avaldada x.
Olgu qh=Vq§- Avaldada siit q.

Miirata valemist t=§ V' h suurus h.

Olgu z=%V§- Avaldada w. :

Olgu teada, et v=(% 2. Avaldada siit h.

Olgu teada, et pVg=rVs. Avaldada siit s.
Arvutada V 17 veaga alla 0,00001.
Arvutada ¥V 10 veaga alla 0,01.
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132. Kasutades ruutjuurte tabelit arvutada jargmiste aval-

diste vaartused:

L YET4+VE
Y7 —V5
Viz+Vib
V28—V

V100—V75

£ yY54+Vs
Vi—Va
Vio+v11
V1i9—Via
V104 V20

92

5.

2 7v12 8. y31:4
12715 V55:12
0,3V19 Y63:0,3
1,8 V23 V92:1,7
0,01 V37 V111:8,9

83V17+2V15—05V8
4aVe+1v2 —2

5V 7 -V114+3V19-V21

V3. V24V5.V34+V1-Vb
2V 3+8V2+4Vs—2V6

e




Peatiikk IIIL

Ruutvorrand.

§ 25. Ruutvorrandi iildkuju.

Olgu antud mingi vorrand, milles pole liikmeid otsitavaga
nimetajas. Votame vorrandi liikmed vasakule poolele nii, et pare-
male poolele jiiiks iiksainus liige null; avame koik sulud ja
koondame vasaku poole;

kui peale sulgude avamist ja koondamist kdrgeim aste, milles esineb

otsitav, on teine aste, siis nimetame vdrrandit teise astme vérrandiks ehk
ruutvdérrandiks,

Sama nimetuse anname sel korral ka lahtevorrandile. Nii on
vorrandid

g 422=9 522 =2z+10
502 —4=zx 0,322 40,7z — 10 =0
koik ruutvorrandid. Seevastu vorrandid
f—z=7 =5 28 =272 1 10

p ole ruutvorrandid.

Ruutvorrandis peab esinema liige otsitava ruuduga; peale selle
voib esineda liige otsitava esimese astmega ning otsitavast vaba
liige. Kui need liikmed t#histame ax2, bz ja ¢, saame vorrandi
kirjutada kujul :

ax? + bx 4 ¢ =0.
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See on ruutvorrandi ildkuju. Selles vérrandis a !
ei saa olla null, sest vastasel korral, kui a =0, vérrand poleks
enam ruutvorrand.

Voime ikka oletada, et @ > 0; kui see poleks nii, saavutaksime
selle, korrutades vorrandi kumbagi poolt —1-ga.

Jagades viimase vorrandi kéiki liikmeid arvuga a, saame
b c
valides kordajate% j& % jaoks uued tdéhised p ja g, saame vor-
randi kirjutada kujul
22+ pr+ qg=0.

Sel kujul kirjutatud ruutvérrandit nimetame taandatud
ruutvorrandiks.

Kokkuvottes:

vorrandit ax? - bx - ¢ =0 nimetame iildkujuliseks ruutvdrran-
diks, vorrandit x2 4 px+¢=0 taandatud ruutvorrandiks,
Vo6ib juhtuda, et ruutvorrandis puudub teine véi kolmas liige
voi molemad;

kui ruutvorrandis puudub otsitavast vaba liige vdi liige otsitava esi-
mese astmega, siis nimetame ruutvdrrandit mittetdielikuks.

§ 26. Mittetaielike ruutvorrandite lahendamine.

1. juhtum. Kui ruutvérrandi vabaliige on null, omab
vorrand kuju
ax? + b =0.

Selle lahendamiseks vétame vasakul poolel otsitava sulgude
ette; saame
z(ax -+ b) =0.
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Viimane vordus nduab, et tegurite z ja ax -+ b korrutis oleks null,
Korrutis on aga ainult siis null, kui tegurite hulgas esineb null.
Et siin on kaks tegurit, siis on vérrandi rahuldamiseks kaks voi-
malust: 1) kui esimene tegur voetakse nulliks, siis korrutis tuleb
null, hoolimata teise teguri vidrtusest; 2) kui esimest tegurit ei
voeta nulliks, siis teine tegur peab olema null. Kaks vorrandi
rahuldamise véimalust annavadki kaks lahendit — esimesele voi-
malusele vastavalt saame
Ty = 0

ja teisele voimalusele vastavalt

aXo + b= 0,
millest

£ b
xz-——-z'

Kontrollimisel selgub, et nii 0 kui ka — g rahuldavadki antud
vorrandit.

‘Ulesanne. Lahendada vorrand 422 -+ 3z=0.
Lahendus. Kirjutame antud vorrandi kujul
z (42 -+ 3) =0.
Siit jareldame, et
z; =0 ja 42, +3 =0,
see tédhendab, et

x1=0ja,:c2=—-§--
Kontroll
4:02-}+3:-0=0; samuti 4- (—%)2_1_3.(_%):
g5 9
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2. jubtum. Kui ruutvorrandis puudub liige otsitava esi-
mese astmega, omab vorrand kuju

ax2 4 c=0.
Siit saame
ar2=—c¢
ja
s e
a

Kui avaldis — % on positiivne, saame k aks lahendit:

:1:1=='l/___i ja To—=—— V_i.
o a

. . C . . . 2 . . X
Kui avaldis — - on negatiivne, siis meie vorrandil ei ole
lahendit; tdepoolest, nouet

2 =— — E_
a

sel juhul tdita ei saa, sest vasakul poolel seisab ruut — see oma

loomult ei saa iialgi olla negatiivne arv, paremal aga just on

negatiivne.

Kui ¢=0, siis on ka — —g— =0, seega vorrand nouab, et
22 =0, jarelikult vorrandil] on kaks teineteisega vordset
lahendit:
22 =018 da==0.
Niaiteid.
1. 922-—16=0; 22= T Ry
Vorrandil on k a ks lahendit.

[SHI

2. 224+10=0; 22=—10.

Vorrandil pole lahendit.
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Ulesanded.

133. Lahendada jérgmised ruutvorrandid:

3557

22 =529 2. 2= 81

2 = 343 22 =10,64
22 =363 22 =0,5776
22221116 22 = 0,0275
2 = 2701 22 = 0,8464

3. 512=0,0716

622 = 25,1001
1,322 = 2,873
0,1622 = 0,261

0,7522 =0,111

134. Lahendada jargmised ruutvorrandid, rakendades korru-

 tise nulliks taandumise tingimust:

) x(x+2)=0 2.

(t—4) (24 5) =0
(x—38)(e—7) =0
32(7x —8) =10
5(x-+1)z=0

22— 13z =0
622 + 8z =0
922 — 22 =0
522 4 122 =0
222 4 §x=0

§ 27. Ruutvorrandi (x 4 m)2 — n lahendamine.

Vorrandi (x4 m)2=n vasak pool on taisruut. Kui
n < 0, pole voimalik seatud nouet rahuldada, sest taisruudu véar-
tus ei saa iialgi olla negatiivne. Sel juhul vérrandil pole

lahendit.

Kui n =0, siis vorrand on (2 m)®>=0,

seega

(2 4=m) (x + m) =0,

| niisiis

Ty=—m ja To=——m,

seega on vorrandil kaks teineteisega vordset lahendit.

7 Vihman, VIII kl
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Kui n > 0, saame
Tt+me== Vn,
seega
T=—m= Vn,

millest leiame vorrandi kaks lahendit:

= —m+Vn ja zo=—m—Vn.

Ulesanne. Lahendada vorrand

(x4 3)2 =25.

Lahendus. Saame

z4+3=+V25
ehk
T4 3=+5;

seega Ty —-—3+5=2 ja T,=—3—5=—

Ulesanded.

135. Lahendada jérgmised ruutvorrandid:

L (z—2)2=16 2. (r—14)2=23364

(x4 5)2 =
(x—9)2 =529
(x—03)2 =1,69

(x—12)2=144
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136. Lahendada jargmised ruutvérrandid:

1. (z—3)2—8 2. (z—12)2—143
(z+4)2=12 (x—02)2 =05
(z-+10)2=10 (z -+ 05)2 =227

22 2
(w—1)2=3 (x_é) 9
2 % (3 =9

§ 28. Taandatud ruutvérrandi lahendamine.
Ulesanne 1. Lahendada vorrand z2 -+ 6z -9 = 49.

Lahendus. Kirjutades antud vorrandi kujul
(z -+ 3)2—49

ndeme, et ta kuulub eespool-kisiteldud vorrandiliiki. Lahendades
saame

r4+3==V49,

seega

P43 =T,
niisiis

T=-—38=*17,
jarelikult

By=—3+7 ja 2o=—3—7

ehk .

ri=4 ja z,=—=—10.

Ulesanne 2. Lahendada vorrand a2 -+ 6z = 55.

Lahendus. Vorreldes seda vorrandit eelmises iilesandes
esinenud vorrandiga, paneme tihele, et vasakud pooled erinevad
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vaid vabalilkme 9 vorra. Liidame selle arvu vasaku poolega ja
teeme sama ka parema poolega, et vordus jadks jousse; saame:

224-6x4+9=55+49

ehk
(x+3)2=64;
siit
z4+38==V 64
ehk
z-4+3==+8
ehk
r=—3 +8
ehk

2;=—3+8=5 ja 2p=—38—8=—11.

Ulesanne 3. Lahendada vérrand 22 - 3z —10=0.

Lahendus. Teisendame antud vdrrandi nii, et vérrandi
vasak pool on tdisruut. Selleks viime vabalilkme paremale
poolele; saame

22 4+ 3z —10.
Tihele pannes, et avaldist 3z voime kirjutada kujul 2- ; %

nieme, et vasak pool saab tiisruuduks, kui temaga liidame (g)g;

et vordus jédks jousse, tuleb sedasama teha ka parema poolega;
nii saame

#tant(f =10+ |
Seega on

Y=ot S
ehk

3)2 49
b+ =7
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siit
see tahendab

seega

7 2 3
Ty=— : §=2 L T Sl Sorar Gt

Praegu arendatud mottekdik leiab rakendamist jargmises
paragrahvis taandatud ruutvorrandi lahendusvalemi tuletamisel.

; Ulesanded.
:J 137. Téaiendada jargmised avaldised tdisruutudeni:
! L 22| 140 2 2247z 3. w24 2o
22 4 8z . 12—082 xz__'%z"”
22 — 100z 22 4 14z 22— 022
2 — 5z 22 4 %x 22 72z
b7 242 ﬁ_§$ 22 — 0,04z

138. Tiiendada jargmised avaldised tdsruutudeni:

1. a2 -+ 6a 2. f2L7f 3. m2—11lm
b2 4 2b g2 —9g n2 --14n
c2 —8¢ 2—3h p2—}—%p
d2 —16d 12 - 0,467 Q> —q
c2 + 24c k2 — 2% 2
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139. Lahendada jargmised ruutvorrandid, tarvitades tiiis—v
ruuduni tdiendamise vétet:

1. 22 —2r=3 2. p2-+3p—18=0
y2+4y=>5 @2—79+10 =0
22 — 6z —— r?—r—12=0
u2 —8u=—29 s2-45s+6=0
v2 —10v =11 t2—3t—9=0

§ 29. Taandatud ruutvorrandi lahendusvalem.
Kirjutame antud vorrandi

2 +pr+q=0

kujul
B pr=c—yg

ja tdiendame vasaku poole tdisruuduni;
selleks liiddame vasaku poolega litkme (g)), et vordus jadks jousse,
teeme seda ka parema poolega; nii saame

, 2 2

et = o

ehk

o

SRS ; 2 <5 e ..
Kui niitid ilmneb, et avaldis (g) — ¢ on negatiivne, siis vorran-

dil ei ole lahendeid, sest ei saa kehtida vordus, mille iiks pool on

:
mingi arvu ruut ja teine pool on negatiivne arv. ,
i
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2 ve =
Kui avaldis (g) — q ei ole negatiivne, siis, vottes viimase vor-
duse kummastki poolest ruutjuure, saame kaks lineaarset vorrandit,
~ mis {ithe vorduse abil véljenduvad jérgmiselt:

sti== ) —0
T

Saadud voOrdust mimetame taandatud ruutvérrandi l1ah e n-
dusvalemiks; sonastame selle jairgmiselt:

seega,

taandatud ruutvérrandi lahendeiks on vastasmirgiga véetud pool otsi-
tava esimese astme kordajast = ruutjuur selle poole kordaja ruudu ja vaba-
liikme vahest,

Ulesanne. Lahendada vorrand 22 —z—20=0.

Lahendus. Siin on p=—1, g ——20, seega

Jarelikult

ehk
1 T
w=?in+20
ehk
T A MR T Y
ol S AW Tacl Boak
Seega,
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Leitud arvude 5 ja —4 asetamine 2-i asemele vorrandi vasa-
kusse poolde kinnitab, et need arvud toesti on vorrandi lahendid.

Eespool saadud lahendusvalemil on méotet ainult siis, kui juu-
realune avaldis on positiivne v6i null:

&) —a>0,
see tahendab, kui
p2—4q9 > 0.
Kui
p2—49 >0,

sils on vorrandil kaks erinevatlahendit:

s Y |

ja
» 1/ |
a=—4 Ve
Kui 4
Pl ]
siis on vorrandil kaks teineteisega vordset lahendit: °
-Z'l = —g ja 1'.3 - ’_“g .
Kui
P?2—49 <0,

siis vorrandil pole ii1d se lahendit, nagu eespool selgus.

Avaldist p? —4¢ nimetame taandatud ruutvérrandi diskriminan-
diks,

Ladinakeelne sona discriminans tihendab — eraldaja ehk
vahetegija.

Diskriminandi mérk médrab, kas voérrandil on lahendeid voi
mitte. Kui vorrandi vabaliige ¢ on negatiivne, siis kindlasti
vorrandil on kaks erinevat lahendit, sest siis on p2 — 4¢g kahtle-
mata positiivne. Muil juhtumeil tuleb lahendite olemasolu kiisi-
muse otsustamiseks diskriminant arvutada.
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Diskriminanti tahistatakse sageli tdhega d. Diskriminandi d
kaudu voime taandatud ruutvorrandi lahendamisvalemi kirjutada

kujul

el et A2

r=——

140. Lahendada jéirgmised ruutvorrandid:

3

141.

22—3x-+ 2=0
22—2x— 3=0
22— z— 6=0
224+5x+ 6=0
22 +8 -4 15=0

2.

22— T2x+412=0
22+ 3x— 4=0
22— 3r—10=0
22+ 8-+ 7=0
2 + 15z + 56 =0

Lahendada jérgmised ruutvorrandid:

2—6zx4+ 4=0
2284 13=0
22—b6x-+ 3=0
22— x—50=0
24+ T7c— 5=0

2.

2245x+4 =0
22—9r—1 =0
224 2x+0,7=0
22408 —1=0
22 4 5z -+65=0

142. Lahendada jérgmised ruutvorrandid. Kus lahendit tap-
selt leida ei saa, madrata ta veaga alla 0,01. Kontrollida saadusi.

1.

22—9r—36=0
24+ 72—7=0
2—x—20=0
22422 —2=0

22 —202 491 =0

224+ 3r—19=0
22— 11z 4 10=0
y2—4y +6=0
y2+9+12=0
22—T72—8=0

2.

22—8x4+9=0
22 -+ 5 — 66 =0
2244 +4=0
22 4 7z — 120 =0

9
x2——3x——5;)=0'

U2 —6u-+4=0
w2 4 18u — 14 =0
v?2—ov | 42=0
v2—Q+4+7=0
w24 15w —1=0
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143. Jaotada 16ik, mille pikkus on 30 cm, kahte ossa ndnda,
et suurema osa jagatis kogu léiguga on sama, mis véiksema osa
jagatis suurema osaga.

144. Kahe arvu vahe on 6; samade arvude ruutude summa
on 260. Mis arvud need on? |

145. Kahe jarjestikuse tdisarvu korrutis oﬁ 156. Mis arvud
need on?

146. Kahe teineteisele jargneva téisarvu ruutude summa on
85. Mis arvud need on?

147. Kahe jirjestikuse paarisarvu korrutis on 288. Mis
arvud need on?

148. Jaotada arv 19 kahte niisugusesse ossa, et nende osade
ruutude summa oleks 181.

149. Kahe teineteisele jirgneva paarituarvu korrutis on 1295.
Mis arvud need on?

150. Kahest arvust on iiks sajast niipalju suurem, kui teine
on sajast viiksem. Arvude korrutis on 9639. Mis arvud need on?

§ 30. Uldkujulise ruutvorrandi lahendusvalem.

Nagu iilalpool négime, ruutvorrandi iildkuju on

ax? 4 bz + ¢ =0.

Ka selle vorrandi saame lahendada tédisruuduni tiiendamise
vottega. Selleks korrutame vorrandi koiki litkmeid avaldisega 4a,
siis saame

4a222 + 4abz -+ 4ac =0,
ehk viies vabaliikme paremale poolele
4a222 | 4abx = — 4ac;
lisame niitid molemale poolele uue lilkme b2, siis saame -
40222 -+ 4abz - b2 = b% — 4ac.
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Vérrandi vasak pool ongi niilid tdisruut, ta on vordne nimelt
avaldisega (2ax - b)2, jarelikult vdéime vorrandi niitid kirju-
tada kujul

(2ax - b)2 = b2 — 4ac.

Siit ndieme, kas vorrand on lahenduv v6i mitte: kui kordajad
a ja b ning vabaliige ¢ on niisugused, et b2 —4ac tuleb nega-
tilvne, siis vorrandil lahendeid ei ole, nagu taandatud vorrandi
puhulgi, sest siis vorrand nduab, et (2ax -+ b)2 oleks negatiivne,
see on aga voOimatu.

Kui b2 — 4ac ei ole negatiivne, siis saab vorrandist jareldada,
et

2az + b= =V b2 — 4ac.

Otsitava 2 avaldamiseks tuleb niitid liige b viia paremale

poolele ja siis molemat poolt jagada kordajaga 2a; saame
o BB Y ¥ —tac,
2a

See on iildkujulise ruutvorrandi lahendusvalem; selle
voime sonastada jargmiselt:

iildkujulise ruutvorrandi lahend on murd; selle nimetaja on otsitava
ruudu kordaja kahekordne; lugeja aga on vastasmirgiga voetud otsitava
esimese astme kordaja = ruutjuur selle kordaja ruudu ja neljakordse otsi-
tava ruudu kordaja ja vabaliikme korrutise vahest,

Saadud valemil on motet ainult siis, kui juurealune avaldis
on positiivne vo6i null, niisiis neil juhtumeil, kui lahendid on
olemas.

Kui
2 —4ac > 0,
siis on kdnesoleval ruutvorrandil 2 erinevat lahendit:
— b+ Vb2 —4ac 1 —b— Vb —4ac
| RISy T IE ia Sy
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Kui
b2 —4ac=0,

siis on vorrandil 2 vordset lahendit:

Ly=——
1 2a

Kui
b2 —4ac < 0,
siis vorrandil pole iildse lahendit.
Avaldist b2 — 4ac nimetame iildkujulise ruutvérrandi diskriminan-
diks, ;
Seda diskriminanti téhistatakse sageli tdhega D. Diskrimi- '_'j
nandi mark médrab, kas vorrandil on lahendeid v4i mitte.
Diskriminandi D kaudu vodime iildkujulise ruutvorrandi
lahendusvalemi kirjutada kujul:

Uldkujulise ruutvorrandi lahendusvalem on rakendatav ka
koigi erikujuliste ruutvérrandite lahendamisel:

kui a=1, siis vorrand osutub taandatud ruutvérrandiks
22 +br-} c=0 ja valem annab tema lahendid

kui b =0, siis vorrand osutub mittetéielikuks ruutvorrandiks
(§ 26, 2. juhtum) @22 4 c==0 ja valem annab tema lahendid
TV — 1440 hk ILihtsustatult t]/——%;

2a

kui ¢ =0, siis vorrand on ka mittetéielik, nimelt az2 - bx =0
(§ 26, 1. juhtum) ja valemi jargi saame lahendid

—b =Y —bx) b
CP I T e AR el bt B

a




Ulesanne 1. Lahendada vorrand 622 4 72 —3=0.
TLahendus. Vorrandi diskriminant
D=72—4-:6-(—3) =494 72=121;
D on positiivne, seega vorrandil peab olema kaks erinevat
lahendit.
Lahendusvalem annab:

o e YO e
€r = V = .

12 12
Seega
ST 3
S R e
Ja
E RO . B G R e
e Beotin VL Mbam e | i

Ulesanne 2. Lahendada vorrand 322 —2—1=0.
Lahendus. Vorrandi diskriminant
D= (—1)2—4-3- (—1)=1+4+12=13;

D on positiivne, seega vorrandil peab olema kaks erinevat
iahendit. :
Lahendusvalem annab:

-4
”=1—6V13'
Seega
1 13 1—y18
T =—+—! Ja Zy= ————61/

Ulesanne 3. Lahendada vorrand 522 — 4z + 7 =0.

Lahendus. Vorrandi diskriminant
D= (—4)2—4-5-7=16—140 = —124;
D on negatiivne, seega vorrandil lahendit pole.
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§ 31. Uldkujulise ruutvorrandi lahendusvalem erijuhul,

kui kordaja b on paarisarv.

Kui iildkujulises ruutvorrandis kordaja b on paarisarv, siis
saab lahendusvalemi lihtsamaks teisendada. Paarisarvulise kor-
daja b voime kirjutada kujul

=2k
Asendades valemis

- b-—— 4ac
B £ .
0

suuruse b avaldisega 2k, saame

_ —2k=* Y 4k® —dac —-9k+]/4(k-—ac) —2%k 2V " —ac __
o 2a 57 2a 2a 5 -
)(‘_.’”_+,V k2 —ac) R arh. 5o Vi2—ac
75 2a a
Nii et
—kxVikR—ac
x=____1{‘__as,

Nagu nieme, see valem on iildisest valemist sellepoolest liht-
sam, et juuremérgi all puudub kordaja 4 ja nimetajas puudub
kordaja 2.

Ulesanne. Lahendada vérrand

6322 4 62z - 15 =0.

Lahendus. Niiid b=62=2"-31, seega k=—31.

Rakendades lihtsustatud lahendusvalemit, saame

_ —31*x Y961 —945 —31i1/E_—31—4
i 63 63 T
o il i B e N
AT Eda Ay ¢
BRI S A PP
2775 | et
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Ulesanne 2. Lahendada vorrand

\ 152 s 9
2(w—3)_2(w+3)+ 2

Lahendus. Vorrandis esinevate murdude iihine nime-
taja on 2 (x2—9), seega vastavad laiendajad on x4+ 3, v —3
g8 2.

Niisiis
e ot o
152
é(w_3)_z(m+3)+w2—9—'0
1522 } 450 — 22 + 3z 4 18 =0
1422 | 482 + 18 =0
722 +24x +9=0
_—12xyY144—-63 _ — 1281 _—12*9
ot 7 79 7 GRESRE G
w1249 3 —42 =9
Xy = 7_‘—_—"—-—7;1'2:—7-_——:“—'3.

Kontroll Asetame esimese leitud lahendi algvdrrandi
~ vasakusse poolde 2-1 asemele, siis saame

3 3
15-(—3) 45 9
ek - Sy 2 R
L Sians ) =3+ ) o
45 3
9.49
giemr 8 48 o gy 36 o 9—441 48+36+—432 "
;& e
49
=1—6-+—'1—2'—R=0.

Nieme, et lahend —; rahuldab vorrandit, seetdottu voib
arvata, et arvutused on diged ja et ka teine lahend on Gsigesti
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arvutatud; et aga antud vérrandis otsitav esineb nimetajas, siis
peab ka teist lahendit proovima, sest voib juhtuda, et arvutused
on kiill diged, aga moni lahendiks saadud arv ei rahulda alg-
vorrandit.

Kui x==-—3, siis algvorrandi vasak pool saab kuju

15(— 3) =g 9
2T NR) MR ED) i 5 (—38)2—9

ehk

LAgs Ay o
B S T “{“9_9’

et siin esinevad jagamised nulliga, siis pole sel avaldisel arvu
tihendust ega saa ta vorduda vorrandi parema poole vidrtusega.
Jirelikult arv —3 ei ole algvorrandi lahend.

Ulesanded.

151. Leida jargmiste ruutvorrandite lahendid, rakendades
vorrandi lahendusvalemit, ja kontrollida saadusi:

1. 322 —22—8=0 2. 1322 —11lz—2=0
222 + 92+ 10=0 922 4122 —5=0
422 +Tx—2=0 422 —4r—3 =0
222 —b5x+2=0 8+ 11z — 1022 =0
322 —8x—3=0 2-}3r—222=0

152. Leida jargmiste ruutvérrandite lahendid veaga alla 0,1,
tarvitades lahendusvalemit, ja kontrollida saadusi:

L 22-+9—5=0 2. 5e2—1la43=0
2y2 4y —T7=0 362+ 126 —17=0
322 — 8z +4=0 6c2 — 13¢c— 15=0
P 3u—1=0 d2 —14d +4=0
302 — 10v + 10 =0 ez —16e + 11 =0
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153. Allpool jérgneb 10 ruutvorrandit. Anda nende ratsionaal-
sed lahendid tépselt, nende irratsionaalsed lahendid aga ligikaudu
veaga alla 0,01.

1. 322 +52—2=0 2. 4m2 4 45m —36 =0
2u? +5u4+2=0 10n2 4-21n — 10=0
8- 6=2s2 992 4+ 30 —24=0
602 —17a — 14 =0 1422 -5z =24
10p — 21 =6p2 — 13p w2 —1,6w-}03=0

154. Lahendada jargmised ruutvorrandid:

1. 222 —T7245=0 2. 722 —422x+36=0
22 4+ 23z —10=0 6922 —xr —55=0
622 -+ 42 —3=0 922 - 500 — 121 =10
322 |- 18 —8=0 1222 +83x—236=0
422 — 13 —17=0 3422 — 250 —6=0

15{ Lahendada jargmised ruutvorrandid:

L z(x+2) =35 2 (z+4+7)2=28z
22=23(2x —3) 4= (x—5)2
2(22 —9) =b6(r—4) (x—56)(7T—=2x) =1
(x—1)2=zx+1 22=2(z -+ 8) (xt—6)
(1+22) (1 —2z) =32 2z—17)(z—38) =4

3. 9r(z+1)=2(6zx+1)
(142)2=(1—22)2
Bz—2)(22—1) ==z
(8—2x)2=(1+32)(9—2z)
(24 3)2= (3z —2) (z + 8)

4 Bz—1)(z—2)=(z+2)(x—1)
(4z—1)2 = (4z+1) (8z—5)
(6 +7)2 — (2x 4+ 1)2=0
2(z—1)2z+1) = (40 —1) 2z —3)
(8x+3)(4x+1) =2(z+ 1) (4r - 3)
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156. Allpool on antud 10 fuutvc')rrandit. Ilma vorrandit
lahendamata otsustada, kas vorrandil on lahendeid, kas nad on
ratsionaalsed ja kas nad on teineteisega vordsed voi mitte.

1. 322—8z-+5=0 2. 922} 1224+4=0
22 —4r+8=0 722 432 =0
a2+4+3a—1=0 u2 +2u+43=0
5c2 —3c=2 5024+ Tv4+3=0
3n2="7n-1+6 w2 — 6w -+4=0

M
157.V{ Lahendada jargmised vorrandid:

1 wl—?—wl—‘—m]—l:cl:xz-gl

2! x22——1 +ac(11——w)= x(xx_+21)

3. 12—1—5x+5w—1—12=1+(1:2——1—295'x—)2
. 3@z —3)—2=(a—J.5

5. 9;x+xi2=3(x2—r)

; 2 3
6 1124 Tz—;=4da(z+ 1)+ 1

. S5 ey 5
3x + 2 T—x Tx—1
2:&3——1-+_2:It:+1—4a:2-—1-+_5

1 1 1
% x——-1+x—2 +x—3=0

8.

3 1 23
10. =
b(x2—1) +110(x+1') 238
8 9 20
11. s
3@:—-5+5a:—8 Taw — 25
2041 , o +1 8
- 7—w+ T+ ~49—x’+1
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2(x + 7) x—1 w—l—ll
e x+1 +x+1 T4

22
i 7+x—1 2T
1

o (ac——l)2+w2—x=m(m— 2

§ 32. Ruutvorrandi koostamise ja lahendamise naiteid.

Ulesanne 1. Ristkiilikukujuline spordiviljak on 88 aari
suur. Kui {iht tema kiilge vihendada 2 m vorra, teist aga suuren-
dada 10 m vorra, saame ruudukujulise véaljaku. Kui suur on selle
ruudu kiilg?

Lahendus. Olgu ruudu kiilg « meetrit. Siis on ristkiiliku
kiiljed meetrites x 2 ja x— 10. Seega ristkiiliku pindala on
ruutmeetrites

(+2) (z—10)
ehk
22 — 8r — 20.

Teiselt poolt see pindala on 88 aari ehk 8800 ruutmeetrit.
Jarelikult
22 — 8z — 20 = 8800
ehk
22 — 87 — 8820 =0,
Vorrandi lahendusvalem anmab:
r=4 =+ V 8836
ehk
r=4 + %4,
seega
Z1=4-+94=98 ja 2,—4—94—=——90.
Et ruudu killg on oma loomult positiivne suurus, siis
2o meie lilesande lahendina ei tule arvesse. Ainsaks iilesande

lahendiks jaab arv 98; see tahendab, et otsitav ruudu kiilg on
98 m.
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Kontroll: viljaku kiiljed on meetrites 98 + 2=100 ja
98 — 10 = 88; seega viljaku pindala on 100 - 88 ehk 8800 ruut-
meetrit ehk 88 aari, nagu peab olema.

Ulesanne 2. Ema kingib tiitrele 216 rubla taskurittide
ostmiseks. Poes selgub, et ratid on vahepeal hinnas langenud
1 rubla tiikilt, mille t6ttu neid rédtte saaks kingitud raha eest
osta 3 tiikkki enam kui kavatseti. Mitu ratti kavatseti osta?

Lahendus. Olgu osta soovitud rittide arv x. Nende eel-
arvestatud tiikkihind oleks siis %ﬁ rubla. Réti hind poes on
sellest 1 rubla madalam, seega

216
b 1
x

rubla. Selle titkihinna puhul saaks ritte osta 3 tiilkki enam kui
kavatseti, niisiis

z - 3.
Réttide koguhinna rublades saame kujul

216

(=+8) (5 —1);

see koguhind oli 216 rubla, jdrelikult
(z—+3) (%9 s 1) =216.
Et 2 2= 0, siis voime 2-iga korrutada vorrandi kumbagi poolt;
saame
(z -+ 3) (216 — z) =216z
ehk
216z - 648 — 22 — 3z = 2162

ehk

—22—32-+648=0

ehk jagades vorrandi kumbagi poolt —I1-ga
22 4+ 3z — 648 =0.
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Otsitava & méadramine nduab taandatud ruutvérrandi lahen-
damist. See annab

3 9 . —8% Y201

ehk

IR

=24 ja gy=—" =—27.

8
T

Et réttide arv on oma loomult positiivne, siis teine lahend
el tule arvesse. Seega kavatseti osta taskuritte 24 tiikkki ehk
2 tosinat. Réti eelarvestatud hinna saame jagades 216 rubla
24-ga; nii leiame:

216 rubla : 24 =9 rubla.

Kontroll: 9—1=28; nii mitu rubla maksab ritt poes;
216 : 8=27; nii mitu rdtti saaks osta; see arv on just kolme
vorra suurem 24-st, magu peab olema.

Ulesanne 3. Kahe koha A ja B vaheline kaugus on
349 km. Kohast A lahkub sdiduk koha B suunas. Uks tund
hiljem lahkub kohast B teine sdiduk koha A suunas. Teise sbi-
duki kiirus on 8 km vorra tunnis viiksem kui esimese kiirus.
S6idukid kohtuvad 216 km kaugusel kohast A. Kui suure kiiru-
sega liigub kumbki sdiduk?

Lahendus. Olgu esimese sdiduki kiirus v kilomeetrit tun-
nis; siis on teise kiirus (v — 8) kilomeetrit tunnis. Kuni kohtu-
miseni tuli esimesel soidukil katta 216 km, teisel 349 — 216 ehk
133 km. Selleks kulus aega

esimesel 2—11)6- tundi,
teisel 1138 tundi.

Esimese aeg on teisest iihe tunni vorra pikem, seega

21_6__ 133
v v—8

—~ 4 3
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Saadud vorrandi lahendamiseks vabaneme murdudest:
216 (v —8) —133v=v(v —8);
avame sulud:
216v — 1728 — 133v — v2 — 8v;

viime litkmed vasakule poolele, koondame ja korrutame —1-ga;
see annab:

v2 —91v -+ 1728 = 0.
Vorrandi diskriminant on

912 —4 - 1728 — 1369;

et see diskriminant on positiivne, siis on vorrandil 2 erinevat
lahendit. Lahendusvalem annab:

+ vV 91 =% 37
=91_V1369 g 1 :
2 2
seega

?}1=64 ja ?)2=27.

Niisiis on esimese sdoiduki kiirus kas 64 km tunnis voi 27
km tunnis ning teise sdiduki kiirus sellele vastavalt kas 56 km
tunnis voi 19 km tunmis.

Kontrollime tulemusi iilesande teksti varal.

Esimese lahendipaari puhul esimene sbéiduk tarvitab kohtu-
miseni aega

216 133

ehk 3— tundi, teine seevastu % ehk 22 tundi;

aegade vahe on 3%——2% ehk 1 tund, nagu peab olema.

Teise lahendipaari puhul esimene séiduk tarvitab kohtumi-
seni aega
516 ehk 8 tundi, teine seevastu —— 3 ehk 7 tundi;
aegade vahe on 8 —7 ehk 1 tund, na.gu peab olema. Mdlemad
lahendipaarid kélbavad.
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§ 33. Ruutvorrandi abil lahenduvaid iilesandeid.

158. Ruudukujulisest papitiikist .valmistatakse karp mahuga
8 dm3. Selleks loigatakse nurkadest vélja ruudud kiiljepikkusega
5 cm. Missuguse kiiljepikkusega on papitiikk?

159. Kui ruudu iiht kiilge suurendada 3 korda ja teist
viahendada 2 m vorra, siis ruudu pindala suureneb 2 korda. Kui
pikk on ruudu kiilg?

160. Kas on olemas kolm jarjestikust paarisarvu, mis voik-
sid olla tdisnurkse kolmnurga kiilgede modtarvudeks?

161. Kahe jirjestikuse paarisarvu ruutude summa on 100.
Mis arvud need on?

162. Kahe jarjestikuse arvu ruutude vahe on 49. Mis arvud
need on?

163. Arvu ja tema ruudu summa on 30. Mis’ arv see on?

164. Kiht pingpongi-palle katab karbi ruudukujulise pdhja.
Pirast ithe pallirea viljavotmist jiab karpi veel 20 palli. Mitu
palli on reas?

165. Ristkiiliku pikkus iiletab laiuse iihe meetri vorra. Rist-
- kiiliku pindala on 56 ruutmeetrit. Leida ristkiiliku mddtmed.

166. Voorastetoa porandat, mille kuju on ristkiilik ja moot-
med 4,8 ja 5,5 m, tahetakse katta vaibaga nonda, et vaiba iimber
jadks igast kiiljest iihelaiune riba porandat vabaks, vaip aga

kataks parajasti ; porandapindalast. Kui suur peab vaip olema?

b

167. Aia suurus on 160 korda 240
ruutmeetrit. Pikuti ja risti minevate
teede alla (vaata joonist!) tahetakse
votta osa aiast, kuid mitte rohkem kui
2% kogu aia maa-alast. Kui suure voib
valida iilimalt tee laiuse?
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168. Kahe arvu vahe on 7; nende arvude korrutis on 368.

Leida need arvud.
: 169. Mainguvili on ristkiilikukujuline mootmetega 8 m ja
4 m. Mianguvilja pindala tehakse kaks korda suuremaks, suu-
rendades vordselt pikkust ja laiust. Kui palju tuleb pikendada
kumbagi?

170. Paberitiikist, mille mootmed on 24 ja 18 cm, l1digatakse
igast neljast kiiljest dra vordlaiused ribad. Ulejaanud ristkiiliku-
kujuline paber on pindalalt just pool paberitiiki algpindalast.
Kui laiad on &araldigatud ribad?

171. Pilt, mille mootmed on 20 ja 16 cm, on raamis, mille
esipindala on 352 ecm2. Kui lai on pildi raam?

172. Ristkiilikukujulisel papitiikil, mille pikkus on 1,5 korda
suurem tema laiusest, loigatakse nurkadest dra ruudud kiiljega
3 cm. Murdes iilejddva osa sobivalt kokku, saadakse karp ruum-
alaga 216 em3. Kui suured on papitiiki mootmed?

173. Raamatukappi voib mahutada 640 iihesuurust raama-
tut, igale riiulile iihepalju raamatuid. Kui igale riiulile panna 8
' raamatut rohkem kui esialgu méératud, siis jaab 4 riiulit tithjaks.
Mitu riiulit on raamatukapil?

174. Kaks bussi sdidavad kahe linna vahet, mis on vordne
72 km. Et esimene buss s6idab tunnis 4 km rohkem kui teine, siis
soidab ta nimetatud tee 15 minuti vorra lithema aja jooksul &ra
kui teine. Kui suure kiirusega liiguvad bussid?

175. Raudteejaama veetorni paak tditub peapumba kaudu
2,5 tunni vorra kiiremini kui tagavarapumba kaudu. Mélema
pumba tootades tditub paak 3 tunmi jooksul. Leida aeg, mis on
tarvilik paagi tditumiseks peapumba kaudu.

176. Albumisse kavatseti kleepida 240 pilti, igale albumi-
lehele iihepalju pilte. Kui igale lehele mahutada 2 pilti rohkem
kui esialgu otsustatud, siis jiadb 6 lehte tithjaks. Mitu lehte on
albumis? :
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177. Kauplus vajab kaste 378 duna pakkimiseks. Kui igasse
kasti pandaks 9 ouna rohkem kui kavatsetud, siis vajataks kaste
ithe vorra vihem. Mitu kasti on vaja?

178. Turist kavatses matkata 252 km. Et ta iga pdev 3 km
rohkem matkas kui kavatsetud, siis kestis matk 2 pdeva viahem.
Mitu péeva kestis matk?

179. XKahe aleviku vaheline kaugus on sillutatud maantee
kaudu 26 km, halva kiilatee kaudu 18 km. Autobus ja hobusoi-
duk asuvad iihel ajal teele; esimene valib pikema, kuid parema
tee, teine lithema, kuid halvema. Et autobus tunnis 15 km vorra
rohkem séidab kui hobusdiduk, jouab ta sihtjaama viimasest 55
minutit varem. Kui suure kiirusega liigub autobus?

§ 34. Taandatud ruutvorrandi lahendite omadused.
Taandatud ruutvorrandi
22+ pz+q=0

lahendamisel leidsime, et ) 2
=~V 5
ja
p P
Ly = — § s pz bk '

Moodustame lahendite summa; et liitmisel juured koondu-
vad, siis saame:

$1v+x2=——+(—£)=—p

Moodustame lahendite korrutise; saame:

o= [—2+V5—d] [-5-VE—d]
Rakendades summa ja vahe korrutise valemit, leiame:
o= (B —(V/Ed =5~ S ama
/
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Niisiis
2+ 2y =—p
ja
X1 Xp=—4q.
Tulemuse voime sonastada jargmiselt:

taandatud ruutvorrandi lahendite summa vordub otsitava esimese astme
vastasmérgilise kordajaga; lahendite korrutis vdrdub vabaliikmega,

Ulesanne,

180. Allpool jargneb rida vorrandeid. Otsustada diskrimi-
nandi abil, neid vorrandeid lahendamata, missugused on lahen-
duvad, missugused mitte, ja lahenduvail vorrandeil otsustada
eelnenud lause jérgi, kas lahendid on positiivsed voi negatiivsed
voi on iiks lahend positiivne ja teine negatiivne.

1. 22 —1lx+28=0 2. 22—12x+61=0
22 40 —227=0 22 4 142+ 48 =0
22 % 13z +59=0 22 — 162+ 63=0
22— 132436 =0 22— 17c —38 =0
22 4 8r—105=0 22—1924+92=0

§ 35. Ruutvérrandi koostamine antud lahendite jargi.

Ulesanne. Koostada ruutvorrand, millel on antud lahen-
did z; ja 2,.

Lahendus. Eespool-tuletatud lause pohjal on

21 + 23 =—p
Ty Te=(q
ehk teisiti
p=— (2, +23) ja q=1u;",.
Seega noutud ruutvorrand on

22 — (21 + 23) 4 2, "2, =0.
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Niaide. Koostame ruutvorrandi, mille lahendid on —-;— ja
1

+4

Antud lahendite summa

N N e o OGRS 5

2 P 6 e 7 B ' 5
lahendite korrutis (— —1—) %S — e 2
2 6 12

Jarelikult p = % ja g=— T ning seega otsitav ruut-

vorrand on

gt foal

(8

Korrutades kumbagi poolt 12-ga, saame samade lahenditega
iildkujulise ruutvorrandi

1222 + 42— 1=0.
Ulesanded.

181. Kirjutada ruutvorrandid, mille lahenditeks on:

£ e 2 2 ja 0
5 : i 2
—5 ja 10 5 g
S T 23 ja —I1,1
. T 45 ja —09
3 1
2 ja @ 3 ja —3

182. Koostada ruutvorrandid, mille lahenditeks on:
L oi4 VY vz
2. 2478 ja 2—V38
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5 TRRSTE S

. 34;41{#,, i _;K_

oY T I =3V T
‘6. 3V 2 ja —3V2.

§ 36. Ruuttrinoomi tegureiks lahutamine.
Avaldist
az2 -4 bz ¢,
milles a, b ja c¢ tdhendavad mingeid arve, nimetame suuruse

z ruutkolmliikmeks ehk ruuttrinoomiks. Selle avaldise tegureiks
lahutamist saab alustada arvu a sulgude ette toomisega:

b c
az2 + bz + c==a(22+az—|—a)-
Téahistades Z ja % lihemalt — téhtedega % ja k —, saame

az2 +bz+c=a (22 + hz + k).
Nii jaab veel tegureiks lahutada juba lihtsam ruuttrinoom
22 + hz + k.

Sellekujulisi kolmliikmeid saame harilikult lihtsate lineaar-
sete kakslitkmete korrutamisel; niiteks

(242)(2+43) =22+ 32+ 224 6 = 22 4 524 6.

Kui téhistame tahtedega f ja ¢ mingit kaht arvu, siis saame
iildiselt, rakendades kaksliikmete korrutamise vétet,

(241) (z+49) =224 (f+g) 2+ fg.
Lugedes saadud vordust vastassuunas, nieme, et kolmliige

224 (f+g)rz+fg
on esitatav korrutisena

-+ +9).
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Jarelikult ruuttrinoomi 22 4 hz + k oskame otsekohe teisen-
dada kahe lineaarse teguri korrutiseks (z -+ f) (24 g¢), kui aga

- on teada niisugused arvud f ja g, millede summa on A ja korru-

tis on k. Monikord saab niisuguseid arve hodlpsasti leida proovi-
mise teel; néiteks trinoomi 22 -} 8z - 15 puhul on kerge n#ha,

| et need arvud on 3 ja 5, mistottu

22482+ 15=(2+ 3) (24 5).
Mirksa raskem, niiteks, on proovimisel otsusele jouda, et

22—52—36=(z2+4) (—9).

Kui proovimine ruttu eesmérgile viib, voime teda edukalt tar-
vitada. Ometi peame varuks ndutama ka algebralise votte, mida
saaksime rakendada koigil juhtumeil, eriti kui arvud k ja k on
suured ja proovimine liheks lootusetult pikaks, ning mis vdimal-
daks ka otsustada, kunas iildse on ruuttrinoom esitatav lineaar-
sete tegurite korrutisena.

Niisuguse algebralise votte saamiseks tuletame meelde taan-
datud ruutvorrandi omadusi: kaks arvu, millede summa on — &
ja korrutis on k, osutuvad ruutvorrandi

22-+hr+k=0

lahenditeks. Kui tahistame neid lahendeid, nagu harilikult, z; ja
&y, siis vordustest
Tyt 2o=—h
Xy 2y = k

saame jareldada, et

(—2y) + (—z) =h

(—=y) * (—ap) =Fk.
Jarelikult ruuttrinoomi 22 - hz -+ k tegureiks lahutamisel tar-
visminevad arvud ongi —x; ja — Zo.
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Saadud votte voime sonastada nonda:

et lahutada ruuttrinoom 22--hz -+ k tegureiks, lahendame vé&rrandi
X% + hx + k = 0; leitud lahendite x1 ja x2 abil ruuttrinoom lahutub tegu-
reiks jargmiselt:

22+ hz + k= (z — x1) (2 — x2).

Kui vérrandil 22 + hx+k = 0 ei ole lahendeid, siis téhen-
dab see seda, et ei leidu niisugust arvupaari —x; ja — 5, mil-
lede summa oleks & ja korrutis k; jarelikult sel juhtumil ruut-
trinoom ei ole esitatav lineaarsete tegurite korrutisena.

Et  ildkujulise  ruuttrinoomi  az2 4 bz +c¢  tegureiks
lahutamist jétkata — kujult a (22 —}—%z—|—%), milleni ta
viisime paragrahvi alguses, — tuleks lahendada vorrand
xz—{—gx—f—% =0. Sel vorrandil on aga samad lahendid, mis

vorrandil ax2 4 bz 4 ¢c=0. Seepérast saame {iildkujulise ruut-
trinoomi kohta niisuguse juhise:

et lahutada ruuttrinoom @22 - bz - ¢ tegureiks, lahendame vé&rrandi
ax? -+ bx + ¢ =0; [leitud lahendite x1 ja x2 abil ruuttrinoom lahutub siis
tegureiks jargmiselt:
az® + bz + ¢ = a(z — x1) (z— x2).
Kui vorrandil az2 4 bz -+ ¢=0 ei ole lahendeid, siis ruut-
trinoom az2 - bz - ¢ tegureiks ei lahutu.
Ulesanne 1. Lahutada tegureiks trinoom

22—7246

Lahendus. Vorrandi 22 — 72 -+ 6 = 0 lahendamisel saame:
v V— —6=g=
52

7 -
m=iti=5=6 ja m=j—i=i=1;

ehk

seega
22—T724+6= (z_—6)(z—-l).
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Ulesanne 2. Lahutada tegureiks trinoom
3u2 — Tu + 4.
Lahendﬁ&

Vorrandi
322 —Tx+4=0
lahendamine annab:

x_71-1/72_4-3-4_7i1fﬁ—48___71- Y1,

W b

2.3 6 6
seega
7+1 4 7—1 6
x1=—_:-=§ ja ,,(/2=——6—=§=1
Jarelikult
3u2—7u-}—4=3(u__1)(u__%)
" ehk
3uz2—7u+4= (u—1)(3u—4).
Ulesanded.
183. Y Lahutada jargmised trinoomid tegureiks:
¥ p2—v—30 2. p2 | 5p—66
v2 —3v —40 q2 —8q—20
w2 — 10w — 24 92+ 89—9
w2 — 5w — 24 n2 —n—"72
p2 —17p + 70 m2 —m — 12

A ‘
184. Lahutada jargmised trinoomid tegureiks:

' a2 —20a - 36 2V k2 4 k—132
c2 + 14c | 48 m2 4 11m — 42
2f2 —7f —4 12n2 + 5n—3
3h2 -+ 5h —2 4p2 — 16p -+ 15
512 — 14148 6r2 4 5r—1
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§ 37. Bikvadraatvérrandi lahendamine.
Ruutvorrandi kaudu lahenevad ka méned vorrandid, mille aste
on korgem kui 2, niiteks ruudu-ruutvérrand ehk bikvadraat-
vorrand
azt + bz2 4 ¢ = 0.
Toepoolest, tihistades 22 tdahega x nieme, et
ax? +bx 4+ c=0.
Olgu selle ruutvorrandi lahendid z; ja x,. Noutavad z-i vasr-
tused saame siis lahendades vorrandid

2=z, ja 22=2z,.
Ulesanne. Lahendada vorrand:
24 —1422 —-32=0.

Lahendus. Vottes 22 =2z saame:
22 A pian 3o =",

Selle vorrandi lahendid on 16 ja —2. |

‘Tahendab:
kas 22 =16 vbi 22=—2.

Teist nouet rahuldada ei saa, sest 22 ei saa olla negatiivne.
Esimesest aga saame
21=4 ja z2o—=—4.

Kontroll: 44 —14-42 —32—256—224—32=—0
ja samuti (—4)4—14- (—4)2—32=0, nagu peab olema.
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Ulesanne,

185. Lahendada vorrandid:

L 'x4—625=0 2. x*— 12522 + 2500 =0
rot— 7422 | 1226 =0 x4 — 64122 4 5000 =0
r162¢ — 1722 - 1=0 10024 — 16122 — 144 =10
Jxt —28r2 —20=0 1624 — 7322 - 36 =0
20t — 722 —99 =0 36x¢ — 10922 3 =0

§ 38. Ruutvorrand-susteem.

Olgu tegemist siisteemiga, mis koosneb kahest vorrandist kahe
tundmatuga.

Kui iiks siisteemi vérrandeist on ruutvorrand, teine aga kas ruut-
vOrrand v3i lineaarvdrrand, siis nimetame siisteemi ruutvdrrand-
siisteemiks,

Niiteks on siisteemid
[ x2 — 2zy =32 22 +y2=10
| 3z +y=10 y=3
ruutvorrand-siisteemid.

Stisteemi nimetame ka siis ruutvorrand-siisteemiks, kui tema
vorrandeis el esine ei liiget x2-ga ega ka liiget y2-ga, kiill aga
lige tundmatute korrutisega zy. Niiteks on silisteem

2+yY=5
oY =b
ruutvorrand-siisteem.

Kisitleme allpool ainult monda ruutvorrand-siisteemi eritiiiipi.

‘1. tuip. Uks siisteemi vorrandeist on ruutvdrrand, teine
lineaarvorrand. »

Niisugust siisteemi nideme esimeses iilaltoodud n#ites. Kones-

olevat tiilipi voOrrandsiisteem lahendub jérgmiselt: avaldame
lineaarvorrandist ithe tundmatu ja asetame leitud avaldise selle

9 Vihman, VHI kl 1%



tundmatu asemele ruutvorrandisse; saame {iihe tundmatuga '
ruutvorrandi; seda lahendades ja lineaarset vorrandit arvestades
leiame siisteemi lahendid.

Nidide. Lahendame siisteemi:

2z + vy =10
22 4 y2 =065
Esimesest vorrandist saame
y =10 — 2z,

seega jareldub teisest, et
2?2 -+ (10 —2x)2 =65

ehk
22 - 100 — 40z + 422 =65
ehk
522 —40x +35=0
ehk
22 —8r+7=0,
millest

=1 Ja ri—17
ja jarelikult
y1=28 ja y,=—4

Meie siisteemil on kaks lahendit

=1 ; o =1
a
{ Yy1=328 ! { Ya=—4.

2. tiilip. Vorrandeis esinevad tundmatud ainult teises ast-
mes. Kui votame tundmatute ruudud abitundmatuiks, saame
juba nende leidmiseks lineaarvorrand-siisteemi.

Néaide. Siisteemis

522 —3y2 =25
| 222—y2=7
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votame 22 ja y2 abitundmatuiks w ja v; et siisteemi

Su—3v=>5

[ u—ov="7
lahendiks on
; u=1b
{ V=25,

siis 22=16 ja y2=—25. Jarelikult saame antud siisteemile neli
lahendit:
| 2 =4 £
| ¥y1=5 {

2

5

=—4 :1:3:4 ' x4=—4
Howm

5 Yg=-—"> l Yg——25.

Muid ruutvorrand-siisteemi tiitipe ja nende lahendamisvotteid
opime tundma jargnevaist néidisiilesandeist.

Ulesanne 1. Lahendada siisteem
(22 —y2=21
| 2+ y=7.

Lahendus. Jagamisaksioomi pohjal saame

r—y=3;
et

x—l—y=7,
siis

=10
seega

f L=

| gl s

Ulesanne 2. Lahendada siisteem

fz+y=18
i | 2y=>56.
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Lahendus. Taandatud ruutvorrandi lahendite omaduste
pohjal osutuvad z ja y lihtsalt vorrandi

22 —182 + 56 =0
lahenditeks. Selle ruutvorrandi lahendamisel saame:
2=9+ V8 —56=9+1V2=9+5
ehk
gi==14 18 2,4,

Et antud siisteemis esinevad x ja y siimmeetriliselt — kummagi
vorrandi téhendus ei muutu tundmatute z ja y vahetamisel, siis
voib ka lahendis nende vairtused vahetada. Jirelikult

(2 =14 ia 2y =4
| =14 | y2=14.

Mirkus. Et iilesanded 1 ja 2 on iihtlasi erijuhtumid esi-
mesest tiilibist (iiks siisteemi vorrandeist on nimelt lineaarne),
oleksime neid saanud lahendada ka esimese tiiiibi iildvétte abil.
Toodud lahenduste eesmirgiks on aga holbustavate erivotete
tutvustamine.

Ulesanne 3. Lahendada siisteem

].’v2+y2=10
| oy =3

Lahendus. Korrutame teise vorrandi 2-ga; saame:

fx249y2=10
| 22y =6

Uks kord vorrandite vastavaid pooli liites, teine kord lahu-
tades saame:

(x4 y)2=16
ja
(z—y)2=4¢.
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Seega

z+y==4
ia
r—y==2.
See annab 4 vorrandsiisteemi; neist esimene on
r+y=-+4
zT—y=-42

Selle lahendamisel saame esimese siisteemi lahendi
{ x1 =3

y1=1
Kolme iilejadva siisteemi lahendid on
b =1 r3=—3 zy=—1
{y2=3 {y3=—1 {y4=—3.
Kokkuvottes:

olgu antud lahendada ruutvorrand-siisteem; kui iiks antud vérgandeht
on kineaarne, siis elimineerime selle abil iihe tundmatuist; kui kumbki vér-
randeist on teise astme vorrand, siis piiiiame tuletada niisugust vérrandit,
milles véhemalt iiks tundmatu esineb esimeses astmes; edasi toimime, nagu
eespool seletatud,

Ulesanded. v
186.Y Lahendada jargmised vorrandsiisteemid:

2=y

2,

il
{
{
{
{

r+y==6

y2 + 7z =11

e —3y=1

22 -+ 22 ="Ty + 50
6x=7y-+5

522 + 2y =12
3r—2y=2
2=y 28
2=y -+2

¢ { 222 + 13 =21y

2r—1=3y
{5y2—8x
Y {x2=4y
r+3=2y
qv'{ 3z =2y2
2c—4y }+9
{ y2=142+1 79
5y="Tx1+ 4

133



187. Lahendada jargmised vorrandsiisteemid:

;¥ [P+ =138 s P4 pP=1
lzt+y=5 ly—z=1

s [2+1P=20 .. |21+92=20
\z—y=3 Vy 4 2=2

g) [ +9y2=10 s #3910
\ zy=3 ; lzy +3=0

3 IEpy=—1 s [ CE RN
2y =12 | 2y =10

S A b g o fEg—=i1
oy =4 : \zy 4 10=0

188. Kahe jirjestikuse paarituarvu korrutis on 195. Leida
need arvud.

189. Kahe jirjestikuse paarisarvu ruutude summa on 340.
Leida need arvud.

190. Jaotada 16ik, mille pikkus on 15 ¢m, kahte ossa nénda,
et neile osadele ehitatud ristkiiliku pindala oleks

1. 26 cm?2 3. 44 cm2
2. 14 cm?2 4. 56 cm?2

191. Ristkiiliku imbermod6t on 88 dm, tema pindala 459 dm?2.
Kui pikad on ristkiiliku kiiljed?

192. Kahe arvu summa on 34; nende arvude korrutis on
285. Mis arvud need on? :

193. Kahe arvu vahe on 26; nende arvude korrutis on 407.
Mis arvud need on?

134



Peatiikk IV.

Ulesandeid kordamiseks.

194. Raudteerongil soites tundub jéarjest iiksikuid toukeid;
need on tingitud roobaste jatkukohtadest. Reisija loendab minu-
. tis N touget. Mitu kilomeetrit soidab rong tunnis, kui roobaste
pikkus on p meetrit?

195. Olgu antud murdude jada:
| 1 2 3 e
| 3 5
Missugune murd seisab n-ndal kohal? (n—1)-sel kohal?
(n -+ 2)-sel kohal?
196. Liita avaldised
D 4 7
F(u+2) o (u—4) I (u48). ,

197. Lahutada avaldisest %(D—4) avaldis %(D—}—2).

198. Lihtsustada avaldised:
1 2 5
5 (t+2) 45 (2t 4 8) + 3 (5 + 6)

51+ 9R) +3(1—6R)

1—=2

) _2(1 +x)

xr —

135



199. Arendada jargmised korrutised ja astmed:

1. (7m —2n) (3m + n) 9 (§t+9)2
(1+51{>) (1—5p) (14 st)®
G—1 (03420 (03—2w)
(1—.5_;‘)2 (1—02z) (1—022)
G—1) G+ HEST

5 (ke 12 W pla
(83m —0,1n)3 (1 —az) (14 az)
) o) o
pab—) =3 =3
(1+5) (=3

200. Anda iildine avaldis kahekohalise arvu ruudu jaoks,
tahistades kiimneliste numbrit tdhega w ja {iheliste numbrit
tahega v.

201. Olgu a=-—5, b=+ 8. Arvutada neil andmeil jirg-
miste avaldiste numbrilised vadrtused:

(@+b)-(2a+3); (a+b)-2a+3; a+b-(2a+3).

202. Kulumise tottu kaotab mootorratas aasta jooksul p%
vaartusest, mis tal on aasta alguses. Kui suur on mootorratta
vadartus praegu, kui tema eest 2 aastat tagasi maksti M rubla?

203. n rida sportlasi reavahega d meetrit marsib kiirusega
v meetrit sekundis auvooraste tribiilini eest mooda, mille pikkus
on | meetrit. Kui palju aega nouab moodamarssimine?

Niaide. n=200; d=18; v=26; |=20. Arvutada ¢.

204. Kuubi serv pikkusega 1 dm paisus soojenedes s dm
vorra. Kui suur on paisunud kuubi ruumala?
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205. Olgu teada, et x —l—;c =3. Arvutada 22 -} %

206. Olgu teada, et u . =10. Arvutada us + e

207. Arendada jargmised korrutised:

1‘

2,

3.

4.

5.

(éy_“ ey iv-)("w‘ n-
(a2 +9) (a+3) (a—3)

(N —u)2 (N +u)2
(z—4) (22 4 424 16)
(n—1)3 (n2+2n-+1)

E R

(22 —ax+1) (22 4 4ax 1)

Lahendada jargmised vorrandid:

i
z4343=11 3
%’“_{_ :?:18 8.
=¥
gx—§x=2x 10.

16

57 &= 10—{—9

22 4z 30
5?—‘9“_31—'2_

2x Iz o *
S et v

Lahendada jargmised vorrandid:

a:+2 20 — 10

5 3 =
N e ol
S RIES J
e,
’:Z*'_z".__m__?_;,_{._x 10.

Felgeorein
192 18x42 °
g W
6 * -+
47}+7—‘——§~———+
s—15_ 6w+6_«
18 § (Bt
1 Sx 4—zx
§+11 23
245wt T_1
3 4 S
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210. Veepaaki suubub 4 toru; esimese toGtamisel taituks
paak iihe, tunniga, teise toGtamisel 2, kolmanda to6tamisel 3 ja
neljanda toGtamisel 4 tunniga. Kui kiiresti taitub ta, kui t66l
on koik neli toru korraga? (Maximus Planudes, a. 1350.)

211. Leida p% rahasummast a rubla b kopikat.

212. Avaldada vordusest H — ?2% suurus 2.

213. Leida jirgmiste avaldiste poordvadrtused:
5 o3 az 3 1
i el TR B S L

214. Lahutada tegureiks avaldised:

1 6ac -+ 15bd - 9bc - 10ad 2V 3N2 4Nz 4 22
h2k2 — 4h2 — k2 | 4 2¢2 + cu — u?
612 — 13lm - 6m2 22— Tz —18

215. Lahutada tegureiks avaldised:
L p2+2ap+a2_b2
2. (2z+a)2— (3} 2a)2
216¥ Leida avaldiste
m2n —mn2, m3 —mn2 ja m3— 2m2n -+ mn?

suurim ihistegur.

217 Leida avaldiste
4a2u — Qu3, 4a?u —6au? ja 4a2u — 12au® - Qu?
suurim iihistegur ja viikseim iihiskordne.
218.! Taandada murrud:

1 10u?+u—21 g . A
15u2 —u — 28 AR e ()
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219. Teostada jirgmised jagamised, enne jagatavat ja jaga-
jat tegureiks lahutades:
(nx 4 ny + 5z 4 5y) : (z+v)
(mz —nz 4+ 3m —3n) : (m—n)
(ax2 —ax — 22 4-2) : (22 —2x)
(16mn — 12n* -+ 8mp — 6np) : (2n -+ p)
(a4t — a3 —a2+a) : (a2—1)

220. Lahutada jirgmised avaldised tegureiks:

L 1aR2h— 3 w'h 2. 22} 3nz L 2n2
T2 | 20T — 525 1 —a2— b2+ a2b?
A2 |- 24 —899 ?*—1—ar—oa

221. Leida avaldiste

2R2 —7R —15, 2R2—24R -} 70 ja 2R*—11R—21
viikseim {iihiskordne.

222. Kaks raudteerongi, mille pikkused on [ meetrit, séida-

vad roobikutel teedel. Noutakse valemit aja arvutamiseks, mis
kulub

1. teise rongi moodasdiduks esimesest, kui esimene seisab
paigal ja teine liigub kiirusega v meetrit sekundis;

2. rongide teineteisest moodasdiduks, kui molemad liiguvad
samas suunas, iiks kiirusega u, teine kiirusega v meetrit sekun-
dis ja kui v > u;

3. rongide teineteisest moodasdiduks, kui molemad liiguvad
vastassuunas, iiks kiirusega % ja teine kiirusega v meetrit
sekundis.

223. Arvutada avaldise
cne SEESER IR R W
p(p+1)(p+2) »pp+1)(p+2) " ' p
véirtus, kui z=p -+ 1.
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227.

228.

Lihtsustada . avaldised:

2 3 5(r—1)
¥ 55
r—=>5 r+5+ r2—26
93 6
2 R BTN G
1+w+3 w+ 4

Kas on kehtiv vorre

@t—ap an 9
a?—a> = an + an

2. (a®—b%):(a—b) = (a®+b%): (a2 b9)?

1.

Lihtsustada jargmised avaldised:
24a + 2 5 52 -+ 8a
): (g a—=12)

—— e e

s S SRR b b B
2+8c + 2 ¢24-5¢c + 6
2

2 3
b F oy a7 AR T < e

Niidata, et p: g=r:s, kui
(pg +18)2 = (p% +12) (g2 + s2).

Sooritada noutavad tehted ja anda tulemused véima-

likult lihtsal kujul:
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422 — 9y ab

1. Ly :
a?b? (22 + 3y)2

9, 9%, 12ay7
35a8h% * 49a'3p10
.

7
R T R MR
538 —20) 5 aub

-
-

_*_1 (5x+1)



229. Lihtsustada avaldised:

- Fp e

b a(2=8_afie

4p — 3q
x pq—q‘ 5 pq—p
Rl

[}
.

f st ey el

o —2 o+ z

Rl L W _)
22 \a>-—-8x+15 a2—2x—15

230. Liita murrud:

2a—b 3a+b N a—2b
ol @fe O F P

231. Teisendada vorre

a"“b b 9 a=0 %
D (3 4 ab—20%) = 22 2b

nii, et tema liikmed oleksid vdimalikult lihtsad tdisavaldised.

232. Olgu g =p. Avaldada p kaudu murrud
da a? o+ na
x 2 3z 2 =2

¥

233. Madrata murdude % ja 7% korrutis ja jagada see

2
murruga ﬁ) ;
n

B

234. Otsustada jagamist sooritamata, missuguse jaigi saame,
kui arvu 421574607 jagame arvuga 2, arvugs 3, arvuga 4,
~arvuga 5, arvuga 9, arvuga 10, arvuga 25.
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235. Kolmekohalisel arvul on iiks ja sama arv sajalisi, kiim-
nelisi ja iihelisi. Kas see arv jagub kolmega?

236. A. 1934 toimetatud rahvaloenduse andmeil oli Eestis
elanikke 1126413, neist linnaelanikke 323 007. Anda nende
arvude suhte jaoks rida ligikaudseid vidrtusi {immargustes
arvudes ja méadrata igal juhul, kas lahisvadrtus annab kujutatava
suuruse lilaga voi puudusega.

236a. Sama {ilesanne jargmistel andmetel: rahvaloenduse
andmeil 1939 oli Noukogude Liidus 170 467 252 elanikku, neist
linnades 55 909 924.

237. Rakendades vorde pdhiomadust, avaldada:

seosest, suurus seosest suurus
I 1 : P R
1- —— et 3. —_— =
¥ Rar * 7 Gl @ B
I c Fovte REs
2- o T g 4. ——— S J
' S T B Os T Ry .

238. Lahendada vorrandid:

e T L S & = S0 el
x x4 x—1 6 Gw—12
& 2411 3 x—2 x4 2
2, R s i 7. R L ISR L
5 P x—5 B3x—15  4x—20
16 22 2 40 — @
| R s IR S e S.
3x—4" 2043 x-5+1+5 x2 — 25
g w4 _ =2 e e
x— 2 x4+ 4 22 —8x + 16 x—4
g 2 - gty s 10 3e—1 _ x+}5 2
T P S w2 Fdw+4 B2 —4 ! a2 2
5
239. Olgu % 7 Arvutada siit jargmiste murdude viartused:
a+tb 3a+b 3a—0b a - 3b

a a+b 2a — b 5a — 2b



240. Kaks teineteisele jirgnevat tdisarvu rahuldavad tingi-
must, et —3— suuremast, on ithe vorra véiksem kui % vaiksemast.

Mis arvud need on?

241. Lahendada jirgmised vorrandid, lugedes tundmatuks
tahte z:

L z-la=>» 2. 4x—b=2b
T—c=n x+n=3n-+n
p=q—=2 %.l;—{-b-———Za
ht20=k+2 to=2z-—3b
r+a=2r+a 0,6 + 0,56 =2 —0,7a

242. Lahendada jargmised vorrandid, lugedes tundmatuks
téhte z:

1 ezt b=—6b 2. g—_—'%”

P+ q=gq Y —=an+ta

mr=m2 —m i £h
Sp— s =2+

o

c 7x=-————’—)—*——51

Z=b+ta alx—b) =0

a— 3(c—1)2=23c2—3

243. Toostuse meister saab 42 tootunni eest nidalas iga t66-
tunni tasuks ¢ rubla ja iga iiletunni eest b rubla. Mitu iiletundi
peab ta tegema, et saada nidala tasuks ¢ rubla?

244. Valemis F = J{.’._:& koik tdhed tdhendavad positiivseid

suurusi. Avaldada r.
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245. Olgu- 7 =1. Avaldada y.
246. Miirata [, teades, et S=, (a+1).

247. On antud valem F = v{g—ﬁ . Maidrata’ siit suurus v.

248. Olgu teada, et w = (m — é q) 2. Avaldada siit m.
249. Olgu teada, et ¢ = ¢ V cn. Avaldada siit n.
250. Olgu teada, et u=3s V a—¢2. Avaldada a.
251. "Miiirata H, teades, et
_‘/ 3H
n= ﬁ 3

252. Valemis p= TBhi tahed k, h ja p tahendavad positiiv-

seid arve. Avaldada h.

253. Arvutada V5 --V2 ja V5— V2, midrates ruutjuured
~veaga alla 0,001.

254. Olgu teada, et P = (3aL)2, kus koik tihed tdhendavad
positiivseid arve. Avaldada L.

255.. Missugused kaks z-i viadrtust rahuldavad vorrandit
Lahs &SR TARR Y

256. Lahendada jargmised ruutvorrandid:

1. 22=3(2z—3)
z(z+8) =8(x+2)
3r+4) =z (z—4)
5(4z + 5) —4x(z+5) =0
22 =2(x+ 8) (x—6)
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2. 9x(z+1)=2(6z-+1)
(1+ 2)2 = (1—22)?
Br—2)(2z—1) =2
(2e—1) (x4 3) = (x+1)2
B—2)2=(1+32)(9—7)

3, 2x—1)2=(2z-+1)(4x—3) |2
(2z—2)2=(z+1)(z—1)
2z—1) (1 —2z) = (2z + 5) (1 —2x)
2@—1)(2z+1) = (4z—1) (2 —3)
8z -+ 3) (4z + 1) =2(z +1) (42 + 3)

257. Moodustada ruutvorrandid, mille lahendeiks on:

SR R * 2ie =g
=i B S0 P
i) 3 a 3 !
g 3 —SH VT o B= YT
Vi n-V3 O
—0,5 ja 0,8 14+470,96 ja 1,4— 70,96
Lt s 15 6_'%‘/_3_ A ﬁ:#i

258. Madarata v6rrandi

& + — =4
Eahend ligikaudu, veaga alla 0,01.
259. Lahendada vorrandid:

1y 3 =92 — 5 2. x—3=a:+5
x—1 x—3 z—4 2¢ —5

260. Avaldada jargmistest valemitest suurused, mis sulgudes
margitud:

L v=pVg—n [n] - & r=)F (vl

P T & t=2n]/§ lg]

10 Vihman, VIII kl.
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b b= (s—A)2 " [A] 8. a=r(1—7) [r]

6. y=Va2—z2 [z] 9. X=—a(h—1)2 (A}
4 V=§m~2h [r] 0. v=1+4+Vuit1 [u]
261. Leida vordest
e?—a—6, a4+ a—12
a+4 T a+2

arv .

262. Maidrata jargmistest vorretest arv x:

1 1 e e U
5.%=x2.l.z 3. 1,4423—2:0,3()
2. 75:z=—2z: 13872 4 :35=11160

263. Lahendada vorrandid:

1

B ETRR Y il o

55U ihege b O

2\ x2—30x+2+ 3¢+2  bSz—1

6z®—6 2z —2 3z+3

. 9(x2—15)
a:+5+2w—10 %2 —25

=0

=0

3. =D

264. Heinamaa sees on ristkiilikuline péld, m66tmetegz; 190
ja 120 m. Kui laial ribal peab poéllu dart mooda heina maha
niitma, et niidetud riba moodustaks 10 aari?

265. Kui risttahukalise paku servi suurendada vastavalt 3,
4 ja 5 cm vorra, saab ta kuubiks ja tema ruumala kasvab
2380 cm3 vorra. Leida risttahuka mootmed.

266. Traaditiikist, mille pikkus on 20 cm, painutati ristkiilik
pindalaga 22 em2. Kui pikad on selle ristkiiliku kiiljed?

267. Kahe jdrjestikuse arvu ruutude summa on 113. Mis
arvud need on? ’
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268. Ristkiilikulisel muruplatsil, mille mé6tmed on 36 m ja
20 m, on tarvis aared kaevata peenraks, mis timbritseks muru-
platsi. Kui lai tuleks kaevata peenar, et peenra pindala moodus-
taks 15% muruplatsi endisest pindalast?

269. Kahe arvu summa on 75 ja korrutis 1376. Leida need
arvud.

270. Ristkiiliku pindala on 84 cm?2; selle ristkiiliku timber-
moot on 40 cm. Leida ristkiiliku pikkus ja laius.

271. Mesilasteparvest asus % kadamba bitele, :1; silindha
oitele. Kolmekordne nende osade vahe lendas kutaja oitele; ainult
itks mesilane jéi jarele, holjudes Ghus iiles ja alla, meelitatuna
jasmiini ja pandaani magusast 1ohnast. Kui palju mesilasi oli
parves? (Bhaskara,a. 1150 iimber.)

272 Lootoslillede hulgast ohverdati jumal Sivalle 5, Visnu'le

%, Piikesele (l—i, Bhavan'ile %.‘ Ulejadnud 6 lille sai austamis-
vaidrne opetaja. Kui palju oli lilli? (Bhaskar a, a. 1150 timber.)
273. Laiskleja on alates 18. eluaastast g oma ajast maga-

B ki g 3 2
nud, G soonud ja joonud, g jalutanud, 13—6 ménge méanginud,
1

= kiiktoolis haigutanud ja 2 aastat ka tootanud. Kui vanalt
ta suri? (Heis, 1880.)

274. Jaanil on 90 rubla, Reinul 70. Uks on teisele volgu.

" e = 2 -
Vola tasumise jarel oleks Jaanil 3 Reinu rahast. Kui suur on

volg? Kes on volgnik?

' 275. Tallinnast Tartu ja tagasi sdiduks kulus autol kokku
10 tundi 20 minutit. Mitu km on maanteed m66da Tallinnast
Tartu, kui auto keskmine kiirus sinnasdidul oli 60 kilomeetrit
tunnis ja tagasisdidul 40 kilomeetrit tunnis ja kui Tartus peatuti
2 tundi?
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276. Kell on kolme ja nelja vahel ja minutinditaja katab tun-
ninditajat. Kui palju on kell?

277." Poiss kiis jalgrattaga raudteejaamas. Minnes oli tuul
vastu, tulles tagant, mistottu sinnaséit toimus kiirusega 12 km
tunnis ja tagasisoit kiirusega 18 km tunmis. Jaamas kulus tal

aega % tundi. Kogu reis aga kestis 3 tundi. Kui kaugel raudtee-

jaamast elas poiss?

278." Lasnamie lennuviljalt ‘lendas lennuk Narva suunas
kiirusega 100 km tunnis. 20 minutit hiljem lendas sellele jirele
teine lennuk kiirusega 120 km tunnis. Tallinn—Narva lennuliini
pikkus on 200 km, Kui kaugel Narva linnast joudis teine len~
nuk esimesele jérele?

279. Leida kolme arvu aritmeetiline keskmine, teades, et see
keskmine iiletab {iht arvu 3 vorra ja kahe teise arvu summa
on 29.

280. Teatav to6 peab olema lopetatud 24 pievaga. Tooline
T lopetaks t66 tiksinda tootades 18 piaevaga; tooline U lopetaks
t60 iiksinda tootades 30 pidevaga. T66 on niisugune, et korraga
saab rakendada to6le ainult iihe toolise. Kui kaua peab tootama
tooline T, et selle jdrel todline U voiks lopetada t66 tépselt
tahtpdevaks?

281. Lahendada vérrandsiisteemid:

48 b 15 12
¢ {[3—y_7 o e khyel
" le4—aw__2 - e __s
|t S
i x4+1 . y+4
2 -’;;_2536__33 5, J*—2" 9y—2
iy 8r+2=2y+1

R

. | 554y +10=0 e G
" | 7z+6y+13=0 i & Y S
IR
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14 63
4 r =0y ' —m_"}'?:ls
“ ly=2(z—4) " izi 45
: Tv——i—;:lﬁ
5z 4+ 3y =18 ; 5,6x 4+ 1,8y = 30,3
» {ll:c—-9y=24 O Y432 +12y—219

282. Joel iihendust pidav aurik liigub parivoolu kiirusega
15 km tunnis, vastuvoolu kiirusega 9 km tunnis. Madrata auriku
kiirus seisvas vees ja joe veevoolu Kkiirus.

283. Kahekohalise arvu ristsumma on 13; kui jagame kiim-
neliste arvu {iheliste arvuga, siis saame jagatise 2 ja jadgi 1.
Leida see kahekohaline arv.

284. Kahekohalise arvu kiimnelisi on 3 vorra viahem kui
ithelisi. Kui liita selle arvuga 27, siis saame arvu, mille saak-
sime vahetades antud arvu kimnelised ja iihelised. Mis arv
see on?

285. Mitu liitrit 5%-list ja mitu liitrit 2%-list soolalahust
_ tuleks segada, et saada 12 hitrit 3%-list soolalahust?

286. Kui palju tuleks votta 540-proovilist ja kui palju
960-proovilist kulda, et saada 24 g sulamit, mille proov oleks 7507

(Proov niitab, mitu grammi puhast kulda tuleb 1000 g sulami
kohta.)

827. Kaks vaatlejat asetsevad vastavalt pealetuult ja alla-
tuult kaugustel ¢ ja b kilomeetrit kahurist. Esimene kuuleb
pauku n sekundit, teine m sekundit parast lasku. Arvutada neist
andmeist tuule ja heli kiirus.

288. Mootorratturi ajaarvestus né#itab, et sbites kiirusega
60 km tunnis ta jouaks sihtkohta 1 tund hiljem kui tarvis; soi-
tes aga kiirusega 72 km tunnis ta jouaks kohale % tundi varem

kui tarvis. Kui kaugel on sihtkoht lahtekohast ja mitme tunni
parast mootorrattur peab olema kohal?
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289. Kaks tigu asetsevad korgel puul kohtadel, millede
vaheline kaugus on 18 jalga. Kui nad teineteisele vastu liiguk-
sid, siis kohtuksid nad 1,5 tunni pérast; kui nad teineteist hak-
kaksid taga ajama, jouaks kiirem neist aeglasemale 9 tunni
pirast jérele. Kui suure kiirusega liigub kumbki tigu?

290. XKahekohalise arvu jagamisel tema numbrite summaga
saame jagatise 7 ja jadgi 3; jagamisel numbrite vahega saame
jagatise 18 ja jasgi 1. Missugune kahekohaline arv see on?

291. Muul ja eesel sammusid raskesti koormatult turule.
Muul kurtis oma seltsilisele oiglusetut koormamist: ,Kui sina
annaksid minule 1 md6du oma koormast, saaks minu koorem
sinu omast kaks korda suuremaks; kui mina annaksin omast
koormast ithe moodu sinule, oleks meil vordpalju kanda.” Arvu-
taja, iitle, kui rasked koormad olid neil kanda? (Olevat antud
iilesandena Aleksandria iilikoolis, u. a. 300 e. u. a.)

292. Kahe arvu suhe on 2 : nende arvude vahe on c. Leida

5
need arvud.

293. Kui tasuda tehtud laen 6 kuu pirast, siis tuleks maksta
ithes intressiga 184,05 rubla; kui aga tasuda laen 1 aasta 4 kuu
parast, siis tuleks maksta iihes intressiga 190,80 rubla. Kui suur
on laen ja kui suur on intfessimiiir?

294. Kui murru lugejaga liidame 5, taandub murd 1-ks; kui
aga murru nimetajast lahutame 11, taandub ta 3-ks. Leida see
murd.

295. Kaks toolist suudaksid lopetada ettevdetud t66, kui
esimene tootaks 10 paeva ja teine 5 paeva. Tegelikult tootas esi-
mene 2 pieva ja teine 6 pHeva, kusjuures teostati 60% kogu
toost. Mitme paevaga oleks kumbki tooline selle t66 iiksinda dra

teinud?
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