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Eessona.

A. Kisseljovi elementaargeomeetria Opik oli pikemat aega koige levinumaks
geomeéetria dpikuks. Selle peamised paremused on keele lihtsus ja selgus ning
joukohasus keskkooliopilaste arusaamiscle.

Opiku fimbertootamisel ja kehtivate keskkooli oppeprogrammidega kohan-
damisel on ette voetud rohkearvuliselt muudatusi ja tdiendusi eesmirgiga
tapsustada, kohati aga ka laiemalt valgustada iiksikuid kiisimusi. Pohimotte-
list laadi kiisimustes on minu poolt tehtud autori tekstis olulisi muudatusi.
Raamatu esimeses osas (planimeetria) on tdhtsamateks muudatusteks jérg-
" mised: sirgloikude mootmise kiisimuse kisitlemisel on tarvitusele voetud 16p-
matud kiimnendmurrud; sarnasusiecoria on ithendatud {ildiilesandega sarnasus-
teisendusest; on antud rangem esitus kiisimusele ringjoone pikkiise maotmisest;
on tdpsustatud ja koos sellega ka veidi lihtsustatud pindalade mootmise teoo-
riat; on dra nédidatud iiksikute teoreemide tdhtsus geomeetria iildkursuses; on
antud tdiendavaid nipunditeid monede raskeimate iilesannete lahendamiseks;
lahendusmeetodid konstruktsiooniiilesannetele, mis olid autori poolt antud
lisana raamatu 16pus, on noutavate redaktsiooniliste muudatustega paigu-
tatud raamatu vastavaisse kohtadesse (et opilane saaks tutvuda nendega ja
neid kasutada aine Oppimise protsessis); on lihendatud arvutusiilesannete
osa, nimelt on &dra jdetud {ilesanded, millel pole suurt praktilist ja teoreetilist
vairtust; tdiesti on vilja jdetud peatiikk «Suhted ja vorded», mis kaasaja sei-
sukohalt on téiesti vananenud.

Peale selle on minu poolt raamatu esimesele osale kirjutatud jargmised
tiiendused: 1) Kujundite siimmeetria (teljeline ja tsentraalne, § 37 ja
§ 84—86); 2) Kujundite sarnasusteisendus, hulknurkade perspektiivne asend
ja ringjoonte sarnasus (§ 173-—178); '3) Arvude jérjendi ja muutuva suuruse
piirvdartus (§ 227—231). :

Opiku iimbertdotamisel piitidsin anda ainele voimalikult tdpse esituse.ja
iiksikuid kiisimusi valgustada voimalikult laialt, samuti piiidsin nihutada esi-
kohale geomeetrilised pohiideed liikumisest, siimmeetriast ja sarnasusest kui
geomeetrilisest teisendusest. Koik see toimus sel méiral, kuipalju seda lubas
teha juba olemasolev tekst ja raamatu ulatus. Peale selle piiiidsin raamatu
fimbertdotamisel hoiduda stiili mitmekesisusest, mis oleks olnud takistuseks opi-
lastele raamatu kasutamisel. g

Vereja linn, 20. II 1938.
£ N. Glagolev.



Sissejuhatus.

1. Geomeetrilised kujundid. /galt poolt piiratud ruumi osa
nimetatakse geomeelriliseks kehaks.

Geomeetrilist keha eraldab -teda iimbritsevast ruumlst pind.
Pinna iiht osa eraldab teisest joon.
Joone iiht osa eraldab teisest punkt.

Geomeetriline keha, pind, joon ja punkt €i esine eraldi. Kuid
abstraheerimise abil voime pinda vaadelda soltumatult kehast,
joont soltumatult pinnast ja punkti soltumatult joonest. Seejuu-
res tuleb pinda kujutleda paksuseta, joont laiuseta ja paksuseta
ning punkti pikkuseta, laiuseta ja paksuseta.

Ruumis teataval viisil asetatud mistahes punktide, joonte, pin-
dade voi kehade kogu nimetatakse Kkujundiks. Geomeetrilised
kujundid voivad ruumis -liikuda, ilma et nad seejuures muu-
tuksid. Kaht geomeetrilist kujundit nimetatakse vordseiks ehk
kongruentseiks, kui {iht neist on vo6imalik tédielikult {ihtistada
teisega.

2. Geomeetria. Teadust, mis uurib geomeetriliste kujundite
omadusi, nimetatakse geomeetriaks, mis kreeka keeles tdhendab
maamootmist. See teadus sai sellise nimetuse seepérast, et vanal
ajal oli geomeetria peamiseks iilesandeks moota maapinnal ‘kau-
gusi ja pindalasid.

Tasapind.

3. Tasapind. Koigist pindadest on meile tuntuim tasane pind
ehk lihtsalt tasapind, millest annab kujutluse hea aknaklaasi pind,
vaikse vee pind tiigis jms.

Juhime tdhelepanu t.asapirma jargmisele omadusele:

tasapinna iga osa saab koigi tema punktidega asetada sama
tasapinna monele fteisele osale v6i monele teisele tasapinnale,
kusjuures voib pealitatava tasapinna osa ka iimber péorata.



Sirgjoon.

4. Sirgjoon. Lihtsaimaks jooneks on sirgjoon. Kujutlus sirg-
joonest ehk lihtsalt sirgest on koigile hasti tuttav. Kujutluse -
sellest annab pinguletommatud niit vo6i valguse kiir, mis véljub
kitsast avast. Selle kujutlusega iihtib sirge jargmine pohiomadus:

Iibi kahe punkti on voimalik tommata ainult l"ihe
sirge. :

Sellest omadusest jareldub:

kui kahest sirgest iiks on asetatud teisele nii, et ihe sirge
mistahes kaks punkti langevad iihte teise sirge kahe punktiga,
siis need sirged ihtivad ko koigis oma teistes punktides (see-
parast, et vastasel korral oleks voimalik tommata 14dbi kahe punkti
kaks sirget, mis on voimatu).

Samal pohjusel kaks sirget voivad [6ikuda ainult ihes punktis.

Sirge voib asetseda tasapinnal. Seejuures on tasapinnal jarg-
mine omadus:

kui tasapinnal votta kaks mingit punkt: ja libi nende tommata
sirge, siis selle sirge koik punktid asetsevad sel tasapinnal.

5. Piiramatu sirge. Kiir. Loik. Kui sirget kujutleda pikendatuna
piiramatult molemale poole, siis teda nimetatakse 1opmatuks (ehk
piiramatuks) sirgeks.

Sirget lahistatakse tavaliselt kahe suure téhega, mis on paigu-
tatud sirge mistahes punktide juurde. Nii Geldakse «sirge AB»
ehk «BA» (joon. 1).

Sirge osa, mis on piiratud molemalt poolt, nimetatakse sirg-
16iguks; sirgloiku tdhistatakse tavaliselt kahe tdhega, mis on pai-
gutatud selle otste juurde (sirgloik CD, joon. 2). Monikord tahis-
tatakse sirget voi sirgloiku iihe (vdikese) tdhega; niiteks oeldakse
«sirge a», «sirgloik b» jne. ' '

A a 8 (4 b D
e R T A ST
Joon. 1. Joon. 2.

Sageli ¢eldakse «sirgloigu» asemel lihtsalt «l6ik».

Mbonikord vaadeldakse sirget, mis on piiratud ainult ihelt
poolt, niiteks punktis A (joon. 3). Niisuguse sirge kohta deldakse,
et ta lahtub punktist A; teda nimetatakse kiireks (ehk poolsirgeks)‘.

A

Joon. 3.



6. Loikude vordsus ja mittevordsus, Kaks [6iku on vordsed,
* kui neid on véimalik paigutada teineteisele nii, et nende. otsad
dhtivad. % i ot

Oletame naiteks, et 16ik AB on asetatud 16igule CD (joon. 4)
nii, et punkt A on iihtinud punktiga C ja sirge AB ldheb mooda
sirget CD. Kui seejuures otspunktid B ja D iihtivad, siis loigud
AB ja CD on vordsed; vastasel korral 16igud pole vordsed, see:
juures védiksemaks 16iguks on see, mis moodustab osa teisest 16igust.

A B c D

Joon. 4.

Selleks et mingile sirgele asetada 16ik, mis vorduks teise 16i-
guga, tarvitatakse sirklit — riista, mida opilased tunnevad oma
kogemusist.

7. Loikude summa. Mitme l6igu AB, CD, EF (joon. 5) sum-
maks nimetatakse niisugust 16iku, mis saadakse jargmiselt.

Mingil sirgel voetakse mistahes punkt M, sellest alates paigu-
tatakse sirgele 16ik MN, mis on vordne AB-ga, siis paigutatakse
punktist N samas suunas 16ik NP, mis on vordne CD-ga, ja
16puks 16ik PQ, mis on vordne EF-ga.® Niiiid 16ik MQ osutub
antud 16ikude AB, CD ja EF summaks (need antud Ioigud on
saadud summa suhtes liidetavad).

Samal viisil on vdimalik saada mistahes i6ikude arvu puhul
nende summa. . )

Loikude summal on koik arvude summa omadused: ta ei soltu
liidetavate jarjekorrast (vahetuvuse seadusehk kommu -
tatiivsuse seadus) ega soltu ka sellest, et moned liideta-

A 8 5 D -
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M N P Q
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Joon. 5.

vad on asendatud nende summaga (ihenduvuse seadus
ehk assotsiatiivsuse seadus).

Nii:

AB+CD+EF=AB+EF+CD=EF+CD+AB= . ..

ja

AB+CD+EF=AB+ (CD+EF)=CD+ (AB+EF)= . . .



8. Tehted Ioikudega. Summa moistest saab tuletada Ioikude
vahe moiste, samuti ka jdreldada, kuidas "16ike korrutada ja
jagada nimetu arvuga. Nii on 16ikude AB ja CD vahe (kui
AB > CD) niisugune kolmas 16ik, mille summa CD-ga vordub
AB-ga; 16igu AB korrutis 3-ga on kolme l6igu summa, milles koik
liidetavad on vordsed AB-ga; 16igu AB jagatis 3-ga on kolmandik
16igust AB jne.

Kui antud 101gud on moddetud mingi pikkusiihikuga (néiteks
sentlmeetrlga) ja nende pikkused on viljendatud vastavate arvu-
dega, siis'loikude summat esitab Idikusid véljendavate arvude
summa, nende vahet esitab arvude vahe jne.

Ringjoone maiste.

9. Ringjoon. Kui anda sirklile mistahes haare, asetada tema
teravik tasapinna mingisse punkti O (joon. 6) ja pdorata sirklit
selle punkti iimber, siis sirkli teine jalg, mis on varustatud pliiatsi
voi sulega, Joonestab tasapinnaga kokkupuutel sellele pideva joone,
mille koik punktid on iihekaugusel punktist O. Seda joont nimeta-
takse ringjooneks, punkti O aga tema tsentriks ehk keskpunktiks.
Loike OA, OB, OC ..., mis iihendavad keskpunkti ringjoone punk-
tidega, nimetatakse raadlusteks Uhe ja sama ringjoone koik raa-
diused on vordsed.

c Vordsete raadiustega ringjooned

on vordsed, sest kui nad asetatakse

g iihele tasapinnale nii, et nende kesk-

punktid tihlivad, siis nad katavad
teineteist tdiesti.

Sirget (MN, joon. 6), mis lébib
ringjoone kaht punkti, nimétatakse
loikajaks.

Sirgloiku (EF), mis ithendab ring-
joone kaht punkti, nimetatakse koo-
luks.

Keskpunkti ldbivat koolu (AD)

Joon. 6. - nimetatakse diameetriks ehk 1dbimdo-
duks.

Diameeter vordub kahe raadiuse summaga ]a seepdrast iihe
ringjoone koik diameetrid on vordsed.

Ringjoone osa (nditeks EmF) nimetatakse kaareks.

Mingi kaare otspunkte iihendava k&olu (EF) kohta oOeldakse,
et ta toetub kaarele EmF.

Kaart tdhistatakse monikord margiga o; nditeks kirjutatakse
nii: v EmF.

8




Ringjoone poolt piiratud tasapinna osa nimetatakse ringiks '.
Ringi osa kahe raadiuse vahel (joonisel 6, osa COB, mis on
viirutatud) nimetatakse sektoriks, osa aga, mille 16ikab ringist dra

mingi l6ikaja (osa EmF), nimetatakse segmendiks. :

10. Kaarte vordsus ja mittevordsus. N 3
Uhe ja sama ringjoone (voi vordsete ring- p
joonte) kaared on vordsed, kui {iht neist on
voimalik asetada teise peale nii, et nende
otspunktid iihtivad. Oletame néiteks, et
‘asetame kaare AB (joon. 7) kaarele CD
nii, et punkt A {ihtib punktiga C ning kaar
AB liheb médda kaart CD. Kui seejuures D
otspunktid B ja D iihtivad, siis iihtivad ka A
nende kaarte vahepealsed punktid, sest ¢
nad on koik keskpunktist {ihekaugusel, A
tahendab wAB=uCD. Kui aga punktid Joon. 7.

. B ja D ei iihti, siis kaared pole vordsed, :
seejuures on viiksem see kaar, mis moodustab osa teisest kaarest.

11. Kaarte summa. Mitme vordse raadiusega kaare summaks
nimetatakse niisugust sama raadiusega kaart, mis koosneb osa-
dest, mis on vastavalt vordsed antud kaartega. Kui ringjoone
mingist punktist M (joon. 7) alates votame kaare MN, mis on
vordne kaarega AB, ja siis punktist N paigutame edasi samas
suunas kaare NP, mis on vordne kaarega CD, siis kaar MP on
kaarte AB ja CD summaks. Samal viisil voime saada kolme ja
enama kaare summa.

Vordsete raadiustega kaarie liitmisel v6ib juhtuda, et summa
ei mahu iihele ringjoonele; iiks kaartest voib osaliselt katta teise.
Niisugusel korral on kaarte summaks kaar, mis on suurem tervest
ringjoonest. ;

Nii niiteks saadakse kaarte AmB ja CnD liitmisel (joon. 8)
kaar, mis koosneb tervest ringjoonest ja kaarest AD.

- a 4 5
A A
. BC

o
o

- Joon. 8.

! Monikord sona «ring» tarvitatakse <ringjoone» mottes. Seda tuleb
aga viltida, sest iihe sona tarvitamine kahe eri moiste jaoks voib esile
kutsuda arusaamatusi.

9



Kaarte summa, nagu sirgloikudegi summa puhul kehtib vahe -
tuvuse ja iithenduvuse seadus.

Kaarte summa moistest jdareldub, nagu sirgloikudegi puhul,
kaarte vahe moiste, samuti moiste kaarte korrutamisest ja jagami-
sest nimetu arvuga.

12. Geomeetria jaotus. Geomeetria jaguneb kaheks osaks:
planimeetriaks ja stereomeetriaks. Esimene kisitleb niisuguseid
kujundeid, mille koik osad asetsevad iihel tasapinnal; teine kaisit-
leb kujundeid, mille koik osad ei asetse iihel tasapinnal. -



PLANIMEETRIA

ESIMENE PEATUKK.
SIRGJOON.

I. Nurgad.

¢ Eelmoisted.

13. Nurk. Kujundit, mille moodustavad kaks iihest punktist
vdaljunud kiirt (AO ja OB, joon. 9), nimetatakse nurgaks. Kiiri
ehk poolsirgeid, mis moodustavad nurga, ninietatakse tema haa-
radeks, ja punkti, millest need viljuvad — nurga tipuks.
Haaru tuleb kujutleda tipust piiramatult pikendatuna.

Nurka {dhistatakse tavaliselt kolme suure tdhega, millest kesk-
mine taht on paigutatud tipu juurde, darmised tdhed aga haarade
mistahes punktide juurde; néiteks Geldakse: «nurk AOB» ehk
«nurk BOA» (joon. 9). Ten

Nurka voib aga tdhistada ka {ihe tdhega, mis on paigutatud
tipu juurde, kui selle tipu juures pole teisi nurki. Monikord téhis-
tame nurka numbriga voi kreekakeelse tdhega, asetades selle
nurga sisse tipu juurde.

Nurga haarad jaotavad kogu tasapinna, millel asetseb nurk,
kaheks piirkonnaks. Uks neist on nurga sisemine piirkond, teine
nurga vdline piirkond. Harilikult loetakse sisemiseks piirkonnaks
seda, millesse tdielikult asetub sirgloik, mis ithendab nurga haa-
radel voetud mistahes kaht punkti, néiteks punkte A ja B nurga
AOB haaradel (joon. 9). Monikord aga loetakse nurga sisemiseks
piirkonnaks tasapinna teist osa. Niisuguseil juhtumeil tavaliselt
ndidatakse eraldi, milline tasapinna osa on voetud nurga sisemi-
seks piirkonnaks.

Joonise]l 10 on ndidatud eraldi molemad juhtumid. Viirutatud
pinnaosa on nurga sisemiseks piirkonnaks.

Kui nurga tipust (joon. 9) on nurga sisse tommatud mingid
sirged OD, OE, ..., siis siinjuures tekkinud nurgad AOD, DOE,
EOB ... on nurga AOB osad.

1



Sona «nurk» asemel tarvitatakse tihti mirki 2.
Niiteks «nurk AOB» asemel kirjutatakse: £ AOB.

Joon. 9. = > Joon. 10 "

14. Nurkade vordsus ja mittevordsus. Vastavalt geomeetriliste
kujundite vordsuse ehk kongruentsuse iilddefinitsioonile (§ 1) on
 kaks nurka vordsed, kui neid saab teineteisele asetamisega iihtis-
tada. Oletame nditeks, et paigutame nurga AOB nurgale A4,0,B;
(joon. 11) nii, et tipp O {ihtib tipuga O;, haar OB liheb mdoda
0,B, ja molema nurga sisemised piirkonnad on iihel pool sirget
0,B;. Kui seejuures haar OA iihtib haaraga O;4,, siis on nurgad
vordsed; kui aga haar OA on nurga A,0,B, sees voi viljaspool
seda, siis pole nurgad vordsed; seejuures see nurk on vidiksem, mis
moodustab osa teisest nur-

gast.

A A,
< 15. Nurkade summa. .
Nurkade AOB ja A,0,B,
: (joon. 12) summaks nime-
: tatakse sddrast nurka, mis

1'saadakse jargmisel viisil.
Joonestame nurga MNP,
Joon. 11. mis on vordne esimese
antud nurgaga AOB,- ja

selle juurde joonestame nurga PNQ, mis- on vordne teise
antud nurgaga A,0,B,, nii et nurkadel oleks iihine tipp N ja {ihine
haar NP ning nurkade sisemised piirkonnad oleksid asetatud
molemale poole iihist haara NP. Niiiid nimetatakse nurka MNQ

, 5.
A /( |
(4] ok A'N M |

Joon. 12,
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‘antud nurkade AOB ja A,0,B, summaks. Selle nurga sisemiseks
piirkonnaks on see osa tasapinnast, mille moodustavad liidetavate
nurkade sisemised piirkonnad. See on piirkond, milles asetseb
liidetavate nurkade iihine haar (NP). Samal viisil voib saada
ka kolme ja enama nurga summa.

Nurkade summa, nagu sirgloikudegi summa puhul kehtib
vahetuvdse ja iithenduvuse seadus. »

Sageli radgitakse niisugusest kiirest, mis poolitab antud nurga;
seda kiirt nimetatakse nurgapoolitajaks ehk bisektoriks (joon. 13).

16. Nurga moiste laiendamine. Nurkade liitmisel voivad esi-
rieda moned erijuhtumid, mida on soovitav eraldi l4bi arutada.

1) VGib juhtuda, et nurkade liitmisel, néditeks kolme nurga
AOB, BOC ja COD (joon. 14) liiimisel, nurga COD haar OD
moodustab nurga AOB haara OA pikenduse. Me saame siis
kujundi, mille moodustavad kaks tihest punktist ldhtuvat ja iihel
sirgel asetsevat kiirt. Niisugust kujundit nimetatakse samuti nur-
gaks (sirgnurgaks).

Joon. 13. : Joon. 14.

2) Voib juhtuda, et nurkade, niiteks o
viie nurga: AOB, BOC, COD, DOE ja /
EOA (joon. 15) liitmisel nurga EOA .
haar OA iihtib nurga AOB haaraga OA.

Kujundit, mille moodustavad niiviisi
ithtinud kiired (koos kogu tasapinnaga, A
mis asetseb iihise tipu O {imber) nime-
taiakse samuti nurgaks (tdispoordeks).

3) Lopuks voib juhtuda, et nurkade O
sumnta ehitamisel meie mitte ainult
ei tdida kogu tasapinda iihise tipu £
iimber, vaid oleme sunnitud asetama Joon. 15.
nurki teineteise peale, kattes tasapinda
iihise tipu iimber teist, kolmandat jne. korda. Niisugune nurkade
summa vordub tdispoordega, millele on liidetud moni nurk, voi
kahe tdispoordega, millele on liidetud moni nurk jne.

13



" Nurkade mootmine.

- 17. Kesknurk. Nurka (AOB, joon. 16), mille moodustavad ring-
joone kaks raadiust, nimetatakse kesknurgaks. Niisuguse nurga
ja kaare kohta, mis asetsevad nurga haarade vahel, oeldakse, et
nad vastavad teineteisele.

Kesknurkadel on vastavate kaarte suhtes kaks jargmist
omadust: .

1) kui kesknurgad iihes ringis v6i vérdseis ringides
ondyordsed, siis on vordsed ka nendele vastavad kaa-
red ja :

2) tmberpdordult: kui kaared on vérdsed, siis on vord-
sed ka nendele vastavad kesknurgad.

Joon. 16. Joon. 17.

Olgu £ AOB= 4 COD (joon. 17); nditame, et kaared AB
ja CD on samuti vordsed. Kujutleme, et sektor AOB on pooratud
timber keskpunkti O noolega nididatud suunas nii, et raadius OA
on iihtinud OC-ga. Siis nurkade vordsuse tottu raadius OB iihtib
OD-ga; tahendab, kaared AB ja CD iihtivad, s. 0. nad on vordsed.

Ka teist omadust voib kergesli pohjendada pealitamisega.

18. Nurga- ja kaarekraadid. Kujutleme, et mingi ringjoon on
jaotatud 360-ks vordseks osaks ja koik jaotuspunktid on iihen-
datud keskpunktiga. Siis tekib keskpunkti imber 360 vordset kesk-
nurka, sest neile vastavad vordsed kaared. Séirasel viisil saadud
ringjoone iga kaart nimetatakse kaarekraadiks, keskpunkti juures
- tekkinud iga kesknurka aga nurgakraadiks. Tahendab, iiks kaare-

Rt : . :
kraad on gz ringjoonest, nurgakraad aga on kesknurk, mis vas-

tab iihele kaarekraadile.

Kaare- ja nurgakraadid jaotatakse 60-ks vordseks osaks, mida
nimetatakse minutiteks, minutid aga jaotatakse veel 60-ks vord-
seks osaks, mida nimetatakse sekunditeks !.

I On tarvitusel ka nurkade ja kaarte sajandsiisteem; selles siisteemis on

1 1
iiks kaarekraad mveerand-ringjoonest; minut 100. kraadist - ja 1 sekund
1
100 minutist.
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19. Vastavus kesknurkade ja kaarte vahel. Olgu AOB mingi
nurk (joon, 18). Tombame tipust O kui keskpunktist nurga haa-
rade vahele mistahes raadiusega kaare CD; siis nurk AOB on kesk- -
nurk, mis vastab kaarele CD.
Oletame néiteks, et selles kaares on 7 kaarekraadi (joonisel
on kraadid kujutatud suurendatult). Kui niiiid iihendada kaare
jaotuspunktid keskpunktiga, siis nurk AOB jaguneb ilmselt 7-ks
nurgakraadiks. Uldiselt voib iitelda, et nurka moodetakse temale
vastava kaarega, moistes selle lause
all jargmist: nurgas on niisama palju
- nurgakraade, -minuteid ja -sekundeid,

kui palju vastavas kaares on kaare-

kraade, -minuteid ja -sekundeid. Kui c
nditeks kaares CD on 20 kaarekraadi,

10 kaareminutit ja 15 kaaresekundit,

siis nurgas AOB on 20 nurgakraadi,
- 10 nurgaminutit ja 15 nurgasekundit.
Seda valjendatakse lithidalt jargmi-
selt: £ AOB=20°10"15", téhistadeso 8
siimbolitega °, ” ja ” vastavalt kraade, ¢ 0
minuteid ja sekundeid.

Nurgakraadi suurus ei soltu ring- Joon.18.

~ joone raadiusest. Toepoolest, kui liita
§ 15 antud reegli pohjal 360 nurgakraadi, siis saadakse tdispoore
ringjoone keskpunkti juures. Milline ka Tingjoon oleks, tdispoore
on alati niisama suur. Tihendab, voime iitelda, et nurgakraad

e e B o
on gz tdispoordest. See nurka téielikult méarav nurgamoot ei

soltu ringjoone raadiusest.
Nurgakraadide ,arv maérab antud nurgas iihe haara kalde
suuruse teise haara suhtes.

A

20. Mall. Nurkade mootmiseks tarvitatakse erilist riista —
malli. See riist (joon. 19) kujutab enesest poolringi, mille kaar




on jaotatud 180-ks kraadiks. Selleks et moota nurka DCE, aseta-
takse sellele mall nii, et poolringi keskpunkt iihtib nurga tipuga,
raadius CB lidheb aga mooda CE-d. Siis nurga DCE  haarde
- vahel asetseva kaare kraadide arv nditab nurga suurust. Malli abil
saab ka joonestada nurka, mille suurus kraadides on antud.

21. Taisnurk, teravnurk ja niirinurk. 90°list nurka (see on
jarelikult pool sirgnurgast ehk veerand taispoordest) nimetatakse

%
TAISNURK TERAVNURK NURINURK
Joon. 20.

tdisnurgaks; nurka, mis on wvdiksem tdisnurgast, nimetatakse
teravnurgaks, ja nurka, mis on suurem tdaisnurgast, kuid vdiksem
sirgnurgast, nimetatakse niirinurgaks (joon. 20)

Muidugi, ‘k6ik tdisnurgad kui nurgad, mis sisaldavad uhe
palju kraade on vordsed.

Téiisnurga suurust tdhistatakse monikord tdhega d (esimene
tdht prantsuskeelsest sonast «droits, mis tdhendab «oige»).

Korvunurgad ja tippnurgad.
22. Korvunurgad ja nende omadused. Kaht nurka (AOB ja

BOC, joon. 21) nimetatakse korvunurkadeks, kui neil on (ks
dihine haar ja teised haarad on teineteise pikenduseks.

&

S
(9}
b8

; o 0
o Joon. 21. Joon. 22.
Et niisuguste nurkade summa on sirgnurk, siis kérvanurkade

summa vordub 180°-ga (telste sonadega: ta vordub kahe téis-
nurga summaga)
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Igale nurgale saab joonestada kaks korvunurka. Naiteks nur-
gale AOB (joon. 22), pikendades kiiige AO, saame korvunurga
BOC ja pikendades kiillge BO, saame teise kérvunurga AOD.
Kaks nurka, BOC ja AGD, mis on iihe ja sama nurga AOB korvu-
nurgad, on vordsed, sest kumbki neist
tiiendab nurka 40B 180°ni.

Kui nurk AOB on tdisnurk

~(joon. 23), s..t. vordub 90°-ga; siis
on ka iga tema korvunurk COB ja Wl ;
AOD taisnurk, sest nad vorduvad c '

: : . A

180°—90° s. o. 90°-ga. Neljas nurk )
COD on samuti tadisnurk, sest kolme 9%°
nurga, AOB, BOC ja AOD summa ‘on
270°, jarelikult neljas nurk vordub
360°— 270° s. o. 90°-ga. Niisiis: kui
kahe sirge (AC ja BD, joon. 23) loiku-
misel iiks nurkadest osutub tdisnurgaoks, Jeomn. 931
siis ka ilejdainud kolm nurka on tdis-

nuwrgad.

23. Ristjoon ja kaldjoon. Kahe kdrvunurga tihist haara (OB),
kui nurgad pole vordsed, nimetalakse kaldjooneks sellele sirgele
- (AC), millel asetsevad kaks teist haara (joon. 24). Juhtumil aga,
kui korvunurgad on vordsed (joon. 25), s. o. kui kumbki neist
vordub tédisnurgaga, siis iihist haara nimetatakse ristjooneks ehk-
perpendikulaariks sellele sirgele, millel asetsevad kaks teist haara.
Uhist tippu (O) nimetatakse esimesel juhtumil kaldjoone aluseks,
teisel juhtumil ristjoone aluseks.

B B
&
A
A o) ¢ 0 E
Joon. 24. Joon. 25.

Kahe sirge kohta (AC ja BD, joon. 23), mis loikumisel moo-
dustavad tiaisnurga, celdakse, et nad on temeteleega risti. Seda, et
sirge AC on risti sirgega BD margitakse nii: AC_LBD.

On silmanahtav, et antud sirge igast punktist saab tommata
sirgele ainult iihe ristjoone.

24. Toestame, et igast punktist, mis asetseb viiljaspool
sirget, saab sellele sirgele tommata ainult iihe rist-
joone.

2 Geomeetria VI—IX kL 17"



Olgu antud mingi sirge AB (joon. 26) ja viljaspool seda mis-
tahes punkt M. Esiteks tuleb ndidata, et sellest punktist on voimalik
tommata ristjoon sirgele AB, ja teiseks, ct see ristjoon on ainus
ristjoon, mis on voimalik {6mmata antud punktist M antud
sirgele AB.

?
i

bl

N
Joon. 26. Joon. 27.

Kujutleme, el joonis an kokku murtud méoda sirget AB nii, et
tilemine osa on langenud alumisele. Siis votab punkt M mingi
asendi N. Ara markinud selle asendi, viime joonise endisse asen- -
disse. Niitid ithendame punktid M ja N sirgega ja veendume selles,
et tommatud sirge MN on risti AB-ga, kuid iga teine punktist M
tommatud sirge, nditeks MD, pole risti AB-ga. = Selleks murrame
joonise teiskordselt kokku. Punkt M langeb uuesti punktile N,
punktid C ja D jdavad aga endistesse kohtadesse; jarelikult sirg- .
1oik MC {ihtib NC-ga ja MD ND-ga. Sellest jdreldub, et ZMCB=
=/ZBCN ja £ZMDC=ZCDN. Nurgad MCB ja BCN on aga
korvunurgad ning nagu praegu ndeme, on nad ka vordsed; jdre-
likult, kumbki neist on taisnurk ja seepirast MNL1AB. Et
aga joon MDN pole sirgjoon (sest ei saa olla kaht sirgel, mis
labivad punkte M ja N), siis kahe vordse nurga MDC ja CDN
summa ei vordu sirgnurgaga, s. o. 2d-ga; seepdrast nurk MDC
pole tdisnurk ja, tdhendab, MD pole risti AB-ga, Niisiis: teist rist-
joont punktist M sirgele AB tommata ei saa.

25. Joonestamiskolmnurk. Antud sirgele ristjoone joonestami-
seks on holpus kasutada joonestamiskolmnurka, sest tema iiks nurk
on idisnurk. Selleks et sirgele AB (joon. 27) témmata ristjoon sir-
gel asetsevast punktist C voi viljaspool sirget asetsevast punktist D,
paigutatakse joonlaua serv AB-le ja joonlaua kiilge kolmnurk; joon-
lauda kidega kinni hoides nihutatakse kolmnurka modda joonlaua
serva nii kaugele, kuni tdisnurga teine serv ldbib punkti C voi D.
Niiiid tommatakse sirge CE.

26. Tippnurgad ja nende omadused. Kaht nurka nimetatakse
tippnurkadeks, kui ihe nurga haarad on teise nurga haarade
pikendusteks. Nii tekib kahe sirge AB ja CD (joon. 28) loikumisel
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kaks paari tippnurki: AOD ja COB, AOC ja DOB (ja neli paari
korvunurki). :

. Kaks tippnurka on vérdsed (niiteks £ AOD = £ BOC,
joon. 28), sest kumbki neist on iihe ja sellesama nurga korvunurk
(£DOB voi £AOC kérvunurk), niisugused nurgad

on aga, nagu niagime (§22), vordsed.

27. Mirkusi ithistipuliste nurkade kohta. Uhise 4 2.
tipuga ehk iihistipuliste nurkade kohta on kasulik
meeles pidada jargmised lihtsad tded.

1) Kui mounede iihistipuliste nurkade (AOB,

BOC, COD, DOE, joon. 29) summa on sirgnurk,
siis see summa vérdub 2d-ga, s. o. 180°-ga. Y

2) Kui monede ihistipuliste nurkade (AOB,

- BOC, COD, DOE, EOA, joon. 30) summa on
tdaispoore, siis see summa vordub 4d-ga, s. o.
360°-ga.

3) Kui kahel nurgal (AOB ja BOC, joon. 24)  © "
on uhine tipp (O) ja iihine haar (OB) ning Joon. 28.
nende summa vordub 2d (s. o. 180°), siis nende
nurkade teised haarad (AO-ja OC) on teineteise pikendusteks (s.t.
niisugused nurgad on kérvunurgad).

"y

Joon. 29. Joon. 30.

Harjutusi.

1. Nurk vordub 38°20’; leida selle nurga korvunurga suurus.

2. Kahel nurgal ABC ja CBD on iihine tipp B ja iihine haar BC. Nur-
gad ei kata teineteist; nurk ABC = 100°20" ja nurk CBD = 79°40’. Kas haa-
rad AB ja BD moodustavad sirgjoone?

3. Joonestada mingi hurk ja poolitada see malli ja joonlaua abil.

4. Toestada, et kahe korvunurga poolitajad on teineteisega risti.

5. Toestada, et kahe tippnurga poolitajad moodusiavad iihe sirge.

6. Toestada, et kui sirge AB punkti O juurde (joon. 28) joonestada mole-
male poole AB vordsed nurgad AOD ja BOC, siis nende haarad OD ja OC
moodustavad iihe sirge.

7. Toestada, et kui punktist O (joon. 28) tdmmata kiired OA, OD, OB,
OC nii, et £ AOC = £ DOB ja £ AOD = £ COB, siis OB on OA pikenduseks
ja OD on OC pikenduseks. :

Juhis. Tuleb rakendada § 27, 2 ja 3.
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1. Matemaatilised laused.

28. Teoreemid, aksioomid, definitsioonid. Esitatust véime jirel-
dada, et moned geomeetrilised toed lugesime taiesti silmandhta-
vaiks (nditeks tasapinna ja sirge omadused § 3 ja 4), teised aga
tegime kindlaks arutluste abil (néiteks korvunurkade omadused
-§ 22 ja tippnurkade omadused § 26). Niisugused arutlused on
geomeetrias peamiseks vahendiks geomeetriliste kujundite oma-
duste kindlakstegemisel. Seepirast ongi edaspidise kursuse 1dbi-
votmiseks kasulik tutvuda arutluste nende liikidega, mis leiavad
rakendust geomeetrias.  Koik toed, millega tegeleb geomeetria,
véljenduvad lausetena.

Need laused voivad olla jargmised.

Definitsioonid. Definitsioonideks nimetatakse lauseid, mis
selgitavad iithe voi teise nimetuse voi viljenduse motel. Naiiteks
tutvusime juba kesknurga, tdisnurga, ristjoone ja monede teiste
moistete definitsioonidega.

Aksioomid. Aksioomideks nimetatakse todesid, mida tun-
nustatakse toestuseta. Niisuguseiks on nditeks laused, mida ees-
pool kisitleti (§ 4): 1dbi kahe punkti saab tommata ainult- iihe
sirge; kui sirge kaks punkti asetsevad antud tasapinnal, siis ka selle
sirge iilejdanud punktid asetsevad sel tasapinnal.

Toome veel jargmised aksioomid, mis leiavad rakendust iga
liiki suuruste puhul:

kui kaks suurust on vordsed iihe ja sellesama kolmanda suu-
rusega, siis on nad ka omavahel vordsed

kui vordsetele suurustele liita vordsed suurused voi vordsetest
suurustest lahutada vordsed suurused, siis saadud suurused on
vordsed; :

kui mittevordsetele suurustele liita vordsed suurused voi mitte-
vordsetest suurustest lahutada vordsed suurused, siis suurem suu-
rus jddb suuremaks.

Teoreemid. Teoreemideks nimetatakse niisuguseid lauseid,
mille Gigsus selgub ainult pirast tealavat arutlust (toestust) Nai-
deteks voiksid olla ]argmlsed laused:

kui iihes ringis vbi vérdsetes ringides kesknurgad on vordsed,
siis on vordsed ka neile vastavad kaared

kui kahe sirge loikumisel iks neljast nurgast on tdisnurk, siis
on ka iilejiinud nurgad taisnurgad jms.

Jireldused. Jireldusteks nimetatakse lauseid, mis jirgnevad
vahetult aksioomidest vdi teoreemidest. Naiteks aksioomist: «ldbi
kahe punkti saab tommata ainult iihe sirge» jareldub, et «kaks sir-
get léikuvad ainult iihes punktis».
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29. Teoreemi koostis. Igas teoreemis on kaks osa: eeldys ja
viide. Eeldus viljendab seda, mis antud; viide aga seda, mida
tuleb toesiada. Naiteks teoreemis: «kui kesknurgad on vordsed, siis
. on vordsed ka neile vastavad kaared»«on eelduseks teoreemi esi-
mene osa: «kui kesknurgad on vordsed», viiteks aga teoreemi
teine osa: «siis on vordsed ka neile vastavad Raared». Teiste
sonadega: on antud (on teada), et kesknurgad on vordsed, toes-
tada aga tuleb, et sel eeldusel on ka vastavad kaared vordsed.

Teoreemi eeldus ja vdide voivad monikord koosneda mitmest
eri eeldusest ja eri viitest; nditeks teoreemis: «kui arv jagub
kahega ja kolmega, siis ta ]agub ka kuuego» koosneh eeldus kahest
osast: «kui arv jagub kanega» ja «kui arv jagub kolmegas.

On kasulik maérkida, et iga teoreemi saab tapselt viljendada
sonadega nii, et tema eeldus algaks ' sonaga «kui», viide aga
sonaga «siis». Naditeks teoreemi: «tippnurgad on vordsed» voib
_tdpsemalt sonastada nii: «kui kaks nurka on tippnurgad, siis
on nad vordsed». :

30. Poordteoreem. Antud teoreemi péordteoreemiks nime-
tatakse niisugust teoreemi, milles eelduseks on védetud antud teo-
reemi vdide (voi iiks osa valtest) vditeks aga antud teoreemi eel-
dus (voi osa eeldusest). Niiteks on jargmised kaks teoreemi teine-
teise poordteoreemideks: :

kui kesknurgad on wvordsed, kui kaared on vordsed, siis
siis on vordsed ka neile vasta- | on vordsed ka neile vastavad
vad kaared. kesknurgad.

Kui {iht neist mmetame otseseks teoreem‘ks siis teist tuleb
nimetada poordteoreemiks. :

Antud néites on molemad leoreemid Giged. Nii pole see aga
alati. Naiteks teoreem: «kui kaks nurka on tippnurgad, siis on
nad vordsed» on Oige, aga poordteoreem: «kui kaks nurka on
vordsed, siis on nad tippnurgad» pole dige.

Toepoolest, oletame, et mingis nurgas on, tommatud poolitaja
(joon. 13). Nurgapoolitaja jaotab antud nurga kaheks viiksemaks
nurgaks. Need nurgad on vordsed, aga nad pole tippnurgad.

31. Vastandteoreem. Anfud teoreemi vastandteoreemiks
nimetatakse niisugust teoreemi, mille eeldus ja vdide on antud teo-
reemi eelduse ja vdite eitamine. Niiteks teoreemile: «kui arvu
‘ristsumma jagub iheksaga, siis arv jagub iitheksaga» vastab vas-
tandteoreem: «kui arvu ristsumma ei jagu iiheksaga, siis arv ei
jagu tdheksaga».

Ka siin tuleb &dra maérkida, et otsese teoreemi o&igsus ei
tahenda veel vastandteoreemi Gigsust; néiteks vastandteoreem: «kui
iga liidetav ei jagu iihe ja sellesama arvuga, siis summa ka ei
jagu selle arvuga» pole dige, kuna otsene teoreem on aga oige.

91



32. Seos ofsese teoreemi, pdordteoreemi ja vastandteoreemi vahel. Selle
seose ' parimaks selgitamiseks viljendame teoreemid liihidalt jargmiselt
(tdhega A tahistame teoreemi eelduse, tdhega B teoreemi viite). .

1) Otsene teoreem: kui on A, siis on ka B.

2) Pdordteoreem: kui on B, ‘siis on ka A.

3) Otsese teoreemi vastandteoreem: kui pole A, siis pole ka B.
4) Poordteoreemi vastandteoreem: kui pole B, siis pole ka A.

Vaadeldes neid lauseid, on kerge méirgata, et esimene neist on sarnlev
neljandaga nagu teine kolmandaga, nimelt: esimene ja neljas lause on iimber-
pooratavad, samuti ka teine ja kolmas lause. Tdepoolest, lausest: «kui on A4,
siis on ka B» jargneb vahetult: «kui pole B, siis pole ka A» (sest kui A oleks,
siis vastavalt esimesele lausele oleks ka B); timberpdordult, lausest: «kui pole
B, siis pole ka A» jireldame: <«kui on A, siis on ka B» (sest kui poleks B,
siis poleks ka A). Téapselt samuti veendume, et teisest lausest jargneb kolmas
ja timberpoordult. 3

Niisiis, et olla kindecl koige nelja teorcemi oGigsuses, pole tarvidust toes-
tada koiki neid eraldi; piisab, kui toestada ainult kaks: otsene teoreem ja
poordteoreem, voi jdlle otsene teoreem ja vastandteoreem.

III. Kolmnurgad.

Hulknurga ja kolmnurga mdiste.

-33. Murdjoon. Murdjooneks nimetatakse joont, mis moodustub
mitte iihel sirgel asetsevaist sirgloikudest nii, et esimese 16igu ots-
punkt on teise -16igu alguspunktiks, teise 16igu otspunkt on kol-
manda 16igu alguspunktiks jne. (joon. 31 ja 32).

Neid sirgloike nimetatakse murdjoone liilideks, naaberldikude
poolt moodustatud nurkade tippe nimetatakse murdjoone tippudeks.
Murdjoont tdhistatakse tdhtede reaga, mis on paigutatud tema tip-
pude ja otspunktide juurde; nditeks Geldakse: murdjoon ABCDE.

N C -
/ \ M
A v A 2T+ D

Joon. 31. Joon. 32.

Murdjoont nimetatakse kumeraks, kui ta asetseb tervikuna iihel
pool iga teda moodustavat 16iku, mis on Eiiramgtult_ pikendatud
molemale poole. Niisugune murdjoon on nditeks joonisel 31 kuju-
tatud joon, kuna aga joonisel 32 kujutatud joon pole kumer (ta ei
asetse {ihel pool sirget BC). ' : '

Kui murdjoone otspunktid iihtivad, siis murdjoon on kinnine
(nditeks joon ABCDEA joonisel 33).

34. Hulknurk. Kujundit, mille moodustab kinnine'murdjoon
koos selle joone poolt piiratud tasapinna osaga, nimetatakse
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hulknurgaks (joon. 33). Murdjoone liilisid nimetatakse hulk- -
nurga kiilgedeks, nurgad iga kahe naaberkiilje vahel on hulknurga
nurgad, nurkade tipud on hulknurga tipud.

Seejuures on hulknurga nurga sisemiseks piirkonnaks see piir-
kond, millesse kuulub nurga tipuga vahetult kokkupuutuv hulk-
nurga oma sisemine piirkond. Nii on hulknurga MNPQRS
(joon. 33) puhul nurgaks tipu P juures nurk, mis on suurem kahest
taisnurgast (viirutatud sisemise piirkonnaga). Hulknurka piiravat
murdjoont nimetatakse tema kontuuriks ehk piirjooneks ja 16iku,
mis vordub koigi kiilgede summaga, perimeetriks ehk iimber-

- mooduks.

Hulknurka nimetatakse kumeraks, kui ta on piiratud kumera
murdjoonega; selline on néditeks hulknurk ABCDE, mis on kujuta-
tud joonisel 33 (hulknurk MNPQRS pole kumer hulknurk). ~Meie
tegeleme peamiselt kumerate hulknurkadega. :

Iga sirget (nagu AD, BE, MR,..., joon. 33), mis iihendab
hulknurga kaht mitte {ihe kiilje juures asetseva nurga tippu, nime-
tatakse hulknurga diagonaaliks.

% &

Joon. 33.

Hulknurga viiksem kiilgede arv on kolm. Kiilgede arvu. jargi
voivad hulknurgad olla kolmnurgad, nelinurgad, viisnurgad jne.
Liihidalt tahistatakse kolmnurka siimboliga A.

35. Kolmnurkade liigitelu.
Kolmnurki- liigitatakse kiilgede
pikkuse ja nurkade suuruse jargi.
Kiilgede jirgi kolmnurgad on:
isekiilgsed (joon. 34), kui koik
kiiljed on eri pikkusega, ja vord-
haarsed (joon. 35), kui kaks kiil-
ge on iihepikkused; erijuhtumil " Joon. 34. Joon. 35.
nimetatakse vordhaarset kolm-
nurka vordkiilgseks (joon. 36), kui koik ta kiiljed on vérdsed.

Nurkade suuruse jargi on kolmnurgad teravnurksed (joon. 36),
kui koik nurgad on teravnurgad, tdisnurksed (joon. 37), kui iiks
nurk on tdisnurk ja niirinurksed (joon. 38), kui iiks nurk on niiri-
nurk.
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© Taisnurkses kolmnurgas nimetatakse kiilgi, mis moodustavad
tdisnurga, kaatetiteks ja taisnurga vastaskiilge hiipotenuusiks.

36. Peamised jooned kolmnurgas. Kolmnurga kiilgedest iiht
nimetatakse monikord aluseks, selle vastas asetseva nurga tippu
nimetatakse kolmnurga  tipuks. Ristjoont, mis on tommatud tipust
alusele voi selle pikendusele, nimetatakse kolmnurga - korguseks.

KAATET

» KAATET

Joon. 36. . Joon. 37. Joon. 38.

Kui kolmnurgas ABC (joon. 39 ja 39-a) on aluseks voetud Kkiilg
AC, siis tipuks on B ja korguseks on BD.

Vordhaarses kolmnurgas voetakse aluseks tavaliselt see kiilg,
mis ei kuulu vordsete kiilgede hulka; siis on ta tipuks vordsete
kiilgede vahel oleva nurga tipp. ¢

8

B8 /
m C :
¢ Py A

Joon. 39. Joon. 39-a.

A

Sirgloiku BE (joon. 39 ja 39-a), mis iihendab mingi nurga
tippu vastaskiilje keskpunktiga, nimetatakse mediaaniks ehk Kkiilje-
poolitajaks. Sirgloiku BF (joon. 39), mis jaotab kolmnurga mingi
nurga pooleks, nimetatakse kolmnurga nurgapoolitajaks ehk
bisektoriks (nurgapoolitaja’ ei iihti iildiselt ei mediaani ega kor-
gusega). Kolmnurga igast tipust saab tommata ristjoone vas-
taskiiljele vai selle pikendusele; jarelikult on kolmnurgal kolm
korgust. '

Kolmnurga iga tippu saab iihendada vastaskiilje keskpunktiga:
jarelikult on kolmnurgal kolm mediaani.

Samuti on selge, et kolmnurgal on kolm nurgapoolitajat.
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Geomeetriliste kujundite teljeline siimmeetria.

37. Kolmnurkade, hulknurkade ja teiste geomeetriliste kujundite
omaduste uurimisel esineb tihti juhtumeid, kus kahel vordsel kujun-
dil v6i kahel vordsel 16igul voi kahel punktil on eriline asend tasa-
pinnal mingi sirge suhtes. Kui kaks mingisugust punkti A ja A”
(joon. 40) asetsevad teine teisel pool sirget MN selle sirge {ihel ja
selsamal ristjoonel ning vordsetel kaugustel ristjoone alusest

A
N ; 8
Joon. 40. Joon. 41.

(Aa=A’a), siis niisuguseid punkte nimetatakse simmeetri-
listeks punktideks sirge MN suhtes.

Kaht kujundit (voi tihe ja sellesama kujundi kaht osa) nimeta-
takse siimmeetrilisteks sirge MN suhtes, kui {ihe kujundi (voi
kujundi iihe osa) igale punktile A, B, C, D, E, ... (joon. 40) vas-
tavad teise kujundi (voi kujundi teise osa) siimmeetrilised punktid
A B, C' D' E,...jaiimberpoordult. Sirget MN nimetatakse sel
juhul siimmeetriateljeks. Siin tarvitatakse sona «telg» seepirast,
et kui tasapinna osa, mis asetseb iihel pool sirget MN (néiiteks
vasakul pool), hakkame poérama MN kui lelje iimber niikaua, kuni
ta iihtib seile osaga, mis asetseb teisel pool sirget MN (paremia
poolega), siis simmeetrilised kujundid idhtivad,
sest punkt A ihtib seejuures punkti A’-ga, punkt B punkti
B’-ga jne. ' \

Umberpoordult, kui iihel pool mingit sirget asetseva kujundi
saame selle pooramisega iimber antud sirge {ihtistada teisel pool
sirget asetseva kujundiga, siis on need kujundid ‘siimmeetrilised
poorlemisielje suhtes. Oeldust jareldub, et kaks kujundit, mis on
sitmmeetrilised mingi telje suhtes, on vordsed.

Siimmeetriat telje suhtes nimetatakse teljeliseks siimmeetriaks.

Miarkus. Kuigi siimmeetrilisi kujundeid saab pooramisega
iimber siimmeetriatelje iihtislada, pole nad siiski, {ildiselt rdékides,
samased oma asendilt tasapinnal. Seda tuleb mbista jargmiselt.
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Selleks et iihtistada kaks siimmeetrilist kujundit, tuleb iiks
neist iimber péorata ja jérelikult ajutiselt tasapinnalt vélja tosta.
Kui seda mitte teha, siis pole mingi liikumisega sellel tasapinnal
voimalik kujundit fihtistada temaga telje suhtes summeetrlllse
kujundiga.

Joonisel 41 on kujutatud sirge AB suhtes kaks siimmeetrilist |
mustrit. Pddrates parempoolset mustrit iimber sirge AB, vGib ta
iihtistada vasakpoolse mustriga.

Seejuures tuleb parempoolne muster iimber poorata. Kui aga
parempoolset mustrit mitte eraldada tasapinnalt, vaid teda nihu- |
tada nii, et ta liuguks samal tasapinnal, siis ei saa teda kuidagi
iihtistada vasakpoolse mustriga. Teljelist siimmeetriat esineb sageli |
igapdevases elus. Mustrid dekoratiivseil kangastel ja tapeetidel,
arhitektuurilised ilustused hoonetel tasapinnaliste joonistuste ndol
ja hoonete fassaadid ise on siimmeeirilised mone telje suhtes. Ka

Joon. 42.

looduses esineb tihti siimmeetrilisi kujundeid. Nii niiteks on puude
lehed ja oGite kroonlehed siimmeetrilised varre suhtes. Niisugune on
joonisel 42 kujutatud vahtraleht. Liblikate tiivad ja nende varvikiri
on siimmeetrilised keha telje suhtes (joon. 43).

Vordhaarse kolmnurga omadusi.

38. Teoreemid. 1. Vérdhaarse kolmnurga tipunurga
poolitaja on iihtlasi selle kolmnurga mediaaniks ja
korguseks.

- 2. Vordhaarse kolmnurga alusnurgad on vordsed.

Olgu A ABC (joon. 44) vordhaarne ja sirge BD poolitagu tema
hpunurga B. Tuléb toestada, et nurgapoolitaja BD on ka mediaa-
niks ja korguseks.

Kujutleme, et A ABD on pooratud kiilje BD kui telje timber
nii, et ta on langenud kolmnurgale BDC. Siis: nurkade / ja 2

26



|

vordsuse tottu kiilg AB langeb kiiljele BC ja nende kiilgede vord-
suse tottu punkt A langeb punkti C. Seepérast DA iihtib DC-ga,
nurk 4 {ihtib nurgaga & ja nurk 5 iihtib nurgaga 6, tihendab DA=
=DC, £L4=2L3ja £5= Z6. Sellest, et DA = DC, jareldub,
et BD on mediaan; sellest, et nurgad 8 ja 4 on vordsed, jéireldub,
et need nurgad on tdisnurgad ja BD on jirelikult kolmnurga kor-

gus; lopuks, alusnurgad 5 ja 6 on vordsed.

39. Jdareldus. Nieme, et vordhaar-

ses kolmnurgas ABC (joon. 44) iihel ja
samal sirgel BD on neli omadust: ta on
tipunurga poolitaja, aluse mediaan, kor-
gus ja ka aluse keskristjoon. Et juba iiks
neist omadusist maérab taielikult sirge BD
asendi, siis {ihe omaduse olemasolust tule-
nevad ka koik teised omadused. Niiteks,
korgus, mis on tommatud vordhaarse
kolmnurga alusele, on samal ajal tipu-
nurga poolitajaks, aluse mediaaniks ja
aluse keskristjooneks.

40. Vordhaarse kolmnurga siimmeetria.
Nédgime, et mnurgapoolitaja BD jaotab

Joon. 44.

vordhaarse
(joon. 44) kaheks kolmnurgaks (vasak- ja parempoolseks), mida
saab pooramisega iimber BD {ihtistada. Sellest v6ib jdreldada,
et missuguse punkti me ka votaksime vordhaarse kolmnurga
iihel poolel, alati leidub tema teisel poolel punkt, mis on siimmeet-
riline esimese punktiga telje BD suhtes. Votame néiteks punkti M
kiiljel AB (joon. 44). Tombame sellest BD-le ristjoone MK ja
pikendame seda ristjoont Idikumiseni kiiljega BC. Siis saame
sellel kiiljel punkti M’, mis on siimmeetriline punktiga M telje BD

suhtes. Tdepoolest, podrates A ABD iimber BD ning iihtistades.

ta A BCD-ga, KM langeb KM’-le (tdisnurkade vordsuse tottu),
kiilg BA langeb kiiljele BC (nurkade / ja 2 vordsuse tottu); tdhen-
dab, punkt M, mis asetseb nii KM-1 kui ka BA-1, langeb KM’-1 kui
ka BC-l asetsevasse punkti M’. Siit on nidha, et KM=KM'.
asetsevadki punktid M ja M” moélemal pool DB-d iihel ja samal
DB ristjoonel ja vordsetel kaugustel selie ristjoone alusest; tdhen-
dab, need punktid on siimmeetrilised telje BD suhtes. Seega, vird-
haarses kolmnurgas tipunurga poolitaja on kolmnurga simmeetria-

teljeks.

Kolmnurkade vordsuse (kongruentsuse) tunnused. .

41. Eelmoisted. Kaks geomeetrilist kujundit, néditeks kaks kolm-
nurka on, nagu teame, vordsed (kongruentsed) sel korral, kui
neid saab teineteisele paigutada nii, et nad {ihtivad. Uhtivates
kolmnurkades peavad muidugi olema vastavalt vordsed koik ele-
mendid, s. o kiiljed, nurgad, mediaanid ja nurgapoolitajad. Kuid
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selleks, et otsustada, kas kaks kolmnurka on vordsed vo6i mitte,
pole tingimata tarvilik toestada koigi elementide vordsust; piisab
juba sellest, kui veenduda, et moned elemendid on vastavalt
vordsed.

42. Kolmnurkade vordsuse kolm tunnust.

Teoreemid. 1) Kui iihe kolmnurga kaks Kkiilge ja
nende vahel olev nurk on vastavalt vordsed teise kolm-
nurga kahe kiiljega ja nende vahel ‘oleva nurgaga, siis
kolmnurgad on vérdsed.

2) Kui iihe kolmnurga kiilg ja selle Ialusnurgad on
vastavalt vordsed teise kolmnurga kiilje ja selle ldhis-
nurkadega, siis kolmnurgad on vérdsed.

3) Kui iihe kolmnurga kolm kiilge on vastava]t
vordsed teise kolmnurga kolme Kiiljega, siis kolmnur-
gad on vordsed.

1. Olgu ABC ja A,B,C, kaks kolmnurka (joon. 45), mtllel
AC.= AC[,AB AB]JHAA——lA]

Tuleb toestada, et need kolmnurgad on vordsed.

Paigutame kolinnurga ABC kolmnurgale A,B,C, nii, et punkt
A langeb punkti A; ja kiilg AC lidheb mooda kiilge A,C,'. Siis
nende kiilgede vordsuse tottu punkt C iihtib punktiga C,, nurkade
A ja A, vordsuse tottu kiillg AB ldheb mooda kiilge A;B, ja nende
kiilgede vordsuse tottu punkt B {ihtib punktiga B;; seepdrast ka
kiillg CB iihtib kiiljega C,B; (sest kaks punkti voib iithendada
ainult {ihe sirgega), ja kolmnurgad  iihtivad; tdhendab, nad on

vordsed.
2. Olgu ABC ja A,B,C, kaks kolmnurka (joon. 46), millel

ZCe LG, £ B LB, jalB =Cly
Tuleb toestada, et need kolmnurgad on vordsed.

A ’ A,

c B0 B,
Joon. 45.

! "Selles paragrahvis ndidatud pealitamiste teostamiseks tuleb monikord
pealitatav kolmnurk iimber pdérata.
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Paigutame kolmnurga ABE€ kolmnurgale A;B,C, nii, et
punkt C langeb punkti C, ja kiillg CB lidheb mooda kiflge C,B;.
Siis nende kiilgede vordsuse tottu punkt B iihtib punktiga B,
kuna nurkade B ja B, ning C ja C, vordsuse tottu kiilg BA ldheb

-~

£ A,

4

L BT

7

Joon. 46.

Et aga kaks sirgel voivad l6ikuda ainult iihes punktis, siis
tipp A peab iithtima tipuga 4,. Seega kelmnurgad iihtivad; tahen-
dab, nad on vordsed.

3. Olgu ABC ja A,B,C, kaks kolmnurka (joon. 47), millel
AB = AlBl,_BC = Blcl ja CA e CIAI~

Tuleb toestada, et need kolmnurgad on vordsed.

Toestada seda vordsuse tunnust pealitamisega, nagu  seda
tegime kahe esimese tunnuse.toestamisel, ei saa, sest midagi tead-
mata nurkade suurusest ei saa me viita, et kahe vordse kiilje iihti--
misel iihtivad ka iilejdanud kiiljed.

Pealitamise asemel kasutame siin korvalepaigutamist.

Paigutame kolmnurga ABC kolmnurga A,B,C, korvale nii, et
vordsed kiiljed AC ja A;C, iihtivad. Siis kolmnurk ABC votab
asendi A]C]BQ.

Punktide B; ja B, ithendamisel sirgega saame kaks vordhaar- _
set kolmnurka: A,B B> ja B:C\B;; neil oh iihine alus BiB,. Vord- *

B el

<\

Joon. 47.
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haarses kolmnurgas on aga aluse ldhisnurgad vordsed (§ 38);
jarelikubh £ 1= /2 ja £3= .4 ja seepdrast £ AB,C,= |
s 4A[B2C]= ZB {

Niisugusel juhtumil peavad aga kolmnurgad olema vordsed, |
sest tihe kolmnurga kaks kiilge ja nende vahel olev nurk on vasta- |
valt vordsed teise kolmnurga kahe kiilje ja nende vahel oleva nur-
gagal.

Mirkus. Vérdsetes kolmnurkades on vordsete kiilgede vas-
tas vordsed nurgad ja iimberpodrdult: vordsete nurkade vastas on
vordsed kiiljed.

Toestatud teoreemid kolmnurkade vordsusest ja oskus vordseid
kolmnurki &ra tunda ndidatud tunnuste jargi kergendavad suurel
madral paljude geomeetriliste iilesannete lahendamist ning on
tarvilikud paljude teoreemide toestamiseks. Teoreémid kolm-
nurkade vordsusest on peamiseks vahendiks keerukate geomeetri-
liste kujundite omaduste kindlakstegemisel. Opilased veenduvad
selles aine edasisel labivotmisel.

Kolmnurga vilisnurk ja selle omadus.

43. Definitsioon. Kolmnurga (véi hulknurga) mingi
nurga kérvunurka nimetatakse selle kolmnurga (vo6i hu'knurga)
vilisnurgaks. Vilisnurgad on niiteks nurgad BCD, CBE ja BAF

(joon. 48). Vilisnurkadest eral-

damiseks nimetatakse kolmnur-

ga (voi hulknurga) oma nurki
sisenurkadeks.

Kolmnurga (v6i hulknurga)

~ igale nurgale saab joonestada

kaks vilisnurka (pikendades

D nurga iiht voi teist haara).

: Need kaks nurka on tippnurka-
Joon. 48. dena vordsed.

£

44. Teoreem. Kolmnurga viilisnurk on suurem igast
sisenurgast, mis pole selle vilisnurga kérvunurgaks.

Niiteks toestame, et kolmnurga ABC vilisnurk BCD (joon. 49)
on suurem kummastki sisenurgast A ja B, mis pole vilisnurga

1 Selleks et sirge BiB: oleks alati kujundi A1BiCiB2 sees, tuleb kolm-
nurgad iiksteise korvale paigutada nii, et nende iihiseks kiiljeks A:1C:1 on koige
suurem kiilg. -

30



BCD korvunurkadeks. Tombame kiiljele BC mediaani AE ja selle
pikendusele paigutame 16igu EF = AE. Punkt F asetseb ilmselt

| nurga BCD sees. Uhen-

dame F ja C sirgega.
Kolmnurgad ABE ja EFC
(viirutatud) ‘on vordsed,
sest neil on punkti £ juu-
res vordsed nurgad kahe
vastavalt vordse kiilje va-
hel. Kolmnurkade vordsu-
sest jdreldame, et nurgad
B ja ECF, kui vordsete kiil-
gede AE ja EF vastasnur-
gad, on vordsed. Nurk ECF Joon. 49.

moodustab aga ainult osa

valisnurgast BCD ning on

seepdrast viimasest viiksem; jarelikult ka nurk B on viiksem
nurgast BCD.

Pikendades kiilge BC viljapoole C-d, saame vilisnurga ACH,
mis on vordne nurgaga BCD. Kui tommata tipust B kiiljele AC
mediaan ja seda pikendada mediaani pikkuse vdrra viljapoole
AC-d, siis voime tdpselt samuti toestada, et nurk A on viiksem
nurgast ACH, s. t. viiksem nurgast BCD. '

B 8

c A D
A —D _ T

Joon. 50. Joon. 51.

45. Jireldus. Kui kolmnurgas iiks nurk on . tdisnurk voi
niirinurk, siis teised nurgad on teravnurgad.

Toepoolest: oletades, et kolmnurgas ABC mingi nurk C (joon.
50 ja 51) on tdisnurk voi niirinurk, siis selle korvunurk BCD peab
olema tdisnurk voi teravnurk; nurgad A ja B on toestatu pohjal
viiksemad sellest vilisnurgast ja on seega teravnurgad.
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Seosed kolmnurga kiilgede ja nurkade vahel.

46. Teoreemid. Igas kolmnurgas:

1) vordsete kiilgede vastas on vordsed nurgad;

2) suurema kiilje vastas on suurem nurk. }
1. Kui kolmnurga kaks kiilge on vordsed, siis kolmnurk on

vordhaarne; vordhaarse kolmnurga alusnurgad on vordsed (§ 38),

tdahendab, nurgad vordsete kiilgede vastas on vordsed.

! 2. Olgu kolmnurgas ABC (joon. 52) |

8 kitlg AB suurem kui BC; tuleb toestada,

et nurk BCA on suurem nurgast A.
Paigutame suuremale kiiljele BA ti-@

nurga DBC, mille alusnurgad, s. o.
Z:BREC 14 ABLD on vordsed. Nurk
BDC, kolmnurga 'ADC vilisnurk, on
suurem nurgast A, jarelikult ka , nurk
BCD on suurem nurgast A, seepérast
on nurk BCA ammugi suurem nurgast A, mida oligi "tarvis
toestada.

Joon. 52.

47. Poordteoreemid. Igas kolmnurgas:

1) vordsete nurkade vastas on vordsed Kkiiljed;
2) suurema nurga vastas on suurem kiilg.

I. Olgu kolmnurgas ABC nurgad A ja C vordsed (joon. 53);
tuleb toestada, et BA = BC.

Viidame vastupldbt, s. t. vdidame, et kiiljed AB ja BC pole
vordsed. Siis iiks kiilgedest peab olema teisest pikem ja, jarelikulf,
otsese teoreemi pohjal peab nurkadest A ja C olema iiks suurem
teisest. See aga raagib vastu eeldusele, et £ A = £ C; tdhendab,
ei saa olla, et kiiljed AB ja BC pole vordsed; jddb jarele oletus,
et AB = BC.

2. Olgu kolmnurgas ABC (joon. 54) nurk C suurem nurgast
A; tuleb toestada, et AB > BC.

Vididame vastupidist, s. t. vdidame, et AB pole suurem BC-st;
siis voib esineda kaks juhtumit: kas AB = BC, voi AB < BC.

Esimesel juhtumil, vastavalt otsesele tecreemile, nurk C peab
vorduma nurgaga A, teisel juhtumil nurk C peab olema viiksem
nurgast A; nii iikks kui teine jdreldus radgib vastu eeldusele; tdhen-
dab, molemad juhtumid tuleb korvale jitta. Jdab jarele ainus voi-
malik juhtum, et AB > BC. ;
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pust B 16igu BD, mis on vordne lithema
kiiljega BC, ja iihendame punktid D |
ja C sirgega. Saame vordhaarse kolm- |
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Joon. 55. Joon. 54.

Jareldused. :
1) Vordkiilgses kolmnurgas on kéik nurgad vordsed.
2) Vérdnurkses kolmnurgas on kéik kiiljed vordsed.

48. Vastuvditeline toestusviis. Viisi, mida meie dsja kasuta-
sime poordteoreemide toestamisel, nimetatakse vastuviiteliseks
toestuseks ehk absurdsusele viimiseks (reductio ad absurdumy.

Esimese nimetuse sai see viis sellest, et arutluse alguses
tehakse oletus, mis on vastupidine (rddgib vastu) sellele, mida on
tarvis toestada. Absurdsusele viimiseks nimetatakse seda viisi see-
tottu, et arutledes tehtud oletuse alusel, tuleme absurdsele otsusele.
Sellise jarelduse saamine sunnib meid loobuma algul tehtud ole-
tusest ja tunnustama vaite oigsust.

Seda viisi kasutatakse tihti teoreemide toestamisel.

49. Mirkus poordteoreemide kohta. Algajad teevad geomeetria
oppimisel sageli iihe vdga tiiiipilise vea. Viga seisab selles, et
poordteoreemi oigsust loetakse endastmoistetavaks, kui otsene teo-
reem on toestatud. Siit tulenebki kujutius, et poordteoreemide toes-
tamine on liigne. Sellise jdrelduse viarust voib nididata rea néide-
tega. Uks niisugune nédide oli toodud § 30. Seepérast tulebki poord-
teoreeme, kui nad on oiged, eraldi toestada.

Murdjoone ja sirgloigu vordlev pikkus.

50. Teoreem. Kolmnurgas on iga kiilg viiksem kahe
teise kiilje summast.

Kui kolmnurgas votame mitte suurima kiilje, siis on ta muidugi
vaiksem kui kahe teise kiilje summa. Tdhendab, tuleb toestada, et
isegi kolmnurga suurim kiilg on vdiksem kahe teise kiilje sum-
mast. ¥

Olgu kolmnurgas ABC (joon. 55) suurimaks kiiljeks AC.
Pikendame kiilge AB, paigutame selle pikendusele BD = BC ja
tombame sirgloigu CD. Et A BDC on vordhaarne, siis £ D =
= £ DCB; seepérast on nurk D viiksem nurgast DCA ja jarelikult
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kolmnurgas ADC on killg AC vidiksem kui AD (§ 47),s. {
AC < AB + BD. Asendades BD BC-ga, saame:
AC < AB + BC.
Jéadreldus. Lahutame saadud vorratuse molemast poolest AB
voi BC:
AC — AB < BC;
AC — BC < AB.

Lugedes neid vorratusi paremalt poolt vasakule ndeme, et
kumbki kiilgedest BC ja AB on suurem kahe teise kiilje vahest;

D

8 C

c : ;
A X D

Joon. 55. Joon. 56.

ilmselt voib seda iitelda ka kolmanda, suurima kiilje AC kohta;
seega: kolmnurgas iga kilg on suurem kahe teise Riilje vahest.

51. Teoreem. Sirgloik, mis iihendab kaht mingisugust
punkti, on viiiksem igast neid punkte iihendavasi murd-
joonest.

Kui murdjoon, millest siin on jutt, koosneb ainult kahest liilist,
siis on teoreem juba toestatud eelmises paragrahvis. Votame
arutlusele juhtumi, kui murdjoon koosneb enamast kui kahest
liilist.

Olgu AE (joon. 56) sirgloik, mis {ihendab punkte A ja E,
ABCDE aga mingi murdjoon nende punktide vahel. Tuleb toes-
tada, et AE on viiksem summast AB + BC + CD + DE.

Uhendades punkti A punktidega C ja D, leiame eelmise teo-

reemi pohjal:
AE < AD + DE;
AD < AC + CD;
AC < AB + BC.
Liidame liikmeti need vorratused ja saadud vorratuse mole-
mast poolest lahutame AD ja AC, saame:
AE < AB + BC + CD + DE.
52. Kahe vastavalt vordse kiiljega kolmnurgad.
Teoreemid. Kui iihe kolmnurga kaks kiilge on vasia-
valt vordsed teise kolmnurga kahe kiiljega, siis:
1) nende kiilgede vahel oleva suurema nurga vastas

on suurem Kkiilg; )
-2) . iimberpoordult:  mittevordseist kiilgedest suurema

kiilje vastas on suurem nurk.
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1. Olgu kolmnurkades ABC ja AB,C, (joon. 57) antud:
AC = A\C,, AB = A\B, ja £ BAC> Z A,. Tuleb toestada, - et
BC > B,C,. Paigutame kolmnurga A,B,C, kolmnurgale ABC nii,
et kiilg A,C, iihtib kiiljega AC. Et aga £ A, < £ BAC, siis kiilg
AiB; on nurga BAC sees; votku kelmnurk A,B,C, asendi AB,C

Joon. 57.

(tipu B, asend voib olla kolmnurga ABC sees, temast viljaspoo!
voi ka kiiljel BC — teoreemi voib toestada koigi nende juhtumite
~ kohta). Tombame nurga BAB; poolitaja AD ja ithendame D B,-ga;
saame kaks kolmnurka: ABD ja DAB,; need kolmnurgad on vord-
sed, sest neil on iihine kiilg AD, AB = AB, eelduse pohjal ja
Z BAD = / DAB; konstruktsiooni pohjal. Kolmnurkade vordsusest
jareldub, et BD = DB,. Kolmnurgast DCB; saame: B,C < B,D +
+ DC (§ 50) ehk (asendades B,D BD-ga)
B,C < BD + DC, tdahendab B,C, < BC.

2. Olgu samades kolmnurkades ABC ' ja A,B,C, antud:
ABA——— AB,, AC = A,C, ja BC > B,Cy; tuleb toestada, et £ BAC >
£ Ay,

Viaidame vastupidist, s. o. et nurk BAC pole suurem nurgast A;;
siis voib esineda kaks juhtumit: kas « BAC = Z A, vbi
Z BAC < Z A,. Esimesel juhul oleksid kolmnurgad vordsed ja
jarelikult kiilg BC vorduks B,C;-ga, mis aga rdaagib vastu eeldu-
sele; teisel juhul peaks kiilg BC (teoreemi 1 pohjal) olema véiksem
kiiljest B,C,, mis samuti on vastuolus eeldusega. Tdhendab, mole-
mad juhtumid tulevad korvale jatta — jdab jdrele ainus voimalik
juhtum, et £ BAC > Z A,.

Ristjoone ja kaldjoone vordlev pikkus.

53. Teoreem. Mingist punktist sirgele tommatud rist-
joon on viiiksem samast punktist samale sirgele tom-
matud kaldjoonest'.

1 Paragrahvides 53, 54 ja 55 on lithiduse mottes tarvitatud termineid
«ristjoon» ja «kaldjoon» moistete «ristsirge 16ik antud punktist ristjoone alu-
seni» ja «kaldsirge 16ik antud punktist kaldjoone aluseni» asemel.
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Olgu AB (joon. 58) ristjoon, mis on tommatud punktist A sir-
gele MN, ja AC mingi kaldjoon, tommatud samast punktist A sir-
gele MN; tuleb toestada, et AB < AC.

Kolmnurgas ABC on nurk B tdisnurk, nurk C aga teravnurk
(§ 45); tdhendab £ C < £ B ja seepidrast on AB < AC, mida
oligi tarvis toestada.

M drkus. Kui rddgitakse «punkti kaugusest sirgest», siis moel-
dakse selle juures liithimat kaugust, mis on moodetud antud
punktist antud sirgele tommatud ristjoont méoda.

54. Teoreem. Kui viéiljaspool sirget asetsevast punktist
on tommatud sellele sirgele ristjoon ja méned Kkald-
jooned, siis:

1) Kkui kahe kaldjoone alused on vordsel kaugusel
ristjoone alusest, siis kaldjooned on vordsed;

2) Kui kahe Kkaldjoone alused pole vordsel kaugusel
ristjoone alusest, siis on see kaldjoon pikem, mille alus
on kaugemal ristjoone alusest.

A A

Joon. 58. { Joon. 59.

1. Olgu AC ja AD (joon. 59) kaldjooned, mis on tommatud
punktist A sirgele MN. Nende alused C ja D on iihekaugusel rist-
joone AB aluisest, s. 0. CB'= BD,; tuleb toestada, et AC = AD.

Kolmnurkadel ABC ja ABD on iihine kiilg AB, peale selle
BC = BD (eelduse pohjal) ja £ ABC = £ ABD (kui taisnurgad);
seega need kolmnurgad on vordsed ja seepérast ka AC = AD.

2. Olgu AC ja AE (joon. 59) kaks niisugust punktist A sir-
gele MN tomnatud kaldjoont, mille alused pole ithekaugusel rist-
joone alusest; olgu naiteks BE > BC. Tuleb toestada, et AE > AC.

Paigutame BD = BC loigule BE ja tombame AD. Asjatoestatu
pohjal AC = AD. Vordleme AE-d AD-ga. Nurk ADE on kolmnurga
ABD vilisnurk ja seepdrast on ta suurem tédisnurgast ABD; jére-
likult on nurk ADE niirinurk ja seepidrast peab nurk AED olema
teravnurk (§ 45), tdhendab £ ADE > £ AED ning jarelikult
AE > AD, seeparast AE > AC.
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] 55. Poordteoreemid. Kui véljaspool sirget asetsevast
- punktzst (joon. 59) on tommatud sellele sirgele nstloon
ja moned kaldjooned, siis:

- 1) kui kaks kaldjoont on vordsed, siis nende alused
on vordsel kaugusel ristjoone alusest;

2) Kkui Kkaks kaldjoont pole vordsed, siis pikema
kaldjoone alus on kaugemal ristjoone alusest.

Toestagu opilased ise need teoreemid (vastuviiteliselt).

Taisnurksete kolmnurkade vordsuse tunnused.

56. Kaks tunnust, mis ei noua eri toestust. Et tdisnurksetes
kolmnurkades nurgad kaatetite vahel kui tdisnurgad on alati vord-
sed, siis tdisnurksed kolmnurgad on vordsed:

1) Kui iihe kolmnurga kaatetid on vasiavalt vordsed
teise kolmnurga kaatetitega;

2) Kui iihe kolmnurga kaatet ja selle terav lidhisnurk
on vastavalt vordsed teise kolmnurga kaateti ja selle
terava Idhisnurgaga.

Kumbki neist tunnuseist ei noua erilist toestust, sest nad on
iildiste tunnuste erijuhtumid. Toestame veel kaks jargmist tunnust,
mis on kehtivad ainult taisnurksete kolmnurkade puhul.

57. Kaks eri toestust noudvat tunnust.

Teoreemid. Tdisnurksed kolmnurgad on vérdsed:

1) Kui iihe kolmnurga hiipotenuus ja teravnurk on
vastavalt vordsed teise kolmnurga hiipotenuusi ja terav-
nurgaga voi

2) Kui iihe kolmnurga hiipotenuus ja kaatet on vas-
tavalt vordsed teise kolmnurga hiipotenuusi ja kaate-
tiga.

B
B
Joon. A0. Joon. 61.

1. Olgu ABC ja A\B,C; (joon. 60) kaks tdisnurkset kolmnurka,
millel AB = A,B, ja £ A = £ A,; tuleb toestada, et need kolm-
nurgad on vordsed.
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Asetame kolmnurga ABC kolmnurgale A;B,C, nii, et vordsed
hiipotenuusid {ihtivad. Siis nurkade A ja A; vordsuse tottu kaatet

8,

A, A, A, G
Joon. 62.

AC ldheb piki A,C,. Seejuures punkt C peab
iihtima punktiga C, sest oletusel, kui C ei
iihti punktiga C,, peaks kaatet BC votma
asendi B;C; voi B,C;, mis aga pole voima-
lik, sest iithest punktist B, ei saa sirgele 4,C,
tommata kaht ristjoont (BiC, ja B,C; voi
B]C] ja 31C3).

2. Olgu (joon. 61 ja 62) tédisnurksetes
kolmnurkades antud: AB = AB; ja BC =
= B;C,; tuleb toestada, et need kolmnurgad
on vordsed. :

Asetame kolmnurga ABC kolmnurgale
A;B,C, nii, et vordsed kaatetid BC ja B,C,
iihtivad. Siis taisnurkade vordsuse tottu CA

laheb piki C;A;. Seejuures hiipotenuus AB peab iihtima hiipotenuu-
siga ABy; vastasel korral, kui ta votaks asendi A:B; voi Aj;B;,
oleks meil juhtum, kus kaks vordset kaldjoont (4,B; ja A:B; voi A1B,
ja AsB;) pole iihekaugusel ristjoone alusest, mis ei ole vaimalik

(§ 54).

Sirgloigu keskristjoone ja nurgapoolitaja omadus.

58. Sirgloigu keskristjoone omadus on vidga sarnane nurga-
poolitaja omadusega. Selleks et seda sarnasust paremini néha,
esitame toestused roobiti.

1) Kui mingi punkt
(K, joon. 63) asetseb sirg-
loigu (AB) Kkeskristjoo-
nel (MN), siis on ta vord-
sel kaugusel selle sirg-

loigu otstest (s. 0. KA =
= KB).
M
K
A Q B
N
Joon. 63

1) Kui mingi punkt
(K, joon. 64) asetseb nur-
ga (AOB) poolitajal
(OM), siis on ta vordsel
kaugusel selle nurga
haaradest (s. o. ristloigud
KD ja KC on vordsed).




Et MN on risti AB-ga ja
AO = OB, siis AK ja KB on
sirgele AB kaldjooned, mille
alused on vordsel kaugusel

ristjoone alusest; tdhendab
KA = KB.

2) Poordteoreem.

Kui mingi punkt (K,
joon. 63) on vordsel kau-
gusel sirgléoigu (AB) ots-
punktidest (s. o. kui KA =
= KB), siis asetseb see
punkt sirgloigu (AB)
keskristjoonel.

Tombame 1dbi K sirge
MN 1 AB. Saame kaks téis-
nurkset kolmnurka: KAO ja
KBO; meed kolmnurgad on
vordsed, sest neil on iihine
kaatet KO ja vordsed hiipote-
nuusid. Seepdrast AO = OB.
Tahendab, sirge MN, mis on
tommatud 1dbi K risti AB-ga,
jaotab 16igu AB pooleks.

Et OM jaotab nurga poo-
leks, siis tédisnurksed kolm-
nurgad OCK ja ODK on
vordsed, sest neil on iihine
hiipotenuus ja vordsed terav-
nurgad tipu O juures. Tdhen-
dab KC = KD.

2) Poordteoreem.

Kui mingi punkt (K,
joon. 64) on vordsel kau-
gusel nurga haaradesi

- (s. 0. ristjooned KC ja KD on

vordsed), siis asetseb see
punkt nurgapoolitajal.

Tombame 1dbi O ja K
sirge OM. Saame kaks téis-
nurkset kolmnurka: OCK ja
ODK; need kolmnurgad on
vordsed, sest neil on {ihine
hiipotenuus ja vordsed kaate-
tid CK ja DK. Seeparast on
vordsed ka nurgad tipu O
juures. Téhendab, sirge OM,
mis on tommatud 1dbi punkti
K, on nurga AOB poolitaja.

59. Jareldus. Kahest toestatud teoreemist (otsesest ja
poordteoreemist) saab tuletada veel jirgmised vastandteo-

rgemid.

Kui punkt ei asetse sirg-
16igu keskristjoonel, siis pole
ta vordsel kaugusel selle
sirgloigu otspunktidest.

Kui punkt ei asetse nur-
gapoolitajal, siis pole ta vord-
sel kaugusel selle nurga haa-
radest.

Toestagu opilased ise need teoreemid (vastuviiteliselt).

60. Geomeetriline koht. Mingi omadusega punktide geomeet-
riliseks kohaks nimetatakse niisugust joont (voi pinda ruumis) voi
tildse niisugust punktide kogumikku, milles koik punktid on selle
omadusega ja milles pole iihtki punkti, millel see omadus puudub.

Naiteks antud punktist C vordsel kaugusel r asetsevate punk-
tide geomeetriliseks kohaks on ringjoon, mille keskpunktiks on C
ja raadiuseks on r.
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Eelmiste paragrahvide teoreemidest jareldub:

kahest antud punktist vordsel kaugusel asetsevate punktide
geomeetriliseks kohaks on antud punkte ihendavale sirglbigule
tommatud keskristjoon;

nurga haaradest vordsel kaugusel asetsevate punktide geomeet-
riliseks kohaks on nurgapoolitaja. /

IV. Pohilised konstrueerimisiilesanded.

61. Eelmidrkusi. Eelmistes peatiikkides toestatud teoreemid
lubavad lahendada moningaid konstrueerimisiilesan-
deid. Tdhendame, et elementaargeomeetrias késitletakse ainult
niisuguseid {ilesandeid, mida on voimalik lahendada joonlaua ja

Joon. 65.

sirkli abil. Joonestamiskolmnurga ja monede teiste riistade
kasutamine on lubatud aja kokkuhom mbéttes, pole aga tingimata
tarvilik.

62. Ulesanne 1. Joonestada kolmnurk tema kolme kilje
a, b ja ¢ jargi (joon. 65). )

Paigutame mingile sirgele -MN 16igu CB, mis on vordne
iihega kolmest kiiljest, néditeks a-ga. Joonestame punktidest C ja B
kaks védikest kaart, {ihe raadiusega b, teise raadiusega ¢. Punkti
A, milles need kaared loikuvad, ithendame punktidega B ja C.
Kolmnurk ABC on otsitav.

Mirkus. Et kolm sirgloiku voiksid olla kolmnurga kiilgedeks,
on tingimata tarvilik, et suurem neist oleks vdiksem kahe teise
summast (§ 50).

63. Ulesanmne 2. Joonestada nurk, mis vordub antud nur-
gaga ABC, mille iiheks haaraks on antud sirge ja mille tipp aset-
seb antud punktis O (punkt O on sirgel MN, joon. 66).

Joonestame tipust B kui keskpunktist mistahes raadiusega kaare
EF antud nurga haarade vahele; siis, tombame sirkli haaret muut-
mata punktist O kaare PQ. Edasi joonestame raadiusega, mis on
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vordne 16iguga EF, punktist P kui keskpunktist kaare ab. Lopuks
tombame 14bi punktide O ja R (kaarte 1oikepunkt) sirge. Nurk ROP
vordub nurgaga ABC, sest kolmnurgad ROP jz» FBE on vordsed kui
kolmnurgad, mille kolm kiilge on vastavalt vordsed.

¢
Qr/,

a

8 4 MO N

Joon. 66.

64. Ulesanne 3. Poolitada antud nurk ABC (joon. 67);
teiste sonadega: joonestada antud nurga poolitaja ehk nurga siim-
meetriatelg. .

Joonestame punktist B nurga haarade vahele mistahes raa-
diusega kaare DE. Siis tombame punktidest D ja E mistahes
raadiusega, mis peab aga suurem olema poolest D ja E vahelisest
kaugusest, kaks viikest kaart (vt. markus iilesandel 1). Need kaa-
red 16ikuvad mingis punktis F. Tommates joone BF, saame nurga
ABC poolitaja. :

Toestuseks {ihendame punkti F punktidega E ja D, saame kaks
kolmnurka BEF ja BDF; need kolmnurgad on vordsed, sest neil on
tihine killg BF, BD = BE ja DF = EF konstruktsiooni pdohjal.
Kolmnurkade vordsusest jareldub, et £ ABF = £ CBF,

65. Ulesanmne 4. Joonestada sirgel AB antud punktist C
sellele sirgele ristjoon (joon. 68).

Paigutame sirgele AB molemale poole antud punkti C mingid
vordsed 16igud CD ja CE. Joonestame punktidest £ ja D iihe-
suguse raadiusega (mis peab siiski olema suurem CD-st) kaks vii-

Joon. 67. Joon. 68.
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kest kaart; need kaared 16ikuvad mingis punktis F. Sirge, mis on
tommatud 14bi punktide C ja F, ongi otsitav ristjoon.

Punkt F on toepoolest, nagu joonisest ndha, vordsel kaugusel
punktidest D ja E; jérelikult peab ta asetsema 16igu DE keskrist-
joonel (§ 58); loigu DE keskpunktiks on C, aga labi punktide C
ja F saab tommata ainult iihe sirge; tahendab FC L DE.

66. Ulesanne 5. Joonestada antud sirgele BC antud punk-
tist A, mis asetseb viljaspool antud sirget, ristjoon (joon. 69).

Joonestame punktist A mistahes raadiusega (mis siiski peab
olema suurem A ja BC vahelisest kaugusest) kaare. See kaar
16ikub BC-ga punktides D ja E. Tombame punktidest D ja E mingi
raadiusega (mis aga siiski peab olema suurem kui !/ DE) kaks

A v,
[ //C
8 \D\__/E/ —C A > ~8
s | \e
Joon. 69. ] Joon. 70.

vdikest kaart. Need kaared 16ikuvad mingis punktis F. Sirge AF
ongi otsitav ristjoon.

Kumbki punktidest A ja F on toepoolest, nagu ndha joonisest,
vordsel kaugusel punktidest D ja E. Niisugused punktid aga aset-
sevad sirgloigu DE keskristjoonel (§ 58).

67. Ulesanne 6. Antud sirgloigule (AB) tommata kesk-
ristioon (joon. 70); teiste sonadega: joonestada sirgloigu (AB)
simmeetriatelg.

Tombame punktidest A ja B mistahes raadiusega (mis aga
siiski peab olema suurem kui !/,AB) kaks kaart. Need kaared 10i-
kuvad punktides C ja D. Sirge CD ongi otsitav ristjoon.

Kumbki punktidest C ja D on toepoolest, nagu ndha joonisest,
vordsel kaugusel punktidest A ja B; jarelikult need punktid peavad
asetsema 16igu AB stimmeetriateljel.

Ulesanne 7. Poolitada antud sirgloik (joon. 70). Lahendus
samasugune nagu eelmiselgi iilesandel.

42



68. Niide keerukamast iilesandest. Libiarutatud pohiiilesannete
abil voib lahendada ka keerukamaid iilesandeid. Ndiiteks lahen-
dame jargmise iilesande.

Ulesanne. Joonestada kolmnurk, kui on aniud selle alus b,
aluse ldhisnurk o ja kahe teise kiilje summa s (joon. 71).

S D

b

A (o
Joon. 71.

Et koostada lahendusplaan, oletame, et tilesanne on lahendatud,
s. 0., et on leitud niisugune kolmnurk ABC, mille alus AC = b,
Z A=ajaAB + BC =s. Vaatleme saadud joonist. Kiilge AC,
mis on vordne b-ga, ja nurka A, mis on vordne a-ga, me oskame
ehitada. Tédhendab, meil tuleb leida nurga A (a) teisel haaral nii-
sugune punkt B, et summa AB + BC vorduks s-ga. Pikendanud
AB, méargime 16igu AD, mis on vordne s-ga.

Niiiid seisab kiisimus selles, et leida sirgel AD niisugune punkt
B, mis oleks vordsel kaugusel punktidest C ja D. Niisugune punkt,
nagu teame (§ 58), peab asetsema 16igu CD keskristjoonel. Punkt
B on selle ristjoone ja sirge AD 16ikepunkt.

Seega {ilesande lahendus on jargmine: joonestame (joon. 71)
nurga A, mis on vordne antud nurgaga «; nurga haaradele ase-
tame AC = b ja AD = s ja {ihendame sirgloiguga punktid D ja C.
Loigule CD tombame keskristjoone BE; selle loikepunkti AD-ga,
s. o. punkti B, ithendame C-ga. A ABC on otsitav, sest ta rahul-
dab koiki iilesande noudeid: AC =b, L A=a ja AB+ BC=s
(sest BD = BC).

Vaadeldes joonist margime, et iilesanne pole lahendatav iga-
suguste andmete puhul. Toepoolest, kui summa on b-ga vorreldes
liiga véike, siis ristjoon EB ei tarvitse 16igata AD-d (voi selle ase-
mel ta 16ikab AD pikendust viljaspool punkti A vo6i viljaspool
punkti D); miisugusel juhtumil on iilesanne lahendamatu. Ka
soltumatult joonisest voib ndha, et {ilesanne pole lahendatav, kui
s < b voi s = b, sest ei saa olla kolmnurka, milles kahe kiilje
summa on vidiksem voi vordne kolmanda kiiljega.

Juhtumil, kui iilesanne on lahendatav, on tal ainult iiks lahend,
s. t. on olemas ainult iiks kolmnurk, mis rahuldab {ilesande nou-
deid, sest ristjoon BE voib 16ikuda sirgega AD ainult {ihes punktis.
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69. Miarkus. Toodud néitest on nédha, et keeruka konstruee-
rimisiilesande lahendus koosneb neljast osast. ;

1) Oletanud, et iilesanne on lahendatud, tehakse otsitava
kujundi ligikaudne joonis ja seda tdhelepanelikult uurides piiiitakse
leida niisuguseid seoseid iilesande andmete ja otsitavate suuruste
vahel, mis voimaldaksid antud iilesannet siduda teiste varem lahen-
datutega. Seda tdhtsaimat iilesande lahenduse osa, mille eesmir-
giks on koostada lahendusplaan, nimetatakse analiiiisiks.

2) Kui lahendusplaan on niiviisi leitud, siis teostatakse vastavalt
sellele konstrueerimine. :

3) Plaani oigsuse kontrolliks toestatakse tuntud teoreemide
pohjal, et saadud kujund rahuldab {ilesande koiki noudeid. Seda osa
nimetatakse siinteesiks.

4) Siis esitatakse kiisimus, kas iilesanne on lahendatav iga-
suguste andmete puhul, kas {ilesandel on {iks lahend vo6i mitu ja
kas iilesandel pole erijuhtumeid, mis lihtsustavad joonestamist voi,
timberpoordult, teevad selle keernnkamaks. Lahenduse seda osa
nimetatakse iilesande uurimiseks. :

Kui iilesanne on viga lihtne ja pole kahtlust selle lahendata-
vuses, siis jddvad tavaliselt dra analiiiis ja uurimine, asutakse kohe
joonestama ja siis toestatakse. Nii toimisime selle peatiiki esimese
seitsme iilesande puhul; ka edaspidi toimime lihtsate {ilesannete
lahendamisel nii. , ;

Harjutusi.

Toestada teoreemid.

1. Vordhaarses kolmnurgas on vordsed kaks mediaani, kaks nurgapooli-
tajat, kaks korgust.

2. Kui vordhaarse kolmnurga haaradele tommata keskristjooned 16ikumi-
seni teise haaraga, siis tekkinud ristloigud on vérdsed.

3. Sirge, mis on risti nurgapoolitajaga, l16ikab nurga haaradest dra vord-
sed ldigud,

4. Kolmnurga mediaan on viiksem kolmnurga poolest iimbermdodust.

5. Kolmnurga mediaan on vidiksem nende kiilgede poolsummast, mille
vahel ta asetseb.

Juhis. Pikendada mediaani tema oma pikkuse vorra, saadud punkt {ihen-
dada selle kiilje iihe otspunktiga, millele oli tommatud mediaan, ja vaadelda
saadud kujundit.

6. Kolmnurga mediaanide summa on viiksem kolmnurga {imbermdddust,
kuid suurem poolest {imbermoodust.

Juhis. Vaata eelmist harjutust, aga ka § 50 jareldust.

7. Nelinurga diagonaalide summa on viiksem nelinurga iimbermdaodust,
kuid suurem poolest iimbermoodust.

8. Toestada otsese teoreemina, et iga punkt, mis ei asetse sirgloigu kesk-
ristjoonel, ei ole vordsel kaugusel selle sirgloigu otspunktidest, vaid on lahe-
mal nimelt sellele otspunktile, kuspool ristjoont ta asetseb.
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9. Toestada otsese teoreemina, et iga punkt, mis ei asetse nurgapoolitajal,
pole vordsel kaugusel nurga haaradest.

10. Kolmnurga mingist tipust tommatud mediaan on vordsel kaugusel
kolmnurga teistest tippudest.

11. Nurga A iihel haaral on voetud 16igud AB ja AC ja teisel haaral 16igud
AB’=AB ja AC’=AC. Toestada, et sirgete BC’ ja B’C Idikepunkt asetseb
nurgapoolitajal.

12. .Tuletada eelmisest teoreemist nurgapoolitaja joonestamise viis. -

13. Kui A” ja A, B ja B’ on kaks mingi sirge XY suhtes siimmeetriliste
punktide paari, siis need neli punkti A, A’, B, B’ asetsevad {ihel ringjoonel.

14. On antud teravnurk XOY ja punkt A selle sees. Leida haaral OX
punkt B ja haaral OY punkt C nii, et A ABC iimbermoot oleks viaikseim.

Juhis. Tuleb votta punktid, mis oleksid simmeetrilised punktiga A haa-
rade OX ja OY suhtes.

Konstrueerimisiilesandeid.

15. Joonestada kahe, kolme ja enama nurga summa.

16. Joonestada kahe nurga vahe.

17. Kahe nurga summa ja vahe pohjal leida need nurgad.

18. Jaotada nurk 4-ks, 8-ks ja 16-ks vordseks osaks.

19. Tommata 14bi antud nurga tipu véljaspool seda nurka niisugune sirge,
mis moodustaks nurga haaradega vordsed nurgad.

20. Joonestada kolmnurk, kui on antud: a) kaks kiilge ja nende vahel olev
nurk; b) iiks kiilg ja selle ldhisnurgad; c¢) kaks kiilge ja suurema kiilje vastas-
nurk; d) kaks kiillge ja viiksema kiilje vastasnurk (saadakse kaks, iiks voi
mitte iihtki lahendit).

21. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on antud: a) alus ja haar;
b) alus ja alusnurk; c¢) haar ja tipunurk; d) haar ja alusnurk.

22. Joonestada tdisnurkne kolmnurk, kui on antud: a) kaks kaatetit;
b) kaatet ja hiipotenuus; c) kaatet ja teravnurk.

23. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on antud: a) korgus ja
haar; b) korgus ja tipunurk; c¢) alus ja haarale tommatud korgus.

‘ 24. Joonestada tdisnurkne Kkolmnurk hiipotenuusi ja teravnurga
jargi.

25. Tommata 13bi nurga sees antud punkti niisugune sirge, mis loikaks
nurga haaradest dra vordsed l6igud.

26. Kahe 16igu summa ja vahé pohjal leida 16igud.

27. Jaotada antud sirgloik 4-ks, 8-ks ja 16-ks vordseks osaks.

28. Leida antud sirgel niisugune punkt, mis asetseks vordsel kaugusel
kahest antud punktist (véljaspool sirget).

29. Leida punkt, mis asetseks vordsel kaugusel kolmnurga tippudest.

30. Leida nurga haaru loikaval sirgel punkt, mis asetseks vordsel kau-
gusel selle nurga haaradest.

31. Leida punkt, mis asetseks vordsel kaugusel kolmnurga kiilgedesi.

32. Leida sirgel AB niisugune punkt C, et 14bi C iihel pool sirget AB aset-

" sevaile punktidele M ja N tommatud kiired CM ja CN moodustaksid kiirtega
CA ja CB vordsed nurgad.

Juhis. Joonestada punktile M telje AB suhtes siimmeetriline punkt M’
ja ihendada M" N-ga.

33. Joonestada tdisnurkne kolmnurk iithe kaateti ja hiipotenuusi ning teise
kaateti summa jargi. s

34. Joonestada kolmnurk aluse, aluse ldhisnurga ja kahe teise kiilje vahe
jargi (vaadelda kaht juhtumit: 1) kui on antud vdiksem aluse ldhisnurka-
dest, 2) kui on antud neist suurem).
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Juhis. Vi iilesanne § 68.

35. Joonestada tiisnurkne kolmnurk. kui on antud uxs kaatet ja hiipo-
tenuusi ning teise kaateti vahe.

36. On antud nurk A ja punktid B ja C, milledest uks asetseb nurga iihel
ja teine teisel haaral Leida: 1) punkt M nii, et ta asetseks vordsel kaugusel
nurga haaradest ja et MC=MB; 2) punkt N nii, et ta asetseks vordsel kaugusel
nurga haaradest ja et NC=CB.

37. Raudtee ldheduses on kiillad A ja B. Leida raudteel (mis on sirgjoone-
line) jaamale koht nii, et see oleks vordsel kaugusel A-st ja B-st.

38. On antud nurk A ja selle iihel haaral punkt B. Leida nurga teisel
haaral niisugune punkt €, et summa CA+CB oleks vordne antud 1diguga I.

V. Paralleelsed sirged.

Pohiteoreemid.

70. Definitsioon. Kaht sirget nimetatakse paralleelseiks,
kui nad asetsevad iihel tasapinnal ega [0iku, (ikskoik kui palju me
neid ka pikendaksime.

Sirgete paralleelsust mérgitakse siimboliga ||l. Kui sirged AB
ja CD on paralleelsed, siis kirjutatakse: AB || CD.

Paralleelsete sirgete olemasolu toendab jargmine teoreem.

71. Teoreem. Uhele ja samale sirgele (MN) tomma-
tud kaks ristjoont (AB ja CD, joon. 72) ei loiku, iikskoéik
Kkui palju neid ka pikendada.

Toepoolest, kui need ristjooned 16ikuksid mingis punktis P, siis
sellest punktist oleks sirgele MN tommatud kaks ristjoont, mis aga
pole voimalik (§ 24).

Seega iihe ja sama sirge kaks ristjoont on paralleelsed.

72. Kahe sirge loikamisel kolmanda sirgega tekkinud nurkade
nimetused. Olgu kaks sirget AB ja CD (joon. 73) loigatud kol-

p M
C 4 1/2
A
4 8
c 8575 : 0
Gty D : /
M N N
Joon. 72. Joon. 73.



manda sirgega MN. On tekkinud kaheksa nurka (tdhistame need
numbritega), mille nimetused paarikaupa on jargmised:

kaasnurgad (ehk vastavad nurgad): [/ jab, 4 ja 8, 2jaé,
3 ja 7;

poiknurgad: 3 ja 5, 4 ja 6 (sisemised); / ja 7, 2 ja &
(valised);

lahisnurgad: 4 ja 5, 3 ja 6 (sisemised); / ja 8, 2 ja 7
(valised).

73. Kahe sirge paralleelsuse tunnused. Kui Kkahe sirge
(AB ja CD, joon. 74) loikamisel kolmanda sirgega (MN)
osutub, et:

1) iiks paar kaasnurki on vordsed voi

2) iiks paar poiknurki on vordsed voi

3) kahe sisemise Ildhisnurga voi kahe vdlise Idhis-
nurga summa on 2d,

siis need kaks sirget on paralleelsed.

Olgu naiteks antud, et kaasnurgad 2 ja 6 on vordsed; tuleb toes-
tada, et sel juhtumil AB || CD. :

Viidame vastupidist, s. o, et sirged AB ja CD pole paralieelsed:;
niisugusel korral 16ikuvad sirged mingis punktis P paremal pool
MN-i v6i mingis punktis P’ vasakul pool sirget MN. Kui 16ikumine
on punktis P, siis tekib kolmnurk, mille vidlisnurgaks on nurk 2,
sisenurgaks aga nurk 6, mis pole nurga 2 korvunurk, tdhendab,

Joon. 74. Joon. 75.

nurk 2 peab olema suurem nurgast 6 (§44), mis rdaiagib aga vastu
eeldusele; seega sirged AB ja CD ei saa 16ikuda mingis punktis pare-
mal pool sirget MN. Kui oletada, et sirged 16ikuvad punktis P’, siis
tekib kolmnurk, millel on sisenurgaks nurk 4, mis on vordne nur-
gaga 2, valisnurgaks aga nurk 6, mis pole nurga 4 korvunurk; siis.
peab nurk 6 olema suurem nurgast 4 ja jarelikult suurem nurgast 2,
mis raagib aga vastu eeldusele. Tdhendab, sirged AB ja CD ei saa
I6ikuda ka punktis, mis asetseb vasakul pool sirget MN; jérelikult
need sirged ei 16ikuy, s. t. nad on paralleelsed.

Samal viisil toestatakse, et ABI|CD, kui £ 1= Z5 voi
£38= L7 jne.
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Olgu veel antud, et £44 £5=2d. Siis peame jireldama, et
Z4= /6, sest nurkade 6 ja 5§ summa on samuti 2d. Kui aga
Z4= /6, siis sirged ei saa l6ikuda, sest vastasel korral nurgad
4 ja 6 ei saa olla vordsed (iiks oleks vilisnurk, teine aga temaga
mitte korvu olev sisenurk).

74. Ulesanne. Tommata ldbi punkti M (joon. 75) sirge, mis
oleks paraueeine antud sirgega AB.

Selle iilesande iiks lihtsamaid lahendusi on jiargmine: joones-
tame punktist M mistahes raadiusega kaare CD, edasi joonestame
punktist C sama raadiusega kaare ME. Siis tombame punktist C
raadiusega, mis on vordne E ja M vahelise kaugusega, viikese
kaare. See kaar loikab kaart CD punktis F. Sirge MF on paral-
leelne sirgega AB.

Joon. 76.

Toestuseks tombame abisirge MC; tekkinud nurgad 7 ja 2 on
vordsed konstruktsiooni jargi .(sest kolmnurgad EMC ja MCF on
vordsed kolme kiilje vordsuse tottu); kui aga sisemised poiknurgad
on vordsed, siis on sirged paralleelsed.

Paralleelsete sirgete joonestamiseks, nagu ndha jooniselt 76, on
holpus kasutada joonestamiskolmnurka koos joonlauaga.

75. Paralleelsete sirgete aksioom. Viiljaspool sirget aset-
sevast punktist ei saa tommata Iibi kaht sirget, mis
oleksid paralleelsed iihe ja sama sirgega.

Niisiis, kui (joon. 77) CE || AB, siis iikski teine sirge CE,, mis on
tommatud l4abi punkti C, ei saa olla paralleelne AB-ga, s.t. sirge
CE, 16ikub pikendamisel AB-ga. :

Toestada seda lauset, s. t. tuletada teda kui jareldust varem
tunnustatud aksioomidest, pole voimalik. Sellepérast tuleb sellele
vaadata kui uuele aksioomile.
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76. Jiareldused. 1) Kui CE|[AB (joon.77) ja mingi kol-
mas sirge CE, [6ikab iiht neist paralleelseist sirgeist, siis ta lDikab
ka teist. Vastasel korral labiks punkti C kaks AB-ga paralleelset
sirget, mis on aga voimatu.

2) Kui kaks sirget AA, ja BB, (joon. 78) on paralleelsed iihe
ja sama kolmanda sirgega CC,, siis on nad ka omavahel paral-
leelsed.

EI
/g/ i A A,
8

A 8 ¢ e,

Joon. 77. Joon. 78.

Toepoolest, kui oletada, et sirged AA; ja BB, loikuvad mingis
punktis M, siis oleks 14dbi selle punkti tommatud kaks CC,-ga paral-
leelset sirget, mis pole aga voimalik.

77. Nurkadest, mis tekivad kahe paralleelse sirge 16ikamisel kol-
manda sirgega. :

Teoreem (poordteoreem, § 73). Kui kaks paralleelset
sirget (AB ja CD, joon. 79) on libi loigatud mingi sirgega
(MN), siis: :

1) kaasnurgad on vordsed;

2) poiknurgad on vordsed;

3) sisemiste Idhisnurkade summa vordub sirg-
nurgaga;

4) viiliste ldhisnurkade summa vordub sirgnurgaga.

Toestame, et kui niiteks AB || CD, siis kaasnurgad « ja 8 on
vordsed.

Viaidame vastupidist, et nurgad pole vordsed (olgu nditeks
a>f). Joonestanud nurga MEB;=f, me saame sirge AB;, mis ei
ithti AB-ga ja, jarelikult, meil on kaks sirget, mis on tommatud 14dbi
punkti £ ja mis on paralleelsed {ihe ning sama sirgega CD, nimelt:
AB || CD teoreemi eelduse pohjal ja A,B, |[|[CD vastavate nurkade
MEB, ja p vordsuse tottu. Et see jareldus rddgib vastu paralleelsete
sirgete aksioomile, siis véide, et nurgad a ja g pole vordsed, on vale,
ja peab olema, et a=p.

Samuti saab toestada ka teoreemi iilejdanud viited. UlaltGes-
tatud teoreemidest jareldub jdrgmine teoreem:

Kui sirge on risti iihega kahest paralleelsest sirgest,
siis'on ta risti ka teisega.

Toepoolest, kui AB || CD (joon. 80) ja ME L AB, siis, esiteks,
ME, loigates sirget AB, peab l6ikama ka sirget CD mingis punktis
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F; teiseks on kaasnurgad a ja g vordsed. Nurk a aga on taisnurk.
tahendab ka nurk ﬁ on taisnurk, s. t. ME 1 CD.

Joon. 79. Joon. 80.

78. Sirgete mitteparalleelsuse tunnused. Kahest teoreemist, otse-
sest (§ 73) ja selle podrdteoreemist (§ 77), saab jareldada, et ka
vastandteoreemid on oiged, s. o.:

kui kahe sirge loikamisel kolmandaga osutub, et 1) kaasnurgad
pole wvordsed voi 2) sisemised poiknurgad pole vordsed jne., siis
sirged pole paralleelsed;

kui kaks sirget pole paralleelsed, siis nende loikamisel kol-
manda sirgega: 1) kaasnurgad pole vordsed, 2) sisemised poik-
nurgad pole vordsed jne.

Neist mitteparalleelsuse tunnustest (neid on kerge toestada
vastuvditeliselt) on kasulik juhtida erilist tdhelepanu jargmisele:

kui sisemiste ldhisnurkade summa (a ja p, joon.81) pole
vordne sirgnurgaga, siis sirged (AB ja CD) l6ikuvad.

Kui need sirged ei loikuks, siis oleksid nad paralleelsed ja sise-
miste ldhisnurkade summa vorduks sirgnurgaga, mis rdagiks vastu

eeldusele.
: B D
‘;/’ ./m/
B B
A € 7 /C

Joon. 81.

Seelause (tdiendatuna véitega, et sirged I16ikuvad sealpool
]E)ikajat, kus sisemiste ldhisnurkade summa on sirgnurgast vaik-
n/m) oli voetud kuulsa kreeka geomeetri Eukleidese (elas III sa-
dil e. m. a.) poolt ilma i0estuseta oma geomeetria «Elementi-
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desse» kui paralleelsete sirgete aksioom ja seeparast on ta tuntud
Eukleidese postulaadi nime all. Praegusajal on selliseks aksioomiks
voetud lihtsam lause (§ 75). _

Niditame veel kaks jdrgmist mitteparalleelsuse tunnust, mida
ldheb meil edaspidi tarvis.

A C
A
3
B lc
£ \ RS
£ 3_1 s 2\0 F \‘
Joon. 82Z. Joon, 83.

1) Uhe ja sama sirge (EF) ristjoon (AB, joon. 82) ja kald-
joon (CD) loikuvad, sest sisemiste ldhisnurkade 1 ja 2 summa ei
vordu sirgnurgaga.

2) Kaks sirget (AB ja CD, joon. 83), mis on risti kahe loikuva

- sirgega (FE ja FG), loikuvad.

Toepoolest, kui oletada vastupidist, s. 0. et AB || CD, siis sirge
FD, olles risti ithe paralleelse sirgega (CD), on risti ka teise paral-
leelse sirgega (AB) ja iihest punktist F on siis iihele sirgele AB
tommatud kaks ristjoont FB ja FD, mis pole aga voimalik.

Vastavalt paralleelsete voi ristuvate haaradega nurgad.

79. Teoreem. Kui iihe nurga haarad on vastavalt paral-
leelsed teise nurga haaradega, siis nurgad on kas vord-
sed vOoi nende summa vordub sirgnurgaga.

Vaatleme eraldi jargmist kolme juhtumit (joon. 84).

1) Olgu nurga I haarad vastavalt paralleelsed nurga 2 haara-
dega ja peale selle olgu nad samasuunalised (joonisel on
suunad ndidatud nooltega). Pi-
kendanud nurga 2 iiht haara
16ikumiseni nurga / haaraga,
saame nurga 3, mis on vordne
nurgaga I ja nurgaga 2 (kui
kaasnurgad paralleelide juures);

g
jarelikult £ 1 = £ 2. o SoE
2) Olgu nurga / haarad vas- / /
tavalt paralleelsed nurga 4 haa-
radega, suunad aga olgu ] <o e

vastupidised.
Pikendanud nurga 4 molemaid Joon. 84,
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haaru, saame nurga 2, mis on vordne nurgaga / (dsja toestatud)
ja nurgaga 4 (kui tippnurgad); jarelikult £ 4 = £ 1.

3) Olgu Iopuks nurga I haarad vastavalt paralleelsed nurga
5 ja 6 haaradega, seejuures kaks haara on samasuunalised, kaks
aga vastassuunalised.

Pikendanud nurga 5 v6i nurga 6 iiht haara, saame nurga 2,
mis on vordne (toestatu pohjal) nurgaga /; aga Z5 (voi
Z6) + £2=2d (kui korvunurgad); jérelikult ka Z 5 (voi
£6) + £ 1=2d. : ;

Seega paralleelsete haaradega nurgad on vordsed, kui haarad
on sama- voi vastassuunalised; kui aga see noue pole tédidetud,
siis nurkade summa vordub sirgnurgaga. :

Miarkus. Voiks ju iitelda, et paralleelsete haaradega nurgad
on vordsed siis, kui molemad nurgad on kas teravnurgad voi niiri-
nurgad; esineb aga juhtumeid, kus nurkade vélisilme jargi on
raske otsustada, kas nad on teravnurgad voi niirinurgad; see-
pdrast tuleb vorrelda nurkade haarade suundi.

80. Teoreem. Kui iihe nurga haarad on vastavalt risti
teise nurga haaradega, siis nurgad on kas vordsed voéi
nende summa vordub sirgnurgaga.

Olgu nurk ABC, mis
on tédhistatud numbriga [
(joon. - 85), iiks antuist;
3 teiseks nurgaks votame iihe
neljast aAurgast: 2, 3, 4 voi
5, mis on tekkinud kahe
sirge loikumisel, milledest
tiks on risti haaraga AB,
teine aga risti haaraga
BC (nurkade iihine tipp
voib - olla tasapinna mis-
tahes punktis).
Joon. 85. Tombame nurga I ti-
pust kaks abisirget: BD L
1 BC ja BE L BA. Nende sirgete poolt moodustatud nurk 6 vordub
nurgaga I, sest nurgad DBC ja EBA on vordsed kui tdisnurgad,
ja lahutades molemast nurga EBC, saame: £ 6 = £ [, Niiiid
ndeme, et abinurga 6 haarad on paralleelsed nende l6ikuvate sir-
getega, mis moodustavad nurgad 2, 3, 4 ja 5 (sest kaks ristjoont
ithele sirgele on paralleelsed, § 71); jérelikult need nurgad on kas
vordsed nurgaga 6 voi moodustavad temaga summa 2d. Asendades
nurga 6 vordse nurgaga /, saame selle, mida oli tarvis tdestada.
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Kolmnurga ja hulknurga nurkade summa.

81. Teoreem. Kolmnurga sisenurkade summa vérdub
sirgnurgaga.

Olgu ABC (joon. 86) mingi kolmnurk; tuleb tGestada, et nur-
kade A, B ja C summa vordub sirgnurgaga, s. o. 180°-ga.

Pikendanud kiilge AC ja tommanud CE || AB, leiame: £ A =
= /£ ECD (kui kaasnurgad paralleelide Juures), . Ba=ir BeE

(kui sisemised poiknurgad paralleelide juures); jérelikult £ ECD +
G SBCE+ /LC=LA+ 2B+ 2Ce=24=180"

Jireldused. 1) Kolmnurga iga vilisnurk vordub itemaga
mitte korvuolevate sisenurkade summaga (nii £ BCD = £ A +
+ £ B).

2) Kui iihe kolmnurga kaks nurka on vastavalt vordsed teise
kolmnurga kahe nurgaga, siis on vordsed ka kolmnurkade kol-
mandad nurgad.

3) Téisnurkse  kolm-
nurga teravnurkade sum-
ma vordub tdisnurgaga, B 3
s. 0. 90°-ga.

4) Vérdhaarses  tdis-
nurkses kolmnurgas terav-

- 1
nurk vordub 5 gof3 3

45°-ga. A D
5) Vordkiilgses kolm-
nurgas - iga nurk vordub Joon. 86.

% d, s. 0. 60°-ga.

6) Kui tdisnurkses kolmnurgas ABC (joon. 87) iiks teravnur-
kadest (naditeks £ B) vordub 30°-ga, siis selle nurga vastaskaatet
vordub poole hiipotenuusiga. i

Teades, et niisuguses kolmnurgas teine teravnurk vordub
60°-ga, joonestame kolmnurga ABC juurde teise kolmnurga ABD,
mis on vordne antud kolmnurgaga. Saame kolmnurga DBC, mil-
les iga nurk vordub 60°-ga. Selline vordnurkne kolmnurk on ka

vordkiilgne (§ 47) ja seepdrast DC = BC. Aga AC = % DC; tihen-
dab, AC = 3 BC.

Toestagu oOpilased ise poordteoreemi: kui kaatet vordub poole
hiipotenuusiga, siis kaateti vastasnurk vérdub 30°-ga.

82. Teoreem. Kumera hulknurga sisenurkade summa
vordub 180° ja n— 2 korrutisega, kus n on hulknurga
kiilgede arv.
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Votnud kumera hulknurga sees (joon. 88) mistahes punkti O,
ithendame selle hulknurga tippudega. Siis kumer hulknurk tiikel-
dub kolmnurkadeks, millede arv vordub hulknurga kiilgede arvuga.
Iga kolmnurga sisenurkade summa on 2d; jérelikult koigi kolmnur-
kade sisenurkade summa on 2dn. See arv on ilmselt hulknurga sise-

30°f30

60° 60°

D 4 c

Joon. 87. Joon. 88.

nurkade summast suurem tipu O {imber asetsevate nurkade summa
vorra; tipu O {imber asetsevate nurkade summa on 4d; jarelikult
hulknurga sisenurkade summa vordub:

2dn — 4d = 2d(n — 2) = 180°(n — 2).

Midrkus. Teoreemi saab toestada ka nii. Kumera hulknurga
mingist tipust tombame diagonaalid (joon. 89). Siis hulknurk
tiikeldub kolmnurkadeks, millede arv on hulknurga kiilgede arvust
kahe vorra vdiksem. Toepoolest, kui mitte arvestada kaht kiilge, mis
moodustavad nurga, mille tipust on tommatud diagonaalid, siis iga
iilejddanud kiilje kohta tuleb iiks kolmnurk. Seega koiki kolmnurki
on kokku n — 2, kus n on hulknurga kiilgede arv. Igas kolmnurgas
on sisenurkade summa 2d; tdhendab, koigi kolmnurkade sisenurkade
summa on 2d(n — 2); see summa on aga ka hulknurga sisenurkade
summa.

Toestatud teoreem on kehtiv ka mittekumerate hulknurkade kohta. Kui
hulknurga sees on voimalik leida niisugune punkt, et sirgloigud, mis dhenda-
vad seda punkti hulknurga tippudega, asetsevad hulknurga sees, siis tdestus
on tdpselt sama, mis eespool toodud esimene tdestus. Kui aga hulknurgas sellist
punkti ei leidu, siis tuleb hulknurk tiikeldada mingi diagonaaliga kumerateks
hulknurkadeks ja arvutada siis iga sellise hulknurga sisenurkade summa ja liita
need summad. Tulemuseks on sama valem 2dn — 4d. Soovitame lugejale teos-
tada see arvutus.

83. Teoreem. Kui kumera hulknurga igast tipust
pikendame iiht kiilgedest iile tipu, siis koigi siinjuures
tekkinud hulknurga vilisnurkade summa vorduab
360°-ga (olenemata hulknurga kiilgede arvust).
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Hulknurga iga vilisnurk moodustab koos sisenurgaga kui kor-
vunurgaga 2d (joon. 90); jarelikult, kui sisenurkade summa liita
vilisnurkade summaga, saadakse 2dn (kus n on hulknurga Kkiil-

Joon. 89.

gede arv); sisenurkade summa on aga, nagu nagime, 2dn — 4d;
idrelikult vilisnurkade summa vordub:

2dn — (2dn — 4d) = 2dn — 2dn + 4d = 4d = 360°.

Tsentraalne siimmeetria.

84. Paragrahvis 37 oli vaadeldud juhtum, kus kaks vordset
kujundit on siimmeetrilised sirge suhtes. Eespool tuletatud paral-
leelsete sirgete omadused voimaldavad tutvuda veel iihe tdhelepanu-
vadrse kahe vordse kujundi, kahe vordse 1oigu voi kahe punkti vas-
tastikuse asetuse liigiga mingi samal tasapingal asetseva punkti
suhtes. -

Kui punktid A, A” ja O (joon. 91) asetsevad iihel sirgel ja
punkt O on sirgloigu AA” keskpunktiks (OA = OA’), siis punkte A
ja A’ nimetatakse siimmeetrilisteks punktideks punkti (O) suhtes.

Selleks et leida punkt, mis oleks siimmeetriline punktiga A
mone teise punkti O suhtes, tuleb punktid 4 ja O iihendada sirg-
I6iguga, siis seda 16iku pikendada iile punkti O ja sellel pikendusel
votta punkt A’ nii, et A’O = AO. Saadud punkt ongi otsitav.

85. Teoreem. Kui mingi sirge (AB) kahele punktile
(A ja B) joonestada siimmeetrilised punktid (A’ ja B’)
mobne punkti O suhtes, siis:

1) punkie A’ ja B’ iihendav sirge on paralleelne antud
sirgega AB, seejuures on sirgloik AB vérdne sirgloi-

guga A'B’;

G
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. 2) antud sirge AB igale ~punktile vastab sellele silm-
meetriline punkt sirgel A’B’. :

’ / !
i A
B’ D’ :
Joon. 91. Joon. 92.

Toestus. 1) Kolmnurgad AOB ja A’OB’ (joon. 92) on vord-
sed, sest neil AO = A’O ja BO = B’O (konstruktsiooni pohjal) ning
Z AOB = £ A’OB’ (kui tippnurgad). Nende kolmnurkade vordsu-
sest jdreldub: AB = A’'B’ ja £ OAB = £ OA’B’; tahendab
AB | A’B’ (§ 73, 2. juhtum).

2) Votame sirgel AB mingi punkti D (joon. 92). Sirge, mis
labib D ja O, 1oikub sirgega A’B” mones punktis D’. Kolmnurgad
AOD ja A’OD’ on vordsed, sest nieil A0 = A0, £ 1= £ 2 (kui
sisemised poiknurgad paralleelide juures) ja £ 3 = £ 4 (kui tipp-
nurgad). Nende kolmnurkade vordsusest jareldub: OD=0D’. Téhen-
dab, punktid D ja D’ on siimmeetrilised punkti O suhtes.

86. Siimmeetrilised kujundid. Kaks kujundit on siimmeet-
rilised antud punkti O suhtes, kui iihe Kkujundi igale
punktile vastab teisel kujundil siimmeetriline punkt.

Punkti O nimetatakse antud kujundite siimmeetria keskpunktiks.
Sellist siimmeetriat nimetatakse erinevalt teljelisest siimmeetriast,
mida oli kasitletud varem (§ 37),tsentraalseks siimmeet-
riaks. Kui antud kujundi igale punktile vastab mone kesk-
punkti suhtes siimmeetriline punkt samas kujundis, siis deldakse,
et antud kujundil on siimmeetria keskpunkt. Sellise kujundi néi-
teks on ringjoon. Stimmeetria keskpunktiks on siin ringjoone kesk-
punkt. ' -

Iga kujundit saab iihtistada kujundiga, mis
on temaga siimmeetriline, poorates teda siim-
meetria keskpunkti iimber. Toepoolest, votame nditeks.
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kaks kolmnurka: ABC ja A’B’C’ (joon. 93), mis on keskpunkti O
suhtes stimmeetrilised. P66rame kujundit, seda tasapinnalt eralda-
mata, punkti O kui keskpunkti iimber
seni, kuni sirge OA langeb sir-
gele OA’.
4 Et £ 1.=4Z2ja £38= £4,siis
sirge OB langeb OB’-le, sirge OC
aga sirgele OC’. Et OA = OA/,
OB = OB’, OC = 0C’, siis punkt A
iihtib punktiga A’, punkt B punktiga
B’ ja punkt C punktiga C’. Seega kolm-
nurk ABC iihtib kolmnurgaga A’'B’C".
On ilmne, et niisugusel poodrdel
iga sirge OA, OB, OC ja ka kolm-
nurga ABC iga kiilg poordub 180°
vorra. Kui kujundil on siimmeetria
keskpunkt, siis pérast pooret 180° vorra timber siimmeetria kesk-
punkti kujund iihtib iseendaga.

Joon. 93.

Miarkus. Pdéoramisel, mida praegu rakendasime kolmnur-
kade ABC ja A’B’C’ iihtistamisel, liugus kolmnurk ABC md6da
tasapinda. Seega v0ib keskpunkti suhtes siimmeetrilisi kujundeid
iihtistada, ilma et oleks tarvis neid tasapinnalt eraldada.
Sellega erineb tsentraalne siimmeetria oluliselt teljelisest siim-
meetriast (§ 37), kus siimmeetriliste kujundite {ihtistamisel oli tar-
vis iiks neist imber poorata.

Kujundite tsentraalne siimmeetria, samuti nagu teljeline, esineb
sageli looduses ja igapédevases elus. Joonisel 94 on kujutatud
lennuki propeller. Tal on siimmeetria keskpunktiks punkt O. Joo-
nisel 95 on kujutatud lumehelve, millel on ka siimmeetria kesk-
punkt.

Joon. 94. Joon. 95.
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VI. Roopkiilikud ja trapetsid.

Roopkiilikud (parallelogrammid).

87. Roopkiilik. Nelinurka, millel on kaks paari paralleeiseid
vastaskiilgi, nimetatakse roopkiilikuks ehk parallelogram-
miks. Niisuguse nelinurga (ABCD, joon. 96) voib niiteks saada,
kui kaks paralleelset sirget KL ja MN libi 16igata kahe teise paral-
leelse sirgega RS ja PQ. : .

88. Teoreem (mis viljendab roopkiiliku kiilgede ja nurkade
omadusi).

Roopkiiliku vastaskiiljed on vordsed, vastasnurgad
on vordsed ja iihe Kkiilje lihisnurkade summa vordub
sirgnurgaga (joon. 97). :

Tommates diagonaali BD, saame kaks kolmnurka: ABD ja
BCD. Need kolmnurgad on vordsed, sest neil on {ihine kiilg BD,
Ll=/4ja £L2= /3 (kui poiknurgad paralleelide juures).
Kolmnurkade vordsusest jareldub: AB = CD, AD = BC ja
Z A= £ C. Vastasnurgad B ja D on samuti vordsed ' kui ‘vord-
sete nurkade summad.

L N

8 ¢
o B/_ /C Q AN :
/ / [:
A
K ™M 0
Joon. 96. : Joon. 97.

Lapuks, iihe kiilje lahisnurkade, néiteks nurkade A ja D summa
moodustab sirgnurga, sest nad on sisemised lahisnurgad parallee-
lide juures. P

Mirkus. Roopkiiliku vastaskiilgede vordsust viljendatakse
moénikord lithidalt jargmiselt: paralleelide l6igud paralleelide vahel
on vordsed.

Jareldus. Kui kaks sirget on paralleelsed, siis iithe sirge
kéik punktid on vérdsel kaugusel teisest sirgest; liihidalt: paral-
leelsed sirged (AB ja CD, joon. 98) on igal pool teineteisest dhe-
kaugusel.
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Toepoolest, kui sirge CD mistahes punktidest- M ja N tom-
mata sirgele AB ristjooned MP ja NQ, siis need ristjooned on paral-
leelsed (§71) ja seepdrast kujund :

MNQP on roopkiilik; siit jareldub,

et MP = NQ, s. o. punktid M jaN M N

on ithekaugusel sirgest AB. ¢ i 0
89. Roopkiiliku kaks tunnust.
Teoreem. Kui kumeras neli- P Q

@

nurgas: 1) vastaskiiljed on A
vordsed voi 2) kaks vastas- :
kiilge on vordsed ja paral- Joon. 98.
leelsed, siis nelinurk on
rodpkiilik.

I. Olgu kujund ABCD (joon. 99) nelinurk, milles

AB = CD ja BC = AD.

Tuleb toestada, et see kujund on roopkiilik, s. o., et AB || CD ja
BC | AD.

Tommates diagonaali BD, saame kaks kolmnurka, mis on vérd-
sed, sest neil: BD on iihine kiilg, AB = CD ja BC = AD (eelduse
pc’)ly'al). Nende kolmnurkade vordsusest jareldub: £/ = £ 4 ja
Z2= /3 (vordsetes kolmnurkades on vordsete kiilgede vastas
vordsed nurgad); seetéttu AB || CD ja BC || AD (kui poiknurgad
on vordsed, siis sirged on paralleelsed).

2. Olgu nelinurgas (ABCD, joon. 99) BC||AD ja BC = AD.
Tuleb toestada, et ABCD on roopkiilik, s. o., et AB || CD.

Kolmnurgad ABD ja BCD on vordsed, sest neil: BD on iihine
kiillg, BC = AD (eelduse pohjal) ja £2= £ 3 (kui pdiknurgad
paralleelide juures). Nende kolmnurkade vordsusest jareldub, et
Z 1= Z4,seega AB | CD.

90. Teoreem (mis vidljendab  roopkiiliku  diagonaalide
omadust).

Kui nelinurk (ABCD, joon. 100) on rodpkiilik, siis tema
diagonaalid poolitavad teineteist.

Poordteoreem. Kui nelinurga diagonaalid poolitavad
teineteist, siis nelinurk on roopkiilik.

- 1) Kolmnurgad BOC ja AOD on vordsed, sest BC = AD (kui
roopkiiliku vastaskiiljed), £ 1 = £ 2 ja £3 = £ 4 (kui poiknur-
gad paralleelide juures). Kolmnurkade vordsusest jareldub, et
OC = OA ja OB = OD.
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~2) Kui A0 = OC ja BO = 0D, siis kolmnurgad AOD ja BOC
on vordsed (kahe kiilje ja nende vahel oleva nurga jirgi).” Kolm-
nurkade vordsusest jareldub: £ 1 = £ 2 ja £ 3 = £ 4. Jarelikult

Joon. 99.

Joon. 100.

BC || AD (poiknurgad on vordsed) ja BC = AD; seega kujund
ABCD on roopkiilik.
91. Roopkiiliku siimmeetria keskpunkt. Rdédpkilikul on siim-

» meetria keskpunkt.
punkt (joon. 100).

Selleks keskpunktiks on diagonaalide 1oike-
Toepoolest, et BO = OD ja OC = OA, siis

16igud BC ja AD on siimmeetrilised punkti O suhtes ja 16igu BC
igale punktile P vastab 16igul AD (§ 85) siimmeetriline punkt Q.
Samuti veendume selles, et 16igud AB ja CD on siimmeetrilised

punkti O suhtes.

Kui roopkiilikut poorata 180° vorra tema diago-

naalide 16ikepunkti {imber, siis roopkiiliku uus asend iihtib esialg-
sega. Seejuures iga tipp iihtib vastastipuga (joonisel 100 tipp A

iihib C-ga ja B iihtib D-ga).

8

Roopkiiliku moned eriliigid: ristkiilik, romb, ruut.

92. Ristkiilik ja ta omadused. Kui roopkiiliku fiks nurk on téis-
nurk, siis ka ta tilejadnud nurgad on tdisnurgad (§ 88). Rdédp-
iﬁlikut, mille koik nurgad on tdisnurgad, nimetatakse ristkiili-
uks.
Et ristkiilik on roopkiilik, siis on tal koik r66pkiiliku omadused:
naiteks, ta diagonaalid poolitavad teineteist ja nende l6ikepunkt on
siimmeetria keskpunktiks. Ristkiilikul on aga ka eriomadusi.

¢
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Joon. 101.

1) Ristkiiliku (ABCD, joon.
101) diagonaalid on vordsed.

Taisnurksed kolmnurgad ACD ja
ABD on vordsed, sest neil AD on
iihine kaatet ja AB = CD (kui ro6op-
kiiliku wvastaskiiljed). Kolmnurkade
vordsusest jareldub: AC = BD.

2) Ristkiilikul on kaks siim-
meetriatelge. :



Iga sirge, mis 1dbib ristkiiliku siimmeetria keskpunkti ja on
paralleelne tema vastaskiilgedega, on tema siimmeetriateljeks.
Ristkiiliku siimmeetriateljed on teineteisega risti (vt. joon. 102).

_93. Romb ja ta omadused. - Riopkiilikut, mille koik kiiljed on
vordsed, nimetatakse rombiks. Muidugi, koik roopkiiliku omadu-
sed (ci)n tole;mas ka rombil, peale selle on tal aga veel kaks eri-
omadust.

M

8 | ¢
|
!

p gl it ¢ ieiaen. # |— ..... ._0

0
|
/ '

A % 0
N

Joon. 102. Joon. 103.

1) Rombi (ABCD, joon. 103) diagonaalid on teinetei-
sega risti ja poolitavad rombi nurki.

Kolmnurgad ABO ja BOC on vordsed, sest neil: BO on iihine
kiillg, AB = BC (sest rombi kiiljed on vordsed) ja AO = OC (sest
iga roopkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist). Kolmnurkade
vordsusest jareldub, et £ 1= £2,s. 0. BD 1 AC ja £ 3 = /£ 4,
see tdhendab, et diagonaal poolitab nurga B. Kolmnurkade BOC ja
COD vordsusest jareldub, et diagonaal poolitab C jne.

B

D
Joon. 104. Joon. 105.

2) Rombi diagonaalid on ta siimmeetriatelgedeks.

- Diagonaal BD (joon. 104) on rombi ABCD siimmeetriateljeks,
sest poorates A ABD iimber BD, {ihtistame ta kolmnurgaga BCD.
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Toepoolest, diagonaal BD poolitab nurgad B ja D ning peale selle
AB = BC ja AD = CD.

Sama arutlus on kehtiv ka diagonaali AC kohta.

94, Ruut ja ta omadused. Ruuduks nimetatakse niisugust
r60pkiilikut, milles kdik kiljed on vordsed ja koik nurgad tdis-
nurgad; voib ka iitelda, et rumt on ristkiilik, mille kiiljed on vord-
sed, voi romb, mille nurgad on tdisnurgad. Seepidrast ruudul on
roopkiiliku, ristkiiliku ja rombi omadused. Naiteks, ruudul on neli
siimmeetriatelge (joon: 105): kaks ldbivad vastaskiilgede kesk-
punkte (nagu ristkiiliku puhul) ja kaks ldbivad vastasnurkade
tippe (nagu rombi puhul).

Moned roopkiiliku omadustel pohinevad teoreemid.

95. Teoreem. Kui nurga iihele haarale (niiteks nurga
ABC haarale BC, joon. 106) paigutame vordsed loigud
(DE = EF = ...) ja libi nende otspunktide tombame pa-
ralleelsed sirged (DM, EN, FP,...) kuni Iloikumiseni
nurga teise haaraga, siis nurga teisel haaral tekivad
samuti vordsed léigud (MN = NP = ...

Tombame abisirged DK ja EL paralleelselt AB-ga. Seejuures
tekkinud kolmnurgad DKE ja ELF on vordsed, sest DE = EF
(eelduse pohjal), £ KDE = £ LEF ja £ KED = £ LFE (kui
kaasnurgad paralleelide juures). Nende kolmnurkade vordsusest
jareldub, et DK = EL. Aga DK = MN ja EL = NP kui rb0p-
kiilikute vastaskiiljed), tahendab MN = NP.

Joon. 106.

Mirkus. Vordsed l6igud voivad olla paigutatud ka aurga
B tipust: BD = DE = EF = ... Siis tuleb vordsed loigud k
teisel haaral lugeda nurga tipust: BM = MN = NP = . .. :
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96. Jireldus. Sirge (DE, joon. 107), mis on tommatud 1ibi
- kolmnurga kilje (AB) keskpunkti paralleelselt tema teise kiiljega
(AC), poolitab kolmnurga kolmanda kiilje (BC).

Toepoolest, ndeme, et nurga B haarale on paigutatud vordsed
I16igud BD = DA ja labi jaotuspunktide D ja A on tommatud paral-
leelsed sirged DE ja AC loikumiseni haaraga BC; toestatu pdhjal
tekivad ka sellel -haaral vordsed 16igud BE = EC ja seepirasi
punkt E poolitab l1oigu BC.

Markus. Loiku, mis tihendab kolmnurga kahe kiilje kesk-
punkte, nimetatakse kolmnurga keskldiguks.
97. Teoreem (mis vailjendab .
kolmnurga keskloigu omadust).
Sirgloik (DE, joon. 107), mis
ithendab kolmnurga kahe kiilje D £
keskpunkte (s. o. kolmnurga ABC
keskloik), on paralleelne kol-
manda kiiljega ja vordub Kkol- /
manda kiilje poolega. A F ¢

Toestuseks kujutleme, et 14dbi kiilje Joon. 107.
AB keskpunkti tombasime sirge pa-
ralleelselt kiiljega AC. Siis eelmises paragrahvis toestatu pohjal
poolitab see sirge kiilje BC ja iihtib jarelikult sirgloiguga DE, mis
ihendab kiilgede AB ja BC keskpunkte.

Tommates veel EF || AD, leiame, et kiilg AC poolitub punktis F;
tdhendab, AF = FC ja peale selle AF = DE (kui roopkiiliku ADEF
vastaskiiljed), seega: y

1

Trapetsid.

98. Nelinurka, mille kaks vastaskiilge on paralleelsed, teised
kaks kiilge aga pole paralleelsed, nimetatakse trapetsiks. Trapetsi
paralleelseid kiilgi (AD ja BC, joon. 108) nimetatakse tema
alusteks, mitteparalleelseid kiilgi (AB ja CD) - haaradeks. Kui
haarad on vordsed, siis trapets on vordhaarne.

99. Trapetsi keskloigu omadus. Sirgloiku, mis ithendab trapetsi
haarade keskpunkte, nimetatakse trapetsi keskldoiguks. Sellel 156igul
on jargmine omadus.
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Teoreem, Trapetsi keskloik (joon. 109) on alustega pa-
ralleelne ning vordub aluste poolsummaga.

Tombame ldbi punktide B ja F

g ALUS 4 sirge kuni 16ikumiseni kiilje AD pi-

kendusega punktis G. Saame kaks

S 3 kolmnurka BCF ja DFG, mis on
T = vordsed, sest neil: CF = FD (eel-

caa duse pohjal), £ BFC = Z DFG
A - p (kui tippnurgad) ja Z BCF =
= /£ FDG (kui poiknurgad paral-
leelide juures). Kolmnurkade vord-
susest jdreldub, et BF = FG ja
BC =DAG. Niiiid ndeme, et kolmnurgas ABG sirgloik EF iihendab

kahe kiilje keskpunkte, tihendab (§ 97), EF || AG ja EF = 5 (AD +
+ DG); teiste sonadega: EF || AD ja EF = 5 (AD + BC).

Joon. 108.

A D 6
Joon. 109.

100. Ulesanne. Jaotada antud sirgloik (AB, joon. 110)
vordseteks osadeks, millede arv on antud (niiteks kolmeks). Sirg-
16igu otspunktist A tombame sirge AC, mis moodustab AB-ga mingi
nurga; paigutame AC-le punktist A kolm vordset 16iku: AD, DE
ja EF; punkti F ihendame punktiga B; 1opuks tombame punktidest
E ja D paralleelselt FB-ga sirged EN ja DM. Siis sirgloik AB
jaotub toestatu pohjal punktides M ja N kolmeks vordseks osaks.

Konstrueerimisiilesandeid.

101. Roopliikkemeetod. RoO6pkiiliku omaduste rakendusele on
rajatud konstrueerimisﬁlgsannete lahendamise eriviis, mis on tun-
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tud roop- ehk paralleellitkkemeetodi nime all. Koige paremini sel-
gitab selle meetodi olu niide.

Ulesanne. Joonestada neli- o
nurk ABCD (joon. 111), kui on o
teada koik tema kiljed ja sirgloik
EF, mis iihendab vastaskiilgede 0
keskpunkte.

Selleks et antud jooned teine-
teisele ldhendada, viime kiiljed
AD ja BC roopliikke abil asendi- : j
tesse ED; ja EC,. Siis kiilg DD, ¢
on vordne ja paralleelne AE-ga ja Thn b
kiillg CCy on vordne ja paralleelne - SR
EB-ga; et aga AE = EB, siis
DD — CCrija: DDy || CGy. Seetdttu kolmnurgad DD\F ja CC,F. on
vordsed (sest DD, = CC,, DF = FC ja £ D\DF = £ FCC),); tahen-
dah. . 2 DiRD — Z CFC, ja seeparast peab joon DFC, olema

sirgjoon, s.t. kujund ED,FC, on kolm-

4 B nurk. Selles kolmnurgas on teada kaks

killge (EDy = AD ja EC,= BC) ja
mediaan EF, mis on tommatud kolman-
) A dale kiiljele. Nende andmete pohjal on
\ kerge joonestada kolmnurka ED,C, (pi-
kendame sirgloiku EF iile punkti F oma

pikkuse vorra ja saadud punkti iihen-

Joon. 111. dame Di-ga ja C;-ga; saame roopkiiliku,

milles on teada kiiljed ja iiks diagonaal).

Kui kolmnurk ED,C; on leitud, joonestame kolmnurgad DDF
ja C,\CF ja siis kdgu nelinurga ABCD.

Jatame selle meetodi abil oOpilastel lahendada jargmised iiles-
anded.

AR

1. Joonestada trapets, kui on antud iiks nurk, kaks diagonaali ja kesk-
1oik.

2. Joonestada nelinurk, kui on antud kolm kiilge a, b, ¢ ja kaks otsitava
kiilje l1dhisnurka a ja p.

3. Joonestada trapets nelja kiilje jargi.

102, Siimmeetriameetod. Teljelise siimmeefria omadusi voime
kasutada ka konstrueerimisiilesannete lahendamisel. Monikord on
kerge leida lahendusplaani, kui osa joonist poorata mone sirge
timber nii, et ta votaks siimmeetrilise asendi teisel pool seda sirget.
Toome niite.

UPesanne. Leida sirgel AB (joon. 112) niisugune punkt X,
et ta kauguste summa kahest antud punktist M ja N oleks vdikseim.
Kui joonis murda kokku modéda sirget AB, siis punkt M votab.
asendi M’, mis on siimmeetriline M-ga;AB suhtes ja punkti M kau-
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gus sirge AB mistahes punktist vordub selle punkt1 kaugusega M’-st.
Seepérast ongi summad MX + XN, MX, + XN ... vastavalt vord-
sed summadega M'X +XN, M'X, + XN . vumastest summadest
on aga koige viiksem see, mille puhul M’XN on sirge. Siit ongi
arusaadav see lahendusviis.

Sama lahendus on ka jiargmisel {ilesandel: leida sirgel AB nii-
sugune punkt X, et sirged, mis {ihendavad seda punkti kahe antud
punktiga M ja N, moodustaksid sirgega AB vordsed nulgad

Soovitame opxlaste] siimmeetriameetodi abil lahendada jargml-
sed .iilesanded.

N i

1. Joonestada nelinurk ABCD, kui on
M teada {ema neli killge ja et dlagonaal AC
poolitab nurga A.

2. Tiisnurksel piljardil on antud kahe
palli A ja B asend. Mis suunas tuleb
litia palli A, el see pérasl tagasiporka-

X X 8 mist koigist neljast piljardi aérisest por-
kuks kokku palliga B?

3. On antud nurk ja tema sees
punkt. Joonestada viikseima iimbermoo-
duga kolmnurk nii, et selle itks tipp oleks
antud punktis ja kaks teist tippu, aset-
Joon. 112. } seksid antud nurga haaradel.

=

Harjutusi.

Toestada teoreemid.

1. Kui thendada ]arjest mingi nelinurga kiilgede keskpunktid, saadakse
rodpkiilik.

2. Taisnurkses kolmnurgas hiipotenuusile tommatud mediaan vordub poole
hiipotenuusiga.

Juhis. Mediaani tuleb pikendada tema oma pikkuse vorra.

3. Poordteoreem: kui mediaan on pool sellest kolmnurga kiiljest, millele ta
on tommatud, siis kolmnurk on tédisnurkne.

4. Tiisnurkses kolmnurgas moodustavad hiipotenuusile tommatud mediaan
ja korgus nurga, mis vordub kolmnurga teravnurkade vahega.

Juhis. Vi iilesanne 2.

5. Kolmnurgas ABC nurga A poolitaja loikab kiilge BC punktis D; sirge.
mis on tommatud D-st paralleelselt CA-ga, loikab kiilge AB punktis E; sirge,
mis on tommatud E-st paralleelselt BC-ga, loikab kiilge AC punktis F. Toes-
tada, et EA=FC.

6. Antud nurga sees on ‘teine nurk, mille haarad on paralleelsed antud
nurga haaradega ja vordsel kaugusel neist. Toestada, et teise nurga nurga-
poolitaja iihtib antud nurga nurgapoolitajaga.

7. Trapetsi keskldik poolitab iga sirgloigu, mis tihendab alumise aluse.mingit
punkfi iilemise aluse mingi punktiga.

8. Kolmnurgas on tommatud 1dbi aluse lahlsnurkadc poolitajate 16ikepunkti
sirge paralleelselt alusega. Toestada, et selle sirge 16ik kolmnurga kahe kiilje
vahel vordub aluse ldhiskiilgede Ioikude summaga (loigud on moeldud aluisest
kuni tommatud sirgeni). u 4
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9. Libi kolmnurga tippude on tommatud sirged paralleelselt vastaskiilge-
dega. Toestada, et nende sirgete poolt tekitatud kolmnurk koosneb neljast kolm-
nurgast, milledest igaiiks vordub antud kolmnurgaga, ja et iga tema kiilg on
kaks korda suurem antud kolmnurga vastavast kiiljest.

10. Vordhaarses kolmnurgas on aluse iga punkti kauguste summa haara-
dest jadv suurus ja see vordub haarale tommatud korgusega.

11. Kuidas muutub see teoreem, kui punkt votta aluse pikendusel?

12. Vordkiilgses' kolmnurgas on kolmnurga sees voetud iga punkti kau-
guste summa kiilgedest jaddv suurus, mis on vordne kolmnurga korgusega.

13. Roopkiilik, mille diagonaalid on vordsed, on ristkiilik.

14. Roopkiilik, mille diagonaalid on teineteisega risti, on romb.

15. Roopkiilik, mille diagonaal poolitab nurga, on romb.

16. Rombi diagonaalide I6ikepunktist on joonestatud ristjooned rombi kiil-
gedele. Toestada, et nende ristjoonte alused on ristkiiliku tipud.

-

Juhis. Vt iilesanne 13.

17. Ristkiiliku nurkade poolitajad moodustavad l6ikumisel ruudu.
18. Toestada, et kui A, B/, C’ ja D’ on ruudu kiilgede CD, DA, AB ja BC
keskpunktid, siis 16igud AA’, CC’, DD’ ja BB’ moodustavad 1oikumisel ruudu,

mille kiilg vordub 5 -ga iga Ioigu pikkusest.

19. On antud ruut ABCD. Selle kiilgedele on asetatud vordsed 16igud:
AA:, BB1, CCi ja DDi. Punktid Ai, By, Ci ja D1 on jarjestikku ithendatud 16i-
kudega. Toestada, et A1B1CiD1 on ruut.

20. Kui mingi nelinurga kiilgede keskpunktid votta uue nelinurga tippu-
deks, siis viimane nelinurk on roopkiilik. Mairata, millal see roopkiilik on:
1) ristkiilik, 2) romb, 3) ruut.

Leida geomeetriline koht.

21. Antud punktist antud sirge mistahes punktidesse tommatud I6ikude
keskpunktidele.

22. Kahest paralleelsest sirgest vordsel kaugusel asetsevatele punktidele.

23. Uhise alusega ja vordsete korgustega kolmnurkade tippudele

Konstrueerimisiilesandeid.

24. On antud kolmnurga kaks nurka; joonestada kolmas nurk.

25. On antud tdisnurkse kolmnurga iiks  teravnurk; joonestada teine
teravnurk.

26. Tommata antud sirgega paralleelne sirge sellest antud kaugusel.

27. Poolitada nurk, mille tippu pole joonisel.

28. Tommata 1dbi antud punkti sirge, mis moodustaks antud sirgega
antud nurga.

29. On antud kaks sirget XY ja X’Y’ ja punkt P; {6mmata 1dbi antud punkti
sirgetele niisugune loikaja, et antud punkt P poolitaks lGikaja loikepunktide
vahelise osa.’

30. Tommata sirge 1dbi antud punkti nii, et selle 16ik kahe antud paralleeli
vahel vorduks antud l6iguga. )

31. Paigutada antud sirgloik antud teravnurga haarade vahele nii, et ta
oleks risti {ihe haaraga.

32. Paigutada antud sirgloik antud nurga haarade vahele nii, et ta oleks
paralleelne nurga haarasid loikava sirgega.

33. Paigutada antud sirgloik antud nurga haarade vahele nii, et ta l6ikaks
nurga haaradest dra vordsed 16igud.
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34. Joonestada tdisnurkne kolmnurk, kui on antud teravnurk ja selle
vastaskaatet.

35. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks nurka ja neist ithe nurga
vastaskiilg.

36. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on antud tipunurk ja alus.

37. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on antud alus ja haarale tom-
matud korgus.

38. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui, on antud haar ja haarale tom-
matud korgus.

39. Joonestada vordkiilgne kolmnurk, kui on antud korgus.

40. Jaotada tdisnurk kolmeks vordseks osaks (teiste sonadega: ehitada

!
nurk, mis vordub 3 d=30"- ga). 5 ;

41. Joonestada kolmnurk, kui on antud alus, kérgus ja kiilg.

42. Joonestada kolmnurk kui on antud alus, korgus ja aluse ldhisnurk.

43. Joonestada kolmnurk, kui on antud iiks nurk ja korgused, mis on tom-
matud selle nurga haaradele.

44. Joonestada kolmnurk, kui on antud iiks kiilg, kahe teise kiilje summa
ja korgus iihele neist kulgedest

45. Joonestada kolmnurk, kui on antud korgus, iimbermogt ja aluse
lahisnurk.

46. Tommata kolmnurgas sirge paralleelselt alusega nii, et selle 16ik kiil-
gede vahel vorduks kiilgede 16ikude summaga (16igud on voetud alusest tom-
matud sirgeni).

47. Joonestada hulknurk, mis oleks vordne antud hulknurgaga.

Juhis. Antud hulknurk tiikeldatakse diagonaalidega kolmnurkadeks.

48. Joonestada nelinurk, kui on antud kolm nurka ja kaks kiilge, mis
moodustavad neljanda nurga.

Juhis. Tuleb leida neljas nurk.

49. Joonestada nelinurk, kui on antud kolm kiilge ja kaks diagonaali.

50. Joonestada roopkullk kui on antud kaks mittevordset kiilge ja iiks
diagonaal.

51. Joonestada roopkiilik, kui on antud iiks kiilg ja kaks diagonaali.

h5]2. Joonestada roopkiilik, kui on antud kaks diagonaali ja nurk nende

vahel.

53. Joonestada roopkiilik, kui on antud alus, kérgus ja iiks diagonaal.

54. Joonestada ristkiilik, kui on antud iikks diagonaal ja nurk diagonaa-
lide vahel. :

55. Joonestada romb, kui on antud kiilg ja itkks diagonaal.

56. Joonestada romb, kui on antud kaks diagonaali.

57. Joonestada romb, kui on antud korgus ja iiks diagonaal.

58. Joonestada romb, kui on antud nurk ja -diagonaal, mis ldbib seda’
nurka. \
59. Joonestada romb, kui on antud diagonaal ja selle vastasnurk.

60. Joonestada romb kui on antud diagonaalide summa ja nurk diago-
naali ja kiilje vahel.

61. Joonestada ruut, kui on antud diagonaal.

62. Joonestada trapets, kui on antud iiks alus, selle lahlsnurk ja kaks
haara (voib olla kaks lahendust, iiks voi ei.iihtki).

63. Joonestada trapets, kui on antud aluste vahe, kaks haara ja iiks
diagonaal.

64. Joonestada trapets, kui on antud neli kiilge. (Kas iilesanne on alati
lahendatav?)

65. Joonestada trapets, kui on antud iiks alus, korgus ja kaks diagonaali
(lahendatavuse tingimus?).

66. Joonestada trapets, kui on antud kaks alust ja kaks dxagonaall (lahen-
/ datavuse tingimus?).
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67. Joonestada ruut, kui on antud diagonaali ja kiilje summa.

68. Joonestada ruut, kui on antud diagonaali ja kiilje vahe.

69. Joonestada roopkiilik, kui on antud diagonaalid ja korgus.

70. Joonestada roopkiilik, kui on antud kiilg, diagonaalide summa ja nurk
diagonaalide vahel.

71. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks kiilge ja mediaan kolman-
dale Kkiiljele.

72. 'Joonestada kolmnurk, kui on antud alus, kdorgus ja mediaan kiiliéle.

73. Joonestada tidisnurkne kolmnurk, kui on antud hiipotenuus ja kaatetite
‘summa. (Uurida.)
2 74.h Joonestada tidisnurkne kolmnurk, kui on antud hiipotenuus ja kaate-
ite vahe. ;

75. On antud kaks punkti A ja B, mis asetsevad iihel pool sirget XY.
Paigutada sellele sirgele sirgloik MN antud pikkusega [ nii, et murdjoon
AM+MN+NB oleks lithim.

Juhis.. Punkt B tuleb viia pikkuse / vorra punktile A ldhemale, nihutades
teda mooda sirget, mis on paralleelne sirgega XY.



TEINE PEATOKK.

RINGJOON.

I. Ringjoone kuju ja asend.

103. Eelmiérkus. On ilmne, et 14bi iihe punkti (4, joon. 113)
on vdimalik tommata kuitahes palju ringjooni; nende keskpunkiid
voivad olla voetud meelevaldselt. L&bi kahe punkti (A ja B,
joon. 114) saab tommata ka kuitahes palju ringjooni, kuid nende

N

Joon. 113. Joon 114.

keskpunkte ei saa votta meelevaldselt, sest punktid, mis asetsevad
vordsetel kaugustel punktidest A ja B, peavad olema sirgloigu AB
keskristjoonel (§ 58).

Niiiid vaatame, kas on voimalik ringjoont tommata 1dbi kolme
punkti.

104. Teoreem. Ldbi kolme mitte iihel sirgel asetseva
punkti saab tommata ainult iihe ringjoone.

70



Léabi kolme punkti A, B ja C (joon. 115), mis ei asetse iihel
sirgel (teiste sonadega: labi A ABC tippude), saab ainult sel kor-
ral tommata ringjoone, kui on olemas niisugune neljas punkt O,
mis asetseb vordsel kaugusel punktidest A, B ja C. Toestame, ef
niisugune punkt on olemas, ja seejuures ainult iiks. Selleks arves-
tame seda, et iga punkt, mis on vordsel kaugusel punktidest 4 ja B,
peab asetsema AB keskristjoonel MN (§ 58), samuti iga punkt.
mis on vordsel kaugusel punktidest B ja C, peab asetsema BC
keskristjoonel QP. Tdahendab, kui
on olemas punkt, mis on vord-
sel kaugusel kolmest punktist
A, B ja C, siis peab ta asetsema
iiheaegselt sirgetel MN ja PQ;
see on voimalik ainult siis, kui
ta iihtib nende sirgete loike-
punktiga. Sirged MN ja PQ
16ikuvad alati, sest nad on rist-
jooned l6ikuvaile sirgjoontele
AB ja BC (§78). Nende loike-
punkt O on punkt, mis on vord-
sel kaugusel punktidest A, B ja Joon. il5.

C; tdhendab, kui votta see punkt

ringjoone keskpunktiks ja raadiuseks votta 16ik OA (voi OB voi
0C), siis ringjoon ldbib punkte A, B ja C. Kuna sirged MN ja PQ
voivad loikuda ainult {ihes punktis, siis saab olla ka ainult iiks
keskpunkt ja raadiusel voib olla ainult iiks pikkus; tdhendab, ka
otsitav ringjoon on ainus.

Mirkus. Kui punktid A, B ja C (joon. 115) asetseksid iihel
sirgel, siis ristjooned MN ja PQ oleksid paralleelsed ja seega ei 16i-
kuks. Jarelikult, 1dbi kolme {ihel sirgel asetseva punkti ei saa tom-
mata ringjoont.

Jareldus. Punkt O (joon. 115), olles vordsel kaugusel punk-
tidest A ja C, peab asetsema kiilje AC keskristjoonel RS. Seega
kolmnurga kiilgede keskristjooned loikuvad iihes punktis.

105. Teoreem. Diameeter (AB, joon. 116), mis on risti
ko6oluga (CD), poolitab kéolu ja selle koolu otspunktide
vahel olevad kaared.

Murrame joonise kokku mooda diameetrit AB nii, et joonise
vasak pool langeb paremale poolele. Siis vasakpoolne poolringjoon
iihtib parempoolse poolringjconega ja ristjoon KC ldheb mooda
KD-d. Sellest jéareldub, et punkt C, mis on poolringjoone ja KC
loikepunkt, iihtib punktiga D; seepirast

CK.= KD; s BC = & BD;,"AC = ., AD.
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106. Poordteoreemid. 1. Diameeter (AB, joon. 116), mis on
tommatud libi kéo6lu (CD) keskpunkti, on risti selle
kéoluga ning poolitab ko6olu otspunktide-vahelised
kaared. | 2

2. Diameeter (AB), mis on tommatud Ilibi kaare
(CBD) keskpunkti, on risti k66luga, mis iihendab selle
kaare otspunkte, ning poolitab kooélu.

Neid kaht teoreemi on kerge toestada vastuviiteliselt.

107. Teoreem. Kahe paralleelse koolu (AB ja CD, j'oon.
117) vahelised kaared (AC ja BD) on vordsed.

F
¢/ D
0
A B
E
Joon. 116. Joon. 117.

Murrame joonise kokku méoda diameetrit EF, mis on risti k6o-
luga AB. Eelmise teoreemi pohjal voime viita, et punkt A langeb
punktile B, punkt C punktile D ja jarelikult kaar AC iihtib kaarega
BD, see aga tahendab, et kaared on vordsed.

C

7 RE

Joon. 118. Joon. 119.

>

108. Ulesandeid. 1) Poolitada antud kaar (AB, joon. 118).
Uhendame kaare otspunktid kooluga AB, joonestame sellele ring-
joone keskpunktist ristjoone ja pikendame seda lGikumiseni kaa-
rega. Eespool toodud teoreemi pchjal see ristjoon poolitab kaare AB.
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Kui ringjoone keskpunkti pole teada, tuleb koolule tommata
keskristjoon.

2) Leida antud ringjoone keskpunkt (joon. 119). Vottes antud
ringjoonel mingisugused kolm punkti A, B ja C, tommatakse lébi
nende kaks koolu, néditeks AB ja CB, ning nendele kooludele tom-
matakse keskristjooned MN ja PQ. Ringjoone otsitav keskpunkt,
olles vordsel kaugusel punktidest A, B.ja C, peab asetsema nii sir-
gel MN kui ka sirgel PQ; jérelikult on ta nende ristjoonte 1Gike-
punktis, seega punktis O.

II. Seos kaarte, koolude ja koolude ning ringjoone
keskpunkti vaheliste kauguste vahel. A

109. Teoreem. Kui ringis voi vordsetes ringides:

1) Kaared on vordsed, siis on vordsed ka nendele
vastavad koolud ning need on vordsel kaugusel ringi
- keskpunktist;

2) kaks kaart, mis on vidiksemad poolringjoonest, ei
ole vordsed, siis suuremale kaarele vastab suurem kool
ja see on ringi keskpunktile ldhemal.

Joon. 120. Joon. 121.

1. Olgu kaar AB vordne kaarega CD (joon. 120); tuleb toes-

tada, et koolud AB ja CD on vordsed ja et samuti on vordsed ringi
keskpunktist kooludele tommatud ristloigud OE ja OF.
. Poorame sektorit OAB mnoolega niidatud suunas {imber kesk-
punkti O seni, kuni raadius OB iihtib OC-ga. Siis kaar BA liheb
mooda kaart CD ja nad iihtivad vordsuse tottu. Seega kool AB
ithtib kooluga CD ja ristloik OE {ihtib ristloiguga OF (iihest punk-
tist saab antud sirgele tommata ainult iihe ristjoone), s.t. AB = CD
ja OE = OF.

2. Olgu kaar AB (joon. 121) véiksem kaarest CD ja molemad
kaared seejuures viiksemad poolringjoonest; tuleb toestada, et kool
AB on viiksem koolust CD, ristloik OE on aga suurem ristloigust
OF. Paigutame kaarele CD kaare CK, mis on vordne kaarega AB,
ja tombame abikdolu CK, mis toestatu pohjal vordub kooluga AB

73



ja on samal kaugusel keskpunktist kui kool AB. Kolmnurkadel
COD ja COK on kaks vastavalt vordset kiilge (kui raadiused),
nurgad nende kiilgede vahel pole aga vordsed; sel juhul, nagu
teame (§ 52), asetseb suurema nurga vastas, s. 0. £ COD vastas
suurem kiilg; tdhendab CD > CK ja seepidrast CD > AB.

Toestuseks, et OE > OF, tombame OL L CK ja arvestame seda,
et OE = OL; jarelikult piisab sellest, kui vordleme 16iku OF 16iguga
OL. Taisnurkses kolmnurgas OFM (joonisel viirutatud) on hiipo-
tenuus OM suurem kaatetist OF; aga OL > OM, tahendab, OL on
ammugi suurem kui OF ja seepirast OE > OF. :

Teoreem, mis on toestatud iihe ringi kohta, siilitab oma keh-
tivuse ka. vordsete ringide puhul, sest niisugused ringid eri-
nevad {iksteisest ainult oma asendi poolest.

\

110. Poordteoreemid. Eelmises paragrahvis ldbiarutatud teoree-
midele vastavalt on kehtivad ka poordteoreemid, nimelt: dhes rin-
gis voi vordsetes ringides:

1) vordsed koolud on vordsel kaugusel ringi keskpunktist ning
vordsetele kdoludele vastavad vordsed kaared;

2) ringi keskpunktist vordsel kaugusel asetsevad koolud on
vordsed ning nendele kooludele vastavad vordsed kaared,

3) kahest mittevordsest kdolust aselseb suurem ringi keskpunk-
tile lihemal ja talle vastab suurem kaar;

4) kahest koolust, mis aseisevad ringi keskpunktist mittevord-
sel kaugusel, on suurem see, mis on lahemal ringi keskpunkiile,
ja talle vastab suurem kaar.

Neid teoreeme on kerge toestada vastu-
vaiteliselt. Néiteks esimese teoreemi toes-
tamisel -arutleme nii: kui antud kooludele
vastaksid mittevordsed kaared, siis vasta-
valt otsesele teoreemile nad poleks vordsed,
mis aga rdaagib vastu eeldusele; tdhendab,
vordsetele kooludele vastavad vordsed kaa-
red. Kui aga kaared on vordsed, siis vasta-
valt. otsesele teoreemile peavad kaartele
vastavad koolud asetsema ringi keskpunk-
tist vordsel kaugusel.

Joon. 122.

111. Teoreem. Diameeter on suurim kool.

Kui mingi koolu, nditeks AB (joon. 122) otspunktid iihendada
keskpunktiga O, siis saadakse kolmnurk AOB, milles iiks kiilg on
kool, teised kiiljed aga — raadiused. Kolmnurgas on aga iiks kiilg ,
viiksem teiste kiilgede summast, jarelikult on kool AB viiksem
kahe raadiuse summast. Tdhendab, diameeter on suurem igast kesk-
punkti mitteldbivast koolust. Et aga diameeter on ka kool, siis
voib iitelda, et diameeter on suurim kool.
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III. Sirge ja ringjoone vastastikune asend.

112. On ilmne, et sirge ja ringjoon vdivad olla jargmises kol-
mes vastastikuses asendis.

1) Ringjoone keskpunkti kaugus (OC) sirgest (AB) (s. o. rist-
16ik, mis on tommatud keskpunktist sirgele) on suurem ringi raa-
diusest (joon. 123). Siis on sirgel y

voetud punkti C kaugus ringjoone . 8
keskpunktist suurem raadiusest ja
seeparast on ta viljaspool ringi. Et
sirge koik teised punktid on veel kau-
gemal punktist O kui punkt C (kald-
16igud on pikemad ristloigust), siis %
on nad koik véljaspool ringi; tdhen-
dab, sirgel pole iihiseid punkte ring-
joonega. :
2) Rirgjoone keskpunkti kaugus
(OC) sirgest (AB) on viiksem ringi

raadiusest (joon. 124). Sel juhtumil fikies
asetseb punkt C ringi sees ning sirge Tk o ]
16ikab ringjoont.

3) Ringjoone keskpunkti kaugus (OC) sirgest (AB) on vordne
ringi raadiusega (joon. 125). Siis peab punki C kuuluma nii sir-
gele kui ka ringjoonele, sirge koik muud punktid, mis on kaugemal
punktist O kui plinkt C, on viljaspool ringi. Tédhendab, niisugusel
juhul on ringjoonel ja sirgel ainult {iks {ihine punkt, nimelt punkt,
mis on ringi keskpunktist sirgele tommatud ristldigu aluseks.

A £ 8
0 0

Joon. 124. Joon. 125.

Niisugust sirget, millel on ringjoonega ainult iiks dhine punkt,
nimetatakse ringjoone  puutujaks; iihist punkti nimetatakse
puutepunktiks.

113. Puutuja kohta toestame kaks jdrgmist teoreemi
(otsese ja poordteoreemi) (joon. 126):
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1) _kui sirge (MN) on risti raadiusega (OA) selle ots-
punktis (A) ringjoonel, siis on ta ringjoone puutuja,
ja timberpoérdult:

2) kui sirge on ringjoone puutuja, siis on ta risti
puutepunkti tommatud raadiusega.

, 1. Punkt A, kui ringjoonel asetsev raadiuse otspunkt, on ring-

joone punktiks; samal ajal kuulub ta ka sirge MN punktide hulka.
Tahendab, ta on ringjoone ja sirge ithine punkt. Koik muud.sirge
MN punktid, nagu B, C ja teised, asetsevad ringi keskpunktist O
kaugemal, sest 16igud OB, OC, ... kui kaldldigud on pikemad rist-
16igust OA, seepérast on siis punktid B, C jt. viljaspool ringi.
Seega sirgel MN on iiksainus iihine punkt (4) ringjoonega ja sirge
MN on puutuja.

E %
M & B € N 0
iy D
; L \ A 8
0 M
Joon. 126. Joon. 127.

2. Kui sirge MN puutub ringjoont punktis A, siis koik muud
selle sirge punktid on véljaspool ringjoont; seetottu 16igud OB,
OC, ... on suuremad raadiusest OA (punkt O on ringjoone kesk-
punkt). Tdhendab, see raadius on vaikseim loikudest, mis iihen-’
davad punkti O sirge MN mistahes punktiga ja seeparast OA L MN.

114. Teoreem. Kui puutuja on paralleelne kéoluga, siis
puutepunkt poolitab antud koééolule vastava kaare.

Olgu sirge AB puutujaks ringjoonele punktis M (joon. 127) ja
olgu ta paralleelne kodluga CD; on vaja toestada, et W CM=uMD.
Tommates diameetri ME ldbi puutepunkti, on meil EM 1 AB,
jarelikult EM L CD; seepidrast «w CM = w MD.

115. Ulesanne. Joonestada puutuja antud ringjoonele O
paralleelselt antud sirgega AB (joon. 128).

Joonestame keskpunktist O sirgele AB ristjoone OC ja labi
punkti D, milles see ristjoon ldikab ringjoont, tombame EF || AB.
EF ongi otsitav puutuja. Toepoolest, et OC L AB ja EF || AB, siis
EF 1 OD, aga sirge, mis on risti raadiusega selle otspunktis ring-
joonel, on puutuja.
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116. Kaare sujuv liitumine sirgega voi teise kaarega. Sirg-
joonte ja ringjoonte kaarte joonestamisel rdagitakse tavaliselt, et
sirge AB (joon. 129) ja ringjoone kaar BC, mis liituvad punktis
B, on liitunud sujuvalt, kui nad selles '
punktis puutuvad teineteist. E A

Kaks kaart AB ja BC (joon. 130), mis
liituvad punktis B, on liitunud sujuvalt,
kui seda punkti l1dbib nende iihine puu-
tuja DE. 0o D_|c

Sirge sujuvaks liitumiseks kaarega on
tarvis (§ 113), et selle ringjoone, mille
osaks on antud kaar, keskpunkt asetseks
ristjoonel, mis on tommatud antud sirgele AL -
liitumispunktist. .8

Uhe kaare sujuvaks liitumiseks teise Joon. 128
kaarega on tarvis (§ 113), et nende ring- SegNcy
joonte, mille osadeks on wantud kaared,
keskpunktid asetseksid iihel sirgel, mis on tommatud liitumispunk-
tist risti nende kaarte iihise puutujaga.

Joon. 129. Joon. 130.

Kahe joone (sirge ja kaare voi kahe kaare) sujuv liitumine
teeb iilemineku iihelt teisele ladusaks, ilma nukkideta; ta leiab
rakendust nditeks raudteede ja trammiliinide kddnakute ehitamisel.

IV. Kahe ringjoone vastastikune asend.

117. Definitsioonid. Kui kahel ringjoonel on ainult {iks
ithine punkt, siis ¢eldakse, et nad puutuvad; kui aga kahel ringjoo-
nel on kaks iihist punkti, siis 6eldakse, et nad loikuvad.

Kahel mitteiihtival ringjoonel ei saa olla kolme {ihist punkti,
sest vastasel korral peaks olema voimalik 1&dbi kolme punkti tom-
mata kaks ringjoont, mis aga pole voimalik (§ 104).

Nimetame ringide keskjooneks sirget, mis 1dbib kahe ringjoone
keskpunkte.
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118. Teoreem. Kui kahel ringjoonel (joon. 131) on iiks
iihine punkt (A) viljaspool nende keskloont siis on
neil veel iiks teine iihine punkt (A,), mison keskjoone
suhtes esimesega siimmeetriline (ja jarelikult niisugused
ringjooned 16ikuvad).

Joon. 131.

Et molema ringjoone diameetrid asetsevad keskjoonel, siis
on ta kogu kujundi siimmeetriateljeks; seepdrast peab iihisele
punktile A, mis on iihel pool keskjoont, vastama iihine siimmeetri-
line punkt A, teisel pool siimmeetriatelge (A; asetseb punktist
A ringide keskjoonele joonestatud ristjoonel ja samal kaugusel
keskjoonest kui A-gi).

Jareldus. Kahe loikuva ringjoone iihine kool (AA,, joor.
131) on risti nende keskjoonega ja poolitub selle poolt.

119. Teoreem. Kui kahel ringjoonel on iihine punkt
(A) nende keskjoonel, siis nad puutuvad (joon. 132 ja 133).

Neil ringjoontel ei saa olla teist iihist punkti viljaspool kesk-
joont, sest vastasel korral oleks neil veel kolmas iihine punkt tei-
sel pool seda joont, ja ringjooned peaksid jérelikult iihtima. Ka-
keskjoonel ei saa olla teist {ihist punkti, sest vastasel korral peaks
ringjoontel olema iihine kool. Aga kool, mis ldbib keskpunkte,
on diameeter. Kui aga kahel ringjoonel on iihine diameeter, siis
nad iihtivad.

Mirkus. Kahe ringjoone puutumine on. viline, kui ringjoo-
ned asetsevad teineteisest véiljaspool (joon. 132), ja seesmine, kui
tiks ringjoon on teise sees (joon. 133).

120. Teoreem (p&ordteoreem eelmisele). Kui kaks ringjoont
puutuvad (punktis A, joon. 132 ja 133), siis nende puute-
punkt asetseb keskjoonel.
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Punkt A ei saa asetseda viljaspocl keskjoont, sest vastasel
korral oleks ringjoontel veel teine ithine punkt, mis on vasturdikiv
eeldusele.

; ‘ M
e ST
.e .‘ : i :
N N

‘ Joon. 132. g Joon. 133.

121. Jiareldus. Kahel puutuval ringjoonel on iihine puutuja
puutepunklis, seeparast et tommates ldbi puutepunkti sirge MN
(joon. 132 ja 133) risti raadiusega OA, on see sirge risti ka raa-
diusega O,A.

122. Kahe ringjoone vastastikuse asendi erijuhtumid. Tihis-
tame kahe ringjoone raadiused tdhtedega R ja R; ja nende kesk-
punktide vahelise kauguse tidhega d. Vaatame, milline seos on
nende suuruste vahel ringjoonte vastastikiuse asendi erijuhtumeil.
Neid juhtumeid voib olla viis, nimelt:

1) Ringjooned ei puutu teineteist ning aset-
sevad teineteisest vdljaspool (joon. 134); sel juhul
ilmselt d > R + R,.

2) Ringjoontel on vdline puutumine (joon. 135);
siis d = R + R, sest puutepunkt on ke‘skjoonel.

Joon. 134. Joon. 135.

3) Ringjooned Idikuvad (joon. 131); siis d <R + R,
ja samal ajal d > R — R,, sest kolmnurgas OAO,! on kiilg OO0, mis

! Joonisel 131 tommata sirged OA ja O:A.
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on vordne d-ga, viiksem teiste kiilgede summast, aga suurem teiste
kiilgede vahest. Teised kiiljed on vastavalt R ja R;.

4) Ringjoontel on seesmine puutumine (joon.
133); sel juhul d = R — Ry, sest puutepunkt on keskjoonel.

5) Uks ringjoon on teises, seda puutumata
(joon. 136); siis ilmselt d < R — R;; erijuhtumil d = 0, kui ring-
joonte keskpunktid {ihtivad (niisuguseid ringjooni nimetatakse
kontsentrilisteks).

Joon. 136.

Mirkus. Opilastel on soovitav toestada jargmiste p6ord -
teoreemide oigsus:

1) kuid > R + R\, siis ringjooned ei puutu ning on teineteisest
vdljaspool,

2) kuid = R + R\, siis ringjooned puutuvad valiselt;

3) kui d <R + R, ja ihtlasi d >R — R,, siis ringjooned l6i-
kuvad;

4) kui d = R — R\, siis ringjooned puutuvad seesmiselt;

5) kui d < R — R\, siis iiks ringjoon on teises ja nad ei puutu
teineteist.

Koiki neid teoreeme on kerge toestada vastuviiteliselt.

V. Piirdenurgad ja moned teised nurgad.

Puutuja joonestamine.

123. Piirdenurk. Nurka, mis on moodustatud kahe iihest punk-
tist lihtuva kéolu poolt, nimelatakse piirdenurgaks. Niisugune
aurk on néiteks nurk ABC (joon. 137). Piirdenurga kohta Geldakse
tavaliselt, et ta toetub kaarele, mis asetseb nurga haarade vahel.
Nii toetub nurk ABC kaarele AC.

124. Teoreem. Piirdenurka moédab pool sellest kaa-
rest, millele ta toetub.
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Seda teoreemi tuleb mdista nii: piirdenurgas on niisama palju
nurgakraade, -minuteid ja -sekundeid, kui palju kaarekraade,
-minuteid ja -sekundeid on pooles kaares, millele nurk toetub.

Teoreemi toestamisel vaatleme eraldi kolme juhtumit.

1. Ringjoone keskpunkt O (joon. 137) asetseb piirdenurga
ABC haardl. Tommates raadiuse A0, saame A AOB, milles
AO = OB (kui raadiused) ja jérelikult £ ABO = £ BAO. Selle

B8 2]
o A
A l
v e
C D
Joon. 137. Joon. 138.

kolmmurga suhtes on nurk AOC vilisnurk; seepédrast vordub ta
nurkade ABO ja BAO summaga ning see on vordne nurga ABO
kahekordse suurusega; seepdrast nurk ABO vordub kesknurga
AOC poolega. Nurka AOC- moodab aga kaar AC, s. o. ta sisal-
dab nii palju nurgakraade, -minuteid ja -sekundeid, kui palju kaare-
kraade, -minuteid ja -sekundeid on kaares AC; jarelikult piirde-
nurka ABC mdoodab pool kaarest AC.

B

»

o

D

Joon. 139. Joon. 140.

2. Ringjoone keskpunkt O on piird.enurga ABC haarade
vahel (joon. 138). ,

Tommates diameetri BD, me jaotame nurga ABC kaheks nur-
gaks, milledest iiht, nagu eespool tdestatud, moodab pool kaarest
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AD, teist aga pool kaarest DC; jérelikult nurka ABC moodab summa
UAD+ 5 UDC, see summa aga vordub 3 (UAD + UDC),

0. 5 UAC.

3. Ringjoone keskpunkt O on védljaspool piirdenurka
ABC (joon. 139). Tommates diameetri BD saame: £ ABC =
= £ ABD — Z CBD.

Kuid nurka ABD moodah pool kaarest AD ja nurka CBD’ pool

kaarest CD; jarelikult- moodab nurka ABC vahe %uAD — %UCD,

1
2
8.

see vahe aga vordub suurusega é(uAD —:uCD), s. o. %uAC.

125. Jareldused. 1) Koik iihele ja samale kaarele toetu-
vad piirdenurgad on vordsed (joon. 140), sest igaiiht neist moodab
- pool tiihest ja samast kaarest. Kui neist nurkadest iihe tdhistame
a-ga, siis voib iitelda, et segment AmB (joonisel viirutatud) ma -
hutab endas nurga, mis vordub a-ga.

- 2) Iga piirdenurk, mis toetub diameetrile, on taisnurk
(joon. 141), sest iga niisugust nurka méddab pool poolringjoonest, -
jarelikult nurk vordub 90°-ga.

126. Ulesanne. Joonestada tiisnurkne kolmnurk, kui o
antud hipotenuus c ja kaatet b (joon. 142). s
Votame mingil sirgel MN 16igu

Cl ‘ AB = ¢ ja joonestame AB-le poolring-
‘\ joone. Punktist A (voi B) kui kesk-

punktist tombame kaare raadiusega b.
A B

\W
Z4

Poolringjoone ja kaare l6ikepunkti C
iihendame diameetri AB otstega. Kolm-
nurk ABC on otsitav, sest nurk C on
tdisnurk, ¢ on hiipotenuusiks ja & kaa-

tetiks.
127. Ulesanne. Joonestada rist-
Joon. 141. joon antud kiirele AB tema otspunktist,

seda kiirt pikendamgta (joon. 143).
Votame viljaspool sirget mingi punkti O nii, et ringjoon kesk-
punktiga O ja raadiusega, mis on vordne 16iguga OA, 1oikaks kiirt
AB mingis punktis C. Labi selle punkti tombame diameetri CD,

4

o
o

M 2 3 N

Joon. 142.




mille otsa D iihendame A-ga. Sirge AD on otsitav ristjoon, sest
nurk A on tdisnurk kui diameetrile toetuv piirdenurk.

128. Ulesanne. Tommata antud punktist antud ringjoonele -
puutuja.

Vaatleme kaht juhtumit.

1)’ Antud punkt (C, joon. 144) on samal ring-
joonel Siis tombame ldbi punkti raadiuse ja raadiusele 1abi
otsgur;kti C tombame ristjoone (nii, nagu nédidatud eelmises iiles-
andes). '

2) Antud ‘pumnkt (4, joon. 145) on valjaspool ring-
joont (keskpunktiga O). Uhendame punktid A ja O, poolitame .
AO punktis O, ja tombame punktist O, kui keskpunktist raadiu-
sega 00, ringjoone. Uhendame punkti A ja molema ringjoone
loikepunktid B ja B, sirgetega. Tommatud sirged ongi puutujad,
sest nurgad OBA ja OBA on tédisnurgad (piirdenurgad, mis toe-
tuvad diameetrile).

A £ 8
D
0 0
A e 8
Joon. 143, Joon. 144.

Jéareldus. Viljaspool ringjoont asetsevast punktist ringjoonele
tommatud puutujad on vordsed ning moodustavad vordsed nurgad
sirgega, mis ithendab antud punkti ringjoone keskpunktiga. See
jdreldub kolmnurkade AOB ja AOB, vordsusest (joon. 145).

129. Ulesanne. Tommata ithine puutuja kahele ringjoonele
O ja O, (joon. 146).

1) Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud. Olgu AB
ithine puutuja ning A ja B puutepunktid. On ilmne, et kui on lei-
tud iiks puutepunktidest, niiteks A, siis on teist kerge leida. Tom-
bame raadiused OA ja O,B. Need raadiused, olles risti sama puu-
tujaga, on paralleelsed; seepdrast, kui punktist O, tommata
O,C || BA, siis kolmnurk OCO; peab olema tdisnurkne tiis-
nurgaga tipu C juures. Seetottu, kui joonestada ringjoon raa-
diusega OC punktist O kui keskpunktist, siis peab see ringjoon
puutuma sirget O,C punktis C. Abiringjoone raadius on teada; ta
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vordub OA — CA = OA — OB, s. t. ta vordub antud ringjoonte
raadiuste vahega.,

Konstrueerimine. Konstrueerimist saab seega teostada
nii: joonestame punktist O kui keskpunktist ringjoone raadiusega,
mis on vordne antud raadiuste vahega; saadud ringjoonele tom-
bame punktist O; puutuja O,C (nagu nédidatud eelmises iilesandes);
labi puutepunkti C témbame raadiuse OC ja pikendame seda 16iku-
miseni antud ringjoonega punktis A. Lopuks tombame punktist A
paralleeli CO,-le. : ‘

Tédpselt samuti saame joonestada ka teise iihise puutuja A,B.
Sirgeid AB ja A,B; nimetame viliseiks iihiseiks puutujaiks kahele
ringjoonele.

Voib veel tommata kaks seesmist puutujat jargmisel viisil
(joon. 147).

2) Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud. Olgu AB
otsitav puutuja. Tombame puutepunktidest A ja B raadiused OA
]ia O,dB. Need raadiused, olles risti ithise puutujaga, on paral-
eelsed.

Joon. 145. - ; Joon. 146.

Seepdrast, kui punktist O, témmata O,C || BA ja pikendada
OA-d kuni I6ikumiseni O,C-ga punktis C, siis OC on risti 0,C-ga;
seetGttu ringjoon, mis on tommatud punktist O raadiusega OC,
puutub sirget O,C punktis C. Abiringjoone raadius on teada: ta
vordub OA + AC = OA + O,B, s. t. ta vordub antud ringjoonte .
raadiuste summaga. ;

Konstrueerimine. Seega saab konstrueerimist teostada
nii: joonestame punktist O kui keskpunktist ringjoone raadiusega,
mis vordub antud raadiuste summaga; punktist O; tombame sellele
ringjoonele puytuja O,C; puutepunkti C iihendame O-ga; 16puks
tombame punktist A, milles OC I6ikub antud ringjoonega,
AB paralleelselt CO;-ga. »

Samal viisil saab joonestada ka teise iihise seesmise puutuja
A[Bl.
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130. Teoreemid. 1) Nurka (ABC, joon. 148), mille tipp
aseiseb ringi sees, moodetakse kahe kaare (AC ja DE)
poolsummaga, milledest
iiks asetseb nurga
haarade vahel, teine —
haarade , pikenduste
vahel.

2) Nurka (ABC, joon.
149), mille tipp aset-
seb viljaspool ringi
ja mille haarad loika-
vad ringjoont, méode-
takse nurga haarade
vahel asetseva Kahe
kaare (AC ja ED) pool- ;
vahega. Joon. 147.

Tommates koolu AD (nii iihel kui - ka teisel joonisel), saame
AABD, mille suhtes vaadeldav nurk ABC on valisnurgaks,
kui ta tipp on ringi sees, ja sisenurgaks, kui tipp on viljas-
pool ringi. Seepirast esimesel juhul: £ ABC = £ ADC + Z DAE,
teisel juhul: £ ABC = £ ADC — £ DAE. Nurki ADC ja DAE kui
piirdenurki moddavad kaarte AC ja DE pooled; seepidrast nurka

Joon. 148. Joon. 149.

ABC moodab esimesel juhul summa %uAC-l- %uDE, mis vor-
dub 3 (UAC + UDE), teisel juhul aga vahe 5 WAC — ;UDE, mis
vordub 3 (WAC — UDE).

131. Teoreem. Nurka (ACD, joon. 150 ja 151), mis on puu-
tuja ja kéolu vahel, méodab pool selle nurga sees aset-
sevast kaarest.
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Oletame algul, et k6ol CD ldbib keskpunkti O, s. t. et kool
on diameeter (joon. 150). Siis nurk ACD on téisnurk ja vordub
jarelikult 90°-ga. Pool kaarest CmD on samuti 90°, sest kaar CmD
on pool ringjoonest, seega 180°. Téhendab, teoreem on kehtiv sel
erijuhtumil. i

Niitid vaatleme iildjuhtumit (joon. 151), kui kool CD ei 1abi
ringi keskpunkti. Tommates niiiid diameetri CE, saame:

£ ACD = £ ACE — £ DCE.

Nurka ACE, mille moodustavad puutuja ja diameeter, moodab
toestatu pohjal pool kaarest CDE; nurka DCE kui piirde-
nurka moodab pool kaarest DE; jérelikult nurka ACD mo6dab

vahe %uCDE ——% wDE, s. 0. pool kaarest CD.

Samal viisil saab toestada, et niirinurka BCD (joon. 151), mis
on moodustatud puutuja ja koolu poolt, moéodab pool kaarest
'CnED:; erinevus toestuses seisab ainult selles, et nurka vaadeldakse
tdisnurga BCE ja teravnurga ECD summana, mitte aga vahena.

D E
0
m o n 0 n
A 7 8 A = 8
Joon. 150. - Joon. 151.

132. Ulesanne. Joonestada loigule AB segnient, mis mahu-
tab endas antud nurga a (joon. 152). :

Amnaliiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud; olgu seg- -
ment AmB niisugune, mis mahutab endas nurga @, s..t. nii-
sugune, et mistahes piirdenurk temas vordub «-ga. Tombame abi-
sirge AE, mis puutub ringjoont punktis A. Siis nurk BAE, mis on
moodustatud puutuja ja koolu poolt, peab vorduma piirdenurgaga
ACB, sest nii iiht kui ka teist mdoodab pool kaarest AnB. Votame
arvesse, et ringjoone keskpunkt O peab olema sirgloigu AB kesk-
ristjoonel DO ja samal ajal ka puutepunktist puutujale AE tomma-
tud ristjoonel AO. Siit tuletame jargmise mooduse joonestamiseks.

Joonestamine. Joonestame 16igu AB otsa juurde nurga
BAE, mis on vordne a-ga; sirgloigule AB ehitame keskristjoone
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DO ja punktist A ristjoone sirgele AE; 4

nende kahe ristjoone 16ikepunkti O votame

raadiusega AO tommatava ringjoone kesk-

punktiks. m

Toestus. Segment AmB on otsitav, 0
sest temasse joonestatud mistahes piirde-
nurka moodab pool kaarest AnB, aga pool
sellest kaarest moodab ka nurka BAE = a.

Miarkus. Joonisel 152 on joonestatud
segment, mis asetseb pealpool sirgloiku
AB. Samasuguse segmendi saab joones-
tada ka teisel pool sirgloiku AB. Seega
voib iitelda, et nende punktide geomeelri-
line koht, millest antud l6ik AB on ndhtav
antud nurgas a, koosneb kahest segmendi- Joon. 152.
kaarest, millest kumbki mahutab endas
nurga a, ja kusjuures ks asetseb iihel
pool, teine teisel pool AB-d.

Konstrueerimisiilesandeid.

133. Geomeetriliste kohtade meetod. .Paljude konstrueerimis-
iilesannete lahendamisel saab edukalt kasutada geomeetrilise koha

. moistet ja sellel pohinevat geomeetriliste kohtade meetodit.

See meetod, mis oli tuntud juba Platoni aegadel (IV sajandil
e. m. a.), seisab jargmises. Oletame, et esitatud iilesande lahendus
nouab mone teatud tingimusi rahuldava punkti leidmist. Kui kor-
valdame {ihe neist tingimustest, muutub i{ilesanne madramatuks,
s..t. teda rahuldab siis 16pmatu palju punkte. Need punktid moo-
dustavad mone geomeetrilise koha. Joonestame selle, kui see osutub
voimalikuks. Niilid votame arvesse enne meie poolt korvaldatud®
eelduse ja korvaldame mone teise; iilesanne muutub jdlle maira-
matuks, s. t. teda rahuldab 16pmatu palju punkte, mis moodustavad
uue geomeetrilise koha. Joonestame selle, kui see on voimalik. Otsi-
tav punkt, mis peab rahuldama koiki tingimusi, peab kuuluma
molemale geomeetrilisele kohale, s. 0. ta peab olema mende l6ike-
punktiks? Clesanne osutub lahendatavaks voi lahendamatuks vasta-
valt sellele, kas leitud geomeetrilised kohad 16ikuvad voi mitte;
{ilesandel on nii palju !ahendeid, kui palju on l6ikepunkte. ;

Toome selle meetodi kohta ithe niite, mis iihtlasi néitab, kuidas
tuleb monikord joonises tarvitusele votta abijooni selleks, et kasu-
tada koiki iilesande andmeid.

- 87



184. Ulesanne. Joonestada kolmnurk, kui on antud alus a,
tipunurk A ja teiste kilgede summa s.

Olgu ABC otsitav kolmnurk (joon. 153). Et arvestada kiilgede
summat, pikendame kiilge BA ja asetame sellele MB = s. Tomma-
tes MC, saame abikolmnurga BMC. Joonestanud selle kolmnurga,
on kerge joonestada ka otsitav kolmnurk ABC.

Kolmnurga BMC joonestamine on rajatud punkti M leidmisele.
Et kolmnurk AMC on vordhaarne , (AM = AC) ja jarelikult

£ M= 32 BAC (sest £ M+ £ MCA = Z BAC), peab punkt M
rahuldama kaht tingimust: 1) ta on B-st kaugusel s, 2) temast on
sirgloik BC néhtav nurgas, mis vordub 5 £ A-ga. Korvale jattes

teise tingimuse, saame lopmatu hulga punkte M, mis asetsevad
ringjoonel, mis on tommatud punktist B raadiusega s. Korvale
jéttes esimese tingimuse, saame jalle 16pmatu hulga punkte M, mis
asetsevad segmendi kaarel, mis on ehitatud 16igule BC ning mis

mahutavad enesesse 5 £ A-ga vorduva nurga. Seega viiakse

punkti M leidmine iile kahe geomeetrilise koha joonestamisele. Neid
geomeetrilisi kohti me oskame joonestada. Ulesanne osutub lahen-
damatuks, kui neil kahel geomeetrilisel kohal pole {ihiseid punkte;
lilesandel on iiks voi kaks lahendit vastavalt sellele, kas geomeet-
rilised kohad puutuvad voi 16ikuvad (meie
joonisel on saadud kaks kolmnurka: ABC
ja A;BC, mis rahuldavad  iilesande tingi-
musi).

Mgénikord ei seisa iilesanne mitte punkti
madramises, vaid mitut tingimust rahul-
dava sirge leidmises. Kui korvaldada iiks
tingimus, saame lopmatu hulga sirgeid; .
seejuures voib- juhtuda, et koik need sir-
ged médravad mone joone (néiteks, koik
nad on puutujad monele ringjoonele). Kor-

‘valdades teise tingimuse ja arvestades esi-
‘mest, mis oli enne korvale jddnud, saame jélle 1opmatu hulga sir-
geid, mis voib-olla mdidravad mone teise joone. Ehitanud, kui
voimalik, need kaks joont, me leiame kergesti ka otsitava sirge.

Joon. 153.

- Toome néite.

135. Ulesanne. Joonestada lGikaja kahele ringjoonele O
ja O, nii, et l6ikaja osad antud ringjoonte sees vorduksid antud
loikudega a ja a,. - :

Kui arvestada ainult {iht tingimust, ndileks, et 16ikaja osa
ringis O vorduks 16iguga a, siis saame lopmatu hulga l16ikajaid,
mis koik peavad asetsema vordsel kaugusel ringi keskpunktist
(sest vordsed koolud asetsevad vordsel kaugusel keskpunktist).
Seepdrast, kui joonestada ringis O kustahes kool, mis vordub
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a-ga, ja tommata raadiusega, mis oleks vordne selle kddlu kau-
gusega ringi keskpunktist, ringiga O kontsentriline ringjoon, siis
koik loikajad, millest on jutt, peavad seda abiringjoont puutuma;
samal wviisil, arvesse vottes ainult teist tingimust, otsustame, et
otsitav loikaja peab puutuma teist abiringjoont, mis on kontsent-
riline ringiga O,. Téhendab, kiisimuse lahendamine seisab iihise
puutuja joonestamises kahele ringjoonele.

Harjutusi.

Leida geomeetrilised kohad:

1. Punktidele, milledest antud ringjoonele tommatud puutujad on vordsed
antud ldiguga.

2. Punktidele, milledést antud ringjoon on néhtav antud nurgas (s.t. antud
punktist antud ringjoonele tommatud kaks puutujat moodustavad antud nurga).

3. Antud raadiusega ja antud sirget puutuvate ringjoonte keskpunktidele.

4. Antud raadiusega ja antud ringjoont puutuvate ringjoonte keskpunkti-
dele (kaks juhtumit: viline ja seesmine puutumine).

5. Antud pikkusega sirgloigu teisele otspunktile, kui see sirgldoik liigub
paralleelselt iseenesega nii, et itks tema ots liugub ringjoont méodda.

Juhis. Votame kaks sirgloiku, mis kujutavad liikuva sirgloigu kaht asendit,
ja tombame nende ringjoonel asetsevaist otstest raadiused, loikude teistest
otstest tombame sirged paralleelselt vastavate raadiustega kuni ldikumiseni
sirgega, mis on tommatud 14bi ringjoone keskpunkti paralleelselt liikuva
loiguga. Votame vaatlusele tekkinud roopkiilikud.

6. Antud pikkusega sirglGigu keskpunktile, kui see sirgloik liigub nii, et
ta otspunktid liuguvad mooda tdisnurga haarasid.

Toestada teoreemid.

7. Koigist ringi sees voetud punkti A ldbivaist kooludest on viikseim see,
mis on risti 14bi punkti A tommatud diameetriga.

8. Koolul AB on voetud -punktid D ja'E vordsel kaugusel kodlu keskpunk-
tist C ja nendest punktidest on koolule AB piistitatud ristjooned DF ja EG kuni
I6ikumiseni ringjoonega. Toestada, et need ristldigud on vordsed.

Juhis. Joonis kokku murda diameetrit mooda.

9. Ringis on tommatud kaks koolu CC’ ja DD’ risti diameetriga AB. Toes-
tada, et sirgloik MM’, mis iihendab koolude CD ja C’D’ keskpunkte, on risti
diameetriga AB.

10. Ringis, keskpunktiga O, on tommatud kool AB ja pikendatud BC
vorra, mis vordub raadiusega. Libi punkti C ja keskpunkti O on tommatud
16ikaja CD (D on teine loikepunkt ringjoonega). Toestada, et nurk AOD
vordub nurga ACD kolmekordsega. '

11. Kui 14bi ringjoone " keskpunkti ja wiljaspool ringjoont asetseva punkti
tommata l6ikaja, siis l6ikaja see osa, mis asetseb antud punkti ja 1dhima Ioike-
punkti vahel, on vidikseim kaugus, aga 16ikaja osa, mis asetseb antud punkti ja
teise loikepunkti vahel, on suurim kaugus punktist ringjooneni.

12. Viikseim kaugus kahe teineteisest viéljaspool asetseva ringjoone vahel
on see keskjoone osa, mis asetseb ringjoonte vahel.
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13. Kui Iabl kahe ringjoone I16ikepunkti tommata 16ikajaid, plkendamata
neid viljaspoole ringjooni, siis koige pikemaks lGikajaks on see, mis on paral-
leelne keskjoonega. 3

14.” Kui kahele ringjoonele, mis puutuvad teineteist valiselt, tommata kolm
fihist puutujat, siis neist seesmine poolitab iga vilise puutuja puutepunktide
vahelise osa.

15. Lé&bi ringjoone punkti A on tommatud kool AB ja 14dbi punkti B puu-
tuja ringjoonele; risti OA-ga tommatud diameeter 16ikab puutujat ja kodlu (voi
selle pikendust) vastavalt punktides C ja D. Toestada, et BC = CD.

16. Kahele ringjoonele, keskpunktidega O ja O,, mis puutuvad viliselt
punktis A, on tdommatud iihine véaline puutuja BC (B ja C on puutepunktld)
toestada, et nurk BAC on tiisnurk. %

Juhis. Tommata punktist A iihine puutuja ja vaadelda vordhaarseld
kolmnurki ABD ja ADC.

17. Kaks sirget ldhtuvad punktist M ja puutuvad ringjoont punktides A °
ja B. Tommanud raadiuse OB, p‘kendatakse seda viljapoole: punkti B pikkuse
BC =O0OB vorra. Toestada, et £ AMC =3 £ BMC.

18. Kaks 51rget lihtavad punktist M ja puutuvad ringjoont punktides A
ja B. Punktide A ja B vahel asetseval viiksemal kaarel on voetud mingi
punkt C ja ldbi selle on tommatud kolmas puutuja kuni 16ikumiseni MA ja
MB-ga punktides D ja E. Toestada, et: 1) A MDE iimbermoot ja 2) nurk DOE
ei olene punkti C asendist.

Juhis. Kolmnurga DME iimbermdot = MA + MB.

1
£DOE=35Z AOB.

19. On tommatud I6ikaja paralleelselt kahe vordse ringjoone keskjoonega
00’; see lmka}a 16ikub ringjoonega O punktides A ja B ning ringjoonega O’
punktides A’ ja B’. Toestada, et AA’ = BB’ = 00'.

Konstrueerimisiilesandeid.

20. Jaotada kaar 4-ks, 8-ks, 16-ks... vordseks osaks.
Uhe ja sama raadiusega kaarte summa ja vahe pohjal leida need

kaared

22. Joonestada antud keskpunktist niisugune ringjoon, mis poolitaks antud
ringjoone.

23. Leida antud sirgel punkt, mis oleks koige ldahemal antud ringjoonele.

24. Ringis on antud k60l. Tommata teine kool, mida poolitaks esimene ja
mis moodustaks sellega antud nurga. (Kas iga antud nurga puhul on iilesanne
lahendatav?)

25. Libi antud punkti ringis tommata kool, mis poolituks antud punktis. .

26. Joonestada ringjoon antud nurga haaral voetud punktist nii, et ta eral-
daks teisest haarast antud pikkusega koolu.

27. Joonestada antud raadiusega ringjoon nii, et ta keskpunkt asetseks
antud nurga haaral ja eraldaks teisest haarast antud pikkusega koolu.

28. Joonestada antud rdaadiusega ringjoon, mis puutuks antud sirget antud
punktis.

29. Tommata puutuja antud ringjoonele paralleelselt antud sirgega..

30. Joonestada ringjoon, mis ldbiks antud punkti A ja puutuks antud sirget
antud punktis B.

31. Joonestada ringjoon, mis puutuks antud nurga haaru, seejuures iiht
neist antud punktis.

32. Kahe paralleeli vahel on antud punkt; joonestada ringjoon, mis labiks
antud punkti ja puutuks antud sirgeid.
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33. Tommata antud ringjoonele puutuja nii, et see moodustaks antud sir-
gega antud nurga. (Mitu lahendust?)

34. Tommata punktist véljaspool ringi sellele ringile 16ikaja nii, ei. ringi
sees olev loikaja osa vorduks antud 16iguga (uurida iilesannet).

35. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis ldbiks antud punkti ja puu-
tuks antud sirget.

36. Leida antud sirgel niisugline punkt, et sellest punktist antud ring-
joonele tommatud puutujad vorduksid antud lGiguga.

37. Joonestada kolmnurk, kui on antud iiks nurk ja kaks korgust, milledest
itks on tommatud antud nurga -tipust. 2

38. On antud kaks punkti. Tommata sirge nii, et antud punktidest sellele
tommatud ristligud vorduksid antud 16ikudega.

39. Joonestada ringjoon, mis labiks antud punkti ja puutuks antud ring-
joont antud punktis.

40. Joonestada ringjoon, mis puutuks antud kaht paralleeli ja ringjoont
nende vahel. .

41. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis puutuks antud ringjoont ja
labiks -antud punkti (l1dbi arutada kolm juhtumit: antud punkt asetseb:
1) véljasnool ringi, 2) ringioonel ja 3) ringi sees).

42. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis puutuks antud sirget ja
antud ringjoont. :

43. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis eraldaks antud nurga haa-
radest antud pikkusega koolud.

44. Joonestada ringjoon, mis ‘puutub aniud ringjoont antud punktis ja
antud sirget (kaks lahendust).

45. Joonestada ringjoon, mis puutub antud sirget antud punktis ja antud
ringjoont (kaks lahendust). ;

46. Joonestada ringjoon, mis puutub kaht antud ringjoont, seejuures iiht
neist antud punktis [14bi arutada kolm juhtumit: 1) otsitav ringjoon on viljas-
pool antud ringjooni; 2) iiks antud ringjoontest on otsitava ringi sees, teine
viljaspool; 3) molemad antud ringid on otsitava ringi sees].

47. Joonestada ringjoon, mis puutuks kolme antud vordset ringjoont sees-
miselt voi valiselt. 2

48. Joonestada antud sektorisse ringjoon, mis puutuks sektorit piiravaid
raadiusi ja sektori kaart.

49. Joonestada antud ringisse kolm vordset ringjoont, mis puutuksid {iks-
teist paarikaupa ja antud ringjoont.

50. Tommata 14bi ringi sees antud punkti kool nii, et selle 16ikude vahe
vorduks antud 16iguga.

Juhis. Joonestada l4bi antud punkti éntud ringiga kontsentriline ring.
Selles ringis joonestada, alates antud punktist, antud pikkusega kool.

51. Tommata loikaja 1ibi kahe ringjoone 16ikepunkti nii, et selle osa
ringide sees vorduks antud pikkusega.

Juhis. Joonestada tdisnurkne kolmnurk, mille hiipotenuusiks on sirglaik,
mis ithendab antud ringjoonte keskpunkte, ja kaatetiks 16ik, mis vordub antud
16igu poolega jne.

52. Tommata l6ikaja valjaspool ringi asetsevast punktist nii, et ldikaja
seesmine osa vorduks vilise osaga.

Juhis. Olgu O ringjoone keskpunkt, R — selle raadius, A — antud punkt.
Joonestame A AOB, milles AB =R, OB = 2R. Kui C on 1oigu OB keskpunkt,
siis sirge AC on otsitav.

53. Joonestada‘kaar, mis oleks liidetud sujuvalt (§ 116) antud sirgega
antud punktis ning libiks antud punkti. {

b4. Liita sujuvalt kaks mitteparalleelset sirget kaarega (§ 116). Votame
kolm juhtumit:
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1) kui pole antud liitumispunkte ja kaare raadiust;

2) kui on antud ainult kaare raadius; ¢

3) kui on antud iiks liitumispunkt, kaare raadiust pole aga antud (nii-
sugusteks sirgete kaarega liitumise néideteks voivad olla raudteede. kdinakud).

55. Joont, mida arhitektuuris nimeta-
takse «kolme keskpunktiga koveraks» (ehk
«pool-ovaaliks»), joonestatakse jargmiselt
(joon. 154): sirgloik AB jaotatakse punkti-
des C ja D kolmeks vordseks osaks; nendest
punktidest ‘joonestatakse raadiusega CD
kaared, mis 16ikuvad punktis /; tommatakse
sirged IC ja ID ning pikendatakse * neid;
joonestatakse punktidest C ja D kaared AE
ja BF ning kaar EF punktist I. Selgi-

¥ tada, mispdrast kaared AE, EF ja FB on
1 5 liidetud sujuvalt. Kas need kaared on ka
oon. 154. siis sujuvalt liidetud, kui AC = DB, aga AC

ei vordu CD-ga?

VI. Ko6lhulknurgad ja puutujahulknurgad.

136. Definitsioonid. Kui hulknurga (ABCDE) koik
tipud (joon. 155) on ringjoonel, siis oeldakse, et see hulknurk on
koolhulknurk (ehk sissejoonestatud hulknurk), voi oOel-
dakse, et ringjoon on hulknurgale iimber joonestatud.

Kui aga mingi hulknurga (MNPQ, joon. 155) kdoik kiljed on
puutujad ringjoonele, siis oeldakse, et see hulknurk on puutuja-
hulknurk (ehk iimberjoonestatud hulknurk), voi oeldakse,
et ringjoon on hulknurgale sisse joonestatud.

137. Teoreemid. 1) Iga kolmnurga iimber saab joones-
tada ainult iihe ringjoone.

2) Igasse kolmnurka saab joonestada ainult iihe
ringjoone.

1. Iga kelmnurga tipud A, B ja C on kolm punkti, mis ei
asetse iihel sirgel. Libi nende punktide on aga alati voimalik
joonestada ringjoon ja seejuures ainult iiks (§ 104).

N P

Joon. 155. Joon. 156.

2. Kui on voimalik niisugune ringjoon, mis puutub kolmnurga
ABC iga kiilge (joon. 156), siis peab selle ringjoone keskpunkt
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asetsema vordsel kaugusel kolmnurga kiilgedest. Toestame, et nii-
sugune punkt on olemas. Kiilgedest AB ja AC vordsel kaugusel
asetsevate punktide geomeetriliseks kohaks on nurga A poolitaja
AM (§ 60); kiilgedest BA ja BC vordsel kaugusel asetsevate punk-
tide geomeetriliseks kohaks on nurga B poolitaja. Need kaks
poolitajat peavad ilmselt l6ikuma mingis punktis O kolmnurga
sees. See punkt ongi vordsel kaugusel kolmnurga kiilgedest, sest
ta asetseb molemal geomeetrilisel kohal. Niisiis, et joonestada
kolmnurka ringjoon, tuleb kaks kolmnurga mingit nurka pooli-
tada ja poolitajate 16ikepunkt votta keskpunktiks. Raadiuseks on
- ks ristloikudest OP, OQ voi OR, mis on joonestatud keskpunktist
kolmnurga kiilgedele. Ringjoon puutub kiilgi punktides P, Q ja R,
sest nendes punktides on kiiljed risti raadiustega nende otspunk-
tides ringjoonel (§ 113). Teist ringjoont ei saa olla, sest kaks
nurgapoolitajat 16ikuvad iihes punktis ja tihest punktist saab tom-
mata sirgele ainult iihe ristjoone.

Mirkuas. Opilased veendugu-ise selles, et kolmnurga {imber
joonestatud ringjoone keskpunkt on kolmnurga sees ainult siis,
kui see on teravnurkne; niirinurkses kolmpurgas on see keskpunkt
vadljaspool kolmnurka ja tdisnurkses kolmnurgas on ta hiipotenuusi
keskpunktis. Sissejoonestatud ringjoone keskpunkt on alati kolm-
nurga sees. ;

Joon. 157.

Jareldus. Punkt O (joon. 156), olles vordsel kaugusel kiil-
gedest CA ja CB, peab asetsema nurga C poolitajal; jirelikult
kolmnurga kolme sisenurga poolitajad loikuvad iihes punktis.

138. Kiilgejoonestatud ringjooned. Kiilgejoonestatud ringjoon-
teks mimetatakse ringjooni (joon. 157), mis puutuvad kolmnurga
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itht kiilge ja kahe teise kiilje pikendusi (nad on viljaspool
- kolmnurka). Niisuguseid ringjooni on kolmnurgal kolm. Selleks
et neid joonestada, tommatakse 'kolmnurga ABC vilisnurkade
poolitajad ja nende 16ikepunktid voetakse ringjoonte keskpunkti-
deks. Nii on nurga A sissejoonestatud ringjoone keskpunktiks
punkt O, s. o. nurgaga A mittekorvuolevate vélisnurkade -poolita-
jate BO ja CO loikepunkt; selle ringjoone raadiuseks on punktist
O kolmnurga mingile kiiljele tommatud ristloik.

139. Kumera koolnelinurga omadus. ’

1) Kumeras kéolnelinurgas on vastasnurkade summa vordne
sirgnurgaga.

2) Umberpoordult: kui kumeras nelinurgas vastasnurkode
summa vordub sirgnurgaga, siis selle nelinurga iimber saab joo-
nestada ringjoone.

1. Olgu ABCD (joon. 158) sissejoonestatud kumer nelinurk;
tuleb toestada, et ;

LB+ ZLD=2dja LA+ £C=2d.

Et iga kumera nelirﬁlrga nelja nurga summa vordub 4d-ga
(§ 82), siis piisab toestusest, et iiks vordustest on odige.

Toestame néiteks, et £ B + £ D = 2d. ,

Nurki B ja D kui piirdenurki moodavad: esimest — pool kaa-
rest ADC; teist — pool kaarest ABC; jarelikult summat £ B + £ D

moodab summa %uADC + % wABC; see summa vordub aga suu-

rusega 1(uADC + wABC), s. o. lri«ngjoonega; tahendab
ga 3 2
LB+ £ D=180°" =2d.

1]
1Y Joon. 158. ‘ ‘ Joon. 159.

2. Olgu ABCD (joon. 158) selline kumer nelinurk, milles
£ B+ £D =72d ja jarelikult £ A+ £ C = 2d. Tuleb toestada,
et selle nelinurga timber saab joonestada ringjoone.

Joonestame nelinurgas libi mingi kolme tipu, nditeks A, B ja
C, ringjoone. (mis on alati teostatav). Neljas tipp D peab asetsema
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sellel ringjoonel, sest vastasel korral nurga D tipp on kas ringi
sees voi viljaspool seda ja siis seda nurka ei mdoda pool kaarest
ABC; seepdrast summat £ B + Z D ei moodaks kaarte ADC ja
ABC poolsumma ja, tédhendab, summa £ B+ Z D ei vorduks
2d-ga, mis radgib vastu eeldusele.

Jareldused: 1) Koigist roopkilikuist saab ainult ristkiiliku
imber joonestada ringjoone.

2) Trapetsi iimber saab joonestada ringjoone ainult siis, kui
trapets on vordhaarne.

140. Puutujanelinurga omadus. - Puutujanelinurgas on vastas-
kilgede summad vordsed.

Olgu nelinurk ABCD (joon. 159) puutujanelinurk, s. o. ta kiil-
jed puutuvad ringjoont; tuleb tdestada, et AB + CD = BC + AD.

Tahistame puutepunktid tdhtedega M N, P ja Q. Et kaks iihest
punktist ringjoonele tommatud puutujat on v6rdsed, siis AM = AQ,
BM .= BN, CN = CP ja DP = DQ.

Jarelikult:

AM + MB + CP + PD = AQ 4+ QD + BN + NC,
S. O
AB + CD = AD + BC. :

VII. Neli tdhtsat punkti kolmnurgas.

141. Me négime, et:

1) kolmnurga kiilgede keskristjooned ldikuvad koik dhes punk-
tis (mis on iimberjoonestatud ringi keskpunktiks);

2) kolmnurga sisenurkade poolitajad loikuvad koik iihes punk-
tis (mis on siseringjoone keskpunktiks).

Jargmised kaks teoreemi annavad veel kaks tdhtsat punkti
kolmnurgas: 3) kolme korguse 1oikepunkti ja 4) kolme mediaani
16ikepunkti.

142. Teoreem. Kolmnurga korgused Ioikuvad koik iihes
punktis.

Tombame kolmnurgas B
ABC (joon. 160) libi iga G 7 2
tipu sirge, paralleelselt D

vastaskiiljega. Saame abi-
kolmnurga A;B:C,, mille
kiilgedega on antud kolm-
nurga korgused risti. Et
Ci,B=AC=BA, (kui réop-
kiiliku vastaskiiljed), siis
punkt B on kilje A,C,
keskpunkt. ; ‘ Joon. 160.
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Samal viisil veendume, et C on A;B;.keskpunkt ja et A
on B,C, keskpunkt. Niisiis, antud kolmnurga korgused on abi-
kolmnurga kiilgede keskristjooned; need aga, nagu meie  teame
(§ 104), 1oikuvad {ihes punktis.

M iarkus. Punkti, milles 16ikuvad kolmnurga korgused, nime-
tatakse ortotsentriks.

143. Teoreem. Kolmnurga mediaanid Ioikuvad koik
ithes punktis; see punkt eraldab iga mediaani kiiljest
ithe kolmandiku, vastavast kiiljest arvates.

Vétame kolmnurgas ABC (joonis 161) kaks med1aam naiteks
AE ja BD, mis 101kuvad punktis O, ja toestame et

0D=7' BD ja OE=—AE

Toestuseks poolitame OA ja OB punktldes Fia G ning ehitame
nelinurga DEGF.' Et 16ik FG iihen-
dab kolmnurga ABO kahe kiilje kesk-

punkte, siis FG | AB ja FG = 5 AB.
Loik DE iihendab samuti kolmnurga
ABC kahe kiilje keskpunkte; seepérast
DE || AB ja DE =} AB. Siit jirel-
dame, et DE || FG ja DE = FG; jare-
likult on nelinurk DEGF roo6pkiilik
(§ 89) ja seepirast OF = OFE ja
OG = OD. Siit jéreldub, et

1 a 1
OE =3 AE ja OD = 3 BD,

Joon. 161.

Kui niiiid votame kolmanda mediaani koos kas mediaaniga AE
voi mediaaniga BD, siis veendume samuti, et nende loikepunkt

eraldab kummastki neist % osa, vastavast kiiljest arvates; tdhendab,

kolmas mediaan peab l6ikuma mediaanidega AE ja BD samas
punktis O. i

Fiiiisikast on teada, et kolmnurga mediaanide loikepunkt on
kolmnurga raskuskese; ta asetseb alati kolmnurga sees.

Harjutusi.
Leida geomeetrilised koha d:

1. Ristjoonte alustele, kusjuures ristjooned on tommatud punktist A labi
punkti B minevatele sirgetele.
2. Ringi sees voetud punkti ldbivate koolude keskpunktidele.
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Toestada teoreemid.

3. Kui kaks ringjoont puutuvad, siis puutepunkti libiv mistahes loikaja
eraldab ringjoontest kaks vastasasetsevat kaart, mis sisaldavad ithepalju kraade.

4. Kui kaks vordset koolu loikuvad iihes ringis, siis nende vastavad 16igud
on vordsed.

5. Kaks ringjoont Idikuvad punktides A ja B; 1dbi A on témmatud IGikaja,
millel on ringjoontega ldikepunktid C ja D; tGestada, et nurk CBD on jdiv
suurus iga loikaja puhul, mis ldbib punkti A.

Juhis. Nurgad ACB ja ADB on jdivad suurused.

6. Kui 1dbi kahe ringjoone puutepunkti tommata kaks lgikajat ja nende
otspunktid {ihendada kooludega, siis need kdolud on paralleelsed.

7. Kui lébi kahe ringjoone puutepunkti nende ringide sees tommata Iikaja,
siis puutujad, mis on tommatud 14bi 16ikaja otspunktide, on paralleelsed.

8. Kui kolmnurga korguste alused ithendada sirgetega paarikaupa, siis
tsa_zuj;;kse uus kolmnurk, milles esimese kolmnurga kérgused on nurkade pooli-
ajaiks.

9. Vordkiilgse kolmnurga ABC iimber joonestatud ringjoonel on voetud
mingi punkt M; toestada, et_suurim loikudest MA, MB, MC vordub kahe iile-
jddnud 10igu summaga.

10. Punktist P on tommatud ringjoonele kaks puutujat PA ja PB ja lébi
punkti B diameeter BC. Toestada, et sirged CA ja OP on paralleelsed (O on
ringjoone keskpunkt).

11. Lé&bi ithe kahe ringjoone l6ikepunktidest on tommatud moélemas’ ringis
diameetrid. Toestada, et sirge, mis ithendab nende diameetrite otspunkte, 14bib
ringjoonte teise l6ikepunkti.

12. Diameeter AB ja kddol AC moodustavad 30°-se nurga. Libi C on tom-
matud puutuja, mis 16ikab AB pikendust punktis D. Toestada, et A ACD on
vordhaarne.

12. Kui kolmnurga iimber joonestada ringjoon ja selle mistahes punktist
joonestada ristloigud kolmnurga kiilgedele, siis nende ristloikude alused aset-
sevad iihel sirgel (Simpsoni sirge). 5

Juhis. Toestus pohineb piirdenurkade (§ 124) ja sissejoonestatud neli-
nurga nurkade (§ 139) omadusil.

Konstrueerimisiilesandeid.

14. Leida antud sirgel punkt, millest antud sirgloik on néhtav antud
nurgas.

gIS. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle alus, tipunurk ja korgus.

16. Tommata antud sektori kaarele niisugune puutuja, et selle osa, mis
asetseb raadiuste ‘pikenduste vahel, vorduks antud 16iguga. (See iilesanne taan-
dada eelmisele.)

17. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle alus, tipunurk ja aluse
mediaan.

18. On antud suuruse ja asendi poolest kaks 16iku a ja b. Leida niisugune
punkt, millest 16ik a oleks nihtav antud nurgas o ja 16ik b antud nurgas f.
2 19. Leida kolmnurgas punkt, millest kolmnurga kiiljed oleksid nihtavad
vordsetes nurkades.

Juhis. Arvestada seda, et igaiiks mainitud nurkadest peab vorduma
4
3 d-ga.

20. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle tipunurk, korgus ja aluse
mediaan.
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_ Juhis. Pikendada mediaani oma pikkuse vorra ja selle 16igu otspunkt
ihendada aluse otspunktidega. Vaadelda tekkinud roopkiilikut.

« 21. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle alus, aluse lahisnurk ja nurk,
mis on antud nurga tipust tommatud mediaani ja selle kiilje vahel, millele
mediaan on tommatud. ;

22. Joonestada roopkiilik, kui on antud selle kaks diagonaali ja iiks nurk.

23. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle alus, tipunurk ja teiste kiil-
gede summa voi vahe.

24, Joonestada nelinurk, kui on antud selle kaks diagonaali, kaks korvuti
asetsevat kiilge ja nurk kahe iilejddnud kiilje vahel.

25. On antud kolm punkti A, B ja C. Tommata l4bi A niisugune sirge, et
punktidest B.ja C sellele sirgele joonestatud ristjoonte vaheline kaugus vérduks
antud loiguga. ;

26. Joonestada antud ringisse kolmnurk, millel on antud kaks nurka.

27. Joonestada antud ringi tiimber kolmnurk, millel on antud kaks nurka.

28. Joonestada kolmnurk, kui on antud tipunurk, korgus ja {imberjoonesta-
tud ringjoone raadius.

29. Joonestada antud ringisse kelmnurk, kui on antud kahe kiilje summa
ja nurk, mis asub neist iihe kiilje vastas.

30. Joonestada antud ringisse nelinurk, millel on antud iiks kiilg ja kaks
nurka, mis pole antud kiilje 1dhisnurkadeks.

31. Joonestada antud rombisse ring.

32. Joonestada vordkiilgse kolmnurga sisse kolm ringi, mis puutuksid
paarikaupa iiksteist ja kolmnurga kaht kiilge.

33l. Joonestada koolnelinurk, kui on antud selle kolm kiilge ja iiks dia-
gonaal. ,

34. Joonestada romb, kui on antud selle kiilg ja siseringi raadius.

35. Joonestada antud ringi imber tdisnurkne vordhaarne kolmnurk.

d36. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on teada selle alus ja siseringi
raadius.

37. Joonestada kolmnurk, kui on teada selle alus ja kaks mediaani, mis on
tommatud aluse otspunktidest.

Juhis. Vt. § 143.
38. Joonestada kolmnurk, kui on teada selle kolm 'mediaani.

Juhis. Vt. § 143.

39. On antud ringjoon ja sellel punktid A, B ja C. Joonestada selle ring-
joone sisse niisugune kolmnurk, et selle nurkade poolitajad pikendamisel labiksid
need kolm punkti. .

40. Samasugune iilesanne nagu eelminegi, ainult nurgapoolitajate asemele
votta korgused.

41. On antud ringjoon ja sellel kolm punkti M, N ja P, milles Ioikuvad
(pikendamisel) sissejoonestatud kolmnurga iihest tipust tommatud korgus,
nurgapoolitaja ja mediaan. Joonestada see kolmnurk.

42. On antud ringjoonel kaks punkti A ja B. Tommata neist punktidest -
kaks paralleelset koolu, mille summa on antud.

Arvutusiilesandeid.

1
43. Arvutada piirdenurk, mis toetub kaarele, mille pikkus on {5 ringjoonest.

44. Ring on jaotatud kaheks segmendiks kooluga, mis jaotab ringjoone
suhtes 5:7. Arvutada nurgad, mille mahutavad enesesse need segmendid.

45. Kaks koolu moodustavad 16ikumisel nurga 36°15°32”. Arvutada kraa-
dides, minutites ja sekundites kaks kaart selle nurga haarade ja haarade piken-
duste vahel, kui kaarte suhe on 3:2.
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46. Nurk iithest punktist ringjoonele tommatud puutujate vahel on 20°15".
Arvutada kaared, mis asetsevad puutepunktide vahel.

47. Arvutada nurk puutuja ja koolu vahel, kui kool jaotab ringjoone
kaheks osaks suhtes 3:7.

2
48. Kaks vordset ringjoont moodustavad loikumisel nurga 3 d, madrata
kraadides viiksem 1oikepunktide vahel asetsev kaar.

Mirkus. Kahe l6ikuva kaare nurgaks nimetatakse seda nurka, mille
moodustavad puutujad kaartele kaarte l6ikepunktis. ;

49. Liabi diameetri iihe otspunkti on tommatud puutuja ja 1dbi teise ots-
punkti Idikaja, mis puutujaga moodustab nurga 20°30’. Leida puutuja ja loikaja
vahel asetseva vidiksema kaare suurus.




KOLMAS PEATUKK.

SARNASED KUJUNDID.

I. Suuruste mootmise maoiste.

144. Ulesanne 10igu mootmisest. Kaht [6iku vorreldes -saime
seni médrata, kas nad on vordsed, ja kui mitte, siis milline: neist
on suurem (§6). Meil tuli seda teha kolmnurga kiilgede ja nur-
kade vahel olevate seoste uurimisel (§ 46, 47), sirge ja murdjoone
vordlemisel (§50,51) ja monedel teistel juhtumitel (§53, 54, 55).
Séddrane loikude vordlemine ei anna aga tédpset kujutlust iga 16igu
suurusest.

Niitid esitame {ilesande: médérata 10igu pikkuse tdpne maiste ja
leida viisid selle pikkuse viljendamiseks arvuga.

145. Uhismoot. Kahe sirgloigu ithismooduks nimetatakse
niisugust kolmandat 'loiku, mida sisaldavad antud loigud idisarv
korda. Nii naiteks, kui 16ik AM (joon. 162) mahub 5 korda AB-sse
ja 3 korda CD-sse, siis AM on AB ja CD iihismoot. Samuti saab.
rddkida kahe tihesuguse raadiusega kaare, kahe nurga ja {ildse
kahe samaliiki suuruse ithismoodust.

3 e

Fi 8 : ol
b

C ——————— i D E.J

Joon. 162. . Joon. 163.

Miarkus. On ilmne, et kui AM on loikude AB ja CD iihis-
moot, siis, olles jaotanud AM kaheks, kolmeks, neljaks jne. osaks,
me saame loikudele AB ja CD viiksemad iihismoodud. Niisiis, kui
kahel 16igul on mingi ithismoot, siis voib {itelda, et neil on I6pmatu
palju {ihismoote. Uks neist on suurim {ihismoat.

100




146. Teoreemid, millel pohineb suurima iihismoodu leidmine.
Selleks et leida kahe 16igu suurim {ihismoot, kasutatakse jarjes-
tikuse paigutamise viisi, sarnaselt selle jarjestikuse jagamisega,
millega leitakse aritmeetikas kahe tdisarvu suurim iihisjagaja. Sec
viis pohineb jargmiste] teoreemidel.

1) Kui kahest 16igust (a ja b, joon. 163) viiksem 10ik
mahub tdisarv korda ilma jddigita suuremasse loiku,
siis on see viiksem 10ik antud loikude suurim iihismo06t.

Mahtugu niiteks 16ik b tédpselt 3 korda I6iku a; kuna siinjuures
16ik & mahub iseenesesse muidugi 1 kord, siis on b loikude a ja b
tihismoot; teiselt poolt on see moot aga ka suurim, sest mitte {ikski
b-st suurem 16ik ei mahu b-sse tédisarv korda. g

2) Kui kahest loigust vidiksem l16ik (b, joon. 164)
mahub suuremasse (a) tidisarv korda mingi jddgiga (r),
siis antud Iloikude suurim iihism66t (kui see on olemas)
peab olema ka viiksema loigu (b) ja jédigi (r) suurimaks
iihismooduks.

-

a=b+b+b+r.

Olgu néiteks

Sellest vordusest saame tuletada kaks jargmist jareldust.

1) Kui on olemas l6ik, mis mahub jdédgila b-sse ja r-isse, siis ta
mahub ka jdédgita a-sse; kui nditeks mingi 16ik mahub b-sse tép-
selt 5 korda ja r-isse tdpselt 2 korda, siis mahub .
ta a-sse jddgita 5+5+5+2, s. 0. 17 korda. a

2) Umberpéordult: kui on olemas 16ik, mis [, PPN
mahub jdédgita a-sse ja b-sse, siis ta mahub ka g i
jaagita r-isse; kui nditeks mingi 16ik mahub b
a-sse tapselt 17 korda ja b-sse tdpselt 5 korda, [:,_.]
siis sellesse a osasse, mis vordub 3b-ga, mahub
ta 15 korda; jarelikult a {ilejddnud osasse, s. o. Joon. 164.
r-isse, mahub ta 17—15, s. 0. 2 korda.

Niisiis, kahel 16ikude paaril a ja b ning b ja r peavad olema
samad iihismoodud (kui nad on olemas); sellepdrast peab neil
olema ka sama suurim tihismoot.

Neile kahele teoreemile tuleb veel lisada jdrgmine mootmise
aksioom (Archimedese aksioom):

Rui suur ka suurem [6ik (a) ja kui viike ka vdiksem loik (b)
oleksid, me saame, paigutades viiksema l6igu suuremale 1, 2, 3
jne. korda, et pdrast mingit m-kordset paigutamist jddki pole voi
on jddk, mis on vdiksem vdiksemast 16igust (b); teiste sonadega:
alati on voimalik leida niisugune kiillalt suur positiivne taisarv m,
et b-m<a, aga b-(m+ 1) >a.
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147. Kahe 10igu suurima iithism6odu leidmine. Oletame, et
tuleb leida kahe antud 16igu AB ja CD (joon. 165) suurim iihis-
moot.

Selleks paigutame sirkli abil vdiksema 16igu suuremale ldigule
nii palju kordi, kui palju on voimalik. Seejuures voib vastavalt
Archimedese aksioomile esineda iiks kahest juhtumist: kas 1) CD
mahub 16iku AB jiagita, siis vastavalt teoreemile 1 on CD otsitav
moot, voi 2) saadakse mingi jadk EB, mis on viiksem 16igust CD

(nagu meil joonisel); siis

: E tuleb vastavalt teoreemile 2

At * 8 leida kahe vidiksema loigu,
£ nimelt CD ja jdédgi EB suurim

0 recsiaiet D ithismoot. Et see leida, toi-

mime nagu ennegi, s. 0. pai-
gutame loigu EB loigule CD
nii mitu korda, kui palju on
voimalik. Ja jéllegi voib esineda iiks kahest juhtumist: kas 1) EB
mahub 16iku CD jédigita, siis otsitav moot on EB, voi 2) saadakse
jadk FD, mis on viiksem 16igust EB (nagu meie joonisel); siis
kiisimus seisneb kahe viiksema 101gu nimelt EB ja teise ]aagl FD
suurima tihismoodu leidmises. : :

Joon. 165.

Jétkates seda votet, voib meil esineda kaks juhtumit:

1) pérast monekordset paigutamist me ei saa mingit jaaki voi
2) jéarjestikuse paigutamise vottel pole 16ppu - (eeldusel, et oleme
suutelised paigutama kuitahes véikesi 16ike, mis muidugi on voi-
malik ainult teoreetiliselt).

Esimesel juhtumil on viimane jddk antud I6ikude suurim
tihismoot. Selleks et holpsam oleks arvutada, mitu korda mahub
saadud suurim iihism6ot antud l6ikudesse, kirjutame rea vordusi, -
mis saadakse iga palgutamlse tulemusena. Vastavalt joonisele
saame:

parast esimest paigutamist . . . AB=3CD+EB;
o teist i il o B0 EBSs Bl
", kolmandat > A R B EE D

Minnes iile alumisest vordusest {ilemisele, leiame jarjest:

EB=4FD; CD= (4FD) - 2+FD=9FD.
AB= (9FD) - 3+4FD=31FD.

Samal viisil leiame kahe sama raadiusega kaare kahe nurga
jne. suurima iihismoodu.

Teisel juhtumil ei ole antud I6ikudel iihism()c")tu. Et see kind-
laks teha, oletame, et antud 16ikudel AB ja CD on mingi {ihismaat.
See moot peab, nagu nédgime, mahtuma tdisarv korda mitte ainult
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l16ikudesse AB ja CD, vaid ka jaagisse EB, jarelikult ka teisesse
jadki FD, kolmandasse, neljandasse jddki jne. Et jdagid jarjest
vahenevad, siis igasse jargnevasse jadki peab {ihismoot mahtuma
viahem arv korda kui eelmisse. Kui néiteks 16iku EB mahub {ihis-
moot 100 korda (iildiselt m korda), siis 16iku FD mahub ta vihem
kui 100 korda (tdhendab, mitte rohkem kui 99 korda); jargmisse
jadaki mahub ta vdhem kui 99 korda (tdhendab, mitte rohkem kui
98 korda) jne. Et aga positiivsete vdhenevate tdisarvude 100, 99,
98 ... (iildiselt m, m—1, m—2,...) real on 16pp (kui suur arv m
ka oleks), siis peaks ka jarjestikuse paigutamise votte kiillaldasel
jatkamisel olema I6pp (s.o. meie jouame nii kaugele, et jadki enam
pole). Tdhendab, kui jérjestikusel paigutamise| loppu ei ole, siis
ka antud loikudel ei ole {ihismootu.

148. Uhismooduga ja iihismooduta 16igud. Kaht sirgloiku nime-
tame iihismoéoduga loikudeks, kui neil iihismoot on olemas, ja
ithismooduta loikudeks, kui neil ithismodt puudub.

Tegelikus elus puudub voimalus 4
veenduda {ihismooduta [6ikude ole-
masolus, sest jatkates jarjestikku E
paigutamist, me ikkagi saame I6puks

niisuguse vdiikese jdagi, mis nédib

mahtuvat tdisarv korda eelmi- 4, A [Ne
sesse jaaki. Voib-olla, et ka siin , D

peaks tekkima moni jaik, aga riis- ;

tade (sirkli) ebatdpsuse ja meie

meeleorganite (silma) ebatiiuslikku-

se tottu pole meil voimalik seda

kindlaks teha. Et siiski iithismooduta

Ioike on olemas, mideme jargmisest Joon. 166.
ioestusest. :

149. Teoreem. Ruudu diagonaal ja kiilg on iihis-
mooduta.

Et diagonaal jagab ruudu kaheks vordhaarseks kolmnurgaks,
siis voib teoreemi sonastada ka teisiti: vordhaarse tdisnurkse
kolmnurga hiipotenuus ja kaatet on iihismooduta.

Eelkoige toestame niisuguse kolmnurga jargmise omaduse: kui
hiipotenuusile (joon. 166) paigutame loigu AD, mis on vordne
kaatetiga, ja tombame DE L AC, siis tekkinud taisntirkne kolm-
nurk DEC on vordhaarne ja kaateti BC 16ik BE osutub vordseks
hiipotenuusi 16iguga DC. Et veenduda selles, tombame sirge BD
ja vaatleme kolmnurkade DEC ja BED nurki. Et kolmnurk ABC
on vordhaarne ning tédisnurkne, siis £ 1 = Z4 ja jarelikult
Z 1 = 45°. Seepérast on ka nurk 2 tidisnurkses kolmnurgas DEC
vordne 45°-ga ja seega on kolmnurgal DEC kaks vordset nurka,
mispérast ka kiiljed DC ja DE on vordsed.
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Kolmnurgas BDE vordub nurk 3 tédisnurga ja nurga ABD
vahega, nurk 5 vordub tdisnurga ADE ja nurga ADB vahega. Nur-
gad ADB. ja ABD on aga vordsed (sest AB = AD); tahendab
Z 3= /5. Siis on aga kolmnurk DBE vordhaarne ja seeparast
BE = ED=D{, :

Olles selle dra mérkinud, asume leidma 16ikude AB ja AC iihis-
moodtu. Et AC > AB ja AC < AB + BC, s. 0. AC' < 2AB, siis kaa-
teti AB voib paigutada hiipotenuusile AC ainult iiks kord mingi
jddgiga DC. Niilid on vaja see jidak paigutada AB-le voi BC-le.
Loik BE vordub aga toestatu pohjal DC-ga. Tiahendab, DC on vaja
paigutada veel EC-le. EC on aga vordhaarse kolmnurga DEC
hiipotenuus. Jérelikult {ihisméodu leidmine viiakse iile vordhaarse
taisnurkse kolmnurga DEC kaateti DC paigutamisele. sama kolm-
nurga hiipotenuusile EC. See paigutamine omakorda viiakse iile
uue véiksema vordhaarse tdisnurkse kolmnurga kaateti paigutami-
sele kolmnurga hiipotenuusile jne., ilmselt [6putult. Et aga see toi-
ming on loputu, siis 16ikudel AC ja AB puudub iihismaat.

150. Loikude mootmise moiste. Selleks el saada selge kujutlus
antud loigu pikkusest, vorreldakse teda teise, meile juba tuntud
16igu pikkusega, néiteks meetriga (seda tuntud 16iku, miliega vor-
reldakse teisi loike, nimetatakse pikkusiihikuks). Mootmisel voib
esineda kaks erinevat juhtumit: kas moodetav 16ik ja {ihik on iihis- .
mooduga voi tihismooduta.

1) Moota loik, millel on ihikuga ihismoot, tahendab leida, mitu
korda mahub iihik voi selle mingi osa antud lbigusse.

Oletame, et tuleb modta mingi 16ik a (joon. 167) iihikuga b,
millel on a-ga iihismoot. Siis leitakse nende iihismoot ja tehakse
kindlaks, mitu korda see {ihismoot mahub b-sse ja a-sse. Kui {ihis-
- mooduks osutub 16ik & ise, siis mootmise tulemuseks on tdisarv.
Nii néiteks, kui 16ik & mahub l6iku a ko!lm korda, siis celdakse, et
16igu a pikkus vordub kolme iihikuga. Kui aga iihismooduks on
1digu b mingi osa, siis mootmise tulemuseks on murdarv. Nii

naiteks, kui-ithismooduks on ;1 b ja see osa mahub 16iku a iiheksa
korda (nagu kujutatud joonisel 167), siis celdakse, et 16igu a pik-
kus vordub 7 thikuga.

a j Mootmisel saadud arvu nimetatakse
£ moodetava suuruse mootarvuks. Tiis- ja
!:z___.:] murdarve nimetatakse ratsionaaiarvudeks.

2) Kui aga antud I6igul a pole iihis-

Joon. 167. mootu thikuga b, siis mootmist toimeta-
takse kaudselt; 16igu a asemel moodetakse

kaht 16iku, millel on iihismoot tihikuga ja millest {iks on
viiksem, teine aga suurem 10igust a ja mis erinevad 16igust a mis-
tahes viikese arvu vorra. Selleks et leida need 15igud, toimitakse
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nii: oletame, et soovime leida iihismooduga 16igud, mis erineksid
Ioigust @ vahem kui {ihe kiimnendiku vorra iihikust b. Jagame
iihiku b kiimneks vordseks osaks (joon. 168) ja paigutame iihe nii-
_suguse osa loigule a nii mitu korda, kui voimalik. Oletame et see

toimub 13 korda mingi jddgiga, mis on vdiksem kui 10 b. Saame
16igu a;, mis on valkbem kui @ ja millel on iihikuga iihismoot. Lisa-
nud sellele veel ; b saame teise loigu as;, mis on suurem kui a ja

mis erineb lmgust a vdhem kui {ihe kiimnendiku {ihiku vorra ning
millel on ka {ihikuga tihismoot. Loikude ay ja as pikkused valjendu-

vad arvudega }% ja %%. Neile arvudele me vaatame kui 16igu a
pikkuse ligikaudsetele viirtustele: esimene puuduga, teine
litaga. Et 16ik a erineb l6ikudest a; ja a» vahem kui 110 tihiku vorra,
siis oOeldakse, et 1ku.mbki neist arvudest véljendab 16igu a pikkust
10°

Uldse, et leida 16igu a pikkuse ligikaudsed vaartused tapsusega
kum ;1; ithikut, jagatakse iihik & n vordseks osaks ja tehakse kind-

tapsusega kuni

laks; mitu korda tihiku % osa mahub a-sse; kui.see osa mahub

16iku @ m korda mingi jddgiga, mis on véiksem - b-st, siis arvud

% ja f”i’l on loigu a pikkuse ligikaudsed vairtused tdpsusega

kuni n—] tihikut, esimene puuduga, teine liiaga.

Tuleb mirkida, et niisugusel viisil saab leida ligikaudseid vaar-
tusi ka sel korral, kui moodetaval 16igul a on iihismoot {ihikuga b;
vahe seisab ainult selles, et siin voime, kui soovime, leida ka tédpse
vaartuse, kuna aga juhtumil, kui moodetaval 16igul pole {ihismootu
tihikuga, ei saa me tdpset tulemust ainult ratsionaalarvudega
véljendada.

Et saada see arv, mis véljendab tédpselt 16igu a pikkust, kui ta
on pikkusiihikuga iihismooduta, toimitakse jargmiselt.
a - b

r

-

Joon. 168.

Arvutatakse jéarjest 10igu a pikkuse ligikaudne vaértus tapsusega
kuni 0,1 puuduga, siis tdpsusega kuni 0,01 puuduga, siis edasi tép-
susega kuni 0,001 puuduga ja jdtkatakse seda toimingut piirama-
tult, suurendades iga kord tdpsust 10 korda. Sellisel toimingul
saadakse jdrjestikused kiimnendmurrud, algul ainult iihe kiimnend-
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kohaga, siis kahe, kolme ja edasi iiha enam kiimnendkohtadega.
Kirjeldatud toimingu piiramatul jatkamisel saadakse 16pmatu mitte-
perioodiline kiimnendmurd. (See murd ei saa olla perioodiline, sest
siis saab murdu muuta harilikuks murruks ja 16igul a oleks iihis-
moot pikkusiihikuga.)

Algebrast on teada, et iga lopmatu mitteperioodiline kiimnend-
murd médrab mingi irratsionaalarvu. Niisugused arvud saame nai-
teks ruutjuure leidmisel, kui arvust pole voimalik leida tapset

juurt. Nii V2 on irratsionaalarv, mis kujutab endast lopmatut
kiimnendmurdu *:

V2 = 1,4142. ..

Seega on lopmatu kiimnendmurd, mis saadakse 16igu a ligi-
kaudsel mootmisel, kui 16ik on tihikuga iithismooduta, mingi irrat-
sionaalarv. Seda arvu loetaksegi 16igu a pikkuse tdpseks moot-
arvuks.

Midrkus. Sama irratsionaalarvu voib saada, kui arvutada
jarjest 16igu a pikkuse ligikaudseid véartusi tdpsusega kuni 0,1;
0,01; 0,001;..., kuid mitte puuduga, vaid liiaga. T6epoolest,
kaks ligikaudset vaartust, mis on voetud iihesuguse tdpsusega, iiks
puuduga, teine lilaga, erinevad teineteisest ainult viimase kiim-
nendkoha poolest. Tédpsusastme jérjestikusel tostmisel see viimane
kiimnendkoht nihkub komast paremal itha kaugemale, iihiste kiim-
nendkohtade arv iiha suureneb. Toimingu piiramatul jatkamisel
saadakse seega sama lopmatu kiimnendmurd, s. t. sama irrat-
sionaalarv.

Lopmatu kiimnendmurru tdpne véirtus on suurem selle igast
ligikaudsest vdartusest puuduga ja véiksem selle igast ligikaudsest
vaartusest liiaga.

151. Lopmatud kiimnendmurrud. Lopmatute kiimnendmurdude kasutamisele
votmine algebras toimub jargmiste’ definitsioonide pohjal.

Lopmatut kiimnendmurdu nimetatakse reaalarvuks.

Kaks lopmatut kiimnendmurdu on vordsed, kui nende vastavatel kohtadel
seisvad kimnendmdargid on vordsed.

Kahest mittevordsest [6pmatust kimnendmurrust loetakse suunremaks
reaalarvuks seda murdu, milles esimene vastavail kohtadel seisvatest mitte-
oordsetest kiimnendmdrkidest on suurem arv.

Kui lopmatus kiimnendmurrus koik kiimnendmérgid mingist kohast ala-
tes vorduvad nulliga, siis murd vordub selle 16pliku kiimnendmurruga, mis
saadakse antud murrust koigi nende nullide kustutamisel, mis seisavad pare-
mal pool viimast numbrit. Nii vordub lopmatu kiimnendmurd 7,853007€000...
lopliku murruga 7,8530078. Lopmatut perioodilist murdu perioodiga 9 saab
alati asendada 16pliku kiimnendmurruga, mis saadakse antud murrust, kui selle
viimasele itheksast erinevale numbrile juurde lisada iiks ja ‘dra jatta koik jarg-
nevad iiheksad. Nii saab murdu 3,72999... asendada I6pliku murruga 3,73.

t Muidugi pole voimalik lopmatut kiimnendmurdu kirjutada, sest selle

kiimnendkohtade arv on lopmatu. Hoolimata sellest loetakse murd tuntuks,
kui on teada viis, mille abil saab leida kuitahes palju murru kiimnendkohti.
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'152. Lopmatu kiimnendmurru ligikaudsed véidrtused.

Kui 16pmatus kiimnendmurrus votta ainult n kohta, siis saadakse loplik
murd, mida nimetatakse /Gpmatu kimnendmurru ligikaudseks vdidrtuseks tép-

1
susega kuni Ton puuduga. Kui antud murrus aga suurendada viimast kiimnemnd-

1
kohta iihe iihelise vorra, s. t. murrule 1isada—16;, , siis saadakse uus loplik

murd, mida nimetatakse 16pmatu kiimnendmurru ligikaudseks vairtuseks sama
tdpsusega, kuid lilaga. Olgu n kiimnendkohaga reaalarvu a ligikaudne véar-

tus puuduga a, ja liiaga ao’,, siis o’ =a, + 0 Mittevordsete reaalarvude

definitsioonist jareldub, et reaalarv on suurem igast tema puuduga voetud ligi-
kaudsest véirtusest ja viiksem igast liiaga voetud ligikaudsest vaartusest. Olgu

nditeks antud reaalarv 1,414 . . ., mis madrab V2. Selle ligikaudne véairtus
puuduga, tdpsusega kuni 0,01, on 1,41, lilaga aga 1,42, sest

1,41 = 1,41000

1,42 = 1,42000

Mittevordsete reaalarvude definitsioonide pdhjal saame:

LAI0DO. - . 2t 1,414 o oed 142000 O ehk
141 < V2 < 1,42

153. Tehted reaalarvudega. Liitmine. Olgu antud kaks reaalarvu a ja §.
Votame nende ligikaudsed vaartused n kiimnendkohaga (n on mistahes arv),
enne puuduga, siis lilaga. Arvude e ja f ligikaudsed viirtused puuduga tahis-
tame vastavalt e, ja f,, ligikaudsed vairtused lilaga aga «’,, ja f’,. Seejuures

1 1
Toi Fa=bat - (n

Koostame niiiid summad a + £, ja o', + f',.

’
“n—an+

Kumbki neist on kiimnendmurd n kiimnendkohaga.
Olgu esimene summa 7, ja teine »’,.

Oyt By =Tn Cpt Fp=7y
Liites liikkmeti vordused (1), saame:

2
wn+ﬂ'n=a"+ﬁﬂ+r(7’

2
ehk ¥, =7, +F' See vordus néitab, et ', saadakse murrust 7 kahe ihiku

lisamisega tema viimasele kiimnendkohale. Niiiid hakkame suurendama n-i.
Niisugusel juhul murd 7y, annab I6pmatu kiimnendmurru, mille t&histame

y-ga. See murd voib olla kas perioodiline voi mitteperioodiline. Oletame, et
murd y on mitteperioodiline. Niisugusel korral peab tal olema 16pmatu palju
9-st erinevaid kiimnendkohti. Sel juhul peab murru y 9-st erinevate kiimnend-

x S U
kohtade arv suurenema arvu n suurenemisega. Et murru 7, lntmmeﬁ;,-ga
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ei avalda moju nendele kiimnendkohtadele, mis seisavad vasakul kahest viima-
sest 9-st erinevast kiimnendkohast, siis iihiste kiimnendkohtade arv murdudes
7 ja ¥/, suureneb piiramatult arvu n suurenemisega. Jérelikult, murd ¥’

annab sama lopmatu kiimnendmurru kui murd y,-gi. Seejuures jdreldub eel’-‘
misest, et mistahes n puhul

P T P (2)

Niiiid oletame, et murd y on perioodiline. Sel juhul kujutab ta endast
ratsionaalarvu. See-arv, nagu pole raske aru saada, rahuldab. samuti vorra-
tusi (2). 1 ?

Definitsioon. Readlarvu y, mis rahuldab vorratusi (2), nimetatakse
reaalarvude o ja f summaks:

r=a+8.

154. Teised tehted reaalarvudega. Analoogiliselt saab defineerida kahe
reaalarvu vahet, nende korrutist ja jagatist. Nende tehete iiksikasjalisem uuri-
mine nditab, et niisuguselt defineeritud reaalarvude summa ja korrutis allu-
vad tehete nendele seadustele, mis on kehtivad ratsionaalarvude puhul: liitmine
allub vahetuvuse ja {ihenduvuse seadusele: ;

at+p=F+a (a+ph) +ty=0a+(B+1),
korrutamine aga vahetuvuse, ithenduvuse ja jaotuvuse seadusele:
af = fa, (aB) 7y = a (By), (a+ )y =ay + fy.

Neil juhtumeil, kui 16pmatud kiimnendmurrud on perioodilised, viivad
eespool defineeritud tehted nendega, nagu seda on kerge niidata, samadele
tulemustele, kui tehted harilikkudegi murdudega, mis saadakse perioodiliste
murdude muutmisel.

Seega, ratsionaalarvud ‘on ainult reaalarvude iiheks eriliigiks.

155. Kahe 106igu suhe. Arvu, mis saadakse 16igu a mootmise
tulemusena, nimetatakse 16igu @ mootarvuks. Kui 16igul a on iihis-
moot mootiithikuga, siis tema moodtarv on ratsionaalarv. Kui tal aga
pole iihismootu mootiithikuga, - siis ta mootarv on irratsionaalarv,
mis on kujutatav 16pmatu mitteperioodilise kiimnendmurruna.

Edaspidi moistame 10igu pikkuse all 10igu mooétarvu, mis on
méidratud antud mootithikuga. Kahe 16igu suhte all moistame nende
mootarvude suhet.

Kahe 16igu suhe ei soltu sellest, kuidas on valitud mootiihik.
Toepoolest, kui néditeks valitud mootiihiku asemele votame teise, kolm
korda vdiksema mootithiku, siis igasse loiku mahub uus mootithik
kolm korda rohkem kordi kui endine mootithik. Murrus, mis véljen-
dab 16ikude suhet, suurenevad lugeja ja nimetaja kolm korda. Murru
vaartus sel juhul aga ei muutu. Kui antud 16igud on {ihismodduga,
siis nende suhte arvutamisel on hdlpus votta mooduks nende {iihis-
moot. Niisugusel juhul ilmneb kohe, el kahe {ihismodduga loigu
suhe on nende arvude suhe, mis nditavad, mitu korda loikude {ihis-
moot mahub kumbagi 16iku.
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Il. Kolmnurkade sarnasus.

156. Eelmdisted. Meid {imbritsevas elus kohtame tihti kujun-
deid, millel on iihesugune kuju, mootmed aga erinevad. Sellised on
néiteks tihe ning sama isiku fotod, millel on eri suurus, voi jille
hoone voi linna plaanid, mis on valmistatud mitmes eri mootkavas.
Niisuguseid kujundeid nimetatakse sarnaseiks. Loikude pikkuse
mootmise oskus lubab tdpselt mddrata kujundite geomeetrilise sar-
nasuse moiste ning anda viisid, kuidas muuta kujundi suurust ilma
tema kuju muutmata. Kujundi mootmete muutmist ilma kuju muut-
mata nimetatakse antud kujundi sarnasusteisenduseks. Kujundite
sarnasuse uurimist algame lihtsaimast juhtumist, nimelt kolm-
nurkade sarnasusest. .

. 157. Vastavad kiiljed. Selles peatiikis vaadeldakse kolmnurki,
millel nurgad on vastavalt vordsed. Kokkuleppel nimetame selliseil
juhtumeil «vastavaiks» kiilgedeks kolmnurkade neid kiilgi, mis aset-
sevad vastavalt vordsete nurkade vahel (need kiiljed on ka vasta-
valt vordsete nurkade vastas).

158. Definitsioon. Kaks kolmnurka on sarnased,
kui: 1) iihe kolmnurga nurgad on vastavalt vordsed
teise kolmnurga nurkadega ja 2) iihe kolmnurga kiil-
jed on vordelised teise kolmnurga vastavate kiilgedega.

Et niisuguseid kolmnurki on olemas, niitab jargmine teoreem.

159. Teoreem. Sirge (DE, joon. 169), mis on paralleelne
kolmnurga (ABC) mingi kiiljega (AC), loikab selle
kolmnurga kiiljest kolmnurga (DBE), mis on sarnane
antud kolmnurgaga.

Olgu kolmnurgas ABC sirge
DE paralleelne kiiljega AC. Tuleb B
toestada, et kolmnurk DBE on sar-
nane kolmnurgaga ABC.

Meil tuleb toestada esiteks nur- o 4
kade vordsus ja teiseks kolm-
nurkade ABC ja DBE vastavate B
kiilgede vordelisus. A D AR GRT R
1. Kolmnurkade nurgad on AR R R ARG,
vastavalt vordsed, sest nurk B on 2 BRI AT,

EIXTOTCEN

Joon. 169.

neil’ wthiney ‘aga LD =24 ja
Z E = £ C kui kaasnurgad paral-
leelide DE ja AC loikajate AB ja
CB juures. - ;
2. Niiiid toestame, et A DBE kiiljed on vordelised /A ABC vas-
tavate kiilgedega, s.t., et
: : BD BE _DE
BA~ BC™ AC’
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Toestuseks vaatleme eraldi kaht jargmist juhtumit.

1) Kiilgedel AB ja DB on iihismo6dt. Jaotame AB
osadeks, mis on vordsed AB ja DB iihismdoduga. Siis DB jaotub
osadeks, mille arv on tdisarv. Olgu neid kiiljes DB m ja kiil-
jes AB n. Libi jaotuspunktide tombame iihe rea paralleele AC-ga
ja teise rea paralleele BC-ga. Niiiid jaotuvad BE ja BC vordseiks
osadeks (§ 95), milliseid kiiljes BE on m ja kiiljes BC n. Tépselt
samuti jaotub DE m vordseks osaks ja AC n vordseks osaks, kus-
juures DE ja AC osad on vordsed (kui roopkiilikute vastaskiiljed).
Niiiid on ilmne, et ' E

BAT n - BC T H A T
Jarelikult
BD _BE _DE
BA. ‘BCAC”

2) Kiiljed AB ja DB on iithismodduta (joon. 170).
: Bl BE T gl i
Leiame suhete = ja ge ligikaudsed védartused, algul tépsu-

sega kuni %, siis kuni ﬁ) ja suurendame tdpsust. jédrjest edasi
10 korda.

Selleks jaotame kiilje AB algul kiimneks osaks ja ldbi jaotus-
punktide tombame paralleelid AC-ga.

Siis jaotub kiilg BC samuti kiimneks osaks. Oletame, et %) kiil-
jest AB mahub BD-sse m korda, siinjuures tekkinud jaak on véik-

sem %AB-st. Siis, nagu néha joonisest 170, % kiiljest BC mahub

BE-sse samuti m korda ja tekkinud jééik on vaiksem %) BC-st. Jare-

likult saame tdpsusega kuni % .
SR BELN
BA° 10 BC< I
Edasi jaotame AB sajaks vordseks
osaks ja oletame, et ﬁ kiiljest AB

mahub BD-sse m; korda. Tommates
jalle 14bi jaotuspunktide = paraileelid

' AC-ga veendume selles, et 1_(1)6 BC ma-
hub BE-sse samuti m; korda. Seepérast
saame tdpsusega kuni ﬁ:

SN XN
SIS S SN S

BD _m, . BE__m,

= 10b 18 ge=105-
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Suurendades eda51 tabpsuse jarku 10, 100... korda, veendume
selles, et suhete BA ja & ligikaudsed vaartused mis on arvutatud
mistahes, kuid {ihesuuruse tdpsusega, on vordsed. Jérelikult, nende

suhete téipsed vadrtused viljenduvad iihe ja sama 16pmatu kiim-
nendmurruga; tdhendab

BD _ BE
B4~ BC
Tépselt samuti, tommates 1dbi kiilje AB jaotuspunktide parallee-
lid BC-ga, leiame, et

BD _DE
BA - AC:
Jarelikult
BD _ BE _ DE
BA T HE A"
160, Markused. 1. Toestatud  suhted moodustavad  kolm
jargmist vorret:
BI) = BE BD DE BEv -DE
BA . BC Y BA T ACYBCT AT

Paigutades nendes vorretes siseliikmed iimber, saame:

BD _BA BD BA BE BC

Seega, kui kolmnurkade kiiljed on vordelised, siis (he kolm-
nurga mistahes kahe kiilje suhe vordub teise kolmnurga vastavate
kiilgede suhtega.

2. Kujundite sarnasust méirgitakse monikord siimboliga ~.

Kolmnurkade sarnasuse kolm tunnust.

161. Teoreemid. Kui kahes kolmnurgas:

1) iihe kolmnurga kaks nurka on vastavalt vordsed
teise kolmnurga kahe nurgaga voi

2) iihe kolmnurga kaks Kkiilge on vordelised teise
kolmnurga kahe kiiljega ja nurgad nende kiilgede va-
hel on vordsed voi

3) iihe kolmnurga kolm kiilge on vordelised teise
kolmnurga kolme kiiljega,

siis niisugused kolmnurgad on sarnased.

1. Olgu ABC ja A;B,C, (joon. 171) niisugused kolmnurgad,
milledes L A = £ Ay, £ B = £ B, ja jarelikult £ C = £ C,..

il



Tuleb toestada, et need kolmnurgad on sarnased. Paigutame
loigule AB 16igu BD, mis on vordne loiguga A,B;, ja tombame
DE || AC. Siis saame abikolmnurga DBE, mis on eespool tdesta-
tud teoreemi (§ 159) pohjal sarnane AABC-ga. Teiselt poolt

8

A C A C

Joon. 171.

ADBE = AAB,C,, sest neis: BD = A,B; (konstruktsiooni poh-
jal), £ B= Z B, (eelduse pohjal) ja Z D= LA, (sest
ZD=/ZAja LA = ZA,). On aga ilmne, et kui kahest vordsest
kolmnurgast iiks on sarnane kolmandaga, siis on ka teine sarnane
kolmandaga; jarelikult:

AA]B]C] s AABC
2. Olgu kolmnurkades ABC ja_A,B,C, antud (joon. 172)

AB BC
LB— ZB] JaAB, Bl_c_l (1)

Tuleb toestada, et need kolmnurgad on sarnased.

Paigutame uuesti 16igule AB 16igu BD, mis on vordne loiguga |
AB, ja tombame DE || AC. Saame abikolmnurga BDE, mis on sar-
nane AABC-ga. Toestame, et ta vordub AA,B,C-ga. Kolmnur-
kade ABC ja DBE sarnasusest jareldub, et

AB BC

Vorreldes seda vorret antud vordega (1) maéarkame, et vorrete
esimesed suhted on vordsed (DB = A;B; konstruktsiooni pdhjal);
jarelikult on ka vorrete *eised suhted vordsed, seega

BC _BC
B.C, ~ BE:

Kui aga vorde eesliikmed on vordsed, siis peavad vordsed olema
ka vorde tagaliikmed, tdhendab

BiC¢="-biz
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Niiiid ndeme, et kolmnurkades DBE ja A,B;C; on iiks paar
vordseid nurki (£ B = £ By), mis asetsevad vastavall vordsete
kiilgede vahel; tdhendab, need kolmnurgad on vordsed. 2\ DBE on
aga sarnane / ABC-ga, see-
parast on ka A A,B,C; sarnane 8
A ABC-ga.

3. Olgu kolmnurkades ABC
ja AiB,C, (joon. 173) antud:

AB _ BC _ AC 7 X
“ABy 7 DG, Tty £9 B c o4 ¢

Tuleb toestada, et need kolm- Joon: 1792.
nurgad on sarnased. : 7

Teinud sama konstruktsiooni
nagu eelmistelgi juhtumitel, nai- 8
tame, e¢ A DBE = A A,B,C,. 8
Kolmnurkade ABC ja DBE sar- {
nasusest jareldub, et

AB __BG L AC
DB~ BE~ DE' (2) a C A4 G

D, E

Vorreldes seda suhete rida Joon. 173.
antud reaga (1), méarkame, et
nendes ridades esimesed suhted on vordsed, jérelikult on ka iile-

jadnud suhted vordsed; seepérast

BC__BC

B,C, BF
millest

B\C, = BE;
samuti | _'

AC _AC

AC, DB 7
millest

A,C, = DE.

- . Niiiid ndeme, et kolmnurkades DBE ja AB,C, on kolm paari
vastavalt vordseid kiilgi; tdhendab, need kolmnurgad on vordsed.
Uks neist, nimelt A DBE, on sarnane A ABC-ga; jérelikult peab
ka A A,B,C, olema sarnane A ABC-ga. ; '

162. Mirkusi toestusviisi kohta. On kasulik juhtida tihelepanu
sellele, et toestusviis, mida kasutasime kolme eelmise teoreemi
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toestamisel, . on f{iks ja seesama, nimelt: paigutanud suurema
kolmnurga kiiljele 16igu, mis vordub viiksema kolmnurga vastava

kiiljega, ja tommates paralleeli teisele kiiljele, saame abikolm- ~

nurga, mis on sarnane suurema kolmnurgaga. Pérast seda toes-
tame teoreemi eelduse ja sarnaste kolmnurkade omaduste pohjal,
et abikolmnurk on vordne véiksema kolmnurgaga ja 16puks teeme
jarelduse antud kolmnurkade sarnasuse kohta.

Tadisnurksete kolmnurkade sarnasuse tunnused.

163. Kaks tunnust, mis ei noua eri toestust. Kuna tdisnurgad
on alati vordsed, siis toestatud kolmnurkade sarnasuse tunnuste
pohjal voime viita, et kui kahes tdisnurkses kolmnurgas:

1) iihe kolmnurga teravnurk vordub teise kolmnurga
teravnurgaga voi

2) iihe kolmnurga kaatetid on vérde{ised teise kolm-
nurga kaatetitega,

siis niisugused kolmnurgad on sarnased.

164. Tunnus, mis nouab eri toestust.

Teoreem. Kui iihe kolmnurga hiipotenuus ja kaatet on
vordelised teise kolmnurga hiipotenuusi ja kaatetiga,
siis kolmnurgad on sarnased.

Olgu ABC ja A,B,\C, kaks kolmnurka (joon. 174), milles nur-
gad B ja B, on tdisnurgad ja
ol AC ;
AB TAC )

Tuleb toestada, et need kolmnurgad on sarnased.
Toestuseks kasutame sama viisi, mida rakendasime varem. Pai-
gutame loigule AB l6igu BD = A,B, ja tombame DE || AC.

Saame abikolmnurga DBE, mis on sarnane /A ABC-ga. Toes-
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tame, et ta on vordne A A,B,C,-ga. Kolmnurkade ABC ja DBE sar-
nasusest jareldub, et

AB_AC \
DB = DE- (2)

Vorreldes seda vorret antud vordega (1) leiame, et nende esi-
mesed suhted on vordsed, jdrelikult ka teised suhted on vordsed,

seega

AC_ AC
DE~ A,C,’
millest
DE = A1C1.

Niiiid ndeme, et kolmnurgad DBE ja A;B,C, {ihtivad hiipotenuusi
ja iihe kaateti poolest; jéarelikult on nad vordsed. Et aga iiks neist
on sarnane A ABC-ga, siis on ka teine kolmnurk sarnane
A ABC-ga.

165. Teoreem (korguste suhtest). Sarnastes kolmnurkades
vastavad kiiljed on vordelised vastavate korgustega,
s. t. nende korgustega, mis on tommatud vastavatele kiilgedele.

-]

A G A G

Joon. 175.

Toepoolest, kui kolmnurgad ABC ja A,B,C, (joon. 175) on sar-
nased, siis on ka tédisnurksed kolmnurgad BAD ja ByA,D, sarnased

seepdnast

D= AR RE AC
B\D, — AB,  BC, T AC’

166. Suhtesirkel (jaotussirkel). Kolmnurkade sarnasusel pohi-
neb suhtesirkli tarvitamine. Selle sirkli abil on kerge antud 16iku
jaotada mitmeks vordseks osaks.
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Suhtesirkel koosneb kahest iihesugusest
terava otsaga jalast AB; ja BAy (joon.
176). Jalgades on sooned, milles liigub
kruvi, mida voib kinnitada soovitavas ko-
has. Sirkli jalgu voib iimber kruvi poorates
kaugendada ja ldhend4da. Oletame, et 16ik
AB on tarvis jaotada kolmeks vordseks
osaks. Selleks kinnitame kruvi niisuguses
punktis O, et kaugus AO oleks kolm korda
pikem kaugusest OB; (seda on kerge
teostada nende jaotuste ja numbrite abil,
mis on soone dartel). Niiiid avame sirkli
ja asetame ta nii, nagu néidatud joonisel.

8 Siis on teravike A; ja B, vaheline kaugus %

AB pikkusest, sest sarnastest kolmnurka-
dest AOB ja A,0B, jireldub, et

AB,:AB = 0B,:04 = 1:3.

Joon. 176.

Niiiid tuleb vaid sirkel {imber podérata ja 16igule AB paigutada
kolm korda 16ik A,B;.

167. Rist-mootkava. Sarnaste kolmnurkade omadustele on raja-
tud ka rist-mootkava valmistamine. Mao6tkava ehitus selgub jooni-
sest 177.

Joon. 177.

Olgu joone AB suuremad jaotused meetrid (vdhendatud™kujul).
Siis viiksemad jaotused on detsimeetrid. Selleks et saada senti-
meetreid, oleks tulnud need vdiksemad jaotused veel jagada 10 vord-
seks osaks, mis aga nende jaotuse véiksuse tottu pole teostatav
joonmootkavas (s. o. joonel AB). Ristmdotkava lubab aga saada
ka sentimeetreid. Selle selgitamiseks kujutame suurendatud kujul
eraldi (joon. 178).selle kitsa tdisnurkse kolmnurga, mis meie joo-
nisel asetseb paremal. ;

Paralleelsed sirged loikavad sellest kolmnurgast sarnased
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kolmnurgad ja seeparast voime kirjutada vorded
(joon. 178):

DE:AB =CE:CB =1:10;
FH:AB = CH:CB = 2: 10 jae.;

tdhendab
| 2 :

Niiiid on selge, et kui nditeks votta moot-
kaval sirkliga 16ik punktist M punktini N
(joon. 177), siis selle 16igu pikkus on

3m4dm6cm = 3,46 m.

Joon. 178.

IIlI. Hulknurkade sarnasus.

168. Definitsioon. Kaht iihenimelist' hulknurka
nimetatakse sarnasteks, kui 1) iihe hulknurga nurgad
on vastavalt vordsed teise hulknurga nurkadega ja
2) vordsete nurkade Ildihiskiiljed on vordelised.

See tahendab, et kui hulknurk ABCDE on sarnane hulk-
nurgaga A,B,C,D,E, (vt. joon. 180), siis LA= /LA, 4£B=
ol B LG L Cy A D= LDy LB LB ja

AB~ I BC.. €D DE. .BA
AB; T B,C, T C\D; DiE; EA’

Seejuures hulknurkade kiiljed AB ja AB,, BC ja B,C,, CD ja
C,D, jne.on vastavad kiiljed.

Et niisuguseid hulknurki on olemas, ndeme jiargmise iilesande
lahendusest.

169. Ulesanne. On antud hulknurk ABCDE ja [oik a.
Joonestada teine hulknurk, mis oleks sarnane antud hulknurgaga
ja mille kiilg, mis vastab antud hulknurga kiljele AB, oleks
vordne loiguga a (joon. 179).

Seda voib koige lihtsamalt teha nii. Kiiljele AB paigutame
AB, = a (kui a > AB, siis punkt B; asetub AB pikendusele).
Siis, tommates A-st koik diagonaalid, ehitame B,C, || BC, C\D, || CD
ja D\E, | DE.

Saame hulknurga AB,C,D,E,, mis on sarnane hulknurgaga
ABCDE.

1 Uhenimelisteks hulknurkadeks nimetatakse hulknurki, milledel on dihe-
palju nurki ja jarelikult ka iihepalju kiilgi.
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Toepoolest, esiteks, iihe hulk-
nurga nurgad vorduvad teise
hulknurga nurkadega: nurk A
on neil iithine, £ By = Z B ja
L Ei=ZE kui kaasnurgad
paralleelide juures; £ C, = £ C
ja il Dy =" D kil . purgad,
mis koosnevad vastavalt vord-
setest osadest; teiseks, meil on
vorded: :
kolmnurkade AB,C, ja ABC
sarnasusest:

AB, _B,C, _AC,

AB»74.BE T AGY
kolmnurkade ACD; ja ACD sarnasusest:

AG _GD, _AD,
AG e Ch AR
kolmnurkade ADE; ja ADE sarnasusest:

AD; _ D\E, _AE,

AD ~ DE ~ AE "

Et esimese rea kolmas suhe vordub teise rea esimese suhtega
ja teise rea kolmas suhe vordub kolmanda rea esimese suhtega,
siis seega koik 9 suhet on vordsed. Korvaldades meist need suhted,
milles esinevad diagonaalid, vdime kirjutada:

AB, _ B,C, _ G\D, _ D\E, _ AE,
AB T B R ROD PR AR

Nieme, et ihenimelistel hulknurkadel ABCDE ja AB\C\D\E,
nurgad on vastavalt vordsed ja vastavad kiiljed on vordelised;
tdhendab, need hulknurgad on sarnased.

170. Médrkus. Kolmnurkade puhul, nagu ndgime (§ 161),
nurkade vordsusest tuleneb kiilgede vordelisus ja timberpddrdult:
kiilgede vordelisusest tuléneb nurkade vordsus; seetottu on kolm-
nurkade puhul ainult nurkade vordsus voi jdlle ainult kiilgede vor-
delisus nende sarnasuse piisavaks tunnuseks. Hulknurkade sarna-
suse tunnuseks pole piisav ainult nurkade vordsus voi kiilgede vor-
delisus; néiteks, ruudul ja ristkiilikul on nurgad vordsed, nende
kiiljed pole aga vordelised; ruudu ja rombi. kiiljed on vordelised,
nurgad pole aga vordsed.
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171. Teoreem (sarnaste hulknurkade tiikeldamisest sarnasteks
kolmnurkadeks). Sarnaseid hulknurki saab tiikeldada
samaks arvuks sarnasteks ja iihesuguselt asetatud
kolmnurkadeks.

Niiteks on hulknurgad ABCDE ja AB,C\D\E; (joon. 179)
diagonaalidega tiikeldatud sarnasteks {ihesuguselt asetatud kolm-
nurkadeks.

Naitame veel jargmist tiikeldamisviisi. Votame hulknurga
ABCDE sees (joon. 180) mingi punkti O ja iihendame selle - koi-
kide tippudega. Siis tiikeldub hulknurk ABCDE kolmnurkadeks.
Nende arv vordub hulknurga kiilgede arvuga. Votame {ihe neist,
nditeks AOE (joonisel viirutatud), ja joonestame teise hulknurga
vastaval kiiliel A,E, nurgad O0,A,E, ja O,E,A,, mis on vastavalt
vordsed nurkadega OAE ja OEA; loikepunkti O, iihendame hulk-
nurga A,B,CD,\E, teiste tippudega. Siis tiikeldub ka see hulknurk
samaks arvuks kolmnurkadeks. To6estame, et esimese hulknurga
kolmnurgad on vastavalt sarnased teise hulknurga kolmnurkadega.
\ AOE on sarnane A A,0,E, konstrukisiooni pohjal.

Selleks et toestada naaberkolmnurkade ABO ja A,B,0; sarna-
sust, votame arvesse, et hulknurkade sarnasusest jéreldub:

BA AE

£ BAE = £ BUAE: ja g =47 ; (1)
kuna aga kolmnurkade AOE ja A,0,E, sarnasusest saame:

£ OAE = £ OAE ja fo-=4% . 2)
Vordustest (1) ja (2) jéreldub, et

£ BAO = £ BIAO, ja g =40

Niiiid ndeme, et kolmnurkades ABO ja A,B,0; on vordsed nur-
gad BAO ja B,;A,0,, mis asetsevad vordeliste kiilgede vahel; tdhen-
dab, kolmnurgad on sarnased.

Téapselt samuti toestame kolmnurkade BCO ja B,C,0, sarna-
suse, siis kolmnurkade COD ja C,0,D, sarnasuse jne. On ilmne, et
molemas hulknurgas sarnased kolmnurgad on asetatud iihesugu-
selt.

172. Teoreem (sarnaste hulknurkade timbermdootude suhtest).
Sarnaste hulknurkade iimbermo6odud suhtuvad nagu
nende vastavad kiiljed.

Olgu hulknurgad ABCDE ja A\B,C,D\E; (joon. 180) sarnased,
siis on definitsiooni jédrgi:

AR - BC CD -vDE EA

AB, T B.C, C\D, DiE,~ EA;
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Kui ‘meil on olemas vordsete suhete rida, siis koigi eesliikmete
summa suhtub koigi tagaliikmete summaga nii, nagu mmgl ees-
lilkkmeist oma‘tagaliikmega, seeparast

AB + BC+CD+DE+EA _"AB BC

AB,+ B.C,+ CD,+ DiE,+E,A, — AB, B,C,

Sy
TR
5
g‘ :
A E A, E

Joon. 180. \

173. Sarnasustegur. Kahe sarnase hulknurga (voi kolmnurga)
vastavate kiflgede suhet nimetatakse nende hulknurkade (voi kolm-
nurkade) sarnasusteguriks.

174. Hulknurkade  sarnasus-
teisendus. Hulknurga joonestamist,

A mis on sarnane antud hulknur-

gaga antud sarnasusteguri puhul,

8, nimetatakse antud hulknurga sar-
nasusteisenduseks.

Antud hulknurgaga sarnase

e hulknurga joonestamise viis, mis

' on nididatud § 169, on iiks

' sarnasusteisenduse  erijuhtumeid.
Sarnasusteisenduse {ildine meetod
seisab jdrgmises. Olgu vajalik
teisendada -sarnaselt nelinurk
ABCD (joon. 181), kui sarnasus-
tegur on k. Votame mingi punkti O nelinurga tasapinnal. Tom-
bame punktist O ldbi nelinurga tippude sirged OA, OB, OC ja OD.
Sirgele OA paigutame punktist O punkii A suunas lmgu OAl, mis

on vordne 16iguga k& - OA, nii et OA; = k- OA (joonisel & = )

Samuti pikendame sirget- OB ja paigutame sellele punktxst 0}
punkti B suunas l6igu OB,;, mis on vordne 16iguga k- OB, nii et
OB, = k-OB.

Tépselt samuti toimime sirgetega OC ja OD. ' Neil saame punk-
tid C, ja D,, kusjuures OC, = k- OC ja OD, = k-OD. Uhendanud
sirgetega jérjest punktid 4,, B,, C, ja D,, saame otsitava nelinurga
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ABiC\D,. Téepoolest, vordustest OA, = k-OA, OB, = k- 0B,
0C, = k- +0C ja ODy = k- OD jareldub, et »

04 _ OBI 00 0D | b
OA TAOC WD) s

Vordleme kolmnurki OAB ja OA;B,. Neil on iithine nurk tipw
O juures ja peale selle

0A, _ 0B,
04T 0B’

jéarelikult need kolmnurgad. on sarnased (§ 161, II ]uhtum) Nende
sarnasusest jareldame, et

ABy_ OAI—kJaZOAB—ZOABl, (1

jarelikult, AB || A,B; (§ 73).
Téapselt samal viisil toestame, et kolmnurgad OBC ja OB,C, on
sarnased. Siit jareldub, et

Blc1 0B,

=02 =k, £ OBC = OB,C, (2)

ja, jarelikult, et BC || B;C,.

Samal viisil toestame ka jargmiste kolmnurkade OCD ja OCD,
sarnasuse, siis kolmnurkade OAD ja OA,D, sarnasuse. Kolmnurkade
OCD ja OC\D, sarnasusest jareldub, et

CiD; OC1

p = =k ja CD | C\P;; 3

kolmnurkade OAD ja OAD, sarnasusest jareldub, et

AD oD
‘ ODI——kJa AD || A,D,. (4)

Vordustest (1), (2), (3) ja (4) jéreldub, et

AB; _ B G 991 AlDl_k
AR RO NG D

Peale selle, £ DAB = Z D,;A\B, kui vastavalt paralleelsete
haaradega nurgad (§ 79).
Samal pdhjusel saame:

4 ABC - 4 A;B,Cl,
é BCD = é B|C|D[,
Z CDA = £ C\D\A,.
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Niiviisi ndeme, et nelinurkades ABCD ja A,B,C,D, nurgad on
vastavalt vordsed ja vastavad kiiljed on vordelised, tdhendab, need
nelinurgad on sarnased, kusjuures nende nelinurkade sarnasus-
teguriks on k.

175. Sarnasuse keskpunkt. Punkti O nimetatakse hulknurkade
sarnasusteisendusel (§ 174) molema hulknurga sarnasuse kesk-
punktiks.

Hulknurga sarnasusteisendust saab teostada ka veidi teisiti.
Nimelt, votnud punkti O. (joon. 182) ja iihendanud selle nelinurga
ABCD tippudega, voib pikendada sirgeid OA, OB, ... teisele poole
punkti O, siis paigutame sirgele OA punktist O vastassuunas punk-
tile A 16igu OA’, mis on vordne 16iguga k- OA. Tapselt samuti pai-
gutame sirgete OB, OC, ... pikendustele punktist O I6igud OB’,
OC’,..., mis on vastavalt vordsed loikudega k- OB, k-OC,...:
tihendanud sirgetega jérjest punktid A’B’C’D’, saame. nelinurga
A’B’C’'D’, mis on ilmselt siimmeetriline punkti O suhtes neli-
nurgaga AB,C,\D;. Jirelikult on nelinurgad A’B’C’'D’ ja
AB,C\D, vordsed ja, tdhendab, nelinurgad ABCD ja A’B’C'D’
onn sarnased, kusjuures nende sarnasustegur on k. Esimesel
teisendusmeetodil nimetatakse punkti O hulknurkade valiseks
sarnasuse keskpunktiks (joon. 181), teisel meetodil — nende sise-
miseks sarnasuse keskpunktiks (joon. 182).

Joon. 182.

Mirkus. Teisendamisel voib kasutada vordselt kas sisemist
voi valist sarnasuse keskpunkti. Nii {iht kui teist voib valida téiesti
vabalt. Erijuhtumil, kui votta véliseks sarnasuse keskpunktiks
hulknurga iiks tippudest ja teostada sarnasusteisendus, saamegi
just selle meetodi, mida rakendatakse § 169.

176. Sarnaste hulknurkade perspektiivne asend. Kahe hulknurga ABCD ja
AyB,C,D; asetusel joonisel 181 ja ka hulknurkade ABCD ja A’B’C’'D’ asetusel
joonisel 182 on jargmised omadused: 1) molema hulknurga vastavad kiiljed
on paralleelsed; 2) sirged, mis iithendavad vastavaid tippe, loikuvad iihes
punktis. Niisugust hulknurkade asendit nimetatakse perspektiivseks.
Toestame, et sellisesse asendisse voib viia mistahes kahte sarnast hulknurka.

Olgu meil antud kaks hulknurka ,ABCDE ja A;BC;D;t; (joon. 183).
Votame sarnasuse keskpunktiks mingi punkti O ja ehitame hulknurga, mis on
sarnane ja perspektiivne ABCDE-ga, seejuures votame sarnasusteguriks

suhte ﬁ‘ . Me saame hulknurga A’B’C’D’E’, mis on sarnane ABCDE-ga
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ja samal ajal vordne A;B,C\D\Ei-ga. Toepoolest, et hulknurkade ABCDE ja
AB _ AB,

AB
A’B'C'D’E’ sarnasustegur vérdub AI—BI -ga, siis 75 = 57 siit A'B' = ABy.
Hulknurgad A,B,C\D\E; ja A’'B’C’'D’E’ on aga sarnased, jirelikult
AR BC D T Dl AR
AN TR Dy b AL

C

Joon. 183.

Seepdrast jareldub vordusest A’B’ = A;B;, et B'C’ = B,C,, C'D’ = C\D,,
D'E’ = D\E, ja A’E’ = A\E,. Et peale selle hulknurga A;B,C,D,\E; nurgad
on vastavalt vordsed hulknurga A’B’C’'D’E’ nurkadega, siis need hulknurgad
on vordsed. Kui paigutada hulknurk A,B,C,D\E, hulknurgale A’B’C’D’E’ nii,
et mad {ihtivad, siis hulknurk A,B,C;D(E; asetub perspektiivselt hulknur-
gaga ABCDE.

IV. Mistahes kujuga kujundite sarnasus.

177. Ulaltoodud hulknurkade sarnasusteisenduse meetod annab véimaluse
ildistada sarnasuse moistet juhtumite kohta, kui kujund on piiratud koverjoon-
tega. Sellist sarnase kujundi joonestamise viisi saab nimelt rakendada iiks-
koik millise kujundi kohta. Olgu néiteks antud mistahes kujuga tasapinnaline
kujund A (joon. 184).

Votame kujundi tasapinnal mingi punkti O ja 'ﬁhendame selle punkti

sirgetega kujundi A vabalt voetud punktidega M, N, P,... Igale tommatud
sirgele OM, ON, OP,... paigutame niisugused loigud OM,, ON,, OP,,..., et
o VRS ey o R
OM~ ON~— OP ‘» ¢
Punktid M,, Ny, P;, ... asetsevad mingil uuel kujundil A;. Mida enam

punkte me votame kujundil A, seda enam punkte saame ka kujundile A,.
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Selleks et saada kogu kujund A,, tuleb tsmmata sirged punktist O kdigile
kujundi A punktidele ja ehitada nendel sirgetel kujundi A, vastavad punktid.
Niiviisi joonestatud kujundit A, nimetame sarnaseks kujundiga A.-*. -~

-Selleks et saada kujund A;, pole
tarviski erijuhtumeil tommata - kiiri
kujundi A koigile punktidele; piisab
sellest, kui joonestada ainult iiksikud
punktid ja siis, kasutades kujundi A
eriomadusi, joonestada kujund A;. Nii
néditeks juhtumil, kui A on hulknurk,
piisab sellest, kui ithendada punkt- O
ainult selle hulknurga tippudega, joo-
nestada sarnase hulknurga tipud ja
siis need ithendada sirgloikudega.

Sellist iileminekut kujundilt A ku-

Foon. 184 jundile A, nimetatakse kujundi A sar-

: 3 nasusteisenduseks. Kujundite sarna-

susleisendus on iiks tahtsamaid geo-

meetrilisi teisendusi, mis leiab laialdast rakendust praktikas. Kinos ekraanil

ndidatav pilt on sarnane filmil kujutatud pildiga; hoonete fassaadide ja plaa-

nide tehnilised joonised, kohtade ja linnade plaanid jne. saadakse sarnasus-
teisenduse tulemusena.

178. Ringjoonte sarnasus. Toestame, et kujund, mis on sarnane ringjoo-
nega, on ka ringjoon. ’

Teoreem. Geomeetriline koht nendele punktidele, mis jaotavad mingi
Rpunkti ja ringjoone wvahel olevaid kiiri antud suhtes, on ringjoon.
Olgu antud ringjoon, mille raadius on R ja keskpunkt punktis O (joon.
185). Votame mingi punkti S; iihendanud selle punk(t)i ja punkti O1 sirgega,
S
jaotame 16igu SO punktis O, kaheks osaks suhtes ?01 = k.

Votame antud ringjoonel mingi punkti Msja ithendame selle punktiga S.
M SO
Loigul SM leiame niisuguse punkti M;, et ?/VII' = _551 = k. Selleks tuleb
punktist O, tommata OM-iga paralleelne sirge, léikumisenios{;gegang.
Kolmnurkade SOM ja SOM,; sarnasusest jéreldub, et *6:,”! = _SOI
oM

Jarelikult 77" =k Siit leiame 15igu OM, pikkuse: O\M,=k-OM ehk
O]Ml = Rk+R. x -

‘Nédeme, et suurus M,0; on mingi jdav suurus, mis ei soltu punkti M asen-
dist antud ringjoonel. Jarelikult, kui punkt M muudab oma asendit ringjoonel,
siis punkt M,, liikudes tasapinnal, moodustab ringjoone, mille keskpunktiks on
O, ja raadiuseks k- R.

Joon. 185.
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179. Teoreem. Kaht ringjoont tasapinnal véib alati vaadelda kui perspek-
tiiv-sarnaseid kujundeid, kusjuures neil on kaks sarnasuse keskpunkti: iiks viline,
teine sisemine.

Olgu éntud kaks ringjoont keskpunktidega O, ja O, ja raadiustega R, ja R,
(joon. 186). Tombame keskjoone 0,0, ja leiame sellel kaks punkti / ja E
vastavalt vordustele

Of R T OB R

ST R OET Ry

On kerge moista, et punktidel 7 ja E on sarnasuse keskpunkti omadused.
Votame esimesel ringjoonel mingi punkti M,, tombame sirge /M, ja paigutame
sellele 16igu /M, nii, et IMy: /My = R, : Ry. A TO My~ A 10:M,, sest £-0,IM; =

IMy o R 2ol = Ryt e OM; _ Ry 7
= £ QIM,, M, ™R, ja 0,0 Ry’ jarelikult 0. M, R, * et O\M; = R,, siis

0:M; = Rs.

See tdhendab, et punkt M, asetseb teisel ringjoonel. Jérelikult on punkt /
antud ringjoonte sisemine sarnasuse keskpunkt. Samal viisil saab toestada, et
E on viline sarnasuse keskpunkt.

Punktide / ja E méiramist voib teostada nii: tombame antud ringjoontes
vabalt kaks paralleelset raadiust ja iihendame nende otspunktid; saadud sirge
1oikab keskjoont sarnasuse keskpunktis. Seejuures, kui tommatud raadiused on
suunatud iihele poole (joon. 186, O;A; ja O.A4;), on sarnasuse keskpunkt viline,
kui aga raadiused on suunatud vastaspoole (joon. 186, O\M; ja O.M,), siis sar-

Joon. 186.

nasuse keskpunkt on sisemine. Ka on selge, et kui ringjooned puutuvad, siis iiks
sarnasuse keskpunktidest iihtib puutepunktiga. Seejuures, kui ringjoonte puutu-
mine on viline,. siis puutepunktis: on “sisemine sarnasuse keskpunkt, on aga
puutumine sisemine, siis puutepunktis on ringjoonte viline sarnasuse keskpunkt.

Harjutusi. 1. Toestada, et kui kaks ringjoont asetsevad teineteisest
véljaspool, siis nende viline sarnasuse keskpunkt iihtib nende iihiste valiste
puutujate Ioikepunktiga, sisemine sarnasuse keskpunkt iihtib aga nende dihiste

- seesmiste puutujate l6ikepunktiga. ‘
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2. Missugune asend peab olema kahel ringjoonel tasapinnal, et nende
védline ja sisemine sarnasuse keskpunkt iihtiksid?
Vastus. Ringjooned peavad olema kontsentrilised.

180. Pantograaf. Kujundite sarnasusteisendust voib mehhaaniliselt teos-
tada erilise riista abil, mille leiutajaks oli Christoph Scheiner 1603. a. Leiutaja
nimetas riista pantograafiks.

B ¢ 7. Kujutleme  roopkiilikut ~ ABCD
(joon. 187), mille kiilgedeks on metal-
e L list vardad, mis voivad poorelda Sar-
8 niirides tippude {imber. Kinnitame
A tipu A liikumatult, votame BC piken-
D dusel mingi punkti E ja joonestame
g’ ‘ selle punktiga mingi joone EE’. Olgu
F sirgete AE ja CD loikepunkt ja
D' AB’C’D’ meie Sarniir-roopkiiliku uus
asend. Et roopkiiliku kiilgede pikku-
sed ja loikude CE ja CF pikkused
E ei muutu punkti E liikumisel, siis
Joon. 187. voime kirjutada jdrjest vorded:

AD _ DF_ AF AD'_DF
CE""/FC " RE (sest A ADF ~ A ECF), CE’ ‘—F_rC/.

siit jéreldub, et A AD'F'~ A E’C’F’; jarelikult £ AF’D’ = £ E'F'C’, - s. o.
punktid A, F’ ja E/ asetsevad iihel sirgel Fdasi saame samade
£ ‘ AR IR E
kolmnurkade sarnasusest, et FE = FC> 282

e -DEL AR
ol s e
jarelikult’
AF_AF
FPIRre i FE:

Siit jédreldub, et kolmnurgad AEE’ ja AFF’ on sarnased, jarelikult
L AFF = L AEE! “ja "‘BE'|| FF".

Edasi leiame joonise pohjal:

AF_BC = AF BC
FETCE BFE~ CE"

Koostades liitvorded, kirjutame:

AF+FE _BC+CE _ AF+FE _BC+€E
7 7 FTRATL0 . S P 7 S 7

ehk
AE_BE . AE _BE
AF—BC ® aF~ PBC’
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aga BE = B'E’ ja BC = B’C’; jarelikult

AE_AE _BE
AR AR Bl

Need vordused néditavad, et kui punkt E joonestab mingi kujundi, siis

punkt F joonestab sellega sarnase kujundi, seejuures on nende kujundite sar-
BE

nasustegur vordne suhtega BC - Kui punkti E kinnitada noel ja punkti
F pliiats, siis noela vedamisel moéoda mone kujundi kontuuri pliiats joonestab
paberile sellega sarnase kujundi kontuuri. Selleks et muuta sarnasustegurit,
tuleb punkti E nihutada médéda sirget BC iihele vdi teisele poole. Sellele
Sarniir-roopkiiliku omadusele ongi rajatud pantograafi ehitus, mille iildkuju on
nididatud joonisel 188. Riista kasutatakse plaanide iimberjoonestamisel erisugus-
tes mootudes. ¢

Joon. 188.

Viikeste ja kujult lihtsate kujundite sarnasusteisenduseks voib kasutada
ka suhtesirklit (§166). Selleks tuleb liikuv kruvi kinnitada nii, et sirkli jala
pikkus jaotuks suhtes, mis vordub antud sarnasusteguriga, siis tuleb votta
kujundi sarnasuse keskpunkt ja kiirte abil iihendada sellega kujundi pohi-
unktid. Igal kiirel tuleb moota sama haardega 16ik sarnasuse keskpunktist
ujundi punkti poole, siis tuleb sirkel' iimber podrata ja samale kiirele paigu-
tada 16ik, mis vordub sirkli teise haardega. Nii v6ib imber joonestada antud
kujundi koik pohipunktid ja saada kujund soovitavas suuruses. :

Konstrueerimisiilesandeid.

181. Sarnasusmeetod. Paljude konstrueerimisiilesannete iahen-
damisel voib edukalt kasutada kujundite sarnasusteisendust.

Sarnasusmeetod seisab ‘selles, et iilesande monede andmete poh-
jal konstrueeritakse esialgu kujund, mis on sarnane otsita-
vaga, ja alles siis minnakse iile otsitavale kujundile. See meetod
on eriti holpus siis, kui on antud ainult iiks pikkus, koik teised
antud suurused on aga kas nurgad voi joonte suhted. Niisugused
on naiteks iilesanded: joonestada kolmnurk, kui on antud iiks
nurk, {iks kiilg ja kahe teise kiilje suhe voi kui on antud kaks
nurka ja mone loigu (korguse, mediaani, nurgapoolitaja jne.)
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pikkus; joonestada ruut, kui on antud diagonaali ja kiilje summa
voi vahe jt.

Lahendame néiteks niisuguse iilesande.

Ulesanne 1. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle iiks
nurk C, selle nurga lihiskiilgede suhe AC:BC ja antud nurga
tipust tommatud korgus h (joon. 189).

Olgu AC:BC=m:n, kus m ja n

2 on kaks aniud 16iku voi kaks arvu. Joo-
nestame nurga C, selle haaradele paigu-
tame 16igud CA, ja CB;, mis on vordelised
m ja n-ga. Kui m ja n on 16igud, siis vo-

4 D 8 tame otse CA, = m ja CB, = n. Kui m ja
¢ n on arvud, siis, votnud mingi 16igu /, joo-

A D 8 nestame 16igud CA, = ml ja CB; = nl.
Molemal juhul on meil CA,:CB; =
Joon. 189. = m:n. On ilmne, et kolmnurk CA,B; on

sarnane otsitava kolmnurgaga.
Selleks et saada, otsitav kolmnurk, joonestame kolmnurgas
CA,B; korguse CD,, tédhistades selle A;-ga. Niiiid valime vabalt
sarnasuse keskpunkti ja joonestame kolmnurga, mis on sarnane

A g h.
kolmnurgaga A;B,C, kusjuures sarnasusteguri suuruseks on v

1
(h on otsitava kolmnurga korgus). Sel viisil saadud kolmnurk
ongi otsitav.

Holpsaim on votta sarnasuse keskpunktiks punkt C. Niiiid on
otsitava kolmnurga joonestamine iisna lihtne (joon. 189). Piken-
dame kolmnurga A;B,C korgust CD,, paigutame sellele 16igu CD,
mis on vordne 4-ga ja tombame AB paralleelselt A,B,-ga.

Kolmnurk ABC ongi otsitav.

Sedalaadi {ilesannetes jdéb otsitava kujundi asend meelevald-
seks; monikord aga tuleb joonestada kujund, mille asend antud
punktide ja joonte suhtes peab olema mdairatud. Seejuures véib
juhtuda, et korvaldades iihe asendi- tingimiise, saame teiste tingi-

Joon. 190.
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muste pohjal lopmatu palju kujundeid, mis on koik sarnased
otsitavaga. Sel korral voib sarnasusmeetodit edukalt kasutada.
Toome niiteid.

Ulesanne 2. Antud nurgasse ABC joonestada ringjoon, mis
labiks antud punkti M (joon. 190).

Loobume esialgu tingimusest, et ringjoon peab ldbima punkti
M. Sel juhul rahuldab iilesannet l6pmatu palju ringjooni, milie
keskpunktid asetsevad nurgapoolitajal BD. Joonestame neist iihe,
aditeks selle, mille keskpunkt on O’. Vaotame sellel ringjoonel
punkti M, mis vastaks punktile M, s. o. punkti kiirel MB ja
tombame raadiuse M’0O’. Kui niiiid joonestada MO || M'O’, siis
punkt O on otsitava ringjoone keskpunkt. Toepoolest, tommates
haarale BA ristloigud ON ja O’N’, saame sarnased kolmnurgad
MBO ja M’BO’, NBO ja N’BO’, milledest tuletame: MO : M'O” =
= BO:BO’; NO: N0’ = BO: BO’; siit

MO : MO’ = NO:N'O,

Aga M’O” = N'0’; jarelikult MO = NO, s. t. ringjoon, mis on joo-
aestatud keskpunktist O raadiusega OM, puutub haara AB; et
aga selle ringjoone keskpunkt asetseb nurgapoolitajal, siis ta puu-
tub ka haara BC.

Kui vastavaks punktiks votame kiire MB teise 16ikepunkti ring-
joonega, nimelt M’,, siis leiame ka otsitava ringjoone keskpunkti
O,. Jérelikult on antud iilesandel kaks lahendust.

Ulesanne 3. Antud kolmnurka ABC joonestada antud terav-
nurgaga romb nii, et iitks rombi kiilgedest asetseks kolmnurga
ABC alusel AB, kaks rombi tippu aga kolmnurga haaradel AC ja
BC (joon. 191).

Loobume esialgu noudest, et iiks
rombi tippudest asetseks kolmnurga
kiiljel BC. Niiiid saab joonestada lop-
matu palju rombe, mis rahuldavad
ilesande teisi ndudeid. Joonestame
neist iihe.

Votame kiiljel AC mingi punkti A4
M. Joonestame selle punkti juurde
nurga, mis vordub rombi antud nur- Jooir. 191
gaga ja mille iikks haar oleks paral- \
leelne alusega AB; selle nurga teine
haar 16ikab alust AB mingis punktis N. Alusele AB paigutame
punktist N 16igu NP, mis on vordne MN-ga ja joonestame rombi
kiilgedega MN ja NP. Q on rombi neljas {ipp.

Edasi votame tipu A sarnasuse keskpunktiks ja joonestame
rombi, mis on sarnane rombiga MNPQ, valides sarnasusteguri nii,

Nz P U
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et tipule Q vastav uue rombi tipp oleks kiiljel BC. Selleks piken-
dame sirget AQ kuni I6ikumiseni kiiljega BC mones punktis X.
See punkt X on otsitava rombi iiheks tipuks.

Tommates sellest punktist paralleelsed sirged rombi MNPQ
kiilgedele, saame otsitava rombi XYZU.

Jatame opilasil endil sarnasusmeetodiga lahendada jargmised
tilesanded. .

1. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks nurka ja umberjoonestatud
ringjoone raadius.

9. Joonestada kolmnurk, kui on antud korguse ja aluse suhe, txpunurk ja
haara mediaan.

3. On antud nurk AOB ja selle sees punkt C. Leida haaral OB punkt M,
mis oleks vordsel kaugusel haarast OA ja punktist C.

V. Moned teoreemid vordelistest l0ikudest.

182. Teoreem. Nurga (ABC) haarade Iloikamisel
paralleelsete sirgetega (DD, EE,, FF,,...) tekivad haa-
radel vordelised léigud (joon. 192).

Joon. 192. . Joon. 193.

Tuleb toestada, et

8D . pE . BF
BD, ~ D,E, " EF,

DB DE = BD tDIE;:
DE : EF = DlEl :Elpl jne.

ehk

Tommates paralleelselt BA-ga abisirged DM, EN jne., saame
kolmnurgad BDD,, DEM, EFN jne., mis on sarnased, sest nende
nurgad=on vastavalt vordsed (sirgete paralleelsuse tottu). Nende
sarnasusest jareldub, et

BD _DE _EF _ :
: B_Dl._l)_.M—E—N— . . jne.
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Selles vordsete suhete reas asendame 16igu DM ldiguga D\E,,
16igu EN loiguga E F, jne. (roopkiilikute vastaskiiljed on vordsed),
ja me saame tulemuse, mida oligi tarvis toestada.

183. Teoreem. Uhest punktist (O) Idhtuvate sirgete
(OA, OB, 0OC,...) loikamisel kahe paralleelse sirgega te-
kivad nendel paralleelidel vordelised l16igud (joon. 193).

Tuleb toestada, et sirge MN 16igud AB, BC, CD,... on vorde-
lised sirge M;N, loikudega A\B\, B\C,, C\Dy, ...

Kolmnurkade OAB ja OA\B; (§ 159) mning kolmnurkade OBC
ja OB,C, sarnasust tuletame:

AB _BO . BO _ BC
4,B, B0 ¥ B0~ B’
siit
_AB _ BC
AlBl—BlCl.

Samuti toestame ka teiste loikude vordelisuse.

184. Ulesanne. Jaotada szrglozk AB (joon. 194) kolmeks
osaks suhtes m:n:p, kus m, n ja p on antud loigud vo6i antud
arvud.

Tommates kiire AC, mis moodustab mistahes nurga 6iguga
AB, paigutame sellele punktist A 16igud, mis on vordsed 16iku-
dega m, n ja p. Punkti F, s. o. 16igu p otspu-nkﬁ, tthendame punk-
tiga B sirge BF abil ja ldabi punktide G ja H tombame BF-le
paralleelid GD ja HE. Niiiid jaotub 16ik AB punktides D ja E osa-
deks suhtes m: n: p.

»

Joon. 194, Joon. 195.
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Kui m, n ja p on mingid arvud, nditeks 2, 5 ja 3, siis konst-
ruktsioon teostatakse samal viisil, ainult selle vahega, et AC-le
paigutatakse 16igud, mis on vordsed kahe, viie ja kolme vabalt
voetud pikkusiihikuga.

Muidugi voib kasutada seda joonestusviisi ka sel korral, kui
antud 16ik tuleb jaotada osadeks, mille arv on kuitahes suur.

185. Ulesanne. Kolmele antud loigule a, b ja c leida nel-
jas vordeline (joon. 195), s. 0. leida niisugune 16ik x, et oleks keh-
tiv vorre; a:b =c: X -

Paigutame mingi nurga ABC haaradele lmgud BD =:a
BF = b, DE = c. Tommates siis ldabi D ja F sirge, ehitame
EG || DF. Loik FG on ofsitav.

-

Kolmnurga nurgapoolitaja omadus.

186. Teoreem. Kolmnurga (ABC) mistahes sisenurga
poolitaja (BD, joon. 196) jaotab vastaskiilje osadeks
340 ja DC), mis on vordelised selle nurga liihiskulge-‘

ega.

Tuleb toestada, et AD :DC = AB :BC, kui £ ABD = £ DBC.

Tombame. CE || BD kuni 15ikumiseni kiilje AB pikendusega
punktis E. Siis on meil vastavalt teoreemile § 182 vorre:

AD:DC = AB: BE.

Selleks et iile minna saadud vordelt sellele, mida tuleb
toestada, on kiillaldane, kui nididata, et BE = BC, s. 0., et A BCE
on vordhaarne. Selles kolmnurgas Z E= /ABD (kui kaasnurgad
paralleelide juures) ja £ BCE = £ DBE (kui poiknurgad samade
paralleelide juures).

Aga £ ABD = £ DBC eelduse pohjal, tahendab £ E = £ BCE
ja seeparast on vordsed ka kiiljed BC ja BE, mis asetsevad vord-
sete nurkade vastas. Asendades niiiid iilaltoodud vordes 16igu BE
16iguga BC, saame selle vorde, mida oli tarvis toestada.

Arvuline ndide. Olgu AB=10; BC=7 ja AC =6.
Tahistades AD tdhega x, saame vorde
x:(6—=x)=10:17,

millest leiame:

7x = 60 — 10x; 7x 4+ 10x = 60; 17x = 60;

132



Jéarelikult
9 8

187. Teoreem (mis véljendab kolm- E
nurga valisnurga poolitaja omadst).
Kolmnurga (ABC) vilisnurga (CBF)
poolitaja (BD, joon. 197) loikab vas-
taskiilje (AC) pikendust niisuguses

punktis (D), mille kauqused selle y
kiilje otspunktidest (DA ja DC) on 4
té%rdelised lihiskiilgedega (AB ja
i
Tuleb toestada, et DA:DC = AB: BC,
kui £ CBD = /Z FBD. A D c
Tommates CE || BD, saame vorde:
Joon. 196.

DA:DC = AB:BE.

Et £ BEC = £ FBD (kui kaasnurgad paralleelide juures) ja
Z BCE = £ CBD (kui poiknurgad paralleelide juures) ja nurgad
FBD ja CBD on vordsed eelduse pohjal, siis £ BEC = £ BCE;

Joon. 197.

seega A BCE on vordhaarne, s. t. BE =80, Asendades vordes
16igu BE loiguga BC, saame selle vorde, mida oligi tarvis toestada:

DA:DC = AB: BC.

Midrkus. Erijuhtumit kujutab vordhaarse kolmnurga tipu
juures olev vilisnurga poolitaja, mis on paralleelne kolmnurga
alusega.
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VI. Meetrilised seosed kolmnurga ja monede teiste
kujundite elementide vahel.

188. Teoreem. Tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusile
joonestatud korgus on keskmine vordeline loikudega,
milledeks see korgus jaotab hiipotenuusi, ja kaatet on
keskmine vordeline hiipotenuusi ja selle kaateti juures
oleva hiipotenuusi Iéiguga.

Olgu AD (joon. 198) korgus, mis on tommatud tédisnurga -A
tipust hiipotenuusile BC. Tuieb toestada kolm jargmist vorret:

BD.. AD BC _AB BC 7 AC

D 25=p¢c; D ae=8p’ 9 ac=DpC

Esimest vorret meie toestame kolmnurkade ABD ja ADC sar-
nasuse pohjal. Need kolmnurgad on sarnased, sest

Ll=/L4ja £2=13

(haarad on vastavalt risti, § 80). Votame kolmnurgas "ABD Kkiil-
jed BD ja AD, mis moodustavad toestatava vorde esimese suhte;
kolmnurgas ADC on vastavaiks kiilgedeks AD ja DC'!, -see-
parast

BD :AD = AD:DC.

Teist vorret toestame kolmnurkade ABC ja ABD sarnasuse
pohjal. Need kolmnurgad on sarnased, sest nad on tdisnurksed
ja teravnurk B on neil {ihine. Kolmnurgas ABC votame kiiljed
BC ja AB, mis moodustavad toestatava vorde esimese suhte; vas-
tavaiks kiilgedeks kolmnurgas ABD on AB ja BD, seepirast

BC:AB = AB: BD.

Kolmanda vorde toestame kolmnurkade ABC ja ADC sarna-
suse pohjal. Need kolmnurgad on sarnased, sest nad on molemad
taisnurksed ja neil on iihine teravnurk C. Kolmnurgas ABC
votame kiilijed BC ja AC; vastavateks kiilgedeks kolmnurgas ADC
on kiiljed AC ja DC, seepérast BC:AC = AC:DC.

! Et eksimatult otsustada, millised kiiljed voetud kolmnurkades on vasta-
vad, on kasulik toimida jargmiselt: .

1) niidata nurgad, mille vastas asetsevad iihes kolmnurgas voetud kiiljed;

2) leida vastavalt vordsed nurcad teises kolmnurgas;

3) votta nende nurkade vastaskiiljed.

Niiteks kolmnurkade ABD ja ADC puhul arutame nii: kolmnurgas ABD
on kiiljed BD ja AD nurkade I ja 3 vastas; kolmnurgas ADC vorduvad nende
nurkadega nurgad 4 ja 2; nende nurkade vastas on kiiljed AD ja DC. Téhen-
dab, kiilgedele BD ja AD vastavad kiiljed on AD ja DC.
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189. Jareldus. Olgu A (joon. 199) mingi punkt ringjoonel,
millest on joonestatud diameetrile BC ristjoon. Uhendanud dia-
meetri otspunktid selle punktiga, saame -tdisnurkse kolm-

. A

Joon. 198. Joon. 199.

nurga ABC, milles hiipotenuusiks on diameeter, kaatetiteks aga
koolud (§ 115, 2). Rakendades eespool tdestatud teoreemi selle
kolmnurga kohta, tuleme jargmisele jareldusele:

ristloik, mis on tommatud ringjoone mingist punktist diameet-
rile, on keskmine vordeline diameetri loikudega, milledeks see rist-
loik jaotab diameetri, ja k66l, mis ihendab seda punkti diameetri
otspunktiga, on keskmine vordeline diameetri ja selle koolu juures
oleva diameetri loiguga.

190. Ulesanme. Joonestada loik, mis oleks antud loikude
a ja b keskmine vordeline.

Ulesannet voib lahendada kahel viisil.

1) Paigutame meelevaldselt voetud sirgele (joon. 200) Idigud
AB = q ja BC = b; votame AC diameetriks ja joonestame pool-
ringjoone; punktist B tombame AC-le ristloigu BD kuni 16ikumi-
seni ringjoonega. See ristloik ongi loikude a ja b otsitav keskmine
vordeline.

D

a . b——l Ry a

Joon. 200. Joon. 201.

2) Paigutame meelevaldselt voetud sirgele (joon. 201)
punktist A 16igud a ja b. Suurema 16igu votame diameetriks ja
joonestame poolringjoone. Tommanud vaiksema 16igu otspunktist
AB-le ristloigu kuni l6ikumiseni ringjoonega punktis D, iihendame

L4
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punktid A ja D. Kool AD ongi 16ikude a ja b otsitav keskmine
vordeline.

191. Pythagorase teoreem. Eespool tdestatud teoreemid luba-
vad piistitada tdhelepanuvdirse seose mistahes taisnurkse kolm-
nurga kiilgede vahel. Selle seose avastas kreeka matemaatik Pytha-
goras (VI saj. e. m. a.) ja seepidrast nimetatakse seda seost
Pythagorase teoreemiks.

Kui tidisnurkse kolmnurga kiiljed on méoddetud iihe
ja sama modtiihikuga, siis hiipotenuusi pikkuse ruut
vordub Kaatetite pikkuste ruutude summaga.

Olgu ABC (joon. 202) tidisnurkne
A kolmnurk, AD on ristldik, mis on
tommatud tdisnurga tipust hiipote-
nuusile. Oletame, et ko!mnurga Kkiil-
h jed ja hiipotenuusi 16igud on moode-
tud tithe ja sama mootithikuga ja see-
juures on saadud arvud a, b, ¢, ¢’ ja b’
Dok (kokkuleppe pohjal tahistatakse kolm-
nurga kiilgi vidikeste tdhtedega, vas-
tavalt suurtele tdhtedele, millega

Joon. 202. tahistatakse vastasnurki). Rakenda-
des teoreemi § 188, voime kirjutada
vorded:

a:c=c:c’jaa:b=2>:0
siit

ac’ = ¢? ja ab’ = b2
Liitesv lilkmeti need kaks vordust, saame:
ac’ + ab’ = c? + b2 ehka(c + b’) = c? + b2
Aga et
" ¢+ b =a,

siis
a® = ¢+ b2

Seda teoreemi sonastatakse harilikult lithendatult nii: hiipote-
nuusi ruut vordub kaatetite ruutude summaga.

Nédide. Oletame, et kaatetid, mis on moodetud mingi iihi-
kuga, viljenduvad arvudega 3 ja 4; siis hiipotenuus, mododetuna
sama {ihikuga, viljendub arvuga x, mis rahuldab vorrandit:

¥ =324+4 =9+ 16 = 25, millest x = /25 = 5.
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Markus. Téisnurkset kolmnurka kiilgedega 3, 4 ja 5 nimeta-
takse egiptuse kolmnurgaks, sest seda tundsid juba vanad egipt-
lased. Seal kasutasid maamootjad seda kolmnurka tdisnurga ehi-
tamiseks maapinnal. Vote oli jargmine: kois oli jaotatud sdlme-
dega kaheteistkiimneks vordseks osaks; pdrast koie otste iihenda-
mist anti koiele teivaste abil kolmnurga kuju. Kiilgedeks oli 3, 4
ja 5 jaotust; nurk, mis on kiilgede 3 ja 4 vahel, on tdisnurk!.

Pythagorase teoreemi voib sonastada ka veel nii, nagu seda
tegi Pythagoras ise. Selle sonastusega tutvume hiljem (§ 257).

192. Jareldus. Kaatetite ruudud suhtuvad nagu nendele
kaatetitele vastavad hipotenuusi loigud.
Toepoolest, eelmise paragrahvi vorrandite pohjal leiame:

cc:2=ac’:abl =c:b

193. Miarkus 1. Kolmele eespool saadud vordusele:
1) ad=c?, 2) ab’=H ja 3) a=b*+c*

voime lisada veel jargmised kaks:
4) b’+c’=a ja 5) h2=b'c

(h-ga on tahistatud korgus AD). Neist vordustest on kolmas, nagw
nagime, kahe esimese ja neljanda jéreldus, nii et viiest vordusest
on soltumatuid vordusi neli; seeparast ongi voimalik kahe antud
suuruse pohjal kuuest leida iilejaanud neli.

Naiiteks oletame, et on antud hiipotenuusi I6igud 4'=5 m ja
.3 sliss

a=b'+c'=12; c=vac'=V12-7=184=9,165...
b=vab’=\12-5=60=7,745 . ..
h=Vbc'=V5-7T=V35=5916. ..

Miarkus 2. Jargmistes teoreemides rddgime lithidalt: «kiilje:
ruut» sonade «kiilje pikkust vdljendava moo6tarvu ruut» asemel voi
«loikude korrutis» sonade «loikude pikkust viljendavate mdot-
arvude korrutis» asemel. Seejuures eeldame, et 16igud on mdodetud
iihe ja sama iihikuga.

1+ Téisnurkseid kolmnurki, mille kiilgede moodtarvudeks on tdisarvud,
nimetatakse Pythagorase kolmnurkadeks. Voib testada, et selliste kolmnurkade
kaatetid x ja y ning hiipotenuus z on seotud jirgmiste valemitega:
x=2ab, y=a*—0b, z=a>1b?
kus a ja b on vabalt voetud tdisarvud tingimusel, et a > b.
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194. Teoreem. Igas kolmnurgas teravnurga vastaskiilje
ruut vordub kahe teise kiilje ruutude summaga, millest
on lahutatud iihe kiilje kahekordne korrutis selle kiilje
léiguga teravnurga tipust kuni kéorquse aluseni.

Olgu kolmnurgas ABC (joon. 203 ja 204) kiilg BC teravnurga
A vastaskiilg ja BD korgus, mis on tommatud iihele iilejddnud
kiilgedest, naiteks kiiljele AC (voi AC pikendusele). Tuleb toes-
tada, et

BC*=AB?*+AC*—2AC - AD

voi tédhistades loikude pikkuséd vdikeste tdhtedega, nagu madidatud
joonisel: a?=0b2+c?—2bc’.

8
8
C

5 a h

h a
A C A D

¢’ b a'ied L b ——Ea'ﬁ
b “'

Joon. 203. Joon. 204.

Téaisnurksest kolmnurgast BDC leiame: :
a?=h2+ ()2, (1)

Miidrame molemad ruudud A? ja (a’)? Téisnurksest kolmnur-
gast BAD leiame:
h=c*— (') (2)

Teiselt poolt, a’=b—¢’ (joon.203) vdi a’=c’—b (joon. 204).
Molemal juhtumil saame, et (a”)? vordub sama avaldisega:

(a/)2= (b_c/)2=b2_2bcl+ (C/)g;
(@)= (c'—b)?= (¢')*—2bc"+ b2 (3)

Niiiid omab vordus (1) kuju:
a?=c*— (c’)?+b62—2bc" + (¢")3=c2+b2—2bc’.

195. Teoreem. Igas kolmnurgas niirinurga vastaskiilje
ruut vordub kahe teise kiilje ruutude summaga, millele
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on liidetud iihe Kkiilje kahekordne korrutis selle Kkiilje
Ioiguga niirinurga tipust korguse aluseni.

Olgu kolmnurgas ABC (joon. 205) kiilg AB niirinurga C vas-
tas ja BD korgus, mis on tommatud iihe iilejddnud kiilje, nditeks
AC pikendusele; tuleb toestada, et

AB*=AC*+BC*+2AC-CD
voi kasutades lithendatud tédhistusi vastavailt joonisele:
c?=a*+b2+2ba’.
Kolmnurkadest ABD ja CBD leiame: ¢?*=h%+ (¢’)*=a?— (a’)?+

+ (a’+0b)?=a*— (a’)2+ (a')2+2ba’ + b*=a?+ b*-+-2ba’, mida oligi
tarvis toestada.

B
B8 (A
c
h| a
H
/ , Vo -
/ i N—
0 A 7/// . /
//// [ 7 1IN A
‘._a‘__LC.__ Broideed i i ',\,\7"\
H g 4 L 57
- ¢ 3 D F
Joon. 205. - Joon. 206.

196. Jareldus. Kolmest viimasest teoreemist jareldame, et
kolmnurga kiilje ruut vordub, on viiksem voi on suurem kahe teise
kiilje ruutude summast vastavalt sellele, kas selle kiilje vastasnurk
on tdisnurk, teravnurk v6i nirinurk; siit jdareldub poérdteoreem:

ko!mnurga nurk on kas tdisnurk, teravnurk voi nirinurk vas-
tavalt sellele, kas selle nurga vastaskiilje ruut vordub, on vdiksem
voi on suurem kahe llejiadnud kilje ruutude summast.

197. Teoreem. RoOOpkiiliku diagonaalide ruutude
summa vordub tema kiilgede ruutude summaga.

Tombame roopkiiliku ABCD tippudest B ja C (joon. 206) alu-
sele AD ristloigud BE ja CF. Kolmnurkadest ABD ja ACD leiame:

BD*=AB?+AD*—2AD . AE:
AC?=AD?*+CD*+2AD - DF.

Tédisnurksed kolmnurgad ABE ja DCF on vordsed, sest neis on

vordsed hiipotenuusid ja iiks paar vordseid teravnurki; siit jareldub,
et AE=DF.
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Liites niitid liikmeti need kaks vordust, siis —2A4D -AE ja

+2AD - DF koonduvad ja me saame:
BD?*+AC?*=AB*+ AD?*+ AD? 4 CD?=
=AB*+ BC?+ CD?*+ AD>.

198. Kolmnurga korguste midramine tema kiilgede kaudu.
Midrame kolmnurga ABC korguse he, mis on tommatud kiiljele
BC=a (joon. 207 ja 208). 2

Tahistame kiilje a (mis niirinurga C puhul on pikendatud.
joon. 208) 16igud jargmiselt: 16igu BD c¢’-ga ja loigu DC b’-ga.

Rakendades teoreemi kolmnurga teravnurga vastaskiilje kohta
(§ 194), saame:

b*=a%+c*—2ac’.
Sellest vorrandist leiame 16igu ¢”:

g a?4 2 — b2
2a

Pirast seda leiame kolmnurgast ABD korguse kui kaateti:
kR (EEE

Samuti voib leida kolmnurga kiilgede kaudu korgused 4y ja he,
mis on tommatud kiilgedele & ja c.

A
A
L
c b i )
hef b ha
. .
B8 e iy
] 8 D
e OIS, PR Y%
a —— ¢ ———
Joon. 207. Joon. 208

VII. Vordelised 16igud ringis.

199. Méanede vordeliste 16ikudega ringis tutvusime juba varem
(§ 189); niiiid tutvume veel monede teistega.

140



Teoreem. Kui Iéiibi ringi sees voetud punkti (M, joon. 209)
tommata mingi kool (AB) ja diameeter (CD), siis koolu
loikude korrutis (AM-.MB) vordub diameetri loikude
korrutisega (MD - MC).

Tommates kaks abikoolu AC ja BD, saame kaks kolmnurka:
AMC ja MBD (joonisel viirutatud), mis on sarnased, sest neis on
nurgad A ja D vordsed kui piirdenurgad, mis toetuvad iihele ja
samale kaarele BC ja nurgad C ja B on vordsed kui piirdenurgad,
mis toetuvad iihele ja samale kaarele AD. Kolmnurkade sarnasusest
saame: ?

AM :MD=MC : MB,
millest
AM-MB=MD - MC.

200. Jareldus. Kui ldbi ringi
sees voetud punkti (M, joon. 209) on
tommatud mistahes arv koole (AB,
EF, KL,...), siis iga koolu 106i-
kude korrulis on jdav arv koikide
koolude kohta, sest iga koolu kohta
on see korrutis vordne 1dbi punkti M
mineva diameetri CD 16ikude korru- Joon. 209.
tisega.

~ 201. Teoreem. Kui vélljaspool ringi véetud punktist (M,
joon. 210) on ringile tommatud mingi 16ikaja (MA) ja

Joon. 210.

pgutuia (MC), siis I6ikaja korrutis oma viilise osaga
vordub puutuja ruuduga (siin eeldatakse, et 16ikaja on piira-
tud teise loikepunktiga ja puutuja on piiratud puutepunktiga).
Tombame abikoolud AC ja BC; saame kaks kolmnurka: MAC
ja MBC (joonisel viirutatud), mis on sarnased, sest neil on iihine
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nurk M ning nurgad MCB ja CAB on vordsed, sest kumbagi neist
moodab pool kaarest BC. Votame kolmnurgas MAC kiiljed MA ja
MC; neile vastavaiks kiilgedeks kolmnurgas MBC on MC ja MB;
seepdrast

MA: MC=MC: MB,
millést
MA - MB=MC>.

202. Jareldus. Kui vdljaspool ringi véetud punktist (M,
joon. 210) témmata ringile mistahes arv loikajaid (MA, MD,
ME .}, stis-iga lozka]a korrutis oma vilise osaga on koigi loika-
jate kohta jadv arv, sest iga 16ikaja puhul vordub see korrutis punk-

tist M tommatud puutu]a ruuduga (MC ).

VIII. Teravnurga trigonomeetrilised funktsiconid.

203. Definitsioonid. Olgu a mingi teravnurk (joon. 211).
Votame selle nurga iihel haaral mingi punkti M ja tombame sel-
lest nurga teisele haarale ristloigu MN. - Saame tdisnurkse kolm-
nurga BIMN. Votame selle kolmnurga kiilgede suhted paarikaupa,
ja nimelt:

%, s.0. nurga a vastaskaateti suhe hiipotenuusiga,
gj—; , S.0. nurga « ldhiskaateti suhe hiipotenuusiga,
—g%v, s.0. nurga a vastaskaateti suhe ldhiskaatetiga ja nende
poordsuhted: :
BM BM BN
MN’ BN’ MN-

Ukski nendest kuuest suhfest ei soltu punkti M asendist haaral
BE. Toepoolest,- kui punkti M asemel votta teised punktid M,
M”,... ja tommata ristloigud M'N’, M”N”,... siis tekkinud
kolmnurgad BM’N’, BM”N”, ... on sarnased kolmnurgaga BMAN,
sest kolmnurkade vastavad nurgad on vordsed. Et aga sarnastes
kolmnurkades vastavad kiiljed on vordelised, siis

MN_MN_ MN_
BN — BN = BN* — - - ine

BN _ BN _ BN _
MN MINI M~Np e L .jne.
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Uhegi voetud suhte suurus ei s
soltu ka sellest, millisel nurga haaral
on punkt M voetud. Kui naiteks vo- M
tame haaral BA punkti M, (sama joo-
nis) ja tombame M,N, L BC, siis
kolmnurk BM;N, on samu‘i sarnane
kolmnurgaga BMN, sest neil on kaks
paari vordseid nurki, nimelt tais- N N N M,
nurgad ja nurk «, mis esineb nii {ihes e
kui ka leises kolmnurgas; seepdrast

MM WY
BM, ~BM ‘" jne.

Seega meie poolt voetud suhted ei muutu punkti M asendi muu-
tumisel nurga « tihel voi teisel haaral, kuid muutuvad muidugi
nurga suuruse muutumisel. ;

Seeiuures nurga igale suurusele vastab iga suhte tdiesti médira-
tud vairtus.

Seepirast voime iitelda, et iga suhe on ainult nurga funktsioon
ja middrab nurga suuruse.

Nimetatud suhteid nimetatakse nurga trigonomeetrilisteks funkt-
sioonideks. Neist kuuest suhtest kasutatakse koige rohkem jargmist
nelja, millele on antud erinimetused ja eritdhised:

nurga a vastaskaateti suhet hiipotenuusiga nimetatakse nurga a
siinuseks ja tahistatakse: sin a;

nurga a ldhiskaateti suhet hiipotenuusiga nimetatakse nurga a
koosinuseks ja tihistatakse: cos a;

nurga a vastaskaateti suhet lahiskaatetiga nimetatakse nurga a
tangensiks ja tahistatakse: tg o voi tan a;

nurga a lahiskaateti suhet vastaskaatetiga nimetalakse nurga a
kootangensiks ja tihistatakse: ctg a voi cot a.

Et kumbki kaatetitest on véiksem hiipotenuusist, siis iga nurga
siinus ja koosinus on vidiksem 1-st, ja et {iks kaatet voib olla suu-
rem voi vdiksem teisest kaatetist voi vordne teise kaatetiga, siis
tangens ja kootangens voivad olla suuremad voi vaiksemad [-st voi
vordsed |-ga.

204. Nurga joonestamine, kui on antud iiks selle nurga trigono-
meetrilistest funktsioonidest.

1) Olgu vaja joonestada nurk, mille siinus on g. Selleks tuleb
joonestada niisugune tdisnurkne kolmnurk, mille iihe kaateti suhe
hiipotenuusiga oleks 2, ja votta see nurk, mis on selle kaateti vas-

tas. Kolmnurga joonestamiseks votame mingi liihikese 16igu ja
ehitame 16igu AB (joon. 212), mis vordub nelja voetud 16igu pikku-
sega. Loigu AB votame diameetriks ja joonestame poolringjoone.
Niiiid votame punkti B keskpunktiks ja joonestame kaare raadiu-
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'sega, mis on % hiipotenuusist. Selle kaare 16ikepunkti poolring-

joonega iithendame punktidega A ja B, saame kolmnurga, milles
nurga A siinus ongi %.

2) On antud vorrand: cos x=0,7; joonestada nurk x. Selle iiles-
ande lahendame samuti kui eelnevagi: hiipotenuusiks votame
léigu AB (sama joonis), mille pikkus on 10 mingit vordset osa,
kaatetiks aga 16igu, mille pikkus oleks 7 sama osa; siis selle kaateti
lahisnurk A ongi otsitav.

3) Joonestada nurk x, kui tan x=1 %

H A
Joon. 212. Joon. 213.

Selleks tuleb ehitada niisugune tdisnurkne kolmnurk, mille iiks
kaatet oleks 1 -:12- korda suurem teisest kaatetist. Joonestanud tais-

nurga (joon. 213), asetame selle nurga iihele haarale meelevald-
selt voetud pikkusega 16igu AB, teisele haarale aga 16igu AC, mis

vordub 1 % AB-ga. Uhendanud punktid B ja C, saame nurga B,

mille tangens on 1 %

Samal viisil tuleb toimida, kui soovitakse joonestada nurk antud
kootangensi kaudu; otsitavaks nurgaks on siis see nurk, mille
lahiskaatetiks on AC.

205. Trigonomeetriliste funktsioonide muutumine nurga muu-
tumisel 0°-st kuni 90°-ni. Selleks et oleks hdlpsam jélgida siinuse
ja koosinuse muutumist nurga muutumisel, oletame, et sellel muu-
tumisel hiipotenuusi pikkus, mis vordub iihe pikkusiihikuga, ei muutu,
muutuvad ainult kaatetid. Joonestame raadiusega OA (joon. 214),
mis vordub meelevaldselt voetud pikkusithikuga, veerandi ring-
joonest AM ja votame selles mingi kesknurga AOB = a. Joones-
tades punktist B raadiusele OA ristloigu BC, saame:

: o h : h

sina = @z-‘lg = BC arvulise viirtusega;
it : Pl

cos a = 8_B:_l = OC arvulise vairtusega.
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Kujutleme, et raadius OB poorleb iimber keskpunkti O joo-
nisel noolega ndidatud suunas, alates asendist OA kuni asen-
dini OM. Niiiid suureneb nurk 0°-st kuni 90°-ni (lidbistades jooni-
sel ndidatud véaartused AOB, AOB’, AOB”, jne.); nurga vastas-
kaateti BC arvuline véartus suureneb nullist (kui a = 0°) kuni
itheni (kui a = 90°); kaateti OC arvuline viirtus aga viheneb
tihest (kui @ = 0°) kuni nullini (kui « = 90°). Seega: nurga suu-
renemisel 0°-st kuni 90°-ni tema siinus suureneb 0-st kuni 1-ni ja
koosinus vidheneb 1-st kuni 0-ni. ’

M N
M ; /a'
Bl
8

90°
| A

0 cCCla x
Joon. 214. Joon. 215,

Jilgime niiiid tangensi muutumist. Et nurga tangens on nurga
vastaskaateti suhe lahiskaatetiga, siis on holpsam oletada, et
teravnurga suurenemisel ldhiskaatet jaab vordseks pikkusiihikuga,
vastaskaatet aga muutub. Vétame 16igu OA, mis on vordne pikkus-
tthikuga (joon. 215), ja vaatame sellele kui kolmnurga AOB muutu-

matule kaatetile. Kolmnurga nurk AOB = « muutub.

Vastav~alt_ definitsioonile ~ tana = %,l‘: :ATB = AB arvulise

vaartusega.
Nihutame niitid punkti B mooda sirget AN, alates punktist A,
fiha korgemale 1dbi asendite B’, B”, ... jne.; siis, nagu niha jooni-

sest, nurk « ja selle tangens suurenevad; kui seejuures liikuv punkt
B {ihtib punktiga A, on nurk « = 0° ja ka nurga tangens on null.
Kui punkt B touseb mooda sirget AN {iha korgemale, nurk a suu-
reneb, piiiides saada murgaks AOM = 90°, ja tangensi arvuline
vaartus suureneb samuti, seejuures voib ta ilmselt saada suure-
maks mistahes suurest arvust (kasvab piiramatult). Tahendab,
nurga suurenemisel 0°st kuni 90°-ni tema tangens kasvab
piiramatult.

Viljenduse asemel «muutuv suurus kasvab piiramatult», oel-
dakse, et «muutuv suurus kasvab lopmatuseni». Sona «lopmatus»
viljendatakse siimboliga oo . - Tangensi muutumist voib seega val-
jendada jargmiselt: nurga suurenemisel 0°-st kuni 90°-ni tangens
suureneb 0-st kuni oo -ni.
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Kootangensi definitsioonist (§ 203) jéireldub, et kootangens on
tangensi podrdsuurus (cota = 1:tana) ja seepirast, kui tana
kasvab 0-st oo -ni, siis cot @ vdheneb oco-st kuni 0-ni.

206. Trigonomeetriliste funktsioonide tabel. Selle raamatu 16ppu
on lisatud tabel, mis sisaldab trigonomeetrilised funktsioonid (tép-
susega kuni nelJanda kiimnendkohani) koigi tédisarv-kraadiliste
nurkade jaoks 0°-st kuni 90°-ni. Tabel on koostatud nii: esimeses
veerus vasakult (mille pealkirjaks on «kraadids) on paigutatud
kraadid: 0° 1°, 2° 3° ... kuni 45° teises veerus (pealkirja all «sii-
nused») on paigutatud esimeses veerus olevate nurkade siinused;
kolmandas veerus on koosinused, siis tangensid ja siis kootangen-
sid. Viimases, kuuendas veerus, on paigutatud jélle kraadid,
nimelt: 90°, 89°, 88° 87° ... jne. kuni 45°. See on tehtud (ruumi
kokkuhoiu mottes) sel alusel, et vastavalt siinuse ja koosinuse
definitsioonile (§ 203) sina = cos(90° — a), cos a = sin(90° — a)
jne., tdhendab, sin 1° = cos 89°, sin 2° = cos 88° jne. Seepirast on
selle veeru all, mille peal on sona «siinused», triikitud «koosinu-
sed»; selle veeru all (3. vasakult), mille peal on margitud «koo-
sinused», seisavad «siinused» jne. Seega nurkade jaoks 0°-st kuni
45°-ni tuleb kraadid votta esimeses veerus vasakult, trigonomeetri-
liste funktsioonide nimetused veergude pealt, nurkade jaoks 45°-st
kuni 90°-ni tuleb kraadid votta viimases .veerus paremalt, funktsioo-
nide nimetused aga veergude alt. Néditeks leiame tabelist: tan 35° =
= 0,7002, cos 53° = 0,6018, tan 72° = 3,0777 jne.

Sellise tabeli abil voime leida mitte ainult antud nurga trigono-
meetrilise funktsiooni, vaid ka timberpéordult: nurga trigonomeetri-
lise funktsiooni pohjal voime leida ka sellele vastava nurga (ligi-
kaudu). Olgu naiteks tarvis leida nurk x, kui on teada, et sinx =
= 0,6152. Otsime siinuste veergudes arvu, mis on 'voimalikult
lahedal 0,6152-le. Niisuguseks arvuks on 0,6157, mis on sin 38°.
Et 0,6152 < 0,6157, siis x < 38°. Aga teiselt poolt 0,6152 > 0,6018
(tabelis asetseb viimane arv arvu 0,6157 peal ja on sin 37°); see-
pirast x > 37°. Me leidsime niiviisi kaks nurka: 37° ja 38°, milie
vahel on nurk x. Tahendab, kui votta x asemel nurk 37° voi nurk 38°,
siis esimesel juhtumil leiame ligikaudse x vdartuse puuduga, teisel
juhtumil lilaga, nii {ihel kui teisel juhul on tdpsus kuni 1°. Neist
nurkadest tuleb eelistada seda, mille siinus on ldhemal antud siinu-
sele (antud niites on parem votta 38°).

Olgu veel tarvis leida nurk x vorrandi cotx = 0,7826 pohjal.
Kootangensite veergudest leiame: 0,7813 = cot 52° ja 0,8098 =
= cot 51°,

Et 0,8098 > 0,7826 > 0,7813, siis-51° < x < 52°, seejuures on X
lahemal 52°-le ja seepérast on x-i suuruseks parem votta 52° (tdp-
sus kuni 1°).
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207. Seos tdisnurkse kolmnurga kiilgede ja nurkade vahel.
1) Téisnurksest kolmnurgast ABC leiame (joon. 216):
g=sinB;£=cosB; ¢
a a
siit
b=asinB, ¢c=acosB,

Et aga B =90° — C, siis sinB = cos C ja a b
cos B = sin C, tdhendab, eelmisi vordlusi voib
tdiendada nii:

b=asinB = acosC; ’ T A

¢ =acosB = asinC. Joon. 216.

Seega: tdisnurkse kolmnurga kaatet vordub hiipotenuusi ja
vastasnurga siinuse voi ldhisnurga koosinuse korrutisega.
2) Samast kolmnurgast leiame:

LY

= tamh: - = cot B:

S

siit:
b=ctan B; ¢ = b cotB.

Aga tan B = cot (90° — B) = cot C ja cot B = tan (90° — B) =
= tan C, seepdrast voime kirjutada:

b =¢tan B =coot G
£ =beot'B=0tan C,

s. t. kaatet vordub teise kaateti ja vastasnurga tangensi voi ldhis-
nurga kootangensi korrutisega.

208. Tiaisnurksete kolmnurkade lahendamine. Ulaltoodud seo-
sed lubavad lahendada tdisnurkseid kolmnurki, s. t. leida mone
antud elemendi pohjal iilejddanud elemendid. Toome ndite.

Nadide. Taisnurkses kolmnurgas on antud: hiipotenuus
a = 4,5 ja nurk C = 42°. Leida kaatetid ja nurk B.

b=acosC =4,5-cos42° ¢ = asin C = 4,5 - sin 42°,

Tabelist leiaine: sin 42° = 0,6691, cos 42° = 0,7431.

Téhendab: b = 4,5-0,7431 =3,344; ¢ =4,5-0,6691 = 3,011;
B = 90° — C = 48",
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IX. Moiste algebra rakendamisest geomeetrias.

209. Ulesanmne. Antud l6ik jaotada kuldlGikes.

Seda iilesannet tuleb moista nii: jaotada antud 16ik kaheks
osaks nii, et suurem osa oleks kogu 16igu ja selle vdiksema osa
keskmiseks vordeliseks.

Ulesanne on lahendatud, kui oleme leidnud {ihe osadest, mil-
ledeks tuleb jaotada antud 16ik. Leiame suurema osa, s. o..selle, mis
peab olema kogu 16igu ja selle vdiksema csakeskmiseks vor-
deliseks. Oletame, et jutt pole mitte selle 16igu joonestamisest,
vaid ainult selle osa pikkuse arvutamisest. Siis voib iiles-
ande lahendada algebraliselt, nimelt nii: kui antud l6igu
pikkus on tidhistatud a-ga ja suurema osa pikkus x-ga, siis lithema
osa pikkus on a — x ja vastavalt {ilesande noudele saame vorde:

alx="x:{a—x);
siit
x2=a(a—x) ehk x2 + ax — a2 =0.

Lahendanud ruutvorrandi, leiame:

x1=‘%+|/(;')z+ az; x2=—g=l/(-;-)2+ al, .

Jatame korvale teise lahendi kui negatiivse, votame ainult esi-
mese, positiivse. Anname sellele lahendile sobivama kuju:

, 2 SR A
X =|/(‘—;) + a? — g:]/%-uz? -

15 e S l)le a_a(Vg—_L)_
. T_Til/s—i_ =1 _ 4.0,61803.. .

Nl

Seega iilesanne on alati lahendatav ja tal on ainult iiks
lahend.

Kui meil ldheks korda joonestada niisugune 16ik, mille pikkus
viljendub leitud valemiga, siis, kandes selle 16igu antud l6igule,
jaotame viimase kuldldikes. Seega kiisimus seisab leitud valemiga
méiratud 16igu konstrueerimises. Valemiga méaratud 16iku konst-
rueerida on holpsam, kui votame selle lihtsustamata kujul, s. t.

kujul: .
ol (CIETEE

Vottes vaatlusele avaldise I/ (—g)z + a®> margime, et see on
hiipotenuus niisuguses tdisnurkses kolmnurgas, milles iiks kaatet
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. . a oe . Py
on a ja teine 3. Joonestanud niisuguse kolmnurga, leiame loigu,

mida véljendab valem V(g)a + a2, Selleks et saada 16ik x;, tuleb

joonestatud kolmnurga hiipotenuusist lahutada ; Seega konstrukt-

siooni saab teostada jargmiselt.
Poolitame (joon. 217) antud 16i-
gu AB = a punktis C. Tombame ots-
punktist B 1oigule ristjoone ja paigu-
tame sellele BD = BC. Uhendanud
punktid A ja D sirgldoiguga, saame
tdisnurkse kolmnurga ABD, mille
iiks kaatet AB =a ja teine Kkaatet

BD = g . Jarelikult kolmnurga hiipo-
tenuus AD = V(g)4 + a?  Selleks

et hiipotenuusist lahutada pikkus g , joonestame punktist D kaare

Joon. 217.

raadiusega BD = .—3-. Siis 16ik AE vordub l/(g)4 . g Z&vo
vordub x;-ga. Paigutanud AE AB-le, saame punkti G, mis jaotab

16igu AB kuldloikes.

Mirkus. Ulaltoodud 16igu jaotamist ldheb tarvis korraparase
kool-kiimmenurga kiilje leidmisel.

210. Geomeetriliste iilesannete algebraline lahendusviis. Meie
lahendasime esitatud iilesande algebra rakendamisega
geomeetrias. See lahendusviis seisab jargmises: koigepealt
otsustatakse, milline 16ik tuleb leida, et iilesanpe lahendada. Siis,
tahistanud antud 16ikude pikkused tahtedega a, b, ¢, ... ja otsitava
Ioigu pikkuse tdhega x, koostatakse iilesande andmete pohjal vor-
rand, mis seob antud pikkused otsitava pikkusega. See vorrand
lahendatakse. Saadud valemit uuritakse, s. o. madratakse, kas iiles-
anne on lahendatav mistahes andmete voi ainult monede andmete
puhul, kas saadakse iiks lahend voi mitu. Siis tuleb konstrueerida
valem, s. t. leida konstrueerimisega niisugune l6ik, mille arvuline
vaartus on méddratud valemiga.

Seega geomeetriliste iilesannete algebraline lahendusviis koos-
neb iildiselt neljast jargmisest osast: 1) vorrandi koostamine,
2) selle lahendamine, 3) saadud valemi uurimine ja 4) valemi
konstrueerimine.

Monikord tuleb iilesandes leida mitu 16iku. Siis tédhistatakse
nende arvulised vdirtused tdhtedega x, y, ... ja piilitakse koostada
nii palju vorrandeid, kui palju on otsitavaid suurusi.
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211. Lihtsamate valemite konstrueerimine. Esitame moned liht-
samad valemid, milliseid saab konstrueerida sirkli ja joonlaua abil,
seejuures eeldame, et tdhed a, b, c, ... viljendavad antud 16ikude
pikkusi, x aga otsitava 16igu pikkust. Peatumata selliste valemite
juures, nagu :

r=aG bt - x=0—0%=203a 7.

mille konstrueerimine on vaga lihtne, asume keerullsemate vale-
mite juurde.

[) Valemid x = g,

ol

, <<y X=1z a, ... jt. konstrueeritakse

[VC] BN

16igu a jaotamisega vordseteks osadeks ja siis, kui vaja, selle osa
kordumisega 2, 3, ... korda.

2) Valem x = 9;—’ viljendab l6ikude ¢, a ja ‘b neljandat
vordelist. Sellest vordusest tuletame:

cx="ab,

millest
c:a=ib:x:

Jarelikult leiame x viisil, mis oli nididatud neljanda vordelise
leidmiseks (§ 185)

3) Valem x = b Valjendab 16ikude b, a ja a neljandat vorde-
list voi, nagu Geldakse, 16ikude b ja @ kolmandat vorde-
list. Antud vordusest tuletame:

bx = a?

’

millest
b:a=a:x.

Jarelikult leitakse x samuti, nagu - leitakse neljas vordeline
(16ik a esineb kaks korda).

4) Valem x = Vab viljendab a ja b keskmist vorde
list. Antud vordusest tuletame:

millest

Jarelikult leitakse x viisil, mis oli varem ndidatud keskmise vor-
delise konstrueerlmlseks (§ 190)
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5) Valem x = va?+ b? viljendab hipotenuusi tais-
anurkses kolmnurgas, mille kaatetid on a ja b.

6) Valem x = Va?— b2 viljendab kaatetit tdisnurkses
kolmnurgas, mille hiipotenuus on a ja teine kaatet on b.

Konstrueerimist on koige holpsam teostada nii, nagu néidatud
§ 126.

Toodud valemeid voib nimetada pohivalemiteks. Nende abil
konstrueeritakse keerulisemaid valemeid. Néiteks:

2 o A el
7) x=a I/ 3. Viies a juuremirgi alla, saame:

x—Vzaz— l/a_2-a
T e

B o PN 5 G- ¢
Siit ndeme, et x on Ioikude a ja 3 @ keskmine vordeline.

8) x = vVa*+ b* — c* + d%. Oletame, et a® + b2 = k2. Siis &
leitakse kui hiipotenuus tdisnurkses kolmnurgas, mille kaatetid on
a ja b. Joonestanud k, oletame, et k2 4 d? = [2. Niiiid leitakse [ kui
hiipotenuus tdisnurkses kolmnurgas, mille kaatetid on £ ja d. Joo-
nestanud /, saame: x = /{2 — ¢ Jirelikult on x kaatet niisugu-
ses tdisnurkses kolmnurgas, mille hiipotenuus on [ ja teine kaatet
on c.

Piirdume nende ndidetega. Téahendame, et taoline algebraliste
valemite konstrueerimisviisi arutlus lubab teha jargmise tdhtsa
jarelduse:

joonlaua ja sirkli abil on voimalik teos-
tada ainult niisuguste algebraliste valemite
konstrueerimist, mida voib saada tuntud suu-
rustest 1opliku arvu ratsionaalsete tehete ja
ruutjuurte leidmise abil

Harjutusi.
Toestada teoreemid.

1. Sirge, mis on tommatud l4bi trapetsi aluste keskpunktide, 1dbib trapetsi
haarade pikenduste 16ikepunkti ja diagonaalide 16ikepunkti. :

2. Kui ko!mnurgas on mittevordsete kiilgede vahel oleva nurga tipust
tommatud nurgapoolitaja ja mediaan, siis esimene on liihem teisest.

3. Kui kaks ringi puutuvad viliselt, siis see osa iihisest vélisest puutu-
ilaslt, mis asetseb puutepunktide vahel, on ringide diameetrite keskmine vor-
eline.

4. Kui paigutada nurga haaradele selle tipust vordelised 16igud, siis sir-
ged, mis iihendavad nende loikude otspunkte, on paralleelsed.
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_ 5. Kui tdisnurkse kolmnurga ABC sisse joonestada ruut DEFG nii, et
kiilg DE oleks hiipotenuusil BC, siis see kiilg on hiipotenuusi ldikude BD ja
EC keskmine vordeline (punktid hiipotenuusil on jirjekorras B, D, E, C).

6. Kui kaks loiku AB ja CD loikuvad (ka pikendamisel) punktis E nii,
et EB-EA = EC-ED, siis punktid A, B, C ja D asetsevad iihel ringjoonel
(poordteoreem teoreemidele §§ 200 ja 202).

_ 7. On antud ringjoon O ja kaks punkti A ja B. Libi nende punktide on
tommatud mitu ringjoont, mis I6ikavad ringjoont O voi puutuvad seda. Toes-
tada, et koik kodlud, mis ithendavad mistahes tommatud ringjoone ja ringjoone
((I) lollkepunkte, loikuvad (pikendamisel) iihes punktis, mis asetseb AB piken-

usel.

8. Pohinedes sellele, tuletada konstrueerimisviis ringjoonele, mis ldbiks
antud kaks punkti A ja B ning puutuks antud ringjoont O. ¢

9. Tasapinnal on antud kaks ringi. Kui nende ringide kaks raadiust poor-
levad, olles kogu aeg teineteisega paralleelsed, siis sirge, mis iihendab nende
raadiuste otspunkte, 16ikub keskjoonega alati samas punktis (ringide sarna-
suskeskpunktis).

10. Kolmnurga mediaan poolitab koik sirged, mis on téommatud' kolm-
nurgas paralleelselt selle kiiljega, millele on tommatud mediaan.

11. On antud kolm iihest punktist lahtuvat sirget. Kui mooda iiht sirget
liigub mingi punkt, siis selle kaugused kahest teisest sirgest moodustavad
jdava suhte. ;

12. Kui kaks ringjoont on kontsentrilised, siis iihel ringjoonel meelevald-
selt voetud punkti ja teise ringjoone mistahes diameetri otspunktide vaheliste
kauguste ruutude summa on jaav suurus (§ 197).

13. Kui iihendada sirgetega mingi kolmnurga kolme korguse alused, siis
siinjuures antud kolmnurga tippude juures tekkinud kolm kolmnurka’ on sar-
nased antud Vo'mnurgaga. Tuletada siit, et antud kolmnurga korgused on
nurgapoolitaiaivs selles kolmnurgas, mis on moodustatud korguste aluseid
ithendavate sirgete poolt. ;

14. Antud ringjoone diameeter AB on pikendatud iile B. Sellel pikendusel
voetud mingist punktist C on tommatud sirge CD L AB. Kui niiiid selle rist-
joone mingi punkt M iihendada A-ga, siis (olles A;-ga tdhistanud selle sirge
teils]ellaikepunkti ringjoonega) korrutis AM.AA; on jdiv suurus iga punkti M
puhul. ,

Leida geomeetrilised kohad.

15. Libi ringjoone antud punkti tommatud kddlude keskpunktidele.

16. Libi ringjoone antud punkti tommatud koolusid suhtes m:n jaotava-
tele punktidele. :

17. Punktidele, mille kaugused antud nurga haaradest suhtuvad nagu
m:n.
18. Punktidele, mille ja kahe antud punkti  vaheliste kauguste ruutude
summa on jaiav suurus (§ 197). :

19. Punktidele, mille ja kahe antud punkti vaheliste kauguste ruutude
vahe on jddv suurus. ] §

20. Punktidele, mis jaotavad koiki ringjoone punkte ja antud punkti O
(mis asetseb ringi sees véi viljaspool seda) {ihendavaid sirgloike suhtes
m:n.

Konstrueerimisiilesandeid.

21. Tommata sirge libi nurga sees voi viljaspool seda oleva punkti nii.
et selle 16igud antud punkti ja nurga haarade valel suhtuksid nagu m: n.

22. Leida ko!mnurgas niisugune punkt, et ristloigud, mis on tommatud
sellest kolmnurga kiilgedele, suhtuksid nagu m:n:p (vt. harjutus 17).
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_ 23. Joonestada kolmnurk, kui on antud iiks nurk, iiks selle nurga lahis-
kiillg ja selle kiilije suhe kolmanda kiiljega. (Mitu lahendust?)
24. Joonestada kolmnurk, kui on antud tipunurk, alus ja selle suhe iihe
haaraga.
. 25. Joonestada kolmnurk, kui on antud tipunurk, korgus ja aluse IGikude
suhe.
26. Joonestada kolmnurk, kui on antud tipunurk, alus ja alusel punkt,
. mida labib tipunurga poolitaja.
27. Joonestada koimnurk, kui on antud kaks nurka ning aluse ja kdrguse
summa voi vahe. 4
- 28. Joonesiada vordhaarne kolmnurk, kui on antud tipunurk ja aluse ning
korguse summa.
29. Sirgel MN on antud punktid A ja B. Leida sellel sirgel kolmas punkt
nii, e¢ CA:CB=m:n, kus m ja n on antud léigud voi antud arvud
(kui m =~ n, siis punkte on kaks: iikks A ja B vahel, teine viljaspool I6iku AB).
30. Antud ringisse joonestada kolmnurk, kui on antud alds ja kahe teise
kiilje suhe.
31. Antud ringisse joonestada kolmnurk, kui on antud alus ja mediaan
ithele tundmatuist kiilgedest.
32. Antud segmendisse joonestada ruut nii, et selle iiks kiilg oleks kaolul
ja kaks tippu kaarel.

Juhis. Ulesande lahendamisel tuleb rakendada sarnasusmeetodit (§ 181).

33. Antud kolmaurka joonestada ruut nii, et selle iiks kiilg oleks kolm-
nurga alusel ja kaks tippu kolmnurga haaradel.

34. Antud kolmnurka joonestada ristkiilik (vt. eelmine iilesanne) nii, et
selle kiiljed suhtuksid nagu m: n.

35. Antud ruudu iimber joonestada kolmnurk, mis oleks sarnane antud
kolmnurgaga.

36. On antud ringjoon ja sellel kaks punkti A ja B. Leida sellel. ring-
joonel kolmas punkt C nii, et punkti kaugused A-st ja B-st moodustaksid
antud suhte.

37. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks kiilge ja nende vahel oleva
nurga poolitaja (vt. joon. 196; enne leiame 16igu CE vordest CE:BD =
= AE : AB, siis joonestame kolmnurga BCE jne.).

38. Joonestada sirgloik x nii, et ta suhe antud 16iguga m vorduks a?: b?
(a ja b on antud 16igud).

39. Leida viljaspool ringi niisugune punkt, et puutuja, mis sellest on tom-
matud antud ringjoonele, oleks kaks korda viiksem samast punktist 1dbi ring-
joone keskpunkti témmatud 16ikajast (algebra rakendamine geomeetrias).

40. Tommata 1dbi véljaspool ringi antud punkti niisugune I6ikaja, mis.
jaotuks antud ringjoonega antud suhtes (algebra rakendamine geomeetrias).

41. Joonestada kolmnurk, kui on anhtud selle kolm korgust 4y, #hg hs.

Lahendus.”Koigepealt tuleb toestada sarnastest kolmnurkadest, et kor-
gused on poordvordelised vastavate killgedega. Kui kiiljed, milledele
on tommatud korgused 4y, hy, kg, on tdhistatud vastavalt -, xg ja
x3-ga, siis

X xg= hgithy;

hy hyhy
x2:x3:h3:h2:1:h—3 :h1:7‘3—‘

siit
h1h2
X1:X2: X3 = hzlh; :"h—.
; 3

hqh,
Avaldis ;1—33 on /;, hy ja hy neljas vordeline. Olles selle joonestanud
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(olgu see k), on meil kolm 16iku: kg, hq, ja k, milledega otsitavad kiiljed on
vordelised, tahendab, kolmnurk, mille killgedeks on need 16igud, on sarnane
antud kolmnurgaga ja seepidrast kiisimus taandub iilesandeks: joonestada
kolmnurk, mis on sarnane antud kolmnurgaga ja millel on antud korgus.
Ulesanne on lahendamatu, kui antud l6ikude A, h2 ja k& podhjal pole vodimalik
kolmnurka joonestada.

42. Joonestada 10oigud, mis on viljendatud valemitega:

(tuleb kaks korda joonestada neljas vordeline);
2) x=Va?+ bc

{enne tuleb joonestada 16ik k = Vbc, siis x = Va® + k2).

Arvutusiilesandeid.

43. Teravnurksesse kolmnurka, mille alus on a ja korgus A, on joonesta-
tud ruut nii, et selle iiks kiilg on kolmnurga alusel ja kaks tippu kolmnurga
‘haaradel. Leida ruudu x kiilg.

44. Kolmnurga kiiljed on 10, 12 ja 17 m. Leida 17-meetrise kiilje 16igud,
milledeks jaotab kiilje selle vastasnurga poolitaja.

45. Tiéisnurga tipust hiipotenuusile tommatud ristloik jagab selle 16ikudeks
.m ja n. Arvutada kaatetid.

46. Kolmnurgas ABC on antud kiiljed a, b ja ¢. Arvutada mediaan AD.
‘mis on tommatud kiiljele BC.

Juhis. Pikendanud mediaani AD kauguse DE = AD vorra ja iihendanud
punkti £ punktidega B ja C, saame roopkiiliku, mille kohta rakendame teo-
reemi § 197.

47. Kolmnurga ABC kiiljed on: AB=7; BC =15 ja AC = 10. Miirata,
kas nurk A on terav-, tdis- voi niirinurk, ja arvutada korgus, mis on tomma-
tud tipust B. iy

48. Punktist viliaspool ringi on tommatud puutuja a ja Idikaja. Arvutada
Ioikaja pikkus, kui on teada, et ta vilise osa suhe sisemise osaga on m: n.

49. Kahele ringile, mille raadiused on R ja r ning keskpunktide joon d,
on tommatud iihine puutuja. Médirata arvutamise teel selle puutuja ja kesk-
punktide joone ldikepunkti asend, esiteks, kui see punkt asetseb valjaspool
keskpunkti, ja teiseks, kui see punkt asetseb keskpunktide vahel.



NELJAS PEATUKK

KORRAPARASED HULKNURGAD JA RINGJOONE
' PIKKUSE ARVUTAMINE.

I. Korrapdrased hulknurgad.

212. Definitsioonid. Murdjoont nimetatakse korrapira-
seks, kui ta rahuldab jargmist kolme tingimust: 1) murdjoont moo-
dustavad 16igud on vordsed; 2) nurgad iga kahe naaberloigu
vahel on vordsed ja 3) igast kolmest jarjestikusest I6igust esi-
mene ja kolmas asetsevad {ihel ja samal pool sirget, millel asetseb
teine 16ik.

Niisugused on naiteks murdjooned ABCDE ja FGHKL
(joon. 218); kolmas murdjoon MNPQR pole korrapérane, sest ta ei
rahulda kolmandat nouet.

Korrapdrane murdjoon voib olla kumer, nagu néiteks joon
ABCDE.

Joon. 218.

Hulknurk on korrapidrane, kui ta on piiratud korrapirase murd-
joonega, s. t. kui tal on vordsed kiiljed ja vordsed nurgad. Niisu-
gused hulknurgad on méiteks ruut, vordkiilgne kolmnurk ja teised.

Hulknurk, mis on kujutatud joonisel 219, on korrapirane
kumer viisnurk; joonisel 219-a kujutatud hulknurk on samuti kor-
rapirane viisnurk, kuid mitte kumer (see on nn. tahtviisnurk). Sel-
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les geomeetria kursuses vaatleme ainult kumeraid korraparaseid
hulknurki, ja seepdrast, rddkides korraparasest hulknurgast, mois-
tame selle nimetuse all kumerat hulknurka.

Jargnevad teoreemid néditavad, et korrapéraste hulknurkade ehi-
tamine on tihedalt seotud ringjoone jaotamisega vordseteks osa-
deks.

Joon. 219. Joon. 219-a.

213. Teoreem. Kui ringjoon on jaotatud mitmeks (ena-
maks kui kaheks) vordseks osaks, siis:

1) iihendanud koik naaberjaotuspunktid kooludega,
saame Kkorrapirase hulknurga (koolhulknurga);

2) tommanud libi koigi jaotuspunktide puutujad ja
pikendanud igaiiht neist kuni loikumiseni puutujaga
naaberjaotuspunktis, saame Kkorrapdrase hulknurga
(puutujahulknurga). :

Olgu ringjoon (joon. 220) jaotatud punktides A, B, C jne. mit-
meks vordseks osaks ja 1dbi nende punktide olgu tommatud koolud
AB, BC, ... ja puutujad MBN, NCP jne. Siis:

1) koolhulknurk ABCDEF on korrapérane, sest koik ta kiiljed
on vordsed (kui koolud, mis vastavad vordseile kaartele) ja koik
nurgad on vordsed (kui. piirdenurgad, mis toetuvad vordseile
kaartele);

2) selleks et toestada puutujahulknurga MNPQRS korrapéra-
sust, vaatleme kolmnurki AMB, BNC jne. Neil on alused AB,
BC, ... vordsed; aluste lahisnurgad on samuti vordsed, sest neid
mooddavad vordsed kaared (nurka, mis on puutuja ja koolu vahel,
moodab pool selle nurga sees olevast kaarest). Tdhendab, koik need
kolmnurgad on vordhaarsed ja vordsed ning seeparast MN =
=NP=_..ja M= ZN=..., s t. hulknurk MNPQRS on
korrapérane.,

’

214. Midrkus. Kui keskpunktist O (joon. 221) joonestada
ristjoonied kooludele AB, BC, . .. ja neid pikendada 16ikumiseni ring-
joonega punktides M, N jne., siis need punkiid jaotavad koik kaa-
red ja koolud pooleks ning sellega ka ringjoone vordseiks osadeks.
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Seeparast, kui tombame ldbi punktide M, N jne., nagu eespool nii-
datud, puutujad kuni vastastikuse loikumiseni, saame korrapara_‘se
puutujahulknurga, mille kiiljed on paralleelsed koolhulknurga kiil-
gedega. Iga tippude paar A ja A, B ja B, jne. ase‘gseb kgskpunk-
tiga tihel ja samal sirgel, nimelt nurga MON ja teiste niisuguste

nurkade poolitajail.

Joon. 220.

Joon. 221.

215. Teoreem. Kui hulknurk on Korrapdrane, siis

1) tema iimber saab joonestada ringjoone;
2) tema sisse saab joonestada ringjoone.

1. Tombame ldbi korraparase hulknurga ABCDE kolme naaber-
tipu A, B ja C (joon. 222) ringjoone ja toestame, et see ringjoon
labib ka meljanda tipu D. Joonestame keskpunktist O ristloigu
koolule BC ja ithendame punkti O punktidega A ja D. Poddrame

nelinurga ABKO {imber kiilje OK nii,
et ta langeb mnelinurgale ODCK. Siis
16ik KB laheb modda 16iku KC (tipu
K juures olevate tdisnurkade vordsuse
tottu), punkt B langeb punkti C
(sest kool BC jaotub punktis K poo-
leks), kiilg BA liheb mooda CD
(nurkade B ja C vordsuse tottu) ja
lopuks punkt A langeb punkti D
(kiilgede BA ja CD vordsuse tottu).
Sellest jareldub, et 16igud OA ja OD
tihtivad ja, tdhendab, punktid A ja D
on keskpunktist iihekaugusel; seepa-
rast tipp D peab asetsema punkte A,
B ja C labival ringjoonel. Samal viisil

Joon. 222.
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toestame, et see ringjoon, minnes 1dbi kolme naabertipu B, C ja D,
ldheb ka ldbi jargmise tipu E jt.; tdhendab, ringjoon labib hulk-
nurga koiki tippe.

2. Toestatust jéreldub, et korraparase hulknurga kiilgedele voib
vaadata kui ringjoone vordseile kooludele; niisugused koolud on
aga vordsel kaugusel keskpunktist; tihendab koik ristloigud OM,
ON jt., mis on tommatud punktist O hulknurga kiilgedele, on vord-
sed, ja seepdrast ongi joonestatud ringjoon keskpunktist O raadiu-
sega OM hulknurga ABCDE siseringjooneks.

216. Jareldus. Eelnevast on néha, et kahel ringjoonel: kor-
rapdrase hulknurga iimberringjoonel ja hulknurga siseringjoonel on
ithine keskpunkt. Et see iihine keskpunkt on samal kaugusel hulk-
nurga koigist tippudest, siis peab ta asetsema keskristjoonel, mis
on tommatud hulknurga mistahes kiiljele, ning olles samal kaugu-
sel iga nurga haaradest, peab ta asetsema ka iga nurga poolitajal.
Seepirast, et leida iihe voi teise ringjoone keskpunkt, tuleb leida
kahe kiilje keskristjoonte voi kahe nurgapoolitaja voi iihe kiilje
keskristjoone ja mingi nurga poolitaja l6ikepunkt.

On kerge mérgata, et hulknurga kiilgede keskristjooned, samuti
ka nurkade poolitajad, on hulknurga siimmeetriatelgedeks.

217. Definitsioonid. Ulalnimelatud ringjoonte iihist
keskpunkti nimetatakse vastava hulknurga keskpunktiks, sisering-
joone raadiust nimetatakse hulknurga apoteemiks.

Nurka, mis on moodustatud korrapdrase hulknurga mingi kiilje
otspunktidesse tommatud raadiuste poolt, nimetatakse kesk-
nurgaks.

Hulknurgal on kesknurki niisama palju nagu kiilgi; kdik need
nurgad on vordsed kui kesknurgad, mis vastavad vordseile kaartele.
Et koigi kesknurkade summa vordub 4d-ga ehk 360°-ga, siis
igaiiks neist vordub 4d : n ehk 360°: n, kus n viljendab hulknurga
kiilgede arvu; nii on korrapérase kuusnurga kesknurk 360°:6 =
= 60°% korraparase kaheksanurga kesknurk on 360°:8 = 45° jne.
Et hulknurga sisenurkade summa vordub 2d(n — 2), Kus n on
hulknurga kiilgede arv, siis korraparase hulknurga iga sisenurk on

2d(n—2)
b e

Naiteks vordub korrapdrase kaheksanurga sisenurk:

' 2d(8—2)_ 1248 3, ioro
——5 =g =34 =135,

218. Teoreem. Korrapiirased iihenimelised hulknurggd
on sarnased ning nende kiiljed suhtuvad nagu raadiu-
sed voi apoteemid.
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1) Selleks et toestada korraparaste iihenimeliste hulknurkade
ABCDEF ja A\B,C\D\EF, sarnasust (joon. 223), piisab kindlaks-
tegemisest, et nende nurgad on vordsed ja kiiljed vordelised.

Hulknurkade nurgad on vordsed, sest igaiiks neist sisaldab

iihepalju kraade, nime!lt ﬂ,':_l, kus n on iga hulknurga
Kiifpetdle arv. Et AB=BC=CD=_ . /ja M§&B;= BC| =
= CDy =...,siisonilmne, et o =BC D _ 54
=CD = ..., siisonilmne, et o =g = 5 =...,s. t,

- et selliste hulknurkade kiiljed on vordelised.

2) Olgu O ja O, (joon: 223) antud hulknurkade keskpunklid,
OA ja 0O,A, raadiused ja OM ja O\M, apoteemid. . Kolmnurgad
OAB ja 0,A,B, on sarnased, sest nende kolmnurkade nurgad on
vastavalt vordsed.

Nende sarnasusest ja-
reldub: £ 0

AB 04 _ OM
AB]~ 04, OM;

F o € R 3 G
Jdareldus. Bt “sar- ‘k
naste hulknurkade timber-
V. et - S

& D,

moodud on vordelised vas- A M, 8,
tavate kiilgedega (§ 172),

siis korrapdraste iihenime- Joon. 223.

liste hulknurkade idmber-

moodud suhtuvad nii nagu nende raadiused véi apoteemid.

; 219. Ulesanne. Arvutada: 1) kéolruudu kiilg; 2) korra-
- pdrase koolkuusnurga kiilg; 3) korrapirase kdélkolmnurga kiilg.

Téhistame korrapdrase n-nurga kiilje a.-ga ja iimbermoodu
pn-ga. Valemeid kodlruudu, kdolkuusnurga ja kdolkolmnurga kiil-
gedele on kerge tuletada jooniste 224, 225 ja 226 abil.

1) Joonisel 224 on tommatud kaks ristiolevat diameetrit AC ja
BD ja nende otspunktid on jarjest iihendatud kddludega; on saa-
dud k&olruut ABCD.

Taisnurksest kolmnurgast AOB leiame:
AB? = AO? + OB? = 2R
siit
a =R V2.
220. 2) Joonisel 225 on joonestatud kool, mis vastab kesk-
nurgale 60° (korrapirase koolkuusnurga kiilg). Et vordhaarses

kolmnurgas AOB kumbki nurkadest A ja B on (180° — 60°) :2 =
159



= 60°, siis kolmnurk AOB on vordnurkne ja jérelikult ka vord-
kiilgne; tihendab

AB = A0, s. 0. ag = R.

AN,

Joon. 224. Joon. 225.

A

A

Siit saame lihtsa viisi ringjoone jaotamiseks kuueks vordseks
osaks.

8 221. 3) Joonisel 226 on ringjoon jao-
tatud kuuveks vordseks osaks “ja jaotus-
punktid on iile iihe jarjest ithendatud koo-
ludega, on tekkinud korraparane kool-
kolmnurk ABC. Tommates kaolu AD,

10 saame taisnurkse kolmnurga ABD (nurk

/. BAD kui diameetrile toetuv piirdenurk on
A /‘— taisnurk). Kolmnurgast ABD leiame:
- AB = \VBD? — AD?,
Joon. 226. SECEs e
as = V(2R)2 — R?,
tahendab &
az; = R \/3

222. Ulesanne. Joonestada korrapdrane koolkiimmenurk ja vdljendada
selle kiilg raadiuse kaudu.

Eelkoige toestame korrapdrase kiimme-
nurga ithe tdhtsa omaduse. Olgu kool AB
(joon. 227) korraparase kiimmenurga Kiiljeks.
Siis nurk AOB on 36° ja kumbki nurkadest A

1
ja B on 5 -(180°—36°), s. t. vordub 72°-ga.

Jaotame nurga A sirgega AC pooleks. Kumbki
nurkadest, mis on tekkinud punkti A juures,
on 36°% jdrelikult AACO, omades kaks vord-
set nurka, on vordhaarne, s. t. AC = CO;
AABC on samuti vordhaarne, sest £B = 72°
ja ZACB = 180°—72°—36° = 72°,  jéarelikult
AB = AC = CO. Kolmnurga nurgapoolitaja
omaduse pohjal (§ 186) voime kirjutada: Joon.. 227.
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AQ:AB = QC:CB. (1)
Asendades AO ja AB vordsete 1oikudega OB ja OC, saame:
0B:0C =0C: CB; ' 2

seega on raadius OB jaotatud punktis C kuldloikes (§ 209), seejuures OC on
suurem osa. OC aga vordub korrapirase koolkiimmenurga kiiljega; tahendab,
korrapirase koolkiimmenurga kilg vordub kuldldikes jaotatud raadiuse suu-
rema osaga.

Niiiid on kerge iilesannet lahendada.

1) Jaotatakse ringi raadius (nditeks OA, joon. 228) kuldloikes; vottes
siis sirkli haardeks raadiuse suurema osa, eraldatakse ringjoonel iiksteise
jarel kaared. Jaotuspunktid iithendatakse jérjest kooludega.

2) Tahistanud korrapérase koolkiimmenurga kiilje x-ga, voGime vorde (2)
kirjutada nii:

R:x=x+(R—%);
siit
X2+ Rx — R*=0.

Lahendanud ruutvorrandi, leiame:

Sl
x=am=RKjr—=Rﬁmw&”

223, Mirkused. 1) Et joonestada korrapirane kéolviisnurk, jaotatakse
ringjoon kiimneks vordseks osaks (nagu oli iilal ndidatud) ning iihendatakse
jaotuspunktid kooludega jérjest iile dihe.

2) Vordusest
R s il B g

$ 10 30 30 30 15

n
(S

Joon. 228. Joon. 229

1 1 = 3 1
on niha, et kui ringjoone ¢ -st lahutada i ringjoonest, siis vahe vérdub 7z -ga
ringjoonest. See asjaolu annab meile lihtsa votte korrapirase koolviisteist-
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nurga joonestamiseks, sest ringjoone jaotamine kuueks ja kiimneks vordseks
osaks on meile tuttav. :

3) Et ehitada viieharuline tdht (joon. 229), jaotatakse ringjoon kiimneks
vordseks osaks ja iihendatakse kdolude abil jaotuspunktid, jittes iga dihenda-
mise juures kolm punkti vahele (nagu niidatud joonisel).

224. Ulesanne. Kahekordistada korrapirase koolhulknurga
killgede arv.

¢ Selle sonastuse all tuleb maista

kaht iilesannet: 1). antud korrapira-

P \ sest koolhulknurgast tuleb joones -
D tada teine korrapidrane koolhulk-

nurk, millel on kiilgede arv kaks

korda suurem; 2) arvutada

selle hulknurga kiilg, kui on

0 antud esimese hulknurga kiilg ja

ringi raadius. : .

Joon. 230. 1) Olgu AB (joon. 230) korra-

parase kool-n-nurga kiilg, O olgu

ringi keskpunkt. Tombame OC L AB

ja iihendame punktid A ja C. Kaar AB jaotub punktis C pooleks:
jarelikult k66l AC on korrapdrase kool-2n-nurga kiiljeks. -

2) Kolmnurgas ACO on nurk O alati teravnurk (sest kaar

ACB on alati vaiksem poolringjoonest ja jérelikult selle kaare pool,

s. t. kaar AC, on vidiksem veerandringjoonest); seepdrast (§ 194):

AC* = OA* + OC* — 20C - OD;,
a2, = R* + R* — 2R - OD = 2R* — 2R . OD.

Taisnurksest kolmnurgast AOD mairame kaateti OD;

g e R, a,\? ag
OD = \/AO? — AD? =]/R2 = (7) =]/R’ =

Jarelikult
P) a;
a? = 2R? — 2R R? — i

Selline on korraparase koolhulknurga kiilgede arvu kahekor -
distamise valem (sellest valemist leiame asn, vottes ruutjuure).
Niadide. Arvutame korrapdrase koolkaksteistnurga kiilje. Et
arvutus oleks lihtsam, oletame, et R = 1 (jérelikult ka as = 1).

a122=2—2]/1_}z=2_2]/§:'2_“ va

aj; = V 2— V3=0517...

seega

millest
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Et Kkorrapdraste samanimeliste hulknurkade kiiljed suhtuvad
nagu nende raadiused (§ 218), siis raadiuse puhul, mis pole vordne
iihega, vaid mingisuguse arvuga R, saame korrapirase kaksteist-

nurga kiilje valemi:

a12=RV2— V3 =R-0517...

225. Mitmeks vordseks osaks saab jaotada ringjoone sirkli ja
joonlaua abil? c

Kasutades eelmistes iilesannetes labiarutatud votteid, saame
sirkli ja joonlaua abil jaotada ringjoont (ja jarelikult joonestada
ka vastava kiilgede arvuga korrapiraseid koolhulknurki) vordseiks
osadeks, mille arv on toodud jargmises tabelis:

BB ot $a B a GlINEIL 3.9
POy N SR T YT S on
RN (U Sy T R, = 5.9
15 152 15212 oo % 3.5.9n

Saksa matemaatik Gauss (surnud 1855. a.) toestas, et sirkli ja
joonlaua abil saab ringjoone jaotada vordseiks osadeks, mille arv,

olles algarvuks, viljendub valemiga 2" 4+ 1. Niiteks saab
ringjoone jaotada 17 vordseks osaks ja 257 vordseks osaks, sest 17
ja 257 on algarvud kujult 2 + 1(17 = 2% + 1; 257 = 2™ + 1).
Gaussi toestus ulatub vélja elementaarmatemaatika piiridest.
Ka on toestatud, et sirkli ja joonlaua abil saab ringjoone jao-
tada vordseiks osadeks, mille arv on kordarv, mis koosneb:

1) tegureist kujul g% 34 ja 2) tegurist 2 mistahes astmes. Niiteks
saab sirkli ja joonlaua abil joonestada korrapdrast 170-nurka
170 =2.5-17=2- (2> + 1) - 2% + 1)1]. :
Jaotada ringjoont vordseiks osadeks, mille arv on moni teine
arv, saab ainult ligikaudu. Olgu nditeks tarvis jaotada ring-
joon seitsmeks vordseks osaks (voi joonestada korrapdrane kool-
seitsenurk). Siis arvutatakse esmalt kesknurk, see vordub:
360° 3° X o4 SR pge) 3
g 51 - . Tdpselt niisugust nurka sirkli ja joonlauaga joones-
tada ei saa, kuid hulknurga keskpunkti juurde saab malli abil joo-
nestada nurga suurusega ligikaudu 51°, ja nii saame ligikaudu

2t
= ringjoonest.

Harjutusi.

1. Koostada valem korrapirase kool-24-nurga kiilje jaoks.
. k2. Koostada valem korrapirase kool-8-nurga ja kodl-16-nurga Kiilgede
jaoks.

3. Koostada valem korrapirase puutujakolmnurga ja puutujakuusnurga
kiilgede jaoks.
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4. Olgu AB, BC ja CD kolm jirjestikust kiilge korrapirases hulknurgas,
mille keskpunkt on O. Kui pikendada kiilgi AB ja CD nende 15ikumiseni punk-
tis €, siis nelinurga OAEC iimber saab joonestada ringjoone.

_ 5. Toestada, et 1) iga vordkiilgne kodlhulknurk on korrapdrane; 2) iga
vordnurkne puutujahulknurk on korrapirane.

'6. Tcestada, et: 1) igal korraparasel n-nurgal on n siimmeetriatelge,
seejuures koik teljed labivad keskpunkti; 2) hulknurga puhul paarisarvu kiilge-
dega on keskpunkt iihtlasi ka siimmeetriakeskpunktiks.

7. Toestada, et korrapérase viisnurga kaks diagonaali, mis ei lihtu iihest
tipust, jaotuvad lGikumisel kuldlikes.

Juhis. Olgu ABCDE korrapirane viisnurk, AC ja BE on diagonaalid,
F on diagonaalide 16ikepunkt. AABC ~ AABF ine. g

& Antud kiilje pohjal joonestada: 1) korrapirane kaheksanurk; 2) korra-
pdrane kiimmenurk.

k9. Ruudu nurkadest 16igata osad &ra nii, et tekiks korrapirane kaheksa-
nurk.

10. Antud ruutu joonestada vordkiilgne kolmnurk, paigutades selle iihe
tipu ruudu tippu voi mingi kiilje keskpunkti.

11. Joonestada vordkiilgne kolmnurk teise vordkiilgsesse kolmnurka nii,
et kolmnurkade kiiljed oleksid vastastikku risti.
12. Joonestada nurgad: 18°, 30°, 75° 72°

13. Ringjoone {imber on joonestatud mingi korrapirane hulknurk. Kasuta-
des seda, joonestada ringjoonesse korraparane hulknurk, millel oleks kiilgi
kaks korda rohkem kui antud hulknurgal.

[I. Ringjoone ja selle osade pikkuse arvutamine.

226. Eelselgitus. Sirgloiku saab vorrelda teise sirgloiguga, mis
on voetud pikkusiihikuks, sest sirged teineteise peale asetamisel
iihtivad. Ja ainult sel pohjusel saame kindlaks teha, milliseid 16ike
lugeda vordseiks ja milliseid mittevordseiks, mis on l6ikude sumina
ja missugune 16ik on teisest 2, 3, 4, ... korda suurem jms. Samuti
saame vorrelda iihesuguse raadiusega ringjoonte kaari, sest ka
need kaared {ihtivad pealitamisel. Et aga mingi osa ringjoonest
(voi monest teisest koverast) ei iihti sirgega, siis pole voimalik
pealitamisega kindlaks teha, kas mingi koverjoone osa on pikku-
selt vordne antud ringjoone 16iguga voi mitte, jarelikult ei saa ka
otsustada selle iile, missugune koverjoone osa on 2, 3, 4,...
korda suurem antud sirgléigust. Seeparast ongi tingimata tarvilik
kindlaks teha, mida mdistame ringjoone (voi selle osa)
pikkuse all, kui seda vordleme sirgloigu pikkusega. :

Selleks tuleb meil kasutamisele votta uus moiste, millel o
eriti suur tdhtsus kogu matemaatikas, nimelt piirvddrtuse
moiste.

Arvude jarjendi piirvdartus.
227. Paljudes algebra ja geomeetria kiisimustes kohtame arvude

jarjendit, milles arvud jdrgnevad tiksteisele mingis seaduspdrasu-
ses. Niditeks loomulike arvude (naturaalarvude) rida:

b % ANk
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lopmatu aritmeetiline ja geomeetriline progressioon:

a,a+d, a+2d,a+3d,...,
a, g At rags e

kujutavad 16pmatuid arvude jéirjendeid.

Iga niisuguse jarjendi kohta voib nédidata reegli, mille pohjal ta
liikmed koostatakse. Nii:

aritmeetilises progressioonis iga liikme ja eelmise liikme vahe
on jddv, geomeetrilises progressioonis vordub iga liige eelmise
lilkme ja mone kindla arvu (progressiooni teguri) korrulisega.

Paljud jérjendid on koostatud keerulisemate reeglite jargi. Nii

niiteks arvutades /2 puuduga, algul tdpsusega 1—10-, siis tdpsusega

Jm' siis tdpsusega 1(,—1(—)0 ja jatkates arvutust piiramatuit, saame
16pmatu arvude jarjendi:
1,4; 1,41; 1,414; 14142, ...,

mis annab /2 ligikaudsed vairtused kasvava tapsusega.

Selle jdrjendi jaoks pole olemas lihtsat reeglit, mille jargi oleks
voimalik iihe liikkme pohjal méaérata jargmine liige, kuid siiski on
voimalik méédrata selle jarjendi mistahes liige; kui néiteks on tarvis
leida neljas liige, tuleb arvutada /2 tédpsusega kuni 0,0001, viienda
lilkkme saamiseks tuleb /2 arvutada tapsusega kuni 0,00001 jne.

Modname, et antud 16pmatu jérjendi liikmed ay, as, as, . . . ldhene-
vad vastavalt oma jarjekorra numbri suurenemisele piiramatult mo-
nele arvule A. See tdhendab jargmist: on olemas niisugune arv A, et
mistahes viikese positiivse arvu ¢ puhul meie leiame ikka antud
reas niisuguse liikme, millest alates koik liikmed oma absoluut-
vadrtuselt erinevad A-st vihem kui ¢ vorra. Lithidalt meie véljen-
dame seda omadust nii: vahe a, — A absoluutvéirtus kahaneb pii-
ramatult jirjekorra numbri n suurenemisega.

Niisugusel juhtumil nimetatakse arvu A antud 16pmatu arvude
jéarjendi piirvdaartuseks. Toome ndite sellise jarjendi kohta. Koostame
kiimnendmurdude jarjendi:

0,9; 0,99; 0,999; ...

Siin saadakse iga jdrgmine liige eelmisest liikmest, sellele
juurde kirjutades kiimnendkoha 9.

On kerge maérgata, et selle jarjendi lilkmed ldhenevad piirama-
tult iihele.

: . i . o ; g 1 2
Nimelt: esimene liige erineb {ihest g Vorra, teine 55 vorra,

kolmas vorra, ja kui jdrjendis kiillalt kaugele minna;

1
1000
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siis voib temas leiduda liige, mis erineb iihest kuitahes viikese ette-
antud arvu vorra. Jérelikult voime iitelda, et voetud lopmatul
arvude jarjendil on piirvdartuseks iiks. Teiseks néiteks arvude jar-
jendi kohta, millel on piirvdartus, voib olla jarjend, milles liik-
meina esinevad ligikaudsed 16igu pikkuse véirtused, kui [6igul pole
{ihismootu pikkusiihikuga (§ 150) ja koik vdédrtused on arvutatud

1 2
puuduga, algul tdpsusega kuni 5, siis tdpsusega kuni 35 og> Siis

1
kuni —— 155

Selle jarjendi piirvdartuseks on 16pmatu kiimnendmurd, mis
ongi antud 16igu tdpne mootarv. Lopmatu kiimnendmurru suurus
on kahe tema ligikaudse iihesuuruse tdpsusega arvutatud (iiks
lilaga, teine puuduga) véartuse vahel.

Nagu oli eespool ndidatud, vdheneb see vahe ligikaudsete véar-
tuste tdpsuse suurenemisega piiramatult. Jéarelikult peab ka tdpsuse
suurenemisel vahe [6pmatu kiimnendmurru ja tema ligikaudse véar-
tuse vahel piiramatult vihenema. Téahendab, 16pmatu kiimnend-
murd on piirvddrtuseks murru koéigi ligikaudsete vaartuste jarjen-
dile. Ligikaudsed véartused peavad olema koik kas liiaga voi jélle
puuduga.

On kerge mérgata, et mitte igal I6pmatul jarjendil pole piir-
vaartust; néiteks loomulike arvude (naturaalarvude) 1, 2, 3, 4, 5, ...
real puudub ilmselt piirvédértus, sest arvud suurenevad piiramatult
ega ldhene mingisugusele arvule.

jne.

228. Teoreem. Igal Iopmatul arvude jirjendil saab olla

ainult iiks piirvddrtus.

Selle teoreemi Gigsuses veendume kergesti, kasutades wvastu-
vaitelist toestusviisi. Toepoolest, oletame, et antud jarjendil

2y, @2, Q35 « .. - 5-0n

on kaks erinevat piirvadrtust: A ja B. Niisugusel juhtumil selle

pohjal, et A on jarjendi piirvédrtus, peab vahe a, — A absoluutvéar-

tus piiramatult vdhenema n-i suurenemisel. Samal pohjusel peab

ka vahe a, — B absoluutvaartus piiramatult vdhenema n-i suure-

nemisel. :
Aga niisugusel juhul peab vahe

(au_A) S (an_B)

absoluutvéirtus samuti 16pmatult vahenema voi peab olema vordne
nulliga. See viimane vahe on aga arvude A ja B vahe ning on
jarelikult mingi tédiesti mairatud, nullist erinev arv. See arv ei
soltu jarjekorra numbrist n ja n-i suurenemisel ta ei muutu. Seega
oletus, et arvude ]ar]endll on olemas kaks purvaartust vub meld
vasturaaklvusele : :
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229. Kasvava lopmatu arvude jadrjendi piir-
vadrtus.

Vaatleme niisugust jarjendit: a,, as, a;, ... as, milles iga liige
on suurem eelmisest (@»+1 > a@.) ja samal ajal koik jéarjendi liik-
med on viiksemad mingist kindlast arvust M, s. o. mistahes n-i
puhul a, < M.

Sel juhul jadrjendil on kindel piirvddrtus
(Weierstrassi teoreem).

230. Toestus. Olgu antud I6pmatu arvude jarjend

Gy, Oy, Gy, . oo, G5y (1)

milles iga liige on suurem eelmisest voi vordub temaga (a, f1=a,), kus-

juures jarjendi liikmete hulgas pole arvu, mis oleks suurem antud arvust M,
nditeks pole arvu, mis oleks suurem 10-st. Votame arvu 9 ja vaatame, kas
pole jarjendi (1) liikmete hulgas arve, mis oleksid suuremad 9-st. Oletame,
et niisuguseid arve pole. Votame arvu 8 ja vaatame, kas jarjendis (1) on
arve, mis oleksid suuremad 8-st. Oletame, et on. Niiiid kirjutame iiles arvu 8
ja jagame vahemiku 8 ja 9 vahel kiimneks vordseks osaks ja teeme jérjest
proovid arvudega 8,1; 8,2; 83.. ., s. t. me vaatame, kas jarjendi (1) liikmete
hulgas on arve, mis oleksid suuremad kui 8,1. Kui on, siis piistitame sama
kiisimuse 8,2 kohta jne. Oletame, et jédrjendis (1) on arve, mis on suuremad
arvust 8,6, kuid 8,7-st suuremaid arve pole. Niiid teeme teise iileskirjutuse:
kirjutame iiles 8,6 ja jagame vahemiku 8,6 ja 8,7 vahel 10-ks vordseks osaks
ja teeme jarjest kontrolli arvudega 8,61; 8,62; 863;... Oletame, et jarjen-
dis (1) on arve, mis on suuremad arvust 8,64, kuid pole niisuguseid arve, mis
oleksid suuremad 8,65-st. Niiiid teeme kolmanda iileskirjutuse 8,64 ja toimime
samal viisil vahemikuga 8,64 kuni 8,65. Jitkates seda toimingut piira-
matult, saame |6pmatu kiimnendmurru 8,64..., s. t. mone reaalarvu. Tahis-
tame selle a-ga ja votame tema ligikaudsed véirtused n kiimnendkohaga
puuduga ja liiaga. Esimene olgu. a, teine on a’,. Seejuures, nagu teame

(§ 150),

a, <a<a, ja a’"—an=m.

Reaalarvﬁ a koostamise viisist jareldub, et arvude jirjendi (1) liikmete
hulgas pole arve, mis oleksid suuremad kui a’,, on aga arve, mis on suuremad

kui a,. Olgu a, iks selline arv:
A, < 0y<ay

Jarjendi (1) kasvamise tottu ja selle tottu, et temas pole liikkmeid, mis
oleksid suuremad kui o, jireldame, et koik jérjendi jargnevad litkmed

Q41 Bpyo,... asetsevad samuti o ja o/, vahel, s. t kui m>k, siis
a<a,.<d,
Et aga reaalarv g asetseb samuti a_ ja a’, vahel, siis vahe a_ —a abso-

1
tuutvadrtus on viiksem arvude o', ja a, vahest. Aga a’,,—a=ﬁ,—,'
jarelikult

: 1
8= I—O;' (2)
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Seega igale n-i vididrtusele saab niidata niisuguse arvu k, et m > k puhul

i ts . Fa 2 e,
on kehtiv vorratus (2). Et aga n-i piiramatul kasvamisel murd Ton piirama-

tult kahaneb, siis vorratusest (2) jareldub, et reaalarv a on jirjendi (1) piir-
véirtus. Seega arvude jédrjend (1) omab kindla piirvaartuse.

231. Muutuva suuruse piirvddrtus. Kui on antud arvude jar-
jend ay, as, as, ..., @, ..., siis voib siin n-ndat liiget nimetada
muutuvaks suuruseks, mille arvuline védartus soltub jéarjekorra
numbrist 7.~ Nimetust «muutuv suurus» kasutatakse sageli kone
lihtsustamiseks. Nii 6eldakse véljenduse «on antud 16pmatu arvude
jarjend ai, as, as, ..., @u, ...» asemel «on antud muutuv suu-
rus a., millel voivad olla jarjest véartused ay, as, as, ..., @, .. .».
Kui kasutada seda valjendusviisi, siis v&ib rddkida jarjendi piir-
vadrtuse asemel muutuva suuruse piirvdartusest.

Niisugusel juhul voib § 228 teoreemi sonastada jargmiselt: «Igal
muutuval suurusel on ainult iiks piirvddrtus». Seda teoreemi sonas-
tatakse tihti ka nii: «Kui on antud kaks muutuvat suurust a, ja b,
kusjuures esimese suuruse koik védrtused on vastavalt vordsed
teise suuruse vaartustega: a, = by, @y = by, an=0b,,..., siis esi-
mese suuruse piirvdadrtus, muidugi kui ta on olemas, vordub teise
suuruse piirvadrtusega» ehk lithidalt: «Kui kaks muutuvat’ suurust
on vordsed, siis on vordsed ka nende piirvaartused.»

Teoreemi (§ 229) I6pmatult kasvava arvude jéarjendi piirvaar-
tusest voib sonastada nii: kui muutuv suurus a, kasvab jarjekorra
numbri n kasvamisel ja samal ajal pisib viiksemana monest jad-
vast arovust, siis sellel muutuval suurusel on piirvddrtus.

Ringjoone pikkus.

Piirvdartuse moiste annab meile voimaluse tédpselt maérata,
mida meie moistame ringjoone pikkuse all. Eelkoige toestame jarg-
mised teoreemid.

232. Teoreem. Kumer murdjoon (ABCD, joon. 231) on
viiksem igast murdjoonest (AEFGD), mis teda holmab.

Moisteil «holmav murdjoon» ja
«holmatav murdjoon» on jargmine
mote. Olgu kahel murdjoonel (nagu
neil, mis on kujutatud joonisel) iihi-
sed otspunktid A ja D; nad on ase-
tatud niiviisi, et iiks murdjoon
(ABCD) on terveni selle hulknurga
sees, mis on moodustatud teise murd-
joone ja loigu AD poolt; siis wvilist
murdjoont nimetatakse holmavaks ja
Joon. 231. seesmist holmatavaks murdjooneks.
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Tuleb toestada, et h6lmatav murdjoon ABCD (kui ta on kumer)
on lithem igast holmavast murdjoonest AEFGD (iikskoik, kas
kumerast voi mittekumerast), s. t. et

AB + BC + CD < AE + EF + FG + GD.

Pikendame kumera murdjoone liilisid nii, nagu néidatud joo-
nisel. Siis, arvestades seda, et sirgloik on véiksem igast sirgloigu
otspunkte iihendavast murdjoonest, voime kirjutada jargmised
vorratused:

AB + BH < AE + EH:;
BC + CK < BH + HF +FG + GK; _
CD < CK + KD.

Liidame liikmeti koik need vorratused ja saadud vorratuse mole-
mast poolest lahutame abildigud BH ja CK; edasi asendame
summa EH + HF loiguga EF ja summa GK + KD loiguga GD,
saame otsitava vorratuse.

Miarkus. Kui holmatav joon poleks kumer (joon. 232), siis
esitatud toestust me ei saaks rakendada. Sel juhul voib holmatav
murdjoon olla isegi suurem holmavast murdjoonest.

233. Teoreem. Kumera hulknurga (ABCD) iimberméot
on viiiksem iga teise, esimest holmava hulknurga
(LMNPQR) iimbermoéodust (joon. 233).

Tuleb toestada, et

AR BC -+ CD & DA< M - MN & NP+ PQ - 'OR ‘- RL

Olles pikendanud molemas suunas
kumera hulknurga mingit kiilge AD,
rakendame murdjoontele ABCD ja
ATMNPQRSD, mis ithendavad punkte pt
A ja D, eelmise paragrahvi teoreemi;
saame vorratuse: Joon. 232.

AB + BC + CD < AT + TM + MN + NP + PQ +
+ QR + RS + SD.

Teiselt poolt, et 15ik ST on vdiksem murdjoonest SLT, siis voime
kirjutada:

TA+AD + DS<TL + LS.

Liidame liikmeti need kaks vorratust ja lahutame molemast
poolest abildigud AT ja DS; edasi asendame summa TL 4+ TM
loiguga LM ja summa LS + RS Idiguga LR, saame otsitava
vorratuse.
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Q 234. Ringjoone pikkuse definit-
sioon. Joonestame antud ringjoonesse
(joon. 234) korraparase hulknurga,
naiteks kuusnurga, ja paigutame min-
gile sirgele MN (joon. 235) loigu
OP,, mis on vordne selle kuusnurga
iimbermooduga (meie joonisel on see
fimbermoot ruumi puudusel kujuta-
tud lithendatult). Niiiid kahekordis-
tame koolkuusnurga kiilgede arvu,
s. 0. kuusnurga asemel votame korra-
parase koolkaksteistnurga. Leiame
Joon. 233. selle timbermoodu ja paigutame ta
sirgele MN samast punktist O; olgu
see pikkus OP,, mis peab olema suu-
rem OP,;-st, sest kuusnurga iga iihe kiilje asemel voetakse niiiid
murdjoon (mis koosneb kahest 12-nurga kiiljest); see murdjoon on
aga pikem kuusnurga kiiljest. Kahekordistame jélle koolkaksteist-
nurga kiilgede arvu, s. t. votame niiiid korraparase kool-24-nurga
(joonisel pole ndidatud), leiame selle {imbermoddu ja paigutame ta
sirgele MN jille alates samast punktist O; saame 16igu OP;, mis on
suurem kui OP, samal pohjusel, mispiarast OP, on suurem kui OP;.
Niiiid kujutleme, et see kahekordista-
mise - ja iimbermdotude paigutamise toi-
ming kestab {iha. Siis saame i{imbermdo-
tude OP,, OP,, OP;, ... kasvava jarjendi.
Kuid see kasvamine ei saa olla piiramatu,
sest iga kumera koolhulknurga {imbermdot
(olgu hulknurga kiilgede arv kuitahes
suur) on ikka viiksem mistahes kiilgede ar-
vuga puutujahulknurga {imbermoodust
(mis on holmavaks hulknurgaks kool-
hulknurga suhtes). Seetottu on saadud kor-
raparaste koolhulknurkade {imbermootude Joon. 234.
jarjendil kindel piirvdaartus (§ 229). See
piirvdartus ongi ringjoone pikkuseks.
Seega anname jargmise definitsiooni: ringjoone pikkuseks
nimetame seda piirvddrtust, millele liheneb selle ringjoone sisse
joonestatud korrapdrase koolhulknurga imbermdot, kui hulknurga
kilgede arvu piiramatult kahekordistada.

M - - + : + N
0 AP

Joon. 235.

-b
«O

Mirkus. On voimalik toestada (me jatame selle toestuse dra), et see
piirvadrtus ei soltu sellest, millisest hulknurgast me alustame kahekordistamist.
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Veel enam, voib toestada, et ka siis, kui kdolhulknurgad pole korraparased,
nende iimberm66dud ldhenevad siiski samale piirvdirtusele kui korrapiraste
hulknurkade timbermoodudki, on vaid tarvis, et kiiljed piiramatult viheneksid
(ja jarelikult kiilgede arv piiramatult suureneks), seejuures pole tihtis, kas
kiilgede arvu suurenemine toimub kahekordistamise teel voi mone teise seaduse
pohjal (toestuse jatame dra).

Seega, igal ringjoonel on oma iiksainus piirvdartus, millele 1iheneb tema
sisse joonestatud kumera koolhulknurga iimbermddt, kui hulknurga kiiljed pii-
ramatult vdhenevad; see piirvéddrtus ongi ringjoone pikkuseks.

Samal viisil voetakse ringjoone mingi kaare AB (joon. 236) pikkuseks see
piirvdadrtus, millele l3heneb selle kaare sisse joonestatud murdjoone {imber-
moot, kui murdjoone lillide arvu piiramatult kahekordistada.

C D
c =

Joon. 236. Joon. 237.

235. Teoreemid. Esituse lihtsustamiseks esitame toestuseta
jargmised peaaegu ilmselt kehtivad laused:

ringjoone kaare pikkus on: 1) suurem temale vastavast koolust,
kuid 2) viiksem igast tema iimber joonestatud ja temaga thiseid
otspunkte omavast murdjoone pikkusest (joon. 237).

236. Nende léusete toestus.

1) Olgu ACB (joon. 236) ringjoone kaar ja AB vastav kool; tuleb toestada,
et kaar on pikem sellest koolust.

Oletame, et joonestame kaaresse korrapdrased murdjooned niiviisi: esimene
murdjoon koosnegu kahest koolust AC ja CB; teise murdjoone saame esimesest
selle liilide kahekordistamise teel; see on murdjoon ADCEB, mis koosneb neljast
koolust; kolmanda murdjoone saame teisest selle lillide kahekordistamise teel:
see juba koosneb kaheksast koolust. Niilid kujutleme, et kahekordistamise toi-
ming jatkub piiramatult. Siis iga kahekordistamisega murdjoone iimbermdot
iha kasvab; néiteks: :

AD + DC + CE + EB > AC + CB,
sest

AD + DC > AC ja CE + EB> CB.

Seetottu piirvdartus, millele ldheneb see iimbermdot, peab olema suurem
esimese murdjoone iimbermdddust, s. t. suurem summast AC + CB ja seega peab
olema suurem ka koolust AB. See piirvddrtus on aga kaare ACB pikkus: tdhen-
dab, see kaar peab olema.suurem koolust AB.

2) Olgu iimber kaare joonestatud mingi murdjoon (iikskoik, kas korra-
parane voi mitte) (joon. 237). Kui murdjoone otspunktid iihtivad kaare otstega,
siis kaarele voib vaadata kui mitme kaare summale; iga kaar on kahest 15igust
koosnevast’ murdjoonest holmatud. Olgu iiheks niisuguseks osaks kaar AB
(joon. 238). Toestame, et selle kaare pikkus on vdiksem summast AC + CB, mille
lihtsuse mottes tahistame S-ga. Toestuseks votame abimurdjoone AMNB, mille
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saame, kui 16ikame nurga C 1dbi mingi 16iguga MN, mis aga ei tohi kaart

AB l10igata. (See on alati voimalik, Kkui murdjoon on {imberjoonestatud

murdjoon, s.t. koosneb puutujaist.) Tahxstame selle abimurdjoone AMNB plkkuse

Si-ga. Et MN < MC + NC, siis §; < :

’l‘oestame niiiid, et piirvéartus, mxllele

c liheneb kaaresse AB joonestatud korraparase

murdjoone iimbermdot, ei saa olla suurem

kui §,, kui murdjoone kiilgede arv suureneb

M N piiramatult. Tahistame selle piirvdartuse

L-iga ja oletame, et L>S,. Et muutuv

iimbermoot laheneb oma piirvdirtusele L

kuitahes ldhedale, siis vahe L ja

murdjoone {imberm6ddu vahel voib saada

viiksemaks vahest L — S;; tdhendab, sisse-

A B  joonestatud murdjoone iimbermoot saaks siis

j 238 suuremaks kui S;. See pole aga voimalik,

i ’ sest iga kumer murdjoon, mis on joonestatud

kaaresse AB, on holmatav holmava

murdjoone AMNB suhtes ja seepirast on vdiksem kui S,. Jarelikult ei saa ole-

tada, et L > S,. Siis aga peab L olema kas viiksem kui S; voi ddrmisel juhtu-

mil vordne sellega. Et aga S; < S, siis nii ithel kui teisel juhtumil peab L
olema viiksem kui S, mida oligi tarvis toestada.

237. Ringjoone pikkuse middramine. Selleks v0ib kasutada
kahekordistamise valemit, mille tuletasime varem, (§ 224),

s. t. valemit:
‘2
a2, = 2R? — 2R ]/R2 .

Kui raadius R on 1, siis valemil on lihtsam kuju:

2 g
a2"=2—2 I—T

Tihistades tavakohaselt korrapirase koolhulknurga kiilje an-ga
(kiilgede arv on n), siis saame ag = R = 1.

Rakendades kahekordistamise valemit, leiame:

a%=2—2 1—;=2- V3

a‘,l“, “34.
a§4=2—2 ——4—: 03822'—2 I—Tjne.

Oletame, et katkestasime kahekordistamise 96-nurga juures.
Selleks et saada selle hulknurga iimbermdoot, tuleb kiilg korrutada
96-ga. Sellele iimbermdodule me voime vaadata kui ringjoone
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pikkuse ligikaudsele vddrtusele. Téhistanud selle pss-ga ja teosta-
nud arvutused, leiame:

Kui raadius on R, siis saame:

pes = R - 6,2820638 . . . ehk pos = 2R - 3,1410319. . .

Tahistades ringjoone pikkuse C-ga, saame sellele ligikaudse
valemi:

C =2R-3,1410319...

Kui kahekordistamine oleks piirdﬁnud 192-nurgaga, siis olek-
sime saanud ringjoone pikkusele tdpsema véddrtuse, nimelt:

C = 2R -3,14145247 . ..

Jéatkates kahekordistamise - toimingut, v6ib saada ringjoone
pikkusele iiha tdpsemaid vaartusi.

238. Ringjoone pikkuse suhe diameetriga. Ringjoone pikkuse
madramise toimingust ndeme, et arv, millega tuleb korrutada dia-
meetrit ringjoone pikkuse saamiseks, ei soltu diameetrist enesest.
Kui leidsime, et mingi ringjoone pikkuse méiaramisel pidime dia-
meetrit korrutama mone arvuga, siis ka iga teise ringjoone pikkuse
maidramisel peame tema diameetrit korrutama sellesama arvuga.

Votame kaks ringjoont, ithe raadius olgu R, teise raadius aga r.
Esimese ringjoone pikkuse tdhistame C-ga, teise oma c-ga. Joones-
tame molemasse ringjoonesse korrapdrased hulknurgad iithesuuruse
kiilgede arvuga ja hakkame kahekordistama nende hulknurkade
kiilgede arvu.

Tahistame P,-ga esimesse ringjoonesse joonestatud korrapirase
hulknurga {imbermdddu ja pn.-ga teise ringjoonesse joonestatud
korrapdrase hulknurga timbermoddu.

Paragrahvis 218 toestatud teoreemide pdhjal voime kirjutada:

Pa Py £ Fa
B e

Muutuva timbermdodu P, piirvddrtuseks on esimese ringjoone
pikkus C. Teise muutuva {imbermoddu p, piirvdartuseks on teise

ringjoone pikkus ¢. Seepdrast vordusest %’{,;% jareldub, et
% = —:; (§ 228 ja § 231). Seega voime iitelda, et ringjoone pikkuse

suhe tema diameetriga on jadv suurus koigi ringjoonie puhul.
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Seda jédavat arvu tdhistatakse kreeka tdhega = !.
Niisiis voime ringjoone pikkusele C kirjutada valemi:

C =2R-n ehk C = 2aR.

On toestatud, et arv # on irratsionaalne arv, tihendab, seda ei
saa viljendada mingisuguse ratsionaalse arvuga. Tema ligikaud-
seid vaartusi voib aga leida mitmel viisil ja soovitava tdpsusega.
Votnud ringjoone pikkuse ligikaudseks vairtuseks kool-96-nurga
imbermoodu, saame z-le ligikaudse viirtuse 3,14 puuduga, s. o.
tdpsusega kuni 0,01. See tdapsus on praktlllsteks otstarveteks pea-
aegu alati kiillaldane. Erilist tdpsust noudvail juhtumeil voib piir-
duda ligikaudse véartusega (lilaga) = = 3,1416.

Teadlased, kasutades tdiuslikumaid votteid, mééarasid « tapsu-
sega, mis kaugelt {iletab koiki praktilisi noudeid (nii mééras ing-
lise matemaatik Shanks 1873. aastal =-le 707 kiimnendkohta 2).

On kasulik dra mairkida, et juba III saj. e.m.a. kuulus
Surakuusa teadlane Archimedes leidis n-le vdga lihtsa arvu 72,
508t 7 ~ See arv on pisut suurem =-st ja erineb sellest vihem kui

0,002 vorra
Geomeetnllste iilesannete lahendamisel esineb f1ht1 7 poordarv

540 ; On kasulik meeles pidada sellest arvust moned kumnend
kohad.
= 0,3183098. ..

E R

239. n kraadi sisaldava kaare pikkus. Ringjoone pikkus on 2zR,

1°-se kaare pikkus on 2:;’_6,; = ;—%; jarelikult, n kraadi sisaldava

kaare pikkus S viljendub nii:

: aRn
(e 180
1 See tahistus on toendoliselt tarvitusele voetud XVII sajandil. Taht
a (pii) on kreekakeelse sona meotpeosta (ringjoon) algtéht.
2 Et meeles pidada tisna pikk rida arvu # kiimnendkohti, v6ib kasutada
jdrgmist prantsuskeelset riimi:

Que j'aime a faire apprendre
Un nombre utile aux hommes!

voi venekeelset riimi (mis on koostatud surnud keskkooliopetaja Schonrocki
poolt.

Kro u wyTsi B CKOpo moxkesaer(b)

ITu ysuath uncao yx(b) 3Haer(n)!

Kui vilja kirjutada ritta nendes sonades esinevate tdhtede arvud (sdonad

on kirjutatud vana ortograafia jargi), siis saame az-le ligikaudse véirtuse
(lilaga) 3,1415926526. Tapsus on kuni poole kiimnebiljondikuni.

174



Kui kaar on viljendatud minutites (n”) voi sekundites (n”),
siis ta pikkus valjendub vastavalt valemitega:

aRn - . aRn
S= 180.60 YOI S= 180.60-60°

kus n on minutite v6i sekundite arv.

240. Ulesanne. Arvutada tipsusega kuni 1 mm ringjoone
raadius, kui selle 81°21’36"” sisaldava kaare pikkus on 0,452 m.
Muutes 81°21’36” sekunditeks, saame arvu 292 896. Vorrandist

7R +292 896
0,452 = 180-60+60

leiame:

0,452-180-60-60 _ 1
SRR Tl el

241. Ulesanne. Mddarata kraadide arv kaares, mille pikkus
vordub raadiusega.

Asendades valemis, mis madrab n kraadi sisaldava kaare
pikkuse, S-i R-ga, saame vorrandi:

aRkn an
R= _18_0 ehk I W);
siit :
n°= 12 — 180° - = =180° - 0,3183098 = 57°,295764 =
=57°1744" 8.

Tahendame, et kaart, mille pikkus vordub raadiusega, nimeta-
takse radiaaniks.

Harjutusi.

1. Toestada, et kahes ringis niisugused kesknurgad, mille vastavad kaared
on vordsed, suhtuvad nagu raadiuste poordvairtused.

2. Libi ringjoonel voetud punkti A on tommatud diameeter AB, korrapérase
koolkuusnurga kiilg AC ja puutuja MN. Keskpunktist O on joonestatud AC-le
ristloik, mis on pikendatud loikumiseni puutujaga punktis D. Sellest punktist on
paigutatud puutujale (1&bi punkti A) 16ik DE, mis on vordne kolme raadiusega.
Punkt E on iihendatud diameetri otspunktiga B. Maiirata vea suurus, kui BE
votta poolringjoone pikkuseks.

3. Antud poolringjoone diameetrile on joonestatud kaks vordset pool-
ringjoont ja sellesse kolme poolringjoone vahelisse kujundisse on joonestatud
ring. Toestada, et selle ringi diameeter suhtub vordsete poolringjoonte diameet-
riga nagu 2:3.

4. Arvutada kraadides, minutites ja sekundites kaar, mille pikkus vordub
selle ringjoone sisse joonestatud ruudu kiiljega.

5. Arvutada maakera ekvaatori 1°-se kaare pikkus. Maa raadius =
= 6400 km.
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VIIES PEATUKK.

PINDALADE MOOTMINE.

I. Hulknurkade pindalad.

242. Pindala moiste. Igapdevasest elust on igaiihel meist tea-
tav kujutlus pindalast.

Asume niiiid tdpsustama kujundi pindala maistet ja kindlaks
madrama pindala mootmise votteid.

243. Pohidefinitsioonid pindaladest. Hulknurga kiilgedega voi
mone muu tasapinnalise kinnise koveraga piiratud pinna osa
nimetatakse selle kujundi pindalaks.

Me esitame endale iilesande: leida pindala suurusele véljendus
mone arvu kujul, s. t. leida pindala moo6tarv.

Seejuures on noutav, et kujundite pindalade ja mende moot-
arvude vaheline seos rahuldaks jargmisi tingimusi.

1) Kahe vordse kujundi pindalade mootarvud peavad olema
vordsed.

2) Kui antud kujund on tiikeldatud mitmeks osaks (M, N, P,
joonis 239), milledest igaiiks on kinnine kujund, siis terve kujundi
pindala mootarv peab vorduma tema cosade pindalade modtarvude
summaga.

Miarkus. Viimase ndude  suhtes tuleb tingimata teha jargmine téhtis
markus. Pindalasid moodame positiivsete arvudega. Kahe positiivse arvu summa
on aga ikka suurem igast liidetavast. Seepidrast ongi, et teise noude voiks
vastu votta, tingimata tarvis, et kujundite pindaladel oleksid vastavad omadu-
sed. Selgitame seda. Oletame, et olles tiikeldanud antud kujundi mitmeks osaks,
paigutame need osad iimber ja saame seejuures uued kujundid (nagu see on
tehtud joonisel 240 osadega A ja B). Tekib kiisimus: kas on voimalik osade
imberpaigutamisega saada niisugune kujund, mis mahuks taielikult esialgsesse
- kujundisse? Kui see oleks vodimalik, siis saaksime kaks kujundit, milledest iiks
asetseks teise sees, seejuures aga oleksid nende pindalade mootarvud vastavalt
teisele noudele vordsed. p

Seega terve kujundi pindala mdotarv osutuks vordseks kujundi mdne osa
pindala mootarvuga, s. t. summa vorduks iihe liidetavaga, mis pole aga voi-
malik positiivsete arvude puhul. Jédrelikult, teist tingimust me ei saa sel juh-
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tumil vastu votta. Esimesena juhtis tahelepanu sellele kiisimusele Itaalia mate-
maatik Dezolt (1881). Ulalmainitud iimberpaigutamise voimalust peeti algul
aksioomiks, hiljcm aga toestasid rangelt seda voimalust Schur, Killing, Satu-
novski ja Hilbert. Sec kujundite pindalade omadus lubab meil vastu votta teise
tingimuse.

Joon. 239. Joon. 240.

Kujundeid, mille pindalad on vordsed, nimetatakse pindvord-
seiks. Vordsed kujundid on muidugi ka pindvordsed, aga pind-
vordseteks kujunditeks voivad olla ka mittevordsed kujundid (nagu
need, mis on kujutatud joonisel 240).

"~ 244. Pindala mootmise moiste. Antud kujundi pindala mootmi-
seks valitakse koigepealt pindalaiihik. Niisuguseks {ihikuks voe-
takse ruut, mille kiilg vordub mingi pikkusiithikuga, ndit. ithe meet-
riga, iihe sentimeetriga jne. Kujult lihtsaimate kujundite pindalade
mootarv saadakse jargmisel viisil. Paigutame pindalaiihiku moode-
tavasse pindalasse nii palju kordi, kui palju see on voimalik. Seda
voib teha viikeste pindalade puhul, mida on voimalik joones-
tada paberile, ldbipaistva millimeeterpaberi abil. Oletame, et moo-
detavale kujundile on paigutatud selline ruutude vork. Kui antud
kujundi piirjoon moodustab murdjoone (joon. 241), mille liilid

Joon. 241.

iihtivad ruutude vorku moodustavate sirgete osadega, siis kujundi
sees olevate ruutude arv annab antud kujundi pindala tdpse moot-
arvu. '

Tegelikult toimub aga pindalade mootmine mitte pindalaiihiku
voi selle osa pealitamisega, vaid kaudselt — kujundi monede
joonte mootmise abil. Kuidas seda tehakse, ndeme jdargmistest
paragrahvidest.
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245. Alus ja korgus. Kokkuleppe pohjal nimetame kolmnurga
voi roopkiiliku {iht kiilge aluseks, ristloiku aga, mis on joonestatud
sellele kiiljele kolmnurga tipust voi réopkiiliku puhul vastaskiilje
mistahes punktist, nimetame korguseks. :

Ristkiilikus voib votta korguseks kiilje, mis on risti aluseks voe-
tud kiiljega.

Trapetsis nimetatakse ' alusteks molemaid paralleelseid - kiilgi,
korguseks aga iihist ristldiku aluste vahel.

Ristkiilikus nimetatakse alust ja korgust tema modtmeteks.

_246. Teoreem. Ristkiiliku pindala vordub tema aluse ja
korguse korrutisega.

Seda liihikest lauset tuleb moista nii: ristkiiliku pindala moatarv
ruutithikuis vordub tema aluse ja korguse vastavais pikkusiihikuis
viljendatud mootarvude korrutisega.

Toestusel voib esineda kolm Juhtumit.

1) Aluse ja korguse pikkused (moddetuna iihe ja sama iihikuga)
on viljendatud tdisarvudeg a.

Vordugu antud ristkiiliku (joon. 242) alus tdisarvuga b pikkus-
ithikut ja korgus tédisarvuga h sama pikkusiihikut. Jaotanud aluse
b-ks ja korguse h-ks vordseks osaks, tombame ldbi jaotuspunktide
rea korgusega paralleelseid ja rea alusega paralleelseid sirgeid.
Nende sirgete vastastikusel 16ikumisel tekivad nelinurgad. Votame
iihe neist, nditeks nelinurga & (joonisel viirutatud). Et selle neli-
nurga kijljed on konstruktsiooni pohjal paralleelsed antud rist-
kiiliku vastavate kiilgedega, siis on koik ta ‘nurgad tdisnurgad;
seega nelinurk & on ristkiilik. Teiselt poolt, selle nelinurga iga kiilg
vordub kahe naaberparalleeli vahelise kaugusega, s. t. vordub
pikkusiihikuga. Téhendab, ristkiilik 2 on ruut,
nimelt see ruutiihik, mis vastab voetud pikkus-
ithikule (kui néiteks alus ja korgus on moddetud
sentimeetritega, siis ruudu pindala on {iks
ruutsentimeeter). Et {ihe nelinurga kohta-6eldu
(5 on kehtiv ka iga teise nelinurga kohta, siis see
tahendab, et me oleme antud ristkiiliku pindala
f tommatud paralleelidega jaotanud ruutiihikuiks.
Leiame nende arvu. On ilmne, et sirged, mis.on
paralieelsed alusega, jaotavad ristkiiliku niisama

b suureks rohtsaks ribade arvuks, kui palju on

Joon. 242.  korguses - pikkusiihikuid, s. t. hA-ks vordseks

ribaks. Teiselt poolt, sirged, mis on paralleelsed

korgusega, jaotavad iga rohtsa riba niimitmeks ruutithikuks, kui

palju pikkusiihikuid on aluses, s. t. b-ks ruutiihikuks. Téahendab,
ruutithikuid on kokku b -A. Seega:

ristkiiliku pindala = b#A,

s.t. ta vordub aluse ja korguse korrutisega.
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2) Aluse ja korguse pikkused (mdodetuna iihe ja sama ithikuga)
on viljendatud murdarvudega. !

Olgu niiteks antud ristkiiliku

Ml\)

2=1 pikkusiihikut ja

alus = 3
323
korgus = 4 z= sama iihikut.

~ Tehes murrud iithenimelisteks, saame:

e 46
; korgus = 5.

u—nloo
(=11}

alus’=

Votame 1—16 pikkusiihikust uueks pikkusiihikuks. Siis voime iitelda,

et aluses on neid uusi iihikuid 35 ja korguses 46. Tdhendab, 1. juh-
tumil toestatu pohjal ristkiiliku pindala vordub 35-46 ruutiihi-
kuga, mis vastavad uuele pikkusiihikule. See uus ruutiihik on

aga T(l)—o osa sellest ruutiihikust, mis vastab eelmisele pikkusiihikule;
tahendab, ristkiiliku pindala vordub eelmistes ruutiithikutes:

= (ruutithikut).

wlco

3) Alus ja korgus (voi ainult {iks neist) ei oma ithismdétu pik-
kusiihikuga ja jarelikult on mende pikkused viljendatud irrat-
sionaalarvudega.

Sel juhtumil tuleb leppida pindala D, c
mootmise ligikaudse tulemusega soovi- o/ c :
tava tdpsuseni. QI c

Kuid ka sel juhul vo6ib leida ristkii-
liku pindala tdpse mootarvu. Olgu rist-
kiilliku ABCD (joon. 243) aluse AB
pikkus viljendatud irratsionaalarvuga « g
ja korguse AD pikkus irratsionaal-
arvuga f. Kumbagi neist arvudest voib
kujutada 1opmatu mitteperioodilise kiim-
nendmurruna (§ 150). Votame mnende

arvude ligikaudsed vdirtused n kim- —A 8, 8 8
nendkohaga, enne puuduga, siis liiaga. -
- Ligikaudsed védirtused puuduga tahis- Joon. 243.

tame an-ga (esimese arvu jaoks) ja

pn-ga (teise arvu jaoks), aga ligikaudsed vairtused liiaga vasta-
valt a’»- ja p'»-ga. Paigutame alusele AB punktist A esmalt 16igu
AB,, mille arvuline vdirtus on aa, siis 16igu AB, arvulise véar- °
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tusega o’n. Ilmselt AB, < AB Aja AB; > AB. Siis paigutame kor-
gusele AD punktist A 16igud AD, ja AD,, mille arvulised vaartu-
sed vorduvad vastavalt . ja f». Ilmselt AD; < AD ja AD, > AD.
Joonestame kaks abiristkiilikut AB,C,D; ja AB,C.D,. Nendest
kummagi alus ja korgus on viljendatud ratsionaalarvudega:

AB[ 2= Ay AB2 = a/,., AD] = /i.,‘, AD2 = ﬂ/n-
Seepirast teisel juhturhil toestatu pohjal

AB]CID[ pindala =dan-* ﬂn,

BzCQDQ i == a,n y ,B'ne

Niiiid suurendame arvu n piiramatult. Niisugusel juhtumil a. ja
a’s ldhenevad piirvairtusele — irratsionaalarvule a, 8, ja f'» ldhe-
nevad irratsionaalarvule g. Korrutised a,f, ja o’af’» aga, nagu on
teada algebrast, ldhenevad {ihisele piirvdartusele, mida nimetatakse
arvude a ja p korrutiseks (§ 154). See iihine korrutiste a.f, ja
a,f , piirvaartus voetaksegi ristkiiliku ABCD pindala mootarvuks.
On kerge otseselt veenduda selles, et see mootarv rahuldab neid
kaht tingimust, mida peab rahuldama pindala moagtarv (§ 243),
nimelt: 1) vordsete ristkiilikute mootarvud on vordsed; 2) kui rist-
kiilik tiikeldada mitmeks osaks, siis terve ristkiiliku pindala mootarv
vordub tema osade pindalade mootarvude summaga. Seega ka kol-
mandal juhtumil ristkiiliku pindala vordub aluse ja korguse kor-
rutisega.

247. Teoreem. R&&pkiiliku (ABCD, joon. 244 ja 245) pind-
ala vordub aluse ja korguse korrutisega.

Joonestame alusele AD (iihel ja teisel joonisel) ristkiiliku
AEFD, mille kiilg' EF asetseb kiilje BC pikendusel.

Voib esineda kaks juhfumit.

El ik B ¢ E ' e c
h | 7 , =4
l gee=——d h =4
\ {I 1117 "I
A D
A
b ’ D
Joon. 244. Joon. 245.
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1) Kiilg BC on viljaspool kiilge EF ja 2) kiilg BC iihtib osalt
EF-ga (esimene juhtum on kujutatud joonisel 244, teine jooni-
sel 245). Toestame, et nii {ihel kui ka teisel juhtumil

pindala ABCD = pindala AEFD.

Kui taiendame roopkiilikut kolmnurgaga AEB voi ristkiilikut
kolmnurgaga DFC, siis saame molemal juhul sama trapetsi AECD.
Et aga taiendavad kolmnurgad on vordsed (neil on vastavalt vord-
sed kaks kiilge ja nende kiilgede vahel olevad nurgad), siis on rodp-
kiilik ja ristkiilik pindvordsed. AEFD pindala aga vordub korruti-
sega bh; jarelikult ka ABCD pindala = bh, seejuures b on roop-
kiiliku alus ja h tema korgus.

248. Teoreem. Kolmnurga (ABC, joon. 246) pindala vor-
dub aluse ja korguse poole korrutisega.

Tombame BE || AC ja AE || BC. Saame roopkiiliku AEBC, mille
pindala toestatu pohjal vordub bh-ga. Kolmnurga ABC pmda.a on
aga pool roopkiiliku AEBC pindalast; jarelikult A ABC pindala =

——bh

Mirkus. On kerge veenduda selles, et iga kolmnurga voib tiikkeldada
osadeks, mille {imberpaigutamisega voib saada ristkiiliku; seejuures on saadud
ristkiiliku alus sama, mis kolmnurgal, korgus aga kaks korda viiksem kolm-
nurga korgusest (joon. 247).

249. Jareldused. 1) Vordsete aluste ja vordsete korgus-
tega kolmnurgad on pindvérdsed.

B
E 8
S Dy
K D, —\E L
A h (5 A &

Joon. 246. Joon. 247.

<

Kui kolmnurga ABC (joon. 248) tippu B nihutada edasi mdoda
sirget, mis on paralleelne alusega AC, alus aga jatta endiseks, siis
kolmnurga pindala ei muutu.

2) Taisnurkse kolmnurga pindala vordub tema kaatetite poole
korrutisega, sest iiks kaatet voib olla aluseks, teine aga korguseks.
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B8 .

; <>c
D

Joon. 249.

Joon, 248.

i

3) Rombi pindala vordub tema diagonaalide poole korrutisega.

Toepoolest, kui ABCD (joon. 249) on romb, siis ta diagonaalid on
teineteisega risti. Seeparast

A ABC pindala = 5 AC- OB
A ACD ~1 AC-0D

»

ABCD , =1AC.(OB+OD)=}AcC-BD

4) Kahe kolmnurga pindalad suhtuvad nagu nende aluste ja
korguste korrutised (tegur % taandub).

250. Teoreem. Trapetsi pindala vordub aluste pool-
summa ja korguse Korrutisega. -

8 c B ¢
h ME AN ( ML N)
f - = £ 8\
At 0 AL A8
Joon. 250. Joon. 251.

Tommates trapetsis (joon. 250) ABCD diagonaali AC, me

voime trapetsi pindalale vaadata kui kahe kolmnurga (CAD ja
ABC) pindala summale. Seepérast:

trapetsi ABCD pindala = 5 AD-h + 3 BC-h =% (AD + BC) -h.
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251. Jiareldus. Kui MN (joon. 251) on trapetsi keskloik,
siis, nagu teada (§99), :

MN =3 (AD + BC),

seepdrast
trapetsi ABCD pindala = MN - A,

tahendab, frapetsi pindala vordub keskloigu ja korguse korrutisega.
Seda voib ndha ka otseselt joonisest 251.

252. Teoreem. Puutujahulknurga pindala vordub iim-
bermoéodu ja poole raadiuse Korrutisega.

Uhendanud keskpunkti O (joon. 252) puutujahulknurga koigi
tippudega, oleme hulknurga tiikeldanud kolmnurkadeks, mille alus-
teks voib votta hulknurga kiiljed ja korgusteks ringi raadiuse.

Téhistanud raadiuse R-ga, saame: A AOB pindala = AB -
A BOC pindala = BC- 5 R jne,
Jarelikult

ABCDE pindala = (AB+BC+CD+DE+EA) % R=P. % R, kus
P-ga on téhistatud hulknurga timbermoot.

R,

DO -

Jareldus. Korrapirase hulknurga pindala vérdub dmber-
moodu ja poole apoteemi korrutisega, sest igale korrapérasele hulk-
nurgale voib vaadata kui puutujahulknurgale, mille raadius vor-
dub apoteemiga.

Joon. 252. Joon. 253.

253. Mittekorrapirase hulknurga pindala. Selleks et leida mingi
korraparatu hulknurga pindala, voime ta tiikeldada kolmnurkadeks
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(niiteks diagonaalidega), arvutada eraldi iga kolmnurga pindala
ja tulemused liita. :

254. Ulesanne. Joonestada kolmnurk, mis oleks pindvordne
antud hulknurgaga (ABCDE, joon. 253).

Eraldame antud hulknurgast mingi diagonaaliga kolmnurga
ABC. Tombame ldbi kolmnurga ABC selle tipu, mis asetseb tom-
matud diagonaali vastas, sirge MN paralleelselt AC-ga. Siis piken-
dame iiht kiilgedest (kas EA vo6i DC, mis puutuvad kokku draloiga-
tud kolmnurgaga) kuni Ioikumiseni sirgega MN (joonisel on piken-
datud kiilg EA). Laikepunkti F i{ihendame sirge abil punktiga C.
Kolmnurgad CBA ja CFA on pindvordsed, sest neil on iihine alus
AC ja mende tipud B ja F asetsevad alusega paralleelsel sirgel.
Kui antud hulknurgast eraldame A CBA ja asendame selle temaga
pindvordse kolmnurgaga CFA, siis pindala suurus ei muutu; jare-
likult antud hulknurk on pindvordne hulknurgaga FCDE, millel on
ilmselt nurkade arv iihe vorra vdiksem. Samuti voime saadud hulk-
nurga nurkade arvu vdhendada veel iihe vorra ja jatkata jarjest
nurkade vdhendamist seni, kuni oleme saanud kolmnurga (joo-
nisel FCG).

255. Ulesanne. Joonestada ruut, mis oleks pindvordne
antud hulknurgaga.

Koigepealt teisendame hulknurga pindvordseks kolmnurgaks ja
siis selle kolmnurga ruuduks. Olgu kolmnurga alus b ja korgus A

ning otsitava ruudu kiilg x. Siis kolmnurga pindala vordub §bh

ja ruudu pindala x2; jarelikult -:- blh=x% siit % b :x=x:h. Tahendab,
ruudu kiilje joonestamisel voib kasutada viisi, mis on varem nai-
datud (§ 190) keskmise vordelise joonestamisel.

Miérkus. Antud hulknurka pole vaja alati teisendada kolm-
nurgaks. Naiteks, kui on tegemist trapetsi teisendamisega ruuduks,
siis voib leida trapetsi keskloigu ja korguse keskmise vordelise ning
saadud 16igule ehitada ruudu.

256. Ulesanne. Arvutada kolmnurga pindala S kiilgede a,

b ja c¢ kaudu.
A Olgu h, A ABC (joon. 254) korgus,
mis on tommatud kiiljele a. Siis
= % ahg. -
e b
ha Selleks et leida korgus A4, votame vor-
duse (§ 194):
B 5 c b*=a*+c*—2ac’
. b= ja mairame sellest 16igu ¢’:
! A : ke
Joon. 254. i 2a
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Kolmnurgast ABD leiame:

i VC, (a= - c’——b’) i

iV ey

Teisendame juuremargi all seisva avaldise jargmiselt:

(2ac)?— (a®+c2—b?)2=
= (2ac+a*+c?—b?) (2ac—a?—c*+b?)=
=[(a?+ c2+2ac) —b*] [b*— (a®+c*— Qac)]~
=[(a+c)?— b7 [~ (a—c)?|=
= (a+c+b) (a+c—0b) (b+a—c) (b— a+c)

Jarelikult
S=jaha=5V (@tb+c) (@tb—c) (@+c—b) (b+c—a) .

Kui tdhistame a+b+c=2p, siis a+c—b=
=(a+b+c)—20=2p—-20=2(p—0b).

Samuti
b+a—c=2(p—c) ja b+c—a=2(p—a).

Siis

= 1V2p-2(p—a) -2(p—b) -2(p—c), seega

S=vVp(p—a)(p—0b)(p—c).

See avaldis on tuntud Heroni valemi nimetuse all (Alek-
sandria matemaatiku Heroni nime jérgi, elas III—II saj. e. m. a.).

Erijuhtum. Vordkiilgse kolmnurga, mille kiilg on a, pind-
ala viljendub jargmise valemiga:

Pythagorase teoreem ja sellel pohinevad iilesanded.

257. Tecreem. Tdisnurkse kolmnurga kaatetitele joo-
nestatud ruutude pindalade summa vérdub hiipotenuu-
sile joonestatud ruudu pindalaga.

! Ft kolmnurga mistahes kahe kiilje summa on suurem kolmandast kiiljest,
siis  koik avaldised a+ b—c, a +c—b ja b + c—a on positiivsed.
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See lause on teisend varem toestatud (§ 191) Pythagorase teo-
reemist: hipotenuusi méotarvu ruut vordub kaatetite méootarvude
ruutude summaga. Toepoolest, 16igu mootarvu ruut vordub I6igule
joonestatud ruudu pindala mootarvuga. Seepérast § 191 teoreem on
sama, mis selles paragrahvis esitatu.

Toome Pythagorase teoreemile teise toestuse, mis pole rajatud
pindalade arvutusele, vaid pindalade vahetule vordlemisele.

Toestus (Eukleides’elt). Olgu ABC. (joon. 255) tdisnurkne
kolmnurk, BDEA, AFGC ja BCKH aga kaatetitele ning hiipotenuu-
sile joonestatud riudud. Tuleb toestada, et kahe esimese ruudu
pindalade summa vordub kolmanda ruudu pindalaga. ‘

Tombame AM L BC:. Siis ruut BCKH tiikeldub kaheks rist-
zﬁDlillg(zks. Toestame, et ristkiilik BLMH on pindvordne ruuduga

Tombame abisirged DC ja AH. Vaatleme kaht joonisel viiruta-
tud kolmnurka. A CDB, millel on ruuduga BDEA iihine alus BD
ja mille kérgus CN' vordub ruudu korgusega, on pindvordne poole
ruuduga.

Joon. 255.

A ABH, millel on ristkiilikuga BLMN iihine alus BH ja mille
korgus vordub ristkiiliku kérgusega BL, on pindvordne poole rist-
kiilikuga. Vorreldes neid kaht kolmnurka, leiame, et neil BD = BA
ja BC = BH (kui ruudu kiiljed); peale selle £ DBC = /£ ABH,
sest kumbki neist nurkadest koosneb iihisest osast £ ABC ja téis-
nurgast. Tdhendab, kolmnurgad ABH ja DBC on vordsed. Siit jarel-
dub, et ristkiilik BLMH on pindvordne ruuduga BDEA. Ubhen-
danud punkti G punktiga B ja punkti A punktiga K, toestame tap-
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selt samuti, et ristkiilik LCKM on pindvordne ruuduga AFGC. Siit
jédreldub, et ruut BCKH on pmdvordne ruutude BDEA ja AFGC

summaga.

258. Ulesandeid. 1) Joonestada ruut, mille ﬁiﬁdala vordub
kahe antud ruudu pindalade summaga.

Joonestame tdisnurkse kolmnurga, mille kaatetiteks on antud
ruutude kiiljed. Selle kolmnurga hiipotenuusile joonestatud ruudu
pindala vordubki antud ruutude pindalade summaga.

2) Joonestada ruut, mille pindala vordub kahe antud ruudu
pindalade vahega.

Joonestame tdisnurkse kolmnurga, . e
mille hiipotenuusiks on suurema ruudu D
kiilg ja kaatetiks vidiksema ruudu
kiilg. Selle kolmnurga leisele kaatetile

joonestatud ruut ongi otsitav. F G .

3) Joonestada ruut, mille pind- . ‘
ala ja aniud ruudu ‘pindala suhe A B ¢
on m:n.

Asetame meelevaldselt voetud sir- Joon. 256.
gele (joon. 256) loigud AB = m ja :
BC =n ja joonestame AC-le kui
_ diameetrile poolringjoone. Punktist B piistitame ristjoone BD kuni
16ikumiseni poolringjoonega. Tommates kdolud AD ja DC, saame
tdisnurkse kolmnurga, mille kohta on kehtiv seos (§ 192):

AD? :DC? = AB:BC = m:n.

Selle kolmnurga kaatetile DC asetame 16igu DE, mis on vordne
antud ruudu kiiljega, ja tombame EF || CA.' Loik DF on ofsitava

ruudu kiilg, sest
DE_AD . . (DF)Z_ AD\® -
DE= Db’ M \DE _(D_C v

DF?2:DE? = AD?:DC? = m : n.

Jarelikult

Sarnaste kujundite pindalade suhe.

259. Teoreem. Kui kahel kolmnurgal on iiks paar vord-
seid nurki, siis nende kolmnurkade pindalad suhtu-

vad nagu vordsete nurkade lidhiskiilgede korrutised.

Olgu kolmnurkades ABC ja A1B,\C, (jOOH 257) nurgad A ja
A, vordsed.

1 Kui antud ruudu kiillg on suurem DC-st, siis punktid E ja F asetsevad
kaatetite DC ja DA pikendustel.
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?
Tommates korgused BD ja B.D,, saame:

A ABC pindala _ AC:BD _ AC "BD
A A\B\C, pindala — A:C,*B;D; ~— A,C,’ B,D;"
\
B
8,
o
C: YA D, L0

Joon. 257.

Kolmnurgad ABD ja ABD, on sarmased (£ A= Z A4, ja
Z D = Z D), seepirast suhe BD : B\D; vordub suhtega AB: A,By;
asendades esimese suhte teisega, saame:

AABCApAiAndalaﬁ v AC AB _ AC-AB
A AiB(C; pindala — A,C, AB, A,C,-AB;’

260. Teoreem. Sarnaste kolmnurkade voi hulknurkade
pindalad suhtuvad nagu vastavate kiilgede ruudud.

1) Kui ABC ja A,B,C, on kaks sarnast kolmnurka, siis nende
nurgad on vastavalt vordsed; olgu L A= /LA, 4£B=4B
Ya il Gt C; Rakendame nende kolmnurkade kohta eelnevat
teoreemi:

A ABC pindala _ AB-AC_ AB AC
A ABiC, pindala — A,B,-A;C, _ 4B, A,C;’ &)

Kolmnurkade sarnasusest jareldub:

A8 a6 gy
&G B &)

Seepirast voime vorduses (1) kumbagi suhetest /':—Zl ja /;41—21

asendada mistahes suhtega teisest vorduste reast (2); jérelikult,
A ABC pindala ( ) ( )2 ) ABRr
A AB\C; pindala AlB, B,C, AB2 ™

A c1 BlCl
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2) Kui ABCDE ja A,B,C\D\E, (joon. 258) on kaks sarnast
hulknurka, siis véime need, nagu nagime (§ 171), tiikeldada samaks
arvuks ja iihesuguselt asetatud kolmnurkadeks.

c

)

A :
A 3 A &

" Joon. 258.

o©
[S)

Olgu need kolmnurgad jargmised: AOB ja A,0,B,, BOC ja
B,0,C, jne. Vastavalt teoreemi esimeses osas toestatule, saame

vorded:

A AOB pindala __A_B_)z_ A BOC pindala _ ( BC )2 :
A A,0.B, pindala ~ \A,B,) ' A B,0,C, pindala _ \B,C,) 1%

Hulknurkade sarnasusest jareldub:

Al BC ' CD

’4181_316‘1_6‘1[)1= oy

ja seeparast
AB )z_(B_c_)z__( CD\? _
AlBl 7 Blcl s ClDl T A

Seega

A AOB pindala _ A BOC pindala _ A COD pindalad _
A A,0,B, pindala ~ A B,0,C, pindala ~— A C,0,D; pindala —

millest
A AOB pindala + A BOC pindala + A COD pigdaiacy =E y i
A AlOlBl pindala + A B,0,C, pindala —+‘ A C;OlDl pindala S 4

___ABCDE pindala____ AB?
vE A]B]C|D1E| pindala _AICIZ.

Jéareldus. Korraparaste ithenimeliste hulknurkade pindalad
suhtuvad nagu nende kiilgede ruudud v6i iimberringjoonte raadiusie
ruudud voi apoteemide ruudud.
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261. Ulesanne. Antud kolmnurk tikeldada m pindvordseks
osaks sirgetega, mis oleksid paralleelsed ta kiiljega.

Olgu nditeks kolmnurk
ABC (joon. 259) tarvis tiikel-
dada kolmeks pindvordseks
osaks  sirgetega, mis oleksid
paralleelsed alusega AC.

Oletame, et otsitavad loi-
gud on DE ja FG. On ilmne,
et kui on leitud 16igud BE ja
BG, siis sellega on ka méira-
tud 16igud DE ja FG. Kolm-
nurgad BDE, BFG ja BAC
on sarnased; seepdrast

A BDE pindala _ BE? i A BFG pindala __ BG?
A BAC pindala — BC: 12 A BAC pindala — BC™

Joon. 259.

Kuid
A BDE pindala _ 1 i A BFG pindala __ 2
A BAC pindala — 3 1@ ABAC pindala — 3
Jarelikult
8E® Vo BOR 2
BC:—3 12 BeT3’
siit

BE=Y }BC: = V%BC.BC

BG =)/TBc = )/ 2BC - BC -

Neist avaldusist on nédha, et BE on BC ja %BC keskmine vor-

deline ning BG on BC ja %BC keskmine vordeline. Seepdrast voib

joonestamist toimetada jargmiselt: jaotame BC kolmeks vordseks
osaks punktides L ja M; joonestame BC-le poolringjoone; punkti-
dest L ja M tombame BC-le ristloigud LH ja MK. Koolud HB ja
KB ongi otsitavad keskmised vordelised; esimene kogu diameetri
BC ja selle iihe kolmandiku BL keskmine vordeline, teine BC ja BM.

seega BC ja %BC keskmine vordeline. Niiiid tuleb veel need

koolud asetada BC-le punktist B; saamegi otsitavad punktid E ja G.
Samal viisil voib kolmnurka tiikeldada kuitahes suureks arvuks
pindvordseteks osadeks. :
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I1. Ringi ja tema osade pindala.

262. Teoreem. Korrapiirase kéélhulknurga kiilgede
arvu piiramatul kahekordistamisel voib hulknurga kiilg
saada viiksemaks mistahes viikesest arvust.

Olgu n korraparase koolhulknurga kiilgede arv ja p tema {imber-
moot; siis {ihe kiilje pikkus viljendub murruga 17)1 . Hulknurga
kiilgede arvu piiramatul kahekordistamisel kasvab selle murru nime-
taja piiramatult, lugeja aga, s. 0. p, kasvab ka, kuid mitte piirama-
tult (sest iga koolhulknurga timbermoot on alati vdiksem puutuja-
hulknurga {imbermoodust). Kui aga mone murru nimetaja piirama-
tult' kasvab, lugeja aga oma kasvamisel on alati vdiksem monest
jadvast suurusest, siis . murd voib saada véiksemaks igast kuitahes
vdikesest arvust. Tdhendab, sedasama vGib {itelda ka korrapdrase
koolhulknurga kiilje kohta: piiramatul kiilgede arvu kahekordista-
misel voib ta saada vidiksemaks igast kui-
tahes viikesest arvust.

263. Jareldus. Olgu (joon.260) AB
korraparase koolhulknurga kiilg, OA selle
raadius ja OC apoteem. Kolmnurgast OAC
leiame (§ 50):

OA — OC < AC;

OA — OC < 3 AB.

Et korrapirase koolhulknurga kiilgede
arvu piiramatul kahekordistamisel voib
kiilg saada, nagu praegu toestasime, véiik-
semaks igast kuitahes véikesest arvust, siis ;
voib sedasama iitelda ka vahe OA — OC kohta. Niisiis, korrapirase
koolhulknurga kiilgede arvu piiramatul kahekordistamisel voib raa-
diuse ja apoteemi vahe saada viiksemaks igast kuitahes vdikesest
arvust. Seda voib viljendada ka teisiti: korraparase koolhulknurga
kiilgede arvu piiramatul kahekordistamisel piirvdartus, millele 14dhe-
neb apoteem, on raadius.

Joon. 260.

264. Ringi pindala. Joonestame ringi‘sse; mille raadius on R,
mingi korrapdrase koolhulknurga. Olgu

selle hulknurga pindala S,
“ o timbermoot p,
> 2 apoteem a.

Me nidgime (§ 252, jdreldus), et nende suuruste vahel on olemas
seas

1
S=-2-p-a_
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Niiiid oletame, et selle hulknurga kiilgede arv kahekordistub piira-
matult. Siis {imbermoot p ja apoteem a (jarelikult ka pindala S)
suurenevad, seejuures laheneb iimbermoot piirvédartusele, milleks
on ringjoone pikkus C, apoteem aga ldheneb piirvaartusele, mis on
vordne ringi raadiusega R. Sellest jdreldub, et hulknurga pindala
ldheneb piirvdartusele, mis vordub % C - R. See piirvdartus ongi
ringi pindala arvuline vidirtus. Seega vdime kirjutada, kui ringi
pindala tdhistada S-ga, et .

slon

s. t. ringi pindala vordub ringjoone pikkuse ja poole raadiuse kor-
rutisega.
Et C = 2aR, siis

S=%-2nR-R=nR2,

s. t. ringi pindala vordub raadiuse ruudu ning ringjoone ja dta-
meeltri pikkuste suhte korrutisega.

265. Jareldus. Ringide pindalad suhtuvad nagu raadiuste
v0i diameetrite ruudud.

Toepoolest, kui S ja S; on kahe ringi pindalad, R ja R, on aga
nende raadiused, siis

S = aR?
ja _
S| = aR%;
siit
S _ aR_R* _4R* _ (2R
SI—anz—Rl 4R1 (2Rl)2
266. Ulesanne. 1. Arvutada ringi pindala, kui ringjoone
pikkus on 2 m.
Selleks leiame enne raadiuse R vordusest:

22R = 2,
millest

————03183

Siis mdarame ringi pindala:
5 S nl i (%)2= L—03183... (m.

192



267. Ulesanne 2. Joonestada ruut, mis oleks pindvdrdne
antud ringiga.

Seda {ilesannet, mis on tuntud nimetuse all «ringi kvadra-
tuury, ei saa lahendada sirkli ja joonlaua abil. TGepoolest, kui
tahistame otsitava ruudu kiilje tdhega x ja ringi raadiuse tahega R,
siis saame vorrandi:

2 =alls
millest
aR X =x:R,

s. t. x on poole ringjoone ja selle raadiuse keskmine vordeline. Jare-
likult, kui on teada 16ik, mille pikkus vordub poole ringjoonega,
siis on kerge joonestada ruutu, mis on pindvérdne ringiga, ja timber-
poordult: kui on teada ringiga pindvordse ruudu kiilg, siis voib
joonestada 16igu, mille pikkus vordub poole ringjoonega. Sirkli ja
joonlauaga pole aga voimalik joonestada 16iku, mille pikkus vor-
duks poole ringjoone pikkusega, jarelikult pole voimalik tédpselt
lahendada {ilesannet ringi kvadratuurist. Ligikaudselt saab iiles-
ande lahendada, kui enne leida poole ringjoone ligikaudne pikkus ja
siis selle 16igu ja raadiuse keskmine vordeline.

268. Teoreem. Sektori pindala vordub tema Kkaare ja ‘
poole raadiuse korrutisega.

Sisaldagu sektori AOB kaar AB (joon. 261) n kraadi. On
ilmne, et sektori, mille kaar on 1° pindala on 350 Tingi pindalast,

SCE: 3§0 Jérelikult sektori (mille kaar on n°) pindala on:
g aRn_aRn R
o oul 180 2
Et aga murd - 180 valjendab kaare pikkust (§239), siis, tdhis-
tades selle tdhega s, saame:
Si=8" %

269. Segmendi pindala. Selleks et leida segmendi pindala, kui
on antud segmenti piirav kaar s ja k6ol AB (joon. 261), tuleb arvu-
tada eraldi sektori AOBsA ja kolmnurga AOB pindala ning esime-
sest lahutada teine.

Kui aga kaare maotarv pole suur, voib segmendi pindala méa-
rata jargmise ligikaudse valemi jiargi (me esitame selle
toestuseta):

segmendi pindala = ?—5 bh, (1)
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kus b on segmendi alus (joon. 262) ja s — korgus. On toes-
tatud, et viga, mis tekib selle ligikaudse valemi rakendamisel, on
seda vaiksem, mida vdiksenr on suhe /4 : b; néiteks kui 4 on vdiksem

e tBila e

By
iyl

.b':‘

Joon. 261. Joon. 262:

kui §b (see esineb siis, kui kaar on viiksem kui 50°), siis osutub

viga vdiksemaks kui 1% pindalast.
Tdpsema tulemuse annab keerukam valem:

segmendi pindala = 2 bh + 2. @)

Harjutusi.

Toestada teoreemid.

1. Roopkiilikus on diagonaali mistahes punkti kaugused kahest 14hiskiiljest
poordvordelised nende kiilgedega.

2. Trapetsi pindala vordub iihe haara ja teise haara keskpunktist esimesele
haarale tommatud ristloigu ‘korrutisega. ;

3. Kaks nelinurka on pindvordsed, kui nende diagonaalid ja nurgad diago-
naalide vahel on vastavalt vordsed. ‘

4. Trapetsi diagonaalide 16ikumisel tekib diagonaalide ja trapetsi aluste
vahel kaks kolmnurka. Kui nende kolmnurkade pindalad on vastavalt p? ja
q%, siis kogu trapetsi pindala on (p + g)2.

5. Korraparase koolkuusnurga pindala on Z korrapérase puutujakhus-

nurga pindalast.

6. Nelinurgas ABCD on diagonaali BD keskpunktist tommatud teisele dia-
gonaalile AC paralleelne sirge; see sirge l6ikab kiillge AD punktis E. Toestada,
et 16ik CE jaotab nelinurga pooleks.

7. Kui kolmnurga mediaanid votta uue kolmnurga kiilgedeks, siis selle

teise kolmnurga pindala on 1 esimese kolmnurga pindalast.

8. Ringis, mille keskpunktiks on O, on tommatud kool AB. Raadiusele OA
kui diameetrile on joonestatud teine ringjoon. Antud kool 16ikab &dra nii iihest
kui teisest ringist segmendid. Toestada, et tekkinud segmentide pindalad suh-
tuvad nagu 4:1. :
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Arvutusiilesandeid.

9. Arvutada taisnurkse trapetsi pindala, kui trapetsi iiks nurk on 60° ning
on teada molemad alused, voi itks alus ja korgus, voi iiks alus ja haar, mis
on alusega kaldu.

10. On antud trapetsi alused a ja b ja korgus h. Arvutada selle kolm-
nurga pindala, mis tekib, kui haarasid pikendada nende ldikumiseni.

11. Kolmnurga sisse on joonestatud teine kolmnurk, mille tipud poolitavad
esimese kolmnurga kiilgi; teise kolmnurga sisse on samal viisil joonestatud
kolmas kolmnurk; kolmandasse neljas jne. piiramatult. Leida nende kolm-
nurkade pindalade summa piirvdartus. 5

12. Kolmnurga kolme kiilje a, b ja ¢ kaudu arvutada kolmnurga siseringi
raadius r.

Juhis. Kui S on kolmnurga pindala, siis on kerge niidata, et

1 Vs
S=2ar+2br-s-2cr=pr,

kus p tahistab kolmnurga pooliimbermootu.

Teiselt poolt, pindala S véljendub valemiga, mis oli tuletatud § 256. Siit
voib saada valemi r jaoks.

13. Viljendada segmendi korgus ja pindala antud ringi raadiuse r kaudu,
kui segmendile vastav kesknurk on 60°. Arvutamist teostada kolmel viisil:
1) sektori ja kolmnurga pindalade vahe kaudu; 2) esimese (§-s 269 antud)
lihendatud valemi pshjal ja 3) teise (samas paragrahvis antud) lihendatud
valemi pohjal. Vorrelda kaht viimast tulemust teineteisega, selleks et mairata
ligikaudsete tulemuste absoluutne ja relatiivne viga.

Lahendus. b=r.
Y% ST | &
h=r— Qr\’S =§r(2— v3) = 0,1340r,

3 nr2  r? V? z . V3 ,
1) pindala S; = I 2 T DR I e 0,0906r%;

2) pindala S; = -r- 0 1340r = 0,0893r2;

3) pindala S3 =3 bh + 55 = 0,0893r% + 0,001272 = 0,0905r2.

Absoluutne viga:

pindalal S, = 0,0906r2 — 0,0893r2 = 0,0013r2;
pindalal S; = 0,090672 — 0,0905r2 = 0,000172.

Relatiivne viga (s. o. absoluutse vea suhe moodetava suurusega):

J S| i Sz 0.0013"2
pindalal 8§; = S, = 0.09067% = 0,014 = 1,4%;

Si—Ss _ 000012
pindalal $; =~ 5= 50006 = 0.001 = 0,1%.
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Niisiis, tulemus esimese ligikaudse valemi pohjal on viiksem tGelisest
tulemusest (ligikaudu) 1,4% vorra, tulemus teise ligikaudse valemi pohjal om

aga viiksem toelisest tulemusest 0,1% vorra. 4 S
14. 1) Arvutada ringi raadius, kui on teada segmendi alus b ja korgus A

Juhis. Tiaisnurksest kolmnurgast, mille - hiipotenuus on r, iiks kaatet

b -
on 3 ja teine kaatet on r — h, leiame vorrandi:

(%)2 +{r =10 =% ’

millest on kerge mddrata r. ;
9) Arvutada ringi diameeter, kui on teada. et segmendi alus on 67,2 cm

ja korgus on 12,8 cm (vaata eelmine juhis).

Konstrueerimisiilesandeid.

15. Tiikeldada kolmnurk tema tipust ldhtuvate sirgetega kolmeks osaks,
mille pindalad suhtuvad nagu m:n:p. ;

16. Tiikeldada kolmnurk kaheks pindvordseks osaks sirgega, mis 1abib
kiilje antud punkti.

17. Leida kolmnurga sees niisugune punkt, et sirged, mis seda punkti
ithendavad kolmnurga tippudega, tiikeldaksid kolmnurga kolmeks pindvordseks
osaks.

Juhis. Jaotame kiilje AC kolmeks vordseks osaks punktides D ja E.
Tombame 14dbi D sirge paralleelselt AB-ga ja 1dbi E sirge paralleelselt BC-ga
Nende sirgete loikepunkt ongi otsitav punkt.

18. Sama iilesanne, kuid osade suhe olgu 2:3:4 (voi dldiselt m:n:p).

19. Tiikeldada roopkiilik kolmeks pindvordseks osaks sirgetega, mis lahtu-
vad ta tipust.

20. Tiikeldada roopkiilik sirgega, mis 14bib antud punkti, kaheks osaks
nii, et nende osade pindalad suhtuksid nagu m: n.

Juhis. Jaotada roopkiiliku keskloik suhtes m:n ja jaotuspunkt ithendada
antud punktiga.
" 21. Tiikeldada roopkiilik’ kolmeks pindvordseks osaks sirgetega, mis om
paralleelsed diagonaaliga. g

22. Jaotada kolmnurga pindala kuldlGikes, alusele paralleelse sirgega.

Juhis. Lahendatakse algebra rakendamisega geomeetrias.

_23. Tiikeldada kolmnurk kolmeks pindvordseks osaks sirgetega, mis om
risti alusega.

24. Tiikeldada ring kontsentriliste ringjoontega kaheks, kolmeks jne. pind-
vordseks osaks.

25. Tiikeldada trapets kaheks pindvordseks osaks sirgega, mis on paral-
leelne alustega.

Juhis. Pikendanud trapetsi haarasid nende I6ikumiseni, votta otsitavaks
otsitava sirge kaugus saadud kolmnurga tipust; koostada vorded, lidhtudes
sarnaste kolmnurkade pindaladest.

26. Teisendada antud ristkiilik teiseks ristkiilikuks, millel on antud alus.

2
27. Joonestada ruut, mille pindala oleks 3 antud ruudu pindalast.
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28. Teisendada ruut pindvordseks ristkiilikuks, mille kahe mittevordse
kiilje summa vo6i vahe on antud. :

29. Joonestada ring, mis oleks pindvordne rongaga kahe antud kontsent-
rilise ringjoone vahel.

30. Joonestada kolmnurk, mis oleks sarnane iihega ja pindvordne teisega

antud kolmnurkadest.

31. Teisendada antud kolmnurk pindvordseks ning vordkiilgseks kolmnur-
gaks (algebra rakendamisega geomeetrias).

32. Joonestada antud ringi ristkiilik antud pindalaga m? (algebra raken-
damisega geomeetrias).

33. Joonestada antud kolmnurka ristkiilik antud pindalaga m? (algebra
rakendamisega geomeetrias; uurida).



Nurkade 0° kuni 90° trigonomeetriliste funktsioonide tabel.

Kraadid l Siinused Koosinused I Tangensid Kootangensid | Kraadid

0 0,0000 1,0000 0,0000 co 90

3 0,0175 0,9998 0,0175 57,29 89

2 00349 0,9994 0,0349 28,64 88

3 0,0523 0,9986 0,0524 19,08 87

4 0,0698 0,9976 0,0699 14,30 86

5 0,0872 0,9962 0,0875 11,43 85

6 0,1045 0,9945 0,1051 9,514 84

7 0,1219 - 0,9925 0,1228 8,144 83

8 0,1392 0,9903 0,1405 7,119 82

9 0,1564 0,9877 0,1584 6,314 81
10 0,1736 0,9848 0,1763 5,671 80
11 0,1908 0,9816 0,1944 5,145 79
12 0,2079 0,9781 0,2126 4,705 78
13 0,225 0,9744 0,2209 4,331 77
14 0,2419 0,9703 0,2493 . 4,011 76
15 0,2588 0,9659 0,2679 3.732 75
16 0,2756 0,9613 0,2867 3,487 74
17 0,2924 0,9563 0,3057 3,271 73
18 0,3090 0,9511 0,3249 3,078 72
19 0,3256 0,9455 0,3443 2,904 71
20 0,3420 0,9397 0,3040 2,747 70
-5 0,3584 0,9336 0,3839 2,605 ° 69
22 0,3746 0,9272 0,4040 2,475 68
23 0,3907 0,9203 0,4245 2,356 67
24 0,4067 0,9135 0,4452 2,246 66
25 0,4226 0,9063 0,4663 2,145 65
26 0,4384 0,8988 0,48/7 2,050 64
27 0,4540 0,8910 0,5095 1,963 63
28 0,4695 0,8829 0,5317 1,681 62
29 0,4848 0,8746 0,5543 1,804 61
30 0,5000 0,%660 0,5774 1,732 60
31 05150 0,8572 0,6009 1,664 59
32 0,5299 0,8480 0,6249 1,600 58
33 0,5446 0,8387 0,6494 1,540 57
34 0,5592 0,8290 0,6745 1,483 56
35 0,5736 .0,8191 0,7002 1,428 55
36 0,5878 0,8090 0,7265 1,376 54
37 06018 0,7986 0,7536 1,327 53
38 0,6157 0,7880 1,7813 1,280 52
39 0,6293 0,7771 0,098 1,235 51
40 (1,6428 0,7660 0,8391 1,192 50
41 0,6561 0,7547 0,8693 1,150 49
42 0,6691 0,7431 0,9004 1,111 48
43 0,6820 0,7314 0,9325 1,072 47
44 0,6947 0,7193 0,9657 1,036 46
45 0,7071 0,7071 1,0000 1,000 45

I Koosinused I Siinused I Kootangensid I Tangensid

Méoned arvud, mis sageli esinevad iilesannete lahendamisel.

o

gri 2t 180
==z 0.3183;
T

~ 57°17°44”; V3 ~ 1,73205; V6 ~ 2,4495.

1 p i o
x~31416 (umbes 37); g5~ 001745, V2= 14142, VB ~2,2361;
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