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SISSEJUHATUSEES

Arvutuspraktikum koosneb neljast laboratoorsest toost;
milledes vaadeldakse tulevastele inseneridele vajalikke mate-
maatilise analuisi arvutuslikke ja ligikaudseid meetodeid ning
nende kasutamist. Et enamik arvutuslikust toost tehakse ligi-
kaudsete arvudega ligikaudsete valemite pohjal, tuleb koikide
laboratoorsete toode tegemisel silmas pidada ligikaudse arvu-
tamise ja vea hindamise reegleid.
Toome ligikaudsete arvudega sooritatavate tehete tulemus-
te vea ja relatiivse vea Ulemmasrad tabelina:

Tehe

Tulemuse vea ulem-|
maar

Relatiivse -vea Ulemmaar
(S = Lu

u lal

Rl =

rﬁb

sin a

Au =Aa +Ab +4c ¥

Au =4a +4b

Au =a+<Ab+beAa

Au =

b2
Au =1 o an'1-Aa
1
< -1
Au:%an cAa
Au = |cos a] - 4a

b:Aa + a.ldb

& =Aa+4b+4c
u a+ba+ec

on
]

u
SR T |
g A o
i T
Su"n' a
Su = |cot al- 4a

* Arvutuste seisukohalt kasulikum Hlemmaar on alla kriip-

sutatud.
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b Tulemuse vea ulem- |Relatiivse vea ilemmaar| '
. maar s
( u = lul)
u = cos a Au = |sim a|- Aa 5u= |tan al -Aa
u = tan a Au = N 6 = 24
cos? a " sin 2a
N A 2:-4a
= cot A = —2— 8 s
u = cot a 9 e u = Tain 23
2 -4z La
u = a Au _éa? Su = Y = 3
u=1na Au———-as 8u=—-dJ'—
alln al
u = log a Au = 0,4343-8 Su = 0,4343-4a
e e B a|log al
N = Au = n?|1n nj*da S |1n n}.4a
u = e? iAu = e®.4a Su =4a

1diselt mistashes funktsiooni f(x) vea ja relatiivse vea
llemmasrad arvutatakse jargmiselt:

AT(x)=df(x) = |£'(X)]|*4x

8

£(x) © I £(x)

% ! A x.

Tabelis toodud tehete ldhteandmete vigade ililemm&&rade
(da,4b,4c) hindemine on uldiselt keerulisem kusimus, mille—
ga tegeleb vigade teooria. Et meid huvitab edaspidistes 00~
des pOhiliselt arvutustulemuste viga vastavalt lahteandmete
etteantud veale, siis lahteandmete vea maaramist me siin ei
vaatle.

Vaadeldes tulemuste vea ja relatiivse vea ulemmaarade
avaldisi, naeme, et summa vea ulemmaar (samuti vahe vea ulem—

4



maar) vérdub liidetavate vigade llemmaarade summaga- (vordub
vahendatava ja lahutatava vigade ulemmaarade summaga). Korru-
tise relatiivse vea ilemmaar vordub tegurite ning  jagatise
relatiivse vea Ulemmaar jagatava ja jagaja relatiivsete viga-
de ililemmd&rade summaga.

Siit jarelduvad ligikaudsete arvude umardamise reeglid:

1. Ligiksudsete arvude liitmisel ja lahutamisel umarda-
me nad kuni kimnendkohani, mis on uhe vorra madalamat jarku
vahima tapsusega antud arvu viimasest kohast. Tulemust uUmar-
dame ihe koha vorra.

Naiteks 2,923 asemel liidame 2,92

15,4671 15,47
6,1 6,1
24,49=24.5,

Eui liitmine (lahutamine) on aga vshepealne tehe, siis
tulemust ei umardata (jaab naiteks 24,49).

2. Ligikaudsete arvude korrutamisel voi jagamisel jaetalk
se korrutises voi jagatises nii palju kehtivaid numbreid,kui
palju neid on kdige vaiksema.kehtivate numbrite arvuga arvus.
: Naiteks 4270 - 23 = 98 » 103 (mitte 98210). ;

Vahepealse tehte korral aga sailitatakse uks kehtiv num-
ber rohkem (nii tuleks kirjuteda 982 - 10°).

3. Astendamisel ja juurimisel jaetakse tulemuses nii
palju kehtivaid numbreid, kui palju neid on astendatavas voi
Jjuuritavas. ot

Analoogilisi jareldusi saab teha mistahes tehte korral.

Umardamisel viimane sailitatav number suurendatakse uhe
vorra, kui temale jargnev arajaetav number on 5 voi  suurem
(valja arvatud juhtum, kui arajaetav 5 on ise saadud umarda-
mise teel). Viimane sailitatav number jaab muutmatuks, kui
arajaetav number on vaiksem kui 5. See on nn. standardumarda-
mine ja sellise Umardamise tulemusena saadud ligikaudse arvu
vea Ulemmaar vOordub esimese arajaetud kumnendkoha poole ihi-
kuga (s.t. kirjutis 65 on samavaarne kirjutisega 65 % 0,5).
Saadud arvu kdiki kohti nimetatakse Oigeteks kohtadeks.

Vea ja relatiivse vea llemmaarad umardatakse erandina



alati ulespoole (seega, kui arvutuste tulemuseks saadi
sa = 0,0421 ja a = 17,62, kirjutatakse a = 17,62 £ 0,05).

< (L oA Iipe avakk

N\

FUNKTSIOONIDE TABELITE KOOSTAMINE JA KASUTAMINE

Paljude arvutusmatemaatika Ulesannete lahendamisel tuleb
koostada funktsioonide tabelid voi kasutada juba olemasole-
vaid. Siin piirdume algteadmistega uhe muutuja funktsiooni ta-
beli kohta.

§1. Uhe muutuja funktsiooni tabel

ja selle kasutamine

1, Tabell koostis. Funktsiooni
: ; £(x) .
tabel koostatakse harilikult nii, et tabelis esinevad argu-
mendi vﬁﬁgtused erinevad teineteisest konstantse suuruse h

-
vorras:
======£§=====l======g;====4

X, Vo = f(xb)
X, =%, +h |y, = £(xg)
Xy = X4 + h |y, =_f(x2)
xn = xn_1+h yn = f(%)

Positiivset arvu h (tabeli kahe teineteisele,jargneva ar-
gumendivaartuse vshet) nimetatakse tabeli sammuks. Suure uls-
tusega tabelid jaotatakse sageli osadeks; iga osa piirides on
tabeli samm konstantne, kuid eri osades vdib seejuures olla
erinev samm.,
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Tabeli tapsus maaratakse funktsiooni tabelivédrtuste di-
gete kohtade arvuga. Naiteks "ATUSHAUHHE MaTEMaTUYECKue
raauun” B.U.Cerana u K.A.CemeHzAeBa annab funktsiooni vaar-
tused viie Oige kohaga. Seejuures on harilikult tabeli igal
lehekiil jel funktsiooni kdik vaartused umardatud Uhesuguse jar-
guni. Seda jarku nimetame funktsiooni tabelivaartuste viima- :
seks j“gsgks (tabeli antud osa korral). Naiteks toome funkt-
siooni e* tabeli kaks 1diku (eespool mainitud kogumikust)s

x e* x e*
1,000 | 2,7183 o 6,000 | 403,43 ,,
01| 7210 01| 403,83 ,,
02| 7237 5 02| 404,24 ,o
03| 7264 5| | 03| 404,64 ,,
o | 7292 ,, 04| 405,05 ,4

1,005 | 2,7319 6,005 | 405,45 ,,

06 | 7346 5o 06 | 405,86 o
07 | 7374 07 | 406,26 4,
08 | 7401 g 08| 406,67 44
09 | 7429 5, 09| 407,08 ,o
1,010 | 2,7456 _Is,o1o 407,48

~

Siin samm h = 0,001; koik funktsiooni vaartuste viis
kohta on 3iged. Esimeses 13igus on funktsiooni tabelivaartus-
te viimaseks jirguks neljas kumnendkoht (10~') ja teises 18i-
gus teine (10-2).

Ridade vahele on peene kirjaga margitud funktsiooni kahe
teineteisele jargneva vaartuse vshe, mis on antud viimase
jargu thikutes. Seda tabelivahet (diferentsi) tahistatakse ha-
rilikult Ayns

8Yy = Tpyq = T = (x40 - T(xy).
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Hiljem vaatleme tabelivahesid lahemalt.

Margime veel, et eri tabelitel on ka erinevad isearasu-
sed, millede kohta leidub alati andmeid tabelite kasutamis-
juhendites. Nende andmetega tuleb tingimata tutvuda enne ta=
belite kasutamist. -

2. Lineaarne intmolgtsiogn. Lineaarne interpolatsioon
seisneb antud funktsiooni f£(x) asendamises mistahes tabeli
13igul [x,, x,] lineaarse funktsiooniga y, mis on maaratud
vorrandiga

L SRR Aoyl S (1.1)
V9 =% " - % kus y =f(x,), y4=(x,).
Geomeetriliselt
t:.hendab see joone
7 = £(x) punktide M ja

M. l1 vahel asetseva kaa—

L) /’L—?%fa) re asendgmist k35luga
; M M, (vt.joon. 1). Ans-

randi 1 5

N e 136111661t tahendad.

1y, see aga seda, et suu-
4 ruse y muntus 13igul
h [xo, x.,] loetakse vOr-
: X deliseks suuruse x muu-

| Ko X Xy tusega, nagu nahtub

' vorrandist (1.1).

Toens 9 Lineaarne inter-

polatlioon voimaldab

mutada ligikaudu funktuooni vadrtusi . arsulendi vahepealse~

te vaartuste jaoks, mida ei ole tabelis. Selleks lahendatakse
worrand (1.1) y suhtes

X - xo :
B 'A yol (1-2)

kus h = x4 = X, on tabeli samm ja A T S Yo =T, m funktsioco-

ni tabelivnhe. Praktiliselt kasutatakse valemit (1. 2) kujul
y = yo + parandus, g

kus parandus = -Ayo. Kuna x kuulub vahe-ikku (xo. x1),
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X -X :
siis 0(——9- < 1, nii et perandus moodustab vahest 4y,

parisosa.
See parandus tuleb alati kirjutada funktsiooni tabeli-
vaarpuste viimase jérgu ubikutes.

N a id e, Arvutada 01 00235 funktsiooni e* abil Segal- -

Semend jajevi tabelite jargi (vt. 1k.48). '
X =X =
Siin x = 1,00233; X, = 1,002; ——= = 0,33 Ay =27.107%
Parandus ? .
0,33 » 27.10~* = 8,9.107%.

Paranduse imardame ja lisame ta y = e ° tabelivisrtusele.

Seega
= 01100233 _ 5 nozy

3 2
= 2,7246,
Eui tabelivahe Ayo on kOige rohkem kolmekohaline, siis

J

on parandus sobiv leida virdeliste osade tabeli jargi, mis
bharilikult lisatakse tabelitele, vdi arvutuslukatiga.

Vorrand (1.1) voimaldab leida ka argumendi x vaartusi
funktsiooni f(x) vahepealsete vaartuste korral, s.t. leida
poordfunktsiooni vahepealseid vaartusi (eeldades, et funkt-
sioon vaadeldavas vshemikus on monotoonne). Selleks lahendame
vorrandi (1.1) x suhtes:

¥ <y
X=X + 2 . (1.3)
4y
R :
N & i d e. Arvutada 1n 406 Segal-Semendjajevi taebelite

jargi.

Euna nimetatud tabelite hulgas ei ole naturaallogariimi-
de,tabelit, siis kasuteme poordfunktsiooni e* tabelit (vt.
1k.248), Tahistame 1n 406 = x, siis eX = 406 = y. Lahim tabe~
1ivaértus on y, = 405,86 ja

S 0,14,



Paranduse arvutame valemist (1.3)

- 0,14
%lq b= 6':1'6 . 0,001 = 0,35 * 10™> = 35-1072
0 .

ja lisame selle argumendi x  vaartusele. Nii

x=1n406

6,006
+ 25
6,00635.

M&rkus. Funktsiooni kahest tabelivaartusest, mille
vahel asetseb antud vaartus y, on algvaartusena y, sobiv vit-
ta see, mis vastab argumendi vaiksemale vaartusele. Kui  ta-
beli samm on kujuga h = 10‘k, siis vOib paranduse lihtsalt
"lisada" vaartusele x,(vrd. viimane naide). See jareldub sel-

lest, et suhe %I:_ZQ_ on lihtmurd, mille korrutamine tabe-
Yo ]
1i sammuga h = 10~¥ taandub koma nihutamisele k Uhiku vdrra.

Funktaioonirf(x) asendamisel lineaarse funktsiooniga

X - X &
- ol °-Ay° teeme vea A f(x), mis avaldub  jargmiselt

(joon. 1):

- 5
Af(x) = £(x) - (yo + - O-Ayo) B
X=X
= £(x) - £(x,) - 2 [£(x,) - £(x,)] .
s, Fofh. ;

Peale moningaid teiaen%usi saame vea jaoks hinnangu 1digul
Eos =4l 8 Af(x)g%hi— ’ 1.4)
kus M, on |£"(x)| suurim vaartus 13igul [ x x,] ja h - tabeli
samm, .

Vaatleme veel lineaarse interpolatsiooni lubatavust.
Funktsiooni tabeli kohta oeldakse, et seal on lineaarne in-
terpolatsioon lubatav kul lineaarse interpolatsiooni viga
ei Uleta funktsiooni tabelivaartuste viimase jargu poolt
thikut,

Kui funktsiooni tabel sisaldab m 3iget Kumnendkohta,siis
on (1.4) péhjal interpolatsiooni lubatavuseks piisav, et
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2

M h

Z-< 1.1 emk wp2< 4. 107m, (1.5)

Siin eeldatakse, et on teada M,, mille leidmine aga prakti-
kas sageli on raske.

leldadea, et funktsiooni teine tuletis £"(x) on monotom-
ne, v3ib tdestada: tabelis on lineaarne interpolatsioon 1lu-
batav, kui kdrvuti asuvad tabelivahed ei erine rohkem kui
4-Uhiku vorra viimases jargus. :

Molemas 1lk. 9 toodud naites funktsiooni eX tabelite koh-
ta rahnldavad tabelivahed nimetatud tingimust, kuna funktsi-
oon e* ja koik ta tuletised on monotoonsed. Seetdttu on line-
aarne interpolatsioon lubatav. Mittemonotoonsete funktsiooni-
de korral tuleb nimetatud tunnust kasutada ettevaatlikult.
Naiteks koostades tabelit funktsiooni f(x) = H sin% x jaoks
punktides X, =n=0,1, 2,,.., saame tabeli ainult nullidest
ja linesarne 1nterpolatnioon annab igas punktis nulli. Samal
ajal aga funktsiooni tegelikud vaartused vonguvad vsahemikus
-H kuni +H. :

3 Vahede tabeli kasutanm ine
20n £ P ol Yk e,

Kui funktsiooni tabelivahed,
A3, =239 = T4 A4 =T = Fqs oo AYp = Tpyi = Tps oo
ei osutu konstantseteks (imardamisvigade piirides), siis on
otstarbekohane tuua sisse teist jarku vehed ;

Aay = Ay1 A’O’ 6%1 36’2 471’ sy &SA’ +1 A’n!"’

Nii naiteks funktsiooni e* tabeli korral sammuga h = 0,02 1481i-
gul [1,031,1] saame : :

2 Vahed
b 4 e s'y Ay A%
1,00 | 2,7183
02 | 2,7732 5522 o
o4 | 2,8292 12
06 | 2,8864 gg% 1
08 | 2,9847 |22 12
1,10 | 30042

1



Vahede kirjutusviis on naha tabelist.
Vahede moodustamist v8ib jatkata. Uldiselt avaldub k-
jérku vahe kujul
X k-1 -1
4.-711 ol et . T A Tn*

M@rkus. Lihtne on ndha, et vahe jargu kasvamisega

kasvab kiiresti ka nende umardamisvigade Ulemmaar. Kui funkt—
sioonivaartuste Jos Jqs+++ Umardamisvea ilemmsar on 0,5- 0%,

sils esimest jarku vehede Ay ,Ay,4... Vea Ulemmaar on juba
1 +10"®; teist jarku vahedel aga 2 * 10™®_jne. Kui veel ar-
vestada, et vahede jargu kasvamisega nende absoluutvaartused
harilikult kahsnevad, siis on seslge, et vahede arvutamise tap-
sus kahaneb kiiresti nende jargu kasvemisega (kasvab relatiiv-
se vea ulemmaar). :

Paljudel juhtudel jouame kdrgemat jarku vahede arvutami-
sel veeruni, kus vahede erinevus ei uleta nende umardamisvi-
gade Ulemmaars. Selliseid vahesid nimetatakse praktiliselt
kopstantseteks. Niisugusel juhul kdrgemat jarku vahesid ei
arvutata. Kirjutades vﬁl}iu vahed kuni praktiliselt komstant-
sete vahede veeruni (incl.), saame nn, korraparase vahede
tabeii, millel on suur tahtsus tebelite kontrollimisel.

. Kui vahede tabel on kéikjal korraparane, valjs arvatud
Uks osa, siis see viitab voimalikule veale tabelis. Vea kii-
reks avastamiseks on kasulik teada, kuidas uksik viga suuru-
sega £ levib vahede tabeliss

2 Ay A"y 3
B (+€)
AYp-2
AT SR L | (-he)
ATpn*E (-3€)
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y Vahed
Ay y A?y A~1
T, +€ £y, -2k (+6€)
e (+ 3€)
Tne1 .Aarf € (—4€)
ATn41 (-€)
2
’n+ > A y5*1 (+8)
K aide. Vaatleme tabelits
n y Vahed:
4y A%y
0 3,281 .| 403
1 3,138 |_ o 12
2 | 3,087 | g 13
4 | 2,98 | O 3
5 2,002 [ o 36
6 2,816 | oo 4
24578 1, 14
8 2,786 15
9 | 2,793 |*7

Teist jarku vahede uhtlase muutumise ebakorraparasus ri-
dades 4, 5, 6 viitab y5 voimalikule veale. ¥5 suurendamisel

11 « 10~3 vérra saame korraparase vahede tabelit

4

5
5

2,904
2,853
2,816

-51
b/

14
14
15

Loomulikult on tarvis komtrollida y; vaartust vshetult,
kuna tabeli korraparasuse rikkumime voib olla timgitud funkt-

sioconi omaparasustest. Uldiselt mitte igal funktsiooni tabe-

111 ei ole korraparast vahede tabelit.
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Markus. Vahede tabeli korraparasuse rikkumine k=
sikus osas voib olla tingitud ka veast vahede arvutamisel. .
Seetdttu tuleb kontrollida vshede arvutapise digsust. Seda
voib teha nendé vahetu summeerimise teel. Naiteks niis

yo V+ (Ayo +Ay1 + oo +Ayn_1) = yn’

85 + Ca%y, + 8%, + eeu + %5, ) =47,

e 9. 08 e.% €. 8 @ @ w. M. 0 IiETe e 8. @

’

§2. Funktsiooni tabuleerimise skeem-

Enne kui asuda vahetult-funktsiooni vagrtuste arvutami-
se juurde, on tarvis koostada arvutusprogramm, kindlaks -_‘.‘E-
rata operatsioonide jarjekord ja vahepealsete tulemuste mar-
kimisviis.

Funktsiooni-y = £(x) vaartuste arvutamine antud valemi
jargi jaotatakse reaks elementaarteheteks, mille all mdista-
me liitmist, lehutamist, korrutamist, jagamist voi arvu leid-
mist tabelist (voi mOOteriista skaalalt). Elementaartehete
tulemused kirjutatakse vastavate veergude kaupa arvutusplan-
ki. Koik arvutused tehakse veergude kaupa, kirjutades veergu
vastava tehte tulemused k3igi argumendi vaartuste korral.
S0ltuvalt kasutatavatest arvutusvahenditest voib uhendada rea
elementaartehteid ilma vahepealseid tulemusi ules markimata.

Naitena vaatleme funktsiooni

Lx® 4
! x +Vx

tabeli koostamiseks vajaliku arvutusplangi kuju, sdltuvalt
kasutatavatest arvutusvahenditest.

Kas‘utades arvutamiseks ainult arvutusliukatit, voib soo-
vitada arvutusplanki kujuls

14



; =
| x |x? d/xﬂa‘xz-o-pjx \/;xx+ﬁy=——~é-;x}'_1 Vahed
x+{X

Ml @] @ ||| @] e |Ay|sy]...

W N -0

(veerud nummerdatakse viidete hdlbustamiseks, naiteks
(7) = (5) + (6) vo1 (8) = &)y
(?

Sama funktsiooni tabeli kocostamisel ervutusmasina ja ruu-
tude ning ruutjuurte tabeli abil vdib arvutusplangil ara jat-
ta veerud (2), (3), (5), (6), kui x° ja VX vaartused leitak-
se vahetult tabelist ilma interpoleerimata, ning arvutusplank
oleks jargmine:

_ax®+p]l y d
tx + Vx| 25| ] ...

n| x éx? +AlYx +Vx| ¥

Arvutusplangil peavad olema veerud tabelivahede jaoks,
nida kasutatakse arvutuste:kontrollimiseks ja samuti moninga-
te tabuleerimisega seotud ulesannete lahendamiseks (naiteks
fusimus lineaarse interpolatsioconi lubatavusest).

Pheks tahtsameks kusimuseks on funktsiooni arvutatavate
vaartuste ndutava tapsuse kindlustamine. Algul vdib teha "li-
gikaudse arvutuse" véheste kohtade arvuga (vt. n8idistood)

15



ja siis lahendada kusimus kobtade arvust, mis on ndutav ar-
vutuste igal etapil. 7z

Koostatud tabelit kontrollitakse vahede tabeli jargi
voi- graafiliselt. Kui vahede tabel ei ole teatud vahemikus
korraparane voi kui' Uksikute punktide asukoht graafikus ara-
tab kahtlust, siis tuleb funktsiooni vastavad vaartused arvu-
tada uuesti (v8i parandada vGi selgiteda vea pdhjus).

§3. Laboratoorne t00 nr. 1

Funktsiooni tabuleerimine antud valemi

e R S E s e m i i
P S e e e e s e S

TSS koosneb kahest osast.
1. BEsimene osa ~ funktsiooni tabuleerimine arvutuslika-

==== ====—-==

tiga (antud vshemikus, antud sammuga) - kujutab endast - eel-
tood ligikaudse arvutuse naol vaheste kohtade arvuga, et maa-
rata arvutuseteppidel vajalik tapsus funktsiooni vaartuste
saamiseks antud tapsusega.

U1esanne. Koostada arvutusiukati abil funktsioo-

ai Zx2 48  tgbel 13igul [as b] sammuga h ja konstrueerida
fx& Vx i

funktsiooni grasfik. Saadud vaartuste digsust  kontrollida
graafiliselt.

Ulesande lahendamise juhend

1°. Tutvuda ﬁlesandoga, esitada kogu arvutus elementaar-
tehete koguna.

2°, Valmistada arvutusplank, eraldades veeru iga elemen-
taartehte jaoks. Taita argumendi x véartuste veerg (x =a +nh)

3°, Tutvuda arvutemisega arvutuslikatil.

4°, viia 18bi kogu arvutus veergude kaupa, kasutades
kdiki vOimalusi arvutuse kiirendamiseks. Kdikides tulemustes
kirjutada valja kdik arvutusliiketige saadavad kohad.
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5°, Ldpptulemused u-nrdadn Uhesuguse jarguni ja koosta-
da vahede tabel.

6°. Viimaliku arvutusvea leidmiseks konstrueerida leitud
punktide jargi antud funktsiooni graafik, uUhendades punktid
sileda Jjoonega.

2, Teine osa - funktsiooni' greafiline tabuleerimine an-
tud tapsusega nii tiheda sammuga, et lineaarme interpolatsi-
oon on lubatud. Argumendi samm masratakse esimeses osas Saa-
dud tulemuste ;j'a'rgi. Graafiku konstrueerimiseks arvutada
funktsiooni vaartused kuue kuni kaheksa sobivalt valitud ar-
gumendi vaartuse x; korral.

U1le s ann e. Konstrueerida graafik esimeses osas an-
tud funktsiooni jaoks 18igul [c,d] argumendi niisuguse sammu-
ga, et lineaarne interpolatsioon oleks lubatud ja et graafi-
. kust saaks lugeda funktsiooni vaartusi neljakohalise tapsuse-
ga.

Selline tabeli asendamine graafikuga on inseneripraktika
seisukohalt vaga oluline, kuna hoiab tunduvalt kokku arvutus-
tele kuluvat aega, ei vahenda aga seejuures leitavate funkt-
siooni vaartuste tgpsust, kui joonis (graafik) on  tehtud
vajaliku tapsusega. Pealegi on graafikust voimdlik  lugeda
antud vahemikust mistshes argumendi vaartusele vastavat funkt
siooni vaartust ilma interpoleerimata.

Ulesande lahendamise juhend

1°, MiErata funktatoont 2K tf tarvi 181gul [e, a]

Ix+ Vx

niisusune samm, et lineaarne interpolatsioon oleks lubatud.
Selleks kasutada teist jarku vahesid, mis on t00 esimese osa
arvutustabelis, ja arvestada, et tabeli sallu vahenemisel A
korda vahenevad teised vahed ligikaudu A2 ¥orda. Suuruse
leidmiseks valida esimese osa tabeli vahemikust, mis holmab
13igu [c, 4], suurim teist jérku vehe. Dueks sammuks vOtta
arvutatyle lahedane "Ummargune” arv (Umardatud Hilespoole).

2°, Tutvuda tarvisminevate tabelite struktuuriga ja ar-
vutamisega arvutusmasinal.

17



3°, Maarata igal arvutusetapil sailitatav digete kohta-
de arv, et kindlustada leitavate funktsiooni vaartuste neli
iget kohta, Miirata tabelist vletavate x° ja VX vaartuste
kohtade arv. x

4°, Arvutada veergude kaupa. Umardada y 1oppvaartused
nelja kohanie. '

5°. Selliselt leitud luus kuni kaheksa punkti (x;: ¥,)
kanda teljestikku millimeetripaberil ja uhendada sileda joo-
nega. Teljestiku Uhikuks votta keks kuni kumme detsimeetrit.
Joonis teha sarmiselt tapne.

6°. Too vormistada kirjapoogna formaadis vastavalt ndu-
tud vormile (kehtib kdigi nelja t00 kohta), lisades milli-
meetripgberil saadud graafiku.

7°. Omandaeda vilumus saadud graafikust mistahes antud
16iku [c,d] kuuluvale argumendi vaartusele vastava funktsioo-
ni vaartuse leidmiseks kullaldase digete kohtade arvuga.

' 706 tegemise pohjalikumaks selgitemiseks ja vormistamise
hdlbustamiseks antakse igale toole vastav naidistoc. Too esi-
mesele osale vastav graafik kanda t00 formaadis millimeetri-
paberile. . :
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PALLINNA POLUTEHNILINE INSTITUUT

Matemaatika laboratoorium

Laboratoormne £00 nr. 1

FUNKTSIOONI TABULEERIMINE ANTUD VALEMI JERGI

ANTUD TAPSUSEGA

oo,

thiidpilane .
Eontrollijas: « « « -«
KQupaeve. « + « + = *
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Blesanne.

<

o sa

Eoostada funktsiooni

tabel 151gul [1,06; 8,26] sammuga h
selle funktsiooni graafik. Arvutada

0,382x° + 5
0,4385% +Vx'
= 0,72 ja konstrueerida
arvutuslikatiga ja funkt-

siooni 1oppvaartused snda tapsusega 1072,
Lghendus
2 ; Vahed
a| x| x2| 0138 u3gox| v¥ [0,4385x 4 ¥ .
+ 5 R ¥ Zy
Ml @ » @ | [®)=@+ [2)=2) )|
+ (5) ®)
0}1,06{1,12| 5,43 0,465 |1,030{1,495 3,63 69
1{1,78{3,17 ! 6,21 |o,781 |1,33 |2,11 2,9 |49 (57
2{2,50|6,25| 7,39 1,170 (1,58 |2,68 2,76 | , |22
31z 22110,4| 8,97 |1, 11,79 |3,20 2,80 | |10
4i3,94{15,5 [ 10,92 }1,73 1,98 |3,71 2,98 100 8
5|4,66/21,7 | 13,29 |2,04 [2,16 |4,20 RS
6|5,38|28,9 | 16,04 [2,36 {2,32 |4,68 3483 1 18
716,10137,2 | 19,2 2,67 2,47 15,14 3,74 ;5 2
‘8l6,82|46,5 | 22,8 2,99 [2,61 |5,60 4,07 éu 1
917,54{56,9 | 26,7 3,31 2,75 16,06 4,41 ‘25 4
10§8,26168,2 | 31,1 3,62 12,87 |6,49 4,79 |~
2, 6 s a

#

v

ni vaartusi nelja Sige kohaga.

1l es anne,

Konstruserida funktsiooni

0,382 x2+5

0, 43850+ VX
graafik 18igul [3; 6] niisuguse saumuga, et lineaarne inter-
pelatsioon cleks luvbatvd ja graafikust saaks Iugeda funktsios-

Lehendus. Neljakohalise tapsuse saapiseks tuleb antud

funktsiooni vasptused Umardsda kuni 1072, Siinjuures teist
. -

Jjarku tabelivahed tuleb viia kuni 4 « 10 © ja kune I osa ta=~
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belis 18igul [2,50; 6,10] teist jarku vahed saavutavad suuruse

10 + 1072, siis tuleb neid vihendada AZ = 10 10—3 = 25 kom
: 4 40"
da. Selleks peab tabeli samm vshenema V25 = 5 korda. Et

N4 0502
s -;2- = 0,74, siis valime uueks sammuks h, = 0,1.

Arvutame funktsiooni vaartused ¥, vastavalt kuuele so-
bivalt valitud argumendi vaartusele X . Arvutused esitame te-
belina (xn = X, + nh1)=

b B

i 382

a| x {0,382x2 45| 0,4385x « vz} y= Ta38E 4

0,4385%+ VX
0|30 | 8,438 3,0476 2,769
2(3,2| 8,97 3,1924 2,792
5 13,5 | 946795 3,4056 2,842
10 |4,0 | 11,1120 3,7540 2,960
20 |5,0 | 14,5500 4,4286 3,285
30 | 6,0 | 18,7520 5,0805 3,691

Lisa: t00 formaadis joonis esimese osa Garvis ja vejali-
ku suurusega tapsusjoonis millimeetripsberil too teise osa
tarvis.

. Leitud kuus punkti kanname teljestikku millimeetripabe-
ril, kusjuures uhikuke vdtame kaks detsimeetrit., Punktid
ilhendame sileda joonega (kasutades lekaali).

Sasdud graafikust loeme naiteks, et y,(3,1) = 2,779,
¥9(3,7) = 2,885, 7,,(5,4) = 3,440 jne.

Markus e d. Esimeses osas veerg (3) sisaldsb kaks
elementaartehet, kuna arvu 5 saab korrutisele peast 1iita.
EKorrutades lukatil teguriga C,4385 (vearg (4)), tuleb tegur
umardada 0,439, Vahede korraparasus tabeli ridades  3-10
naitab, et nendes ridades vigu ei ole, Joonistades esimesele
osale vastava graafilu {joon. 2), naeme, ¢t see on kullalt
sile.



Y Teises osas voib
45 //4 jatta vahele veerud
i (@), () ja (5), kan-'
42t /// des tabelist 1leitud

. vaartused kohe masi-
38t ; nasse. Arvestades su

3 ruste jarku ja sisse-
34 - juhatuses antud n@pu-

i naiteid, mearame va-
301 hepealsete tehete tu-

i ‘ x lemuste kohtade arvu.
O T T T st % viRivoned

votame nelja kohaga,
Joon. 2 summa 0,382 x° + 5
kirjutame valja nelja kumnendkohaga jne.

IIpeatukk
LINEAARSETE ALGEBRALISTE VORRANDISUSTEEMIDE
LAHENDAMINE

§4. Tundmatute zg'érkg'g‘z;ggyae élimineerimise vote

======== === S e s

Piirdume siin kolme tundmatu ja kolme vdrrandi juhuga.
Olgu antud lineaarne vorrandisusteem

894X + 89p%p + 843X3 = Ty,
8p9%q + 855X, + 853Xz = T, , (2.1)
83qXq + 835X5 + 833Xz = Ty

nullist erineva determinandiga

4. Ma %1
D =layy 8y, 853 £ 0.

831 832 833
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Nagu teada, v0ib vorrandisiisteemi (4.1) lahendada Crame-
ri valemite jargi:

2y 5 S
To-855 Ba3 229 “_2 a3

e
21 Mop

(2.2)

T3 832 833 831 T3 833 831 832 T3,
x1 = Iz o —— 13 =
. D, D D

Kuid nende determinantide arvutamine nduab mitmekohalis-
te arvude puhul liiga palju korrutamisi ning 1liitmisi ja on
seepﬁrast praktiliselt ebasobiv (eriti rohkem kui kolme vOr-
randiga susteemi korral). '

Praktiliselt osutub,palju efektiivsemaks tundmatute jark-
jarguline elimineerimine. Toome siin uhe arvutusskeemi, mis
on kullalt lihtne ega ndua spetsiaalset selgitust.

Arvutuse ja kontrolli skeem

Vorrandite| - ,
gg tehete Arvutus : Xomtir 61’1

ahistused

b SR .- o Mok - 7 Skl Shckn ¢ v

Ay 829%q +. 8p9%) + 853Xz = T3 85

Sy T Mt

321 L a22 +323+r2

331 + 332_+a35+r5

A; 33'1x1 + a3212 + 333x3 = r3 33

(Esimese tundmatu kordajaga jagaﬁine vastavalt igas vorran-
dis)

. 812 843 . x b - e & B
AY g X, s ¢ 1 P 5 i 1 —1—(= + — —
a [P a2t BT ET A 841 849 844
A a a Th 8 a a r
irtar 2 b4 kit I e B v Sy L
A' = X+ Xy = ——— (=1 + + +
278y T8y 27 85 3T 8y | 3y 521 "8 37
A a a * 8 a a b ./
- 1 22 biippal 2ol od - Y 3 - G . 000
A; = o e o Xy + o Xz = o o (=1 + Fnt. o +a31)




Vorrandite
Ja tehete Arvutus Konbrol:l
tahistused

Esimese vdrrandi lahutamine kdigist jErgnevatest.1

B, = A'—A,'| b DX e s! §8—2-—1(=b +b, 2 +T5 )
2 2 oot * Dozky =7Ts AR TTRE e e
Sy ey ' f}___s_’l__ 2 B
B3 -,A3 Aq . b3212 + b33x3 = T3 83= a5 a11(.b32+b33+r3)
'Edasineztundmatute elimineerimine tehakse samas jarje-
orras
B b r! s. b Tl
g 023 2 2 Do o
B, = x > S (= 1 )
27 %, 2% 955,73 75, 22 M PR
. B b ;i 5o b r]
e e oL SR 1 e RGN - . %
3 = B33 2 ¥ %353 T by, b32( Yot 5
* 1 ” ” s" .
03 = 33-32 Cz3X3 = T3 83= 5§;<-3E-(=c33+r3)
R X . 8 SRR
37 Ty 3" oz ©33 *33

7 Rasutatakse t&histusi by,

b b 25 r
-2 e 535 i Dl G Pl H
Lo R e R e

2 Kasutatakse tahistusi C33

Erilist tahelepanu tuleb poorata igas reas tehtavale ar-
vutuste kontrollile kontrollsummade abil. Kontrollarwudega
(iga vorrandi kordajate summadega) tehakse need samad tehted,
mis vastavate kordajategagi. Iga vorrandi kordajate summa
peab arvutuskaigus alati Uhtima selle rea kontrollarvuga ar-
vubustapsuse piires.
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Skeemis allakriipsutatud vOrrandid (A.;, Bé, C;) moodus~
tavad susteemi kujuga:
x, +062 X, +¢>63 x5 =91
x5 +/33 X3 =§12 (2.3)
Xy 28y
mis on samavaarne susteemiga (2.1). Kirjutise lihtsustamiseks
on susteemis (2.3) kasutatud tahistusi: 4

%12 213 o
o, « LB, o, = g
Lk -l B 8 T
)
Pyt $am5s
B e
T

?3=°53°

Viimane susteemi (2.3) vOorranditest annabki tundmatu x3

vaartuse. Ulejdanud tundmatud leitakse jarkjargulise asenda—
misega eelnevasse vorrandisses-

23 = ?3 M
xz=92-ﬂ3 X3 , (2.4 )
x4 =31 -0y X, -003 Xz .
leminekut susteemilt (2.1) susteemile (2.3) nimetatak-
se edasiksaiguks, susteemist (2.3) lahendi (2.4)
saamist aga tagasikaiguks,
Tagasikaigu kontrollimiseks kasutatakse seda asjaolu,et

koos sﬁsteemiga (2.1) on lashendatud kontrollm'isteem, mis eri-
neb susteemist (2.1) ainult vabaliikmete véeru poolest:

8443y + 840K, + 84575 = 8, ,
aa1i1 + ayo%, -o-'a23i3 = 8, , (2.5)
831i1 + 332i2 + 833%3 = 83

kus kontrollsusteemi lahend on tahistatud (X4, %o 1_:3)_.
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Et kontrollarvudega 84, S, 83 sooritatakae‘needsgmad
tehted, mis parema poole arvudega r,, Tp, Tz siis on susteem
(2.5) samavidrne siisteemiga

S
= & G 1
%, +o&2x2+o(,313=-a-1—1' ’
A o s
X + 5 %5 = ;3? (2.6)
. 33

Kontrollsusteemi lshend peab erinema antud susteemi la-
hendist tapselt uhe vorra:
i,‘ = X1,+ '1,

X, =x, + 1, i : 2.7)
i3=x3+1.

Viimast tosiasja on kerge kontrollida avaldiste (2.7) va-
hetu asendamisega vorranditesse (4.5), naitekss

aq4(x4 + 1) + a,5(x, + 1) + a13(x3 +1) =
3(311 Xq + 845%, + a13x3) + (811 + a4, + 313) =
= I‘1 L 811 + a12 + 813 = 3101

Kui tingimused (2.7) on taidetud, siis véib lugeda arvu-
tused veatuks.

Kogu eeltoodu illustreerimiseks anname naite skeemi ku-
jul, milles susteem (nelja tundmatu ja nelja vdrrandiga) on
antud tundmatute kordajate ja vabaliikmete kaudu, Umardamis-
vigade kuhjumise valtimiseks on arvutatud kshe tagavarakoha=
ga, kusjuures edaspidistes arvutustes Umardatakse tulemusi
vastavalt reeglitele.

Vorreldes antud sisteemi lshendit x; kontrollsusteemi
lahendiga X;, on ngha, et Umardamisvead ilmnevad alles teises
tagavarakohas. Lahendil jaetagu kahtlased kohad ara. Seega

x) = 7,8012, x, = -5,2425, x; = 0,031, x, = 3,3952.

V3ib-aga juhtuda, et ka allesjaanud kohtadest osa on
kahtlased. Seeparast on tarvis hinnata saadud lahendi viga.
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Vérrandite

Sisteemi kordagjad Vaba-| Kontroll-|
tehete
gghistused X4 x5 X3 Xy SN v
A 0,5174| 0,2654 |-0,2117 |o0,1699 | 3,413 | 4,1580
A 1,131/ 1,6511 | 0,1227 | 1,2007 | 4,126 8,2306
A, |o,u366| 1,4222 [-0,9808 |1,6415 |2,409 | 4,9285
Ay 0,2171{-1,0523 | 1,318 | 2,0271 1 [12,881 |15,4147
A
S 1 0,512949| -0,409161 | 0,328373| 6,59644 | 8,028604
A
== 1 1,461021| 0,108574 | 1,062472| 3,65100 | 7,283072°
21
BN
3=831 1 3,257444| -2,246450 | 3,759734| 5,51764 |11,288364
Y i
i=ag | 1 |87075| 6180562 9,337171{59,35210 | 71,002760
o=hy-Ay | - | 0,948072| 0,517735) 0,734099|-2,94544 | -0,745532
S=A3-A] = 2,744495| -1,837289| 3,431361|-1,07880 | 3,259760
“aA,"—Af, - -5,260024| 6,589723| 9,008798(52,73566 | 62,974156
B
'=—,§ - 1 | o,546092| 0,774307|-3,10677 | -0,786366:
B
'=53; % 1 |-0,669445| 1,250271|-0,39208 | 1,187745
3
B
B = *6:—2 = 1 -1,229420 |-1,580738|-9,83870 {-11,748851
03=Bé—8é - - -1,215537| 0,475964] 2,71369 | 1,974111
S T - |-1,775512]-2,455085|-6,73193 |10, 962485
g
e - - 1 -0,391567~2,23250 | -1,624065
75
c
Caees - - 1 1,382725| 3,79154 | 6,174267
=
D,=Cy=03 | - - - 1,774292| 6,02404 | 7,798332
' Dl{.
D;ﬁm - - - 1 3,39518 | 4,395180
Tsgasi- Xy= 3,39518 | 4,395180
[kaik Xx=1,32944-2,23250 = |-0,90306| 0,00694
x,%0,49315-2,62891-3,10677 = |-5,24253 | —,24253
x4= 2,68915-0,36950-1,11488+6,5%44 = | 7,80121 | 8,80121
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§5. Lahendi vea hinnang

1. gggdnatdte elimineerimise v3te on tédpne. Kuid vahetu-
lemuste umardamine arvutuskaigus viib selleni, et 13pptulemu-
seks saame susteemile ligikaudse lahendi. Eriti ohtlik on
t3psuge kadu teineteisele lahedaste arvude (numbrite) lahuta-
misel,

Tundmatute jarkjargulise elimineerimise vottega saadava
lahendi tapsust saab moningsl maaral suurendada, grupeerides
vérrandeid ja tundmatuid nii, et vOrrandisisteemi suurim’
kordaja on esimeseks kordajaks esimeses vorrandis. Seda ni-
metatakse Gaussi skeemiks peaelemendi valikuga. Kuid alati

jgﬁb‘alles lahendi valtimatu viga, mida pohjustab vOrrandi

laad. See viga vdib olla suur, kui susteemi determinant on
vaike susteemi kordajatega vorreldes. Sellised stisteemid ndus-
vad erilist uurimist. Siin vaatleme lshendi valtimatu vea
hinnangut niisuguste susteemide korral, kus kordajate vaike
muutus kutsub esile ka lahendi suhteliselt vaikese muutuse.

2. Lebendi sdltuvus vorrandite vabaliikmetest. Avaldame

susteemi (2.1) lshendi ilmutatud kujul vorrandite paremate
poolte, s.t. vabaliikmete T4y Tpy,T3 kaudu. Sellgks arendame
determinandid Crameri valemites (2.2) vabaliikmete veeru jar-
gi. Sasme valemid jargmisel kujul:

Xy=T 2(1) < rzx(a? +‘r3x$3),
Xy = T, x( + r2x BXSB)’ ' (2.8)
13 = r,,xg + r2x§ + r31§3) .
Siit on naha, et kui Ty = 1,7 = 0,75 = 0, kehtivad vér-
dused T xp)’ = » x(1), x5 = x§1) &

See tdhendab, ot (x{1), x{V, x§1 )) osutub niisuguse
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susteemi lahendiks, millel on ssmad kordajad aiJ mis sustee-
mil (2.1), ainult vabaliikmeteks on

£ M 2 1,5{V 20, 2§V 20

Tapselt samuti osutub (11(2), xz(z), xs(a)) analoogilise
susteemi lahendiks vabaliikmetega
rsa) = 0, I‘gz) ) 1, rgz) =0
ja (253), xgz), xgs)) susteemi lahendiks vabaliikmetega
I‘s}) ] 0, réa) = 0, I‘gz) = 1.

Lahendades kolm susteemi ulaltoodud vabaliikmetega, voi-
me avaldada ukskdik milliste vabaliikmetega susteemi (2.1) la-
hendi valemite (2.8) pohjal xgk kaudu. Margime, et tundmatu-
te jarkjargulise elimineerimise skeem lubab korraga lshendada
Ukskdik mitu samade kordajetega, kuid erinevate vabaliikmete-
ga vorrandisisteemi, naiteks nagu seda on tehtud lk. 24 too-
dud skeemis vabaliikmete T4y Ty T3 Ja 84y 85, S3 pubul.

Bt arvud x( ) ei s8ltu vabaliikmetest Tqy Tp T3y siis
lubavad valemid (2.8) 1lihtsalt uurida stusteemi (2.1) lshendi
vea sdltuvust vabaliikmete vigadest. Loeme tundmatute korda-
Jjad 844 tapseteks arvudeks, vabaliikmed T4y Tpy T3 282 ligi-
kaudseteks arvudeks vea ilemmaaradega 4r,, Arz,Ara. Edasi
eeldame, et xik) on vastavate susteemide tapsed lahendid.Siis

jareldub valemist
, Xy =Ty x( + rzxga) +r x$3)

et x, vaartuse vea Ulemmaar, mis tekib vabaliikmete vigade
lilemmaaradest, on

4x, =4r, Ix,(|1)l+4r2|x,(|2)l+Ar3|x§3)| A

Kui vabaliikmete vigade Ulemmdarad ei uleta A, siis x,
vaartuse vea ulemmaara hinnatakse jargmiselt:

axq ¢ (ST 123 4P,
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Analoogilised hinnangud saadakse ka vigade Ulemmaarade-
le 4x, ja 4x3. Tahistades

6, = lx§1)|+lx§2)|+|x§3)h(i AT (2.9)

Kkirjuteme hinnangud lahendi vigede Ulemmaaradele, mida on pdh-
justanud vabaliikmete vead, jargmisel kujul:

Ax,' )3
sz JO‘2, (2.10)
x3 < .}\6'3

3, Lahendi vea hinnang. Et hinnata lahendi vea ulemmaara,
mis on tekkinud tundmatute kordajatest, seome selle kisimuse
eespool vaadeldud lahendi,vigade Ulemmaaradega, mis on tingi-
tud vabaliikmete vigadest.

Kuna vorrand

(aqq +0) X+ a4 ?"2 i a,D":':'3 =
on samavaarne vorrandiga-

agq Xy + 8%, + a,,a"f:'3 = 14 -o(f:?,1 .
siis tekit;ab kordajd 844 viga o¢ lahendis samasuguse vea, nagu
viga o0x, vabaliikmes muutmata kordajate korral. Siin on ('x",‘,
X5, 'i'z)-ga tahistatud muudetud susteemi lshendit (milles kor-
daja a4q4 On muudetud kordajaks a4 +00).

Nagu ju. . varem margitud, vastleme ainult selliseid sus-
teeme, milledes tundmatute kordajate vaike muutus tekitab ka
lahendi suhteliselt vaikese muutuse. Seeparast viime vaike—
sest o€ -st sdltuvate vigade hinnangutes asendada lahendi ('i‘,
%5, 'i'a) sisteemi (2.1) juba leitud lahendiga (X4, Xp, x3).

Tahistame € -ga tundmatute kdigi kordajate vea Ulemmaa-
ra. Killslt vaikese £ korral voib oletada, et tundmatute kdi-
gl kordajate vead mdojutavad lahendit mitte rohkem kui viga
ECIxql+ Ixp|+ 1x50) vorrandite vabaliikmetes. Hinnanguid
(2.10) arvesse vottes saame siit ;j'a'rgmise juhdise.

Kui tundmatute kordajate vigade ulemmaar on € ja kui va-
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baliikmete vigade Ulemmaar on €, siis on lahendi vigade ulem-
maarad

Ax, &[T + ECIxy + x50+ [x51)] 0%,
Ax,4 [T + ECIxql + X+ x5 )l o, (2.11)
454[t+uuﬂ+u£+hgﬂd,

kus 0,, 05, 03 on maaratud valemitega (2.9).

Hinnang (2.11) saadakse hinnangust (2. 10) A asendamisel
avaldisega T + € (Ixyl+ lx2|+[x | ). Hinnangut (2.11) voib
kasutada, kui korrutis E(O’ + o‘ + O’) ei lleta suurusjargult

suurusi 0,02 kuni 0,05 (seda vaidet me el tdesta).

4, Markus susteemi lshendi leidmise kohta. Susteemi la-

hendi teadmine ilma tema vea ulemmasara voimalikku suuryst
teadmata omab praktiliselt vahe tshtsust. Hinnangute (2.11)
kasutamiseks on tarvis leida koik xgk), s.t. lahendada kolm

susteemi, mis on analoogilised antud sisteemiga ning erinevad
temest vabaliikmete (1,0, 0), (0,1, 0) ja (0, O, 1) poolest.
Kuid kolme niisuguse ststeemi, lahendamine teeb antud siustee-
wi lahendi leidmise sama vottega juba ﬁleliigseks, sest vii~
mast voib lihtsalt avaldada xik) ksudu valemite (2.8) abil.
Eriti suur tahtsus on sel siis, kui tuleb lahendada palju
sﬁsteeme, mis erinevad ainult vabaliikmete poolest. Sel ju-
hul lahendame susteemi kahes etapis: esialgu lahendame uhe-
aegselt kolm erituupi susbteemi x(k) leidmiseks, seejarel aga
arvutame x(k) abil lshendi antud susteemile Ja hindame selle
lghendi vea.

Jaab veel Jarele sobival viisil valida kontrollarwvud 54
83y 33 k0igi arvutuste Oigsuse kontrollimiseks. Kontrollarvu-
deks sobivad ka siin votta vastavalt esimese, teise ja kol-
manda rea koigi arvude summad:

1)

(2) _.(3)

[31 = 844 +84, +8,43 +T5 + 3% arg77 =agy vag, +agp 4 Y,

Sy = 85q +8p, +853 +r§1) + réz) +r§3) =85q +855 +8p3 + 1,(2:12)
2 (1) fe) (5]

85 = 331 +a§2 +a33 +r3 + r3 +r3 ..a31 +a32 +a33 + 1.
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Lahendades susteemi, mille vabaliikmeteks on 845 835 Sz, koos

Ulaltoodud kolme erituupi susteemiga, avaneb meil vdimalus
kontrollida arvutusi skeemi igas reas, analoogiliselt skeemi-
ga 1k. 24, Peale selle saame kontrollida kdiki leitud x§k).
Tdepoolest, Xui kontrollsiusteemi lahendit tahistada &4, X,
iB)’ siis on kerge veenduda, et peavad kehtima jirgmised seo
seds

i& = x$1) + xgz) + xSB) B e

ié = x§1) + xéa) ¥ xéB) 25 (2.13)

fs = xg1) + xgz) + x§5) + 1. A
Seda on voimalik naha tapselt samuti, nagu lk:ZG: naiteks

844 (x§1) + ISZ) - x$3)+ 1) + a12(x§1) + xga) - xéB) +1) +

+aq3 (x§1) + xgz) + x§3)+ 1) = rg1) + r§2) + r§3) + 849 +

» a12 +* 813 = 81-

§6. Laboratoorne t00 nr. 2

Lineaarse vorrandisusteemi lshendamine

ja vea hinnang

1 e s anne. Lahendada nelja tundmatuga ja nelja vor-
randiga susteem

Wi o W W Wy W Wy

321 21 + 322 22 . 823 13 + 324 x4

v

1‘2 ’ (2.1)

839 Xq + 835 Xp + 833 Xy + Az, X, =Tz,
La41 X+ 8yp Xp + 83 Xz + 8y X =Ty .

Hinnata saadud lahendi viga, lugedes digeteks kdik an-
tud kordajate kohad (vea ulemmaar el uleta viimase koha poolt
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thikut ja eeldatakse, et hinnangute (2.11) rakendatavuse tin-
gimused on taidetud).

lesande lahendamise juhend

1°, Arvutuste iiksiktulemused kantekse tabelisse naidis-
t00 kohaselt.

2°, Kbik arvutused tehakse ridade kaupa arvutusplangi va-
sekpoolses veerus toodud skeemi jargi. Arvubtusi kontrollitak-
se kontrollervude abil analoogiliselt lk. 24 toodud skeemile.
Parast iga tehet kdigi uUhes reas asetsevate arvudega  tuleb
tingimata kontrollidas vdrdust kontrcllarvu ja selle rea ule-
jaanud arvude summa vahel. Kui erinevus uletab umardamisvea,
tuleb rida uuesti arvutada.

3%, Seadud lahendeid xgk) kontrollitakse nii kontroll-

susteemi lahendiga vordlemise teel valemite (2.13) jargi kui
ka nende asendamise teel lehekjljel 3{ kirjeldatud erikuju-
listesse vorrandisiisteemidesse. Antud susteemi lahend leitak-
se x(k) abil, kasutedes valemeid (2.8). Selle lahendi viga
hinnatakse samuti x (k) abil, kasutades selleks valemeid (M)
Lghendit kontrollitakse tema asendamise teel antud vorrandi-
susteemi (muidugi juba parast saadud lahendi uUmardamist).

4°, Kogu arvutus viiekse 1abi kahe-kolme tagavarakohaga.
Lopptulemuse imardamine toimub kohe parast lahendi vea hinda-
mist. Lopptulemuse umardamisel tuleb’ silmas pidada, et vale-
mite (2.11) jargi hindame viga tavaliselt tile ja seeparast on
otstarbekas sailitada uks kahtlane koht.
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Naidis

TALLINNA POLUTEENILINE INSTITUUT

Matemaatika laboratoorium

1; 8.b 0 T8k 00X 10 006 nre 2

LINEAARSE VORRANDISUSTEEMI LAHENDAMINE
JA VEA HINNANG

o

R TR e T
ff1i0pilane « « « + -
Kontrollijae « o « o
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1 esanne. Lahendada nelja tundmatuga ja nelja
vorrandigs susteem:

0,5174 X, + 0,2654 X, = 0,2117 X5 + 0,1699 X, = 3,413
1,1301 x; + 1,6511 X, + 0,1227 X5 + 1,2007 X, = 4,126
0,4366 X, + 1,4222 X, - 0,9808 X5 + 1,6415 X, = 2,409

0,2171 x; = 1,0523 x, + 1,3418 x5 + 2,0271 x, =12,881.

. Hinnata saadud lshendi viga, lugedes Oigeteks koik
antud kordajate kohad.
(Tabel arvutustega vt. lk. 37.)
Susteemi lahendid saame valemite (2.8) abil:

Xy = 7,801212  x, = =5,242539 x5 = -0,903054 X, = 3,39518.

- Hindame lahendi viga. Kordajate absoluutse vea flemmisr
€ =-0,00005, vabaliikmete absoluutse vea ulemmasr T = 0,0005.
Leiame (Umardades suurema poolel):
Il # 12l + x| + x| = 17,35
0 =12 4 x4 (P14 1) = 2,02,
Gé =|x§1)]+|x§2)l+lx§3)|+|x§uﬁ = 2,23,
O} =]x§1)|+|;§2)]+|x§5)l+]x§4)l= 257,
&y =[x+ 1252 + 1582+ x{P)) = 0,98 3a

T E.(lx1|+lle+lx3|+|x4|) = 0,0005 + 0,00005 . 17,35 =
=0,0014.
Seega saame lahendi vea hindamisel
Ax,40,0074 . 2,62< 0,004 ,
A x,40,0014 + 2,23< 0,004 ,
Ax540,0014 + 2,51< 0,004 ,
Ax, 40,0014 « 0,94< 0,002 ,
kusjuures tingimus hinnangu rakendamiseks on taidetud:
€.( &) + 0, + 05+ 9,) = 0,00005 + 8,3 = 0,000415 «0,01.
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Seega saame lashendiks:
x, = 7,801 £ 0,004 ,

x, = =5,242 % 0,004,
xz = -0,903 £ 0,004,
x, = 3,395 % 0,002,

Lahendi kontrollimisel (asetamisega sﬁsteemi) sazme :
0,5174+7,801 + 0,2654+(~5,242)~0,2117+(~0,903)+0,1699+ 3, 395=3, 4130
1,130147,801 + 1,6511¢(=5,242)+0,1227+(-0,903)+1,2007+3,395=4,1264
0,4366+7,801 + 1,4222+(=5,242)-0,9809+ (~0,903)+1,6415+3,395=2,4093
0,2171.7,801 - 1,0523-(—5,242)+1,3418'(~O.903)+2,0271-3,395:12,5801

Kokkulangevus siusteemi vabaliikmetega on taiesti rahul-
dav.



Sisteend Juedajed Teisendatud sisteemide vsbaliikmed Kontrolld
e | o *5 s ) .
0,5178 | 0,265 |-0,2117 | 0,1699 5 o o 0 1,710
1,931 | 1,651 | 0,227 | 1,2007 c 1 0 o 5,1046
0,8366 | 1,4222 |-0,9808 | 1,6415 0 ° 1 0 32,5195
0,2171 | -1,0523 | 1,3818 | 2,027 o 0 ° 1 3,5337

1 0,512949}-0,409161| 0,328373| 1,932781 0 o 0 34364907

1 1,561021| 0,108574| 1,062472 0 0,884877 0 o 4,516365

1 3,257484 |-2,266450 | 3,75973% o i, 2,290426 o 8,061154

1 | -=3,887075] 6,120562 9,337171 o ) 0 4,606172| 16,27683%

- | o,988072| 0,517735| 0,734099|-1,93271| O,884877| © 0 1,152084

o 2,748495 1-1,837289| 3,421361 |-1,932741 [¢] 2,290426 o 4,696253

- | -5,360028| 6,589723| 9,008798 |-1,932781 o 0 a,606172| 12,911929|

1 0,546092| 0,774307|-2,03861 | 0,933344 0 o 1,215124

1 » 1,250271 |=0,704225 o 0,834553 o 1,711158

1 }1,229420-1,680738| 0,360584 0 0 -0,859356 | -2,408931

- 1,215537| 0,47596%| 1,334376|-0,93334%4| 0,834553 o 0,496010}

- |-1,775512|-2,455085] 2,399185}|-0,937344 0 -0,859356 | -3,624075

1 |~C, 391567 |~1,097767 {~0, 767845 | -0, 686571 0 #0,408058

1 1,382725 |-1,351264 | 0,525676 0 0,484005| 2,04114%

- 1,778292 |-0,253497 |-0,242169| 0,686571| 0,488005 |  2,449202

1 |-0,12872|-0,126488| 0,386955| 0,272788| 17,38038%

x, = |-0,142872|-0,136488| 0,386955| 0,272788 | 1,380383

x5 = |-1,153711| 0,718801|-0,535C52| 0,106815 0,132454

x, = 2297942 | 0,648899 |-0,007434|-0,269553 |  0,07397%

e | = | 2,173380| 0,004272|-0,342175) 0,092395| 2,
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IfIpeatakk

FUNKTSIOONI LEHENDAMINE ANTUD FUNKTSIOONIGA
VAHIMRUUTUDE MEETODIL

Praktikas saadakse tihti funktsionaalne sdltuvus vaadel-
davate muutuvate suuruste vahel katsemdotmiste btulemusena:

x l x, x5 Xz évie

. (3.1)
y I 1 Jo YB soe In

Seejuures pole funktsiooni f(x) avaldis teada ja seda ei saa
ka antud tabeli kaudu vahetult leida. Sel juhul tuleb leida
arvutamise mottes vdimalikult lihtne funktsioon (naiteks po-
lunoom), mis esitaks funktsiooni f(x) kiillaldase tapsusega
antud 13igul x,€ [a, b], kus 1 = 1, 2, ..., n. See toimub nn.
"funktsiooni interpoleerimise ulesande" kaudu: leida antud
funktsiooni f£(x) jaoks poliinoom P(x), mis antud vaartuste e
X5y seey X, korrel omandaks vaartused

P(xq) = f(xq), P(x2)= f(xz),...,P(xn)z f(xn)

(vt. joonis 3).

» 4
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Paljudel juhtudel osutub aga interpolatsioonipoliinoomi~
de kasutamine ebaotstarbekaks, kuna nad kas moonutavad 113.5:
tugevasti tegelikku sdltuvust £(x) v0i on lahendfunktsiooni
vOimalik saada hoopis lihtsamal kujul mone teise meetodiga.

§7. Ulesapde pistitanine.

Lahendfunktsiooni valik

Olgu motmistulemused esitatud tabelina (3.1) ja selle-

le vastav empiiriline valem on
b4 =\P(x):
kus funktsioon P (x) sSltub mingitest suvalistest parameet-
ritest. Veahesid
k?(xk) =V (=12, cccy n) (3.2)

nimeteme halveteks. Funktsioonis f(x) esinevad parameetrid -
tuleb valida nii, et hélbed v, oleksid mingis mttes vahimad.
Sellise valiku kasutatavam kriteerium - ndue, et halvete rum-
tude summa

n
Z vf=v§+v§+ cos "7121
i=1
oleks minimsalne - ongi v'ihi-ruutudo meetodi saluseks.
Olgu lahendfunktsiooniks ‘f (x) poliinoom

(x) = aox" + a1xn-1 +oeee v B X + A, (3.3).

kusjuures a, # O.
Ulesanne funktsiooni f(x) lahendamisel polunoomiga ‘f(x)
(m >1) vahimruutude meetodil on jargmines: maarata polunoomi
(3.3) kordajad 84y 85y eee 5 8y nii, et antud arvu m korral
Z vf oleks minimaalne.
- 3

Margime, et juhul m>n on ldpmata hulk poliunoome (3.3)
ja juhul m = n - 1 tapselt ks selline polimoom (3.3), mis

rahuldavad tingimust [ vf = O ja annavad peatuki sissejuhe-
- ]
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tuses esitatud "funkbtsiconi interpoleerimise ulesande" la-
hendi. Meie eeldame kaesolevas peatﬁkis, et m<n - 1. Sel ju=~
hul kehtib poliuncomi (3.3) kordajate 84, 8y, .2, 8, mistahes
reaalarvuliste vaartuste korral vérratus Li‘: vf? 0. Seega

on Z: vf memuubuja 84, 85y ese, a, mittenegatiivne funktsi-
3

oon je tal on alati olemas miinimum.
On selge, et lahendpoliunocom (3.3) on s=da lihtsam, mida
vaiksem on naturaalarv m. Teiselt poolt toob aga polﬁnoomi

(3.3) astme liigne alandamine kaasa vastava %; v% miinimu-

mi suurenemise., Kuidas siis valida sobiv aste m?
Lahendpoliinoomi sobiva astme m valik toimub tabelis
(2.1) esitatud funktsiooni vaartuste vastavat jarku vahede
pchjal. Vaatleme esimest, teist jne., uldiselt i-ndat jarku

vahesids
AT = Tipq = T 0

2
A Ty =Ayk+1 -Ayk s

i i-1 i-1
A Yp=A Teeq — A T
Vaadeldava ulesande korrsl nced vahed ei pruugi vastata
virdse sammuga h valitud argumendi jargnevatele veartustele
(s.t. ei pea kehtima vordus X, =X + (k- 1) h)e Kdrvuti
tavaliste vahedega vaatleme vecl nn. jegatud vahesid

R | G
T r BN R R ™ By
bx,
2 B3k ~ B3y
yk A X - X ?
k+2 k
Al" ! A.'-
i J - 7
A Ty = k41 Sy

Tt~ %
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Kui katsetulemuste tabeli (3.1) samm h on jaav, toimub
m valik tavaliste vahede pdhjal, kui aga ssmm h on  muutuv,
siic jagatud vahede pdhjal.

Lineaarne polinoom {m = 1) sobib lzZhendpeliinoomiks ai-
nult sel jubul, kui esimest jarku vahed erinevad vahe  iuks-
teisest.

Naide1. (Semm h = 0,5 on jaav)

x 4150 145 2,0 2,5 3,0 345 .
y 0,2 0,8 i V7 27 2,9
Ay |6 4 5 6 6
¥
: Kui esimest jarku
it €(X) yaned erinevsd tunduvelt
| uksteisest, teist jarku
2t ! ! vahed on aga praktiliselt
N jasvad, eiis kasutame 15-
st i) | hendamiseks ruutpolinocc—
{ ! | S zi (paraboolne lazhenda-
L kA e T l [ox" "l (8w 2
£ P { > ; P
t 2 -3 Ndide 2. (Samm
s % r = 0,1 on jaavy)
x 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
b4 % +230 3,255 3,261 o 3,225 o P
Ay 23 8 -9 -29 ~47
Ay | =15 ~17 . w20 -8

Tepselt analcogilistel kaslutlustel toimub lahendaamine
kolmende astme voi uldiselt i-nda astme polﬁncouéya.

Vaadeldud naidetes oli tabeli samm h jzav, mistottu li-
hendpolﬁneomi astme m valik toimus tavaliste vzhede kaudu,

Kui sga semm b on muntuv, tuleb kasutada jagatud vahesid. On
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lihtne veenduda, et
kui tabeliandmed vas-
v tavad tapselt line-
aarsele soltuvusele,
peavad esimest jarku
jagatud vahed olema
jeavad.

I3 ¥ _ T3 To

325}

i evn
I 22-21 X;—xa
Tes1 = Tk
g MOt
3,151 02 04 06\ k+1‘. k
y=e(x) Toepoolest,sel
juhul X) =
Joon. 5 J \P( ) %
: = a,X + a, ja hal-
bed \P(xk) . yk =0 (k = 1, 2, svey n)- Seega
8.1 + a°x1 = y1 ’

: Sodie o Bkl i 34
aq + 8%z = T3,
aq+8aX =3, ,
millest vastavate vorduste lahutamisel saame
8 (X3 =X9) =75 =79 »
a, (x3 = X3) =33 =~ J5»

ja edasi
Jo = Jq 73 = J2
= =

%o~ X3 =%
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§8. Funktsiooni lahendamine ruutpoliihoomiga, lineaar-

=ETREEEsE= SSEZsmIEssmmsETsoSToosSsEs

Antud juhul m = 2 ja lahendpolunoom (3.3) saab kuju
Y& = aoxa + 84X + a,.
Eirjutame valja halbed
vy =a2+a.111+a°x$-y1 ¢
v2=a2+a1xa+a°!§-72 ’

o 32+a1:n+aoxﬁ-yn:

milledest

o :
=2, (ap+am +agx -y
k= =

Seega

o, i

E Ve =F (ao, a,, a2)>o.

k=1
Ekstreemumi tarvilikkudest tingimustest funktsioonile
F(a,, a4y 8,) saame

n
(ﬁ"a ) (ap ¥ agm + 8 % - 3
=1

a‘o

.
Wi
]
o
-

. n
4 g—:‘-=2 51(“2*‘1’1:‘%"5"1:)"1:’0'

OF

o.
. a‘z

=2 i (a, +ax + aoxi - %)
k=1

Saadud susteemi kirjutame umber nn. normaalvorrandite
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sisteemina, mille lahend a , a,, 8, maarabki otsitud polu-

noomi. & & 2
- n
'S 2 2
aoZ:xk""‘l Zué*aZ Zxk= Zxkyk’
k=1 k=1 k=1 k=1
-’y n o, 4 n n
(rofden Bkene Bone B 00
k=1 k=1 k=1 k=1
n 2 n ¢ o
Laoz:.xk+a1 Zxk+n.32=éq Vi
k=1 k=1

Funktsiooni f£(x) lshendamisel lineaarse polinoomiga
Px) = a,x + a, oleks normaalvorrandite sisteem (3.4) jarg-
mine:

n n n

5“2 ra ) Xe= ) I T,
k=1 k=1 k=1
n ‘ n

Bo Z xk + a" e N = Z yk-
k=1 k=1

Taiesti analoogiliselt saab normaalvorrandite susteemi
lahendpoliinoomi kordajate a , &4, «.., &, maaramiseks funkt-
siooni f(x) lahendamisel mistahes m-inda astme polunoomiga
(3.3).
Funktsiooni lahendamisel funktsiooniga ax + b + -%
on
A 2 n < 2
Z k=2: (axk+b+x—k-yk) 5
k=1 k=1 :

millest ekstreemumi tarvilikud tingimused ont

3 i( +b &3 )x =0
Se=2 L, (% £ - % = 0,
Sr _ Lo <
ab-a kZ;'(axk-rb-rxk ¥e) =0,

AF c !

— = 2 b — - e — = 0,
de é(uk’ "xk yk) X,

~



Seega normaalvérrandite sisteem kordajate a, b jac
maaramiseks sasb kuju

aix§+b ixk-t-ncz éxkyk,

.

k=1 k=1 1
ﬁaixkq-nb-o-czn: ;—k=iyk, (3.5)
k=1 k=1 k=1
% g4 S
na + b =+ & = =
L l:Z=;1 " kzz‘:l g k§'1 Xy

§9. Laboratoorne t0o nr. 3

Funktsiooni lahendamine funktsiooniga ax+b+%

vbimruutude meetodil

#1esanne. Leida vahimruutude meetodil tabeliga
x I Xy Xy Xy oeee X
J ' T4 Yo 73 ees Jp
esitatud funktsiooni ladhendfunktsioon ax + b + < .
Ulesande lahendamise juhend

1°, Normaalvérrandite susteemi (3.5) valjakirjutamiseks
taita tabel

x y % x° 313 xy %
J

x, ¥4 e soi ses sse i |
e

¥y

x, 75 &b o 5 ces . ;g
7.

In yn ese see eoc e eee ‘i’;l
Ly | I |Zx |28 | 25| Lol s 2
L, S %



2°, Kirjutada valja normaalvorrandite susteem (3.5) ning
lahendada see Gaussi skeemiga, maarates kordajad a, b ja ¢
(vt. laboratoorne t66 nr.2). Nii tabeli taitmisel kui ka sis-
teemi lahendamisel sailitada iks tagavarakoht, vdrreldes lab-
tetabeli andmete tapsusega. Lahendfunktsiooni kirjutada aga
kordajate a, b, ¢ vaartused sama kohtade arvuga (tivenumbri-
te arvuga), mis on lahtetabeli andmetel.

3°, Kirjutada valja sasdud lahendpolinoom, vdttes korda-
jad lubatud arvu kohtadega. :



Naidis
PALLINNA POLUTEHNILINE INSTITUUT )
" Matemsatika laboratoorium

Laboratoorne %oonr.3

FUNKTSTIOONI LAHENDAMINE RUUTPOLUNOOMIGA
VAHIMRUUTUDE MEETODIL

RubMecevocccssccscccccccse
B110pilaneccecscssascanss
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U 1esanne. Leida vahimruutude meetodil tabeliga

x 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

v 3,261 3,252 3,228 3,181 3,117 3,034

esitatud funktsiooni l8hendfunktsioon kujul ax + b + £.
Lahendus., Taidame tabeli
x° 4

? ¥

x ¥y

Hi=
M4

0,5 | 3,261 | 2,000 | 0,25 | 4,000 | 1,6305| 6,522
0,6 | 3,252 1,667 | 0,36 | 2,778 | 1,9512| 5,420
0,7 | 3,228 | 1,829 | 0,49 | 2,081 | 2,259 | 4,611
0,8 | 3,181 | 1,250 | o,64 | 1,562 | 2,5448| 3,976
0,9 | 317 1,11 | o8 | 1,235 | 2,8053| 3,463
1,0 | 3,03 | 1,000 | 1,00 | 1,000 | 3,0380| 3,03

4,5 19,073 8,457 B3> 12,616 14,2254 | 27,026
Saame susteemi
3,55 a + 4,5 b + 6 ¢ = 14,2254 ,
4,5a + 6 b + 8,457 ¢ = 19,073 ,
6 a+ 8,457 b + 12,616 ¢ = 27,026.



Lahendame susteemi

Sisteemi kordajad Vaba- Rea Kontroll-
liikmed " arv
a b [
3455 4,500 | 6,000 (14,2258 28,2754 | 28,2754
4,50 6,000 | 8,457 19,0730 38,0300 [ 38,0300
6,00 . | 8,457 112,616 27,0260 54,0990 | 54,0990
1 1,2676 | 1,6901 4,0072 7,9649 7,9649
1 1,3333| 1,8793 4, 2384 8,4510 8,4511
1 1,4095| 2,1027 | 4,5043 9,0165| 9,0165
—- 0,0657| 0,1892 0,2312 0,4861 0,4862
‘- 10,1819] 0,8126 0,4971 1,056 1,0516" .
1 2,8798 3,5190 7,3988 7,4003
1 2,9077 3,5032 7,4109 7,4109
- 0,0279 |-0,0158 0,0121 0,0106
1 -0,5663 0,4337 0,3799
¢ = -0,5663

b= 3,5190 + 1,6308 = 5,1498 .

a = 4,0072 + 0,9571 - 6'5279 = -19_5636

Seega otsitud lghendfunktsioon on
\?(X) = =-1,56x + 5,15 - Q;iz‘

)




IVpeatukk

ESIMEST JARKU DIFERENTSIAALVORRANDI
LIGIKAUDNE- LAHENDAMINE

Tehnilistes Ulesannetes, mis viivad mingi diferentsiaal-
vorrandi lshendamisele, tuleb enamatel juhtudel leida selle
vorrandi erilahend, mis rahuldsb antud algtingimusi. Koiki
esimest jarku vorrandeid (kdrgemat jarku vorranditest raaki-
mata) pole vahetult voimalik integreerida. Neil juhtudel ka-
sutatakse diferentsiaalvorrandi ligikaudset lahendamist mit-
mesuguste arvuliste meetoditega. :

§10. EBuleri meetod

Olgu vaja leida vorrandi
¥ = £(x,5) (4.1)
ligikaudne lahend 1813u1 [a,b], mis rahuldab algtingimust
y(x,) = 3,5 X, = a. Buleri meetod seisneb selles, et 13ik
[x,,b] jaotatakse n kiillalt vaikeseks osaldiguks, mille pik-

kused on vordsed ja vorduvad arvuga
b~-x

[*]
h = = .

Igal selliselt saadud osaldigul [x, X, 4], kus
x, =X, +kh K0, 1T, 2,ies, B)%
asendatakse diferentsiaalvorrandi (4.1) otsitav integraal joon

sellele osalsigu vasakpoolsest otspunktist X tommatud puutu-

Ja '
¥ =T = 21Xy, Tdx - x0) (4.2)

15iguga [18htevérrandist (4.1) on puutuja tdus punktis x,

I =2(x,, 7)] (joon. 6).
Saadud murdjoonelist integraaljoone lahendit nimetatakse



Buleri murdjooneks. Seega saab lahendi y ligikaudsed vaartu-
sed punktides Xy Xpy eeey Xpy eoey b arvutada valemitega

T o= Vo + By, ¥) (x4 - X,)

ehk
¥q =T, + £(x,, ¥,) * b,
y2 = y,‘ + f(x1, y1) > h,

Vet = Ve * £(xy, yk) e h, (4.3)

Euleri meeto-
di rakendamisel .teh-
tav viga sdltub ot-
seselt sammu h va-
likust. Scbivalt
vaikese sammu va-
likuga on voimalik
saada lahendi ligi-~
v kaudsed vaartused
o killaldase tapsu-
sega.

Y} J

§11. Adamsi meetod

Adamsi meetod, mis pShineb Taylori valemil, annab tun-
duvalt suurema tapsuse kui Buleri meetod. Geomeetriliselt
tahendab Adamsi meetodi rakendamine otsitava integraal joone
asendamist teise, kolmanda v3i korgema astme polunoomiga,sdl-
tuvalt Adamsi valemis vdetud liikmete arvust. Antud kasitlu-
ses rakendame Adamsi valemit nelja liikmega ehk valemit teist
jarku vahedega, millele vastab teise astme poliinoom.

Otsime jalle vorrandi (4.1)

¥ = £(x,y)
lehendit 18igul [xop], mis rahuldad algtingimust y(xo) = Yor
[ ———

1

} wimbaclia s

oS |



Tahistame lshendi ligikaudsed vaartused punktides x,, X,
cesy X, Vastavalt y,, Foy eoey Ty, tuletiste ligikeudsed vasr-
- tused Ji, Fhseees Ths Tqs T3s e+es ¥y Jne. Defineerime jarg-
mised vahed:

Esimest jarku vahed

AYy = T4 = Tg9 AT4 = J5 = Tqseres A’n—1 =

- =¥n = Jp-1
teist jarku vahed
4
Azyo =Ay1 -AIO, A Jq4 = 472 o A’ql eee o

& Yp-2 =A¥p_q =43,
jne. ning : 3
tuletiste esimest jarku vahed
Ay, = 33 = Tgs B = T3 = Fqaeeee s

: B3pq=Tp = Tp1 s
tuletiste teist jarku vahed

223, =83y -4y, A% 3y =AYy -B34,ees

42 7:1.2 =67;1-1_ '47;1_2
Jjne.
. Kirjutame nuud vorrandi (4.1) lashendi jaoks valja Taylo-
ri valemi punkti X = X umbruses:
> N 4 (x - xc')2 i (x - xo)3
Y27t 1 y°+——2—'_———7°+—3!——-—

F"+ oo +
o

X :
Sf—i;fgz—? 7 e m. @)
Valemi (4.4) pohjal arvutame vaartused ¥4 Ja y, argu-
mendi vaartustel x, = X, +h jax,=xX;+h=x +2h piir-
dudes valemis nelja esimese liikmega. Suurused y;, y; ja y;'
leiame vorrandist (4.1) jargmiselt: ;

35 =20, 7Y,
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diferentseerides vérrandit (4.1) argumendi x jargi,

To = g{ (x5374) *g% (X537,) f’(xQ’%)'
Jja
i - 1

e a2

(xo.yo) +a—’—a—2§ (x4175) £(x,,7,) +
*T( EARE 2
Vaartuste yq Ja yz arvutaniseks on seega valemid (y on.

teada algtingimusest ja h on argumendi samm):

2 3
. h' | R R TR AR
T4 =T34+ i 7' 21 T * £ Jo

: % : 3 m
Yo =7, +%‘y{, +-L-L§'.f - o * (—L?,’ Yo (4.5)

' Seega on meil -Adsmsi valemi lahteandmetena teada suu-
rused ;

By Xy Kog D For T45 Tav Yan T o £:0Key Ta)
e AL Oy T4V EQn Sgwida 1

Ys = f(xz, 72) Ayo » Ayy Je 42 y. , mis kanname
tebelisse

k x 'y 3 - By . By
0 . x0 y0 - ‘y;
A4y,
Lo B > -, Py g 74 3 v Aayg
.Ay"L ; | (4.6)
2 x, Yo 4 y'g o
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Adamsi valemi enda saame aga jargmiselt., Oletame, et on
teada lshendite lahisvaartused
Tor Jq9 Tos esey Tis
seega saab eelkasitletu pohjal leida ka suurused
To y»'}"Y'ga ecey yl'(
ning edasi
L L ¥
AyovAY19 AY29 saey Ayl:[_q
Jja
2 2 2
A2 Y:): A y:]a A yéi"-n A yl::-Z .
Niiiid m&srame lahendi Vi1 vaartuse Taylori valemist
(4.4), eeldades, et x =X, X=X 4 = X+ h, ja piirdume
jalle nelja esimese liikmega:

2 3
h h
Teer = T * FT I+ IT L+ FT (4.7
Et maarata paremal olevaid suurusi y; ja yy, kasutame teada-

olevaid tuletiste esimest ja teist jarku vahesid. Selleks esi-
tame Taylori valemi (4.4) kaudu tuletise yk 1 eeldusel, et

Xy = Xy X=X, = ~hs

(o]
1
i1 = Ti * Yk . L‘EL Ve 5

ning tuletise yy eeldusel, et X, =X, X - X, = -2hs

o
S_ghz " ‘-2}1!2 "

-

y1:-2 =g+ e R | s Tise .
Kahest viimasest vordusest lahtudes saame:
G A h 2 "y
yk‘yk-‘l: Tiq =3 Ve - ST Wy - 22
2
' h . % éh "
Vi1 = T2 =BT = 3 7k > Tk
; 1 = o = & T = B2,
millest P iy
I = ;é‘ A Ty-2
> ' S
i n AYgq A" T
R 2k A




Asetades saadud tuletiste avaldised valemisse (4.7) saa-
megi Adamsi valemi nelja liikmega ehk teist jarku vahedega:

Tiee1 = T * hy]': + 1—21 Ay;‘_,‘ + % Az yl':-2' (4.8)

Selle valemi pohjal saame leida vaartuse 3, kui on tea-
da vaartused y,, ¥4 Yo, ning edasi sasb juba leida y,, yg jne.

Valemi (4.8) kaudu arvutades on leitud y, 4 vaartuse ab-
soluutne viga jirgust h>, et aga valemini (4.8) jOutakse rea
eelarvutuste ksudu, siis summaarne absoluutne viga on tege-
likult juba jargus h2.

Et saada suuremat tapsust, voib kasutada Adamsi vale-
meid viie, kuue jne. liikmegat

Vo1 = T+ bIx + B Ay + % 2yloe ;‘-h A Tg-zr  (4.9)

0 ' h ' Sh 2 L8 3h B 5

Vet =T * W + 5 AV q+ 95 A Tty 8 T3t
At o,
+ _32_0—‘ A yk_4 cee

Seejuures aga suureneb tunduvalt arvutuste maht ja kogu
arvutustoo laheb keerulisemaks, mistdttu naidistoos piirdume
Ademsi valemis ainult nelja liikmega. Eelmainitud tapsus on
kindlustatud, kui tuletise teist jarku vahed tabelis (4.6)
erinevad vahe uksteisest.

§12. Laboratoorne t00 nr. 4

Esimest jérku diferentgigglvsrrandi ligi-

kaudne integreerimine Adamsi neetodi;

EL Tt et o PP P

1e s anne. Arvutada vorrandi y' = £(x,y) ligikaud-
ne lahend 10igul [xo, b], mis rshuldadb algtingimust y(xo)syo.
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Ulesande lahendamise juhend

1°. Leida suurused y(", y; ja y: ning valemitest (4.5)
arvutada vaartused. ¥4 38 Tpe :

2°. Valmistada tabel (4.6), vottes selles vajaliku arvu
ridu, ning kanda leitud vaartused tabelisse, taites ka koik
Ulejaanud vdimalikud lahtrid. Lisada veerg A3y' vadrtustega.

3°, Rakendades jark-jargult Adamsi valemit viie liikmega
(4#.9), leida kSik ndutud vaartused y,, kandes tulemused ta-
belisse (4.6) ning taites pidevalt tabeli vdimalikud ulejaa-
nud lahtrid. j
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1esanne. Leida vorrandi y' = y° + x lahendi 1i-
gikaudsed vaartused 14igul [0, 0,5] sammuga h = 0,1, kui la-
hend rshuldab algtingimust y(0)=1. Arvutused teha nelja ko-
haga pérast koma.
Lghendus,
X, = 0: x; = 0,13 X, = 0323 X3 = 0,38 Xy = 0,43 Xg = 0,5.
Vorrandist ja algtingimusest
y°='19
y;=12+0=1,
¥" = 2yy' + 1, millest yg =211+ 1 =3, ¢
y" =2 [(y')2 + yy"], millest y;'= 2(1 + 1-3) = 8.

Valemitest (4.5) arvutame

J =1+0,1. 1% 9;91 c34 200, g

1,1163

y2=4+0,2-1+°2—=;"‘-3+°—-2—°§-8=1,2707-
Vorrandist

75 = (1,1163)% + 0,1 = 1,3461

v} = (1,2907)2 + 0,2 = 1,8147.

Taidame tabeli alguset

k % T T Ay Ay

0 0 41,0000 | 1,0000
0,3461

1 0,1 1,163 | 1,3461 0,1225

: 0,4686

2 0,2 1,2707 | 1,8147 0,2092
0,6778

3 0,3 | 41,4807 | 2,4925 0,3718
1,0496

4 0,4 1,7726 3,5421

5 0,5 | :2,1948




) aleka tulnud ka anh:d naidistoo korral kasutada Admi.
emit viie liikmega ehk kolmandat jarku vehedega. Lahendi
vaartus ¥5 = 2,114, seega absoluutne viga on 0,081,

2,114

tiivne viga 2981 _ 0,038 - 3,e%.
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