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Esimene jagu.
EELMOISTED.

I. Algebraline siimboolika.

1. Téhtede kasutamine.

a) Arvude dhiste omaduste viljendamisest.

Olgu meil soov lithidalt kirjutada, et kahe arvu korru-
tis ei muutu, kui korrutaja ja korrutatava teineteisega
vahetame. Tahistanud ithe arvu tidhega a ja teise tihega
b, voime kirjutada vorduse a-b==b-a ehk, lithemalt
ab = ba, kokku leppides alatiseks, et kui kahe korvuti-
seisva tdhe vahel ei ole mingit mirki, siis see tdhendan,
et nende vahel moeldakse korrutamismérki. Arvude téhis-
tamist tdhtedega kasutatakse juhul, kui soovitakse oelda,
et mingi omadus kuulub mitte moningatele iiksikutele,
vaid koikidele arvudele.

Arvude tahistamiseks kasutatakse harilikult ladina tihes-
tiku tahti.

b) Ulesannete lahendamisest iildkujul.

Jhesuguste tingimustega iilesandeid, mis erinevad ainult
antud arvude suuruse poolest, saab lahendada tdhtede
abil viljendatud eeskirja jargi.

Oletame, et me lahendame néiteks iilesannet:

leida 3% arvust 520.



Siis arutame nit:

ﬁ sellest arvust; jarelikult:
520

1% arvust 520 on {55 ="5,2;

1% mingist arvust on

520

3% arvust 520 on SO0 S=b b’

Kui oleme lahendanud moned sedasama liiki iilesanded,
siis mdrkame, et protsentide leidmiseks mingist arvust on
vaja ainult see arv jagada 100-ga ja tulemus korrutada
protsentide arvuga. Lahendame selle iilesande jdrgneval
iildkujul:

leida p% arvust a.

Ulesande lahendame nii:

a
1% arvust a on 100

a
[y e
p% arvust a on 100 " P

Téhistanud: otsitava arvu tahega x, saame kirjutada
vorduse

X=%-p,
: 100

millest -otsekohe ndhtub, kuidas leida protsente mistahes
antud arvust.

Vétame veel. iihe niite. Murdude korrutamise eeskirja
sonastame aritmeetikas jargmiselt: selleks, et korrutada
murdu murruga, on vaja korrutada eraldi nende lugejad
ja nende nimetajad ning esimene korrutis jagada teisega.
Rakendades ' tahelist - markimisviisi, saame selle eeskirja
viljendada viga lithidalt. Téhistanud esimesel murrul
lugeja tdhega a, nimetaja tihega b, teisel murrul aga vas-
tavalt tihtedega c¢ ja d, saame Kkirjutada:

B
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Ei ole raske niha, et see kirjutus annab iildise ees-
kirja koikide murdude korrutamiseks, sest tadhtede all
saame moelda igasuguseid arve.

Niisamuti saame murru murruga jagamise eeskirja
jaoks kirjutise

as e ad

Fo o b

Iga vordust voi vorratust, mis tahtede ja tehtemdirkide
abil viljendab mingit seost arvude vahel, nimetatakse
valemiks.

Toome moned ndited valemitest.

Kui ristkiiliku alust ja korgust moodame iihe ja sama
pikkusiihikuga ja aluse jaoks saame arvu b ning korguse
jaoks arvu h, siis selle ristkiiliku pindala S, viljendatult
vastavates pindalaiihikutes, on méaratud valemiga S==bh.
Samades tihistes saame kolmnurga pindala jaoks valemi

S = #bh.

Fiiiisikast on teada, et mingi aine erikaalu saamiseks
on vaja antud ainehulga kaal jagada tema ruumalaga.
Tihistades keha kaalu (grammides) tdhega p, tema ruum-
ala (kuupsentimeetrites) tihega v ja erikaalu tahega d,
saame toodud erikaalu miiramise eeskirja lithidalt vél-
jendada valemiga

2. Algebraline avaldis.

Kui moned tihtedega (voi tihtedega ja numbritega) Kir-
jutatud arvud on omavahel iihendatud markidega, mis
niitavad, missuguseid tehteid ja missuguses jarjekorras
nende arvudega tuleb teostada, siis niisugust kirjutust
nimetatakse algebraliseks avaldiseks.
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Siis arutame nii:

1% mingist arvust on L Sellest arvust; jarelikult:

100
1% arvust 520 on %r:S,Q;

3% arvust 520 on :;’-(2)% - 3t B

Kui oleme lahendanud moned sedasama liiki iilesanded,
siis mdrkame, et protsentide leidmiseks mingist arvust on
vaja ainult see arv jagada 100-ga ja tulemus korrutada
protsentide arvuga. Lahendame selle iilesande jdrgneval
tildkujul:

leida p% arvust a.

Ulesande lahendame nii:
a

1% arvust a on 100°

a
p% arvust a on 100 P

Tahistanud: otsitava arvu tdhega x, saame kirjutada
vorduse

L
s L A

millest -otsekohe nahtub, kuidas leida protsente mistahes
antud arvust.

Vétame veel. ithe niite. Murdude korrutamise eeskirja
sonastame aritmeetikas jargmiselt: selleks, et korrutada
murdu murruga, on vaja korrutada eraldi nende lugejad
ja nende nimetajad ning esimene korrutis jagada teisega.
Rakendades tihelist mérkimisviisi, saame selle eeskirja
viljendada viga lithidalt. Téhistanud esimesel murrul
lugeja tdhega a, nimetaja tihega 0, teisel murrul aga vas-
tavalt tihtedega ¢ ja d, saame Kkirjutada:
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Ei ole raske niha, et see kirjutus annab iildise ees-
kirja koikide murdude korrutamiseks, sest tahtede all
saame moelda igasuguseid arve.

Niisamuti saame murru murruga jagamise eeskirja
jaoks kirjutise

LR,
b d be *

Iga vordust voi vorratust, mis tihtede ja tehtemdrkide
abil wviljendab mingit seost arvude vahel, nimetatakse
valemiks.

Toome moned néited valemitest.

Kui ristkiiliku alust ja korgust moodame ihe ja sama
pikkusiihikuga ja aluse jaoks saame arvu b ning korguse
jaoks arvu h, siis selle ristkiiliku pindala S, viljendatult
vastavates pindalaiihikutes, on méiratud valemiga S= bh.
Samades tihistes saame kolmnurga pindala jaoks valemi

S =&bh.

Fiiiisikast on teada, et mingi aine erikaalu saamiseks
on vaja antud ainehulga kaal jagada tema ruumalaga.
Tihistades keha kaalu (grammides) tdhega p, tema ruum-
ala (kuupsentimeetrites) tihega v ja erikaalu tdhega d,
saame toodud erikaalu miidramise eeskirja lithidalt val-
jendada valemiga

d==L.

v

2. Algebraline avaldis.

Kui moned tihtedega (voi tihtedega ja numbritega) kir-
jutatud arvud on omavahel iihendatud markidega, mis
niitavad, missuguseid tehteid ja missuguses jarjekorras
nende arvudega tuleb teostada, siis niisugust kirjutust
nimetatakse algebraliseks avaldiseks.
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Niisugused on niiteks avaldised:
a . . !
106" P> aby 2% 1=

Lithiduse méttes iitleme sageli ,algebralise avaldise”
asemel lihtsalt | avaldis”.

Arvutada mingi avaldise viirtus tihtede antud numbri-
listel vaartustel tihendab asendada temas" tihed nende
numbriliste vaartustega ja teostada koik avaldises niida-
tud tehted; nii saadud arvu nimetatakse algebralise aval-
dise numbriliseks vidrtuseks tihtede antud numbrilistel

vddrtustel. Niiteks avaldise R%-p numbriline viirtus

juhul, kui p=3 ja a=520, on

520
05 0—=052-3=156.

3. Algebras vaadeldavad tehted.

Algebras esinevad jirgmised tehted: liitmine, lahuta-
mine, korrutamine, jagamine, astendamine ja juurimine.
Aritmeetikast on teada, mis on esimesed neli tehet. Viies
tehe — astendamine — tdhendab korrutamise erijuhtu,
kus korrutatakse mitu vordset tegurit. Niisuguste tegurite
korrutist nimetatakse astmeks ja nende tegurite arvu —
astendajaks. Korduvat tegurit nimetatakse astendatavaks
ehk astme aluseks. Kui mingi arv voetakse tegurina kaks
korda, siis korrutist nimetatakse teiseks astmeks: kui mingi
arv voetakse tegurina kolm korda, siis korrutist nime-
tatakse selle arvu kolmandaks astmeks, jne. Nii on arvu
5 teine aste 5-5 ehk 25. Arvu % kolmas aste on korrutis
3-3-% ehk 3. Arvu esimeseks astmeks nimetatakse seda
arvu ennast.

Teist astet nimetatakse ka ruuduks ja kolmandat astet
kuubiks. Niisugused nimetused on antud sellepirast, et
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korrutis @-a viljendab (pindalaiihikutes) ruudu pindala,
kui ruudu kiilg on @ pikkusiihikut, ja korrutis a-a-a val-
jendab (ruumalaiihikutes) kuubi ruumala, kui kuubi serv
on a pikkusiihikut.

Juurimisest me esialgu ei kdnele, sest seda tehet algebra
alguses ei kasutata.

4. Algebras kasutatavad mirgid.

Esimese nelja tehte mirkimiseks kasutatakse algebras
neidsamu mirke, mida aritmeetikaski, ainult et korruta-
mismarki, nagu konelesime, harilikult ei kirjutata, kui
molemad tegurid voi iiks neist on tdheline. Naiteks a-b
(ehk a X b) asemel kirjutatakse lihtsalt ab ja 3-a (ehk
3 X a) asemel 3a. Jagamismirgina kasutatakse kas kak-
sikpunkti ,,:” voi rohtkriipsu; nii tihendavad avaldised

a:b ja Z- iiht ja sama, nimelt arvu a jagamist arvuga b.

Astendamist tavaliselt margitakse lithidalt nonda: Kkir-
jutatakse tegurina voetav arv (astendatav) ja selle peal
paremal pool mirgitakse teine arv (astendaja), mis nai-
tab, mitu korda astendatav peab esinema tegurina. Nii
asendab 3¢ (mida loetakse: kolme neljas aste) taielikku
kirjutust

3:3:73-3.

Kui arvul i ole mingit astendajat, siis voib tema asten-
dajana moelda arvu I; nditeks a tihendab sedasama,
mis a'.

Mingi kahe avaldise vordsust tihistatakse margiga =,
vorratust aga mirgiga >, mille teravik peab suunduma
viiksema arvu poole. Kui on kirjutatud néiteks

54+2=7 542<10, 5+2>6,

siis see tihendab: 54 2 on vordne 7-ga; 542 on vaik-
sem kui 10: 5+ 2 on suurem kui 6.



5. Tehete jirjekord.

Algebralises avaldises naidatud tehete teostamise jarje-
korra suhtes on kokky lepitud teostada esmalt korgemat
jdrku tehted, s. o. astendamine ja juurimine, selle jarel
korrutamine ja jagamine ning 16puks liitmine ja lahuta-
mine.

Niisiis avaldise 3a?b—b;+d numbrilise viirtuse arvu-
tamisel teostatakse esmalt astendamine (arv ¢ astendada
kahega ja arv b kolmega), siis korrutamine ja jagamine
(3 korrutada a2-ga ja saadud tulemus korrutada b-ga; b3
jagada c-ga) ja 16puks liitmine ning lahutamine (arvust
3a?b lahutada Ii: ja tulemusega liita d).

Kui iilesande tingimuste kohaselt tuleb loobuda sellest
tehete jarjekorrast, siis kasutatakse sulgusid. Sulud
naitavad, et tehe arvudega, mis on sulustatud, tuleb teos-
tada enne teisi. Niiteks avaldised

54+7-2ja (547)-2

ei tihenda iiht ja sama. Esimese] juhul tuleb 7 korrutada
2-ga ja tulemus liita 5-ga (saame 19). Teisel juhul tuleb
esmalt liita 5 ja 7 ning tulemus korrutada 2-ga (saame 24).
Niisamuti kirjutus
(a+b)c—d

tdhendab, et esmalt on vaja liita a ja b, saadud arv kor-
rutada arvuga ¢ ja sellest, mis saadakse, lahutada 4.

Kui tuleb sulustada avaldis, milles on juba olemas oma
sulud, siis uutele sulgudele antakse mingi teine kuju. Nii-
teks avaldis

atb — [c+ (d—e)])

tahendab, et arvust ¢ lahutatakse e, saadud vahe liidetakse
arvuga ¢, saadud summa lahutatakse arvust b ja selle
vahega korrutatakse q.
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- Sulgudele antakse harilikult jargmised nimetused: ()
on timmargused sulud, [] on nurgelised sulud, {} on
loogelised sulud.

Kui avaldises esinevad mitmed sulud, siis esmalt teos-
tatakse tehted arvudega, mis on {immargustes sulgudes,
seejarel tehted arvudega nurgelistes sulgudes ja lopuks
tehted arvudega loogelistes sulgudes. Teostades sulgudes
ndidatud tehted, me kaotame ehk, nagu oeldakse, avame
sulud. Niisiis, avaldises

5-{24 —2-[10+2-(6—2) —3-(5—2)]1}
esmalt avame {immargused sulud:
5-{24 —2-[104+2-4 —3-3].
Siis avame nurgelised sulud:
5-{24 —2-9}.
Lopuks avame loogelised sulud:
5 +6==230.

Harjutused.

1. Ruudu kiilg on a m; avaldada ruudu timbermoot ja pindala.

2. Kuidas avalduvad kuubi pindala ja ruumala, kui kuubi serv
on m cm?

3. Ristkiiliku alus on x m ja korgus on d m alusest lithem. Aval-
dada ristkiiliku pindala.

4. Teatav kahekohaline arv sisaldab x kiimmet ja y lihtiihikut.
Mitu lihtithikut on kokku selles arvus?

5. Kolmekohalises arvus on a sada, b kiimmet ja ¢ lihtiihikut.
Millise avaldisega saab esitada selle arvu lihtiihikute koguarvu?

6. On segatud kaht sorti teed: esimesest sordist voeti a kg, tei-
sest b kg. Esimese sordi kilogramm maksab m rbl, teise sordi kilo-
gramm n rbl. Avaldada segu iihe kilogrammi hind.

7. Kirjutada algebraliste markide abil:

1) arvude x ja y ruutude summa; 2) samade arvude summa ruut;
3) nende arvude ruutude korrutis; 4) nende korrutise ruut; 5) arvude
a ja b summa ning vahe korrutis; 6) arvude m ja n summa ning
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vahe jagatis (viimane avaldada kahel viisil, s. t. mirgi ,,:” abil ja
kriipsu abil).

8. Arvutada jirgmiste avaldiste viartused juhul,  kui a= 20,
&—8ja ¢c=3:

1) (a4 b)e; 2) a+ be 3) (a+b)a—b;

4) (a+b)(@—b); 5) (a+b):c: G)Zi’:.

9. Kirjutada avaldis, mis saadakse, kui korrutises 3ab asendada
@ summaga x+y ja b vahega x —y.

Ajaloolisi teatmeid.

»Algebra” on tekkinud sonast »al-dzebr”. Selle sonaga algas
opetlase Al-Khwarizmi (IX s.) poolt kirjutatud iihe matemaatilise
teose pealkiri. Séna ,Al-Khwarizmi” (,,Horesmist”) vihjab sellele,
et opetlane on pirit Horesmist (end. Hiivast), niilids. Usbeki NSV-st.

Al-Khwarizmi teos pealkirjaga , Al-dZzebr wa’l-mukabala” kasitleb
vorrandite lahendamise votteid.

Sona ,,algebra” tahendus selgub parast vérrandeid kisitleva pea-
tiki labivotmist.

Téhed arvude mirkimiseks vottis esimesena tarvitusele prantsuse
matemaatik Viéta a. 1591. Pirast teda kasutas eriti laialt tiht-
avaldisi kuulus prantsuse filosoof ja matemaatik René Des-
cartes (1596—1650).

Ténapdeval algebras kasutatavad margid on tarvitusele vaetud
mitmete matemaatikute poolt erinevatel aegadel. Tehete mirkimiseks
kasutati varem tervet sona voi isegi lauset. Praktiline vajadus voi-
malikult kiireks arvutamiseks viis katsetele lithendada tiksikuid koige
enam kasutatavaid sonu, kuni 16puks need sonad voi nende liihen-
did asendusid erimiarkidega. N#itame koige enam kasutatavate mir-
kide ilmumise aja.

Liitmismargi ,,4+" ja lahutamismargi ,—" vottis tarvitusele saksa
matemaatik Widmann a. 1489. Enne teda esinevad nad siiski juba
suure itaalia kunstniku Leonardo da Vinci kasikirjades.

Vérdsuse mirkimiseks vottis inglise algebraist Recorde tarvi-
tusele (a. 1557) mirgi =", »sest,” nagu ta Kkirjutas, »mingid kaks
asja ei saa olla enam vordsed kui kaks vdrdsete pikkustega paral-
leelset joont”. Teine inglise matemaatik Herriot hakkas kasutama
marke ,>” ja ,<” (a. 1631) ning punkti kui korrutamismirki.
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Kuulsa saksa matemaatiku Leibniz’i poolt on (a. 1694) tarvitu-
sele voetud jagamismirk ,.:”, mille asemel varem esines Kriips.

Sulud (), [] ja {} esinevad esmakordselt flaami matemaatiku
Girardi téodes (a. 1629).

Mitte kdik need mirgid ei tulnud kohe iildisele kasutamisele.
Méned matemaatikud jitkasid osaliselt vanade miérkimisviiside kasu-
tamist. Léplikult kujunenuks vGib algebralist siimboolikat tema téna-
pdevakujul lugeda XVII sajandi 16puks. Vidga suurt moju selles
suhtes avaldasid suure inglise Opetlase Isaac Newton'i
(1642—1727) t66d.

II. Esimese nelja aritmeetilise tehte omadused.

Meenutame aritmeetikast tuntud liitmise, lahutamise,
korrutamise ja jagamise tdhtsamaid omadusi, sest neid
‘omadusi tuleb algebras sageli kasutada. !

6. Liitmine.

a) Summa ei muutu liidetavate jirjekorra muutmisel
(liitmise kommutatiivsus- ehk vahetuvusseadus). Nii

34+8=8+4+3; 54+24+4=2+54+4=4+2+05.

Uldiselt:

a+b=0b+a, a+b+c+...=b+a+c+...=

=cH+a+b+... :

Punktide rida nditab, et liidetavate arv voib olla ka
suurem kui kolm.

b) Mitme liidetava summa ei muutu, kui mdned neist
asendada nende summaga (liitmise assotsiatiivsus- ehk
iihenduvusseadus). Nii

34+54+7=34+(6+7)=3+12=15;
447411 4+64+5=7+ (4+5)+ (1146) =
=749+ 17=33.

Uldiselt:

at+b+c=a+ (b+c)=0b+ (a+c) jms.

11



Seda seadust sonastatakse moni
detavaid voib ithendada iiksk

c) Selle asemel, et min
summat, voib liita eraldi ig

kord ka jirgmiselt: lji-
oik missugusteks rithmadeks.
gi arvuga liita mitme arvu
a liidetava iiksteise jdrel. Nii
5+ (¥ A 3Fe=15 47} +3=12 4+ 3=15,
Uldiselt:

a—}—(!7+C+d—}—...):a+b+c+d—f—...

7. Lahutamine.

a) Selle asemel, et mingist arvust lahutada mitme arvu
summat, vGib lahutada eraldi

iga liidetava iiksteise jarel.
Nii
20— (54 8) = (20—5) —8=15_—-8=—7
Uldiselt:
a—(b+c+a’+...):a—b~c—d—...
b) Selle asemel, et liita kahe arvu vahet,
vihendatava ja siis lahutada lahutatava. Njj
84 (11 —5) =8 + |1 =0 == L1
Uldiselt:

voib liita

a+ (b—c)=a+4b—¢
c) Selle asemel, et lahutada vahet, voib esmalt
lahutatava ja siis lahutada vihendatava. Nii
18— (9—5) =18 4+5_—9— 14.
Uldiselt:

liita

Q== gy Y

8. Korrutamine.

a) Korrutis ei muutu tegurite jirjekorra muutmisel
(kerrutamise vahetuvusseadus). Nii

4 He=5r4- 3:2:5=2:3:5=5-3.9
12



Uldiselt:
albie=bqyrabc t.e=bac .5 .= aba ..

b) Mitme teguri korrutis ei muutu, kui moned neist
tegureist asendada nende korrutisega (korrutamise tihen-
duvusseadus). Nii

1.3 35 =—=iBadi(3 AT i=0b0e P (.05

Uldiselt:

abc = a(bc) = b(ac) jms.

¢) Selle asemel, et mingit arvu korrutada mitme teguri
korrutisega, voib selle arvu korrutada esimese teguriga,
saadud tulemuse korrutada teise teguriga jne. Nii

3:(5-4)=(3-5)-4=15-4=60.

Uldiselt:

albcd s ==l (abyeldy > :!

d) Selle asemel, et mitme teguri korrutist korrutada
mingi arvuga, voib korrutada selle arvuga iihe teguritest,
jittes teised muutmata. Nii

(3:2-5)-3=(3:3)-2:5=3:(2:3):5=3-2-(5-3).

Uldiselt: :

(abc ...) m= (am) bc...=a(bm)c... jms.

¢) Selle asemel, et summat korrutada mingi arvuga, voib
iga liidetava korrutada selle arvuga ja saadud tulemused
liita. Nii
(643):7=5:7-+3-7.
Uldiselt:
(a+b4c+..)m=am+bm+cm+...

Korrutamise vahetuvusseaduse tottu voib seda omadust
sonastada ka nii: selle asemel, et mingit arvu korrutada
mitme arvu summaga, voib selle arvu korrutada iga liide-
tavaga eraldi ja saadud tulemused liita. Nii

5-(4+6)=>5-4+5-6.
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Uldiselt:

m(a+b+c+...)=ma+mb+mc+...

Seda omadust nimetatakse korrutamise distributiivsus-
ehk jaotuvusseaduseks, sest summa Kkorrutamine jaotub
iga liidetava iiksikult korrutamiseks.

f) Jaotuvusseadust saab rakendada ka vahe puhul. Nii

(B-—5) 4B -4 5.4 7(9—6)=7-9_7-6.

Uldiselt:

(@ = b)e=aci-bg; a(b—c)=ab— ac,

s. t. selle asemel, et vahet korrutada mingi arvuga, voib
selle arvuga korrutada eraldi vihendatava ja lahutatava
ning esimesest tulemusest lahutada teise; selle asemel, et
mingit arvu korrutada vahega, voib selle arvu korrutada
eraldi vihendatavaga ja lahutatavaga ning esimesest tule-
musest Jahutada teise.

9. Jagamine.

a) Selle asemel, et summat jagada mingi arvuga, voib
iga liidetava eraldi jagada selle arvuga ja saadud tulemu-
sed liita:

30+124-5 30 12 5 2
T ey el Ol 4
Uldiselt:
a+b+c+... a b Qo
AR AT it (5 o 4 g R

m
b) Selle asemel, et vahet jagada mingi arvuga, voib
vdhendatava ja lahutatava eraldi jagada selle arvuga ja
esimesest tulemusest lahutada teise:

20—8 20 8 3
PR 50 o Ry
Uldiselt:
a—b_i_i
WS m’
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c) Selle asemel, et mitme tegun korrutist jagada mingi
arvuga, voib iihe teguri jagada selle arvuga, jattes teised
muutmata:

(40-12-8):4=10-12-8 —40-3:-8=40-12-2.
Uldiselt:

(abc...)) :m=(a:m)bc...=a(b:m)c... jne.
d) Selle asemel, et mingit arvu jagada mitme teguri

korrutisega, voib selle arvu jagada esimese teguriga, saa-
dud tulemuse jagada teise teguriga jne.:

120: (2-5-3)=1[(120:2) : 5] :3=(60:5) : 3=
= kg
Uldiselt:
(bed 5 Y2 Ftab) . c1:d.
¢) Esitame veel jagamise jargmise omaduse:
Kui jagatav ja jagaja korrutada (voi jagada) iihe ja
sama arvuga, siis jagatis ei muutu.
Selgitame seda omadust jargmise kahe ndite abil:

8

Korrutame jagatava ja jagaja nditeks 5-ga; siis uue
jagatisena saame
8.5
(8:5):(3+5) =57
mis parast murru taandamist 5-ga annab endise jagatise —:

3 5 3-6

2) i TR Al T

Korrutame jagatava ja jagaja niiteks —’-ga siis uue

8 2\.(5:2
TR § )

jagatisena saame

15



mis murdude korrutamise ja jagamise eeskirjade kohaselt
on

83.2,5.2_3-2.(6.7)_ 3.2.6.7
TR Al B BT Y e ey

mis pérast taandamist 2-ga ja 7-ga annab endise jagatise
3.6
4.5°
- Uldiselt: olgu a, b ja m mistahes arvud, ikka
(am):(bm)=a: b,
mida voib kirjutada ka kujul

am a

G Rah
Et jagatis ei muuty jagatava ja jagaja korrutamisel tihe
ja sama arvuga, siis ta ei muutu ka jagatava ja jagaja
jagamisel iihe ja sama arvuga, sest jagamine mingi
arvuga on samaviirne poordarvuga korrutamisega.

10. Tehete omaduste rakendamine.
Késiteldud tehete omadusi saab sageli kasutada algebra-
liste avaldiste teisendamisel; niiteks:
a) a+b+a+2+b + a+ 8. Kasutades liitmise iihen-
duvusseadust, rithmitame liidetavad jirgmiselt:
(@+ata)+(b+b)+(2+8).,
Selle summa saab lithemalt kirjutada jérgmiselt:
(@-3)+(b-2)+ 10,
mida v6ib korrutamise vahetuvusseaduse alusel kirjutada
ka nii:
3a+ 2b + 10.
b) a+ (b + a). Selle asemel, et arvuga a liita summat

(b + a), voime a-ga liita b ja siis veel a; saame a+ b + a.
Rithmitame liidetavad jargmiselt:

(a+ a)+ b.
1‘6.



Selle summa saab lithemalt kirjutada nii:

a-2+4 b ehk 2a + b.

¢) a-(3x%a). Selle asemel, et arvu a korrutada korruti-
sega 3x%a, voib a korrutada 3-ga, saadud tulemuse korru-
tada x*-ga jne. Saame a3x2%a. Selle korrutise voime Kirju-
tada kujul 3ax?, asetades tdhed tdhestikulisse jirjekorda
ja numbrilise teguri esikohale. i

d) (%ax) - 10. Korrutise korrutamiseks 10-ga voib mingi
iihe teguri korrutada 10-ga. Korrutame & arvuga 10; siis
saame 2ax.

e) (a+ x+ 1) -3. Korrutamise jaotuvusseadusé kohaseit
saame

(@-3)+(x-3)+(1-3),
mida voib kirjutada kujul

3a + 3x + 3.

f) g%b. Korrutise 9ab jagamiseks 3-ga voib 3-ga jagada

teguri 9; pérast jagamist saame 3ab.

Harjutused.

Lihtsustada jargmised avaldised, selgitades iga niite puhul, mis-
suguseid tehete omadusi tuleb selleks kasutada.

10. a+b+a+b+a; x4+ 104 (12— x)+ 3.
1. 5+ a(b—5)+a; x4 (a+ x).
12. m+(n—m); Saabxabxx.
13. (3xy)-(22); (3ax)-3.
14. (x + 3)-5; T(x+y+2).
15. (2a 4 8b —4c): 4; (10a2b): 2.
16. (72x — 18y): 9; (20a%x3): (5ax?).
(50 Lodx 0,
4 ; SR |
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dPelne jia.ou.
RELATIIVSED ARVUD JA TEHTED NENDEGA.

I. Vastandsuunaliste suuru;te moiste.
11. Ulesanded.

Ulesanne 1. Kraadiklaas nditas keskdol 2° ja keskpie-
val 5° Mitme kraadi vorra ja kuidas muutus temperatuur
keskoost keskpdevani?

Selles iilesandes ei ole tingimused viljendatud kiillalt
taielikult: on vaja Gelda veel, kas kraadiklaas niitas kesk-
001 2° sooja voi 2° kiilma; samasugused tiiendused tuleb
teha temperatuuri kohta ka keskpdeval. Kui niiteks kesk-
00l ja keskpideval kraadiklaas nditas sooja, siis selles aja-
vahemikus temperatuur tousis 2°-st kuni 5°ni, tidhendab,
tousis 3% kui aga keskool kraadiklaas niitas 2° kiilma
(alla 0°) ja keskpdeval 5° sooja (iile 0°), siis temperatuur
tousis 2 -5, s. 0. 7° vorra, jms.

Selles iilesandes koneldakse suurusest, mida saab
lugeda kahes vastandsuunas: temperatuuri kraadide arva
saab lugeda nullkriipsust iilespoole ja allapoole. Tavaliselt
loetakse temperatuuri iile 0° (soe) positiivseks ja tihista-
takse mirgiga -+ kraadide arvu ees, temperatuuri alla 0°
(kiilm) aga negatiivseks ja tdhistatakse mairgiga — kraa-
dide arvu ees (arusaamatust ei tekita ka, kui esimene arv
anda ilma margita).

Sonastame oma iilesande niiiid nditeks nii: ,,Kraadi-
klaas nditas keskool —2° ja keskpdeval +-5°. Mitme kraadi
vorra ja kuidas muutus temperatuur keskoost keskpdevani?”
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Ulesanne sel kujul omab tdiesti méiratud vastust: tempe-
ratuur tousis 2 + 5, s. o. 7° vorra.

Ulesanne 2. Kui (Moskvat Leningradiga iihendava)
Oktoobriraudtee kiirrong oli 100 km kaugusel Bologoje
jaamast (mis asetseb ligikaudu Moskva ja Leningradi vahe
maa keskkohal), siis sama raudtee postirong oli 50 km
kaugusel Bologojest. Kui kaugel teineteisest olid need
kaks rongi?

Niisugusel kujul ei ole see iilesanne tiiesti mairatud:
selles ei ole Geldud, kas rongid asetsesid Bologojest iihel
pool, nditeks Leningradi pool, véi olid nad Bologojest iiks
iihel, teine teisel pool. Esimesel juhul rongide-vaheline
kaugus ilmselt oli 100 — 50, s. 0. 50 km, teisel juhul aga
100 4- 50, s. o. 150 km. Tihendab, selleks et see iilesanne
oleks méiratud, ei ole kiillalt, kui anda rongide kaugused
Bologoje jaamast, vaid on veel vaja niidata, missuguses
suunas tuleb lugeda neid kaugusi Bologojest.

Meil on siin jélle niide suurusest, millel peale ulatuse
saab vaadelda veel suunda. Uht ja sama kaugust (néi
teks 100 km) rongist Bologojeni saab vaadelda iihes suu-
nas (nditeks Moskva poole), aga ka teises, eclmise vas-
tandsuunas (Leningradi poole). Harilikud aritmeetilised
arvud nditavad ainult kauguse ulatust, ei iitle aga midagi
suunast, milles see kaugus on voetud.

Antud juhul tuleks kaugust niitavale arvule lisada
marge suuna kohta, niiteks 100 km Moskva poole, 50 km
Leningradi poole jms. Ainult siis muutub {ilesanne tiiesti
madratuks. /

Suuna miérkimist saab teostada jiargmiselt.

Nimetame Oktoobriraudtee kahest suunast mingi iihe
(nditeks suuna Leningradi poolt Moskva poole) posi-
tiivseks ja vastandsuuna (Moskva poolt Leningradi
poole) negatiivseks; kooskdlas sellega nimetame
kaugusi positiivses suunas positiivseteks kau-
gusteks ja kaugusi negatiivses suunas negatiiv-
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seteks kaugusteks. Esimesi neist viljendame --
(pluss-) mairgiga arvudega vGi mirgita arvudega, teisi
aga —- (miinus-) margiga arvudega.

Kui naiteks rongi asukoht on 100 km Bologojest Moskva
pool, siis iitleme, et tema kaugus Bologojest on -+ 100 km
(ehk lihtsalt 100 km); kui aga rong asetseb, iitleme,
50 km Bologojest Leningradi pool, siis iitleme, et tema kau-
gus Bologojest on — 50 km. Mirgid + ja — ei tihenda
siin muidugi liitmist ja lahutamist, vaid kokkuleppe koha-
selt mérgivad ainult suunda.

Sonastame oma iilesande niiiid nonda: Kui Oktoobri-
raudtee kiirrong oli Bologojest 4 100 km (ehk lihtsalt
100 km) kaugusel, siis sama raudtee postirong oli Bologo-
jest —50 km kaugusel. Kui suur oli kaugus nende ron-
gide vahel? Niiiid on iilesanne sonastatud péris tépselt ja

—’
50 +100
Leningrad v"“w"’—-“\‘\. Moskva
e } 9 - o
Postirong Bologoje Kiirrong
Joon. 1.

vastus temale kujuneb iiheseks (vt. joon. 1, millel nool
nditab tee positiivset suunda): rongid olid teineteisest
100 + 50, s. 0. 150 km kaugusel.

12. Muid vastandsuunalisi suurusi.

Peale eelmistes lilesannetes ndidatud suuruste saab veel
mitmeid muid suurusi vaadelda kahes vastandlikus tihen-
duses. Niisugused on niiteks:

sissetulek ja selle vastandmaiste viljaminek

voit B gl ¥ kaotus
kasu of Thoa % kahju
vara ey 5 volg

jms.
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Kui lepime kokku pidada sissetulekut, voitu, kasu, vara
jms. positiivseteks suurusteks ja viljendame neid --mér-
giga (voi ilma mirgita) arvudega, siis véljaminek, kao-
tus, kahju, volg jms. loetakse tavaliselt sama liiki nega-
tiivseteks suurusteks ja véljendatakse — -mairgiga arvu-
dega; siis saab Gelda, et viljaminek on negatiivne sisse-
tulek, kaotus on negatiivne voit jne. Niisuguse kokkuleppe
korral on arusaadavad nditeks jargmised viljendid: ela-
muiithingul oli sissetulekuid korteritest: jaanuaris 4 200 rbl.,
veebruaris -+ 150 rbl., méirtsis — 50 rbl. (tdhendab, maért-
sis tekkis kahju 50 rbl.); voi niisugused: vanemal vennal
oli vara 500 rbl. vdirtuses, keskmisel vennal 300 rbl. véar-
tuses ja nooremal — 500 rbl. vddrtuses (tdhendab, noore-
mal vennal oli 500 rbl. volgu).

Tuleb mirkida, et kirjeldatud suuruste korval leidub
palju niisuguseid suurusi, millel ei saa ndidata ,suunda”;
nii niiteks ei saa moista kahes vastandtihenduses suu-
rusi, nagu ruumala, pindala ja mitmed teised.

13. Relatiivsed arvud.

Aritmeetikas tundmaopitavad arvud leiavad kasutamist
niisuguste suuruste viljendamisel, millede suunda ei vaa-
delda (kui niiteks soovitakse teada mingi kauguse ula-
tust, mitte aga suunda, milles seda loetakse). Algebras
vaadeldavad arvud aga leiavad kasutamist suuruste ula-
tuse ja suuna viljendamisel. Selleks avaldatakse suurus,
mida moistetakse mingis iihes tdhenduses, arvuga, mille
ees seisab mirk 4, sama suurus aga, moistetud vastand-
tihenduses, avaldatakse arvuga, mille ees seisab mérk —.

Arvu miérgiga + (mida tavaliselt ei kirjutata) nimeta-
takse positiivseks; arvu mirgiga — nimetatakse negatiiv-
seks. Nii on +10, +3, 4+ 03 positiivsed arvud,. —38,
— 3, — 3,25 aga negatiivsed arvud. Arvude hulka kuulub
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veel 0 (null), mida ei loeta ej positiivseks ega negatiiv-
seks. Avaldisi + 0, — 0 ja lihtsalt 0 peetakse iiheviirseks.

Positiivseid arve, negatiivseid arve ja nulli nimetatakse
tihiselt relatiivseteks arvudeks, - eristades neid harilikest
(ehk aritmeetilistest) arvudest, millede ees ei ole mingit
marki.

Relatiivse arvy absoluutviirtuseks nimetatakse seda
arvu voetuna ilma margita; nii on arvu — 10 absoluut-
vadrtus 10 ja arvu -5 absoluutviirtus 5.

Kaks relatiivset arvu loetakse vordseks, kui neil on {ihe-
sugused absoluutviirtused ja iihesugused mirgid.

14. Arvu kujutamine arvteljel.

Sirgjoone 16iguks (joon. 2) nimetatakse mingi sirg-
joone osa, mis on mélemalt poolt piiratud, néiteks iihelt
poolt punktiga A ja teiselt poolt punktiga B. Iga 16igu

——] - -

Joon. 2.

juures saab eristada esiteks tema pikkust ja teiseks
suunda, mis igal antud 16igul voib olla kahesugune. Naii-
teks Voetud 15igul voib eristada suunda kas punkti A
poolt punkti B poole v5i vastupidiselt — punkti B poolt
punkti A poole. Kui voetud 16iku vaatleme suunaga A
poolt B poole, siis nimetame punkti A 16igu alguseks ja
punkti B tema 16puks.

Niisuguste 16:kude abil saame relatiivseid arve jargne-
val viisil néitlikult kujutada. Vatame mingi sirge (niiteks
rohtsirge) ja lepime kokku, missugune selle sirge kahest
suunast tuleb lugeda positiivseks (joon. 3). Vatame posi-
tiivseks nditeks suuna vasakult paremale (mis on niida-
tud noolega); siis vastandsuuna — paremalt vasakule —
loeme negatiivseks. Edasi votame pikkusiihikuks mingi
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lgigu a (mis on joonisel niidatud). Olgu_ niiiid antud
mingi positiivne arv, niiteks -+ 5,4. Votame oma sirgel
mingi meelevaldse punkti A ja loeme selle Ioikude algu-
seks: sellest punktist moodame siis paremale 5,4 pikkus-
{ihikut, mis on vordsed a-ga. Nii saame loigu AB, mille
pikkus on 5,4 iihikut ja mille suund on positiivne. Selle
16:gu 1opp B kujutab meile niitlikult arvu + 5,4. Votame
niiid negatiivse arvu, niiteks —4. Selleks, et teda
niitlikult kujutada, moodame samast punktist A vasa-
kule 4 pikkusiihikut. Siis saame 16igu AC, mille pikkus on
4 iihikut ja mille suund on negatiivne; selle 16igu 1opp C
kujutab arvu — 4.

—t —_—

C A B

& L iy 3 { AT
.

T3 -3 2 1 0 H +2 +3 +4 +5+54

Joon. 3.

Kujutleme, et kdik relatiivsed arvud on niiviisi kujutatud
suunaga loikude 1oppudena, mis on moodetud iihe ja sama
sirge iihest ja samast, I6ikude alguseks voetud punktist A.
Siis positiivsed arvud on kujutatud punktidena sirge sellel
osal, mis on punktist A paremal, ja negatiivsed arvud
sirge sellel osal, mis on punktist A vasakul. Arvu null
kujutab sellel sirgel punkt A. Niisugust sirget nimetatakse
sageli arvsirgeks ehk arvteljeks.

Et nende loikude suund, millede 1opud kujutavad arve
méargiga +, on vastupidine nende 16ikude suunale, mis
kujutavad arve mérgiga —, siis ka neid mirke endid tava-
liselt nimetatakse vastandmdrkideks. 1ga kaht arvu, nagu
+3ja—3,+3%ja—3 jms, millede mirgid on vastand-
likud, absoluutviirtused aga vordsed, nimetatakse vas-
tandarvudeks.

Vaatleme niiiid, kuidas toimuvad tehted relatiivsete
arvudega.
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U. Relatiivsete arvude liitmine.

15. Ulesanne.

Kooperatiiviihistu saj jaanuaris kasu a rbl. ja veebru-
aris b rbl. Kui palju kasu sai iihistu kahes kuus kokku?
Kirjutame valemi selle iilesande lahendamiseks. On
ilmne, et kahes kuus kokku saadud kasu vordub iiksikutes
kuudes saadud kasude summaga. Tahistades otsitava
summa tidhega x, saame valemi:
X=a -+ b.

Kuid kooperatiiv vaib saada lihes voi koguni mélemas
neist kuudest mitte kasu, vaid kahju. Et meie valemit
oleks voimalik kasutada ka neil juhtudel peame tihtede
a ja b all moistma relatiivseid arve, s. t. positiivseid vai
negatiivseid arve vastavalt sellele, kas antud kuus saadi
kasu voi kahju. Niisiis peame oskama liita relatijvseid
arve,

16. Kahe arvu liitmine.

Vaatleme esmalt relatiivsete arvude liitmise kaht eri-
juhtu.
a) Kahe vastandarvu summa on null. Nii

(+5) 4+ (—5) =0; (—3) =+ (4 3) =0;
; (+47) + (—4,7) =0.
Uldiselt:
(+a) + (—a) =0.

Toepoolest, kui kooperatiiv niiteks sai tihes kuus kasu,
kuid teises kuus niisama palju kahju, siis kogusummas ei
ole tal kasu ega kahju.

Niisamuti rong, mis saitis jaamast mingis suunas 5 km
ja siis vastandsuunas samuti 5 km, joudis seega samasse
jaama, tihendab, ei olnud I6puks sellest eemaldunud.
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b) Liita mingi arvuga null voi liita nulliga mingi arv
tihendab jitta see arv muutmata. Nii
(+75) +0=+75 (—75) +0=—75

Uldiselt:
(+a)+0=+ga; (—a) +0=—a.

Toepoolest, kui nditeks kooperatiiv sai esimeses kuus
75 rbl. kasu voi kahju, kuid teises kuus ta ei saanud ei
kasu ega kahju, siis tulemusena jéi tal see kasu voi kahju,
mis ta oli saanud esimeses kuus. ‘ :

Liheme niiiid tagasi eelmise paragrahvi iilesande juurde.
Selle lahendamiseks me kirjutasime iildise valemi, nimelt:
x=a-+b.

Vaatleme koiki erijuhtusid, mis saavad esineda tdhtede
a ja b asendamisel antud arvudega.

I. juhtum. Méolemas kuus on saadud kasu.
Olgu niiteks esimeses kuus saadud 200 rbl. ja teises kuus
150 rbl. kasu.

Sel juhul a=+ 200; b=+ 150. On ilmne, et
x= (4 200) + (+ 150) = + 350,
s. t. kooperatiiv sai kahes kuus kokku 350 rbl. kasu.

2. juhtum. Molemas kuus on saadud kahju.
Olgu niiteks esimeses kuus saadud 200 rbl. ja teises kuus
150 rbl. kahju.

Sel juhul a=— 200; b=— 150. On ilmne, et

x= (— 200) 4 (— 150) = — 350,
s. t. kooperatiiv sai kahes kuus kokku 350 rbl. kahju.

Neist ndidetest saab teha jargmise jarelduse:

Selleks, et liita kaks iihesuguste mirkidega arvu, on
vaja liita nende absoluutviirtused ja votta see sama
mirgiga.
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3. juhtum. Uhes kuus saadi kasu, aga teises kuus
kahju, kusjuures kasu saadi enam hui kahju. Olgu niiteks
esimeses kuus saadud 200 rbl. kasu, kuid teises kuus
150 rbl. kahju.

Sel juhul a=+4 200; b —— 150. On ilmne, et koopera-

tiiv sai kokku kdigest 50 rbl. kasu, s. t.
X = (4 200) + (— 150) = -+ 50.

4. juhtum. Uhes kuus saadi kasu, aga teises kuus
kahju, kusjuures kasu saadi vihem kui kahju. Olgu niiteks
esimeses kuus saadud 200 rbl. kahju, aga teises kuus
150 rbl. kasu.

Sel juhul a=—200; b=+ 150. On ilmne, et kahe kuu
kohta kokku sai kooperatiiv 50 rbl. kahju, s. t.

Viimasest kahest niitest saab teha jargmise jarelduse:

Selleks, et liita kaks erinevate mdrkidega arvu, on vaja
leida nende absoluutviirtuste vahe ja selle ette panna
selle arvu mirk, kummal on suurem absoluutviirtus.

Jittes dra positiivse arvu eest méirgi 4, saame iilal-
antud vordused kirjutada lithemalt:

200 + (— 150) =50; — 200 -+ 150 = — 50.

17. Liitmise eeskirjade teine sonastus.

Meie poolt niidatud liitmise kaks eeskirja saab asen-
dada kahe teise eeskirjaga, mis rakendamiseks on eriti
monusad.

a) Liita positiivne arv tihendab liita tema absoluut-
vddrtus. Nii

D +(+3) =410 ja (+7) +3=7+3=10;
T+ () =—4ja (—7)+3=—718.2ig
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b) Liita negatiivne arv tihendab lahutada tema abso-
luutvddrtus. Nii
(+7) 4+ (—10)=—3 ja (+7) —10=7—10=—3;
(—=7) 4+ (—10)=—17 ja (—7) —10=—7—10=
_ — 17.

Neid kaht eeskirja saab liihidalt avaldada jérgmiste
kahekordsete midrkide valemitena:

+(+a)=+a +(—a)=—a.

18. Kolme ja enama arvu liitmine.

Esmalt leitakse esimese kahe liidetava summa, sellega
liidetakse kolmas liidetav jne. Olgu niiteks vaja leida
summa

(+8) + (—5) + (—4) + (+3),
mida saab lithemalt kirjutada nii: :
8o (= B) 3k (- 4) 3.
Liitmist teostame niisuguses jirjekorras:
8+ (—5)=3 3+ (—4)=—1 (—1) +3=2

Sellest jdrjekorrast muide ei tarvitse kinni pidada, sest
(nagu peatselt ndeme, § 25) liidetavaid voib {imber ase-
tada ja ithendada mistahes rithmadesse.

Harjutused.
18, (+7)+ (+3); (=7 + (—3); (+1,)+(+zi)

0. (<)) +(-2) 10+ 2 10+ 2.
20. (—5) + (+5); (—5)+ (+2); 4+ (=3).

91, (—4) +3; 84 (—10); (—8) + 10.

2. (+8)+ (—5) + (—3) + (+2).

2. (—7) + (=3 + (=D + (+ 1),
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I. Relatiivsete arvude lahutamine.

19. Ulesanne.

Vabriku kasu kahe kuu — jaanuari ja veebruari kohta
oli a rubla. Kui suur oli kasu ainult veebruaris, kui on
teada, et jaanuaris vabrik andis b rbl. kasu.

Kasu kahe kuu kohta on iiksikutes kuudes saadud kasude
summa, kusjuures kasu mdnikord avaldub positiivse
arvuna, monikord negatiivse arvuna (kahju).

Seetottu otsitav kasu veebruari kohta peab olema nii-
sugune positiivne véi negatiivne arv, mis relatiivsete
arvude liitmise eeskirjade jargi liidetuna jaanuari kasuga
annab summas kahe kuu kohta saadud kasu. Niisiis meie
ilesandes on antud summa a ja iiks liidetav b ning nou-
takse teise liidetava leidmist.

Tehet, mille abil kahe liidetava summa ja idhe liidetava
jargi leitakse teine liidetav, nimetatakse lahutamiseks, sol-
tumatult sellest, kas antud arvud on aritmeetilised vdi
relatiivsed; seejuures antud summat nimetatakse vdihen-
datavaks, antud liidetavat - lahutatavaks ja otsitavat
arvu .— vaheks. Sellest jireldub, et lahutamist saame alati
kontrollida liitmise abil: leidnud otsitava vahe, liidame ta
lahuta’tavaga; kui summaks saame vahendatava, siis lahu-
tamine on Gieti teostatud.

20. Vahe kui iihe liidetava leidmine.

Téhistades meie iilesandes otsitava vahe tihega x, saame
kirjutada
x=a—b.

Leiame vahe ¢ — b suuruse jargmistel erijuhtudel.
a) Olgu a= 4+ 1000; b = 4 400. See tihendab, et jaa-
nuaris andis vabrik 400 rbl. kasy ja kahe kuu kohta
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kokku saadi 1000 rbl. kasu; on ilmne, et veebruar andis
samuti kasu, nimelt 600 rbl. Tahendab,
x= (+ 1000) — (4 400) = +- 600
ehk, lihtsamalt,
x = 1000 — 400 = 600.

Tulemust kontrollime liitmise abil:

(4 600) + (+ 400) = + 1000.

b) Olgu a=-+ 1000 ja b=+ 1000. See tdhendab, et
jaanuaris andis vabrik 1000 rbl. kasu ja kahe kuu kasu
kujunes niisama suureks. On ilmne, et veebruaris ei and-
nud vabrik ei kasu ega kahju. Tdhendab,

x= (4 1000) — (+ 1000) =0.
Tulemust kontrollime liitmisega:
(4 1000) + 0 ==+ 1000.
Lahutamine on oieti teostatud. Niisamuti arutades leiame,
et
(— 1000) — (— 1000) = 0.

¢) a=+ 1000; b =+ 1200. See tdhendab, et jaanuaris
andis vabrik 1200 rbl. kasu, kuid kahe kuu kasu oli koi-
gest 1000 rbl. On ilmne, et osa jaanuarikuu kasust, nimelt
200 rbl., liks veebruarikuu kahju katteks. Siit

x = (+ 1000) — (+ 1200) = — 200
ehk, lihtsamalt,
x = 1000 — 1200 = — 200.

Tulemust kontrollime liitmisega:

(— 200) + (+ 1200) = + 1000.

d) a=+ 1000; b=—200. See tihendab, et jaanuaris
andis vabrik 200 rbl. kahju, kuid kahe kuu kohta kokku
oli kasu 1000 rbl. On ilmne, et selle kasu andis veebruar,
mis peale selle kattis veel jaanuarikuu kahju 200 rbl., s. t.
veebruar pidi andma kasu ildse 1200 rbl. Siit

x= (4 1000) — (— 200) =+ 1200 ehk
x = 1000 — (— 200) == 1200.
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Tulemust kontrollime liitmisega:
(+ 1200) + (— 200) = 4+ 1000.

e) a=—100; b=+ 800. See tdhendab, et jaanuar
andis 800 rbl. kasu, kuna kahe kuu kohta kokku saadi
100 rbl. kahju. On ilmne, et veebruar t5i kahju, mis hévi-
tas kogu jaanuarikuu kasu 800 rbl. ja jattis peale selle
veel 100 rbl. kahju, s. t. kogu veebruarikuu kahju oli
900 rbl. Siit 7

¥=(— 100) — (+ 800) = — 900 ehk
X =— 100 — 800 = — 900.

Tulemust kontrollime liitmisega:

(—900) + (4 800) = — 100.

f) a=— 100; b=—150, s. t. jaanuar andis 150 rbl.
kahju, kuid kahe kuu kohta tekkis kahju ainult 100 rbl.

Tahendab, osa jaanuarikuu kahjust, nimelt 50 rbl., kaeti
veebruarikuu niisama suure kasuga. Siit

¥ = (—100) — (— 150) = + 50.
Tulemust kontrollime liitmisega:
50 + (— 150) = — 100.

21. Lahutamise eeskiri.

Vaadeldes eelmises paragrahvis toodud nditeid, vaib
tihele panna, et igal kisiteldud juhul me oleksime voinud
antud arvu lahutamise asendada tema vastandarvu liitmi-
sega.

Toepoolest, votame niiteks juhu a):

(4 1000) — (+ 400) = -+ 600,

Arvu + 400 lahutamise asemel liidame tema vastand-
arvu: i
(+ 1000) 4 (— 400) = - 600.

Nagu nideme, saame sama tulemuse.
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Votame juhu d):
(+ 1000) — (— 200) =+ 1200.
Lahutamise asendame vastandarvu liitmisega:

(+ 1000) + (4 200) = - 1200.

Tulemus on sama.
Votame 16puks juhu e):

(— 100) — (+ 800) = — 900.
Ja tdpselt niisamuti

(— 100) + (— 800) ==— 900.

Sedasama saab ndidata ka koikidel iilejadnud juhtudel.
Niisiis igal juhul véib antud arvu lahutamise asendada
lahutatava vastandarvu ja vihendatava liitmisega. Teiste
sonadega: lahutamise voib asendada liitmisega, mille teos-
tamist me juba oskame. Siit jareldub eeskiri:

Selieks, et lahutada mingit arvu, tuleb vidhendatavaga
liita lahutatava vastandarv.

22. Kahekordsete mirkide valemid.

Niisiis vastavalt antud eeskirjale voib arvu -+ a lahuta-
mise asendada vastandarvu — a liitmisega ja arvu —a
lahutamise vastandarvu + a liitmisega; seda asjaolu saab
viljendada niisuguste kahekordsete miérkide
valemitega:

—(+a)=—a; — (—a)=+a

23. Algebraline summa ja vahe.

Relatiivsed arvud vdimaldavad iga vahet esitada sum-
mana ja, iimberpdordult, iga summat esitada vahena. Nai-
teks vahet 7 — 3 saab kirjutada nii: (47) + (— 3) ehk
lihtsamalt 7 4 (—3); summat 4 -+ 2 saab kujutada nii:
(+4) — (—2) ehk lihtsamalt 4 — (—2).
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Selle eeskujul saab summana esitada iga avaldist, mis
sisaldab rea iiksteisele jdrgnevaid liitmisi ja lahutamisi.
Naiteks

20—8+3—7=20+4 (—5) +3+ (—7).

Seetottu algebras on voimalik relatiivsete arvude liit-
mise ja lahutamise koik juhud iihendada iiheks tehteks,
mida nimetatakse algebraliseks liitmiseks.

Summat, mille liidetavaiks voivad olla positiivsed arvud,
negatiivsed arvud voi null, nimetatakse tavaliselt algebra-
liseks summaks, eristades teda aritmeetilisest summast,
milles koik liidetavad on harilikud (aritmeetilised) arvud.
Niisamuti nimetatakse vahet algebraliseks, kui selles vihen-
datav ja lahutatav on relatiivsed arvud.

24. Relatiivsete arvude suuruse vordlemine.

Kui iitleme, et 10 on suurem kui 7, siis see tihendab,
et vahe 10 —7 on positiivne arv, kuna vahe 7 — 10 on
negatiivne. Lepime kokku kasutada seda maistet suure-
mast ja viiksemast arvust ka relatiivsete arvude puhul ja
litleme, et relatiivne arv @ on suurem teisest relatiivsest
arvust b juhul, kui vahe @ — b on positiivne, ja @ on viik-
sem kui b juhul, kui vahe @ — b on negatiivne. Selle kokku-
leppe korral peame tunnistama, et:

1. Iga positiivne arv on suurem kui null ja suurem kui
iga negatiivne arv; niiteks 8 > ja 8 > — 10, sest mole-
mad vahed 8 —0 ja 8 — (— 10) on positiivsed arvud.

2. Iga negatiivne arv on viiksem kui null ja viiksem
kui iga positiivne arv; niiteks — 5 < () ja.—6:< +2, sest
vahed —5—0 ja —5 — (+2) on negatiivsed arvud.

3. Kahest negatiivsest arvust on see suurem, mille
absoluutviirtus on vdiksem; nii — 5> — 12, sest vahe
—5— (—12) on positiivne arv + 7.
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Selge kujutluse saamiseks relatiivsete arvude vordlevast
suurusest on sobiv kasutada nende nditlikku kujutamist
arvteljel. Valides meelevaldse pikkusithiku a (joon. 4)
kujutleme, et (lopmatul) sirgel alates alguseks ‘voetud
'mingist punktist A on paremale moodetud 16igud, mis
kujutavad positiivseid arve, ja samast punktist vasakule
on moodetud 16igud, mis kujutavad negatiivseid arve. Lii-
kudes siis mooda seda sirget vasakult paremale (nagu
nditab joonisel nool), me liheme viiksemate arvude juu-
rest jdrjest suuremate juurde; liikudes aga vastupidises
suunas, s. o. paremalt vasakule, ldheme suuremate arvude
juurest jarjest viiksemate juurde. Teiste sonadega, mis-
tahes kahest arvust on see suurem, mis arvteljel asetseb

-+

-
=

Joon. 4.

paremal. Selle telje abil on kerge kontrollida eespool
sonastatud kolme viite kehtivust relatiivsete arvude vord-
leva suuruse kohta.

Miarkus. Kui soovitakse ndidata, et arv a on posi-
tiivne, siis kirjutatakse a > 0; kui aga tuleb ndidata, et a
on negatiivne arv, siis kirjutatakse a < 0.

Harjutused.

24, Kaup osteti a rbl. eest ja miiiidi & rbl. eest. Kui palju saadi
kasu? Arvutada see kasu, kui a =40 ja b =35. Mida tdhendab siin
negatiivne vastus?

25. Kellegi igakuune sissetulek on m rbl. ja viljaminek n rbl.
Kui palju tal igas kuus jdrele jaab? Leida vastus, kui m =120 ja
n = 130. Mida tdhendab negatiivne vastus?
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Jirgmistes ndidetes teostada ndidatud tehted:

26 A2 L PO BBy B b il i D)

27. g~ (—b); (+m) — (—n); (20) — (= 3n).

28. 10+ (4 2) — (—4)— (+2) 4 (—2).

29. Arvutada summa a+b+c+d, kui a=2, b=—3, c=—14,
d==—1.

30. Arvutada vahe m —n, kui m=—10 ja n=— 15.

31. Esitada avaldis 10 —2-—3 4 7 relatiivsete arvude summana.
32. Esitada summa 10 4 8 relatiivsete arvude vahena.

IV. Relatiivsete arvude liitmise ja lahutamise
tdhtsamad omadused. :

25. Seadused.

Veendume néidete abil, et aritmeetiliste arvude liitmise
ja lahutamise kohta nédidatud omadused (§ 6, 7) jaavad
kehtima ka relatiivsete arvude puhul.

a) Vahetuvusseadus: summa ei muutu liidetavate jarje-
korra muutumisel. Niiteks

(+20) + (—5) =+ 15 ja (—5) + (+ 20) =+ 15;
(— 10) + (—2) 4 (+40) =+ 28;
(+ 40) + (— 10) 4 (— 2) = + 28;
(—2) + (4 40) + (— 10) = + 28 jms.

b) Uhenduvusseadus: summa ei muutu, kui moned liide-
tavad asendame nende summaga.

Niisiis, arvutades summat
(=8 + (+3) + (— D+ (+5)=+3,

voime moned liidetavad, nditeks teise ja kolmanda, asen-
dada nende summaga, leides selle enne: (4 3) + (— 1) =

— + 2; siis saame: (—4) + (+2) + (+5)=+3, s. &
saame endise summa.
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c) Selle asemel, et mingi arvuga liita mitme liidetava
summat, voib selle arvuga liita iga liidetava iiksteise jérel.

Olgu vaja niiteks arvuga 40 liita summa 20 + (— 5) +
+ (4 7), mida saab kirjutada nii:

40 + [20 4 (—5) + (+7)].
Selleks tuleks esmalt arvutada liidetav summa:
20+ (—5)=20—5=15; 164 (+7)=15+7=22;
ja siis arvuga 40 liita saadud arv + 22:
40 4 (4 22) = 62.

Kuid selle asemel vdime 40-ga liita esmalt esimese lii-
detava 20, siis teise liidetava — 5 ja lopuks kolmanda lii-
detava + 7:

40 + 20 =60; 60 + (— 5) = 55; 55 4 (4 7) = 62.

Loppsumma osutub samaks, mis enne.

d) Selle asemel, et mingist arvust lahutada mitme liide-
tava summat, voib sellest arvust lahutada eraldi iga liide-
tava iiksteise jarel.

Olgu vaja niiteks 20-st lahutada summa 10 4 (— 4) +
+ (— 3); seda saab avaldada nii:

20— [104 (—4) + (—3)1.

Me voime esmalt leida lahutatava summa:

04 (—4)=10—4=6; 6+ (—3) =6—3=3; °
niiiid tuleb saadud arv lahutada 20-st:
20 —3=17.

Kuid selle asemel voime 20-st lahutada esmalt esimese
liidetava 10, siis teise liidetava — 4 ja 16puks kolmanda
liidetava — 3:

20— 10=10; 10— (—4)=104+4=14:
14— (—3) =14+ 3=17.
Saime sama arvu, mis varem.

Niisamuti saab ndidata liitmise ja lahutamise iilejdinud
omaduste kehtivust relatiivsete arvude puhul.
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V. Relatiivsete arvude korrutamine.

26. Ulesanne.

Oktoobriraudteel sdidab rong keskmise kiirusega v kilo-
meetrit tunnis!. Keskpédeval on rong Bologoje jaamas.
Kus asub rong ¢ tunni pérast?

Tuletame iilesande lahendamiseks valemi. Kui iihes tun-
nis rong jouab edasi v kilomeetrit, siis ¢ tunnis ta sodidab
¢t korda pikema tee. Tdhendab, otsitav kaugus x vordub
v ja t korrutisega:

Sl

Kui nditeks v =40 ja t =23, siis rong asub 40 -3 = 120 km
kaugusel Bologoje jaamast.

See lahendus ei anna siiski tidpset vastust iilesandes
seatud kiisimusele. Me ei tea nimelt, missuguses suu-
nas peame mootma selle 120 km: kas Moskva poole voi
Leningradi poole. Relatiivsete arvude kasutamine voimal-
dab anda seatud kiisimusele tdpse vastuse.

Loeme suuna Leningradist Moskva poole positiivseks.
Siis on positiivsed koik kaugused, mis méodame Bélogoje
jaamast Moskva poole, ja negatiivsed koik kaugused
Leningradi poole. Kooskdlas sellega on kiirus, s. t. rongi
poolt 1 tunnis sGidetud tee pikkus, positiivne, kui rong
soidab Moskva poole, ja negatiivne, kui ta sdidab Lenin-
gradi poole.

Niiiid saame seatud kiisimusele anda tipsema vastuse.

Kui rong ldks Moskvasse, siis tema kiirus oli 4 40 km
tunnis, ja 3 tunni pérast ta oli Bologojest x = (4 40) -3 =
=+ 120 km kaugusel, s. t. ta oli edasi liikunud 120 km
Moskva suunas (joon. 5). Kui rong liks Leningradi, siis

U Arvutamise lihtsustamiseks me ei arvesta seisuaega jaamades
ja eeldame, et rong soidab kogu aja iithe ja sama kiirusega.
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tema kiirus oli — 40 km, ja 3 tunni pérast ta asus Bolo-

gojest (— 40) + (— 40) + (— 40) = — 120 km kaugusel,
s. t. 120 km Leningradi suunas (joon. 6). Sellest jérel-
dame, et
x= (— 40) - 3= — 120.
‘ ; +20 ¢
foinead R pekvo
Bologoje
—_——-—»
Joon. 5.

Niiiid meie valem x==vf{ annab meile tdpse vastuse
kiisimusele rongi asukoha kohta, ainult et v omandab
positiivseid voi negatiivseid védrtusi vastavalt suunale,
milles rong liigub.

Kui nditeks v =+ 50 ja t=+ 4, siis valem annab:

x= (+50) - (+ 4) = + 200,
s. t. rong asub 200 km Bologojest Moskva pool.

; -120
csgees o AR Y, R el
T VU
Bologoje
T e e
Joon. 6.
Kui v=—30 ja t= - 2, siis

x= (—30) - (+2) =—60,
s. t. rong asub 60 km Bologojest Leningradi pool.

Aritmeetikast on teada, et korrutamine tédisarvuga on
tehe, mille abil iiks arv (korrutatav) voetakse niimitu
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korda liidetavana, kuimitu iihikut on teises arvus (korru-
tajas). Korrutamine murruga on tehe, mille abil korruta-
tavast leitakse niisugune murdosa, nagu korrutaja moo-
dustab iihikust.

Eelmisest iilesandest nahtub, et need madrangud on
‘rakendatavad ka relatiivsete arvude korrutamiseks, kui
korrutaja on positiivne arv. Niiteks korrutada — 5 arvuga
+3 (ehk lihtsalt 3) tihendab v&tta — 5 liidetavana
3 korda (saame — 15); korrutada 0 arvuga 5 tdhendab
votta 0 liidetavana 5 korda (saame 0); korrutada — 12
arvuga + 2 (ehk lihtsalt 2) tdhendab leida 2 arvust — 12
(saame — 9).

27. Korrutamine negatiivse arvuga.

Muudame eelmist iilesannet nonda: Praegu, keskpéeval,
asub rong Bologoje jaamas; kus ta ol 3 tundi tagasi?
Ulesande lahendamiseks peame jillegi rongi liikumiskii-
ruse korrutama litkumisajaga. Malemal iilesandel on iihe-
laadilised tingimused ja tihesugune lahendamisviis, kuid
vastus kujuneb erinevaks vastavalt sellele, kas koneldakse
kolmest tunnist enne keskpideva voi pirast
keskpideva.

Kui soovime, et meie valem x— ot annaks tdpse vas-
tuse korraga koigil erijuhtudel, siis toimime jargmiselt.

Loeme aega pirast keskpéeva positiivseks, aga enne
keskpdeva negatiivseks; vastavalt sellele aeg ¢ kujuneb
positiivseks voi negatiivseks soltuvalt sellest, missugusest
ajast on jutt. Niiviisi saavad niiiid molemad tegurid v ja ¢
omandada positiivseid ja negatiivseid viirtusi.

Vaatleme koiki juhtusid, mis voivad esineda meie files-
ande lahendamisel, kusjuures eeldame ikka, et keskpieval
rong on Bologojes ja sdidab kiirusega 40 km tunnis.

I. juhtum. Rong saidab Moskvasse; kus ta on
3 tunni parast?
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————

Sel juhul kiirus on positiivne: v =+ 40; aeg on samuti
positiivne: {=+ 3. Seda juhtu oleme juba vaadelnud ja
vastuseks saanud, et

x =(-+ 40)-(+ 3) = + 120.

9. juhtum. Rong s6idab Leningradi; kus ta on
3 tunni péarast?

Siin kiirus on negatiivne: v=— 40; aeg on positiivne:
{— 4 3. Ka seda juhtu oleme juba vaadelnud. Lahenda-
mine annab:

x = (+ 40) - (+ 3) =—120.

3. juhtum. Rong sdidab Moskvasse; kus ta oli
3 tundi tagasi?

: -120 P
Leningrad =77~y oskva
Bologoje
S
Joon. 7.

Sel juhul kiirus on positiivne: v=40; aeg on nega-
tiivne: {= —3.

On ilmne, et 3 tundi tagasi asus rong Leningradi ja
Bologoje jaama vahel, 120 km kaugusel viimasest
(joon. 7): :

Kaugus 120 km on vasakul Bologojest, jarelikult ta on
negatiivne. Niisiis

x=(+ 40) - (— 3) =—120.

4. juhtum. Rong soidab Leningradi; kus ta oli
3 tundi tagasi?

Siin on niihdsti kiirus kui ka aeg negatiivsed: v=— 40
ja t=—3.
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On ilmne, et 3 tundi tagasi asus rong Moskva ja Bolo-
goje vahel, kaugusel 120 km viimasest (joon. 8).

Et kaugus Bologojest Moskva poole on' positiivne, siis

i +20
.I;enmgra_d_ - = ~\: Moskva
Bologoje
(—“
Joon. 8.

28. Korrutamise eeskiri.

Kui eelmises iilesandes arvude 40 ja 3 asemel oleksime
votnud mingid teised arvud (nende hulgas ka murde),
siis mottekdik seetdttu nihtavasti ei oleks muutunud.
Tuletame niiiid relatiivsete arvude korrutamise iildise
eeskirja.

Kirjutame vilja koik juhud, mis korrutamisel esinesid,
ja iildistame need mistahes arvude jaoks:

(+ 40)-(+ 3)=+ 120 ehk iildiselt: (+a)(+ b)= + ab;
(—40)(+3)=—120 5 (— a)"(+ b)=— ab;
(- 40)(=8)=""_1190 "~ 2 (+ a)(— b)= — ab:
(—40)(—3)==5"120." (—a)(— b)= + av;

Korvutades neid juhtusid iiksteisega, paneme tihele, et:

l. kui tegurid on iihesuguste mirkidega, siis korrutis
on positiivne;

2. kui tegurid on'vastandmérkidega, siis korrutis on
negatiivne;

3. korrutise absoluutviirtus vordub tegurite absoluut-
vdartuste korrutisega.

Siit saame jirgmise iildise eesk i rja:

40



Selleks, et leida kahe relatiivse arvu korrutist, on vaja
korrutada nende absoluutvdirtused ja votta korrutis mir-
giga -+, kui tegurid on iihesuguste mirkidega, ja mair-
giga —, kui nad on erinevate markidega.

Selle eeskirja osa, mis kasitleb mairke, kannab markide
eeskirja nimetust. Harilikult sonastatakse see nii: kahe
arvu korrutamisel iihesugused mirgid annavad -+, kuid
erinevad margid —.

Toodud niiteid vaadeldes saab mairkida veel jargmise
eeskirja, mida edaspidi tuleb monikord kasutada: korru-
tamisel positiivse arvuga jadb korrutatava mirk piisima
(s. t. korrutisel on sama mérk, mis korrutataval); korru-
tamisel negatiivse arvuga muutub korrutatava mirk vas-
tandmargiks.

Mirgime veel, et korrutis on null, kui iiks tegureist on
null.

29. Kolme ja enama arvu korrutis.

Korrutise mark.

Olgu vaja arvutada korrutis
(+2)(— 1)(+ 3)-(— 10)-(— 4)(—95).
Selleks korrutame esimese arvu teisega, saadud korru-
tise kolmandaga, uue korrutise neljandaga jne.
(+2)(—D=—2; (—2)(+3)=—6;
(— 6)-(— 10)= 4+ 60; (+ 60)-(— 4)=— 240;
(— 240)-(— 5)= -+ 1200.

Kui korrutatakse ainult positiivseid arve, siis korrutis
on positiivne. Kui aga koik voi moned tegurid on nega-
tiivsed, siis korrutis osutub positiivseks sel juhul, kui nega-
tiivseid tegureid on paarisarv, ja negatiivseks sel juhul,
kui neid tegureid on paaritu arv. Nii

ithe negatiivse teguri puhul:

(+2)-(—1):(+3)=—6;
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kahe negatiivse teguri puhul:
(+2)-(— 1)-(4 3)*(— 10)= + 60;
kolme negatiivse teguri puhul:
(+2)-(— 1)*(+ 3)-(— 10)-(— 4)=— 240, jne.

30. Negatiivse arvu aste.

Rakendame eelmise paragrahvi eeskirja vordsete tegu-
rite korrutamiseks, s. t. astendamiseks.

Leiame mingi negatiivse arvu ruudu:

(—3)?=(—38)"(—3)=+09;
(— 72 =(—T7)*(— 7)= + 49.

Uldiselt:

(—@)? =(—a)(—a)=+ a,
s. t. negatiivse arvu ruut on positiivne.

Leiame niiiid mingi negatiivse arvu kuubi:
(—2)°=(—2)(—2)-(— 2)=—8;
(—6)3=(—6)-(—6)-(— 6)= — 216.

Uldiselt:

(—a)' =(—a)«(— a)(— @)= — @,
s. t. negatiivse arvu kuup on negatiivne.

On kerge niha, et negatiivse arvu astendamisel mis-
tahes paarisarvuga saadakse positiivne arv, sest negatiiv-
seid tegureid on sel juhul paarisarv (vt. § 29). Nii

(—3)*=(—3)(—3)(— 3)-(— 3)=+ 8I;
(2)8 = (2 (— 2):(— 2):(— 2)-(— 2)-(— )=
= - 64, jne.

Samal pohjusel negatiivse arvu iga paarituarvulise asten-
dajaga aste on negatiivne. Nii

(—3)° = (—3):(—3)+(— 3)-(— 3)+(— 3)— — 243;
(=2 =(—2)(=2)(— 2):(+22)- (- 2)- (= 2)(— 2) =
=— 128, jne.
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Niisiis

negatiivse arvu paarisarvulise astendajaga aste on posi-
tilvne ja paarituarvulise astendajaga aste on negatiivne.
Miérgime muuseas, et

(— 1) (— 1A= (— )= .. =+,
(—1) 2 =(—1)=(—1)"=...=— L
Harjutused.

33. (—2):(—3); (+7):(—2); (—8):(—10).

34. (—8%) — (+29); (+036)-(—8)-(—8)-

3. (— 1P (— 1% (— 1% (— 1),

36. Leida avaldise ax?+ bx 4 ¢ viéartus juhul, kui'a=3, b = —4,

c=—>5 ja x=4.

37. Leida sama avaldise vdirtus juhul, kui a=—3, b=4, c=5
ja 5 7 5

38. 4.0; 55-0; 0,3-0; —83-.0; 0-x.

39. (—3):(4+35)-(+2)-(—32)

VI. Relatiivsete arvude jagamine.

31. Definitsioon.

Relatiivsete (nagu ka aritmeetiliste) arvude jagamine on
tehe, mille abil antud (kahe teguri) korrutise ja iihe
teguri jargi leitakse teine tegur. Arv + 10 jagada arvuga
— 9 tihendab siis leida niisugune arv x, et (—2) -x oleks
+ 10; niisugune arv on —5, sest arvude — 5 ja — 2 kor-
rutis on -+ 10.

Sellest definitsioonist jéreldub, et jagamist saab kont-
rollida korrutamisega: kui jagatise korrutamisel jagajaga
saame jagatava, siis tehe on oieti teostatud.
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32. Jagamise eeskirja tuletamine.

Vaatleme jirgmisi relatiivsete arvude jagamise nditeid:

(4 10):(+ 2)=+5, sest (4 2)-(+ 5)=+ 10;
(—10):(—=2)=+5, , (—2)(+5)=— 10
(—10):(+2)=—5, ,, (+2):(—5)=— 10;
(+10):(=2)=—5, , (—2):(—5)=+ I0.

Neist néidetest jdreldame eeskirja:

Selleks, et jagada iiht arvu (jagatav) teisega (jagaja),
on vaja jagatava absoluutviirtus jagada jagaja absoluut-
vddrtusega ja votta tulemus mirgiga -+, kui modlemad
antud arvud on iihesuguste mirkidega, ja mirgiga —, kui
nad on erinevate mirkidega.

Niisiis jagamise puhul mirkide eeskiri on sama, mis
korrutamise puhul.

33. Juhud, kui jagatav voi jagaja on null.

a) Olgu vaja 0 jagada mingi arvuga, nditeks arvuga
-+ 10. See tdhendab, et tuleb leida niisugune arv, mis kor-
rutatult arvuga -+ 10 annab korrutiseks 0. Niisugune arv
on 0 ja ainult 0, sest 0-(4 10)=0, kuid iga muu, nullist
erineva arvu ja + 10 korrutis ilmselt ei ole 0. Niisamuti
leiame, et

0:(—2)=0, sest (—2)-0=0;
0:2=0, sest 3-0=0, jne.

Tahendab, kui jagatav on null, aga jagaja ei ole null,
siis jagatis peab olema null.

b) Oletame niiiid, et jagaja on 0, kuid jagatav on
mingi muu arv, niditeks -+ 5. Jagamine (4 5):0 tahendab,
et tuleb leida niisugune arv, mis korrutatult arvuga 0
annab + 5. Kuid missuguse arvu me ka arvuga 0 Korru-
taksime, mingit muud arvu kui 0 me ei saa; tahendab,
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jagatis (4 5): 0 ei vordu iihegi arvuga. Niisamuti on voi-
matud jirgmised jagamised:
(—5):0; (+03):0; (—7,26):0 jms.

Uldiselt: kui jagaja on null, kuid jagatav ei ole null,
siis jagamine ei ole voimalik.

¢) Votame 16puks niisuguse juhu, kus jagatav on 0 ja
ka jagaja on O:

(8 Ry Ay

Sel juhul ei ole mdtet konelda jagatisest, sest iga arv
korrutatult nulliga annab tulemuseks nulli.

Niiteks

; 5-0=0; 7-0=0; (— 100) -0=0 jne.

Seepirast on kokku lepitud, et avaldisel § ei olegi numb-
rilist védartust.

Harjutused.

40. (4+20): (+4); (+20): (—4); (—20):(+4); (—20): (=4
A1 (- 2a) 1 (— 2); (="0%) 1 %5, (= T2y (= 1)
42, 0:8; 0:%; 0:03; 0:a.

VII. Korrutamise ja jagamise tdhtsamad
omadused.

34. Veendume niidete abil, et korrutamise ja jagamise
omadused, mida vaatlesime aritmeetiliste arvude puhul
(§ 8 ja 9), jadvad kehtima ka relatiivsete arvude puhul.

a) Vahetuvusseadus: korrutis ei muutu tegurite jarje-
korra muutumisel.

Vaatleme esmalt ainult kahe arvu korrutamise niiteid:

(+5)-(42)=+ 10 ja (4 2)-(4+ 5)=+ 10;
(—5)(+2=—10 ,, (+2):(—=5)=—10;
(—8)(—D=+ 17 » (—D(—B)=++, jms.
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Votame niiiid enam kui kahest tegurist koosneva korru-
tise, nditeks (— 2):(— 5)+(+ 3). Selle korrutise absoluut-
vaartus on 2-5-3, mirk aga 4 voi — vastavalt sellele,
kas negatiivseid tegureid on paaris- voi paaritu arv (meie
néites tuleb mirk +). Kui muudame tegurite jirjekorra
naiteks nii: (4 3)-(— 9)-(—2), siis saame korrutise, mille
absoluutviirtus on 3:5-2, mirk aga 4 voi — vastavalt
sellele, kas negatiivseid tegureid on paaris- voi paaritu
arv. Kuid 3:5-2—=2.5-3 (aritmeetiliste arvude korruta-
mise vahetuvusseaduse jargi) ja negatiivsete tegurite arv
on sama, mis enne. Tihendab, médlemal korrutisel on
absoluutviirtused vordsed ja mérgid iihesugused. See-
parast

(—2)"(—5)-(+ 3)=(+ 3)-(— 5)-(— 2).

b) Uhenduvusseadus: mitme teguri korrutis ei muutu,
kui moned neist asendada nende korrutisega.

Niisiis, selle asemel, et teostada korrutamist

(—5)-(+3)(—2)
tegurite kirjutamise jérjekorras, s. t. nii:
(—=8):(+3)=—15, (— 15):(—2)= + 30,
voime votta mistahes kaks tegurit, niiteks +3 ja — 2,
asendada need nende korrutisega, s. o. arvuga — 6,
ja  korrutada ' siis selle arvuga kolmandat tegurit:
(—5) - (—6) =+ 30. Seega
(—=5) (+38) “ (—2) = (—5) [(+3) - (—2)].

c) Selle asemel, et mingit arvu korrutada mitme teguri
korrutisega, véib selle arvu korrutada esimese teguriga,
saadud korrutise korrutada teise teguriga jne. Ja tipselt
samuti: selle asemel, et mingit arvu jagada mitme teguri
korrutisega, voib selle arvu jagada esimese teguriga, tule-
muse jagada teise teguriga jne.

Et korrutada arvu + 10 korrutisega (—2) - (+ 3),
voime esmalt arvutada selle korrutise (mis on —6) ja
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siis 4 10 korrutada selle korrutiséga (saame — 60); kuid
voime ka -+ 10 korrutada esmalt teguriga —2 (saame
—20) ja siis saadud korrutise korrutada teguriga +3
(saame — 60). Niisiis
(+10) - [(—2) - (+3)1=(+10) - (—2) - (+3).
Uldiselt:
a(bc) = (a- b)c.
Niisamuti
10: [(—2) - (+3)1=0[0:(—2)1: (+3),
sest |
10: [(—2): (+3)]=10: (—6)=—10=—3
ja
[0 (—=2)1: (+8) =5} L (+B)=—1":
Uldiselt: }
@y i(he)=a (s,

Niisamuti saab niidata ka jaotuvusseaduse kehtivust.

d) Niitame veel jagamise jargmist omadust: kui jaga-
tav ja jagaja korrutada (voi jagada) iihe ja sama arvuga
(vilja arvatud null), siis jagatis ei muutu.

Nagu varem ndgime (§ 9, e), koikide aritmeetis
i

oy
Proovimise teel veendume niiiid, et see vordus jddb keh-
tima ka siis, kui koik voi moned arvudest a, b ja m tihen-
davad relatiivseid arve.

Votame mingi jagamise niite, iitleme 5:0,8, ja korru-
tame jagatava ning jagaja niiteks arvuga 3. Sellega jaga-
tis ei muutu, sest koik arvud on aritmeetilised, ja seetottu
voime kirjutada vorduse

5 5-3

liste tdis- ja murdarvude puhul kehtib vordus

—
(5]

08 08-3

o
-~
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Votame niiiid selles vorduses mingi arvu negatiivsena;
olgu nditeks arvu 5 asemele voetud — 5:

Vordus .on jadnud oigeks, sest kummagi jagatise abso-
luutvidrtus ei ole muutunud, ja molemad jagatised on
negatiivsed arvud. '

Niisamuti on kerge kontrollida, et véordus jdab oigeks ka
siis, kui teine v&i kolmas arv teha negatiivseks. Tahendab,
missuguseid positiivseid vai negatiivseid arve me a, b ja

m all ka motleksime, vordus —Z—=$ jaab ikka oigeks.
Jagatis ei muutu ka jagatava ja jagaja jagamisel iihe

ja sama arvuga, sest jagamine on samaviirne poord-
arvuga korrutamisega. '

Mirgime siiski, et arv, millega jagatavat ja jagajat kor-
rutame (voi jagame), ei voi olla null, sest sel juhul jaga-
tis kaotab motte (§ 33, c). ;

Harjutused.

43. Proovimisega veenduda, et jirgmised vordused on oiged:

(=5 (+D-(—D=(+2)-(—=1)-(—5) =
=(+2) - (—5) - (—1);

10: (—3)-(—2) - (+5) =10-[(—3) - (—2) - (+5)] =
=10- (—2) - [(—3) - (+5)];

[0+ (—3) 4 (—2)1-(—7) =
=10+ (—7) + (—3) - (—=7) + (—2) - (—7);

(3—02+%)-03=38-03—02-03+4%-03.

44. Toetudes korrutamise iihenduvusomadusele, leida jargmiste kor-
rutiste arvutamiseks kdige sobivam viis:

8-2-3.5.125; 25-.6-10-5; £.82-4.10.

45. Kontrollida, et jagatis 35: (—7) ei muutu, kui jagatava ja
jagaja korrutame arvuga 4; jagame arvuga — 0,75.
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Kolmas jagu.

UKSLIIKMELISED JA HULKLIIKMELISED
TAISAVALDISED. ALGEBRALISED MURRUD.

I. Eelmoisted.
35. Uksliige ja hulkliige.

Algebralised avaldised jaotatakse kahte riihma selle
jirgi, missugune algebraline tehe neis teostatakse viima-
sena.

Algebralist avaldist, milles viimane tehe ei ole liitmine
ega lahutamine, nimetatakse iiksliikmeks (ehk monoomiks).

Tahendab, iiksliikmeks on kas tidhega vo6i numbritega
kirjutatud tiksikarv, nditeks —a, 4 10, voi korrutis, nai-

teks ab, (a -+ b)c, voi jagatis, nditeks a—:E, voi aste, ndi-
teks 62, kuid iiksliilkmeks ei ole ei summa ega vahe.

Kui iiksliikme numbrilise vddrtuse arvutamisel esineb
jagamine, siis nimetatakse iiksliiget murruliseks, kui aga

mitte, siis tdis-iiksliikmeks. Nii on a—:—i’ murd-iiksliige,
(x —y)-ab, a(x+ b)? aga tidis-iiksliikmed. Et algebra
algopetuses tegeleme ainult téis-iiksliikmetega, siis liihi-
duse mottes nimetame neid lihisalt iiksliikmeteks.

Algebralist avaldist, mis on koostatud mitmest ikstei-
sega mirkide 4 voi — abil ihendatud iksliikmest, nime-
tatakse hulkliikmeks (ehk polinoomiks).

4 Kisseljov. Algebra I osa. 49



Niisugune on niiteks avaldis
ab—a+b2—10 4252,

Uksikuid avaldisi, millede iihendamisel mirkide -4 ja —
abil tekkis hulkliige, nimetatakse tema liikmeteks. Hulk-
liikme litkmeid vaadeldakse koos nende ees olevate mirki-
dega, nditeks oeldakse: liige — a, liige + b2 jne. Esimese
liikme ees tuleb moista mirki 4, kui tema ette ei ole pan-
dud mingit maérki; nii on meie niites esimeseks liikmeks
ab ehk - ab.

Kahest liikmest koosnevat avaldist nimetatakse kaksliik-
meks (ehk binoomiks) ja kolmest liikmest koosnevat aval-
dist kolmliikmeks (ehk trinoomiks) jne. Kui hulkliikme
koik liikmed on taisavaldised, siis hulkliiget nimetatakse
tdis-hulkliikmeks.

36. Kordaja (koefitsient).

Olgu antud korrutis
adab(— 2),

milles moned tegurid on kirjutatud numbritega, teised
tdhtedega. Niisuguseid korrutisi on voimalik nonda tei-
sendada (kasutades korrutamise iihenduvusseadust), et
iiheks riihmaks iihendatakse koik tegurid, mis on kirjuta-
tud tdhega a, jne., mille jirel saame

3°(—2) * (aa) - b,
mille kirjutame liithemalt kujul
—6a?b.
Numbrilist tegurit, mis on paigutatud tiheliste tegurite
ette, nimetatakse iiksliikme kordajaks (koefitsiendiks). Nii
on iiksliikme — 6a%b kordajaks arv — 6.

Margime, et positiivne tdisarvuline kordaja niitab,
mitu korda tuleb votta liidetavana see tihe-
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line avaldis, mille juurde ta kuulub; nii tihendab 3ab
sedasama, mis ab + ab 4 ab. Kui kordaja on negatiivne
taisarv, siis ta nditab, mitu korda tuleb votta
lahutatavana see tiheline avaldis, mille juurde ta
kuulub; nii — 3x tihendab — x — x —x. Kui kordaja on
murd, siis ta néditab, missugune osa voetakse
tdhelise avaldise numbrilisest védartusest. Nii tidhendab
Zax nimelt 2 arvust ax.

37. Hulkliikme omadused.

Iga hulkliiget saab vaadelda tema liikmete algebralise
summana. Nditeks hulkliige 2a¢—b6-+4c¢ on summa
2a + (—b) + (+ ¢), sest avaldis 4 (— b) on samavédirne
avaldisega — b ja avaldis 4 (4 ¢) tdhendab sedasama,
mis - c¢. Selle tagajirjel relatiivsete arvude summa koik
omadused (§ 25) kuuluvad ka hulkliikmele. Meenutame
neist kaht omadust.

a) Vahetuvusseadus: hulkliikme numbriline viirtus ei
muutu tema (iihes mirkidega voetud) liikmete jirjekorra
muutmisel.

b) Uhenduvusseadus: hulkliikme numbriline viirtus ei

muutu, kui tema moned liikmed asendada nende algebra-
lise summaga.

Néitame veel hulkliikme jargmist omadust:

¢) kui hulkliikme iga liikme ees muuta mirk vastupidi-
seks, siis hulkliikme numbrilise vdidrtuse mirk muutub
samuti vastupidiseks, tema absoluutvdirtus aga ei muutu.

Niiteks hulkliikme 2a% — ab 4 b2 — 3a numbriline vadar-
tus juhul, kui a=—4 ja b=—23, on:

2 (—4)2— (—4) - (—3) +(—3)2— b (—4) =
=2-16—124+9+4+2=32—12+4+9+4 2=3I,

4%
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ja hulkliikme — 2a%+ ab — b% + 3a numbriline vairtus
tihtede samadel vidirtustel on

—2- (=42 (—4) - (—3) — (—3)2 4 3(—4) =
=—2-164+12—9—2=—=—32+12—9 —2=—23I.

Harjutused.

46. Lihtsustada jargmised korrutised:
ax10xaax; aa(—>5) -bxx(+ 2); ab-Zaxx(—3%); OSmxy(— 4)mxyy.
47. Esitada summana avaldised: 2a; 3ax; 5a2b; 4(a+1).
48. Arvutada jdrgmiste {iksliikmete numbriline vdartus:
wiaAbeseikui a8 b 0 o — g
0,8a(b+(,‘), inise ==1vs bes %, =020
3(a-.b)%, kuite —=ikibi=8& c=£0,2
— 7x23, kui x=—2, y=1,
0,52ax2y, kui a=100, x=—3, y=—2.

49. Arvutada jirgmiste hulkliikmete numbriline vidartus:

2t — 362 —Tx+ 1, kuix=1; kui x=2;
ax?+bx+4oc, kui a=3, b=—2, c=—5 x=1,

50. Proovimise teel veenduda, et juhul, kui x =2, hulkliikmed
x¥—2x24+3x—5 ja —x342x2—3x+ 5 annavad absoluutvddrtuse
poolest vordsed, kuid mirgi poolest vastupidised arvud.

38. Sarnaste liikmete koondamine.

Hulkliikme liikmeid, mis ({ksteisest erinevad ainult
kordajate poolest voi ildse ei erine, nimetatakse sarnas-
teks.

Naiteks hulkliikme
4q — 3x + 0,5a 4+ 8x 4+ 3ax — 2x

esimene liige on sarnane kolmandaga (nad on {ihe joo-
nega alla kriipsutatud), teine liige on sarnane neljandaga
ja kuuendaga (kahe joonega alla kriipsutatud), kuna viien-
dale liikmele ei leidu sarnast.
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Kui hulkliikmes esineb sarnaseid liikmeid, siis liitmise
iihenduvusseaduse alusel saab neid iihendada iiheks liik-
meks. Nii saab isjatoodud niites liikmeid iihendada jarg-
misteks rithmadeks: .

(4a + 0,5a) + (— 3x + 8x — 2x) + 3ax.

On ilmne, et 4 mingit arvu ja 0,5 sedasama arvu moo-
dustavad 4,5 seda arvu. Tihendab, 4a -+ 0,5a =4,5a. Nii-
samuti — 3x + 8x=">5x ja 5x — 2x=23x. Tihendab, hulk-
liiget voib kirjutada nii:

4.5a + 3x + 3ax.

Hulkliikme sarnaste liikmete iihendamist iheks liikmeks
nimetatakse hulkliikme sarnaste liitkmete koondamiseks.

Mirkus. Kaks sarnast liiget, millede kordajad erine-
vad ainult markidelt, hivivad vastastikku; niisugused on
nditeks litkmed

%2a ja —2a voi —#x? ja 4 Bx2

Néajited.

1. a+5mx—2mx+ Tmx — 8mx = a -+ 2mx.

2. 4ax +b2 —_ 7ax - 3ax |- 2ax = —4dax + b=

— b2 — 4ax. 73
3. a2b3 — 3ab + 0,5a2b® 4+ 3a%c 4 8ab =

- 4 5a2b’ + 5ab + 3a’c.

Harjutused.

51. a3x? + 3a2x® + 3a’x® + a’x3.

52. 2x — bxy — 8xy — 3,1xy — 0,2xy.

53. a + 8mxy? —A4imxy?. 54. a—8mxy? + 4imxy>.

55. 5a® — 7ab + Tab? + a*b — 2a® — 8ab? + a® — 12ab? + 3a2b.
56. x5 — 4axt — 2ax* + 2a2x3 + Saxt — 2a2x% + ax* — Ta%e3.
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Ajaloolisi teatmeid.

Negatiivseid arve leidub juba kreeka matemaatikul Diophan-
tosel (m. a. IV sajandil), kuid ta nimetab neid »lubamatuiks” ja
ei omista neile tihtsust {ilesannete lahendamisel. Seal, kus tuleb
korrutada kaht arvu, milledel on mark —, ta siiski kasutab eeskirja,
mis on sarnane meie eeskirjaga. Ta iitleb: , Lahutatay arv, korruta-
tud lahutatavaga, annab liidetava arvu.” Nii ta saab:

(7—3)-(6—2)=7.5—7.2—3.54+3.2— 19,

Hindu matemaatik Brahmagupta annab (a. 620) juba rela-
tiivsete arvude liitmise ja lahutamise eeskirjade iiksikasjalise loetelu.
Esitame moned neist.

‘,,Kahe vara summa on vara”, s. t. nditeks (4 2) + (+3) =5.

»Kahe véla summa on vélg”, s. t. (—2) + ('— 3) =—5.

»vara ja vola summa vordub nende vahega!ll “ gl (<L BY
+(—7)=—2
' »Nullist lahutatult muutub volg varaks, vara aga volaks™:
0—(—3)=+3 0—(+3) =—3, jne.

Euroopas nimetab veel a. 1544 matemaatik Stifel negatiivseid
arve ,mottetuiks”. Girard oma téos (a. 1629) kasutab juba nega-
tiivseid arve, kuid 16plikult t5i nad matemaatikasse Descartes
(a. 1637), kes ka selgitas nende kui suunaga suuruste motte. Liit-
mise ja lahutamise markimiseks kasutati varem tervikuna ladina
sonu plus ja minus, mis hiljem liihendati {ihe tiheni p ja m kriipsu-
kesega nende peal.

II. Algebraline liitmine ja lahutamine.

39. Uksliikmete liitmine.

Olgu vaja liita mitu iiksliiget: 3a; — 5b; + 0,2a; — 7b
ja c.
Nende /'summa avaldub nii:

3a + (—5b) + (4 0,2a) + (—7b) + .
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Kuid avaldised +(—5b6), —+(+0,2a), +(—7b) on
samaviirsed avaldistega — 56, +0,2a ja — 7b; antud
{iksliikmete summa’ voib seetdttu lihtsamalt kirjutada nii:

3a—5b 4+ 0,2a—7b+c,

mis pirast sarnaste liikmete koondamist on
3,2a — 120 +c.
Eeskiri. Selleks, et liita mitu iiksliiget, on vaja nad

iihes nende mirkidega kirjutada iiksteise jdrele ja koon-
dada sarnased liikmed, kui neid leidub.

40. Hulkliikmete liitmine.

Olgu vaja liita hulkliige a —b + ¢ mingi algebralise
avaldisega, mille tdhistame iihe tihega m. Otsitava summa
saab avaldada nii:

m-+ (a—b+c).

Selle avaldise teisendamiseks votame arvesse, et hulk-
liige a— b+ ¢ on summa a-+ (— b) + ¢; kuid summa
liitmise asemel vGib liita selle koik liidetavad iiksteise
jrel. Seepérast

m+(a@a—b+c)y=m+a-+ (—b)+c.
Et liita — b on sama, mis lahutada b, siis
m+(a—b+c)=m+a—0b+c

Eeskiri. Selleks, et mingi algebralise avaldisega liita
hulkliiget, on vaja selle avaldise juurde kirjutada hulk-
liilkme koik liikmed iihes nende mirkidega iiksteise jdrele
ja koondada sarnased liikmed, kui neid leidub.

Kui esimese liikme ees ei ole mirki, siis moeldakse
seal +.

Niide. 3a? — 5ab + b2 + (4ab — b* + 7a?).

Algebraline avaldis, mille varem tahistasime iihe tdhega
m, on selles niites antud hulkliikme 3a® — 5ab + b? kujul.
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Rakendades iilalantud eeskirja, saame:

3a® — 5ab + b2 4 (4ab — b2 A ke s
=3a® — 5ab + b2 4 4ab — b2+ 7a2 = 10a2 — ab.

Mirkus. Kui liitmiseks antud hulkliikmed sisaldavad
sarnaseid litkmeid (nagu meie naites), siis liidetavaid saab
kirjutada iiksteise alla nii, et sarnased liikmed on kohakuti:

3a? — bab + b2
+ 7a2 4 4ab — b2
10a% — agb.

Harjutused.
Liita jargmised hulklitkmed, kirjutades nad iiksteise alla (sarna-
sed litkmed kohakuti):

57. (2x—y—2z2) + y+2z—x) 4 (22— x—y).
58. (3x®—dx242¢x—1) 4 (2x2 —3x.4 4) + (%3 —2 4 4x 4 3x2).
59. (4a® —5a% 4 7ab? — 9b3) 4 (— 2a® 4 4026 — ab? — 4b3) 4

+ (8ab? — 10a%b + 6a3 + 1063).

41. Uksliikmete lahutamine.
Olgu vaja iiksliikmest 10ax lahutada iiksliige — 3ax.
Otsitav vahe avaldub nii:
10ax — (— 3ax).
Arvu — 3ax lahutamise, vastavalt selle tehte eeskirjale,

voib asendada — 3ax vastandarvu liitmisega. See arv on
+ 3ax, mistottu

10ax — (— 3ax) = 10ax + (4 3ax) = 10ax -+ 3ax = 13ax.

Eeskiri. Selleks, et lahutada iiksliiget, on vaja ta vas-
tandmirgiga kirjutada vihendatava juurde ja koondada
sarnased liikmed, kui neid leidub.
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42. Hulkliikme lahutamine.

Olgu vaja mingist algebralisest avaldisest, mille tdhis-
tame iihe tihega m, lahutada hulkliige a —b + c; seda
saab avaldada nii:

m— (a—b-+c).

Lahutamise eeskirja kohaselt on selleks vaja avaldisega
m liita arvu a— b 4 ¢ vastandarv. Selleks arvuks on
— a + b — c; tdhendab:

m—(a—b+c¢)y=m+ (—a+b—rc).

Rakendades niiiid hulkliikmete liitmise eeskirja, saame:
m—(a—b+c)=m—a+b—c.

Eeskiri. Selleks, et mingist algebralisest avaldisest
lahutada hulkliiget, on vaja selle avaldise juurde kirjutada
lahutatava hulkliikme koik liikmed vastandmirkidega ja
koondada sarnased liikmed, kui neid leidub.

Miarkus. Kui iihest hulkliikmest tuleb lahutada teine
ja neis hulkliikmeis leidub sarnaseid liikmeid, siis
saab vihendatava alla kirjutada lahutatava hulkliikme
vastandmairkidega nii, et sarnased liikmed asetseksid
kohakuti. Néiteks lahutamist

(7a% — 2ab + b?) — (5a? -+ 4ab — 2b?)
on koige sobivam paigutada nii:
7a2 — 2ab + b2
— 5a® — 4ab + 2b?
2a? — 6ab + 3.
Har jutused.

60. (2p2—4p+8) — (p2—5p—1T7). ¢
61. Lahutada hulkliikmest 4x2+4 y? 4+ 5 hulkliige —2y2+4 y + 6.
62. Lahutada hulkliikmest 3x2 —%x+ 1 hulkliige %x%+4 2x 4 §.
63. Lihtsustada avaldis

x = (2a2 — 2b% 4 ?) — (a? — 202 — c?) + (3a% 4 4b2 — 3c?).
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43. Sulgude avamine, kui nende ees on mark + voi —.

Olgu vaja avada sulud avaldises
2a+ (a—3b+4c) — (2a — b + 2¢).
Seda tuleb maista nii, et sulgudes olevate hulkliikmetega
on vaja teostada need tehted, mida osutavad sulgude ees
seisvad mairgid. Meie niites seisab esimeste sulgude ees
mark + ja teiste ees miark —. Teostades antud eeskirjade
jargi liitmise ja lahutamise, saame ilma sulgudeta
avaldise:
2a+a—3b+c—2a+b——2c=a—2b—c.

Niisiis, kui sulgude ees on mirk -+, siis sulgude avami-
sel ei tule muuta sulgude sees olevaid mirke; kui aga
sulgude ees on mirk —, siis sulgude avamisel tuleb igal
liilkmel, mis on sulgude sees, muuta mirk vastupidiseks.

Olgu veel vaja avada sulud avaldises
10p — [3p + (5p — 10) —4].
Sobiv on avada enne {immargused sulud ja siis nurge-
lised:
10p— [3p+ 5p — 10 — 4] =
=10p —3p—5p 4+ 10 + 4 =2p + 14,

44. Hulkliikme osa sulustamine.

Hulkliikme teisendamisel on monikord kasulik sulustada
tema mingi liikmete riihm, kusjuures iikskord sulgude ette
on soovitav saada mirk 4+, s. t. esitada hulkliige sum-
mana, teinekord aga mirk —, s. t. esitada hulkliige
vahena. Olgu meil soov sulustada niiteks hulkliikme
a+b—c viimased kaks liiget nii, et sulgude ees oleks
mark +-. Siis kirjutame nii: '

a+b—c=a+ (b—c),

s. t. sulgudes jitame igale liikmele sama margi, mis tal
oli enne. Kui liitmise eeskirja kohaselt avame sulud, siis
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veendume, et see teisendus on Gige: me saame uuesti
endise hulkliikme.
Olgu vaja samas hulkliikmes sulustada viimased kaks
liiget nii, et sulgude ees oleks mirk —. Siis kirjutame nii:
a+b—c=a— (—b+c)=a— (c—0b),

s. t. sulgudes muudame iga liikkme madrgi vastandmargiks.
Kui lahutamise eeskirja kohaselt avame sulud, siis veen-
dume, et see teisendus on oige: me saame jillegi endise
hulkliikme.

Voib sulustada ka kogu hulkliikme, pannes sulgude ette
mérgi + voi —. Nditeks hulklitkme a + b — ¢ voib kirju-
tada nii:

-+ (a+b—c) voi — (—a—b+c).
Harjutused.

Avada sulud ja lihtsustada:

64. x+ [x— (x—y)1; m—{n—[m+ (m—n)]+ m).

65. a+b—c—[a—(b—c)] —[a+ (b —c) — (a—c)].

66. (3x2—4y?) — (¥ —2xy — y?) + [2x% + 2xy + (— 4xy) + 347].
67. Hulkliikmes a — b — ¢ + d: ;

a) sulustada viimased kolm liiget, pannes sulgude ette margi —;
b) sulustada viimased kaks liiget, pannes sulgude ette mirgi +;
c). sulustada keskmised kaks liiget, pannes sulgude ette margi —

II1. Algebraline korrutamine.
45. Uksliikmete korrutamine.

a) Olgu vaja a® korrutada avaldisega a?; seda saab
kirjutada kujul a®-a® ehk iiksikasjalisemalt (aaa) - (aa).
Siin korrutist aaa korrutatakse teise korrutisega aa. Kuid
selle asemel, et mingit arvu korrutada korrutisega, voib
selle arvu korrutada esimese teguriga, saadud tulemuse
korrutada teise teguriga jne. Seetottu

a® - a? = (aaa) -aa,
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mida voib kirjutada ka ilma sulgudeta, sest tehete jirje-
kord jddb siin ka ilma sulgudeta samaks:

a’ ate=anaan—a’.
Nagu nédeme, korrutise astendaja vordub tegurite asten-
dajate summaga.

Votame veel ndite: korrutada x* ja x*. Arutades nii-
samuti, nagu eelmisel juhul, saame:

et m i BLRE ba e A e e
Uldiselt, astmete a™ ja a® korrutamisel
am-qht — am+n.
Tadhendab, iithe ja sama arvu astmete korrutis vordub
selle arvu niisuguse astmega, millel astendajaks on kor-

rutatavate astmete astendajate summa. Liihemalt viljen-
datakse seda jargmiselt:

iihe ja sama arvu astmete korrutamisel astendajad liide-
takse.

Niiviisi 7
m?m? =mb5; xx=x* yyy®—=yp°.
b) Olgu vaja korrutada
3ax?- (— babx).

Et iiksliige — 5abx on korrutis, siis piisab, kui korruta-
tava korrutame esimese teguriga — 5, tulemuse korrutame
teise teguriga a jne. Tdhendab:

3ax? - (— 5abx) =3ax?- (— 5) -abx.

Kasutades korrutamise iithenduvusseadust iihendame saa-
dud korrutises tegurid jdrgmistesse rithmadesse:

(+3) - (—5) - (aa) -b- (x2%).

Teostades korrutamise igas rithmas, saame: — 15a2bx3.
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Eeskiri. Selleks, et iiksliiget korrutada iiksliikmega, on
vaja korrutada nende kordajad, liita iihesuguste tdhtede
astendajad ja kirjutada korrutisse oma astendajatega need
tihed, mis esinevad ainult korrutatavas voi ainult korru-

tajas.
Niited.
P a0 fac v (3atviy)ic=2 lalxiys
2. —3,5x% - (%) = — 2L xdy.

46. Uksliikme ruut ja kuup.

Me teame, et leida mingi arvu ruut voi kuup tdhendab
votta see arv tegurina kaks korda voi kolm korda; néiteks:
43—4-4-4—64; (—5)3= (— 5)+(— 5)+(—5) = — 125.

Rakendame seda definitsiooni tdis-iiksliikmete ruudu ja
kuubi leidmiseks.

1. Olgu vaja leida astme @' ruut voi kuup. Vastavalt
' definitsioonile
' (a')2=a'-a*; (a')®=a'-a'-a"

Rakendades iiksliikmete korrutamise eeskirja, saame:
\ (a¥)2=a?; (a¥)®=a'
Tépselt niisamuti
(@®)2=a’ (a®)3=a’.
Uldiselt:
(am)2 =—qm - QM= (12’"; (am)ii —qm-qgm-qm— a3m'
s. . selleks, et saada astme ruutu voi kuupi, on vaja asten-
daja korrutada vastavalt kahega voi kolmega.
Nii
(42)2 = 44 = 256; (22)3=26=64, jne.
2. Olgu vaja leida korrutise abc ruut voi kuup. Vasta-

valt definitsioonile
(abc)? = (abc) - (abe); (abe)? = (abce) - (abe) - (abc).
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Korrutamise omadusi rakendades saame:
(abe)? = abcabe = (aa) - (bb) - (cc) = a2b2c?,
(abc)® = abcabcabe = (aaa) - (bbb) - (cec) = a?b3c3,

s. t. selleks, et saada korrutise ruutu vai kuupi, on vaja
votta iga teguri vastav aste eraldi ja tulemused korrutada.

Nii

(2-3:5)2=22-32-52—=14-9- 25 =9(0;
(2-3)%=2%-32=8-27=216.

3. Olgu niiid vaja leida diksliikme — 4a3bc* ruut vai
kuup. Rakendades #sjatuletatud eeskirju, saame:

(__ 403[)04)2: (_ 4)2 . (a3)2 £ (b)2 . (04)2: 16(151)208;

(— 4a3bc) = (— 4)3- (a%)3- (b)3- (c*)3 = — 64a%bic!2,

Eeskirjad. 1. Selleks, et saada tiis-iiksliikme ruutu, on
vaja iiksliikme kordaja astendada kahega ja tihtede asten-
dajad korrutada kahega.

2. Selleks, et saada tiis-iiksliikme kuupi, on vaja iiks-
liilkme kordaja astendada kolmega ja tihtede astendajad
korrutada kolmega.

47. Hulkliikme korrutamine iiksliikmega.

Olgu antud korrutada hulkliige a + b — ¢ mingi algebra-
lise évaldisega, nditeks iiksliikmega, mille tdhistame iihe
tdhega m:

(a+b—c) -m.
Rakendades korrutamise jaotuvusseadust, saame:
(@4 b—c) -m=am+ bm — cm.

Eeskiri. Selleks, et hulkliiget korrutada iiksliikmega, on
vaja hulkliikme iga liige korrutada selle iikslilkmega ja
saadud korrutised liita.

Et korrutis ei muutu tegurite jirjekorra muutmisel, siis
on see eeskiri rakendatav ka iikslitkme korrutamisel hulk-
liikmega. Niisiis m(a + b — ¢) = ma -+ mb — me,
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Nédited.

1. (3x2— 2ax + 5a?) « (— 4a9.

Hulkliikme liikmete korrutamist antud iiksliikmega tuleb
teostada iiksliikmete korrutamise eeskirja jirgi, arvestades

ka markide eeskirja: ithesugused mérgid annavad korruta-
misel 4, erisugused aga —.

Korrutame ukslukmega — 4ax hulklukme iga litkme
eraldi:
(3x2) (—4ax) = — 12ax3; (— 2ax) (— 4ax) = + 8a%x?;

(4 5a?) (— 4ax) = — 20a3x.
Liites saadud tulemused, saame niiiid, et
(3x2 — 2ax 4 5¢?) - (— 4ax) = — 12ax3 4 8a2x?2 — 20a3x.
2. (a— ab + b2) (3a) = a?(3a) — (ab) (3a) + b*(3a) =
= 3a3 — 3a?b + 3ab2.
3. (7x? 4 fax — 0,3) (2,1a%x) =
= (7x?) (2,1a%x) + (%ax) (2,1a%2x) — 0,3(2,1a%x) =
= 14,7a%x3 4 1,575a%x? — 0,63a2x.
4. 2a(3a — 4ax + 3x?) = 602 — 8a’x + ax?.

48. Hulkliikme korrutamine hulkliikmega.

Olgu antud korrutada hulkliige a + b6 —¢ hulkliikmega'

m — n; seda saab kirjutada nii: °
(a+b—c)(m—n).

Vaadeldes tegurit (m — n) kui iiht arvu (kui iiksliiget),

rakendame hulkliikme ja iiksliikme korrutamise eeskirja:
(@a4+b—c)(m—n)=a(m—n) +b(m—n) —
—c(m—n).
Saadud hulklitkme iga liige kujutab endast iiksliikme

ja kaksliikme korrutist. Rakendades jillegi eelmist sea-
dust, saame:

(am — an) + (bm — bn) — (¢cm — cn).
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Avades sulud liitmise ja lahutamise eeskirja kohaselt,
saame lopuks, et

(@a+b—c)(m—n) =am— an + bm — bn — cm + cn.

FEeskiri. Selleks, et hulkliiget korrutada hulkliikmega, on
vaja esimese hulkliikme iga liige korrutada teise hulk-
lilkkme iga liikmega ja saadud korrutised liita.

Muidugi tuleb iihe hulkliikme liikmete korrutamisel teise
hulkliikme liikmetega juhinduda mirkide eeskirjadest: iihe-
sugused mirgid annavad +, erisugused —.

Néide:

(@ — 5ab + b% — 3) (a® — 3ab? + b3).

Esmalt korrutame korrutatava koik liikmed korrutaja
esimese litkmega:

(a®* — 5ab + b% — 3)a® = a® — 5a'b + a3b? — 348,

Siis korrutame korrutatava kéik liikmed korrutaja teise
litkmega:

(a® —5ab + b2 — 3) (— 3ab?) —
= — 3a%b? 4 15a2b® — 3ab* -+ Jab2.

Edasi korrutame kolmanda liikmega:

(a* — 5ab 4 b — 3) (+ b3) = a%b® — 5ab* 4 b5 — 3b3.

Lopuks liidame koik saadud korrutised ja koondame sar-
nased liikmed; tulemus on:

a® — 5ath — 2a%b? — 3a® + 164263 —
— 8ab* + 9ab2? + b5 — 3b3. -

Ndited.
l. (a—b)(m—n—p) =

=am —bm —an+ bn — ap + bp.
2. (—y)(x+y)=x3—xy? + x2 — 5.
3. (3an + 2n? — 4a?) (n? — 5an) =

= 3an® 4 2n* — 4a’n? — 15a2n2 — 10an® + 20a3n =

= — 7an® -+ 2n* — 19a2n2 + 20a%n.
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4. (20> — 3)2= (22> —3) (223 — 3) =
= (2a2)2 — 3(2a?) — (2a2)3 + 9=
=4a* — 6a%? — 6a2 + 9=4a* — 12a2 |+ 9.

Harjutused.

68. (5a%b%) (3abic); (Zax3)(§ax?).

69. (0,3abx) (2,7a%bx?); (7a%b'c) (3ab’c?) (41 a®b).
70. (3mx2y3)%;  (2a3bx?%)3.

71. (0,1xmy3)2;  (Zm2ny3)3.

72. (3a% — 2b% + c¢)2ab.

73. (5a — 4a%b + 3a3b% — Ta*h®)5a2b.

74. (a+b—c)(m—n); (2a—b)(3a+ b2).

75. (a+3b) (2a—b); (2 +xy+12) (x —y).

76. (2 —xy+ y?) (x+ y).

77. (204 3y) Bx—29):  (Y—D @B+ 2+ 9+ 1).

49. Korrastatud hulkliige.

Korrastada hulkliige mingi tdhe astmete jargi tahendab
kirjutada tema liikmed niisuguses jirjestuses, et selle tdhe
astendajad esimesest liikmest viimase poole kas kasvaksid
" voi kahaneksid. Nii on hulkliige 1+ 2x + 3x2 — x3 kor-
rastatud tihe x tousvate astmete jarjekorras.
Sama hulkliige on korrastatud tidhe x alanevate ast-
mete jarjekorras, kui tema liikmed kirjutame vastu-
pidises jarjekorras: — x3 + 3x2 4 2x + 1.

Téhte, mille jargi hulkliige on korrastatud, nimetatakse
tema pohitiheks. Liiget, mis sisaldab pohitdhte koige suu-
rema astendajaga, nimetatakse hulkliikme pealiikmeks;
liige, mis sisaldab pohitihte koige viéiksema astendajaga
voi ei sisaldagi seda, on hulkliikme madalaim liige.
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50. Korrastatud hulkliikmete korrutamine.

Hulkliikmete korrutamist on koige sobivam teostada nii,
nagu on ndidatud jargnevas ndites.
Korrutada 3x — 54 7x2 — x3 hulkliikmega 2 — 8x2 4 x.
Molemad hulklitkmed korrastatakse tihe x alanevate
astmete jérjekorras, korrutaja kirjutatakse korrutatava alla
ja tema alla témmatakse joon:
— x84+ 7x24+3x—5
—8x24 x4 2
8x5 — bbx* — 24x3 -+ 40x2
— xt4 Txd 4 3x2 - 5x
— 2x3 4 14x2 4+ 6x — 10
8x®> — 57x* — 19x® +-57x2 4+ x— 10

Korrutatava koik liikmed korrutatakse korrutaja esimese
liikmega (— 8x2) ja saadud korrutis Kkirjutatakse joone
alla. Siis korrutatakse korrutatava koik liikmed korrutaja
teise liilkmega (4 x) ja saadud teine korrutis kirjutatakse
esimese alla nii, et sarnased liikmed asetseksid sarnaste
‘all. Edasi toimitakse niisamuti. Viimase korrutise alla
tommatakse joon, mille alla kirjutatakse tiielik korrutis,
liites koik osakorrutised.

Hulkliikmeid v6ib korrastada ka tousvate astmete jirje-
korras ja siis teostada korrutamine sama korra jirgi, mis
praegu néidati.

51. Korrutise pealiige ja madalaim liige.

Eelmise niite vaatlemisel selgub, et:

korrutise pealiige vordub korrutatava ja korrutaja pea-
liikmete korrutisega;

korrutise madalaim liige vordub korrutatava ja korru-
taja madalaimate liikmete korrutisega.
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Et korrutise iga iilejadnud liikmes pohitihe astendaja
kujuneb viiksemaks kui pealiikmes ja iihtlasi suuremaks
kui madalaimas liikmes, siis ei leidu korrutise pealiikmega
- ega madalaima liikmega sarnaseid liikmeid.

Korrutise {ilejddnud liikmed voivad tekkida mitme sar-
nase liikkme iihendamisel iiheks liikmeks. V&ib juhtuda
isegi, et pdrast sarnaste liikmete, koondamist korrutises
hivivad koik liikmed peale pealiikme ja madalaima liikme,
nagu see ndahtub jargnevast niitest:

x4 ax® + a?x? + a3x 4+ at

X° 4 ax* + a%x® 4 a3x? 4+ a'x
— axt— a?2x3 — a3x? — a*x — ab

x5 ; — @’ =x5— @b

52. Korrutise liikmete arv.

Olgu korrutatavas 5 liiget ja korrutajas 3 liiget. Korru-
tades korrutatava iga liikme korrutaja esimese liikmega,
saame korrutisse 5 liiget; korrutades siis korrutatava iga
liikme korrutaja teise liikmega, saame korrutisse veel
5 liiget jne.; tdhendab, korrutisse tuleb iildse 5-3, s. o.
15 liiget. Uldiselt: korrutise liikmete arv enne sarnaste
liikmete koondamist vordub korrutatava liikmete arvu ja
korrutaja liikmete arvu korrutisega.

Et korrutises pealiikmega ja madalaima liikmega sarna-
seid liikmeid ei ole, koik teised liikmed aga voivad havida,
siis kahe voi mitme hulkliikme Kkorrutise liikmete arv
parast sarnaste liikmete koondamist ei saa olla viiksem
kui kaks.
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Harjutused.

78. Korrastada jargmised hulkliikmed tdhe x alanevate astmete
jargi ja korrutada:
 24x 4 6x2+ x3 460 ja 12x —6x2 4 12 4 x°.
79. (F—x3+x—1)(xt+x2—1).
80. (x° — ax* + a?x® — a3x? + a'x — a5) (x + a).

53. Moned kaksliii(mete korrutamise valemid.

Jargmised kaksliikmete korrutamise valemid on kasulik
meeles pidada:
a) (a+b)’=(a+b)(a+0b)=a>+ab+ ab + b2=
1 =a? 4 2ab + b2.
Naiteks:
172= (104+7)2=102+2-10-7 4 72 =
=100 + 140 4 49 = 289.

Niisiis kahe arvu summa ruut vordub esimese arvu ruu-
duga pluss kahekordne esimese ja teise arvu korrutis pluss
teise arvu ruut.

b) (@a—b)2=(a—b)(a—b)=0a2—ab—ab + b2=

=a? — 2ab - b2

Néiteks:

193: (20— 1)2=202—2-20-14+ 12=
=400 — 40 + 1 = 361.

Niisiis kahe arvu vahe ruut vordub esimese arvu ruu-
duga miinus kahekordne esimese ja teise arvu korrutis
pluss teise arvu ruut.

c) Et kahe arvu kui ka iildiselt kahe algebralise aval-
dise vahet saab esitada algebralise summana, siis mole-
mad eelmised eeskirjad saab iihendada {iheks ja sonas-
tada nii:

kaksliikme ruut vordub esimese liikme ruuduga pluss
kahekordne esimese ja teise liikme korrutis pluss teise
liikme ruut.
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Niéiteks:
1. (2ab — c?)?2 = (2ab)?>+ 2(2ab) (— ¢?) + (— ?) 2=
= 4a2b* — 4abc? + c*.
2. (—m+3n3)2= (—m)? 4 2(— m) (3n®) + (3n)’ =
= m? — 6mn?® -+ 9nS.
d) (a+ b)(a—b)=a®+ ab—ab —b*=a>— b
Naéiteks:
25-15= (204 5) - (20 — 5) =
= 20? — 52=400 — 25 = 375.

Niisiis kahe arvu summa ja nende vahe korrutis vordub
nende arvude ruutude vahega.

54. Nende valemite rakendamine.

Saadud valemite abil on hulkliikmete korrutamist moni-
kord lihtsam teostada kui harilikul viisil.

Nidited.
1. (403 —1)2= (4a%)2—2(4a®) -1 4 12 =
= 16a% — 8a® + 1.

2. (x+y)(y —x)=(y+x)(y—x)=y—*.

8. x+y+1)(x—y+1)=
=[x+ 1) +yllx+1)—yl=
= (x+1)2—yPl=x242x+4+ 1 —y%

4, (a—b4+c)(a+b—c)=
=[a— (b—c)lla+4 (b—c)] =a*— (b—c)’=
—a? — (b2 — 2bc + ¢?) = a? — b? 4 2bc — 2.

Harjutused.

81. (a4 1% (142a)% (x+ 3)%
82. (3a24 1)2  (0,1mx + 5x2)2.
83. (5a—2)% (3x—2a)% (3a2— 3)%
84. Kasutades (a+b)? ja (a — b)? valemied, leida jargmised
ruudud:
1012; 9972; 962; 572, 722; 892
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85. (2m —3n)?;, (3a2x — Agy e (0258 5 g)2
86. (3x2—33x)% (0,25p — 0,2g)2.

87. (a+1)(a—1); (2a 4 5) (2a — 5).

88. (2x—3) (3 + 2x); (@+1)(1 —a2).

Leida jirgmised korrutised liihendatud viisil:

8. (P+1)(x+1)(x—1); (4x% + 9) (2x 4 y) (2x — y).
90. (m+n—p)(m+n+p); [a+ (b +c)lla— (b + o)].

55. Kahe arvu summa kuup ja vahe kuup.

Kaksliikmete korrutamise valemitele lisandame veel jirg-
mised kaks valemit:

a) (@+ )= (a+ b)2(a 4 b) —
= (@ +2ab + b?) (a + b) =
=a*4 2a%b 4 ab? 4 a2 -+ 2ab2 4 3 —
=@ 4 3a%b + 3ab? 4 b3,
s. t. kahe arvu summa kuup vordub esimese arvu kuubiga
pluss kolmekordne esimese arvu ruudu ja teise arvu kor-
rutis pluss kolmekordne esimese arvu ja teise arvu ruudu
korrutis pluss teise arvu kuup. :
Niiteks:
1Pe= (104 1)3=10% 4 3-102- | +3-10-124 13 =
= 1000 4- 300 4 30 + 1 =1 331:
b) (@ —b)3= (g — b)2(a—b) =
= (a* — 2ab + b?) (@ — b) —
=a® — 2a%b + ab? — a2b 4 2ab? — p3 —
=a® — 3a2h + 3ab2 — b3, 7

s. t. kahe arvu vahe kuup vérdub esimese arvu kuubiga
miinus kolmekordne esimese arvu ruudu ja teise arvu kor-
rutis pluss kolmekordne esimese arvu ja teise arvu ruudu
korrutis miinus teise arvu kuup.

70



Niiteks:

293 —= (30 —1)3=30°—3-302:143:30-12— 3=
=27 000 — 2 700 + 90 — 1 = 24 389.

Kui astendatava kaksliikme liikmed vGtta nende maérki-

dega, siis molemad eelmised eeskirjad saab ithendada
itheks:

kaksliikme kuup vordub esimese liikme kuubiga pluss
kolmekordne esimese liikme ruudu ja teise liilkme korrutis
pluss kolmekordne esimese liikme ja teise liikme ruudu
korrutis pluss teise liikme kuup.

Naiteks:
(2a — 3b)3 = (2a)® + 3(2a)2(— 3b) +
+ 3(2a) (— 3b)2 + (— 3b)3 =
= 8a® — 36a2b + 54ab? — 27b3.

Harjutused.

91. (a+1)3 (a—1)3% (2¢x+3)3% (54 3x)3.
92. (3m —2)%; (3p+39)% (65— 3x)%

1V. Algebraline jagamine.

56. Uksliikmete jagamine.
a) Olgu vaja leida

Joi okl b
Et jagatav peab vorduma jagaja ja jagatise korrutisega
ning et ithesuguste tdhtede astendajad korrutamisel liide-
takse, siis ofsitavas jagatises tihe a astendajaks peab

olema niisugune arv, mis liitmisel arvuga 2 annab 5; see
arv on vahe 5— 2. Tahendab:

s e e O L
Niisamuti leiame, et
Pixt=x;, y*:y=y* jms

71



Téhendab, iihe ja sama arvu astmete jagatis vordub
selle arvu niisuguse astmega, millel astendajaks on jaga-
tava astendaja ja jagaja astendaja vahe. Seda vdljenda-
takse lihemalt nonda: iihe ja sama arvu astmete jagami-
sel lahutatakse jagatava astendajast jagaja astendaja.

b) Olgu antud jagada:

12a%b6%x : 4a2b2.

Vastavalt jagamise moaistele jagatise ja jagaja korrutis
peab vorduma jagatavaga. Seepirast otsitava jagatise
kordaja peab olema 12:4, see on 3; .tihe astendaja
saadakse jagatavas esineva selle tihe astendajast lahuta-
des jagajas esineva sama tiihe astendaja, tiht b (ildse ei
tule jagatisse ja tiht x liheb jagatisse iihes oma asten-

dajaga.
Niisiis 12a3b% : 4a2ph2 — 3ax.
Kontroll: 3ax-4a262 — 12a3b2%x,

Eeskiri. Selleks, et iiksliiget jagada iiksliikmega, on
vaja jagatava kordaja jagada jagaja kordajaga, jagatava
tihtede astendajaist lahutada jagaja samade tihtede asten-
dajad ja kanda iile jagatisse ilma astendajate muutmiseta
need jagatava tihed, mis jagajas ei esine.

Niited:

L 3mntx : dm2nx — 3mns.

2. —ax'y®: (— Baxy?) = 4 2x%y.
d.: 0, 8gwr < 0,02ax) — — 40xn1,

57. Nulliline astendaja.

Kui ithe ja sama arvu astmete jagamisel jagaja asten-
daja osutub vordseks jagatava astendajaga, siis jagatis

peab olema 1; niiteks @3 : ¢8 — 1, sest a8 =—=4¢q3-1. Lepime
kokku teostada astendajate lahutamist ka sel juhul; me
saame siis jagatiseks nullilise astendajaga tihe:

Goade=ahf=—igh ;. Sea astendaja muidugi ei oma seda

&
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tdahendust, mis astendajale varem andsime, sest arvu ei
ole voimalik votta 0 korda tegurina. Me lepime kokku
moista avaldist a® kui arvu a iihesuguste
astmete jagatist, ja kuna see jagatis on 1, siis a°
loeme arvuks 1.

58. Uksliikmete jagamise voimatuse tunnused.

Kui tais-iiksliikmete jagamise tulemust ei saa tapselt
avaldada tdis-iiksliikmena, siis Oeldakse, et see jagamine
on voimatu. Uksliikmete jagamine on voimatu kahel juhul.

a) Kui jagajas on tdhti, mida ei leidu jagatavas. Nii-
teks ei ole voimalik 4ab? jagada iiksliikmega 2ax, sest iga
tdis-iiksliikme korrutamisel avaldisega 2ax saadakse korru-
tis, mis sisaldab tdhte x, mida aga meie jagatavas iildse
ei ole.

b) Kui mingi tihe astendaja jagajas on suurem kui sama
tihe astendaja jagatavas. Niiteks jagamine 10a®h?: 5ab?
on vdimatu, sest missuguse tdis-iiksliikme me ka jagati-
seks kirjutaksime, korrutatult jagajaga annab ta ikka iiks-
liikme, milles tdhe b astendaja ei ole viiksem kui 3, kuid
jagatavas see tiht esineb ainult astendajaga 2.

Kui iiks iiksliige ei jagu teisega, siis jagatist on voima-
lik tdhistada jagamismarkide abil; nii on iiksliikmete 4a
ja 5b jagatis

da
4a : 5b ehk i

Harjutused.
93. 8a°x3%y : 4a3x?; 3axd: (— Sax).
94. adh : (— Badb); 12amb3: 4ab.

59. Hulkliikme jagamine iiksliikmega.

Olgu vaja hulkliige a+b—c jagada mingi iiksliik-
mega, mille tihistame iihe tihega m:
(a 4+ b—c) :m ehk {1‘+,:j€_
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Hulkliige @ + b —c on algebraline summa, ja algebra-
lise summa jagamiseks mingi arvuga voib selle arvuga
jagada iga liidetava eraldi. Seetsttu

at+b—c a b c
gy Mg BT

Selles saab veenduda ka kontrollimisega: korrutades

2 a b G s : ) :
hulkliikme 772-—{—71——7 Jagajaga m, saame jagatava
a—+b—c,

Eeskiri. Selleks, et hulkliiget jagada iiksliikmega, on
vaja selle iikslifkmega jagada hulkliikme iga liige ja saa-
dud jagatised liita.

Nidited. ,

1. (20a° — 802 —a) : 40 =542 — 2q — 3.

2 (Aur o Dt SQRERE e L 3
B (37— 032 L 1) i 2 4x 0,154 51y

Harjutused.
95. (4a% 4 6ab? — 12a3b5) : Gab.
96. (36a2x5 — 24adxt + 4aix3) : 428,
97. (3a’y — 6a%y? 4 3a2y3 — 3a%y*) : 3a%y.

60. Uksliikme jagamine hulkliikmega.

Olgu vaja jagada niiteks iiksliige a hulkliikmega
b+ c—d. Seda jagatist i saa avaldada ei tdis-liksliik-
mena ega ka tdis-hulkliikmena, sest kui oletame, et jaga-
tis on vordne mingi tdis-iiksliikmega voi tiis-hulkliikmega,
siis korrutades selle jagatise hulklitkmega b 4 ¢ — d, saak-
sime samuti hulkliikme, mitte aga iiksliikme (§ 45, 47).
Tulemust, mis saadakse a jagamisel hulkliikmega b + ¢ — d,
tahistatakse jagamismirkide abil nii:

a: (b4 c—d) ehk b??——d'
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61. Hulkliikme jagamine hulkliikmega.

Kahe hulkliikme jagatis on ainult erandjuhtudel aval-

datav tais-hulkliikme kujul. Naiteks
(@® 4+ 2ab + b?) : (a4 b) =a+ 0,
sest '
a? + 2ab + b2 = (a + b)2.

Uldiselt aga selliseid jagatisi saab tdhistada jagamis-
mérgi abil. Néiteks hulkliikmete a — b + ¢ ja d —e jaga-
tis avaldub nonda:

A= ek (a4b 4 o)+ (d=e).

62. Korrastatud hulkliikmete jagamine.

Ménikord onnestub kahe hulkliikme jagatist avaldada
tiis-hulkliikme kujul. Nditame jdrgneva ndite abil, kuidas
seda teha:

(5x2 — 1943 + 17x + 6x* — 4) : (1 — 5x + 3x?).

Kirjutame molemad hulkliikmed tdhe x alanevate ast-
mete jdrjekorras ja paigutame jagamise nii, nagu ta paik-
neb tdisarvude jagamisel:

6x* — 19x3 4 5x2 4+ 17x — 4 |3x2———5x+ 1

——6v 4+ 10x3 — 2x2 ‘2\:2-—3x——4>
O ey AR — 9x3+ 3x2+ 17x —4
- 9x3——15x2+ %
28k o 2 BN SO — 12x2+20x-—4
+ 12x2 — 20x + 4
B AR AR S S 0

Oletame, et otsitav jagatis on mingi hulkliige ja et see
hulkliige on samuti korrastatud tidhe x alanevate astmete
jarjekorras.
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Jagatav peab vorduma jagaja ja jagatise korrutisega.
Korrastatud hulkliikmete korrutamisest on teada, et korru-
tise pealiige vordub korrutatava pealiikme ja korrutaja
pealiikme korrutisega. Jagatava pealiige on esimene, jaga-
~ jas ja jagatises ori pealiikmed samuti esimesed. Tahendab,
jagatava esimene liige (6x*) peab olema jagaja esimese
liikkme (3x2) ja jagatise esimese liikme korrutis. Siit jérel-
dub, et jagatise esimese lijkme leidmiseks tuleb jagatava
esimene liige jagada jagaja esimese liilkmega. Jagades
leiame, et jagatise esimene liige on 2x2. Selle kirjutame
joone alla jagatisse. :

Korrutame jagaja kéik liikmed jagatise esimese liikmega
ja saadud korrutise lahutame jagatavast. Selleks kirjutame
ta jagatava alla nii, et sarnased liikmed asetseksid sar-
naste litkmete all, ja muudame lahutatava koikide liikmete
margid vastandmirkideks. Pirast lahutamist saame esi-
mese jaagi. Kui see jddk osutuks nulliks, siis see tihen-
daks, et jagatises muid liikmeid peale leitud esimese liikme
ei ole, s. t. jagatis oleks iiksliige. Kui aga esimene jaak
ei ole null, nagu meie ndites, siis arutame edasi nonda:

Jagatav peab tekkima jagaja koikide liikmete korruta-
misel jagatise iga liikmega. Me lahutasime jagatavast
ainult avaldise, mis tekkis jagaja koikide liikmete korruta-
misel jagatise esimese lilkmega; jérelikult esimene jaak
sisaldab koik jirgmised osakorrutised, mis saadakse jagaja
koikide liikmete korrutamisel jagatise teise liikmega, kol-
manda liikmega ja koikide ilejddnud liikmetega. Jidgi
pealiige on esimene; jagaja pealiige on samuti esimene;
jagatise jargmine liige on teine. Tahendab, jdigi esimene
liige (— 9x%) peab vorduma jagaja esimese liikme ja jaga-
tise teise liikme korrutisega. Siit jireldub, et jagatise teise
liikme leidmiseks tuleb esimese jadgi esimene liige jagada
jagaja esimese liikmega. Jagades leiame, et jagatise teine
liige on — 3x. Selle kirjutame jagatisse.
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Korrutame jagaja koik liikmed jagatise teise liilkmega ja
saadud korrutise lahutame esimesest jadgist. Saame teise
jadgi. Kui see jddk on null, siis jagamine on 16ppenud; kui
aga teine jiik ei ole null, nagu meie niites, siis arutame
nii:

Teine jiik sisaldab liikmeid, mis saadakse jagaja koi-
kide liikmete korrutamisel jagatise kolmanda, neljanda ja
jargnevate lilkmetega. Et neist jagatise liikmeist korgeim
on kolmas, siis eelneva eeskujul jagatise kolmanda liikme
leiame, kui teise jddgi esimese liikme jagame jagaja esi-
mese liikmega. Jagades saame —4. Korrutades jagaja
kaik liikmed — 4-ga ja lahutades korrutise jadgist, saame
kolmanda jifigi. Meie ndites see jddk osutub nulliks; see
niitab, et jagatises rohkem liikmeid ei saa olla. Kui kol-
mas jadk ei oleks null, siis selle jadgi esimene liige tuleks
jagada jagaja esimese liikmega; sellega saaksime jagatise
neljanda liikme, jne.

Jagatavat ja jagajat oleks -voinud korrastada fiihe ja
sama tihe tousvate astmete jdrjekorras ja siis toimida nii,
nagu praegu kirjeldatud; seejuures oleks tulnud tugineda
selkele, et korrutise madalaim liige vordub korrutatava
madalaima liikme ja korrutaja madalaima liikme Kkorru-
tisega.

Niited.
a) 28x* — 13ax® — 26a2? + 15a’« | 7x? 4 2ax — 5a®
L seeimer g
— 9lax® — 6a2x2 + 15a3x
+ 6a%? — 15a°x
0

Siin me ei kirjutanud jagaja esimese liikkme Kkorrutist
jagatise esimese lilkmega, jagatise teise liikmega jne., sest
need korrutised on alati vordsed nende liikmetega, mille
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alla nad kirjutatakse, ja lahutamisel alati vastastikku hivi-
vad. Harilikult nii toimitaksegi.

b) xX3—a® |x—gqg c) ¥t —mt jx'—a

w e @ T, 13 - ax? + a?x + @@
a— g axd — gt

» =+ a?x » + a2x?
a2k g8 i ax? — gt

w T+ ad » +adx
£ @ — gt

Jasin
0

Niisamuti voib veenduda, et ka vahe x5 — a, x8— gt ja
ildiselt xm— gm jiigita jagub vahega x —q, s. t. et kahe
arvu iihesuguste astmete vahe on jadgita jaguv nende
arvude vahega.

63. Hulkliikmete jagamise véimatuse tunnused.

Hulkliikme jagamist hulkliikmega ei saa teostada jarg-
mistel juhtudel. ‘

a) "Kui pohitihe astendaja jagatava pealiikmes on viik-
sem sama tdhe astendajast jagaja pealiikmes, sest siis e
saa leida jagatise pealiiget. :

b) Kui péhitihe astendaja jagatava madalaimas litkmes
on viiksem sama tihe astendajast jagaja madalaimas liik-
mes, sest siis ei saa leida jagatise madalaimat liiget.

¢) Kui pohitihe astendajad jagatava pealiikmes ja
madalaimas liikmes ei ole viiksemad selle tihe vastavaist
astendajaist jagaja pealiikmes ja madalaimas liikmes, siis
ei saa veel delda, et jagamine osutub voimalikuks. Et sel
juhul otsustada, kas jagamine on véimalik voi mitte, tuleb
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asuda jagamise teostamisele ja jdtkata seda seni, kuni
loplikult veendume hulkliikme-kujulise jagatise saamise
voimalikkuses voi voimatuses.

Harjutused.

98. (2—3x—4):(x+1); (BR—y—2):(y—2).
99. (6x3+2—3x2—4x): (2x—1).

100. (3ax3 — 15a2x* 4 6a3x3) : (x2 — Sax + 2a?).

101. (¥ —ab) : (X5 4 ax* + a®¢® + a®x? + a*x + ab).

V. Teguriteks lahutamine.
64. Eelmarkus.

Algebralisest jagamisest koneldes nditasime, et monel
juhul on jagatist voimalik ainult tdhistada jagamismérgi

. % , s a 2x x*—dx+42
abil. Seejuures saadavaid avaldisi, nagu e e

jt., nimetatakse tavaliselt algebralisteks murdudeks.

Peatselt ndeme, et algebralisi murde, nagu aritmeetilisigi,
on monikord voimalik taandamise teel lihtsustada, s. t.
jagatav ja jagaja jagada nende {ihiste teguritega, kui selli-
seid leidub. Selleks, et niisugust taandamist oleks voimalik
ilma raskusteta teha, tuleb Gppida algebralisi avaldisi tegu-
riteks lahutama (niisamuti nagu aritmeetikas murdude
taandamiseks on vaja osata tdisarve lahutada neid moo-
dustavaiks tegureiks).

65. Tais-iiksliikmete teguriteks lahutamine.
Votame mingi tais-iiksliikme, nditeks 6a?6%. Et ta on kor-

rutis, siis juba tema vilise kuju pohjal saab otsekohe
teda tegureiks lahutada. Nii

6a2b? = 23 (aa) (bbb) = 2 - 3aabbb.
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Uhendades need tegurid mingisugustesse riihmadesse ‘
(korrutamise iihenduvusseaduse alusel), saame niidata
selle iiksliilkme mitmesuguseid lahutusi, niiteks: '

6a’h* = (6a) (ab®) = (2a%b) (3b2) = (3ab?) (2ab) jms.

66. Hulkliikme teguriteks lahutamine.

Néaitame hulkliikme teguriteks lahutamise lihtsamaid
juhtusid.

a) Et

(a+b—c) m=am+ bm — cm,
siis ka iimberpoordult
am 4 bm — cm= (a + b — c) m.

Niisiis hulkliikme koikide liikmete iihise teguri vaib sul-
gudest vilja viia.

Niited:

b X8 — 292 L By —x (45— 2% 4 8)

2. 16a? — 4a® =4a%(4 — a).

3. dm(x—1) 4+ 3n(x— 1) = (x—1) (5m + 3n).

by

(a4 b) (a —b) =a%— b2,
siis 'ka timberpoordult
a’—b*= (a4 b) (a—0b).

Niisiis kahe arvu ruutude vahe voib asendada nende
arvude summa ja vahe korrutisega.

Naited.

I, X2 —de=p2l 8 = (x4 2)(x—2).

2. P—l=pP—1P=(@y+1)(y—1).

3. 92> — %= (3a)2— (3)2=(3a+3)(3a—13).

4. 25x* — 0,01 = (5x)2 — 0,12 = (5x + 0,1) (5x — 0,1).

5. mt— nt= (m2)? — (n2)? = (m? + n2) (m? — n?) —

= (m? 4 n?) (m + n) (m — n).
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6. = — 1P =[x+ (x—1)][x— (x—1)] =
=x+x—1)(x—x+1)=2x—1.

e} Ef

(@a+b)?=0a>+2ab+ 02 ja (a— b)2=a®— 2ab + b2,
siis ka timberpoordult
@+ 2ab + b= (a+b)? = (a4 b) (a + b)
ja i

a*—2ab + b*= (a— b)2 = (a — b) (a — b).

Téhendab, kui kolmliige kujutab endast mingi kahe arvu

ruutude summat, mis on suurendatud voi vihendatud nende

arvude kahekordse korrutise vorra, siis teda voib asendada
nende arvude summa vodi vahe ruuduga.

Ndited.
1. a®+42a+1.
Et
=12 ja 2a=2-a"1, siis a2+ 2a 4 | = (a 4 1)2.
2. x*4 4 —4x2,
Siin xt= (x2)2, 4=2? ja 4x2=2x2-2; seetdttu
- Xt 44 —4x%2 = (x2 — 2)2.
Voib kirjutada ka, et x*+44 —4x2=— (2 —x?)?, sest

. kaksliikmete x2 — 2 ja 2 — x? ruudud on kolmliikmed, mis

erinevad ainult lifkmete jdrjekorra poolest:
(2 —2)2=xt—4x2+4; (2 —x2)2=4 — 4x2 4 x*.

3. — x4 25x%240,01.

Siin on kaks ruutu: 25x?= (5x)? ja 0,01 = 0,12, Arvude
5x ja 0,1 kahekordne korrutis on 2:5x-:0,1 = x. Et antud
kolmliikmes molemad ruudud on mérgiga -+, kahekordne

korrutis (s. 0. x) aga mirgiga —, siis

— % + 25x2 + 0,01 = 25x2 — x 4+ 0,01 —
— (5x — 0,1)2 = (0,1 — 5x)2.
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4, — x?2— y? + 2xy.
Viime madrgi — sulgude ette: — (x2 4+ y2 — 2xy). Sulgu-
des seisev kolmliige on ilmselt (x — y)2. Tahendab:

— X — P+ 2y=— (X + y* — 2xy) =
=—(x—y)il=—(y—x">

d) Monikord saab hulkliiget teguriteks lahutada tema
liikmete monesuguse riithmitamise abil.

Niited.

1. ax+ ay + bx + by = (ax + ay) + (bx + by) =
=a(x+y)+b(x+y)=(x+y)(a+b).

2. 12— 4x—3x2 4 x3=— (12— 4x) — (32— x8) —
—4(B—x) — B —x)=B—x)(4— ) =
= (3—x)(2+x)(2—x).

3. m?>+4n?—2mn— p?= (m?+ n®—2mn) — p>=
=(m—n)?—p*=(m—n+p)(m—n—p).

4. X*—yP+6y—9=x*— (y* —6y +9) =
=x—(y—3)? =[x+ (y—3)]1x—(y—3) 1=
=(x+y—3)(x—y+3).

e) Monikord on kasulik lisada abistavaid liik-

meid voi mingi liige lahutada kaheks liik-
meks.

Naited.
1. a®—b¥=0a® —a?b + a?b — b® =
=a%(a—b) + b(a? —b?) =
=a*(a—b) +b(a+0b)(a—b) =
= (a—b)[a2+b(a+ b)] = (a— D) (a® + ab + b?).
2. a3+ bP=ad+ a?b — a?b 4 b2 =
=a?(a+b) —b(a2—b2) = (a+b)[a2—b(a—b)] =
= (a + b) (6> —ab + b?).
3. 2x2 4 3xy + y?=2x2+ 2xy + xy + yY* =
=2(x4y) +tyx+y)=x+y)(2x+y).
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Harjutused.

102. 2a + 2x; ax + ay; 4y>— 6xy.

103. 4ax — 2ay, 6x%y -+ 9xy2.

104. 12a2b — 9a2b? — 6ab3; xy2 — Txy + 4x%y.

105. m2—n?, a?2—1; 1—a2

106. x2—4; m2—9; 4x2—y2

107. Zx*— 1y5 0,01a8—9; 3a5— 48abs.

108. (x—y)2—a% 9(a+206)2—1;, a2— (b+ c)2

109. (x+y)2— (x—y)% 16x2—4(x 4 y)2

110. x2—2xy + y2;, m2 4 n? + 2mn.

111. 2ab + a% + b2, a?— 4ab + 4b2.

112. x2+48x+416; x2+4 14 2x.

113. 5a3 — 20a2b + 20ab2.

114. a2 4 2ab + b2 —¢2; a2 — b2 —2bc — c2.

115. ax + bx + ay + by, ac— ad + bd — be.

116. a2+ ab—a—0b; xz—3y—3z+ xy.

117. 4mn + xy — 2nx — 2my; 8a3 — 12a? — 18a + 27 " (kolmeks
teguriks).

VI. Algebralised murrud.

67. Algebralise murru erinevus aritmeetilisest murrust.

Kahe algebralise avaldise jagatist nimetatakse algebra-
liseks murruks. Niisugused on néiteks
a a+b 2x*—x+45
b a—dt xI2
Vaatleme moningaid algebraliste murdude iseirasusi.
Votame murru %; leiame tema numbrilise vaértuse juhul,
kui a=12 ja b=4, siis juhul, kui a=3 ja b=7, edasi
juhul, kui a=-—20 ja b==30, 16puks juhul, kui a=0 ja
b=3. Saame vastavalt arvud 3, 2, — % ja 0. Niisiis

algebralise murru numbriline vidartus voib olla taisarv
voi murdarv, positiivne arv voi negatiivne arv voi ka null.
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Et a ja b saavad omandada, soltuvalt iilesande tingi-
mustest, igasufguseid numbrilisi vaartusi, siis:

algebralise murru lugejaks kui ka nimetajaks vaib olla
tdisarv ja murdarv, positiivne arv ja negatiivne arv.
Murru lugeja voib muutuda ka nulliks; kui aga nimetaja
muutub nulliks, siis murd kaotab motte (sest nulliga
jagada ei saa).

Niisiis algebralise murru méiste on laiem aritmeetilise
murru moistest. Viimast saab vaadelda kui algebralise
murru erijuhtu.

68. Murru pohiomadus.

Et murd on tema lugeja ja nimetaja jagatis ja et jaga-
tis ei muutu jagatava ja jagaja korrutamisel (voi jagami-
sel) ithe ja sama arvuga (vilja arvatud null, § 34, d),
siis sama omadus on ka murrul, s. o. murru suurus ei
muutu, kui tema lugeja ja nimetaja korrutada (vai jagada)
iihe ja sama arvuga (peale nulli). Korrutame niiteks

2
gy A . . . . 1 s .
murru T lugeja ja nimetaja arvuga — 4§; siis endine
murd on
2 r o
b0 et o R

uus murd on

2 41 [7 4 8 28

[=3) (=805 (—3)] = (+2): (= 3) =

A bl i A SN LR 1
SR DR R T DREOAT g g T TG

me ndeme, et murru suurus on jidnud endiseks.

Seda murru omadust kasutades saame algebraliste mur-
dudega teostada neidsamu teisendusi, mida aritmeetikas
lubatakse aritmeetiliste murdudega, s. 0. me vdime murde
taandada, kui see on v&imalik, ja teisendada neid iihe-

nimelisteks, kui see on vajalik.
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69. Lugeja ja nimetaja teisendamine tdisavaldisteks.

Kui juhtub, et murru lugeja ja nimetaja ise sisaldavad
murde, siis korrutades neid sobivalt valitud arvuga véi
algebralise avaldisega saab vabaneda neist murdudest.
Niiteks:

3 .

1) *% . korrutades lugeja ja nimetaja arvuga 4, saame 4—;;
2 '
zm : 16m .
.7 5 i) Ip) ’ 2] » 24, ] 91n %
ax—1 ax?—x

3) "‘*_i > 2] ” 2] 2] 3] X, ” 7?_—1‘~

e
Harjutused.
Teisendada Jugeja ja nimetaja tdisavaldisteks:
ige, 3X, 080, a¥ om 119, 10, 3ka® 33— ¢
R LT R TR 2 T T3x2’ 33’ a—b "
ax-p o= 1..{.5 Y.
24(a+b)  3a— % x x X
S Lalos bl i ot 5 1L ML, % S
45 1—+%a ax+1 1

; Hslepr
X

70. Lugeja ja nimetaja mirkide muutmine.

Muuta mark murru lugejal ja nimetajal vastandmargiks
tahendab nende korrutamist arvuga — 1, mis teatavasti
murru suurust ei muuda.

Naiiteks:

—8 AL . AN g

R o o e ) N e
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Kui muudame mirgi murru enda ees ja iihtlasi lugeja
(voi nimetaja) ees, siis murru suurus samuti ei muutu;
nditeks: ‘

—10 3 —10 ! (e
W TR IR el e e e

Neid murru omadusi saab monikord kasutada murry
teisendamisel, niiteks:

m2 —n2 m? — n? _ (m~+n)(m—n)

PP Sy Pt o PR b G
Harjutused.
Muuta mirgid murru lugejal ja nimetajal:
bRt il s ]
e, MR el ST
5 R et .l s
bis—a Y —m -1
124. Panna mirk — iga murru ette nii, et murru suurus ei
muutuks:
TS 8 AR e DV A s
i L b ey

71. Murru taandamine.

Kui algebralise murru lugejal ja nimetajal leidub iihi-
seid tegureid, siis murrule saab anda lihtsama kuju.

Niited.
48ab _ 4b. 3a% __ 3 . 160a%bcd? __ 4a’a®

60ac — 5¢’ Tab  7a’ 120a%% . 368 °

Toodud ndidetest selgub, et

murru taandamisel lugeja ja nimetaja kordajad jaga-
takse nende iihise teguriga ja iihise tihega tegurid jaga-
takse selle iihise astmega, millega nad esinevad lugejas
ja nimetajas.
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Kui murru lugeja voi nimetaja (voi see ja teine) on
hulkliikmed, siis esmalt on vaja need hulkliikmed
lahutada teguriteks (nii, nagu niidati §-is 66); kui nende
hulgas leidub uhesuguseld tegureid, siis nendega voib
murdu taandada.

Nidited.

6x248xy  2x(3x+4y) %f
Oxy + 124 3y(3x+ 4y) 7
L1 (EDxH x—l
S gl A (x‘“l)

(2-ga jagamine on asendatud 3-ga korrutamisega.)

Harjutused.

Taandada murrud:

7. 2m ., 4ath 4258
7x° 3m2’ 6ab?’ 112x%7 ¢
106, 12ab. 3a%bc | 48aixyt
" Sax ’ 12ab*’  4baixy °

oo AR W,/ MRt
a’+ab’ 3x2—3xy’ 4a—8°

2 o

128. @ a Tx—Bat e

125.

i

a?—a’ 2—9' a*—1°
ORI L et RN IO . ol SO L el o
2x%x — 1) (x4 1)’ 3bx — cx2’ A% — o2
50, (atoR@—bp. __ pi—1
@2—8 ' (1+pgP—pt+yP

72. Murdude teisendamine iihenimeiisteks.

a) Vaatleme murde, millede nimetajad on tiksliikmed,
niiteks:

35° 3ab’ bab®"



¢

Uhiseks nimetajaks tuleb votia nihtavasti 30ab?. Tiien-
dusteguriteks on siis 15ab, 106 ja 6.

15ab 106 6
a _ 15a% oo s 0k A 6d

2b " 30ab®’ 3ab~ 30ab®’ 5ap? 30ab2

Votame veel niite:

o oF 3bﬁ ? j)t‘
126%¢*  8a3¢%a2° 18ap "

Uhine nimetaja peab jaguma iga antud nimetajaga.
Tédhendab, iihise nimetaja koige viiksemaks kordajaks on
antud kordajate viikseim iihiskordne. Téhelised tegurid
peavad esinema iihises nimetajas niisugusel astmel, mis
jaguks iga astmega, milles see tegur on nimetajates.
Téhendab, antud niites iihise nimetaja kordajaks peame
votma arvude 12, 8 ja 18 viikseima tthiskordse, s. o. 72.
Teguri a peame votma astendajaga 3, teguri b astenda-
jaga 2 jne. Uhiseks nimetajaks saame 72a%h%c'q2.

Tédiendusteguriteks on siis: 6ac’d?, 962 ja 4a2bcrde,

6adcia? 962
S —— 3 i | "
a 6adedq2 3b 273

126% — T20%%d 0 Sabcid: — Togipicige

4abcid?
T — A
B¢ __ 20a%cda?

T8ab = Toatpicigh-

Neist nadidetest selgub:

iiksliikmeliste nimetajatega algebraliste murdude ithiseks
nimetajaks on korrutis, mille teguriteks on antud nimeta-
jate kordajate viikseim iihiskordne ja antud nimetajate
iga tiheline tegur kdige suurema astendajaga, millega ta
esineb antud nimetajates.
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'b) Edasi vaatleme murde, millede nimetajad on hulk-
litkmed, naiteks:

E R
a—b’ a+tb’ @—b

Lahutame iga nimetaja teguriteks. Esimest kaht nime-
tajat ei saa teguriteks lahutada, kolmas on aga
(a +b) (a — b). Tihendab, iihiseks nimetajaks on a? — b7;
saame:

a-+b a—b

e S —
RO e o L N, e’ < ASTRL Y
a—b  a2—b’ a+b a2-—-b?’ 22—’

¢) Voib juhtuda, et iihelgi nimetajate paaril
ei ole fithiseid tegureid. Siis tuleb toimida nii,
nagu tehakse aritmeetikas, nimelt: korrutada iga murru
lugeja ja nimetaja koigi iilejddnud murdude nimetajate
korrutisega.

Niited.
) 2b, 3¢ teisend.: a-5n-2p , 2b-3m-2p  3c-3m-5n N
3m’ 5n’ 2p 3m-5n-2p’ 5n-3m-2p’ 2p-3m-5n
10anp , 12bmp . 45cmn
30mnp* 30mnp’ 30mnp’
P b : teisend.: S ikttt R TN L o | L
a-+b’ a—b’ (a+b)(a—0b)’ (a+b)a—0b)
gt pb . el b
P T v s TR
W
Harjutused.
Teisendada murrud {ihenimelisteks:
v 3 4 X Ry X 4
131. > Vo Sy =y —
? a b’ 3y ax’ 4 %
TSl P e N ST
‘32. —y b ’ 9% ’ 471-, ’ 3—2772 ’ 5—X .
L et AR S
3a2bc’ 4mx*y 4ab 8a%b?
134. ,_3,” ¥ (esitada 3x murruna ?f)
8ab Sx 1
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135, *ty x—y 1 2 3

g, s Ve s by L e ey e
B e 0 oy BB M e A i e
Xyl ol R R o (x—1)(2x—1)
IR AR AN R s A AN
282362  21a2b b a—b a%— p?

73. Murdude liitmine ja lahutamine.
Hulkliikme ja iiksliikme jagamise eeskirja jirgi (§ 59)
saame Kkirjutada:

a+b-+c a b [ ¢ . a=b_ a b
R TR T

m m m "5
Lugedes neid vordusi paremalt poolt vasakule, saame:

I.. Selleks, et liita ithesuguste nimetajatega murde, on
vaja liita nende lugejad ja saadud summa alla kirjutada
nende iihine nimetaja.

2. Selleks, et murrust lahutada samanimelist murdu, on
vaja esimese murru lugejast lahutada teise lugeja ja vahe
alla kirjutada iihine nimetaja.

Kui liitmiseks voi lahutamiseks antud murdudel on eri-

nevad nimetajad, siis esmalt tuleb nad teisendada iihe-
nimeliseks.

Naited.
o Y
a ¢ e ad cb ebd
. 4l+f_ H—bdf/jL
2b dac
2. Imt _ 5i* _ 6bme— acn?
10a%bc  4ab> ~  20a2b2c
3 X i R o
T 2x—2 2x2 —-2°
2x —2=2(x—1) Tédiendustegur=x-- 1
2,\'2——2=2(x'~’—1)=2(x-+—1)(x——1) ! = 1

Uhine nim. 2(x+ 1) (x — 1)
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Lahutamise tulemusena saame:

e PP (2 h8) R 2wfl a3 0 Se—d 1

Bax+Dx—1)  2x+D)(x—1 = 2xF+1)x—1) N
Harjutused.

Vi L e S e T e e
188 = g hagt X A Vg

2
139 1—3—}- = (k‘u'utada 1 murruna :
- FlAae ! 13

2(B—x) ,_ Ax—1)

140. e B
24x 2—x. 1-46x a-t+b
3 = o L 142. e releat
Lol (2 vy s e T e b’+ +ab FLab
143. Milleks teisendub murd f:ll-:—f, kui x asendada aval-
mn
jsega =P
disega 7 on

74. Murdude korrutamine.

Selleks, et murdu korrutada murruga, on vaja lugeja
korrutada lugejaga, nimetaja nimetajaga ja esimene kor-
rutis votta lugejaks, teine aga nimetajaks, s. o.

a c ac
b’ d b’ ()
See eeskiri on samane aritmeetiliste murdude korruta-
mise eeskirjaga. Et aga tdhtede all saab moista mitte
ainult positiivseid tdisarve, vaid ka murrulisi ja negatiiv-
seid arve, siis on vaja kontrollida selle eeskirja kehtivust
ka algebraliste murdude puhul, kus a, b, ¢ ja d on mis-
tahes arvud. Eeldame esmalt, et koik need arvud on posi-
tiivsed ja murrulised. Olgu niiteks

a=

;o
L

7 )
.‘b——=§, c=: ja d=

SN 8
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Asetades need arvud vordusesse (1), arvutame eraldi
vorduse vasaku ja parema poole ja vordleme tulemusi.
Vérduse vasak pool annab:

a 2ol Enh v 5.9 5-4
AR e e BT gy
R B R O P e
RS PRl e B R

(arvutamist me 16puni ei teosta).
Leiame niiiid vorduse (1) parema poole:
L BB BB

. of =

bd 3684 3.6.7.9°
Saadud tulemusi vérreldes niaeme, et nad on vérdsed,
sest (tdisarvude korrutamise vahetuvusseaduse jirgi)
2:8:5:4=2:5-8:4 ja 3:7-6-9=3:6-7-9. Jirelikult
sel juhul vordus (1) jiib Oigeks.
Oletame niiiid, et iiks arvudest a, b, ¢ ja d saab nega-
tiivseks. Olgu niiteks a=—3% (b, ¢ ja d omavad endisi

vadrtusi). Siis murd %muutub negatiivseks ja vorduse (1)
kogu vasak pool saab negatiivseks. Paremal poolel korru-
tis ac muutub negatiivseks ja seetottu kogu parem pool
saab negatiivseks. Vasaku poole ja parema poole absoluut-
vddrtused jddvad seejuures endisteks. Tédhendab, vordus
(1) jdab kehtima. Niisamuti saame veenduda, et vordus
(1) jdab odigeks ka siis, kui teised arvud muutuvad nega-
tiivseks.

Koik see, mis praegu rddkisime {ihe eriniite kohta, on
korratav iga teise niite puhul; tihendab, vordus (1) on
oige tdhtede a, b, ¢ ja d igasuguste viirtuste puhul.

75. Murru ruut ja kuup.

Rakendame murdude korrutamise eeskirja murru ruudu
ja kuubi arvutamiseks. Eeskirja kohaselt:

9)2_9 a s (,a_)“_a 2.8 0
S T b B b —bbb—b3'
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Siit jareldub:
selleks, et algebralist murdu astendada kahega voi kol-

mega, on vaja selle arvuga astendada eraldi lugeja ja
nimetaja.

76. Murdude jagamine.

Selleks, et murdu jagada murruga, on vaja korrutada
esimese murru lugeja teise murru nimetajaga ja esimese
murru nimetaja teise murru tugejaga ning esimene korru-
tis votta lugejaks, teine aga nimetajaks, s. o.

@y ol e
b e
Jagamise kontrollimisega saab veenduda, et see vordus
on dige igasuguste arvude a, b, ¢, d puhul: korrutades
. jagatise jagajaga, saame jagatava:

ad: el aae g

oo A Dobedo T b

77. Mirkused.
SN a ,d AR 3 g "4 x
1) Et ;= "7, siis jagamise eeskirja voib sonastada
ka nii: ‘
selleks, et murdu jagada murruga, voib esimese murru
korrutada teise poordarvuga.

2) Iga algebralist tiisavaldist saab vaadelda kui murdu,
mille lugejaks on see tdisavaldis ja nimetajaks on I; nai-

teks: az-?-; 3x2=3f2 jms. Seetdttu meie poolt antud ees-

kirjad teheteks murdudega on rakendatavad ka neil juh-

tudel, kus iiks antud avaldistest on tdisavaldis. Néiteks:
b a. b __ac

e I ey TPy W
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Harjutused.

144, 3% 10ab 1 —g x2

4x2y?
525 UNE 7 Bl ih g A

a2’ 1% Tonegn 0%

b ab 3a2b5¢t 4a4h3c2
146. ab ). (,__ab | 3a%bct . :
(a = ) (b a +b) ’ 4x%y221 3xiy22?
2042 S
147. ,,1:‘}1;4(11,2; 81a3b2:'r7ib :
5mp Xy
2B bad 502 ) )
148. ¢ . - 562 X :
an s B (x+x—y x+y

xﬁ-fl

=

6a
x 1



Neljas jagu.
ESIMESE ASTME VORRANDID.

I. Vorrandite iildised omadused.

78. Vordused ja nende omadused.

Kaks arvu voi kaks algebralist avaldist, mis on oma-

vahel iihendatud mirgiga =, moodustavad vorduse. Neid
arve voi avaldisi nimetatakse vorduse poolteks; see, mis
seisab vasakul mirgist =, on vorduse vasak pool, ja see,

mis seisab paremal sellest mirgist, on vorduse parem
pool. Niiteks vorduse

a4+at+a=a:3

vasak pool on summa a + a -+ a ja parem pool on korru-
tis a* 3.

Tihistades vorduse kummagi poole iihe tdhega, saame
vorduse tdhtsamaid omadusi viljendada nii:

a) Kui a=0, siis ka b=a, s. t. vorduse pooli voib
teineteisega vahetada.

b) Kui a==b ja b=rc, siis a=¢, s. . kui kaks arvu
on eraldi vordsed mingi kolmanda arvuga, siis on nad
ka omavahel vordsed.

¢) Kui a=b jam=n, siisa+m=0b+njaa—m=
— b — n, s. t. kui vordsete arvudega liidame vordsed arvud
voi vordsetest arvudest lahutame vordsed arvud, siis vor-
dus jaab kehtima.
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d) Kui a=5 ja m=n, siis am — bn ja ”i:=%,' s.’ t.
kui vordsed arvud korrutame VOi jagame vdrdsete arvu-
dega, siis vordus jiib kehtima.

On kasulik tihele panna, et vorduse molema poole kor-
ratamine voi jagamine arvuga — 1 on samaviirne vor-
duse poolte ees olevate mirkide muutmisega. Nii niiteks

korrutades vorduse — x— —5 molemad pooled arvuga
— b isaatne x e ob

79. Samasus.

Kaht algebralist avaldist nimetatakse samasteks, kui
neil on neis esinevate tihtede igasuguste numbriliste viiir-
tuste puhul iiks ja sama numbriline viirtus. Niisugused

on nditeks avaldised:
ab ja ba: a+ (b+c) ja a-+ b4 c
Kui mingi vérduse poolteks on samased algebralised
avaldised, siis seda vordust nimetatakse samasuseks. Sel-
leks on niiteks vordus

a+b+c=a+(b+c).

Samasuseks nimetatakse ka niisugust, ainult numbritega
kirjutatud arve sisaldavat vordust, mille mélemad pooled

pdrast koikide neis niidatud tehete teostamist annavad
ihe ja sama arvu, nditeks

(40-5) : 8 — 52,

80. Vorrand.

Oletame, et soovime lahendada jirgmist iilesannet: [sa

on 40 aastat vana, poeg aga 17 aastat. Mitme aasta pdrast
on isa pojast kaks korda vanem?

Harilikul (aritmeetilisel) teel on seda lilesannet raske
lahendada. Lahendame selle tihelist markimisviisi kasuta-
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des. Tdhistame otsitava aastate arvu tdhega x. Isa vanus
on x aasta pirast 40 ++ x aastat ja poja vanus 17 + x aas-
tat. Ulesande tingimuse kohaselt peab isa aastate arv
(40 4 x) olema kaks korda suurém poja aastate arvust
(17 4+ x). Seda saame kirjutada vorduse kujul:

40 +x=2(17 + x).

Proovimise teel veendume, et see vordus on oige, kui
x=06. Toepoolest, sellel x-i vdirtusel saame:

40+ 6=2(17 + 6); 46 —46.

Uhegi muu arvu puhul, mille paigutame x-i asemele,
vordus ei kehti.

Seda vordust ei saa nimetada samasuseks, sest ta ei ole
oige temas esinevate tihtede igasuguste viartuste puhul.
Ainult x-i asendamine arvuga 6 muudab selle vorduse
samasuseks:

46 = 46.

Kui iiht voi mitut tdhte sisaldava vorduse pooled saavad
tihe ja sama numbrilise véddrtuse nende tihtede mingisu-
guste, aga mitte igasuguste numbriliste viddrtuste korral,
siis antud vordust nimetatakse vérrandiks, ja nende tihte-
dega tdhistatud arve nimetatakse vorrandi fundmatuteks
(arvudeks). Neid arve tdhistatakse harilikult ladina tdhes-
tiku viimaste tihtedega (x, y, 2,...).

Vorrandeid on iihe tundmatuga, kahe tundmatuga jne.

Lahendada vorrand tidhendab leida temas esine-
vate tundmatute need vairtused, mis rahuldavad vor-
randit, s. o. muudavad ta samasuseks. Neid tundmatute
vadrtusi nimetatakse vorrandi lahenditeks.

Uhe tundmatuga vorrandil voib olla iiks lahend voi kaks
| lahendit v6i rohkemgi lahendeid; nditeks vorrandil 3x — 2 =
| —13 on iiks lahend (5), vorrandil x2 4 2=3x on kaks
. lahendit (1 ja2), vorrandil (x —1)(x—2)(x+ 1) =0 on
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kolm lahendit (1, 2 ja — 1)* jms. Vaib juhtuda ka, et vor-
randil ildse ei ole lahendit. Niisugune on niiteks vorrand
x? =— 4; missuguse positiivse vdi négatiivse arvu me ka
paigutaksime x-i asemele, selle arvu ruut ei saa vorduda
negatiivse arvuga.

Meie iilesande tingimustest eespool tuletatud vorrandi
lahendiks on 6. See ongi vastus iilesande kiisimusele. Toe-
poolest, 6 aasta pirast on isa 46 aastat vana, poeg aga
23 aastat, s. o. kaks korda vihem,

Niisiis monede iilesannete lahendamiseks on kasulik
rakendada vorrandite koostamist ja Gppida nende lahenda-
mist; selleks aga on vaja tutvuda vorrandite méonede
iildiste omadustega.

Niéitena lahendame eespool toodud vérrandi

404+ x=2(17 4+ x).

Avame sulud vorrandi paremal poolel:
40 + x =34 4 2x.

Lahutame x-i vorrandi molemast poolest; saame:
40=234 4 x.

Lopuks lahutame vorrandi molemast poolest 34; saame:
6 =wx, tahendab x=6.

Niisiis meie vorrandi méonesuguste teisenduste kaudu
saame x-i jaoks viddrtuse 6.

Nagu edaspidi ndeme, saab niisamuti lahendada ka teisi
vorrandeid.

Harjutused.
149. Missuguseid jargnevate vorduste hulgast saab nimetada
samasusteks, missuguseid vorranditeks?
X+y=y+x (a— b+ x)c=ac— bec + xc;
3a—4=2a+1; 8+ 1=5x+7; a(bc) = abe;

2=x+1; (xy):y=x; a:2—= gr:b.

* Meenutame, et kui mingi tegur vordub nulliga, siis ka korrutis
vordub nulliga, ja {imberpoérdult.
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81. Samavidarsed vorrandid.

Kaht vorrandit nimetatakse samaviirseks (ehk ekviva-
lentseks), kui esimese vorrandi kdik lahendid on teise vor-
randi lahenditeks ja, iimberpoordult, teise vorrandi koik
lahendid on esimese vorrandi lahenditeks. Niiteks kaks vor-
randit

x2 4 2=23x ja:3x—2=x2

on samavadrsed, sest neil on iithed ja samad lahendid,
nimelt 1 ja 2; vorrandid

7x=14 ja x?24+2=3x

aga ei ole samavdirsed, sest esimesel neist on ainult iiks
lahend 2, kuna teisel on peale selle lahendi veel teine
lahend 1.

Kui mingi vorrandi lahendamisel teeme selles monesu-
guseid teisendusi, siis nende teisendustega me asendame
antud vorrandi jark-jargult uute ja lihtsamatega, kuni
1opuks saame koige lihtsama kujuga vorrandi x =a; siis
iitleme, et see arv @ ongi antud vorrandi lahend. Kuid
eksimatult saame seda véita ainult siis, kui oleme veendu-
nud, et koik teisendamisel saadud vorrandid on antud vor-
randiga samavaérsed.

Teisendused, mida vorranditega tuleb teostada, on raja-
tud vorrandite kahele omadusele, mida otsekohe vaatleme.

82. Vorrandite esimene omadus.

Votame mingi vorrandi, nditeks niisuguse:
x4 2=3x (1)
Oletame, et vorrandi molema poolega oleme liitnud

mingi {ithe ja sama arvu m (positiivse, negatiivse voi
nulli); siis saame uue vorrandi

x24 24+ m=3x+m. (2)
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Toestame, et see vorrand on,samaviirne antuga. Selleks
on kiillalt, kui veenduda esiteks selles, et vorrandi (1) iga
lahend rahuldab ka vérrandit (2), ja teiseks selles, et ka
umberpdordult — vorrandi (2) iga lahend rahuldab vor-
randit (1).

a) Leidugu vorrandil (1) mingi lahend, nditeks x=— I.
See tdhendab, et kui selles vorrandis x asendada arvuga 1,
siis avaldis ¥ 4 2 muutub vérdseks avaldisega 3x (kumbki
neist avaldistest muutub arvuks 3). Kuid siis x=1 juhul
summa x* 42+ m saab vordseks summaga 3x + m, sest
kui vordsete arvudega (3 ja 3) liidame iihe ja sama
arvu (m), siis saame vordsed arvud (34+m ja 3+ m).
Tédhendab, lahend x==1 peab olema ka vorrandi (2) lahen-
diks. Kui vérrandil (1) on veel mingi lahend, siis selle
kohta saab Gelda sedasama, mis praegu iitlesime lahendi
x=1 kohta, s. t. ta rahuldab ka vorrandit (2). Niisiis
vorrandi (1) iga lahend on ka vorrandi (2) lahendiks.

b) Olgu vorrandil (2) mingi lahend, niiteks x = 2. See
tdhendab, et kui selles vorrandis x asendada arvuga 2, siis
avaldis x2+ 2 -+ m saab vordseks avaldisega 3x+ m
(kumbki neist avaldistest muutub nimelt arvuks 6 4 m).
Kuid siis juhul x=2 saavad vordseks ka avaldised x2 + 2
ja 3x, sest lahutades vordsetest arvudest (6 -+ m ja 6 - m)
iihe- ja sama arvu (m), saame vordsed arvud. Tahendab,
x==2 on ka vorrandi (1) lahendiks. Kui vorrandil (2) lei-
duks veel mingi lahend, siis selle kohta saab delda seda-
sama, mis praegu iitlesime lahendi x = 2 kohta, s. o. ta peab
rahuldama ka vorrandit (1). Tahendab, vorrandi (2) iga
lahend peab olema ka vorrandi (1) lahendiks.

Kui aga vorranditel (1) ja (2) on iihed ja samad lahen-
did, siis need vérrandid on samaviirsed. See omadus keh-
tib ka vorrandi pooltest ithe ja sama arvu lahutamise kor-
ral, sest mingi arvu lahutamine on samaviirne selle vas-
tandarvu liitmisega.
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Niisiis, kui vorrandi mdlema poolega liidame vdi neist
lahutame iihe ja sama arvu, siis saame uue vorrandi, mis
on esimesega samavairne.

83. Jareldused.

Sellest omadusest saab teha jdrgmised jdreldused, mida
vorrandite lahendamisel tuleb sageli kasutada.

1. Varrandi liikmeid voib viia tema iihelt poolelt teisele,
muutes nende liikmete mirgid vastandmirkideks. Niiteks
liites vorrandi

84+ x2=T7x—2
molema poolega 2, saame:
8+ x2+2="7x.

Liige — 2 paremalt poolelt 1dks iile vasakule poolele vas-
tandmirgiga +. Lahutades viimase vorrandi pooltest x2,
saame:

84 2=Tx—x2

Liige + x? vasakult poolelt liks iile paremale poolele
vastandmairgiga.

9. Kui vorrandi eri pooltel on kaks iihesugust liiget iihe-
suguste mirkidega, siis need liikmed vaib kustutada: Kui
on antud néiteks vorrand

6x +'3=x*4 3,
siis, lahutades selle pooltest 3, saame:

6x = Xz,

84. Vorrandite teine omadus.

Votame endise vorrandi
x24+2=3x (1)
ja korrutame selle molemad pooled mingi arvuga m, mis
voib olla positiivne voi negatiivne -(ainult mitte null). Siis
saame uue vorrandi
(x2 4 2)m = 3xm. (2)
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Selleks, et niha nende vorrandite samavdarsust, arutame
just niisamuti Nagu arutasime esimese omaduse puhul,
nimelt: niitame esiteks, et vorrandi (1) iga lahend rahul-
dab ka vérrandit (2), ja teiseks, et ka timberpoordult —
vorrandi (2) iga lahend rahuldab vorrandit (1).

a) Olgu vorrandil (1) mingi lahend, niiteks x— 1. See
tihendab, et kui selles vorrandis x-i asendame arvuga |,
siis avaldis x? 4+ 2 saab vordseks avaldisega 3x (kumbki
neist avaldistest muutub arvuks 3). Kuid siis juhul x= i
saavad vordseks ka avaldised (¥* 4+ 2)m ja 3xm, sest kui
vordsed arvud (3 ja 3) korrutame tihe ja sama arvuga (m),
siis saame vordsed arvud (3m ja 3m). Tihendab, lahend
X==1 peab olema ka vérrandi (2) lahendiks. Et koike
oeldut voib korrata vérrandi (1) iga muu lahendi ‘puhul,
siis jdreldame, et vorrandi (1) iga lahend on ka vérrandi
(2) lahendiks. ;

b) Olgu, iimberpssrdult, vorrandil (2) mingi lahend, nii-
teks, x=2. See tihendab, et kui selles vorrandis x-i asen-
dame arvuga 2, siis korrutised (¥* 4 2)m ja 3xm saavad
vordseks (kumbki neist muutub arvuks 6m). Kuid siis
juhul x =2 saavad vordseks ka avaldised X242 ja 3x,
sest kui vordsed arvud (6m ja 6m) jagame {ihe ja sama,
nullist erineva arvuga m, siis saame vordsed arvud. Tihen-
dab, lahend x=—2 ja niisamuti vorrandi (2) iga muu
lahend on ka vérrandi (1) lahendiks; seega need vérran-
did on samaviirsed.

Oletame niiiid, et arv m, millega korrutasime vorrandi
molemaid pooli, on null. Korrutame nulliga molemaid pooli
nditeks vorrandil x? 4+ 2= 23x, millel on kaks lahendit: 1
ja 2; siis saame uue vorrandi:

(x242) - 0=3x-0.

Seda vorrandit rahuldavad mitte ainult 1 ja 2, vaid ka
mistahes muu x-i viirtus. Asendades x-i nditeks arvu-
dega 5, 6 jne., saame:

(524+2)-0=3-5-0: (6°+2)-0=3-6-0,
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Sit?
27:0=15:0; 38:0=18-0
ehk
0=0 D=0
(sest iga arvu korrutis nulliga on null). Tdhendab, nulliga
korrutamise tagajirjel vorrandite samavaérsus voib kaduda.

Niisiis, kui vorrandi molemad pooled korrutame voi
jagame iihe ja sama, nullist erineva arvuga, siis saame uue
vorrandi, mis on esimesega samavaarne. :

85. Jireldused.

Vorrandite teisest omadusest saab teha jargmised kolm
jareldust.

1. Kui vorrandi koikidel liikmetel on iihine tegur, mis ei
ole null ega sisalda tundmatuid, siis vorrandi koik liikmed
voib jagada selle teguriga. Niiteks:

60x — 160 = 340 — 40x.

Jagades koik litkmed arvuga 20, saame lihtsama vorrandi:
3x—8=17 —2x.
9. Vorrandi saab vabastada murrulistest liilkmetest, mille
nimetajad ei sisalda tundmatut. Néiteks:

x—3 x—5_ 43
6 IR
Teisendame kdik liikmed iihenimelisteks:
Mx—6_ 3x—15_ 86 ., 14x- 6 — (3x —15) __ 86
12 S (1 2 gl s
Jittes ira iihise nimetaja, me korrutame vorrandi mole-
mad pooled iihe ja sama arvuga, mis ei ole null (12-ga);
seega saame vorrandi, mis on antuga samavaarne:

4% — 6 — (3x — 15) = 86 ehk 14x — 6 —3x + 15 = 86.
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3. Vorrandi kaikide liikmete mirgid vaib muuta vastand-
markideks, sest see on sama, mis vorrandi molema poole
korrutamine arvuga — 1. Teostades niiteks vorrandi
PR pac e L 2 poolte niisuguse korrutamise, saame
8+ x2=7_9

86. Vérrandi poolte korrutamine ja jagamine iihe ja sama
algebralise avaldisega.

Antud vérrandi teisendamiseks tuleb monikord selle
molemad pooled korrutada (voi jagada) iihe ja sama algeb-
ralise avaldisega (nagu jargmise paragrahvi niites.nieme).
Pérast korrutamist saadud uus vorrand osutub antud vor-
randiga samaviirseks ainult siis, kui algebraline avaldis,
millega antud vérrandi pooli korrutame (voi jagame), ei
ole null, sest nulliga korrutamise tagajirjel vorrandite
samavddarsus kaob,

87. Voorlahendid.

Vorrandi molemaid pooli tuleb korrutada iihe ja sama
algebralise avaldisega siis, kui lahendame vorrandit, mis
sisaldab murde, millede nimetajates esineb tundmatu. Olgu
vaja lahendada niiteks vérrand

P et ey ey
u‘_ﬁ—f*ﬁg‘)a‘—ﬁg*‘u_g)r (1)

On ilmne, et murdude iihine nimetaja on (x — 2)2. Tei-
sendame koik liikmed sellenimeliseks:
2 2 x—2 2x 42
T 0 T o~ o e
jatame selle nimetaja ira ehk, teiste sonadega, korrutame
koik liikmed avaldisega (x — 2)2:
¥+ 2e=x—242x49,

X4 2— 3y, : (2)
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Sellel vorrandil on kaks lahendit: 1 ja 2. Kuid ei saa
tagada, et molemad need lahendid kolbavad ka esialgsele
vorrandile, sest meil tuli selle vorrandi moélemad pooled
korrutada avaldisega (x — 2)2, mis muutub nulliks juhul;
kui x =2; kuid korrutamisel nulliga vorrandite samavéiar-
sus voib kaduda.

Jadb iile kontrollida leitud lahendite 1 ja 2 sobivust
mitte ainult vorrandile (2), vaid ka vorrandile (1).
Lahend x=1 rahuldab vorrandit (1):

12 2 1 R
(1—2)2’*"(1—,2)2:1—2"*‘(1__%
1 2 ) )
:TTZ+(—1)2 1+ ——+1}2’
14+2=—1-+4, s. 0. 3=3.

Kuid teine lahend, x=2, ei kolba vorrandile (1), sest
juhul, kui x=2, see vorrand kaotab motte:
/SRt A 6
A G
(nulliga jagamine ei ole voimalik).

Niisiis me ndeme, et kui antud vorrand sisaldab murde,
millede nimetajas esineb tundmatu, ja neist nimetajatest
vabanemiseks vorrandi molemad pooled oleme korrutanud
iithise nimetajaga, siis, leidnud saadud vorrandi lahendid,
me peame neid veel asendusega kontrollima, et selgi-
tada, kas nende hulgas ei leidu voorlahendeid.

Jagades vorrandi molemad pooled algebralise avaldi-
sega, mis sisaldab tundmatut, me vGime méoned lahendid
kaotada.

Jagades nditeks vorrandi

(2x4+3)(x—3)=Bx— 1) (x—3)
molemad pooled vahega x — 3, saame uue vorrandi
2x 4+ 3=3x— 1,
mis antuga ei ole samaviirne, sest tal on ainult iiks
lahend x=4, kuna esimesel vorrandil on kaks lahendit:
x=4 ja x=3.
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Il. Uhe tundmatuga vorrandid.
88. Uhe tundmatuga esimese astme vorrandi lahendamine.

Nditame kahe jirgneva niite abil iihe tundmatuga esi-
mese astme vorrandi lahendamisviisi.
1. Lahendada vorrand

3%+ 2(4x —3) =5(x +2) — 4.
Avades sulud saame:
3x 4 8% — 6=>5x 4 10 — 4.
Viime tundmatut sisaldavad liikmed vorrandi vasakule

poolele ja tuntud liikmed paremale poolele (vt. vorrandi
esimese omaduse jdreldust):

3x4 8x—5x=10—4 +6.
Koondame sarnased liikmed:
6}6: 12.

Lopuks jagame vérrandi molemad pooled arvuga 6 (vor-
randi teise omaduse alusel). Vastusena saame

X=2.

Veendumiseks selles, et me eiole teinud véorrandi lahen-
damisel mingit viga, on vaja lahendit kontrollida.
Selieks asendame antud vorrandis x-i leitud lahendiga,
teostame vorrandis niidatud tehted, ja kui vorrand muutub
samasuseks, siis lahend on oieti leitud. Meie juhul saame:

3:24+2(4-2—3)=5(242) —14
ehk
16==}16¢
Tahendab, lahendus on oige.

2. Lahendada vorrand

e Wb e L

9

106



Teisendame koik litkmed iihenimelisteks, vottes iihiseks
nimetajaks 30:
15(3x—4)_l_ 3x+ 2)  30x__ 5(Tx—6) 30

G SN a0 30°
Korrutame vorrandi ko1k liitkmed 30-ga (ehk, mis on see-
sama, jdtame dra iihise nimetaja):
15(3x —4) +6(3x 4+ 2) — 30x =5(7x — 6) — 30.
Sama tulemuse oleksime saanud, kui vorrandi koik liik-
med kohe oleksime korrutanud nende iihise nimetajaga:

"—3——-—0(3"2- e -4 ﬁ:ﬁ:’iﬁ—) —30x = 3——0(”6_ 9 __30-1 ehk parast

taandamist:
15(3x — 4) + 6(3x + 2) — 30x =5(7x — 6) — 30.
Avame sulud:
45x — 60 + 18x 4+ 12 — 30x = 35x — 30 — 30.

Viime tundmatut sisaldavad liikmed vorrandi vasakule
poolele ja tuntud liikmed paremale poolele:

45x + 18x — 30x — 35x =60 — 12 — 30 — 30.
Koondame sarnased litkmed:
—2x=—12.

Jagame molemad pooled tundmatu juures oleva korda-
jaga (enne voiks veel vorrandi molemad pooled korrutada
arvuga — |, et teha need positiivseks):

—12 12
x=—5 =75 =06.

S

Teeme kontrolli: ;
A PG e T 0=6 R, g
,,,,2;___;[_,,,_5..-. 6__—.6-——1 74+4—6=6—1; 5=5.

Toodud ndidetest selgub, et {ihe tundmatuga esimese
astme vorrandi lahendamiseks on vaja:

1. vabastada_ vorrand murrulistest liikmetest;
2. avada sulud;
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3. viia tundmatut sisaldavad liilkmed iihele poolele ja
tuntud liikmed teisele poolele;

4. koondada sarnased liikmed;

5. jagada vérrandi molemad pooled tundmatu juures
oleva kordajaga.

Edasi tuleb leitud lahendit kontrollida selle asetamisega
esialgsesse vérrandisse.

On arusaadav, et ssltuvalt vorrandi kujust ei tule alati
teostada koiki viit niidatud operatsiooni.

Mirkus. Pirast esimese nelja operatsiooni teostamist
jadb meil vérrandi kummalegi poolele iiks liige: vasakule
liige, mis sisaldab tundmatut, paremale tuntud liige. Uld-
kujul saab selle vorrandi esitada jargmiselt:

gve=h.

kus a ja b véivad olla positiivsed arvud, negatiivsed arvud
voi nullid. Sellekujulist vorrandit nimetatakse iihe tund-
matuga esimese astme vorrandi normaalkujuks.

Harjutused.

Lahendada jargmised vérrandid:
150. 2x+1=35; 19=4+43y; 7y—11=9%,

151. 3x 4 23 — 104; 489'= 11y <0 38 =2 4 3x.
1
152. 3x =15 —2x; 4x—3=9—2x; 5x+l =3

153. 2,5x—0,86:4+0,7x; 29 4 2x — (x—7)-.3.
154. x-—7_—_3“‘:t_13; —X¥=3;, —2x=—28.
20

2x4+1 Tx-4+5 11— x 20—
e k e R :

155. 8 Pt =

156. x 4 TR et

3x —9 Tbx—}?
e 5 :
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. 4(7,\:—9) 4 Xk
157. 3x—4————1—5—~—___5_(6+ . )

19 —2x 2x—11

AL e AR T
x—1 23—x  4+4«x

159. —3 e 5 =2 — Toie

89. Vorrandi koostamise idee.

Vorrandite abil saab vordlemisi lihtsalt lahendada iiles-
andeid, mida aritmeetilisel teel on raske voi koguni voi-
matu lahendada. Kogu raskus seisab vaid selles, kuidas
koostada niisugune vorrand, mille lahend annaks otsitava
vastuse. Uldist viisi vorrandite koostamiseks ei ole voima-
lik anda, sest iilesannete tingimused vdivad olla viga
mitmesugused. Saab niidata ainult ménda iildist votet
vorrandi koostamiseks iilesande andmete pohjal. Selle-
kohast oskust aga annab {ildiselt ainult praktika.

Niitame vorrandite koostamise {ildisi votteid jargneva
ndite abil.

" Ulesanne. Koolile osteti kokku 80 kaustikut ja vihikut.
Kaustik maksab 35 kop., vihik 4 kop. Kui palju osteti iihte-
sid ja kui palju teisi, kui kokku maksti 9 rbl. 40 kop.?

]. Mddrame, millise tundmatu suuruse
tihistame tdhega x.

Meie iilesandes on kaks tundmatut: kaustikute arv ja
vihikute arv. Tihistame x-ga niiteks kaustikute arvu. Et
kaustikuid ja vihikuid kokku on 80, siis vihikuid on 80 — x.

Kaustikute arv on x.
Vihikute R 0 D
9. Avaldame koik iilesande tingimused
matemaatiliselt filesande andmete ja x-i
abil
Meie iilesandes on oeldud, et kaustik maksab 25 kop. ja
vihik 4 kop. Jérelikult voime kiisida, mis maksid koik oste-
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tud kaustikud ja mis maksid vihikud (sellise kiisimuse
seame sellepdrast, et iilesandes on oeldud, mis nad kokkyu
maksid). '

Kaustikud maksid 35x kop.

Vihikud 'S 4(80 — x) kop.

Koik kokku aga 9 rbl. 40 kop.

3. Koostame VIO T d g
Kuna iilesandes on oeldud, et kaustikud ja-vihikud kokky
maksid 9 rbl. 40 kop., siis kaustikute eest makstud 35x kop.

ja vihikute eest makstud 4(80 — x) kop. peavad summas
andma just 9 rbl. 40 kop.:

35x 4 4(80 — x) — 940,

Selle vorrandi lahendamisel Saame x-i jaoks arvu 20.

Tahega x mirkisime kaustikute arvu. Jirelikult kausti-
kuid osteti 20 ja vihikuid

80 — 20 = 60.

Margime, et harilikult on tilesandes andmeid tdpselt nii-
palju, kuipalju neid on vaja vorrandi koostamiseks. See-
tottu vorrandi koostamisel on kasulik vaadata, kas iiles-
ande koik andmed on kasutatud, s. o. kas koik tilesandes
antud arvud iihel vi teisel kujul on ldinud vérrandisse.

Harjutused.

160. Kahe arvu summa on 2548; leida need arvud, kui on teada,
et iiks neist on teisest 148 vorra viiksem,

161. Kolme liidetava summa on 100; teine liidetav on esimesest
10 vorra suurem ja kolmas liidetay on teisest 20 vérra suurem.
Leida need lijdetavad.

162. Ratsanik sgidab temast 15 km ees oleva jalakdija jérel.
Mitme tunni pirast jouab ratsanik jalakdijani, kui igas tunnis esi-
mene soidab 10 km, teine kiib aga ainult 4 km?

163. Kahest teesordist koostati 32 kg segu. Esimese sordi kilo-
gramm maksis 8 rbl. ja teise sordi kilogramm 6 rbl. 50 kop. Mitu
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kilogrammi vdeti ithest ja mitu teisest sordist, kui segu kilogramm
maksab (ilma kasu ja kahjuta) 7 rbl. 10 kop.?

164. Jalgrattur soitis dra teatava kauguse kiirusega 8 km tunnis
Tagasisoiduks oli ta sunnitud kasutama teist teed, mis oli esimesest
3 km pikem, ja kulutas selleks 74 minutit enam aega, kuigi ta soitis
tagasi kiirusega 9 km tunnis. Kui pikad olid need teed?

90. Tihelised vorrandid.

Ei ole vajalik, et tundmatut tdhistataks alati tahega x:
teda voib tihistada ka mistahes teise tihega. Votame nii-
teks valemi

s=- bh,

mis viljendab pindala s kolmnurgal, mille alus on b pik-
kusiihikut ja korgus i sedasama iihikut. See valem on
vorrand, milles igaiihe tihtedest s, b ja h vGib votta tund-
matuks. Olgu antud niiteks niisugune iilesanne: leida
kolmnurga alus, kui korgus on i mingit pikkusithikut ja
pindala on s vastavat pindalaiihikut. Siis tuleb meie vale-
mis tundmatuks lugeda arv b, tuntuiks aga s ja h. Tund-
matu aluse voime muidugi tdhistada tidhega x ja kirjutada
vorrandi nii:

§== hx,

Lo =

millest
1 2s
X=s:3 h=2s:h=7.

Kuid voib ka jitta b tihega x asendamata ja avaldada
b vorrandist s = 4bh suuruste s ja h kaudu:
2s
5 .

Uldiselt on vaja harjuda lahendama mitte ainult numbri-
lisi vorrandeid, milles antud arvud on viljendatud numbri-
tega ja tundmatu tédhistatud tdhega x, vaid ka tahelisi
vorrandeid, milles antud arvud ja tundmatu on téhistatud
mistahes tidhtedega.

§= ;—bh: DL bl S0i—:
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I. a4 bx=c; o a(x—c)r:b(x—}—d);
bx=c¢—q; ax — ac==bx - bd,
v e ax — bx = bd + qc;
b x(a— b) =bd + ac:
_ bd+ac
X—T:b—
y Ll St FRdiys
3. a—"y“—v 4.’ a+b—l’
y_ay:ab; bx+ax=ab;
y(1 — a) = ab; x(b + a) = ab;
S o e Al
o Rk
Harjutused.

165. (a4 x)(b+ x) = (a —x) (b — x).

166. (x —a)(x +b) +c= (x4 a) (x—b).

167. Vorrandist a+bx=4—3(a—x) avaldada x arvude a ja b
kaudu.

168. Pindala ¢ trapetsil, mille alused on by ja by ning korgus on
h, arvutatakse valemi jargi: g =3&(b1+ by)h. Avaldada siit & suu-
ruste ¢, b; ja b, kaudu. .

II1. Esimese astme vorrandite siisteemid.

Kahe vorrandi siisteem kahe tundmatuga.

91. Ulesanne.

Katse abil leiti, et hobedast ja vasest koosnev kang,
mille kaal on 148 kg, kaotab vees oma kaalust 143 kg.
Leida, kui palju ta sisaldab hiobedat ja kui palju vaske,
teades, et vees 2] kg hobedat kaotab 2 kg ja 9 kg vaske
kaotab 1 kg oma kaalust.
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Oletame, et antud kang sisaldab x kg hobedat ja y kg
vaske. Siis iiks vorrand on:

x + y=148.

Teise vorrandi koostamiseks paneme tdhele, et kui 21 kg
hobedat kaotab vees oma kaalust 2 kg, siis see tdhendab,
et 1 kg hobedat kaotab vees 4% kg. Seega x kg peab kao-
tama vees oma kaalust % x kg.

Niisamuti: kui 9 kg vaske kaotab vees oma kaalust 1 kg,
siis see tihendab, et 1 kg vaske kaotab # kg; jdrelikult
y kg vaske kaotab 4y kg. Seetottu teine vorrand on:

gr+gy=147.
Nii oleme saanud kaks vorrandit kahe tundmatuga:
X4y=148 ja x4 ry=7%.

Teist vorrandit saab lihtsustada, kui vabastame ta mur-
dudest. Selleks korrutame vorrandi molemad pooled
arvuga 63, mille jérel saame temaga samaviirse vorrandi

6x + Ty = 924.

Niiiid meil on kaks vorrandit:

' x+y=148 ja 6x 4 Ty=924.

Neid kaht vorrandit saame lahendada mitmel viisil. Nai-
teks: avaldame esimesest vorrandist x suuruse y kaudu:

5 x=148 — Y.

Et teises vorrandis x ja y tdhistavad neidsamu arve,
mis esimeses, siis voime teises vorrandis x asendada
vahega 148 — y: .
6(148 — y) + 7y =924.

Lahendame selle iithe tundmatuga vorrandi:

888 — 6y + 7y = 924; y =924 — 888 =36.
Siis
x=148 — 36 =112.

Nonda siis antud kang sisaldab 112 kg hobedat ja 36 kg

vaske.

8 Kisseljov. Algebra I osa. 1 13



92. Kahe tundmatuga esimese astme vorrandi
normaalkuju.

Votame kahe tundmatuga vorrandi niisuguse néiite:

]

2(26+3y —5) = (x+3) + 2 (y—4).

Selle vorrandi lihtsustamiseks teostame temas koik need-
samad teisendused, mis varem niidati iihe tundmatuga
vorrandi puhul, nimelt: !

1. Avame sulud:

4x+6y—10=§3 X+ %O—{—f:—y—&
2. Vabaneme nimetajaist, korrutades koik liikmed 8-ga:
32x + 48y — 80="5x + 15 4 6y — 24.

3. Viime tundmatud liikmed vérrandi iihele poolele ja
tuntud litkmed teisele poolele:

32x+48y—5x—6y=15~24—i—80.

4. Koondame sarnased liikmed:

27x + 42y =171.

Niisiis pédrast niidatud teisendusi antud vorrand oman-
dab kuju, milles vorrandi vasakul poolel leidub ainult kaks
liiget: iiks tundmatuga x (esimesel astmel) ja teine tund-
matuga y (esimesel astmel); vorrandi parem pool aga
koosneb ainult iihest liikmest, mis ei sisalda tundmatuid.
Tundmatute x ja y juures olevad kordajad on kas mole-
mad. positiivsed (nagu meie poolt voetud néites) voi mole-
mad negatiivsed (millise juhu saab vérrandi koikide liik-
mete korrutamisel arvuga — | taandada eelmisele) voi iiks
neist on positiivne ja teine negatiivne; paremal poolel lei-
duv liige on kas positiivne ary (nagu meie niites) voi
negatiivne arv voi isegi null. Tihistades x ja y kordajad
tiahtedega a ja b ning tundmatut mittesisaldava litkme
tihega ¢, saame kahe tundmatuga esimese astme vérrandi
tildkujul esitada nii:

ax 4+ by =c.

Vérrandi sellist kuju nimetatakse kahe tundmatuga esi-

mese astme vorrandi normaalkujuks.
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93. Kahe tundmatuga vorrandi madramatus.

Kahe tundmatuga vorrandil on arvutu hulk lahendeid.
Toéepoolest, kui ithe tundmatu vadrtuseks valime mingi
meelevaldse arvu ja selle arvu asetame vorrandisse, siis
saame vorrandi ainult teise tundmatuga, mille saab leida
sellest vorrandist. Valides esimese liidetava véértuseks
mingi teise arvu, saame samal teel teise tundmatu jaoks
uue arvu jne. Sel viisil vdime saada kuitahes palju
lahendeid.

Olgu meil antud nditeks niisugune iilesanne: Leida vord-
haarse kolmnurga kiiljed, kui kolmnurga i{imbermdot on
40 m. Tahistanud kolmnurga aluse pikkuse tdhega x ja
kummagi haara pikkuse tihega y, saame kirjutada VOr-
randi: fi.

x + 2y =40.

Valime x-i viirtuseks mingi meelevaldse arvu, naiteks
10. Siis saame: 10 + 2y =40, 2y=30, y=15. Tédhendab,
kui kolmnurga alus on 10 m, siis kumbki ilejddnud kiilg
on 15 m. Valime niiiid x vidrtuseks mingi teise arvu, nai-
teks 8. Siis 2y=232 ja y=16. Niiviisi saame leida kui-
tahes palju lahendeid, ja jérelikult vorrand ning iilesanne
osutuvad madramatuiks.

94. Vorrandisiisteem.

Tavaliselt deldakse, et mitu vorrandit moodustavad siis-
teemi, kui koigis neis vorrandeis iga tdht x, y, ... tahen-
dab iiht ja sama arvu. Kui néiteks kaht vorrandit

f2x —5=3y—2
vaadeldakse tingimusel, et tdht x, niisamuti ka taht y,
tihendab molemas vorrandis iiht ja sama arvu, siis nii-
sugused vorrandid moodustavad siisteemi. Siisteem saa-
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dakse iga kord siis, kui vorrandid on koostatud iihe ja
sama iilesande péhjal.

Néitame kahest kahe tundmatuga esimese astme vorran-
dist koosneva siisteemi kaht lahendamisvétet.

95. Asendusvate.

Seda votet me rakendasime = juba varem, kui lahenda-

sime iilesannet hobe- ja vaskkangist.
Votame niiiid keerulisema niite:

8 — by —— 16; 10x 4 3y=17.
(Mbélemad vorrandid on teisendatud normaalkujulisteks. )

Avaldame iihest vorrandist, niiteks esimesest, {ihe tund-
matu, nditeks y, teise tundmatu kaudy !:

g 10

Et teist vorrandit peavad rahuldama needsamad VAir-
tused, mis rahuldavad esimest, siis voime temas y asen-
dada leitud avaldisega, mistdttu saame vorrandi iihe tund-
matuga x:

10v4-3.22418 4o
Lahendame selle vorrandi:

4 1
10y 4 22448 o 50x + 24x 4 4885 r— Ll
Siis
8x 116 . 44 16
Ye= ———1—‘ = ‘_——%—r——— =i 8

Me oleksime v&inud tihest vorrandist avaldada tundmaty
¥ teise tundmatu y kaudy ja saadud avaldise asetada X-i
asemele teise vorrandisse; * siis ‘oleksime saanud vorrandi
tundmatuga y.
v A

! Selle valemi tuletamiseks viime lijkkme — 5y paremale, lijkme
— 16 vasakule poolele, siis jagame vorrandi mé6lemad pooled 5-ga ja

vahetame vérrandi pooled. On vaja harjuda neid teisendusi peast
teostama.
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See vote on rakendamiseks sobiv eriti
siis, kui mingi tundmatu juures kordaja
on 1. Sel juhul on kdige parem avaldada see tundmatu
teise kaudu (sest kordajaga jagada siis ei tule).
Niiteks: [3x —2y=11

|4x + y=22.

Teisest vorrandist leiame: y=—22 — 4x.
Esimene vorrand annab siis:

3x —2(22 —4x) =11; 3x— 44+ 8x=11;

MIPEC A4 [ B

=2 =5 y=22—4-5=2

Eeskiri. Selleks, et asendusvotte abil lahendada kahe
vorrandi siisteemi kahe tundmatuga, on vaja iihest vor-
randist avaldada iiks tundmatu teise kaudu ja saadud
avaldis asetada teise vorrandisse; sellega saadakse iihe
tundmatuga vorrand. Selle lahendamisel leitakse iiks tund-
matu. Asetades leitud arv esimese tundmatu varemsaadud
avaldisse, leitakse ka see tundmatu.

96. Liitmisvote.

Eeldame esmalt, et antud siisteemi vorrandeis (mis on
enne teisendatud normaalkujulisteks) mingi {ihe tund-
matu, niiteks y kordajad erinevad ainult mirkide poolest.
Olgu meil antud nditeks siisteem: :

Tx —2y=27
{5x+2y:33.

Me teame, et kui vordsete arvudega liidame (vGi neist
lahutame) vordsed arvud, siis saame vordsed arvud. Lii-
tes (voi lahutades) antud vorrandite vasakud pooled oma-
vahel ja paremad pooled omavahel, jiéb seetGttu mark =
piisima (seda viljendatakse lithemalt ndonda: vorrandeid
voib liikmeti liita ja lahutada).
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Seda teades liidame antud vorrandid; siis liikmed = 2y
ja 4+ 2y vastastikku hidvivad ja me saame vorrandi {ihe
tundmatuga x:

K397
| 5% + 2y =33
TR =60, millest x—5

Asendades iithes antud vorrandis x leitud arvuga 5,
Saame vorrandi, millest leiame y:

7:5—2y—27: 35 — 2y = 27; 30— 27 — 9¢:
8:_2y; ==

Kui vorrandites kordajad koérvaldatava tundmatu ees
oleksid iihesugused nij absoluutviirtuse kui ka margi poo-
lest, siis mingi iihe vorrandi kikide liikmete mirkide
muutmisega vastandmirkideks taandaksime selle juhu
dsjavaadeldud juhule. Niisiis, kui on antud siisteem

3x —5y— 8
3x + 7y =32,

mille mélemas vérrandis tundmaty ees on iiks ja sama
kordaja + 3, siis muudame, iitleme, esimeses vorrandis
margid vastandmirkideks (teiste sonadega, korrutame

vorrandi mélemad pooled arvuga — 1) ja liidame seejdrel
vorrandid !
—3x+5y—=—8
+{ x4+ T7y= 32

12y= 24 y—3.
AT 232 I —30 (418 ¥ ¢

! Muuta vorrandi  kaikide liikmete mirgid vastandmarkideks ja
siis teda liikmeti liita teise vorrandiga tihendab muidugi sedasama,
mis teda liikmeti lahutada sellest teisest vorrandist.
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Votame niiiid siisteemi, milles kordajad on erinevad,
naiteks niisuguse:
7x + 6y =29
{ — Sx L8110

Esmalt vordsustame mingi ithe tundmatu, naiteks
x-i kordajate absoluutvédirtu sed. Selleks leia-
me arvude 7 ja 5 iihise kordse (kdige parem — viikseima)
ja korrutame kummagi vorrandi molemad pooled vastava
tiiendusteguriga (nagu see toimub murdude iihenimelis-
teks teisendamisel):

7x + 6y =29 (5-ga) 35x -+ 30y = 145
— 5x 4 8y=10 (7-ga) - 8Bx -} S8y = T70;

vaadeldav juhtum on seega taandatud eelmisele.

Eeskiri. Selleks, et liitmisvotte abil lahendada kahe
vorrandi siisteemi kahe tundmatuga, vordsustatakse antud
vorrandeis esmalt kordajate absoluutvidrtused iihel kahest
tundmatust ja siis juhul, kui need kordajad on vorrandeis
iihesuguste mirkidega, muudetakse iihes vorrandis margid
vastandmirkideks. Vorrandite liitmisel saadakse siis iiks
vérrand iihe tundmatuga, mis leitaksegi sellest vorrandist.
Leitud arv asetatakse iihesse antud vorrandeist ja leitakse
siis teine tundmatu.

97. Tiheliste kordajatega vorrandisiisteem.

Ménikord tuleb lahendada niisugust vorrandisiisteemi,
milles kordajad on mirgitud tihtedega. Olgu vaja lahen-
dada ndiiteks siisteem:

ax + by=c
{ ax4by=:=c.

Selle siisteemi voime lahendada iikskdik kumma, numbri-

liste kordajatega siisteemi puhul néidatud votte abil. Antud
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juhul kbige lihtsam on rakendada liitmisvotet, s. o. toimida
nii:  muuta miérgid iihes vorrandis vastandmarkideks,
vordsustada iihe tundmatu, niiteks y kordajate absoluut-
vddrtused ja liita vorrandid:
ax+by— ¢ |y ab’x + bb'y — pe
—adx—by=_¢|p — &bx — bb'y—=— po
(ab’ —Ea’b)x =bc—bc,

millest lejame, kui db’—a’b# 0:

__ be— b
BT ey 5y
Niisamuti leiame y:
ax+by= ¢ |o'| adx 4+ a’by— ¢
— X by ot —adx —ab'y— — g’
Y Yy 7
(@b—ab)y= q'c— ac’,
millest
st G
A e ab'*
Harjutused.

169. Asendusvotte abil lahendada jirgmised vorrandisiisteemid:
Y=2%--3 Sx4+y=3 3x—5y—==6
{3x+2y:8 {3x~2y:7 { X4+4y=—15
170. Liitmisvatte abi] lahendada jirgmised vorrandisiisteemid:
[ 4x47y—=5 [ 3x+45y=20 15x~8y:19

| —2¢+5p—6 | 2x—10y=0 |2x—2 =10

171. Ukskoik kumma votte abil lahendada jdrgmised vérrandisiis-
teemid:

2 —1)(y+2) = (x—2) (2 + 5)
5x~2:2y+15

172. fax+ by = ¢ [+ a=my
| y=mx |9+ b=nx

173. Leida a ja b viirtus kaksliikmes Yy=ax+b -eeldustel,
et y=—11, kui X*=—2 ja y=1, kui x=29,
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174. Osteti 8 kg iiht kaupa ja 19 kg teist ning maksti kogu ostu
eest 16 rbl. 40 kop.; samade hindadega osteti teine kord 20 kg iht
kaupa ja 16 kg teist kaupa ning maksti kokku 28 rbl. 40 kop. Leida
kummagi kauba kilogrammi hind.

175. Trust sai miiigiks jalgrattaid ja mootorrattaid kokku
65 tiikki. Jalgrataste eest ta maksis 100 rbl. tiikist ja mootorrataste
eest 400 rbl. tiikist. Kogu selle kauba miiiigist sai trust 2980 rbl.
kasu, kusjuures jalgrattad miiiidi kasuga 12% ja mootorrattad
kasuga 25%. Kui palju oli jalgrattaid, kui palju mootorrattaid?

176. Insener pidi panema telefoniposte kahe koha vahele. Ta
arvestas, et kui panna post kummassegi ddrmisesse punkti jaiga 50 m
jirele nende vahele, siis tuleb 21 posti puudu. Kui aga panna post
iga 55 m jirele, siis tuleb ainult iiks post puudu. Kui palju oli poste
ja kui pikk oli maa kahz koha vahel?

177. Kahel tdisnurksel kolmnurgal on vordsed hiipotenuusid. Esi-
mesel kolmnurgal on iiks kaatet 4 m vorra lihem ja teine 8 m vorra
pikem teise kolmnurga vastavast kaatetist. Arvutada nende kaatetite
pikkused, kui on teada, et esimese kolmnurga pindala on 34 m? vorra
suurem teise pindalast.

Kolme vorrandi siisteem kolme tundmatuga.

98. Kolme tundmatuga esimese astme vorrandi normaalkuju.

Kui esimese astme vorrandis kolme tundmatuga x, y
ja z teostada needsamad teisendused, mis eespool ndita-
sime iihe ja kahe tundmatuga vorrandi puhul, siis anname
vorrandile niisuguse (normaalseks nimetatava) kuju,
mille puhul vorrandi vasakul poolel on ainult kolm liiget:
iiks x-ga, teine y-ga ja kolmas z-ga, ning vorrandi pare-
mal poolel on iiks otsitavaid mittesisaldav liige.

Selline on néiteks vorrand

bx — 3y —4dz2=— 12,
Tema iildkuju (normaalkuju) on jargmine:
ax + by + cz=d,

kus @, b, ¢ ja d on mingid antud relatiivsed arvud.
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99. Kolme tundmatuga kahe ja iihe vorrandi miiramatus.

Olgu antud kahe vérrandi stisteem kolme tundmatuga:
X — 3y + 2=29; 2X+y—z—=6,
Anname iihele tundmatule, niiteks z-le, mingi meele-

valdse vaartuse, iitleme viirtuse 1, ja asendame 2-i selle
arvuga.

9% —+3y4 1=2 5x — 3y =1
24y —1=68, 70 26+ y=7.

Niiviisi saame kahe vorrandi siisteemi kahe tundmatuga.
Lahendades selle mingil viisil, leiame:
; x=2 y=3;
tahendab, antud kolme tundmatuga siisteem on rahuldatud,
kui ¥=2, ye=38 ja z=1. Anname niiiid tundmatule

Zz mingi teise vadrtuse, néiiteks 2=0, ja asetame selle
vadrtuse antud vorrandeisse:

o5x — 3y = 2: 2% + y=6.
Me saame jillegi kahe vdrrandi stisteemi kahe tundma-
tuga. Lahendades selle mingi vottega, leiame:

g=9%,

-y
—

Téhendab, antud siisteem on rahuldatud, kui W=
Y=2+ ja 2=0. Andes z-le veel mingi (kolmanda) viir-
tuse, me saame jille kahe vorrandi siisteemi kahe tund-
matuga, millest leiame x-j ja y viirtused. Et 2-le vdime
anda kuitahes palju erinevaid véidrtusi, siis ka y ja x-i
jaoks voime saada kuitahes palju véirtusi (mis vastavad
21 voetud viirtusele), Tahendab, kahel vorrandil kolme
tundmatuga on iildiselt arvuty hulk lahendeid; teiste sona-
dega, niisugune siisteem on miadramatu,
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Veel suurem on méadramatus, kui vaadeldakse ainult iiht
vorrandit kolme tundmatuga. Siis on vbimalik anda meele-
valdsed viirtused mingile kahele tundmatule; kolmas tund-
matu aga leitakse antud vorrandist, kui selles kaks tund-
matut asendada neile meelevaldselt antud véértustega.

100. Kolme vorrandi siisteem kolme tundmatuga.

Selleks, et kolmele tundmatule x, y ja z saaks leida
médratud numbrilisi vddrtusi, on vaja, et oleks antud
kolme vorrandi siisteern. Niisugust siisteemi saab lahen-
dada niihdsti asendusvottega kui ka liitmisvottega. Nai-
tame nende votete rakendamist jirgmisel naitel (kus igale
vorrandile on enne antud normaalkuju):

3% — 2k bz—=17
7x + 4y —82=3
5x — 3y —4z=—12.

101. Asendusvote.

Uhest vorrandist, niiteks esimesest, avaldame iihe tund-
matu, néiteks x-i, kahe iilejidnud tundmatu kaudu:

L1 +2%—52

Et x koigis vorrandeis tihendab iiht ja sama arvu, siis
iilejainud vorrandeis voime x-i asendada leitud avaldisega:

7. 7}5‘:’{}“, % 4 4y —8z=3,
. _..._3——'« —_— 3y —_ 42 _ — 12

Niiviisi saame kahe vorrandi siisteemi kahe tundmatuga
y ja z. Lahendades selle siisteemi iihe varemkirjeldatud
votte abil, leiame y ja z-i numbrilised viddrtused. Meie
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ndites nendeks vddrtusteks on: Y=3, 2=2; asetades need

arvud meie poolt leitud X-i avaldisse, leiame ka selle tund-
matu:

7 AT )
x.__Ls

Niisiis esitatud sisteemi lahendiks on X=1, y=3,
2=2 (nagu kontrollimise] voib veenduda).

102. Liitmisvote.,

Antud kolmest vorrandist vétame mingid kaks vérran-
dit, nditeks esimese ja teise. Vérdsustades neis iihe tund-
matu, nditeks z-i kordajate absoluutvéértused, korvaldame
neist selle tundmaty liitmisvotte abil; sellega saame iihe
vorrandi kahe tundmatuga x ja y. Edasi votame antud kol-
mest mingi teise paari vorrandeid, niiteks esimese ja kol-
manda (voi teise ja kolmanda), ja sama votte abi] korval-
dame neist sellesama tundmatu, s. o, 2-i: sellega saame
veel iihe vorrandi tundmatutega x ja y:

[) 8x—2y+52—=7  (8.ga) 24x — 16y + 40z — 56
2) Tx+4y— 82—3 (5-ga)i 35x + 20y — 402 = 15

| 59x + 4y =71
1) 3x—2y 4+ 5—7 (4-ga) | 12x — 8y 4 20z2—= o8
2) 5x —3y—4dz—__|9 (5-ga) | 25x — 15y — 202 = — g0

| 37x — 23y =_39
Lahendame saadud kaks vorrandit; saame x — 1, y=3.
Need arvud asetame tihte antud vorrandisse, niiteks esj-
messe:
31 ~2-3+52=7; 52:7—3—}-6:10; 2e=2

Mirkus. Samade votete abil saame nelja vorrandi siis-
teemi nelja tundmatuga taandada kolme vorrandi siistee-
miks kolme tundmatuga (ja selle stisteemi — kahe vor-
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randi siisteemiks kahe tundmatuga jne.). Uldiselt m vor-
randi siisteemi m tundmatuga saame taandada m — 1 vor-
randi siisteemiks m — 1 tundmatuga (ja selle siisteemi
m — 2 vorrandi siisteemiks m — 2 tundmatuga jne.).

Harjutused.
1
4x —3y +22=9 2x+5y—32—61:0
178. {2x+5y——3z=4 179. 5x — 6y +22=12
5x 4 6y — 2z = 18. T 1
5z =42 4——7x+y.
x+2 7
Ix—y+2=17 BX+6 9
180. {5x+3y—22=10 181. 3y4+4z 8
7x+ 4y — 52 =3. 1}72’5!—:-7'
| x+y+2=128.

Vorrandisiisteemide moned erikujud.

103. Juhtum, kus iga antud vorrand ei sisalda koiki

otsitavaid,
nditeks: 10x —y+32=25
4y — Hx=06
2y +32=6
3y + 2v=+4.

Sel juhul siisteem laheneb kiitemini kui harilikult, sest
monedest vorranditest on need voi teised tundmatud juba
korvaldatud. On vaja ainult taibata, missugused tundma-
tud missugustest vorranditest tuleb veel l:orvaldada, et
voimalikult kiiresti jouda {ihe vorrandini iihe tundmatuga.
Korvaldades meie niites z-i esimesest ja kolmandast vor-
randist ning o teisest ja neljandast vorrandist, saame kaks
vorrandit tundmatutega x ja y:

10x— y4932=:5 49 Bk ce=-26
—2%—32=——6 — 4y —6y=—2=8
10x — 3y =—1,; —bx —6by=—2.
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Lahendades need vorrandid,
Need arvud asetame niiiid tej
randxsse siis saame:

leiame: x — 0; y=4.

3-
'U=—2—’ g ——

©l5
©| <

=1

104. Juhtum, kus tundmatud esinevad ainult

i :
murdude —, -, | .. kujul.
X8y

Olgu antud niiteks siisteem:

1 7
*+“z §
1 1 ! 9]
RN T e
1 1 1 1
Vi de e

Niisugust siisteemi on koige lihtsam lahendada abi-
tundmatute vottega. Tihistame

1 yo 1 i 1 ’
— =y ——
% y ¥ .18 2

Siis saame jargmise siisteemi tundmatutega x/, 4/ ja2's

7
Kty 2 =r
e Pl & G0,
FARY A b
P Ly 1
Y—¥~2=x,
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Votame veel teise ndite:

3 2 4
’;+;—;=—13
T ghonte B iRl
g B
5 7 2 1
PR +'y—+‘z"= 5

e XOEN o
Murde %,;]ms. saab vaadelda kui korrutisi 3-»1,

/.

9.1 ine. Seetottu tahistusega - =¥, ~=y ja, =z

x y
kujuneb antud siisteem niisuguseks:
3 + 2y —42Z =—13

—5x' + Ty + 22’=3}—,.

1 6x" — 3y’ — z'_—:5‘17
Neist vorrandeist leiame:
A y’:‘l—,, Z =25;

tahendab:

millest

105. Juhtum, kus antud vorrandid on kasulik liita.

Olgu antud siisteem

x+y=a
y+z2=>
X+ z=c.

Liites koik vorrandid, leiame:
2x+y+2)=at+bitq

x+y+z="1E
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Lahutades viimasest vorrandist iga antud vorrandi, saame:

a b {4 a b e a b c
Z=¥-~a; x:%ﬁb; J +2+ £ 1
Harjutused.

6 5
3x + 5y = 74 , 7+;=
182, Y 72+ 92— 65 183. 30 81
Qy:l— e by s =
2,8 4_1
4x—3z4+u=10 X y L
SY+2—4u—1 3 i _5__19
184. 185. J — — =
3+ u=17 x y+z 24
X+ 2y 4 3u = 95. i_i_‘_l:»()”
X g 2 z

186. Kuidas on koige lihtsam lahendada siisteemi:

x—}-y-|—2::294i

1
x+y~z:184—

3
x—y+z:l3—4-.

187. Kolm ostjat ostis kohvi, suhkrut ja teed. Esimene ostja mak-
sis 8 kg kohvi, 10 kg suhkru ja 3 kg tee eest 35 rbl.: teine ostja
maksis 4 kg kohvi, 15 kg suhkru ja 5 kg tee eest 40 rb]. ja kolmas
ostja kulufas 82 rbl. 50 kop., ostes 12 kg kohvi, 20 kg suhkrut ja
10 kg teed. Leida kohvi, suhkru ja tee kilogrammi hind.

188. On kolm tiikki kulla, hobeda ja vase sulamit, mis sisaldavad
vastavalt:

1) 5 osa kulda, 6 osa hobedat ja 8 osa vaske;
2)53ey S DR " T
P A SR » 18

Mitu kilogrammi tuleb vétta igast tiikist, et moodustada sulamit,
milles oleks 79 kg kulda, 118 kg hobedat ja 162 kg vaske?
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Ajaloolisi teatmeid.

Vorrandeid kohtame juba antiikajal egiptlaste juures. Ahmes'e
poolt (2000 aastat e. m. a.) kirjutatud papiiiiruses leidub esimese
astme vorrandeid iihe tundmatuga, kusjuures tundmatut maérgiti
sonaga ,,hau” — kuhi.

Kreeka matemaatikul Diophantosel (m.a.IVsaj.) leiame viga
mitmesuguseid vorrandeid, nende hulgas ka mitme tundmatuga vor-
randeid, kuid ta ei anna nende lahendamiseks iildist votet.

Newton esitab juba mitu votet vorrandisiisteemide lahendami-
seks, nende hulgas ka asendusvotte.

Palju tegelesid vorranditega araabia opetlased, kusjuures nad vor-
randite lahendamiseks kasutasid vordsete liikmete liitmist vorrandi
molema poolega ja lahutamist mdlemast poolest. Esimest tehet nime-
tati ,taasseadmiseks”, araabia keeles ,al-dZebr”, teist ,,vastandami-,
seks” — ,al-mukidbala”. Esimesest neist sonadest on tulnudki nime-
tus ,,algebra”.

9 Kisseljov. Algebra I osa. 129



Viies ‘j agu,
RUUTJUURE LEIDMINE.

I. Juurte pohiomadused.

106. Juure definitsioon.

Teiseks juureks (ehk ruutjuureks) arvust a nimetatakse
niisugust arvu, mille ruut vordub arvuga a. Nii on ruut-
juur 49-st arv 7 ja samuti ka arv —7, sest {949 ja
(—7)2=49. Kolmandaks juureks (kuupjuureks) arvust g
nimetatakse niisugust arvu, mille kuup vordub arvuga a.
Niiteks kuupjuur — 195.st on  —5,  sest (—5)3—=
= (—5) (— 5) (— 5) = 195,

Uldiselt n-es juur arvust a on niisugune arv, mille n-es
aste vordub arvuga a.

Arvu n, mis nditab, mitmes juure aste on a, nimetatakse
juurijaks.

Juurt mirgitakse stimboliga /' (juuremirk). Tema roht-
kriipsu alla kirjutatakse arv, millest juurt leitakse (juuri-
tav), ja nurga ava peale paigutatakse juurija. Niisiis

3o
kuupjuur 27-st margitakse kujul v/ 27;
’ S
W Va2,
Tavaliselt ruutjuure puhul juurijat ildse ei kirjutata;

AL A
nditeks v/ 16 asemel kirjutatakse v/ 16.

viies juur 32-st
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Tehet, mille abil leitakse juurt, nimetatakse juurimiseks;
see on astendamise poordtehe, sest selle tehte abil leitakse
arv, mis astendamisel on antud (nimelt astendatav), ja
antud on arv, mida astendamisel otsitakse (nimelt aste ise).
Seetottu juurimist saame alati kontrollida astendamisega.

Apies
Niiteks et kontrollida vordust v 125=25, on kiillalt, kui
5 astendada 3-ga; saanud juuritava 125, jareldame, et 5
on toepoolest kuupjuur 125-st.

107. Aritmeetiline juur.

Juurt nimetatakse aritmeetiliseks, kui ta on positiivne
arv ja on saadud positiivse arvu juurimisel. Naiteks arit-
meetiline ruutjuur arvust 49 on 7, kuna arvu A Ons ka
on ruutjuur 49-st, et nimetata aritmeetiliseks.

Niitame aritmeetilise juure jdrgmist kaht omadust.

a) Olgu vaja leida aritmeetiline V/ 49. See juur on 7,
sest 72—49. Seame endale kiisimuse, kas on vdimalik
leida mingit teist positiivset arvu x, mille ruut samuti
oleks 49. Oletame, et niisugune arv leidub. Siis ta peab
olema kas viiksem kui 7 voi suurem kui 7. Kui oletame,
et x < 7, siis x2 < 49 (korrutatava ja korrutaja véhene-
misel korrutis viheneb, kui tegurid on positiivsed); kui
aga oletame, et x > 7, siis ka x2 > 49, Tihendab, {ikski
7-st viiksem ega 7-st suurem positiivne arv ei saa VOr-

duda \/ 49. Niisiis saab olla ainult iiks antud juurijaga
aritmeetiline juur antud arvust.

Me oleksime tulnud teisele jareldusele, kui oleksime
konelnud mitte ainult juure positiivsest véartusest; nai-
teks \ 49 vordub arvuga 7 ja ka arvuga —7 [sest
72 —49 ja ka (— 7)2=49].

b) Votame mingid kaks mittevordset positiivset arvu,
niiteks 49 ja 64. Sellest, et 49 < 64, saame jareldada, et
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ka V49 < V64 (kui mairgiga V/ tdhistame ainult arit-
meetilist ruutjuurt). Téepoolest: 7 < 8. Niisamuti sellest,

e Eual
et 64 < 125, saame jdreldada, et ka v 64 < N1 28 ¥ T de>
poolest:

i 3 et
Vibde—= 14143 N/ 195 5 ning 4 < 5. Uldiselt:

-vdiksemale positiivsele arvule vastab ka viiksem arit-
meetiline juur (iihe ja sama juurija puhul).

108. Algebraline juur.

Juurt nimetatakse algebraliseks, kui ei nduta, et ta oleks
positiivne ja oleks saadud positiivse arvu juurimisel. Nii-

siis, kui avaldist \;? moistetakse n-nda algebralise juu-
rena, siis see tihendab, et arv a vaib olla nii positiivne
kui ka negatiivne ja juur ise voib olla nii positiivne kui
ka negatiivne.

Néitame algebralise juure jargmist nelja omadust.

a) Paarituarvulise juurijaga juur positiivsest arvust on
positiivne.

3
Nii peab \/ 8 olema positiivne ary (ta on 2), sest nega-
tiivse arvu paarituarvulise astendajaga aste on negatiivne.

b) Paarituarvulise juurijaga juur negatiivsest arvust on
negatiivne.

3
Nii peab v — 8 olema negatiivne arv (ta on — 2), sest
positiivse arvu mistahes astendajaga aste on positiivne,
mitte aga negatiivne.
c) Paarisarvulise juurijaga juur positiivsest arvust omab
kaht vididrtust, mis on vastandmiirkidega ja iihesuguste
absoluutviirtustega.

e S e B U VB S W (+2)2=+14
” Yt
ja. (—2)2=44; tapselt niisamuti V+8l=43 ja
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ithe ja sama arvuga + 81.
Juure kaht vidrtust miérgitakse harilikult kahe margi
paigutamisega juure absoluutviirtuse ette; nii kirjutatakse:

Vi==2 Va@=z=a V=3

d) Paarisarvulise juurijaga juur negatiivsest arvust ei
saa vorduda iihegi positiivse ega iihegi negatiivse arvuga,
sest nii iiks kui ka teine neist astendamisel paarisarvuga
annab positiivse arvu, mitte aga negatiivse. Néiteks V ey
ei vordu -+ 3-ga, ei — 3-ga ega iithegi muu arvuga.

Harjutused.

Millega vorduvad jérgmised avaldised:

sl 5 TRy LS T N
189. V 100; -V 0,01; 1/7; Vﬁ; Va VR
A 3 b e
190. (VE)E (VI (Vai (VItw
3 3

3 M ety i S 3_ :
191. Vv +21; V—27; g -'*8—; v —0,001.

4
4 _ Xy 4 ke A Rl
192. V 16; 167 vel: Vv—4; V—a% V—16

109. Korrutise, astme ja murru juurimine.

a) Olgu vaja leida aritmeetiline ruutjuur korrutisest abe.
Kui noutaks korrutise astendamist kahega, siis, nagu
nigime (§ 46), voiks astendada kahega iga teguri eraldi.
Et juurimine on astendamise poordtehe, siis voib oodata,
et korrutise juurimiseks voib juurida iga tegurit eraldi,
S, teek

Aahc=—N a'N/ bV c.
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Selleks, et veenduda selle vorduse kehtivuses, astendame
tema parema poole kahega (korrutise astendamise teo-

reemi jirgi):
(Va Vb yve)y=(vVa)? (v (voe
Kuid juure definitsiooni jargi
(Va)’=a, (Vb)'=b, (Ve)rer.

Jarelikult
(VaVvbye)=abe.

Kui korrutise v/'a v'6 v/ ¢ ruut vordub abe-ga, siis see
tdhendab, et see korrutis vordub ruutjuurega abe-st. Nii-
samuti

3 B R R P
\/abc=\/a\/b\/c,
sest
B g (e 3Ll AT o i
(Vavbve)=(va)d(yvb)(y ¢)®=abc.

Tdhendab, selle asemel, et votta aritmeetilist juurt korru-
tisest, voib votta selle igast tegurist eraldi.

b) Proovimise teel on kerge veenduda, et jargmised vor-
dused on diged:

V at= a2, sest (a?)2=n4
B el
A L R A (x4)3 = x12, jms.

Téhendab, selle asemel, et juurida astet, mille astendaja
jagub juurijaga, voib astendaja jagada juurijaga.

c¢) Oigeteks osutuvad ka jargmised vordused:

9 s 3)2 32 9
V»—-:Q:l,sest(i) =-i,=—,

16 V16 4 4 2 6
K08

—

3

?_V'é’_z (3)3_33__8
STL PN g e Oy N R T 88T 97
var
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w

Uldiselt: 4 : 2
Vi-15 Vi-F
Vb

Tihendab, selle asemel, et juurida murdu, voib juurida
lugejat ja nimetajat eraldi.

Meenutame, et neis eeskirjades celdatakse, et jutt on
aritmeetilistest juurtest.

Naited.

1. V928 =V 9V a* V 0° = 3a?b?.

2. 19500 — v/ 195V @ V ¥ =538,

Mirkus. Kui otsitav juur on paarisarvulise
juurijaga ja moeldakse algebralisena, siis leitud
tulemuse ette on vaja kirjutada mirgid . Nii

V 9xt = = 3x%.

|

=

SRy

R
<<
IR

Harjutused.
ws. VEG V400 VAR Ve
4 O
oot Sl
194. V — 27a%b% }/ ﬂ;a‘x‘; V abe.
195. Vat V24 Vi85 V (a+ b)*

4 LA 5 giciel e e
196. V.26, V —ab% VX% V (m+ n)S,

Bt ¢ W, A (:oa Y D 3 B
8 27 ab x %,

197. ‘/, V_ v s 1/_: 1/'"'
125° 1000 [4% ¥ g

108. V 25a%%*; Vv 0,36x'y% ]/; (b+ c)oxth.

1. Ruutjuure leidmine arvudest.
110. Eelmirkused.

a) Kone lithendamiseks iitleme kiesolevas peatiikis
ruutjuure” asemel lihtsalt ,,juur”.
b) Kui loomuliku arvurea arvud
i Ait ot SRS
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astendame 2-ga, siis saame niisuguse ruutude tabeli:
1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 10U, 321 1447

On ilmne, et leidub vaga palju tdisarve, mida selles tabe-
lis ei ole; juured neist arvudest muidugi ei ole tiisarvud.
Seetdttu nduet, leida juur mingist tdisarvust, niiteks leida
V 4082, me lepime kokku mbista nii: leida tdisarv, mille
ruut on 4082, kui see ‘on voimalik, voi, kui see osutub vdi-
matuks, leida kdige suurem tdisarv, mille ruut sisal-
dub arvus 4082 (see arv on 63, sest 632=23969, kuid
642 = 4096).

¢) Kui antud arv on 100-st véiksem, siis juur temast
leitakse korrutamistabeli abil. i

111. Juure leidmine tdisarvust, mis on viiksem kui 10 000,
kuid suurem kui 100.

Olgu vaja leida v/ 4082. Et see arv on vidiksem kui
10000, siis juur temast on viiksem kui 100. Teiselt poolt,
antud arv on suurem kui 100, tihendab juur temast on suu-
rem kui 10 (v5i vordne 10-ga). Kuid iga arv, mis on 10-st
suurem (vGi vordne 10-ga) ja 100-st viiksem, omab kaht
numbrit, tihendab, otsitav juur on summa

kiimned + lihtiihikud

ja seepérast tema ruut peab vorduma summaga

(kiimned)? + 2 *(kiimned) (lihtiihikud) 4 (lihtiihikud)?.

See summa peab olema suurim ruut, mida sisaldab
arv 4082. Et (kiimned)? moodustavad sajad, siis kiimnete
ruutu tuleb otsida antud arvu sadades. Sadasid antud
arvus on 40 (nende arvu leiame, kui paremalt komaga eral-
dame kaks numbrit). Kuid 40 sisaldab mitu tdisruutu: 36,
25, 16, ... jt. Votame neist suurima, s. o. 36, ja oletame,
et juure kiimnete ruut vordub nimelt selle suurima ruuduga.
Siis juure kiimnete arv peab olema 6. Veendume niiiid, et
see alati peab olema nii, s. o. alati juure kiimnete arv vor-
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dub suurima tiisarvulise juurega juuritava sadade arvust.
Toepoolest, meie ndites juure kiimnete arv ei saa olla suu-
rem kui 6, sest (7 kiimmet)?2=49 sada, mis iiletab 4082.
Kuid ta ei saa olla ka viiksem kui 6, sest 5 kiimmet (koos
lihtiithikutega) on viiksem kui 6 kiimmet, ja (6 kiim-

met)2 =36 sada, mis on viiksem kui 4082. Et me otsime °

suurimat taisarvulist juurt, siis juure jaoks ei tule
votta 5 kiimmet, kui isegi 6 kiimmet ei ole palju. Nonda
siis oleme leidnud juure kiimnete arvu, nimelt 6. Selle
numbri kirjutame mirgist = paremale, pidades meeles, et
ta tihendab juure kiimneid. Vottes tema ruudu, saame
36 sada. Need 36 sada lahutame juuritava 40 sajast ja
jadgi juurde kirjutame arvu 82:

V 40'82=6
36

48'2
Arv 482 peab sisaldama summat:
2- (6 kiimmet) - (lihtiihikud) + (lihtiihikud)?2.

Korrutis 2+ (6 kiimmet)-(lihtithikud) peab andma kiim-
ned, mistottu kiimnete ja lihtiihikute korrutise kahekordset
tuleb otsida jadgi kiimnetes, s. o. arvus 48 (nende arvu
saame, kui jidgis 482 eraldame iihe numbri paremalt).
Juure kiimnete arvu kahekordne on 12. Tiahendab, kui
12 korrutada juure lihtiihikute arvuga (mis praegu veel ei
ole teada), siis peame saama arvu, mis sisaldub 48-s. See-
pirast 48 jagame 12-ga. Selleks tombame jddgist vasakul
piistkriipsu ja kirjutame selle ette (taandudes kriipsust
peatselt selguval eesmirgil iihe koha vorra vasakule) juure
esimese numbri kahekordse, s.o0. 12, ja jagame 48 sellega,

Jagatiseks saame 4. Kuid ette ei saa vastutada, et
numbri 4 voib votta juure lihtiithikuteks, sest me jagasime
12-ga jadgi koik kiimned, kuna osa neist voib-olla ei kuulu
kiimnete ja lihtiihikute korrutise kahekordsesse, vaid liht-
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tihikute ruudusse. Seetdttu number 4 vaib osutuda liiga
suureks. Teda on vaja proovida. On ilmne, et ta sobib
sel juhul, kui summa 2- (6 kiimmet) -4 4 42 osutub mitte-
suuremaks jddgist 482. Seda summat saab arvutada jirg-
misel lihtsal viisil: piistkriipsu ette juure numbri kahe-
- kordse (12) korvale paremale kirjutame numbri 4 (see-
parast me taandusimegi kriipsust iihe koha vorra) ja
temaga korrutame saadud arvu (124 korrutame 4-ga):

V4082 =6
36 |
124 | 482
4| 496

Toepoolest, selle korrutamise teostamisel 4 korrutame
4-ga, tdhendab, leiame juure lihtiihikute ruudu: siis 12
kiimmet korrutame 4-ga, tdhendab, leiame juure kiimnete
ja lihtiihikute korrutise kahekordse. Tulemusena saame
korraga iihe ja teise summa. Selleks korrutiseks tuli 496,
mis on suurem kui jaik 482; tihendab, number 4 on liiga
suur. Siis proovime niisamuti jargnevat viiksemat numb-
rit, s. o. 3. Selleks kustutame numbri 4 ning Kkorrutise
496 ja numbri 4 asemele kirjutame 3 ning korrutame
123 arvuga 3: j

V 40'82 — 63
436
123] 4872
3| 369
113

Korrutis 369 osutus viiksemaks jadgist 482; tihendab,
number 3 sobib (kui oleks juhtunud, et see number oleks
olnud liiga suur, siis oleks vaja proovida jargmist viikse-
mat numbrit, s. 0. 2). Numbri 3 kirjutame juure kiimnete
numbrist paremale. Viimane jaik 113 nditab, mille vorra
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antud arv iiletab suurima temas sisalduva ruudu. Kontrol-
liks astendame 63 arvuga 2 ja tulemusega liidame 113:
632 = 3969
4+ 113
4082
Et summaks saime antud arvu 4082, siis tehe on Oieti
teostatud.

Nidited.
1. Y1295=35 2. V8655=93 3. Y/ 1605=40
2.0y 81 16
65 | 325 183 | 555 8| 05
5| 325 3|549

4. Y872 =29 5. Y6400 = 80
4.4 64

2 - 00
1

Neljandas ndites jadgi kiimnete 47 jagamisel 4-ga saame
jagatisena 11. Et aga juure lihtiihikute numbriks ei saa
olla kahekohaline arv 11 voi 10, siis tuleb otsekohe proo-
vida numbrit 9.

Viiendas ndites pdrast 8 ruudu lahutamist esimesest
rithmast osutub jadk vordseks 0-ga ja jargmine rithm koos-
neb samuti nullidest. See niitab, et otsitav juur koosneb
ainult 8 kiimnest, ja seepirast lihtithikute kohale tuleb
panna null.

112. Juure Ieidmi}le tiisarvust, mis on suurem kui 10 000.

Olgu vaja leida v 35782. Et juuritav iiletab arvu 10000,

siis juur temast on suurem kui V/ 10000 = 100, ja tdhen-
dab, ta koosneb kolmest vdi enamast numbrist. Koosnegu
ta kuitahes mitmest numbrist, ikka vdime teda vaadelda
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ainult kiimnete ja lihtihikute summana. Kui juur oleks nii-
teks 482, siis voime teda lugeda summaks 48 kiimmet 4
+ 2 lihtiithikut. Siis juure ruut koosneb endiselt kolmest
liidetavast:

(kitmned)? + 2 - (kiimned) - (lihtiihikud) & (lihtiihikud)?.

Niiiid saame arutada téiesti niisamuti nagu v/ 4082 leid-
misel (eelmises paragrahvis). Erinevus ilmneb ainult sel-
les, et juure kiimnete leidmiseks 4082 puhul meil tuli leida
juur 40-st, mida sai teha korrutamistabeli abil; niiiid aga
V 357’82 kiimnete saamiseks tuleb leida juur 357-st, mida
ei saa teha korrutamistabeli abil. Kuid v/ 357 saame leida
viisil, mis on kirjeldatud eelmises paragrahvis, sest arv
357 < 10000:

V35782 — 189
Tt
281257 i

81224

369 3382
9| 3321
61

Suurim tédisarvuline juur 357-st on 18. Tihendab,

V 35782 peab sisaldama 18 kiimmet.

Selleks, et leida lihtithikuid, on vaja 3'57’82-st lahutada
18 kiimne ruut, milleks on kiillalt, kui 18 ruut lahutada
357-st sajast ja jaagi juurde iile kanda juuritava kaks vii-
mast numbrit. Jadk, mis tekib 18 ruudu lahutamisel 357-st,
on meil juba olemas: see on 33. Tihendab, selleks et
saada jddki, mis tekib 18 kiimne ruudu lahutamisel
3'57’82-st, tuleb 33 korvale paremale kirjutada numbrid 82.

Edasi toimime nii, nagu toimisime v/ 4082 leidmisel,
nimelt: vasakul jaagist 3382 tdmbame piistkriipsu ja selle
ette kirjutame (taandudes kriipsust iihe koha vorra) juure
leitud kiimnete arvu kahekordse, s. o. 36 (kaks korda 18).
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Jadgis eraldame paremalt iihe numbri ja jadgi kiimnete
arvy, s. 0. 338 jagame 36-ga. Jagatisena saame 9. Proo-
vime seda arvu, milleks kirjutame ta 36 korvale paremale
ja korrutame temaga. Korrutiseks tuli 3321, mis on jéagist
viiksem. Tihendab, number 9 sobib ja voime ta kirjutada
juuresse. -

Uldiselt, selleks et leida ruutjuurt mistahes taisarvust,
on vaja esmalt leida juur tema sadade arvust; kui see arv
iiletab 100, siis tuleb leida juur selle sadade arvu sada-
dest, s. 0. antud arvu kiimnetuhandetest; kui ka see arv on
suurem kui 100, siis tuleb leida juur kiimnetuhandete arvu
sadadest, s. o. antud arva miljonitest, jne.

Niited.
1. V8720000 = 2952 9. V350326089 = 18717
! Gt T ey
49 [ 28 250
O VS doa! 8122411
585\ 3100 367 | 2632 |
5 2925 7 25691
5902 ! 17500 374?" 6360 |
g 1T 04, g 7
5696 37427 | 261989
7] 261989
0
3. ¥ 951'1056 = 3084
_.g_,A_,
608 | 5110
8| 4864
6164 | 24656
4 | 24656
0

Viimases niites, leides esimese numbri ja lahutades
tema ruudu saame jddgiks 0. Kanname alla jargmised
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kaks numbrit 51. Eraldades kiimned, saame 5 kiimmet,
kuna juure leitud numbri kahekordne on 6. Tdhendab,
5 jagamisel 6-ga saame 0. Juures kirjutame teisele kohale
0 ja jddgi juurde kanname jargmised kaks numbrit; saame
8110. Edasi jatkame nagu harilikult.

4. J/'81'00'00 = 900
ok
0

Selles ndites otsitav juur koosneb ainult 9 sajast ja see-
pérast kiimnete kohale ning lihtiihikute kohale tuleb panna
nullid.

Eeskiri. Selleks, et leida ruutjuurt antud téisarvust, jao-
tatakse tema numbrid, paremalt vasakule poole minnes,
kahenumbrilisteks riihmadeks, kusjuures esimeses (ddrmi-
ses vasakpoolses) rithmas voib olla ka iiksainus number.

Juure esimese numbri saamiseks leitakse ruutjuur esi-
mesest riihmast.

Juure teise numbri saamiseks lahutatakse esimesest riih-
mast juure esimese numbri ruut, jddgi korvale kantakse
teine riilhm ja saadud arvu kiimnete arv jagatakse juure
esimese numbri kahekordsega; saadud tiisarvu proovitakse.

See proovimine toimub nii: piistkriipsu ette (jiigist
vasakule) kirjutatakse juure varemleitud arvu kahekordne
ja tema kdrvale paremale poole kirjutatakse proovitav
number; pérast seda juurdekirjutamist saadud arv korru-
tatakse proovitava numbriga. Kui korrutamisel saadakse
jadgist suurem arv, siis proovitav number ei kdlba ja tuleb
proovida jirgmist, viiksemat numbrit.

Juure jirgmised numbrid leitakse sellesama votte abil.

Kui pérast riihma iilekandmist saadud arvu kiimnete arv
osutub jagajast viiksemaks, s. o. viiksemaks kui juure
leitud osa kahekordne, siis juures kirjutatakse 0, kantakse
iile jairgmine riihm ja jdtkatakse tegevust endiselt.
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113. Juure numbrite arv.

Juure leidmise protsessi vaatlusest selgub, et juures peab
olema niimitu numbrit, kuipalju juuritav sisaldab kahe-
numbrilisi riihmi (vasakpoolses rithmas voib olla ka iiks
number); teiste sonadega: kui juuritava numbrite arv on
paarisarv, siis juure numbrite arv on sellest kaks korda
viiksem; kui aga juuritava numrite arv on paaritu arv,
siis juure numbrite arv on kaks korda viiksem selle paa-
ritu arvu ja 1 summast.

Harjutused.

Leida ruutjuur jargmistest arvudest.

199. V 289; V 4225; V 61009; V 582169.

200. V 135424; V 956484; V 57198969.

201. V 68492176; V 422220304. 202. V 285970396644

203. Selgitada, miks iikski tdisarv, mis 16peb numbriga 2, 3, 7 voi
8, ei saa olla tdpne ruut.

111. Ligikaudsete ruutjuurte leidmine.

114. Kaks juhtu, kus tipset juurt ei leidu.

Tapseks ruutjuureks antud téis- voi murdarvust nime-
tatakse niisugust arvu, mille ruut tapselt vordub antud
arvuga. Niitame tunnused, mille jargi monikord saab
otsustada, et antud arvust tipset juurt ei ole voimalik leida.

a) Kui antud tdisarvust ei saa leida tdpset taisarvulist
juurt (juurimisel tekib jadk), siis sellest arvust ei saa
leida ka tdpset murdarvulist juurt, sest iga, tdisarvuga
mittevorduv murd, korrutatud iseendaga, annab korrutisena
murru, mitte aga tdisarvu. :

b) Et juur murrust on vordne juurega lugejast, jagatud
juurega nimetajast, siis taandumatust murrust ei saa leida
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tépset juurt juhul, kui seda ei saa leida lugejast ja nime-
4
B
juurt, sest esimesel murrul ei saa seda leida nimetajast,
teisel murrul — lugejast ja kolmandal murrul — ej luge-
jast ega nimetajast.

Arvudest, milledest juurt ei saa leida, on vdimalik leida
ligikaudseid juuri, millest kdneleme praegu kohe.

tajast. Ndiiteks murdudest g— ja % ei saa leida tédpset

115. Ligikaudne juur tdpsusega kuni 1.

Ligikaudseks ruutjuureks antud (tdis- vo6i murd-) arvust
tdpsusega kuni 1 nimetatakse arvu, mis tididab jargmist
kaht nouet: 1) selle arvu ruut on antud arvust viiksem
(voi vordub sellega), kuid 2) sellest arvust 1 vérra suu-
rema arvu ruut on antud arvust suurem. Teiste sonadega:
ligikaudseks ruutjuureks tipsusega kuni 1 nimetatakse suu-
rimat tdaisarvu, mille ruut ei ileta antud arvu, s. o. seda
juurt, mille leidsime eelmises peatiikis. Seda juurt nime-
tataksetdpsusega kuni I, sest tipse juure saamiseks
oleks vaja selle ligikaudse juurega liita veel mingi iihest
viaiksem arv, nii et vottes tundmatu tipse juure ase-
mele tema ligikaudse, teeme vea, mis on viiksem kui 1.

Olgu vaja leida ligikaudne ruutjuur arvust 395,74 tapsu-
sega kuni 1. Jittes murru tdhele panemata, leiame siis
juure ainult tdisarvust:

V395 =19
1
29295
91261
34
Saadud juur 19 ongi otsitav, sest

192 < 395,74 ja 20% > 395,74,
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Eeskiri. Selleks, et leida ligikaudset ruutjuurt tapsusega
kuni 1, on vaja leida suurim tdisarvuline juur antud arvu
tdisosast.

Selle eeskirja jargi leitud arv on ligikaudne juur put -
dusega, sest tipsest juurest puudub temas mingi (tihest
viiksem) arv. Kui seda juurt suurendame 1 yorra, siis
saame teise arvu, milles tdpseks juureks on midagi liiga
ja see liigne osa on viiksem kui 1. Seda 1 vorra suuren-
datud juurt voib samuti nimetada ligikaudseks juureks
tapsusega kuni 1, kuid liiaga.

116. Ligikaudne juur tipsusega kuni .

Olgu vaja leida v 2,35104 tipsusega kuni (puudu-
sega). See tdhendab, et tuleb leida niisugune kiimnend- -
murd, mis koosneb tdistihikutest ja kiimnendikest ja mis
rahuldab jargmist kaht nouet: 1) selle murru ruut ei iileta
arvu 2,35104, kuid 2) temast ; vOrra suurema murr
ruut iiletab arvu 2,35104.

CY235104 =15
1
25 (135
5125
10

Niisuguse murru leidmiseks leiame esmalt ligikaudse
juure tdpsusega kuni 1, s. o. leiame juure ainult téisar-
vust 2. Saame 1 (ja jadgi 1). Kirjutame juures numbri 1
ja paneme tema jdrele koma. Niiiid hakkame otsima kiim-
nendike numbrit. Selleks kirjutame jadgi juurde numbrid
35, mis seisavad komast paremal, ja jatkame juurimist nii,
nagu me juuriksime tdisarvu 935. Leitud numbri 5 Kirju-
tame juure kiimnendike kohale. Juuritava iilejidnud numb-
reid (104) ei ole meil vaja. Et saadud arv 1,5 toepoolest

10 Kisseljov. Algebra I osa. ]45



on ligikaudne juur tipsusega kuni llo , see nahtub jargne-

vast: kui me oleksime leidnud suurima tdisarvulise juure
235-st tdpsusega kuni 1, siis oleksime saanud 15, tdhen-
dab:

152 < 235, kuid 162 > 235,

Jagades koik need arvud 100-ga, saame:

152 e e

TGS R30 or 935,
.20,

o) <235 (3> 935
ehk

1,52 < 2,35; 1,62> 2,35,
Jarelikult :

1,52< 2,35104; 1,62 > 2,35104 *,
Tahendab, arv 1,5 on see kiitmnendmurd, mida nimeta-
sime ligikaudseks juureks tdpsusega kuni ;.
Leiame selle votte abil veel jirgmised ligikaudsed juu-
red tdpsusega kuni 0,1:

V5740=75 J0,30=05 }0,038=0,1

49 25 1

145 (840 5 28
5|725
115

117. Ligikaudne juur tépsusega kuni T(li)’ kuni f()loo jne.

Olgu vaja leida tdpsusega kuni 1(1)0 ligikaudne v/ 248
puudusega. See tdhendab: leida niisugune kiimnendmurd,
mis koosneb tiisiihikutest, kiimnendikest ja sajandikest

* Arvu 0,00104 lisandamise tottu kahekordne mirk < peab ilm-
selt muutuma mirgiks <, kuid mirk > jaab piisima (sest
0,00104 < 0,01).
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ning mis rahuldab kaht nouet: 1) tema ruut ei iileta

: 1R
arvu 248, kuid 2) temast {o VOrra suurema murru ruut

iiletab arvu 248. Seda murdu otsime jirgmiselt: esmalt
leiame tdisosa, siis leiame kiimnendike numbri, seejérel
sajandike numbri. Juur tédisosast on 15. Kiimnendike
numbri saamiseks on vaja, nagu nigime, jadgi 23 juurde
kirjutada veel 2 numbrit, mis seisavad komast paremal:

1/ 2'48,00'00 = 15,74
v MR

25‘148%
12500
307}230’03
712149 |
3144115100
4]192576

551 2554

Meie niites neid numbreid iildse ei ole; nende kohale
kirjutame nullid. Kirjutades need jégi juurde ja jdtkates
to6d nii, nagu leiaksime juure tdisarvust 24 800, me saame
kiimnendike numbri 7. Jidb leida veel sajandike number.
Selleks kirjutame jddgi 151 juurde veel 2 nulli ja jatkame
juurimist, nagu leiaksime juure tiaisarvust 2 480 000. Saame
15,74. Et see arv tdepoolest on puudusega voetud ligi-

kaudne juur 248-st tipsusega kuni 1%0, see ndhtub jérgne-

vast. Kui me leiaksime suurima tdisarvulise ruutjuure tis-
arvust 2480000, siis saaksime 1574; tidhendab:

15742 < 2480000, kuid 1575% > 2480 000.

Jagades koik arvud arvuga 10000 (= 1002), saame:

15742 15752

Jo6E < 248,0000; o2 2 248,0000,
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1575

1574
( 100

;1—00-)2 < 248,0000;

)* > 2480000
ehk
15,742 < 248; 15,752 > 248,

Tahendab, 15,74 on kiimnendmurd, mida nimetasime
puudusega voetud ligikaudseks juureks 248-st tdpsusega

G
kuni ;55-
Rakendades seda votet ligikaudse juure leidmiseks tip-
g 1 3 1 : ke
susega kuni 1000 tdpsusega kuni 10000 Jne. selgub jarg-
mine eeskiri.

Eeskiri. Selleks, et antud tidisarvust voi kiimnendmur-
rust leida puudusega voetud ligikaudset juurt tipsusega

) ya AN ; 3
kuni o’ kuni 100 ? kuni 1000 Jne., leitakse esmalt puudusega

voetud ligikaudne juur tipsusega kuni 1, vottes juure tiis-
arvust (kui see puudub, siis juures kirjutatakse 0 tervet).

Siis leitakse kiimnendike number. Selleks kirjutatakse
jaagi juurde kaks komast paremal seisvat juuritava numb-
rit (kui neid ei ole, siis jddgi juurde kirjutatakse kaks
nulli) ja jitkatakse juurimist nonda, nagu seda tehakse
tdisarvu juurimisel. Saadud number kirjutatakse juure
kiimnendike kohale.

Seejdrel leitakse sajandike number. Selleks kirjutatakse
jadgi juurde uuesti kaks numbrit paremalt neist, mis dsja
iile kanti, jne.

Niisiis juure leidmisel tiisarvust koos kiimnendmurruga
tuleb arvu numbrid jaotada kahenumbrilisteks riihmadeks,

alates komast vasakule (arvu tdisosas) kui ka komast pare-
male (arvu murdosas).
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Niited.

3 4 sl
1. Leida juured kuni ja5:

a) vV 2; b) V03.

a) VT? =141 b) ]/630 = 0,54
1 25
24 ‘W 104 \ 50'0
41 96 4]416
281 ) 400 84
1| 281
119

9. Juurida kuni 1—0%&):
a) 1/0,38'47'20 = 0,6202

a) V 0,38472; b)]/%.

b) 1/ 3 = 1042857142

36 AT
199 1—247; 1/0,42'85'71'42 = 0,6546
2244 heclid
12402] 32000 12‘2 ‘l ggg
el 1304\ 607'1
(8 4| 5216
13086 \ 85542
6| 78516

7026

Viimases naites teisendasime murru # kiimnendmurruks,
arvutades tema 8 kiimnendkohta, et saada juure 4 kiim-
nendkoha leidmiseks vajalikud 4 numbririihma.

Miarkus.

On olemas erilised tabelid, milledesse on

paigutatud (teatava tdpsusega arvutatud) ruutjuured oige
paljudest arvudest. Nende tabelite kasutamisviisid on hari-
likult niidatud tabelite eessonas.

118. Juure leidmine harilikust murrust.

Taandumatust harilikust murrust saab leida tdpse ruut-
juure ainult juhul, kui murru lugeja ja nimetaja on tapsed
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ruudud (§ 114). Juure leidmiseks sel juhul on vaja ainult
eraldi juurida lugejat ja nimetajat, niiteks:

V VECRE £
LA VET e

Harilikust murrust ligikaudset juurt mingi kiimnend-
murrulise tdpsusega on kodige lihtsam leida sel teel, et
esmalt teisendada see harilik murd kiimnendmurruks, arvu-

tades temast kiimnendkohti parast koma kaks korda
enam, kui neid peab olema otsitavas juures. Olgu vaja

leida niiteks v/ 23 tipsusega kuni 0,01, s. o. kahe kiim.
nendkohaga pirast koma. Selleks teisendame 22 kiimnend-
murruks nelja kiimnendkohaga: 28 —2,4985 . .. ja leiame
ligikaudse juure arvust 2,4285 tdpsusega kuni 0,01:
¥ 2,4285 = 1,55

1 :
25| 142
5| 125 :
305| 178'5
1525

260

Voib toimida muide ka teisiti. Selgitame seda jirgmise
ndite abil.

5

o e 5
Leida ligikaudne T

Teeme murru nimetaja tépseks ruuduks. Selleks oleks
ainult vaja korrutada murru molemad liikmed nimeta-
jaga 24; kuid selles ndites saab toimida teisiti. Lahutame
24 algteguriteks: 24 =2-2-2-3. Sellest lahutusest nahtub,
et kui 24 korrutada 2-ga ja veel 3-ga, siis korrutises iga
algtegur esineb paarisarv korda ja jérelikult nimetaja saab
ruuduks:

]/,‘5?_1/*5”'_ /523 Y30 _ Y&
“u=YV 1333~V wm=ms= 15
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Jiab leida veel V 30 mingi tipsusega ja tulemus jagada
12-ga. Seejuures tuleb arvestada, et 2-ga jagamisel vahe-

neb ka murd, mis naitab tapsuse astet. Leides v/ 30 nii-

teks tdpsusega kuni 116 ja jagades tulemuse 12-ga, saame

s 2 e e 7. 7K
ligikaudse juure murrust 5y tapsusega kuni 55 (saame

55

nimelt Pl P
120 2 120/

Harjutused.

204. V13 kuni 1; V I3 kuni 0,1; V 13 kuni 0,001,

e 1 be
i R i
205. V 101 kuni 90" vV 0,8 kuni 0,01.
il Sl e R S
206. V 0,0081 kuni 100° vV 19,0969 kuni 100°

207. V 356 kuni 1, siis kuni 0,1, edasi kuni 0,0l

208. Arvutada kuni 0,01 ruutjuur igast jargnevast murrust, teisen-
dades nad kiillaldase kohtade arvuga kiimnendmurdudeks:

A e L AN
AR Fal © L Ol
209. Arvutada ruutjuur samadest murdudest, ilma nende teisenda-
miseta kiimnendmurdudeks, tehes nimetajad tipseteks ruutudeks.

210. Arvutada juured:
I 5 edi\
V03, V57 (molemad kuni 10\’,

Bt i e Sl : 1)
Vv 2,313, V 0,00264 (molemad kuni 100"

Ajaloolisi teatmeid.

Juurimistehte markimiseks kasutatava siimboli vV toi matemaati-
kasse Rudolf a.1525. Varem kirjutati lihtsalt terve sona ,,juur” (ladina
keeles radix), mis hiljem lithendati iihe tdheni, ja sellest aja jooksul

kujuneski V
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Kuues jagu.

Ruutvorrand.
119. Ulesanne.

Mootorpaat soditis modda joge 28 km pirivett alla ja
sealt otsekohe tagasi; selleks kulus tal 7 tundi. Leida
paadi soidukiirus seisvas vees, kui on teada, et joe voolu-
kiirus on 3 km tunnis.

Olgu paadi sdidukiirus seisvas vees x km tunnis; siis
parivett ta liigub kiirusega (x - 3) km tunnis ja vastuvett
kiirusega (x —3) km tunnis. Téhendab, 28 km soiduks
kulus tal périvett liikudes x—_—ii tundi ja vastuvett liikudes
_v%?a tundi. Vastavalt iilesande tingimusele saame var-
randi:

28 28
P 7y 3a e
Vabastades vorrandi nimetajaist, saame
28(x —3) + 28(x +3) =7(x 4+ 3) (x — 3),
SLD;
{ 28x — 84 4 28x + 84 =7 (x? — 9)
ehk
DO 7 42 LR,
Saime vorrandi, milles on liige tundmatuga teisel ast-
mel, kuid ei ole lijkmeid, mis sisaldaksid tundmatut veel

korgemal astmel. Niisugust vorrandit nimetatakse feise
astme vorrandiks ehk ruutoérrandiks.
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Otsese asendusega veendume, et selle vorrandi lahen-
deiks on 9 ja — 1, milledest {ilesande vastuseks saab olla
ainult esimene lahend.

Tuletame ruutvorrandite lahendamiseks iildise eeskirja.

120. Ruutvorrandi normaalkuju.

Tavaliselt viiakse ruutvorrandi (ja samuti ka korgema-
astmeliste vorrandite) koik lilkmed pérast vorrandi lihtsus-
tamist selle vasakule poolele, nii et v§rrandi parem pool
saab vordseks nulliga. Nii omandab vérrand, mille koosta-
sime eelmise iilesande lahendamiseks, parast lifkmete iile-
viimist kuju

56x — 7x2 + 63=0
chk, pérast liikmete korrastamist tihe x alanevate astmete
jdarjekorda,
— 7x2 + 56x + 63 =0.

Arve —7, + 56 ja 4+ 63 nimetatakse selle ruutvorrandi
kordajaiks: neist arvu -+ 63 nimetatakse vabaliikmeks,
arve — 7 ja + 56 aga esimeseks ja teiseks kordajaks (me
celdame, et vorrandi liikmed alati on jirjestatud tdhe x
alanevate astmete jirgi). Need arvud voivad olla nii posi-
tiivsed kui ka negatiivsed ja ka nullid (peale esimese kor-
daja, mis ei saa olla null, sest vastasel juhul vorrand ei
oleks ruutvorrand). Kui iikski kolmest kordajast ei ole
null, siis vorrandit nimetatakse fdielikuks. Niisuguse vor-
randi iildkuju (normaalkuju) on jargmine:

ax? + bx + ¢c=0.

Mirgime, et esimese kordaja a saame ikka teha positiiv-
seks, muutes vajaduse korral iga liikme mirgi vastand-
mirgiks (teiste sonadega, korrutades vorrandi molemad
pooled arvuga — I). Nonda voime iilaltoodud vorrandi
kirjutada kujul

7x2 — 56x — 63 =0.
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121. Mittetédielike ruutvérrandite lahendamine.

Ruutvorrandit nimetatakse mittetiielikuks, kui temas
puudub liige, milles x on esimesel astmel, voi puudub vaba-
liige; teiste sonadega, kui teine kordaja b vordub nulliga
voi vabaliige ¢ vordub nulliga. Esimesel juhul vorrand
omab kuju ax?®+4 ¢=0, ‘teisel juhul kuju ax? 4 bx==0
(voib juhtuda, et iiheaegselt » =0 ja ¢==0; siis vorrandil
on kuju ax?*=0). Vaatleme koikide nende mittetédielike
vorrandite lahendamist,

1. Mittetdielik ruutvorrand ax? 4+ ¢=0. Votame jarg-
nevad kolm néiidet:

a) 3x* —27=0. Viies vabaliikme paremale, saame
3x2 =27 ja jérelikult x2=09, Tahendab, x on algebraline
ruutjuur 9-st, s. o. arv 43 véi arv — 3. Lepime kokku
mairgiga \V  tihistada juure aritmeetilist viirtust; siis
voime kirjutada: x= == v/ 9= =+ 3. Niisiis antud vdrran-
dil on kaks lahendit. Tihistades iihe neist X1 ja teise x»,
saame need lahendid kirjutada nii:

X=19=+43, xp=—1\9=_3,

b) 2x2 —0,15=0. Viies vabaliikme iile, saame:
2x?=0,15 ja x2=0,075.

Tadhendab, :
x===* v 0,075.
Leiame V/ 0,075 tipsusega, iitleme, kuni 1’3)'0 (§ 117):
: V 0,0750 = 0,27
4
47[35'0
7(32'9
21
Jarelikult x; =10,27 ja x, = — 0,27.
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c) 2x2 4+ 50=0. Viies 50 paremale, saame:

o= —BO; xt=— e 95 x=xV —25
Et negatiivsest arvust ei saa votta ruutjuurt, siis antud
vorrandil ei ole (reaalseid) lahendeid.

Niisiis mittetdielik ruutvorrand ax® + c=0 iildiselt
lahendatakse nii:

c C‘
axl=—c, X’=——_; x=i|/ ——
a a

Kui avaldis — % on positiivne (see on, kui arvud a ja ¢
on erinevate mirkidega), siis temast saab leida ruutjuurt
(kas tapselt voi ligikaudselt) ja seega x-i jaoks saame
kaks absoluutviirtuse poolest vordset arvu, milledest iiks

on positiivne ja teine negatiivne. Kui aga avaldis — - on
negatiivne (see on, kui arvud ¢ ja a on iihesuguste mar-
kidega), siis vorrandil ei ole reaalseid lahendeid.

2. Mittetdielik ruutvorrand ax? 4 bx=0. Erinditena
lahendame vorrandi 2x2 — 7x==0. Selle vorrandi vasakul
poolel viime x tegurina sulgude ette:

x(2x — 7) =0.

Niiiid vorrandi vasak pool on korrutis ja parem pool on
null. Kuid korrutis vordub nulliga ainult siis, kui mingi
iiks tegur vordub nulliga; seetottu meie.vorrand on rahul-
datud ainult siis, kui esimene tegur x vordub nulliga voi
teine tegur 2x—7 vordub nulliga (ja jarelikult x=§).
Tihendab, antud vorrandil on kaks lahendit:

=0, x2=
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Niisiis, mittetdielik ruutvorrand ax? + bx—O lahenda-
takse tildiselt nii:
ax? + bx=0; x(ax -4 b) =0;

xy=0; ax;+ b=0; x2=-._1;__

3. Mittetidielik ruutvorrand ax?=0. Niisuguse vorrandi
lahendiks on ilmselt ainult x = 0.

Harjutused.
211. 3x2 — 147 = 0; ;—x2—3—_—0; X2 425 =0.
3(x:2—11)  2(x2 — 60) Tel 4

S ad SRy T

1
'212. 5 : ey v 55
3 J
213. 2x2—T7x=0; —x2+x_0 02x2_Zx 0.
219 =% x2—16x__0 Tocke= 006 0 et =)

215. (x—2)(x—5)=0; x(x+4)=0; 3@y—2)y+3)=0.

122. Taielike ruutvorrandite lahendamise niited.

Esimeseks nditeks votame vorrandi, mille koostasime
§ 119 iilesande lahendamiseks: -

x2 — 56x — 63 =0.

Jagame tema koik liikmed 7-ga ja viime vabaliikme
paremale:
x?—8x=09.

Kiisime niiiid, kas kaksliikmega x? — 8x saaks liita nii-
sugust kolmandat liiget, et tekiks tdisruutu kujutav kolm-
liige. Seatud kiisimpusele on kerge vastata, kui kaksliikme
kujutame nii:

X2 —2x-4.

Niiiid on selge, et tdiendades seda kaksliiget liikmega 42
saame kolmliikme

X2 —2x-4 + 42
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mis vordub vahe x —4 ruuduga. Aga et me vorrandi
vasaku poolega liitsime 4* (s. 0. 16), siis peame sama arvu
liitma ka vorrandi parema poolega. Seda tehes saame:

22 —8x+ 16=9 + 16, s..0. (x —4)2=25,

Niisiis vahe x —4 on niisugune arv, mille ruut on 25;
tihendab, see vahe peab vorduma algebralise ruutjuurega
95-st, s. 0. arvuga 5 vOi arvuga — 5:

LWL s 9B A - BNDI 4~ A= /26 =5,

Viies niiiid liikme — 4 vorrandi paremale poolele, saame
kaks lahendit:

x1=4+5=9 ja for=4 = 5=+l.

Need lahendid molemad sobivad antud vorrandile (nagu
proovimisega saab veenduda), kuid iilesandele, millest vor-
randi tuletasime, negatiivne lahend — 1 ei kolba, sest
iilesandes kiisitakse kiiruse absoluutvdirtust, mitte aga

tema suunda.
Teiseks niiteks votame vorrandi

3x2+ 15x — 7=0.
Jagame koik liikmed 3-ga ja viime vabaliikme paremale:
x2 4 bx= —';— %
Kaksliikmest x? + 5x saab teha summa ruudy, kui teda

tiiendada kolmanda lifkmega (3)2. Liites selle liikme vor-
randi molema poolega, saame:

5\2 5\ 7
x2+5x+('§) o ] (RE T
5\* 92 , 7 75428 103
("+i)=7+'§=—1‘r=‘ﬁ-

5 103 5 103
n=—3+V; n=—p—VE
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1081 : |
Arvutame Vlli‘) tapsusega, iitleme, kuni i

e v T

Jarelikult

XN=—25+4+29...=04...,
Xo=—25—29...—=—54..,

123. Taandatud ruutvorrandi lahendite valem.

Ruutvorrandit nimetatakse taandatuk s, kui tema esi-
mene kordaja on + 1. Niisuguse kuju saab vorrandile |
anda ka siis, kui esimene kordaja ei peaks olema 1, nagu
dsja ndidetes nigime; tarvitseb vaid vorrandi ksik liikmed
jagada selle arvuga. Taandatud vorrand kirjutatakse {ild-
kujul harilikult nii:

¥ px g =0,

Lahendame selle tdhelise vorrandi, teostades temas need-
samad teisendused, mis niitasime eriniidete puhul.
Viime vabaliikme paremale poolele:

X+ px=—gq.
Et px=2x-—g, siis, soovides saada vorrandi vasakul
poolel taisruutu, liidame vérrandi mélema poolega (—;)2:
SRCRE T
Niiiid saab vorrandi anda nii:
ot 2P =2 — o

sellest leiame:

+f== V[T —0 i s=—22 ).

158




Selle valemi voib sonastada jargmiselt:

Taandatud ruutvdrrandi lahend on vastandmirgiga pool
teisest kordajast pluss-miinus ruutjuur sama poole kor-
daja ruudu ja vabaliikme vahest.

Tulemust on vaja meeles pidada nii valemina kui ka
sonaliselt.

Nédited.

1. x* — x—6=0. Selle vorrandi sarnastamiseks tihe-
lise vorrandiga x? + px + g =0 esitame ta nii:

24 (—1)x+ (—6)=0.

Niiiid on niiha, et selles niites p=—1 ja g=— 6; see-
parast:
1 1 1 T s
b et of ot ol A Y Ty
1 5 1 5
x1=?+—2~-—3; xe——g-——?'——-—z
Kontroll: 32 —3 —6=0; (—2)2— (—2) —6=0.
2. x2 — 18x + 81 =0; siin p=—18, ¢=38l; seeparast

x=9+1 8 —81=9x0=09.
Vorrandil on ainult {iks lahend.
3. P—245=0; x=1tyT—6=1%xV—4
Lahendeid ei ole.

Harjutused.
216. x2 4 10x 4+ 5= 2x2 — 6x 4 53.

217. X2 4 6x=217. 218. x2—-5—:i x=18.
6 x 21 5
219. 12x — < = 2% 290. % +i, .,vs_g ¥
9 x—5 4 3x —1
—— o D1 i —_—
221. x4 2= 3 222, SR e ey
1 2% x —d
223. x4+ —3=5 24, =g

225. Mlssuguse ¢ vairtuse puhul 2¢—5 ja t—4 korrutis vordub
summaga ¢ 4 8?
226. abx? — (a2 + b?)x 4 ab=0.
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124. Ruutvdrrandi lahendite iildvalem.
Vorrand ax® + bx +c¢=0 pirast tema liikmete jaga-
mist a-ga omab taandatud kuju
' b C
X + rm X -+ a =5 ()
Lahendades selle vorrandi taandatud vorrandi lahendite
valemi jargi, leiame:

b b\? ¢
S iV(é&) g
Seda avaldist saab lihtsustada nii:
A i]/b_%_}é:_l?_i B —dac__
2a 4a> a 2a 4q*
__ b _ V¥ —dac _ —bxV¥_dac
ARt B ey 2a 3 2a ¢

On kasulik see valemi lihtsustatud kuju meeles pidada;
seda saab sonastada nii:

Tdieliku ruutvorrandi lahend vérdub murruga, mille
lugeja on teise kordaja vastandarv, pluss-miinus ruutjuur
sama kordaja ruudu ning esimese kordaja ja vabaliikme
neljakordse korrutise vahest, ja nimetaja on esimese kor-
daja kahekordne.

Seda valemit voib nimetada iildiseks, sest ta kolbab
lahendi leidmiseks nii taandatud vérrandi puhul (kui eel-
dame, et a=1) kui ka mittetdielike vorrandite puhul
(kui eeldame, et b=0 vbi ¢=0).

125. Uldvalemi lihtsustamine juhul, kui kordaja b on
paarisarv.

Kui ‘kordaja & on paarisarv, siis iildvalemit saab liht-
sustada. Eeldades, et b = 2k, leiame siis:

— 2k x V4k® — 4q (k% — ac)

— 2% = Vil —ac) _

c

s g A 5
BRI el b VR
4 2 PO N

See valem erineb iildisest numbriliste tegurite 4 ja 2
puudumisega.
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126. Ruutvorrandi lahendite arv.

Me nigime, et ruutvorrandil on monikord kaks lahendit,
ménikord iiks, monikord ei iihtegi. Siiski on kokku lepitud
lugeda, et ruutvorrandil on igal juhul kaks lahendit, mois-
tes seda nii, et lahendid voivad monikord olla vordsed,
monikord puududa. Mainitud kokkuleppe pohjus peitub
selles, et ruutvorrandi iildine lahendite valem annab lahen-
diteks alati kaks avaldist (olgugi et neil iga kord ei ole
arvu tihendust). Uhe lahendiga ruutvérrandi puhul siis
oeldaksegi, et tal on kaks vordset lahendit.

Harjutused.

227. 2x2 —3x—5=0. 228. (2x —3)2 = 8x.

299. 5x? —8x 40,24 =0. 230. 65x2+ 118x—55=0.

% 7 1 1

231. (x—3)(x—4) =12 232.m:m. 233. x—{—}: a—}—a

234. Leida kolm jirjestikust paarisarvu nii, et nende ruutude
summa oleks 776.

235. Ristkiiliku pindala on 48 cm? ja tema {imbermoot on 28 cm.
Leida kiiljed.

236. Leida taisnurkse kolmnurga kiiljed, teades, et nad avalduvad
kolme jérjestikuse tdisarvuga.

237. Kui hulknurgal on n kiilge, siis tema diagonaalide arv on
in(n—3). Leida, mitu kiilge peab olema hulknurgal, et tema diago-
naalide arv oleks 54. 4

238. Lennuk lendas sirgjoones 450 km, poéordus otsekohe iimber
ja piki sirgjoont lennates joudis 5% tundi parast lennu algust ldhte-
kohta tagasi. Sinna ta lendas vastutuult, tagasi aga pirituult. Kui
suur oli tuule kiirus, kui lennuki omakiirus tuulevaikse ilmaga on
165 km tunnis?

239, Osteti moned ritikud 60 rbl. eest. Kui selle summa eest
oleks saadud kolm ritikut enam, siis iga ritik oleks maksnud 1 rbl.
vihem. Mitu ratikut osteti?

240. Kooli esimeses klassis jaotati 240 lehte paberit vordselt koi-
kide opilaste vahel. Teises klassis jaotati niisama palju lehti ja jal-
legi koikidele vordselt. Selle klassi iga oOpilane sai kaks lehte enam
kui esimeses klassis. Mitu lehte sai esimese klassi iga opilane, kui
teises klassis oli 10 opilast vdhem kui esimeses?
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Harjutuste vastused.

1. 4a; a% 2. 6m?; md. 3. x(x—d). 4. 10x+y. 5. 100a 4 106 4+ c.
6. PAEM 7wy k)% A ()% (a+b)(a—b; MR
a+b m—n
ehk (m+n): (m—n). 8. 84; 44; 552; 336; 93%; 58
9. 3(x+ ) (x—y). 10. 3a+2b; 134+ 12=95. 11. 5 + ab — 4a; a+ 2«

12. n; ba®b2x3. 13. 6xyz; 2ax. 14. 5x +15; Tx + 7y + 7z. 15. §+2b —c;

5a%h. 16. 8% — 2y; 4ax. 17.%; S A8, e 40,0 100 8. D

o bt g R § PR SRR Ve ) et e (R SRR S0 ) 220 - RIS ).
b Bt L et 2 (kahju). 25. m—n; — 10 (volg). 26. 14; 10; 18; 2.
27. a4 b; m+4n; 5x. 28.12. 29. —15. 30. 4+ 5. 31. 10+ (—2) +
+ (—3) +7 32 10— (—8). 33. +6; — 14; + 80. 34. — 238; 0,054.

36. +1; —1; 4 1; —1.36. 27. 37. —27. 38.0; 0; 0; 0; 0. 39. 37 .

40. +5;, —b5; —5; +5. 41. —a; —5; x2. 42. 0; 0; 0; 0. 43, 44, 45
ei vaja vastust. 46. 10a3%x3; — 10a2bx% — 8a%bx%; — 20m2x2y3.
47. a+a; ax+4ax+ax; a?b+a%+ a2 +a?b +a%; (a4 1) +
+(@+1)+ (@+1) 4+ (a+1). 48. 90; +%;2%%; —28; —936. 49. 0;
2) P A R Y L ja — 1. 51, a3%x2 4 43a%3. . 52. 2x — 16,3xy.
53. a 4 3imxy? 54. a — 3imxy>. 55. 4a® — 3a2b—13ab2. 56. x5 — Ta2x3.
57. 22. 58, 4x3 4 x2 4 3x + 1. 59. 8a3 — 11a?b + 14ab2 — 3b3. 60. p2 4
+p+15. 61. 4x2 432 —y—1. 62. 3x>—x + 4. 63. 4a2 + 4b2 — ¢
64. x +y; 2m —2n. 65. b —2c. 66. 4x2. 67. a— (b+c—d); a—b +
+(—c+d); a—(b+c)+d. 68. 15a%7c; Ba2x5. 69. 0,81a3b23;
abb8¢c3. 70.4°g m2xtyS; 8a%3x5. 71. 0,01x2mys; amdndyd. 72. 6a%b — 4ab* +
+ 2abc.  73. 25a3b — 20ath? 4 15a5b% — 35a5b%.  74. am 4+ bm — cm —
—an—bn+cn; 6a2— 3ab + 2ab? — b3, 75. 2a%2— 3b%; x3— y8.
76. x3 4 yB. 77. 6x2 4 5xy —6y2;, yt— 1. 78. x84 1008x 4 720.
79. X0 — x5 —xt 4+ 243 —x2—x4 1. 80. x6—aS. 8l. a2+ 2a+41;
l+4a+4a% x2+x+3% 82 9at+6a2+ 1; 0,01m2%2 + mx3 4 25x4.
83. 25a? —20a 4 4; 9x2— 12ax + 4a?%; 9a* — 3a? 4 1 84 1012=

162



= (100 4+ 1)2=100242-100-1 + 12 =10201; 9972 = (1000 — 3)2 =
—=...=994009 jne. 85. 4m?— 12mn + 9n2; 9a‘x? — 24a’xy 4 16a%7%;
0,04x5 — 0,15x3 % 86. }x* — 33x3 + 123x2; 0,0625p° — 0,1pq + 0,0442.
87. a2—1; 4a2—925. 88. 4x2—9; l1—at 89, (2241)(x*—1) =
—xt— 1 (42 + g?) (4% — y?) = 16x4 — g2 90. [(m+n) —pll(m+

+ n) 4+ p]l = (m + n)2—p% a?— (b + c)2=a?— b2 —2bc — c%
91. a3+ 3a%2 4 3a+ |; ad—3a?+ 3a—1; 8x% 4+ 36x2 + 54x + 27,
125 4 225x + 135x2 + 27x3. 92. 3m® — gm? + 6m — 8; 21p3 +

+ %5029 + 3pg? + 3'rq% 125 — 225x + 135x2 — 27x3. 93. 2a2%xy; — gx°.
94. — 843  3am-1b2.  95. 5ja + 8b — 16a2b*.  96. 9x2 — 6ax + a’.
97. 1—2y+y>—ys. 98.x—4; y+ 1. 99 3x2—2 100. 3axd.
101. x—a. 102. 2(a+x); a(x+y); 2y(2y—3x). 103. 2a(2x —y);
3xy (2x + 3y). 104. 3ab (4a — 3ab — 2b?%); xy(y — 7 + 4x).
105. (m+n)(m—n); a+1)(@—1); (1+a)(—a). 106. (x +
$2)(x—2); (m+3)(m—3); (2x4y)(x—y). 107 (F2+
F30) (B2 —3%); (0163 +3) (0,183 —3);  3a(a? +4b%) (a+ 20%)
(a—26%). 108. (x—y+a)(x—y—a); [3(a+ 2b)+11[3(a+2b) —
—11; @+ b+c)(@a—b—c). 109. (x+y+x—y) (x+y—x+y) =
=22y =4xy; 4(x—y)(Bx+y). 110. (x —y)% (m+ n)%
1L (a+b)% (a—2b)2 12 (x+4)% (x4 1)% 113. 5a(a—20)"
114. (a+b)2—c*=(a+b+c)(@a+b—c); a*— (b2 + 2bc +¢?) =
—a?— (b+4c)?=(a+b+c)(a—b—c). 115 (a+b)x+ (a+b)y=
=(a+b)(x+y); alc—d) +b(d—c) =alc—ad) —b(c—d)=(c—
— d)y(a—b). 116. a(a+b) — (a+b) = (a+b)(a—1); X2+ Xy —
—3y—32=x(y+2 —3(Hy+2= (y + 2) (x—3). 117. 4mn— 2nx +
+ xy — 2my = 2n(2m —x) + Y (x — 2m) = 2n(2m — x) — y(2m — x) =

5z . 3ab , 8a?,

= (2m —x) (2n —y); (2a— 3)(2a —3) (22 + 3). 118. 7y’ 10m’ 116"

2om 1o 98b . 140, 122 —1 o0 17(@+b)_a+b, 20a—7)
59n * 1022’ 150" 8a—4b = 34 2 8'ia

a4 bxtc, ¥t+ax—b {95, ¥=1. 84 el

i al+x I ) A SRR eI

M hoce i o . kBT YRR A s PR s SR I

a—b m—1 6’ T4 b x—2

AR e PR3 Se) Say . N (Bh.ac, (Clamyt
m-—n z' 3m’ 36’ 8 2 4b 15
B 3y a2 a+41, i a

127. : : Tl e G SO s

atb z—y a-—2 a—1" =43 a—1
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—1 5 d+x 8 {Da 30 Vs 33 1
e Se@w+1) " 3b—cx’ a—x (o0 e ihing O P—1

3b 4a_  4x2 - 3y2 ., x2 16 132 4bc 6ac ab

131- Ry i e A AT T T T L gy (1 e o ’ ' H
ab ab’ 12xy 12zy 4x 4z 2abc ~ 2abc  2abc
10562x2  40a%x  48a%b* 20mgcfy2_ . 9a%2% . 2a%x
60a2b2x’ 60a2b2x’ 60a2b2x © 12a2bemx?y’ 12a%bemx?y ’ 8adh?
A 15x%  120abxt  8a%h 45 3(x+y)? 2(x—y)?.
8a3h? " 40abx3’ 40abx® ’ 40abx? 6(x2—y?)  B(x2—y2)’
m—1 2 3(m+1) 136. _ 2 3a(x—1).
M2 e T A s N e g 1 (x—1)2’ (x—1)2 i
2x—1 2(x—1) Bl R e
F=1x—=1) E=1Ex=1)" =1 Ex—1) 84a3b2 ’
Aaby . (@ —b) (a2 — b2) 2ab(a + b) A ;
84a%2 ’ b(a2—b?2) b(a®—b?) ' b(a2— b))
138. 6bc+3ac+2ab, 64 5x 2a——2x——-5. 139. 52—5'x+2.
6abc T 3a2 4 a2
iy e 5x—6. 5—2x il B
PR YR B ol—4x2’
jag v 08 O R e L e
a(a+b)(a—b) (m+n)(n—1) T
1 12p%q°x%y* . a(a+ 2b) .
B B 145. 0y Kbl B 146 S s el
5(1 4 a)x ntad i ) b>
9b2c2x2 3a3 1 X4y
i M i ss s batety, o} .
16a222 Smp fn e 1% 5(a—b) x—y
149. Vordused 3, 4 ja 6 on vorrandid, iilejddnud — samasused.

150. 17; 5; 5. 151. 27; 9; 12. 152. 3; 2; 43. 153. 27; 50. 154. 9;
—3; —4. 155. 1; 5% 156. 2:%. 157. 71 158. 2. 159. — 173%
160. 1348 ja 1200. 161. 20, 30, 50. 162. 24. 163. 12,8 kg ja 19,2 kg.

164. 15 km ja 18 km. 165. 0. 166 C . 167. =4 168 h=
2(a —b) 53
= 169. x=2, y=1 x=1, y=—2 x=—38, y=—
S SN P S B T DI gl (e i - 5 O T
by + by
170. x=—3%, y=1L x=5y=1, x=7, y=2 17l.x=33%; y=
=y 7o X = £ LG bt 08 3 :a+bm' gf_ﬂ
T84 ¥ a+bm ’ a+bm‘x mn—=1" YT ma—=1

173. a=3, b =—5. 174. 1 rbl. 10 kop. ja 40 kop. 175. 40 ja 25.
176. 200; 11 km. 177. 13 m; 133 m ja 93m, 93m. 178. x =2,y =3,
2= bl 790 =0k Ly = 28,2 =4."180. ¥ =4, Y ==0,i3 =b5. 181, *=2 0L
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=10, e T 189 ini==8 iy =110, 1) 2= B 183. x =36, y=6.
184. x =2, y=4, z=1, u=5. 185. x=6, y=12, z=28. 186. Liites
2. vorrandi 3-ga, saame 2x =32, x= 16. Lahutades 1-sest vorran-
dist 2-se, saame 2z=11, z=>53%. Lopuks lahutades 1-sest vorrandist
3-nda, leiame: 2y = 15%; y=73. 187. 1§ rbl; % rbl; 5 rbl. 188. 133;
150; 76. 189. =10; =0,1; =% =% *a *x 190 4 L. AR
14x 191. +3; —3; +% —3% —01. 192 =2 X3 =+ 3; pole

[
arvud. 193. = 6; %= 0,25; = 2ab; == 3axy?. 194. — 3ab; =+ }ax; V a,

5 B
Vb, Vic. 495! gt s 9%k &8, k(g b)2 7 196, 22 —a?; %%

3
(m+n)2. 197. & — 3% @ Yo, Ve g =+ 5a3bc?; = 0,6x%y;

oY vy

+ 3(b + c)%2. 199. 17; 65; 247; 763. 200. 368; 978; 7563. 201. 8276;
20 548.  202. 534762, 203 Tdisarvu ruudu viimane number peab
olema iiks neist numbritest, millega 15pevad esimese 10 arvu
0.1, 2, ..., 9 rundud. Kuid iikski neist ruutudest ei Iope 2-ga,
3-.ga, 7-ga ega 8-ga. 204. 3; 36; 3,606. 205. 10,05; 0,89. 206. 0,09;
437. 207.19; 189; 1889. 208.0,77; 0,65 079 0,65; 0,17.
209. & V 15 =34% (tips. kunisdv); 4V 21 =434 (tdps. kuni —37);
20V 7T =1 (tdps. kuni 77'57); T¥V 60 =770's (tdps. kuni TT00)
45V 1750 = o5 (tdps. kunizzdos). 210. 05, 24; 1,52; 0,05
211. =7: =3, =V —25 212. £9; =9. 213. 0 ja 3% 0 ja —2%;
0 ja 3,75. 214.0 ja 1; 0 ja 16; 0; 0. 215. 2 ja 5; 0 ja —4; 2 ja
—3. 216.12 ja 4. 217. 3 ja —9. 218. 8 ja —23. 219. 2 ja —1.
220. 44 ja — 2. 221. 1ja —b5. 222. 6 ja — 3. 223. 4. 224. d(2 % v 3).
25 h=6; H=1 2.7 fa b 997.2% ja —1. 228 4% ja &

a

229. ~ 15694 ja = 0,0306. 230. 7’y ja —Lt931: 7 ja 0..282.'14 ja

—10. 233. a ja ; 934, 14, 16, 18 ja — 18, — 16, —14. 235. 6 ja 8.

236. 3, 4, 5. 237. 12. 238. 15 km tunnis. 239. 12. 240. Klassis, kus
oli 40 &pilast, sai iga opilane 6 lehte.
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