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Sissejuhatus

1971/72. 3ppeaastal hakkavad Shtukoolide 9., kl. Jpilased
Sppima matemaatikat uue programmi ja pédevakooli uue Jpiku jér-
gi. See iileminek nduab dpilaste ettevalmistamist, sest nad pea-
vad tundma seda materjali, mida pdevakoolide Spilased on 8ppi-
nud eelnevatel Oppeaastatel ja millele 9, kl, kursus baseerub.
Seepérast 8pivad Shtukoolide 8. kl, dpilased 1970/71. Sppeaas-
tal iileminekuprogrammi jérgl. See programm on endine Shtukooli
8. k1, programm, mida on tédiendatud mdnede uute teemadega, et
tagada sujuv iileminek 9, klassi, Uleminekuprogrammi kohta uut
dpikut ei kirjutata., Seda liinka piiliab tdita kdesolev abiraamat,
mis peab osaliselt asendama &pikut, metoodilist juhendit ja ka
lilesannete kogu. Selles raamatus késitletakse ilileminekuprogram-
mi uusi teemasid, millele lisatakse ka hddavajalik harjutusma-
terjal. Enamus iilesandeid on varustatud kas tdielikult v3i osa-
liselt vastustega. Et raamatul on korraga téita mitu iilesannet,
siis tingib see ka stiili m&ningase ebaiihtluse: kohati meenu-
tab késitluslaad kooliSpikut, samas aga metoodilist Jjuhendit,
kus ndidatakse vajalikud rdhuasetused.

Kédesolevas abiraamatus on neli osa.

Esimeses osas "Kordamiseks Jja tdiendamiseks" késitletakse
kiisimusi {leminekuprogrammi samanimelisest teemast 1.

Teises osas "Liikumisteisendusi tasapinnal" on kokku v8e-
tud programmi teemad 2, 3 ja 4.

Kolmandas osas "Funktsioonid. V8rrandid" leiavad késitle-
mist kiisimused, mis kuuluvad programmi teemade 5, 6, 7 ja 8
hulka,

Neljandas osas "Hulknurkade sarnasus" vaadeldakse teema-
sid 9 ja 10.



Jérgnevalt juhatame Spetaja mdningate allikate juurde, mis
tileminekuprogrammi realiseerimisel abiks v&ivad olla.
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1. KORDAMISEKS JA TATENDAMISEKS

1.1, Hulk ja selle element

Hulgateooria on kaasaegse matemaatika alusmiiiriks, sest
ihel v8i teisel viisil tegeldakse matemaatikas ikka hulkadega
(arvude hulgad, punktide hulgad, funktsioonide hulgad jt.).
Hulge mdiste on algmdiste, s.o. mSiste, mida otseselt ei de-
fineerita., Seda asjaolu tuleb ka 3petamisel kindlalt arvesta-
da - 8pilasi ei tule juhtida vastustele, mis v8iksid niida
hulga m8iste definitsioonina, Hulga m8iste kujunemine koolis
peab toimuma meie ldhemast limbrusest valitud asjakohaste ndi-
dete varal, kus sageli kasutatakse hulgatermini siinoniiiime:
kari, parv, kollektiiv, klass, riihm, grupp, perekond jne. Tu-
leb rdhutada, et k8igil juhtudel, kus kasutatakse nimetatud
termineid, on v8etud teatavate kindlate tunnustega objektid
(asjad, esemed, olendid, ndhtused jne.) kokku iiheks tervi-
kuks, mille kohta matemaatikas kasutatakse enamasti iihte Jja
sama terminit - hulk, Nii v3ime kdnelda n#diteks lindude hul-
gast, loomade hulgast, Opilaste hulgast, antud klassi kommu-
nistlike noorte hulgast, k8igi naturaalarvude hulgast, kiimne-
ga jaguvate arvude hulgast, naturaalarvude hulgast jne. Need
objektid, milledest hulk koosneb (mis moodustavad hulga), on
hulga elemendid. Antud hulga iga elemendi kohta Geldakse, et
element kuulub antud hulka. K8igi teiste objektide (elementi-
de) kohta Geldakse, et nad ei kuulu sellesse hulka., N&éiteks,
kiimnest védiksemate paaritute arvude hulga elementideks on 1,
3, 5y 7y 9. Nende arvude iihiseks omaduseks on see, et nad on
kiimnest védiksemad ja et nad on paaritud arvud. Arv 7 kuulub
kiimnest védiksemate paaritute arvude hulka, arv 8 ei kuulu
sellesse hulka,



Hulk on antud (méddratud), kui iga suvaliselt v3etud objek-
ti kohta saab Oelda,kas ta kuulub sellesse hulka v3i ei kuulu.
Hulka saab anda kahel viisil: kas hulka k3igi elementide loet-
lemise teel v3i mingi iseloomuliku tunnuse andmisega,mille jér-
gi saab otsustada, kas suvaliselt v8etud element kuulub selles-
se hulka v3i ei, Néiteks hulga, mille elementideks on Eesti,Ld-
ti ja Leedu (siin on hulga elemendid loetletud) v&ib anda ka
hulgana, mille elementideks on ndukogude vabariigid, mis aset-
sevad Baltimere #ddres (sellega on antud hulga elementide oluli-
ne tunnus), M&lemal juhul saab iga suvalise elemendi kohta Gel-
da, kas ta kuulub antud hulka vdi ei.

Hulki tédhistatakse enamasti suurte ladina tdhtedega A, B,
C jne. Vajaduse korral kasutatakse ka indekseid. Hulga kirjali-
kul esitamisel kirjutatakse loogelistesse sulgudesse kas hulga
k8ik elemendid (kui hulk antakse elementide loetlemise teel)
v8i eeskiri (tunnus), mille jérgi antud hulk on moodustatud.N&i-
teks, kui hulga A elementideks on 0,2, 4, 6 ja 8, siis v8ib se-
da hulka iiles kirjutada kahel viisil:

A ={0,2,4,6,8} vai

A = {iihekohalised paarisarvud}.

Elemendi kuuluvust hulka tdhistatakse mirgiga € ja mitte-
kuuluvust hulka mérgiga ¢ . Eelmise ndite korral v&ime seega
kirjutada, et 2 <€ A (arv 2 kuulub hulka A), kuid 5 ﬁA (arv 5
ei kuulu hulka A).

Hulga mdiste kdsitlemisel on ndidete varal vaja anda ka
tihja hulga m8iste. Tiihjas hulgas ei ole iihtegi elementi, selle
hulga téhiseks on @, Néiteks Shtukooli 8, klassis Sppivate pio-
neeride hulk on tiihi., Niisamuti saame, et

{v8rrendi x° = -4 lshendid} = @

{ kiimnest suuremad iihekohalised arvud} = @

{arvu 7 kordarvulised tegurid} = @

On olemas 18plikud hulgad ja l8pmatud hulgad. L&pliku hul-
ga elementide arvu sasb ikka védljendada mingi kindla naturaal-
arvuga., Ldpmatu hulga puhul pole see v8imalik, LOpmatud hulgad
on néiteks naturaalarvude hulk -



N ={0, 1, 3, ... } ja tédisarvude hulk

Z= {eee =3y =2, =1, 0y 1, 25 35 eee}.

Olgu mirgitud, et tdhed N ja Z jadvad ka edaspidi vasta-
valt naturaalarvude hulga ja tédisarvude hulga téhiseks., Ratsio-
naalarvude hulga tahiseks on Q.

]

Hulga elementideks v@ivad ol-
la ka tasapinna punktid, N&éiteks,
oA olgu antud ringjoon raadiusega R
(joon. 1) ja suvaline punkt %,
mille kaugus ringjoone keskpunktist
on d., Sellise punkti kohta v3ime
alati Gelda, kas ta asub ringjoo-
nel v8i ei: kui 4 = R, siis aset-
seb punkt ¥ ringjoonel, kui 4 # R,
Jorm. ; siis punkt X el asetse ringjoonel.
Seetdttu v8ime ringjoont vaadelda
kui samal tasapinnal asetsevate
punktide hulka J, mille k3igil punktidel on see omadus, et nad
asetsevad selle tasapinna iihest kindlast punktist v8rdsetel kau-
gustel.

Niisiis vOime Gelda, et punkt C kuulub ringjoone punktide
hulka, liilhidalt punkt C € J. Punktid A ja B ei kuulu ringjoone
punktide hulka, lithidalt A ¢ J, B¢ J. K8ik need punktid, mis
asetsevad seespool ringjoont (4 < R), kuuluvad ringi punktide
hulka P, Jooniselt 1 v3ime nditeks kirjutada, et punkt B € P,

Samal viisil v3ime k&i-
ki teisi geomeetrilisi kujun- B
deid, nagu sirge, kiir,sirg- 2 - €
138ik, kolmnurk, nelinurk jne.,
vaadelda punktide hulgana. Joomn. 2
Néiteks kui punkt A asetseb
sirgel t ehk sirge t 1ldbib punkti A (joon. 2), siis v3ime ka
6elda, et punkt A kuulub sirge t punktide hulka; punkt A € ¢;
samal ajal aga punkt B ¢ t. Kui m3tteselgus ei kannata, siis
Jédetakse s8na "punkt" enamasti kirjutamata.




Siin kasutatud siimboolikat ja terminoloogiat tuleb matemsa-

tika OSpetamisel rakendada k8ikjal, kus see otstarbekaks osutub.

1.

4.

5e

Ulesandeid

Olgu algarvude hulk téhistatud tédhega G. Kirjuta lithidalt,
missugused arvudest 1, 2, 3, 4, 5, 10, 13, 15, 16, 19, 20
kuuluvad sellesse hulka, missugused mitte.

Vi 2€G, 3€G, ... 1¥6G, 4£6, ...
Koosta arvu 18 tegurite hulk Tyg- Kirjuta lithidalt, missugu-
sed arvudest 1, 2, 3, 4, 5 kuuluvad sellesse hulka, missugu-
sed mitte.

Vi B = {1772,3,6, 9, i 1€ 15, 2€ T,

3€ Tyg, 4 Tg, 5¢ Tyge

Esita elementide loetlemise teel jérgmised hulgad:
A = {iihekohalised paaritud arvud} . V: A = {1, 3, 5, 7, 9} .
B = {meie klassi meesdpilasad}
C = { kahekohalised arvu 25 kordsed}. V: C = {25, 50, 75} .
D = {arvu 12 tegurid}. V: D ={1, 2, 3, 4, 6, 12} .

Esita elementide oluliste tunnuste abil jérgmised hulgad:
¥ = {20, 40, 60, 80} . V: X = {kahekohalised arvu 20 kordsed}.
Y ={3, 6, 9,} . V: Y = {kiimnest véiksemad kolmekordsed } .
R = {kalkun, kana, kukk, part, hani}. V: R = {kodulinnud}.

Otsusta, missugused jargmistest hulkadest on 18plikud, 1l8pma-
tud v8i tiihjad.

1) {rahvuavahelised malesuurmeistrid} . (18plik)

2) {kiimnest suuremad algarvud} . (13pmatu)

3) {arvust 100000000 véiksemad naturaalarvud} . (13plik)

4) {v8rrendi x + 5 = 7 lahendid} ., (18plik)

5) {vdrrandi x + » = 1 naturaalarvulised lahendid} . (#)

6) {paarisarvud} . (1&pmatu)

7) {sirgldigu AB punktid} . (18pmatu)

Mida v8ib Gelda kahe erineva sirge s ja t kohta, kui A &€ s
ja A € t? V: L8ikuvad.



7. On antud kaks erinevat punkti A ja B. Mida v8ib Selda sirge-
te u ja v kohta, kui A€ u, A€ v, B<€u jaB€&E v?
V: thtuvad.

1.2, Hulk ja selle osahulk

Kui ilihe hulga iga element kuulub teise hulka, siis nimeta-
takse esimest hulka teise osahulgaks. Néditeks, kui

A = {8, k1. meesdpilased},

B = {8, k1. 3pilased},
siis hulk A on hulga B osahulk, sest iga 8. kl. mees8pilane on
ithtlasi 8, kl, 8pilane. Seost "hulk A on hulga B osahulk" mér-
gitakse lithidalt nii: .

AC B,

Kui aga hulga A iga element ei ole hulga B element, siis
hulk A ei ole B osahulk, Seda tdsiasja mirgitakse liihidalt ku-

Jul

AZB.

Néiteks, kui A = {a, b, ¢} ja B ={a, b, 4, e}, siis
AC B, samuti ka B & A.

Iga hulk loetakse iseenda osahulgeks, Tiihi hulk on aga iga
hulga osahulk, Kui AC B ja ka B < A, siis on hulga A iga ele-
ment hulga B elemendiks ja ka iimberpédrdult, hulga B iga element
on hulga A elemendiks. Hulgad A ja B koosnevad sel juhul sama-
dest elementidest - need hulgad on v8rdsed: A = B, Néiteks, kui

A = {arvu 6 algarvulised tegurid}
ja

B = { arvust 5 véiksemad algarvud},
siis A = B, Tuleb selgitada, et hulkade v8rdsuse iile ei saa ot-
sustada elementide arvu jérgi neis hulkades. Nditeks, kui

M={a, b, c}

Ja

¥ = {0, 1, 2},
siis m8lemas hulgas on kiill 3 elementi, kuid M # N, sest hul-
gad ei koosne samadest elementidest.




Seoses osahulga mSistega on vaja anda ka hulga téiendi
m8iste, Kui A < B, kuid A # B, siis leidub hulgas B selliseid
elemente (védhemslt ikks), mis ei kuulu hulka A, Need elemendid
moodustavad hulga, mida nimetatakse hulga A tdiendiks hulgani
B, liihidalt Ap. Kui nditeks hulgaks A on 8, kl. mees8pilased
ja hulgaks B k8ik 8, kl, O8pilased, siis Af = {8. k1, naisdpi-
lased} (eeldusel, et tegemist on segaklassiga, s.t. A # B).

Hulgateooria mdistete nditlikustamiseks kujutatakse hul-
ka graafiliselt sel teel, et tOmmatakse mingi kinnine joon ja
k8ik seespool seda joont kujutletavad punktid loetakse selle
hulga elementideks, Seost A € B kujutab siis graafiliselt joo-
nis 3, K8ik need punktid, mis jéddvad joonisel kujutatud kahe
Jjoone vahele, kujutavad elemente, mis kuuluvad hulka Aé.'

Ulesandeid AcCB

1. Kirjuta kahe k&rvuti seisva
hulga vahele mirk C voi ¢ ’ Fy

nii et saadud seos on Sige. A B
{1, 2,3} ...{5%321};
{aydgcsdd ewi{a,byd}s

{toopdevad} ... {nédalapée-

vad}; {me:l.e klassi 8pila-

sed} ... { meie kooli &pila- Joon. 3

sed}; { meie klassi Spilased}

... {meie tehase tétlised} ; {ruudud} ... {réopkilikud} ;
{kolmnurgad} ... {nelinurgad} ; {kuubid} ... {risttahukad} ;
{pliramiidid} ... {kuubid} ; {vdrdhaarsed kolmnurgad} ...
{téisnurksed kolmnurgad} ; {v8rdkiilgsed kolmnurged} ... {vdrd-
haarsed kolmnurgad}.

2. Moodusta hulga {0, 1, 2} k8ik osahulgad.
v: 9, {0}, {1}, {2}, {0,1}, {0,2}, 11,2}, {0,1,2}.

3. Moodusta hulga {1, 2, 3} téiend hulgani {1, 2, 3, 4, 5}.
v: {4, 5}.
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4,

5-

6.

7.

9.

10.

g 9

Mis on naturaalarvude hulga tdiend tédisarvude hulgani?
Ve {negatiivsed téiaarvud} "(kui arv O lugeda naturaalarvude
hulka),

Kui Z2 = {téisarvud} JjaQ= { ratsionaalarvud}, mis on siis
12

V: {murdarvud}.

Mis on paaritute arvude hulga tdiendiks naturaalarvude hul-

gas?

V: { paarisarvud ).

A C B, Selgita graafiliselt, millega vd&rdub (Aé)i.

Vs A, .

A = B, Millega v8rdub Aé? aga Bi?

v: 2.

Joonesta suvaline ringjoon ja mdrgi sellel kaks punkti. Mit-
meks osabulgaks jaotub siis ringjoone punktide hulk? EKuidas
neid osahulki nimetatakse?

V: kaks osahulka, kaared.

Mitmeks osahulgaks jaotab sirge punktide hulga sellel sirgel
v8etud punkt A? Kuidas neid osahulki nimetatakse?
V: kaks osahulka, kiired.

Mitmeks osahulgaks jaotavad sirge punktide hulga sellel sir-
gel vletud punktid A ja B? Kuidas neid osahulki nimetatakse?
V: kolm osahulka, kaks kiirt, iiks sirgldik.

1.3, Hulkade iihend ja iihisosa

Kahest antud hulgast (iildisemalt mistahes 13plikust arvust

hulkadest) on v8imalik teatavate eeskirjade jéargi moodustada
uusi hulki, teisiti Oeldes: hulkadega on v3imalik teostada teh-
teid. Koolimatemaatikas Spitakse eeskdtt tundma kahte, tehet: ka-

he

hulga iihendi leidmist ja kahe bhulga iihisosa leidmist, M8le-

mad tehted tuleb ette valmistada konkreetsete ndidetega ja al-
les siis anda sobiv definitsioon.

“



Hulkade iihendi m3iste selgitamiseks v&ib olla selline nidi-

de: .

8, kl, korvpallimeeskonnaks on hulk

A = {Jiri, T6nu, Madis, Rein, Jaan}

Jja vdrkpallimeeskonnaks on hulk

B = {lladis, Rein, T8nu, Lembit, Priit, Vello}.

Koostame nimekirja neist 8pilastest, kes kuuluvad korvpal-
limeeskonda v8i vdrkpallimeeskonda, teisiti, kes kuuluvad véhe-
malt iihte kahest v8istkonnast, Nii saame uue hulga

Cs= {Jii:c:l., T8nu, Madis, Rein, Jaan, Lembit, Priit, Vello}.
Sel juhul iitlemegi, et hulgad A ja B on iilhendatud ehk on leitud
hulkade A ja B iihend. Hulkade iihendamise markimiseks kasutatak-
se mdrki U , Nii saame, et

C = AU B (hulk C on hulkade A ja B iihend).

Eriti oluline on siin juhtida té@helepanu sellele, et kui
antud hulkades on iihiseid elemente (nagu antud ndites T8nu,Rein
ja Madis), siis hulkade ilhendis esinevad need elemendid ainult
iikks kord, Kui antud hulkadel iihiseid elemente ei ole, siis iihen-
di moodustamine on eriti lihtne: tuleb vdtta k8ik ilhe hulga
elemendid ja kirjutada sinna juurde k3ik teise hulga elemendid.

Hulkade ilihendamisega seoses vddrib rShutamist sidesfna v8i
mittevédlistav téhendus: hulkade iihendi iga element v8ib kuuluda
kas ilihte antud hulkadest v8i ka m8lemasse korraga. (Seevastu
néditeks lauses "arv a (a £ b) on arvust b vdiksem v3i suurem" on
v8i vdlistavas téhenduses,)

Kehe hulga ilihendi definitsioonina tuleks anda iiks jéargmis-
test:

1) hulka C nimetatakse hulkade A ja B iihendiks, kui hulga C ele-
mentideks on k8ik need ja ainult need elemendid, mis kuuluvad
hulka A v8i hulka B (véhemalt iihte nendest).

2) kahe antud hulga iihendiks nimetatakse hulka, mille elementi-
deks on antud hulkade k8ik elemendid ja ainult need.
Opetajapoolset selgitamist vajab kindlasti matemaatilistes

lausetes sageli esinev sdnaiilhend "need ja ainult need"” (mdni-

kord: "siis ja ainult siis"), Kui iitleme nditeks"hulga M k8ik

12



elemendid kuuluvad hulka P", siis selle lause kohaselt v&ib
hulka P kuuluda veel teisigi elemente, mis ei kuulu hulka M.
Kui on aga veel teada, et iikkski element, mis ei kuulu hulka M,
ei kuulu ka hulka P, siis deldaksegi "hulka P kuuluvad k&ik
hulga M elemendid ja ainult need" (s.t. M = P). Viimasesse
lausesse on kokku v8etud seega kaks lauset:
1) hulga M k8ik elemendid kuuluvad hulka P;
2) hulgas P ei ole elemente, mis ei kuulu hulka M.
Graafiliselt kujutab hulkade A ja B iihendit joonis 4.
Hulkade iihisosa m8iste
A B selgitamiseks vaatleme ndidet.
On antud
A ={o, 1, 2, 3, 4}

Ja
B ={2, 3, 4, 5, 6}.
Moodustame nende hulkade
AUB Jjérgi uue hulga C, millesse
kuuluvad k&ik need ja ainult
Joon. 4 need elemendid, mis kuuluvad

nii hulka A kui ka hulka B,
ehk teisiti, mis kuuluvad hulka A ja hulka B (sellised elemen-
did kannavad hulkade A ja B iihiste elementide nimetust). Nii
saame, et

c = {3, 4}.
Hulka C nimetatakse hulkade A ja B iihisosaks, siimbolites
C=4ANB.

Graafiliselt kujutab kahe hulga iihisosa joonis 5.

Kahe hulga iihisosa moodusta-
misel vajab rShutamist sidesdna
Ja téhendus: element peab kuuluma
korraga nii iihte kui ka teise hul-
ka,

Kahe hulga iihisosa definitsi-
oonina v8ib anda iihe jargmistest:
1) hulka C nimetatakse hulkade A

ja B iihisosaks, kui hulga C

13



elementideks on k8ik need ja ainult need elemendid, mis kuu-
luvad hulka A ja hulka B (on m8lemale hulgale iihised);

2) kehe hulga iihisosaks nimetatakse hulka, mille elementideks
on antud hulkade k8ik iihised elemendid ja ainult need.

Nii iihendi kui ke iihisosa késitlemisel tuleb kasutada ka
punktide hulki, Nii v8ime nditeks kahe samal tasapinnal aset-
seva sirge s ja t paralleelsuse tingimusena kirjutada, et
s8Nt =@. Kui sirged s ja t aga 18ikuvad punktis M, siis M =
= 8/) t. Viimasel juhul tuleks markida, et s /A t on hulk, see-
t8ttu saaksime tépsemalt kirjutades, et {M} = s/ t. Kokkulep-
peliselt jédetakse siin siiski loogelised sulud &ra.

Ulesandeid

1. Leia:
1) {3, 4JU {5, 6}
2) {ao b, ¢} U{e, 4}
3) {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} V{o, 2, 4, 6}
) {a,00}u{a,cT}
2, Mis on AU B, kui AC B?
V: B.

3. Moodusta hulkade A ja B iihend, kui
1) a={s5,6,7 8,9}, B={5}. V:A.
2) A = {paarisarvud}, B = {paaritud arvud}. V: 2.
3) A = {ristkiilikud}, B = {ruudud}. V: A,
4) A = {risttahukad}, B = {kuubid}. V: A.

4, Leia vdrratuse x { 6 naturaalarvuliste lahendite hulga ja
10-st védiksemate paaritute arvude hulga iihend.
v: {0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9}.
5. Leia jooniselt 6
1) AD VDB; 2) ACV CD; 3) ADV CB; 4) AC U AB,
V: 1) AB; 2) AD; 3) AB; 4) AB.
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9.

10.

1.

A 43

. ant T hs

Foor. 6

Leia ABCD U EFGH:
1) jooniselt 7; V:
2) jooniselt 8; V:

AFGD
ABCD

Leia hulkade iihisosad.

1 {o, 2, 4, 6} {4, 6, 7}.

2) {a, b, ¢, aJN{gb,c,e}.

3) {Tallinn, Tartu, Pérnu }N
n {Tartu, V8ru, Narva}

#) {0,0,4}n{0,a, T}

Mis on AN B, kui AC B?
Vs A,

Mis on AN B, kui hulkadel
A ja B pole ilihiseid elemen-
te?
V: 2.
Leia hulkade A ja B iihis-
osa, kui
1) 4 ={s, 6, 7, 8, 9},
B={7,8, 9}
V: B.

E B
A = B E
D H o G
Joom_ 7
A B
D‘:
H G
b =
Foon. 8

2) A={a, b, c}, B ={a, b, ¢, da}. V: A,
3) A = {v8rratuse x < 20 lahendid}, B = {10-st véiksemad

paarisarvud}. V: B.

4) A = {ristkiilikud}, B = {ruudud}. v: B.
5) A = {paariaarvud}, B = { paaritud arvud}. v: p.
6) A = {8, k1, meesSpilased}, B = {8.kl. nais8pilased}.

V: O.
Leia Jjooniselt 6

1) AD N CE; 2) AE N DE; 3) AD/) EB; 4) AC /N DE;
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5) AC /) AB.
V: 1) CD; 2) DE; 3) @5 4) @; 5) AC.

12.0n antud kaks sirget s ja t. Mida v3ib Jelda nende sirgete
kohta, kui s NN t = #?

1.4, Matemaatiliste mdistete defineerimine

M8istete defineerimisega dpilased tutvusid 7. klassis.Sel-
le kiisimuse kordamisel 8. klassis kasutatakse m@ningaid hulga-
teooria mdisteid.

Nagu teada, on hulga k8igil elementidel kindlad tunnused,
mille alusel saab otsustada, kas mingi suvaline element kuulub
antud hulka, Lisaks v8ivad aga hulga mdnedel elementidel olla
oma eritunnused. Sel juhul saab selle eritunnuse pdhjal moodus-
tada osahulga, mille elementidele v8ib anda ka uue nimetuse.
Féiteks, kui veadelda hulka M = { nelinurgad}, siis selle hulga
elementide, s.t. kdikide nelinurkade seas vdime panna téhele
mitmesuguseid eritunnustega nelinurki, Vétame nditeks sellised
nelinurgad, millel on kaks paarli paralleelseid vastaskiilgi.
Need nelinurgad moodustavad hulga M iihe osshulga P, mille ele-
mendid (paralleelsete vastaskiilgedega nelinurgad) on saanud
uue nimetuse "roopkiilik"™. Osahulga P elemente v3ime iseloomus—
tada sel teel, et iitleme hulga M elemendi nimetuse (nelinurk),

millele lisame osahulga P elemendi eritunnuse. Nii saame tép-

se vastuse kiisimusele "mis on roopkiilik?" ehk nii saame defi-

neerida rodpkiiliku mdiste: rddpkiilikuks nimetatakse nelinurka,

millel on kaks paari paralleelseid vastaskiilgi. Sel juhul &el-
dakse ka, et m@iste "roopkiilik"™ on defineeritud mdiste '"neli-

nurk" kaudu.

Ulesandeid

1. Missuguste eritunnustega rodpkiilikutest saab moodustada hul-
ga M ='(r66pkﬁlikud} osahulki? Defineeri rombi, ruudu ja
ristkiliku mdisted roopkiiliku mdiste kaudu.
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2. Missuguste eritunnustega rombidest saab moodustada hulga
M= {rombid} osahulki? Defineeri ruudu mdiste rombi mdiste
kaudu.

3. Missuguste eritunnustega ristkiilikutest saab moodustada hul-
ga M = {ristkiilikud} osahulki? Defineeri ruudu mdiste rist-
kiiliku mdiste kaudu.

4, Too nditeid, missuguste eritunnustega naturaalarvudest saab
moodustada naturaalarvude hulga osahulki. Defineeri vasta-
vad m8isted.

V: Néditeks naturaalarvulised paarisarvud, naturaalarvulised
paaritud arvud, algarvud.

1.5. Lause ja selle eitus. Jéreldamine

Inimene védljendab oma mdtteid mitmesuguste lausete néol.
Nende lausete hulgas on selliseid, mille kohta saab otsustada,
kas lause on oma sisu (mitte grammatilise vormi) poolest 8ige
(t3ene) v3di vaar, s.t. kas lauses vdljendatud seosed tegelik-
kuses aset leiavad v3i mitte., Selliste lausetega tuleb ka ma-
temaatikas tegelda. K3ik muud vdljendid (mis grammatika seisu-
kohalt kiill ka laused v8ivad olla), mille kohta ei saa otsus-
tada, kas nad on 8iged voi vddrad, matemaatikat siinkohal ei
huvita ja neid matemaatikas ei nimetatagi lauseteks.

Lause m3iste selgitamiseks Opilastele on vaja esitada robh-
kesti asjakohaseid nditeid. Esitame siinjuures mdned sellised.
1) Tallinn on Eesti NSV pealinn, - Oige lause.

2) Narva ei ole Lati NSV pealinn, - Oige lause.
3) Minu pikkus on 9,7 m., - Vdar lause.

4) 2 + 3 = 5. - Oige lause.

5) 3=1+ 9, - Vdir lause.

6) 5# 1+ 4, - Vaar lause.

7) Millega vdrdub 1 + 17 - Ei ole lause.

8) 3 + 4, - Ei ole lause.

9) s€ {3, 4, 5y. - Bige lause.

10) {1} & {1, 2}. - véir lause.
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Véarib rdhutamist, et kdik sellised scosed nagu "on v&rdne",
"on suurem", "on véiksem", "kuulub hulka", "on osahulk" jt.,mil-
le kohta saab otsustada, kas vastav seos tegelikult leiab aset
v3i mitte, v3ib véljendada lausetena.

Néidete abil on vaja selgitada, et igast lausest saab moo-
dustada selle lause eituse. Nditeks, kui on antud lause "arv 5
on algarv", siis selle lause eitus on "arv 5 ei ole algarv" ehk
"ei ole 3ige, et 5 on algarv".

Kui antud lauset téhistada lithidalt tdhega p, siis selle
lause eituse tiéhiseks on pP. Nédidete analiiiisimine peab viima &pi-
lased kindlasti ka selle t8e juurde, et kahest lausest p ja P
iiks on alati 8ige, teine viair,

Teoreemi m3iste kordamisel on vaja rdhutada, et iga teoree-

mi v3ib vaadata kui liitlauset, mis oh moodustatud teoreemi eel-
dusest ja véditest sOnailihendi "kui ... siis" abil. Kui teoreemi
eelduseks olev lause tahistada tdhega p ja vditeks olev lause ti-
hega q, siis v8ib iga teoreemi védljendada liihidalt "kui p, siis
q"
ehk teisiti
P=q.
Méark = on jareldamismdrk, sest lause p = q tdhendab teiste =3-
nadega seda, et lause q jdreldub lausest p ehk veel teisiti: kui
lause p on 3ige, siis on kindlasti ka lause q dige. Lause q 3ig-
suse pShjendamine on teoreemi p =) q tdestamine.

Néaiteks, kui on antud teoreem "kui arvu ristsumma jagub 9-ga,
siis arv jagub 9-ga", siis on lauseks p "arvu ristsumma Jagub
9-ga" ja lauseks q "arv jagub 9-ga".

Tuleb mérkida, et laused p ja q on sageli veel ise liitlau-
sed, Nditeks teoreemis "kui a > b jam > O, siis am > bm" on
lauseks p "a > b ja m > 0", Antud teoreemi v3ib lithidalt kirja
panna nii

a>b, m> O>am > bm.

Seoses siin kdne all olevate kiisimustega on vaja teha mit-
mesuguseid harjutusi, nagu antud lause eituse moodustamine, jé-
reldamisharjutused, antud teoreemi s&nalisest formuleeringust
lausete p ja q leidmine, antud p ja q jéargi teoreemi formuleeri-
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mine ja selle iileskirjutamine siimbolite abil. Osaliselt saab sel-
leks kasutada Shtukooli 7. kl. 8piku vastavaid iilesandeid, kui
neid sobivalt formuleerida. Allpool on esitatud veel maniggaid
lisaililesandeid, mille sarnaseid ka Jpetaja ise v3ib koostada.

Ulesandeid

1.

Missugused jargmistest lausetest on Jiged, missugused vddrad?
1) Pédrnu on kuurordilinn. (&)
2) Auto ei ole hobune. (3)

3) Mina kaalun 537 kg. (v)

4) 4 + 2 £5. (8)

5) AT A Are

6) 3 « 9 #£ 27 (v)

N oc{, 2 3} ®

8) {2, 3} £{41, 2, 3} »

9 s5€{2, 3,4} )
10) ag€{a, b, c} (W

2., Jargnevad laused on kirjutatud vdlja jooniselt 9. Missugused

neist on Jiged, missugused vadrad?
sNt=pP(v),B=sNt (v),

\A g A=8Nt(8), D&t (8), Aes®)
— cet (v), B s (v), ABc s (8),
F -c\\+ Bct(v), B¢ (),

b ABU EB = EA (8), FA U BA = EA (8),
300“’9 EB/N EA = BA (v), EBN EA = EB (8),

Moodusta jéargmiste lausete eitused ning otsusta igakord,kumb
on Jige, kas antud lause v3i tema eitus.
1) 3> 5. V: Ei ole 8ige, et 3> 5 (8).
2) 5°€40,1, 2, 5} vs s£{0,1, 2, 5}. (.
3) 0,7 ¢ N. V: Ei ole Bige, et 0,7¢& N (v).
YN e B s AP N33 e 8 SN2 XY
5) Tallinn on Peipsi jérve kaldal.
V: Tallinn ei ole Peipsi kaldal (3).
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4, Otsusta, mida saab jadreldada jédrgmistest lausetest.
1) Arv x ei ole positiivne. V: x £ O
2) Arv a ei ole vaiksem kui 3, V: a> 3.
3) Arvu x absoluutvdidrtus on suurem kui 2., V: x< -2 v8i

T,
5. Tee jéareldus igast jéargmisest eelduste paarist.
1) a>b 2) m=a-=> 3) a‘ébamve 4) s bt
b>ec m=a-c¢ a=0 uls
Yia) ¢ V:ib=c Viec'=0 Y: Ul ¢t

6. Kas on 8ige, et

1) a=b=b =az? (8) 2) mn = 0m = 0?7 (v)

) (x+3)(x=1)=0x==3vdéix=1 (8

4) a=b=da+m=Db +m? (8) 5 XEA jax€EBpxe A VBAY

6) X€EA Jax€BHx€ANB? (8) 7)x€A jax ¢ B

=2>XE€ANB? (v) 8)xeM jaMCN=x € N? (8)

9x €N jaMC N=>x<M? (v) 10)x€N jaMCNxe M
v8i x € My? () M) xe AVUDDPx€EA jaxe<B? (v)

1) TE ANDbIx €L "Ja T8 (D).

1.6. Teoreem ja podrdteoreem

Kui antud teoreemis p =) q vahetada eeldus p ja védide q,
siis saame uue lause g =) p, mida nimetatakse antud teoreemi
poérdteoreemiks. Antud teoreemi nimetatakse sel juhul otseseks
teoreemiks. On arusaadav, et ka podrdteoreemi vdime otseseks lu-
geda, siis endine otsene teoreem on poordteoreemiks. Teiste sd-
nadega, laused p=) q ja q=>p on teineteise poordteoreemid.

Opilased peavad konkreetsete nididete varal kindlalt oman-
dama, et teoreem ja poordteoreem ei ole alati mdlemad korraga
diged.

Naiteks, kui antud teoreem on "kui arvu viimane number on
paarisnumber, siis arv jagub 2-ga'", siis pdordteoreem on "kui
arv jagub kahega, siis selle arvu viimane number on paarisnum-

ber” .
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M3lemad teoreemid on Jiged.

Kui antud teoreem on "kui « , /A ja ?' on kolmnurga nurgad,
siis « + 5 + )* = 180°", siis poordteoreem on "kui X+ B+ ¥ =
= 180°, siis o, A ja ) on kolmnurga nurgad".

On arusaadav, et péordteoreem pole 8ige, s.t. lausest
"&+ B+ ) =180 ei jérelda, et x , 3 ja ) on kolmmurga nur-
gad.

Kui m3lemad laused, nii p 59 q kui ka g=> p on Jiged, siis
nimetatakse lauseid p ja q samavddrseteks. Nende lausete sama-
vaarsust midrgitakse lithidalt nii:

P a.

Naiteks kui lause p on "arvu ristsumma jagub 3-ga" ja lau-
se q on "arv jagub 3-ga", siis p &) q, sest esimesest Jéreldub
teine ja limberpdordult, teisest jareldub esimene. Teisiti del-
des, kolmega jaguvate arvude hulk iihelt poolt ja teiselt poolt
hulk, milles iga arvu ristsumma jagub kolmega, on vdrdsed - nad
koosnevad samadest elementidest, kuid neid elemente on iseloo-
mustatud kahel erineval viisil.

Ulesandeid.

1. Moodusta jargmiste teoreemide pddrdteoreemid ja otsusta, kas
nad on Jiged vdi védrad.
1) Kui arvu ristsumma jagub 9-ga, siis arv jagub 3-ga.
V: Kui arv jagub 3-ga, siis arvu ristsumma jagub 9-ga (v).
2) Kui arvu viimane number on 5, siis arv jagub 5-ga.
V: Kui arv jagub 5-ga, siis viimane number on 5 (v).
3) Iml = Inj30® = n°,
Ve a = n2=) |m| =1n] (8).
4) a = béaa = b2.
Via?=b’= a=Db (v).
5) Silindri ruumala v3rdub silindri pdhja pindala ja silind-
ri kdrguse korrutisega.
V: kui keha ruumala vdrdub pdhja pindala ja kdrguse kor-
rutisega, siis see keha on silinder (v).
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6) Fui x = 0 v81 y = 0, siis xy = O.

V: Kui xy = 0, siis x =0 v81 y = 0 (8).
7) Kui m = O, siis mn = O.

V: Bui mn = 0, siis m = 0 (v).

1.7. Teoreem ja vastandteoreem. Tarvilikkus ja piisavus

Teoreemist p =)q saab tuletada veel uue lause sel teel, et
asendame laused p ja q nende eitustega. Nii saame lause

=7
mida nimetatakse antud teoreemi p =) q vastandteoreemiks, N&i-
teks, olgu lause p "mdlemad liidetavad jaguvad arvuga m" ja lau-
se q "summa jagub arvuga m", Siis saame teoreemi p =) q "kui ml-
lemad liidetavad jaguvad arvuga m, siis summa jagub arvuga m" ja
vastandteoreemi P = q "kui mdlemad liidetavad ei jagu arvuga
m, siis summa ei jagu arvuga m". On ilmne, et siin léhteteoreem
on 3ige, kuid vastandteoreem ei ole Jige (9 + 3 = 12; 9 ei jagu
4-ga Jja 3 ei jagu 4-ga, kuid 12 jagub 4-ga).

Mdnel juhul on aga nii teoreem kui ka tema vastandteoreem
m3lemad 8iged. Nii nditeks on Jige teoreem "kui punkt  asetseb
nurgapoolitajal, siis ta on nurga haaradest vdrdsetel kaugustel"
ning samuti on 8ige vastandteoreem "kui punkt ei asetse nurga-
poolitajal, siis ta ei ole nurga haaradest vOrdsetel kaugustel".

Niisiis ka teoreem ja vastandteoreem ei ole alati mdlemad
Siged.

On arusaadav, vastandteoreemi vdime moodustada mitte aimilt
antud teoreemist p =) q, vaid ka selle poordteoreemist q = p.
Nii saame podrdteoreemi vastandteoreemi g = P. Siit jéreldub,
et igast antud teoreemist saab tuletada kolm uut teoreemi, nii
et koos antud teoreemiga saame kokku neli erinevat lauset, Nii
saame teoreemist (1) "kui punkt asetseb 1815u keskristsirgel,
siis ta on 13igu otspunktidest vérdsetel kaugustel" tuletada
veel kolm teoreemi:

(2) "kui punkt on 18igu otspunktidest vdrdsetel kaugustel, siis
ta asetseb selle 18igu keskristsirgel (poédrdteoreem),
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(3) "kui punkt ei asetse 18igu keskristsirgel, siis ta ei ole
13igu otspunktidest vdrdsetel kaugustel (vastandteoreem),
(4) "kui punkt ei ole 13igu otspunktidest vdrdsetel kaugustel,
siis ta ei asetse selle 13igu keskristsirgel (podrdteoree-
mi vastandteoreem).
Kdik need neli lauset on Jiged.
Parema ililevaate saamiseks on soovitav paigutada teoreem
P =»q ja sellest tulenevad kolm teoreemi tabelisse, milles kdr-
vuti asetsevad teineteise podrdteoreemid ja kohakuti teinetei-
se vastandteoreemid,

Teoreem Péordteoreem
P=q qQ=p
Vastandteoreem Poordteoreemi

vastandteoreem
P=>71 a7

Nuiid plistitame probleemi: kui teoreem p =% q on Jige, (s.t.
lause p Jigsusest jéreldub lause q digsus), kas siis sellest
jareldub, et mdni ililejddnud kolmest lausest ka 8ige on v3i vdi-
vad need kolm lauset k3ik korraga vddrad olla? Me juba nidgime,
et teoreemi p =)q Jigsusest ei jédreldu lause q = p ega ka lau-
se P = q Jdigsus. Ometi saab aga ndidata, et kui p =) q on dige,
siis on paratamatult 8ige ka qQ = D, s.t. lause q digsusest ji-
reldub lause p digsus. Tdepoolest, oletades, et lause P ei ole
8ige, peab kindlasti Jige olema lause p. Otsese teoreemi koha-
selt peab siis olema dige ka lause q. See on aga vastuolus eel-
dusega, et q on dige, seega q§ =>D.

Niisamuti saaks ndidata, et podrdteoreemi q = p Jdigsu-
sest jdreldub vastandteoreemi P = q 3igsus ja iimberpdcrdult.
Nii ndeme, et antud tabelis diagonaalselt paigutatud laused on
samaaegselt 8iged vdi vadrad ehk teisiti Geldes, need laused
on samaviarsed:

PI=E=D)

PG =20

Kui kdéne all olevate lausete samavidrsuse pShjendamine iil-
disel kujul osutub raskeks, siis v3ib seda teha konkreetsete
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ndidete abil, Nditeks, kui v8tta teoreem "kui arv 18peb 5-ga,

siis ta jagub 5-ga" ja selle pdordteoreemi vastandteoreem "kui
arv ei jagu 5-ga, siis ta ei 138pe 5-ga", siis on viimane kind-
lasti 8ige. Tdepoolest, kui arv ei jaguks 5-ga, aga ta siiski
18peks 5-ga, siis peaks ta otsese teoreemi pdhjal ometi jaguma
5-ga., See on aga vastuolus meie eeldusega, et arv ei jagu 5-ga.

Ulaltoodust tuleneb, et otsese teoreemi asemel v3ib tdes-
tada podrdteoreemi vastandteoreemi. Selles avaldub vastuvidite-
line t8estusviis, millega dpilased on tutvunud juba 7. klassis.

Siin kdsitluse all olevate kiisimustega on otseselt seotud
tingimuse tarvilikkuse ja piisavuse m3iste. Kui lause p =» q
on 8ige, siis lause p vdljendab piisavat tingimust selleks, et
kehtiks lause g, Kui aga on 8ige lause P =9 q, siis lause p
védljendab tarvilikku tingimust selleks, et lause q oleks 8ige.
Kui laused p=) q ja i) = q on mdlemad 3iged, siis lause p vél-
jendab korraga nii tarvilikku kui ka piisavat tingimust, N&ai-
teks lauses "kui kolmnurgad on vdrdsed, siis on nende pindalad
vdrdsed" on kolmnurkade vdrdsus piisav selleks, et pindalad
oleksid vOrdsed, ometi aga mitte tarvilik, sest lause "kui
kolmnurgad ei ole vdrdsed, siis nad pole vdrdsete pindaladega"
ei ole dige. Lause "kui mul on 10 rbl., siis ma saan osta moo-
terratta" ei ole Jdige. Oige on aga vastandlause "kui mul ei ole
kimmet rubla, siis ma ei saa osta mootorratast"., Seepdrast on
10 rbl. olemasolu mootorratta ostmiseks kiill tarvilik, ometi
aga mitte piisav. Arvu ristsumma jaguvus kolmega on arvu kol-
mega jaguvuseks tarvilik ja piisav.

Et laused D =) ¢ ja ¢ =) p on samavidérsed, siis téhendab
lause p =) q ja pdérdlause q =) p tdestamine alati selle kin~-
nitamist, et lause p vdljendab tarvilikku ja piisavat tingimust
lause q kehtimiseks, :

Ulesandeid

1. Moodusta jérgmiste teoreemide vastandteoreemid ja otsusta,
kas nad on 3iged v38i vadrad.
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2.

3-

1) Kui punkt asetseb nurgapoolitajal, siis ta on nurga haa-
radest vOrdsetel kaugustel. ;

V: Kui punkt ei asetse nurgapoolitajal, siis ta ei ole
nurga haaradest vdrdstel kaugustel (8).

2) Eui m€ N ja n & N, siis mn & N.

V:Kui n¢N jan¢gN, siis m &N (v).

3) Eui a > 0 jab > 0, siis ab > O.

V: Kui ei ole 3ige, et a > 0 ja b > O, siis ei ole dige,
et ab > O (v).

Tuleta kummastki jérgmisest teoreemist kolm uut teoreemi ja
otsusta, missugused neist on Jiged, missugused vaidrad.
1) Kui arv 13peb 8-ga, siis ta jagub 2-ga.

V: Poordteoreem: kui arv jagub 2-ga, siis ta 18peb 8-ga
(v)s F
Vastandteoreem: kui arv ei 18pe 8-ga, siis ta ei jagu
2-ga (v).

Podrdteoreemi vastandteoreem: kui arv ei jagu 2-ga,
siis ta ei 13pe 8-ga (3).
2) Kui ringi diameeter on risti k&3luga, siis ta poolitab
k3381u.

V: Poordteoreem: kui ringi diameeter poolitab k&3lu,

siis ta on risti kd33luga (8).
Vastandteoreem: kui ringi diameeter ei ole risti k&3-
luga, siis ta ei poolita kd8lu (8).
Poordteoreemi vastandteoreem: kui ringi diameeter ei
poolita k38lu, siis ta ei ole risti kd8luga (Z).
Jéargnevalt on antud rida lausete paare. Otsusta iga paari
korral, kas esimene lause annab tarviliku, piisava v3i tar-
viliku ja piisava tingimuse teise lause kehtivuseks.
Arv 18peb nulliga. Arv jagub viiega (p.)
Arv 18peb paarisnumbriga | Arv jagub kahega (t. ja p.)
Arv 18peb paarisnumbriga | Arv jagub neljaga (t.)
Punkt asetseb 18igu kesk-| Punkt on 13igu otspunktidest
ristsirgel vdrdsetel kaugustel (t. ja p.)
Mul on 100 rbl. Ma saan osta sulepea (p.)
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1.8. Naturaalarvude hulk. SUT ja VUK

Seni kehtinud dpikute ja programmide kohaselt moodustavad
naturaalarvude hulga arvud 1, 2, 3, 4, ... Uue programmi koha-
selt loetakse naturaalarvuks ka arv O kui tilhja hulga karakte-
ristik, Kordamisel tuleks téiendus teha teatavaks ka Opilaste-
le.

X ad0; b2, 3 By sii)s

Naturaalarvu m3istet ei defineerita. Naturaalarvu kasuta-
takse hulga elemcntide loendamisel.

Naturaalarvude hulga omadustena vaadeldakse:

1) Naturaalarvude hulgas kehtib seos "jdrgneb vahetult" Jja
"eelneb vahetult" (viimane ei kehti arvu O korral).

2) Iga naturaalarv on iihe vdrra suurem talle vahetult eelne-
vast naturaalarvust ja ilihe vOrra vdiksem talle vahetult
jargnevast naturaalarvust.

3) Naturaalarvude hulgas leidub k3ige véiksem element (arv 0),
kuid ei leidu k3ige suuremat elementi, Naturaalarvude hulk
on ldpmatu,.

Peatuda tuleks ka numeratsioonil ning anda jérkarvu ja
jérguiihiku mdiste. Naturaalarvulised jarguiihikud on 1, 10,100,
1000, ... Naturaalarvu kirjaliku numeratsiooni korral tuleb
rdhutada seda, et liikudes paremalt vasakule tahistab iga num-
ber 10 korda suuremaid iihikuid, kui eelmine number. Iga natu-
raalarvu saab esitada jédrkarvude summana, viimast aga omakorda
jarguihikute kordsete summana. Naiteks,

6783 = 6000 + 700 + 80 + 3 = 6 « 1000 + 7100 + 8:10 + 3.1.

Arvud 6000, 700, 80 ja 3 on antud arvu jarkarvud. Niisamuti

saame, et

270895 = 2 . 100000 + 7-.10000 + 0-1000 + 8 * 100+ 9+ 10+ 5 +1.

K8neldes tehetest naturaalarvude hulgas, tuleb rdhutada,
et liitmine Jja korrutamine on selles arvuhulgas alati teosta-
tavad, lahutamine ja jagamine aga mitte. Tehete pdhiseadused
oS

a+b=D>b+c - liitmise kommutatiivsus,

a+(b+c)=(a+b)+c- liitmnise assotsiatiivsus,
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ab = ba - korrutamise kommutatiivsus,

a(be) = (ab)e - korrutamise assotsiatiivsus,

a(b + ¢) = ab + ac - korrutamise distributiivsus liitmise

suhtes.

Naturaalarvude hulka saab jaotada kolmeks osahulgaks: {als—
arvud}, {kordarvua} ja {1}.

Igal kordarvul n on teatav hulk algtegureid., Téhistame se-
da hulka téhega A . Nditeks 30 = 2.3+5 ja seega A30'={2. 3, 5.
Sel juhul, kui algtegurite seas on kordseid tegureid, mérgime
need arvud algtegurite hulga elemendina vastav arv korda. N&i-
teks 54 = 2:3,:3,+35 Ja Ag, =iy 37 33} . Juhime téhele-
panu sellele, et siin ei tule kolmedele vaadata mitte kui iihele
ja samale elemendile (sama element ei saa olla samas hulgas mi-
tu korda), vaid ikkagi kui erinevatele elementidele (esimehe 3,
teine 3, kolmas 3), mis on téhistatud sama mérgiga, kuid erine-
va indeksiga.

Uue programmi kohaselt seostatakse antud arvude suurima
iihisteguri (SUT) ja vdikseima iihiskordse (VUK) arvutamine vas-
tavalt hulkade %thisosa ja iihendi leidmisega. Nagu teada, tuleb
arvu SUT leidmiseks arvutada nende arvude k3igi ilihiste algtegu-
rite korrutis. Antud arvude iihiste algtegurite hulk on aga nen-
de arvude algtegurite hulkade iihisosa. Antud arvude VUK arvuta-
miseks tuleb aga leida nende arvude algtegurite hulkade iihend.
Saadud hulga elementide korrutis ongi VUK.

Néiteks Agy ={2, 3y 3, 5} Je by =R, IR, % 3 80%

Siit saame, et
Ago N Ay = {21, 2,, 3} ning SUT(60;24) = 2:2.3 = 12
Ao U Ay = {24, 25, 23, 3, 5§, VUK(60;24) = 2.2+2.3.5 = 120.

Ulesandeid

1. Leia neli vahetult jéargnevat naturaalarvu alates arvust
10898, V: 10899, 10900, 10901, 10902.

2. Leia 3 vahetult eelnevat naturaalarvu alates arvust 120902.
V: 120901, 120900, 119899.
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3. Kas liitmistehe on teostatav
1) paarisarvude bmlgas? V: Ja.

-~ 2) paaritute arvude hulgas? V: Ei.

4, Kas korrutamistehe on teostatav
1) paarisarvude hulgas? V: Ja.
2) paaritute arvude hulgas? V: Ja.

5. Leia suurimaed iihistegurid.
168 ja 252 (84), 300 ja 120 (60), 280 ja 196 (28), 1680 Ja
280 (280), 1948 ja 198 (66), 252 ja 42 (42), 150 ja 77 (1),
180 ja 49 (1). :

6, Leia védikseimad iihiskordsed.
72 Jja 120 (360), 60 ja 18 (180), 105 ja 75 (525), 35 Ja 75
(525), 360 ja 48 (720), 70 ja 350 (350), 6 ja 35 (210), 15
ja 14 (210).

1.9. Murrud

.

Murdude kordamisel olgu peatéhelepanu pddratud aritmeeti-
listele tehetele ning seosele harilike murdude hulga ja  kiim—
nendmurdude hulga vahel. Alljérgnevalt peatume viimasel kiisimu-
sel.

Nagu teada, saab iga kiimnendmurdu kirjutada hariliku mur-
runa, Naiteks

o,372=%=2§&; 1,49 = 1 2.

Esitame niiiid kiisimuse {imberpddrdult: kas iga harilikku mur-
du saab kirjutada ka kiimnendmurruna? Lihtne on seda teha siis,
kui antud hariliku murru nimetaja on iihest suurem jérguiihik v&i
kui antud harilikku murdu saab ndnda laiendada, et nimetajasse
tekiks jérguiihik, Néditeks

1885 = 0,039 % = 185 = 0,12.
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Selgitame, missugustel tingimustel saab harilikku murdu
laiendada nimetajani, milleks on jérguiihik. Konkreetsete ndide-
te vaatlemine viib jéreldusele, et see on vdimalik siis ja ai-
nult siis, kui heriliku murru (taandumatus kujus) nimetajas ei
ole arvudest 2 ja 5 erinevaid algtegureid, Kui aga taandatud
hariliku murru nimetajas on teisi algtegureid, siis saab seda
murdu teisendada kiimnendmurruks lugeja je& nimetaja jagamise teel.
Sobivalt valitud ndidetest aga selgub, et saadud kiimnendmurrul
on kaks olulist omadust: 1) ta on 18pmatu; 2) ta on perioodi-
line, Tdepoolest, 18plik ta ei saa olla, sest siis peaks antud
harilik murd laskma ennast laiendada nimetajani, milleks on jér-
guiihik, Ka perioodi tekkimine on paratamatu, sest 1ldpmatul ja-
gamisel tekkivate erinevate jddkide arv on 18plik (see on ikka
vidiksem kui jagaja). Seega peavad jéddgid hakkama korduma. Kui
aga mingi jddk kordub, siis see kutsub esile ka k&igi teiste
jéékide perioodilise kordumise, Nii jdutakse olulisele tulemu~-
sele: iga harilik murd teisendub kas 18plikuks kiimnendmurruks
v8i l8pmatuks perioodiliseks kiimnendmurruks. Kolmandat vO3ima-
lust ei ole. :

Jargnevalt on vaja Gelda, et ka iga suvaliselt vdetud 18p-
matu perioodiline kiimnendmurd laseb ennast harilikuks murruks
teisendada (sede veel eelnevast ei saa jdreldada). Selle lause
pShjendamist programm ei ndua.

Kokkuvdtteks saame formuleerida vaga tdhtsa tulemuse: iga
harilikku murdu saab teisendada kas 18plikuks kiimnendmurruks
v8i 1l8pmatuks perioodiliseks kiimnendmurruks ja limberpédrdult,
iga 18plikku kiimnendmurdu, samuti ldpmatut perioodilist kiim—
nendmurdu saab teisendada harilikuks murruks. Siit jareldub, et
harilike murdude hulk iihelt poolt ning 13plike kiimnendmurdude
ja lSpmatute pericediliste kimnendmurdude hulk teiselt poolt
kujutavad endast ibt ja sama murdarvude hulka, vahe on ainult
kirjutusviisis.

Praktilises arvutustdos eelistatakse kiimnendmurde,sest nen-
dega on lihtsam opereerida, Muidugi m8ista, ei ole v8imalik ar-
vutada ldpmabute kiimnendmurdudega, vaid ainult nende 18plike
lahenditega, Seepdrast tuleb silmas pidada, et kui mingile iiles-
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andele ndutakse tépset vastust ja lilesande andmete seas on 13p-
likuks kiimnendmurruks mitteteisenduvaid harilikke murde, siis
tuleb need harilikud murrud jéatta teisendamata.

Ulesandeid

1. Arvuta kiimnendmurdudes, kasutades vajaduse korral harilike
murdude lédhendeid tépsusega 0,01.

1) 1§ - 0,7 (0,97 2) 32 + 95 (10,37
1§ + 313 (43,375) 375 + 51,42 (88,59)
3+ 17,1 (20,21) 454 - 32,6 (12,54)

2, Arvuta, linardades vastuse sajandikeni.
1) 3,87 - 0,26 (1,01) 2) 29 - 1,456 (42,22)
0,047 + 5,1 (0,24) 106 + 4,002 (424,21)
3,92 - 0,034 (0,13) 0,503 - 209 (105,13)
3. Arvuta harilikes murdudes.

D3-§-3 G Deidedir-oedfed
2ed-d O BRedpedidd of
B hek B vddkddde @

1.10, Ratsionaalarvude hulk

Ratsionaalarvude hulga kordamisel on soovitav motiveerida
negatiivsete arvude kasutusele v8tmist (vastassuunaliste muu-
tuste m88tmine, v8rrandi a + x = b lahenduvus) ning kontrolli-
da, et Opilased oleksid kindlalt omandanud tehted ratsionaalar-
vude hulgas, Meelde on vaja tuletada absoluutvddrtuse ja vas-
tandarvu mdisted, Naturaalarvude hulga ja naturaalarvude vas-
tandarvude hulga iihend on tdisarvude hulk Z. Positiivsete ja
negatiivsete murdarvude hulga ja tédisarvude hulga iihend ongi
ratsionaalarvude hulk Q. Niisiis NC Z ja Z < Q, millest muidu-
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gi jédreldub, et ka N < Q (joon. 10). Iga ratsionaalarvu saadb
esitada kujul §, kus a € z jabe Z.
Ratsionaalarvude hulga oma-

Q dustest nimetame jérgmisi: 1)ne-
1i aritmeetilist tehet (vdlja ar-
vatud jagamine nulliga) on rat-
sionaalarvude hulgas piiramatult
teostatavad.

2) Ratsionaalarvude hulgas
kehtivad samad arvutamise pdhi-
seadused, mis naturaalarvude hulgaski.

3) Ratsionaalarvude hulk on l1l3pmatu.

4) Ratsionaalarvud on jédrjestatavad suuruse jérgi.

5) Mistahes kahe ratsionaalarvu vahel on veel l3pmatu
hulk ratsionaalarve (neid v3ib leida nditeks aritmeetilise kesk-
mise korduva arvutamisega) - ratsionaalarvude hulga tiheduse
omadus.

Jooa. 10

Ulesandeid

1. Mis on 1) Zé? 2) Né? 3) Né‘? (joon, 10)

V: 1) murrud kujul %, kus a ei jagu b-ga; 2) negatiivsed
tdisarvud; 3) negatiivsed tdisarvud ja k8ik negatiivsed
ja positiivsed murdarvud kujus %, kus a ei jagu b-ga.

2. Leia tdhe x vddrtused, kui x > =3 jax < 2 jax 2.

¥s xe{-2; -1; O3 1}.

3. Leia tdhe a vddrtused, kui (a|[< 3 ja a € Z.

v: ae {-2; -1; 0; 1; 2}.

4, Leia vdhemalt kolm x-i vdartust, mis tdidavad tingimust

-g<x<-2
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1.11. Ligikaudse arvu absoluutse vea ja relatiivse vea

ilemmadr

Uhenduses ligikaudsete arvudega antakse uue programmipro-
jekti kohaselt 7. klassis ka ligikaudse arvu absoluutse ja re-
latiivse vea ililemméédrade mdiste. Kordamisel tuleks 8. klassis
ka nendel m8istetel peatuda.

Nagu teada, kdneldakse Shtukooli 7. kl. Spikus iimardamis-
vea, samuti m38tmisvea iilemmdirast. Uldreeglina kirjutatakse
ligikaudne arv ikka nii, et selle arvu vea lilemm#dr ei oleks
suurem kui viimase jérgu pool iihikut. Kui teada olev vea iilem-
méAr on aga viimase jérgu poolest iihikust erinev, siis mérgi-
takse see lilemmddr tavaliselt arvu jérele sulgudesse. N&iteks
2,7(*0,2) téhendab siis, et tdpne arv on kahe t3kke 2,7-0,2 =
2,68 ja 2,7 + 0,2 = 2,72 vahel,

Kirjeldatud viisidel vea ililemm#ira andmine ei iseloomusta
piisavalt ligikaudse arvu tépsust., Néiteks, kui on antud kaks
m38tarvu 10 m ja 100 m, m8lemad iihesuguse vea lilemmééraga O,5 m,
siis tuleb tunnistada, et teine arv on suhteliselt tédpsem -
siin tuleb iihe iihiku kohta vea iilemmd&raks 0,5 m : 100 m =0,005
osa antud vea ililemm#&rast, esimesel juhul aga 0,5 : 10 m =0,05
osa.

Ligikaudsete arvude tédpsuse v3drdlemisel kasutataksegi vea
iilemmddra ja ligikaudse arvu jagatist, mida nimetatakse ligi-
kaudse arvu relatiivse vea ililemmdiraks. Mida vdiksem on rela-
tiivse vea iilemmdsr, seda tépsem see arv suhteliselt on. Rela-
tiivse vea llemmd&ar kui kahe samanimelise arvu suhe on nimeta
arv, mis tavaliselt esitatakse protsentides. Naiteks, kui x =
= 37(%0,7) cm, siis arvu x relatiivne viga on

% = 0,0189 ~ 1,%.

Relatiivse vea ililemmddr arvutatakse tavaliselt protsenti-
de kiimnendikuni ja ilimardatakse ikka liiaga.

Seni kasutatud arvu vea iilemm#ira nimetatakse edaspidi ab-
soluutse vea iilemmddraks, et seda mitte dra segada relatiivse

vea iilemmééraga., Kui antud ligikaudne arv on nimega arv, siis
on ka absoluutse vea ililemmdar samanimeline arv.
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Ulesandeid

1.

3-

4,

Leia jérgnevate ligikaudsete arvude absoluutse vea iilemmdirad.
2,73 313 5,16; 2,9; 3,82; 3,820; 100; 320; 3000.

v: 0,05; 0,5; 0,005; 0,05; 0,005; 0,0005; 50; 5; 500.

Arvuta eelmises iilesandes antud arvude relatiivse vea iilem-
médrad.

Vi 1,%; 1,7%; 1,08 1,8%; 1,4%; 0,14% 50%; 1,66; 16,7%.
Leia iga jérgneva arvu alam- Jja lilemtdke ning relatiivse vea
ilemméér,

2,5(%0,2); 3,72(+0,05)kg; 41,0(%0,8)g.

Vi 8%; 1,4%; 2%.

Leia iga jdrgneva arvu absoluutse vea iilemmdédr, kui relatiiv-
se vea iilemmédr on 1,5%.

3,7 & 42,6 ocm; 13,0; 129; 0,25 m.

Vs 0,06 g; 0,7 cm; 0,2; 25 0,004 m.

1,12. Ratsionaalavaldised

Ratsionaalavaldiste all mdeldakse selliseid avaldisi, mil-

les pole tehteid peale liitmise (lahutamise), korrutamise, jaga-
lise Jja astendamise naturaalarvulise astendajaga.

Ratsionaalavaldised v8ib liigitada kaheks:

1) téisratsionaalsed avaldised (algebralised tédisavaldised),
2) murdratsionaalsed avaldised (algebralised murrud).
Tédisratsionasalsete avaldiste seas on tdhtis koht iliksliikme-

tel ja hulkliikmetel, mille definitsioonid on vaja ka Bpilastele
meelde tuletada. Ei tule arvata, et iiksliikmete ja hulkliikmete-
ga on algebralise tédisavaldise mdiste ammendatud, sest on olemas
tédisavaldisi, mis pole ei ilksliige ega bulkliige.

Néited.
5, 38, &%, x, &, 7aty - ikslitkmed

5-b,3a+b, 7x° - ab - hulkliikmed
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%, %, E_g-s, 75 - algebralised murrud

Avaldised a(m + n), m2 - (a - b)2 jt. on algebralised tdis-
avaldised, kuid ei kuulu iliksliikmete ega ka hulkliikmete hulka.

Seoses ratsionaalavaldistega peatume jargnevalt ainult sel-
lel, mis on perspektiivses programmis uudne.

Vétame kdigepealt korrutamise abivalemid

(a t b)2 = a° + Pab + b=

(a £ 1) = a3 + 3a°b + 3ab° * bo.

Esitatud nelja valemi asemel piisab kahe valemi
(a + b)2 = a2 + 2ab + b°

(a + b)3 = a3 - 3a2b - 38b2 + b3
tundmisest, kui nende valemite kasutamisel peame alati silmas
sulgavaldise liikmete médrke., N&iteks,

(5x - 25)% = (5x)° + 2 + 5x(-2y) + (-2y)° =
25%° - 20xy + 43°,
kus a = 5x ja b = =2y.

Sama mérkus kehtidb ka valemi

(a + b)(a2 - ab + b2) PR B b3
kohta, Néiteks,

(2x - Y)(uP + 2x3 + ¥°) = &x° - 32,
kus a = 2x ja b = -y. :

K8rvuti binoomi ruuduga Spitakse induktiivsel teel tund-
ma ka hulkliikme ruutu. Nagu teada, on

(a + b)° = a° + 2ab + b2,

V&tame kaksliikme (a + b) asemele kolmliikme (a + b + ¢),
mida vaatame kui kaksliikme ja liksliikme summat, leiame selle
ruudu

(a +b + 0)2

]

[(a + ) + c]® = (a + b)% + 2¢(a + b) + c°=
= a° + b2 + ¢ + 2ab + 2ac + 2be (joon. 11).
Bpetaja iilesandeks j4sb néidata, et ‘
(a+b+c+ d)2 =82 +b° +c2 +a° + 2ab + 2ac + 2ad +
+ 2bc + 2bd + 2cd.
Kui on vaja, tuleb otsitava seaduspédrasuse avastamiseks leida
ka



(a+b+c+d+e)2.
Vaadeldud ndidetest tehakse lildistus: hulkliikme ruut v8r-
dub k8igi liikmete ruutude summaga, millele on liidetud kdigi
kahekaupa v8etud liikmete kahekord-

x b < sed korrutised.
a| a*|abl ac : Muidugi mdista, tuleb iga konk-
APTAYS v reetse hulkliikme ruudu leidmisel ar-
vestada selle hulkliikme iga liikme
& mérki, Nditeks,
clacisd e (Gx - 2y + )2 = (3002 + (2702 + B°+
+ 2 3x(=2y) + 2.3xm +
+ 2FFN-2y) v I =
}oowv.41 B 9x2 - 4y2 & m2-12gy+
+ 6mx - 4my.

Uksliikme m3iste kordamisel tuleb selgitada ka iliksliikme
suurima lihisteguri ja véikseima lhiskordse mistet. Seejuures
tuleb silmas pidada, et iliksliikme algteguriteks loetakse k3ik
kordaja algtegurid ja iliksliikmes esinevad t&hed nii mitme kard-
selt, kui suur on tédhelise teguri astendaja. Nii nditeks on
iksliikme M = 6a2b¢3 algtegurite hulk

Ay ={2’ 3, 8 8 b, ¢, g, 03}-'

Uksliikmete SUT ja VUK leidmine on analoogiline naturaal-
arvude SUT ja VUK arvutamisega., Uksliikmete SUT arvutamiseks
leitakse nende iliksliikmete algtegurite hulgad ning nende hulka-
de iihsiosa; selle iihisosa elementide korrutis ongi iliksliikmete
stT.

Uksliikmete VUK arvutamisel tuleb aga leida algtegurite
hulkade iihend; selle iihendi elementide korrutis on antud iiks-
liikmete VUK.

Niiteks, kul M = 12ab°c ja N = 9a°b>, siis

by ={2, 3 3, 3, b, B, B, c,

Ay = {B‘v 3y 8 8, b, bg}
ja

by 0 by = {3, 72, b, B
ning

My U bye {20 2 30 30 80 8 B B By o)
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Jérelikult

SUT(M,N) = 3ab® ja VUK(M,N) = 36ab c.

Muidugi v8ib antud iiksliikmeid olla ka rohkem kui kaks.

Sellistest ndidetest on v8imalik teha ka teistsugune kokku-
v8te: iiksliikmete SUT on iiksliige, mille kordajaks on antud iks-
liikmete kordajate SUT, tdhelisteks teguriteks aga antud liks-
liikmete k3igi iihiste tegurite vidikseima astendajaga astmed;iiks-
liikmete VUE on {iksliige, mille kordajaks on antud iiksliikmete
kordajate VUK, tdhelisteks teguriteks aga antud iiksliikmete k&i-
gl tdheliste tegurite suurima astendajaga astmed.

Hulkliikmete teguriteks lahutamisel anname hulkliikme alg-
teguri mSiste: hulkliikme algteguriteks on sellised tegurid, mi-
da pole enam v3imalik teguriteks lahutada ehk teisiti, mis jagu-
vad ainult iseendaga ja arvuga 1. Siinjuures tuleb rédskida ka
hulkliikmete suurimast iihistegurist ja vdikseimast i{ihiskordsest.
Ea hulkliikmete SUT ja VUK leidmise saab taandada vastavalt hul-
kade iihisosa ja ilhendi elementide korrutise arvutamisele. Et aga
hulkliikme algtegurid on enamasti ise hulkliikmed, siis tuleks
selle algtegurite hulga kirjapanemiseks kirjutada mdnikord iisna
pikki ridu, Selle vdltimiseks lahutatakse antud hulkliikmed te-
guriteks, kuid algtegurite hulki eraldi vidlja ei kirjutata.Hulk-
liikmete SUT on k&8igi iihiste algtegurite korrutis. Hulkliikmete
VUK on aga korrutis, mille tegureiks on ilhe hulkliikme k&ik alg-
tegurid ning teiste hulkliikmete algtegurite hulgast veel need,
mis eelmistes puuduvad.

Néide. Leiau hulkliikmete

M = 108° =~ 10a,

N = 2a° - 2a ja

P = 25a° - 508° + 25a
str ja VUK.

Saame

M=10a° - 108 = 10a(a = 1) =2 - 5 + a(a=1)

N = 2;(0.2 - 1) = 2a(a - 1)(a + 1)

P = 25a(a® -~ 2a +1) = 5° + a(a - 1)2

SUT(M,N,P) = a(a - 1)
VUR(M,N,P) = 2 - 52 . aa = 1)%(a + 1).
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Ulesandeid

1. Leia hulkliikmete ruudud.
1) (m+ 1+ 0?3 (20 - n +p)% (a - 2n - 2p)?
2) (0,5% +y = 2¥°)%; (a - b + 2¢ + A);

(2a - 3b - 0,2¢ + 4)°.

Vs 1)-2+né+p2+2m+2np+2np,
4-2+n2+p4-4m+4mp-2np,
12+4n2+4p2-4nn-4np+8np.

2)025&2+y2+4:4+17-2:3-1\xzy,
K ¥ Y TN - 28b + 4ac + 2ad - 4bc - 2bd +4cd,
482 + 92 + 0,04¢% + @° - 128b - O,8ac + 4ad +
+ 1,2bc = 6bd = 0,4cd.

2. Leia iga iiksliikmete paari SUT ja VUK.

1) 3a; 6a 2) 2mn; 4np 3) 12a%; 27a°
5k; K2 6x°y3 18¢2a%; 2403a®
an; m 78%; 582 15a%n; 25m’mp
a%b; ab® 9mn; 12n 13ab;  11cd

V: 1) SUTP: 3a; k; m; ab; VUK: 6a; 5!2; m; a°b2.
2) sUT: 2n; 3y; e°; 3n. VUK: 4mnp; 4 ; 358°; 36mn.
3) str: 3a%; 6c2a%; Smen; 1. VUK: 108a%; 72¢7a%;
75m°np; 143abed.
3. Leia iga avaldisepaari SUT.
1) 8mnp 2) e’y + oy NP -9
12nn2p +8m2np aay - eyz 312 + 18x + 27
V: 1) 4mnp; 2) ay; 3) x + 3.
4, Leia iga avaldisepasari VUK.
1) 3 2)m HNE-F HNT-#
3a-3b m +m° 5x + 5u (x - 1)(x - 5)
V: 1) 3(a - b); 2) m%(m +1); 3) 5(x - w)(x + u);
4) =(x = 1)(x + 1)(x - 5).
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1.13. Ruumigeomeetria kiisimusi

Uhenduses ruumigeomeetria elementide kordamisega on vaja
8pitut tdiendada mdningate teadmistega sirgete ja tasapindade
vastastikuse asendi kohta, Tuleb kohe rdhutada, et nende kii-
simuste Spetamine on tarvis teha maksimaalselt nditlikuks.Sel-
leks on vaja kasutada mitmesuguseid mudeleid ja toetuda ndide-
tele oma k3ige léhemast limbrusest. Sirgete Jja tasapindade asen-
dit tuleb uurida iga varem Spitud tahkkeha juures. On vaja pea-
tuda tasapinna m8istel. See on algmBiste, mida ei defineerita.
Kujutlus tasapinnast tuleb luua sellekohaste ndidete varal
(vaikse vee pind, sile laua pind jt.) selgitades ikka, et neis
ndidetes on juttu ainult tasapinna (tdpsemalt: tasapinna tiik-
kide) mudelitest. Tasapinda kui matemaatilist objekti (samuti
nagu nditeks sirget ja punktigi) pole tegelikult olemas. Mee-
nutades niilid varem 3pitud tahkkehi (prisma, piiramiid) on vaja
tdhelepanu juhtida sellele, et nende kehade tahud on tasapinna
tikid., On vaja vahet teha antud tahu ja selle tahu  tasapinna
vahel, Nii on naiteks pliramiidi p8hitahk iliks tiikk pShitahu ta-
sapinnast, millel me kujutleme pliramiidi pdhitahku asetsevat,
Paigutades piiramiidi pdhjaga lauvale, vdime Gelda, et pliramiidi
pShi ja laua pind on kumbki tiikk nende iihisest tasapinnast.Sa-
mal viisil tuleb selgitada, et tahkkeha 18ikejooned (servad)
kujutavad sirgldike, mis asetsevad tasapindade 138ikesirgetel.
Sirgete ja tasapindade vahel v3ib esineda mitmesuguseid  seo-
seid, mida me véljendame nditeks sdnadega "paralleelne", "ris-
ti", "kaldu". Eujutluse kahest paralleelsest tasapinnast annab
nditeks risttahuka kahe vastastahu vaatlemine, Kui me oma ku-
Jjutluses laiendame risttahuka kahte vastastahku iile kdigi ser-
vade (asetame risttahuka lauale ja paneme tema iilemisele p&h-
jale papist plaadi), siis nende vastastahkude tasapindadel ei
ole iihiseid punkte, Sellised tasapinnad ongi paralleelsed ta-
sapinnad.

Ka sirge ja tasapinna paralleelsust saab selgitada rist-
tahuka mudeli abil (joon. 12). Kujutledes niiteks iilemist p&-
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hiserva AD pikendatuna m8lemas suunas kuitahes kaugele, on ilm-
ne, et saadud sirge ei saa 13ikuda alumise tasapinnaga (sest
siis peaksid 13ikuma ka AD ja A1D1). Sirge AD on paralleelne
risttahuka p8hjatasapinnaga., Kui sirgel ja tasapinnal ei ole ih-
tegi thist punkti, siis on sirge ja tasapind paralleelsed.

L]
A ' (o]
4

‘.
By e — = = — - JC,
A, D, )
Joou. 1% :

Joonisel 13 on tasapinda 18i-
gatud sirgega t punktis O,. kusjuu-
res kdik punkti O ldbivad sirged
tasapinnal on risti sirgega t. Sel juhul deldakse, et sirge ¢
on risti tasapinnaga ehk sirge t on tasapinna ristsirge. Sirge
Jja tesapinna ristseisu kohta Geldakse, et sirge ja tasapinna va-
heline nurk on tédisnurk, Siin on soovitav vaadelda ka ilimber iihe
kaateti podratavat tdisnurkset kolmnurka, mille teine kaatet
asetseb lausal.

Iga sirge, mis pole tasapinnaga risti ega paralleelne, on
tasapinna kaldsirge (Jjoon. 14), Tasapinna kaldsirge ja tasapin-
na veheline nurk ehk sirge kal-
denurk leitakse jérgmiselt (joon.

Joom, 13

A

r 14):

1) vdtame kaldsirgel vdl-~

Jjaspool tasapinda suvalise punk-

ti A;

Jp 2) peneme 13bi punkti A
sirge AB, mis on risti tasapin-
naga;

Foon. 14 3) iihendame kaldsirge alus-

punkti C ja ristsirge aluspunk-

ti B,

N <
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nii sasme téisnurkse kolmnurga AOB, mille nurka AOB nimetatak-
segl sirge kaldenurgeks tasapinna suhtes.

Kui 8petaja peab vdimalikuks, siis v8ib anda ka sirge
projektsiooni m3iste ning defineerida siis sirge kaldenurka
kui sirge ja tema projektsiooni vahelist nurka.

Jowm. 16

Kui kaks tasapinda l8ikuvad, siis tekib neli kahetahulist
murka (joon, 15). Vaatame nendest iihte (joon., 16). Tasapinda-
de 18ikesirge AB on kahetahulise nurga serv, Kahetahulise nur-
ga md8tmiseks m3ddetakse tema joonnurk. Joonnurga saamiseks
valitakse kahetahulise nurga serval suvaline punkt M (joon.16).
Sellest punktist tOmmatakse kaks kiirt MC ja MD, mis m&lemad
on risti kahetahulise nurga servaga ja milledest iiks asetseb
iihel, teine teisel tasapinnal (tahul). Nurk DMC ongi kahetahu-
lise nurga joonnurk, Selle joonnurga suurus on ka kahetahulise
nurga suurus.

Kui kahetahulise nurga joonnurk on téisnurk, siis on sel-
le nurga tahkude tasapinnad teineteisega risti ehk need tasa-
pinnad op ristuvad tasapinnad (joon., 17). Sel juhul on  joon-

nurga iiks haar risti lhe, teine
teise tasapinnaga.Seepédrast v8i-
me Oelda ka, et tasapinnad ris-
tuvad, kui iks tasapindadest
& 1dbib teise tasapinna ristsir-
get.
Foom., 17
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Ulesandeid

1. Tahvlile on joonestatud risttahukas ja kolmnurkne piistprisma.
Leia jooniselt paralleelseid tasapindu, tasapinnaga paral-
leelseid sirgeid, tasapinnaga ristuvaid sirgeid, ristuvaid
tasapindu, kahetahulise nurga joonnurki.

2. Tahvlile on joonestatud korrapérane nelinurkne piiramiid.Leia
jooniselt piiramiidi kiilgservade kaldenurgad pShjatasapinna
suhtes ja v8rdle neid suuruse poolest. Kujuta joonisel joon-
nurk, mis m338dab kahetahulist nurka pliramiidi  kiilgtahu ja
pShjatahu vahel., Leia jooniselt piiramiidi kiilgserva ja pSh-
Jjaserva vahelisi nurki, kahe samal tahul asetsevate kiilgser-
vade vahelisi nurki.

2. LITKUMISTEISENDUSI TASAPTNNAL
2.1. Eelmdrkusi

Uue matemaatikaprogrammi projekti kohaselt kédsitletakse
4, - 8, kl, matemaatikas geomeetrilisi teisendusi - liikumis-
teisendusi (pddre, teljeline siimmeetria, tsentraalsiimmeetria ja
liike) ja homoteetsust. Muidugi ei leia need teisendused késit-
lemist iihe klassi kursuses, nagu seda 8, kl. iileminekuprogram-
mis tuleb teha, vaid kiisimused on hajutatud erinevate klasside
vahel, Iga teisendusega koos vaadeldakse geomeetrilisi kujun-
deid, mille omaduste tundmadppimisel saab kasutada vastavat tei-
sendust.

Alljérgnevalt peatume liikumisteisendustel - teljelisel ja
.tsentraalsel siimmeetrial ning liikkel, Arusaadavalt ei saa neid
‘klisimusi lileminekuprogrammis antud tundide arvu juures késitle-
da kuigi pdhjalikult, Seepérast tuleb pearShk asetada ainult
mdnede pShimdistete tundmaSppimisele.

Nagu teada, mOistetakse {ildiselt geomeetrilise teisenduse
all kogu tasapinna punktide hulga teisendamist iseendaks. Lii-
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kumisteisenduste 8petamisel 8-kl., koolis Jjuhindume siiski kit-
samast iilesandest: kuidas antud kujundist (kui teatavast punk-
tide hulgast) tuletada selle kujundiga kongruentset (v3rdset)
kujundit ehk piltlikumalt vdljendades, kuidas "liigutada" antud
kujundit tasapinnal teise kohta teatavate kujundite suhtes., Se-
da saab téha teatavate geomeetriliste konstruktsioonide abil.

2.2, Teljeline sﬁmmeetr;a

Punkte A ja A' (loe: A prim) nimetatakse teineteisega siim-
meetrilisteks sirge t suhtes, kui

AA' [ t ja AM = A'M, kus M = t ) AA' (joon, 18).
Sirget t nimetatakse siimmeetriatel-

7A ijeks. Lauset "punkt A' on silimmeetri-
} line punktiga A sirge t suhtes" kir-
n £ Jutatakse lithidalt kujul
M; A' = t(A).
| Kui punkt asetseb  silimmeetria-
f teljel, siis ta loetakse siimmeetrili-
* A’ seks iseendaga.
32u>n. 18 Simmeetriatelg on siimmeetrilisi

punkte iithendava 18igu keskristsirge,

seepdrast on siimmeetriatelje punktidel samad omadused, mis 13i-
gu keskristsirge punktidelgi. Uhenduses slinmeetriaga  v&etakse
need kokku simmeetriliste punktide pdhiomaduseks jérgmises teo-
reemis:
kui ilihendada kaks teineteisega slimmeetrilist punkti slimmeetria-
telje mingi punktiga, siis

1) saadakse v8rdsed 13igud,

2) saadud 13igud moodustavad teljega vdrdsed nurgad.

Esitatud teoreemi on kerge tdestada, toetudes tadisnurksete
kolmnurkade kongruentsusele (joon. 19). See teoreem v8imaldab
ainult sirkli abiga leida punkti A', mis on slimmeetriline antud
punktiga A antud sirge s suhtes (joon, 20).
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Mitmetes konstruktsioonides on vaja kasutada antud teoree-
mi esimese osa pddrdteoreemi, mida v3ib sOnastada jérgmiselt:

A
£ "
7 M ~ 2
[
Al A
Foom. 19 Joon. 20

kui mingi punkt on kahest punktist vdrdsetel kaugustel,siis ta
asetseb nende punktide siimmeetriateljel.

Poéordteoreem v3imaldab kahele antud punktile A ja B dleida
siimmeetriatelge t (joon, 21).

Ulaltoodu pdhjal on selge,kui~ oA
das ldida antud punktiga silimmeet-
rilist punkti antud telje suhtes.  \ Moy #
Lehtiseks on jddnud aga kiisimus / b N
sellest, kuidas leida antud kujun-
diga (niiteks kolmnurgaga) kui « B
punktide hulgaga siimmeetrilist ku-
Jundit ehk teisiti, kuidas teisen~ ’]Mm 2.1
dada antud kujundit temage siimmeet-
riliseks kujundiks. Enne selle kiisimuse selgitamist peame sil-
mas, et kujundeid k ja k' nimetatakse silimmeetrilisteks telje
t suhtes, kui kummagi kujundi iga punkt on selle telje suhtes
siimmeetriline teise kujundi mingi punktiga.Kui antud kujund on
k, siis kujundit k' nimetatakse ka kujundi k teisendiks.Parema
ettekujutuse saamiseks siimmeetrilistest kujunditest on oluline
ndidata, et antud kujundiga siimmeetrilist kujundit ndeme peeg-
list, kui asetame peegli serviti joonise pinnale nii, et peeg-
1i tasapind ja Jjoonise tasapind on risti, Siimmeetriateljeks on
siis nende tasapindade 1l8ikejoon, Seepdrast nimetatakse antud
kujundiga siimmeetrilist kujundit ka antud kujundi peegelduseks
antud sirgest.
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Antud kujundiga siimmeetrilise kujundi saamist tuleb t8lgit-
seda ka kui tasapinna kokku murdmist m6oda siinmeetriatelge ehk
iildisemalt, kui tasapinna pédramist sirgnurga v3rra limber tasa-
pinnal asetseva sirge.

Selleks, et konstrueerida antud kujundiga siimmeetrilist ku-
jundit antud sirge suhtes, tuleks leida antud kujundi iga punkii-
ga siinmeetriline punkt, Aga punkte on ju ldpmatu hulk! Silimmeet-
rilise kujundi konstrueerimine osutub lihtsaks, kui on teada
jargmised teljelise siimmeetria omadused:

1) sirgega siimmeetriline kujund on sirge,

2) antud 13iguga siimmeetriline kujund on selle 1l3iguga vird-
ne 18ik,

3) antud nurgaga siimmeetriline kujund on selle nurgaga vird-
ne nurk.

Nende lausete 3igsus on ilmne, sest vastasel juhul ei viiks
tasapinna kokkumurdmine méode siimmeetriatelge t kujundit k = iih-
timisele kujundiga k' = t(k).

Toodust jéreldub, nditeks, et telje t suhtes antud sirgegs
s slimmeetrilise teisendi s' = t(s) leidmiseks piisab, kui v&tame
kaks suvalist punkti A€ s ja B< s ning leiame A' = t(4A) Ja
B' = t(B). Punktidega A' ja B' ongi mddratud otsitav sirge., EKui
s8N t # P ja kui joonise m38tmed lubavad, siis on kasulik v8tta
A =8N t, sest siis A = A' (siinmeetriatelje punkt on iseendaga
siimmeetriline), Kolmnurgaga ABC siinmeetrilise kujundi saamiseks
piisab, kul leiame kolmnurga iga tipuga siinmeetrilised punktid,
millede iihendamisel saamegi antud kolmnurgaga siimmeetrilise kolm-
nurga A'B'C' (Jjoon. 22). Siin on
vaja téhelepanu juhtida sdllele, B
et kolmnurga ja selle teisendi
tippude r drjestused on vas- ¢
tupidiste suundadega ehk need
kolmnurgad on vastupidiste orien-
tatsioonidega. Kolmnurga ABC tip- C
pude A, B, C ringjérjestus iihtib
kellaosuti liikumissuunaga, kolm- ()
nurga A'B'C' vastavate tippude Joomn. 22
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A', B', C' ringjérjestus on aga vastupidine.

Teljeline siinmeetria osutub tdhusaks vahendiks mitmete konst-
ruktsiooniilesannete lahendamisel, Pirast seda, kui on omandatud
teljelise siinmeetriaga seoses olevad pdhimdisted, tulebki nidida-
ta siimmeetria kasutamist mdnedes pdhikonstruktsioonides.Allpool
ainult loetleme need ililesanded, jdttes nende lahendamise ja sel-
le pShjendamise Jpetaja ja Spilaste iilesandeks, M&ned nendest
lillesannetest on sisu poolest identsed, erinevad ainult formulee-
ringute poolest.

1. Ehita antud sirgele ristsirge ldbi punkti, mis asetseb
védljaspool antud sirget.

2. Joonesta kahe antud punkti siimmeetriatelg.

3. Poolita antud 138ik.

4, Ehita antud sirgele ristsirge 1Zbi punkti, mis asetseb
antud sirgel. .

5. Poolita antud nurk.

Jérgnevalt on vaja Spilaste tdhelepanu juhtida sdllele, et
on olemas kujundeid, mis on siimmeetrilised iseendaga.Selliste ku-
jundite korral saab leida sirge, mida mddda kujundi  tasapinda
kokku murdes kujundi iiks pool iihtib teisega. Ligikaudu sellist
siimmeetriat esineb looduses (nditeks liblikas, puulehed), niisu-
gust siimmeetriat jérgib sageli ka inimene oma tegevuses mitmesu-
guste esemete valmistamisel.

Anname &pilastele iilesande leida varem 8pitud geomeetrilis-
te kujundite hulgast iseendaga siimmeetrilised kujundid. Sellised
kujundid on: v8rdhaarne kolmnurk, ristkiilik, romb, ruut, ring,
vérdhaarne trapets, korrapdrane hulknurk, Nende kujundite vaat-
lemisel on vaja selgitada, mitu siinmeetriatelge iihelgi kujundil
on (nditeks ringil 1dpmatu bulk, v&rdhaarsel trapetsil ainult
iiks), Samuti on vaja ndidata (mdne konkreetse nditena), kuidas
nende kujundite varem tundma 3pitud omadused (nditeks rombi dia-
gonaalide ristseis) kergesti tulenevad ka siimmeetriast.

Uudse kujundina 8pitakse programmiprojekti kohaselt tundma
riba. Riba on kujund, mis koosneb kahest paralleelsest sirgest
ja nende vahelisest tasapinna osast. Kui riba on piiratud sirge-
tega u ja v, siis riba téhiseks on u |v.
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Riba on iseendaga siimmeetriline kujund. Riba siimmeetriatel-
gedeks on riba ristsirged (joon., 23), s.o. m8lema paralleeli iihi-
sed ristsirged, sest u = s(u) = 51(u) = 52(“) = ... jJav=s8(v)=
= a,‘(v) = sz(v) = ... Riba ristsirge paralleelide vaheline 18ik

4 4
y: 4}A1 “ & “w
" L
I iz - 4
DY 2
=3
W.25 M.Qq

(paralleelide vaheline kaugus) on riba laius.Riba laius ei olene
ristsirge asukohast. Peale ristsirgete on riba siimmeetriateljeks
veel riba kesksirge (joon, 24), s.o. paralleelide vahelise rist-
18igu keskristsirge, sest selle sirge iga punkt on’ paralleeli-
dest v&rdsetel kaugustel, Seega u = t(v) ja v = t(u).

Ulesandeid

1., Selgita joonise abil, mida v3ib Gelda punktide M ja M' kohta,
kui t on antud sirge, MM'L t, MP = M'P' ja P = MM' N t.

2., Joonesta antud kujundiga antud sirge t suhtes siimmeetriline
kujund, kui antud kujundiks on: :
1) punkt A ¢ t;
2) 18ik AB, kui punktid A ja B on iihel pool sirget t;
3) 18ik AB, kui punktid A ja B on teine teisel pool sirget t;
4) sirge s || t;
5) sirge s, kus s 1 t # @ ja sirged s ja t pole risti;
6) sirge s.ALt;
7) sirge t;
8) 4 ABC, kus A ABC N t = §;
9) A ABC, kus AABC N t # 95
10) ringjoon, mille keskpunkt O & t.



3.

4.
5e

6.
7

8.

9.

10,

M.

Joonesta romb, mille kiilje pikkus on 3 cm ja ilihe diagonaali
pikkus on 5 cm.

Joonesta romb, mille diagonaalide pikkused on 3 cm ja 5 cm.

Mitu silimmeetriatelge on vdrdkiilgsel kolmnurgal? Mida v&ib
6elda ndnde telgede 13ikumise kohta?

Néita, et roopkiilik on kahe riba iihisosa.

On antud riba u" v ning védljaspool seda mingi kolmnurk k.
Joonesta kolmnurk k' = u(k) ja kolmnurk k" = v(k').

On antud sirged s ja t, kus s Lt ning mingi kolmnurk k. Joo-
nesta kolmnurk k' = s(k) ja kolmnurk k" = t(k').

Uhel pool sirget t on sellest erinevatel kaugustel punktid

A ja B, Leia sirgel t selline punkt M, et 18ikude summa

AM + MB oleks v@imalikult viike. ’

V: Tuleb leida A' = t(A) v8i B* = t(B) . Otsitav punkt on
t NA'B (v8i t /) AB').

Uks nurkadesf, mis tekib sirgete u ja v 18ikumisel, on 40°,
Kui suured on nurgad, mis tekivad sirgete u(v) ja v(u) 18i=-
kumisel? V: 120°, 60°.

Leia riba s" t laius, kui on teada, et peegelduste s(t) ja
t(s) poolt piiratud riba laius on 18 cm, V: 6 cm.

2.3. Tsentraalsiimmeetria

Tsentraalsiimmeetria olemuse selgitamiseks vaatame mingi ku-

Jundi k, nditeks kolmnurga ABC, peegeldamist sirgest u,mille tu-
lemusena saame kolmnurga A,B,C, (joon, 25), ning veel saadud
kolmnurga A1B101 peegeldamist sirgest v.u. Sellise kahe jérjes-

tikuse peegeldamise tulemusena kahest ristuvast sirgest

saame

kolmnurga A'B'C', Kiisime niiiid, missuguse konstruktsiooni teel
v3iks kolmnurgast ABC saada "otse" kolmnurga A'B'C', S€lle kiisi-
muse selgitamiseks v8tame antud kolmnurga mingi tipu, nditeks ti-
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pu B ja selle peegeldused B’l ning B' ja iihendame need punktiga
O0=ul v. On ilmne, et siimmeetria t8ttu on

OBSCB.‘
0B, = OB' 308 = 0B

Néitame, et punktid B ja
B' on punktiga O iihel ja samal
sirgel, s.t. et Z BOB' = 180°.
T8epoolest, jooniselt ilmneb,
toetudes teljelise siimmeetria
omadustele, et
LBOB' =X + L+ 3 +/
=2(x+p) =2 . 90°
sest o« +/4= 90°.
Kokkuv8ttes oleme seega
ndidanud, et
Foom. 95 OB = OB' ja O < BB' (punkt
O on 18igu BB! keskpunkt).
Sel juhul Geldakse, et punkt B' on siimmeetriline punktiga
B punkti O suhtes ja ilimberpSordult, punkt B on slinmeetriline
punktiga B' punkti O suhtes, Liihidalt -~ punktid B ja B' on siim-
meetrilised punkti O suhtes, Punkt O on siimmeetriakeskpunkt,
mis loetakse iseendaga siimmeetriliseks, Lauset "punkt B' on
siimmeetriline punktiga B punkti O suhtes™ kirjutatakse liihidalt
kujul

180°,

Bt = O(B)o
Slimmeetriat punkti suhtes nimetatakse ka tsentraalsiimmeet-
riaks.

Muidugi kehtib eeltoodud arutelu mitte iiksi punktide B ja
B' kohta, vaid mistahes vastavate punktide kohta kolmnurkades
ABC ja A'B'C' (joon, 25). Seepédrast iitleme, et kolmnurgad ABC
ja A'B'C' on siimmeetrilised punkti O suhtes, Uldiselt, kujundid
k ja k' on slimmeetrilised punkti O suhtes, kui kummagi kujundi
iga punkt on punkti O suhtes siinmeetriline teise kujundi mingi
punktiga.

On kerge ndha, et tsentraalsiinmeetrial on samad omadused
(1-3), mis teljelisel siimmeetrial (lk. 44)., See v8imaldsb ka
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lihtsa konstruktsiooniga (kahe jérjestikuse peegelduse asemel)
leida antud kolmnurgaga antud punkti suhtes siimmeetrilist kolm-
nurka, Selleks tuleb kolmnurga iga tipp ilhendada  siimmeetria-
keskpunktiga ning pikendada iga saadud 18iku iile selle kesk-
punkti iseenda pikkuse v8rra; nii saame kolmmurga  tippudega
siimmeetrilised punktid, millede iihendamisel saamegi vajaliku
kolmnurga, Ilmselt on punkti suhtes siimmeetrilised kolmnurgad
sama orientatsiooniga (kaks peegeldust).

Olgu mérgitud, et kujundiga k antud punkti O subhtes siim-
meetrilise kujundi k' = O(k) konstrueerimist nimetatakse ka ku-
Jundi k peegeldamiseks punktist O, kujundit k' aga kujundi k
peegelduseks sellest punktist.

Kindlasti on vaja ndidata, et tsentraalsiinmeetriat saab
t8lgendada ka kujundi ehk iildisemalt kogu tasapinna pdééramise-
na iimber siimmeetriakeskpunkti sirgmurga vdrra.

Tsentraalsiinmeetria on middratud, kui on antud siimmeetria-
keskpunkt, sest siis saab leida tasapinna iga punktiga siimmeet-
riliselt asetseva punkti,

Joor. 26 Haon. 29

Jérgnevalt on vaja peatuda mdnedel kujunditel, mis on min-
gl punkti subtes iseendaga siimmeetrilised. Alustame rjbast.Nai-
tame, ‘et riba kesksirge iga punkt on riba siimmeetriakeskpunktiks.
Selleks on vaja t8estada, et riba kesksirge poolitab iga 18igu
paralleelide vahel, T8etus selgub jooniselt 26, kus ilmselt
A AMC = A BMD.
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Riba siimmeetriast jareldub otseselt, et ka rdéopkiilik (ja
tema eriliigid) on siimmeetriline kujund, sest roopkiilik on ka-
he riba iihisosa, ROOpkiiliku siimmeetriakeskpunktiks on ribade
kesksirgete 1l&ikepunkt. T8epoolest (joon. 27), kui riba AB| DC
kesksirge on u ja riba AD | BC kesksirge on v, siis on  punkt
M = ulv m8lema riba iihine silimmeetriakeskpunkt. Seepédrast on
sirge AB = M(DC) ja sirge AD = M(BC). Viimasest aga jéreldub,
et sirgete AB ja AD iihine punkt A peab siis olema silimmeetri-
line sirge DC ja BC iihise punktiga C: A = M(C). Niisamuti
B = M(D). Sellega on vdide t8estatud, sest joonise pbéramisel
iimber punkti M 180°v8rra vadtab kogu joonis endise asendi:
punkt D satub punkti B kohale ja vastupidi, punkt A satub
punkti C kohale ja vastupidi.

Stimmeetria tdttu M € BD ja M& AC, Jéarelikult punkt M on
roopkiiliku diagonaalide 18ikepunkt.

Ulesandeid

1. Joonesta antud kujundiga antud punkti O suhtes slinmeetrili-

ne kujund, kui antud kujundiks on:

1) 18ik AB, kui O ¢ AB;

2) 18ik MN, kui O € MN;

3) sirge s, kui O¢ s; t8esta, et O(s)|| s;
4) sirge s, kui O & s;

5) A ABC, kui O ¢ A ABC;

6) A ABC, kui O€ A ABC;

?) ruut AOBC.

2. Joonesta v8rdkiilgsele kolmnurgale tema keskpunkti suhtes
siimmeetriline kujund. Mitu siinmeetriatelge on tekkinud
tédhtkuusnurgal?

3. Visanda joonis ja sdnasta teoreem: M& t=p O(M) &€ O(t).

V: Kui punkt asetseb sirgel t, siis selle punktiga siimmeet-

riline punkt antud punkti O suhtes asetseb sirgega .t
simmeetrilisel sirgel sama punkti suhtes.
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4, Visanda joonis ja sOnasta teoreem:

s' = 0(s) 1 . P

iy O(t)}%s N t' =0(snt)

v: Kui on antud punkt O, kaks sirget s ja t ning nende sir=-
getega slimmeetrilised sirged s' ja t' antud punkti O suh-
tes, siis sirgete s' ja t' 18ikepunkt on punkti O suhtes
siimmeetriline sirgete s ja t 18ikepunktiga.

5. Sirge s on punktist O 2 cm kaugusel, Kui kaugel on sirge O(s)
punktist 0? V: 2 cm.

6. Leia punktide B ja C vaheline kaugus, kui on teada, et
B:=/0(A)y::C =:B(0) . Ja AB =6 cm.’. V3 3 cm.

2.4, Liike, Vektor

Ka liikke m3iste selgitamisel ladhtume teljelisest siimmeet-
riast, nimelt peegeldame kujundit k, nditeks kolmnurka ABC
(joon., 28) jarjestikku kaks korda: esiteks sirgest u, saame
kolmnurga A,B,C,, mida peegeldame veel sirgest vilu ja saame
kolmnurga A'B'C', Kiisime jédllegi, missuguse konstruktsiooniga
v8iks saada kolmnurgast ABC kolmnurga A'B'C' ilma "vaheastme-
ta" kolmnurga A,‘B,‘C1 ndol? Vaatame nditeks punkte A, A, Ja A'.
Need punktid asetsevad k3ik iihel ja samal sirgel, sest AA lu,
AA'Lv jaulfv. Ilmne on ka, et AA' = 24, kus d on peegeldus-
telgede u ja v vaheline kaugus., Samuti on ka BB' = CC' = .., =
= 2d, kus kolm punkti v3rduste reas nditab seda, et need vdr-
dused on Jiged kolmnurkade ABC ja A'B'C' mistahes vastavate
punktide korral. Edasi selgub jooniselt veel, et AA' || BB']l CC'..

Enne, kui arutelust kokkuvdtet teha, tuleks peatuda kahel
mdistel: siht ja suund.1 Nimelt, kui on antud hulk paralleel-
seid sirgeid, siis Oeldakse, et need sirged on samasihilised

7 i g . e é =
Kui 3petaja peab vajalikuks, siis v3ib sihi ja suuna

m3iste anda enne liikke kidsitlemist.
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(nditeks r8htsihilised, piistsihilised, kaldsihilised). On aru-
saadav, et siht on mddratud, kui on antud mingi sirge teatavast
paralleelsete sirgete hulgast. Sirge on aga mddratud kahe punk-
tiga. Seepédrast vBime Gelda, et iga kaks punkti A ja B médravad
ithe sihi, Peale selle v8ib aga iga kahe punktiga midratud sihil
kdnelda kahest teineteisele vastupidisest suunast, mida s&nades
v3ib véljendada vastavalt olukorrale mitmeti, nditeks punkti A
poolt punkti B poole - punkti B poolt punkti A poole; vasakult
paremale - paremalt vasakule; alt liles - ililevalt alla;positiiv-
ses suunas - negatiivses suunas jne, Vadrib rShutamist, et suu-
nast saab k8nelda ikka alles siis, kui teatav siht on enne an-
tud, Suunast "vasakult paremale" on m8te rédkida nimelt siis,
kui on antud r8htsiht, suunast "alt iiles" k8neldakse tavaliselt
ainult vertikaalsihil, positiivsel suunal on m&te alles 'siis,
kui on antud mingi siht, millel iiks suund loetakse kokkuleppe-
liselt positiivseks.

Minnes niiid tagasi Jjooni-~

sel 28 tehtud arutelu Juurde,

e » v3ime formuleerida sellise kok-
kuv8tte: kujundi kahel jarjes-

1 tikusel peegeldamisel kahest

) paralleelsest sirgest nihkuvad
kujundi k&ik punktid iihes ja
4 4

samas sihis, ihes ja samas suu-~
» B, nas, iihe ja sama 13igu  vdrra.
Kujundi sellist liikumist nime-
4 tatakse rooplikkeks ehk 1liihi-
o Tol A'  galt lihtsalt likkeks.Like asen-
dab seega peegeldamist  kahest
paralleelsest sirgest.

Ei ole raske ndha,et réop-
Joon. 28 liikkkel on samad omadused (1-3),

mis peegeldumisel sirgest Jja

peegeldumisel punktist. Tdien-

davalt vdérib aga miérkimist, et 18ik teisendub roopliikkel enda-
ga vdrdseks ja samasihiliseks 13iguks (antud 18ik ja selle tei-
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send asetsevad samasihilistel sirgetel).

Roopliilkkega seoses kidsitletakse vektoreid. Nagu niilid tea-
da, liiguvad kujundi k8ik punktid roopliikkel iihes ja samas si-
his, {iihes ja samas suunas iihe ja sama 18igu vdrra. Samasihi-
liste, samasuunaliste ja v8rdsete 18ikude hulka nimetatakse
vektoriks, See hulk on antud, kui on antud selle hulga iiks ele-
ment (kui roédpliikkel on mddratud kujundi iihe punkti liikumine,
siis sellega on médratud ka k3igi teiste punktide 1liikumine).
Seepédrast nimetatakse ka selle hulga iga elementil vektoriks.
Seega v8ime Gelda, et vektor on kindla sihi, suuna ja pikkuse-
ga sirgl8ik, Joonisel (joon., 29) kujutatakse vektorit sirgldi-
guna (mé&srab sihi), mille ithes otsas on nooleke (md&rab suuna).

TR . teliee
B '\ a5 b
\ BA &
Guoon, 29 Foon. 30
Punkt A on vektori alguspunkt, punkt B - 18pp-punkt. Vektorit

tédhistatakse tédhepaarina, mille kohale on mérgitud nooleke,
Esimene téht selles tédhepaaris on ikka alguspunkti téhis, tei-
ne 18pp-punkti t&dhis. Joonisel 29 on seega vektor A-ﬁ (mitte i-h
M3nikord kasutatakse vektori tdhisena ka vdikest téhte, mille
kohal on nooleke, nditeks . Tédhelepanu on vaja juhtida selle-
le, et vektori definitsioon ei iitle midagi vektori alguspunkti
valiku kohta. Seepérast v3ib vektori alguspunkti vabalt valida
(vabavektorid). o

Kui vektori t§_hises AB téhtede jérjekord muuta, siis saa--
me vastandvektori BA, mis erineb antud vektorist aimult suuna
poolest (joon, 30), Et iihe suuna v8ib lugeda alati positiiv-
seks ja vastandsuuna negatiivseks,_‘ siis v3ime vektori fﬁ vas-
tandvektorit kirjutada ka kujul -AB.

Vektori AB pikkust nimetatakse selle vektori mooduliks,
mida mérgitakse kujul |AB|.
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Kahte vektorit E';]a-s nimetatakse v8rdseteks (lithidalt:
A ?), kui nad on samasihilised, samasuunalised ja v8rdse pik-
kusega (olenemata alguspunkti asukohast)., Vastandvektori defi-
nitsigenist_.tuleneb, et

AB = -BA, !

Vektorit, mille algus- ja 18pp-punkt thtivad, nimetatakse
nullvektoriks.

Kui kujundi k liikke siht ja suund libntivad antud vektori v
sihi ja suunaga, kusjuures kujundi k ja selle teisendi k' vas-
tavate punktide vaheline kaugus on vdrdne vekbtori V  pikkusega
|¥l, siis nimetatakse vektorit V kujundi k liikke vektoriks. Lii-
ke on mddratud, kui on antud likkke vektor, sest siis saab leida
antud kujundi igale punktile vastava punkti kujundi teisendil.
Joonisel 31 on niéidatud 18igu AB liikke vektor V ja sellele vek-
torile vastav lilke, mis teisendab 18igu AB 1diguks A'B'.

Lause "kujund k' on saadud

’J/’ kujundist k liikkel vektoriga V"
Yy kirjutatakse lithidalt kujul k! =

-

= = v(k).
A o
-] A ,}: Al
Hoom,. 31 . ‘ 1
o5 .
Vektorite liitmise selgita-

miseks vaatame mingi kujundi,ndi-

teks 18igu AB (joon, 32), kahte
jarjestikust liket, kus esimese
liikke vektor on ?1 ja teise liik-

ke vektor 7’2. Selle tulemusel B"
saame 18igu A"B". RoGpliikke oma-
duse t8ttu on ilmne, et Joon. 32



AB = A'B!
= AB = A"B"
A'B' = AI'B" ;
0 = nelinurk AA"B"B on rd&opkilik.
AB A'B?Y
npn
A'B/ A"B"} padn fhu

Et nelinurk AA"B"B on rocpkiilik, siis on 18ik A"B"™ saadav
18igust AB roopliikkega, mille vektor on '?3 = ﬁ'. Muidugi Jj&ab
tédhelepandu maksma ka siis, kui antud kujundiks on mitte 18ik,
vaid suvaline punktide hulk, Kahte jérjestikust lilkket vektori-
tega v,‘ Ja v2 saab alati asendada iihe lukkega, mille vektor ol-
gu v3. Vektorit v3 nimetatakse siis vektorite v.1 Ja v2 summaks
ning kirjutatakse kujul
'_V; = —V_:l +_V-‘2.

Jooniselt 32 saame ka vektorite liitmise nn., kolmnurga-
reegli: kui kaks vektorit asetsevad nii, et ilhe vektori  18pp-
punkt {ihtib teise vektori alguspunktiga, siis nende vektorite
summa on vektor, mille alguspunkt iihtib esimese vektori algus-
punktiga ja 18pp-punkt iihtib teise vektori 18pp-punktiga (joon.
33).

/ ?\
N Y]
% & -~
)
e > .
A R Bebet .
Foon. 33 Fowm. 3y

Muidugi ei tule asja m8ista nii, nagu sasksime liita ai-
nult selliseid vektoreid, mis on kolmnurgareeglis tdhendatud
asendis, Peame silmas, et vektorit v3ib kanda paralleelselt ise-
endaga ehk roéopliikkega (see tuleneb v8rdsete vektorite definit-
sioonist) tasapinna suvalisse punkti, seega ka nii, et iihe vek-
tori alguspunkt iihtiks teise 18pp-punktiga (joon, 34). Jéreli-
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kult kehe antud vektori summa on alati leitav, Opetaja ja 8pi-
laste iilesandeks jéidgu niidata, et vektorite summa on kommuta-
tiivne ja et vektorelid sasb liita ka nn, roopkiilikureegli jér-
gl: kui liidetavad vektorid kanda ilhisesse alguspunkti ja ehi-
tada neile vektoreile rddpkiilik, siis on vektorite summaks nen-
de iihisest alguspunktist lédhtuv rodpkiiliku diagonaalvéktor.

(Selleks viia joomisel 34 voktm?alsumkt vektori m al-
guspunkti ja siis vektori m alguspunkt vektori B 18pp-punkti.)

Nii nagu arvude lahutamine, defineeritakse ka vektorite
lahutamine liitmise pddrdtehtena, mille juurde viib v8rrand

? + T)' = -l—.:

Selle v8rrandi lahendit nimetataksegi vektorite @ ja © vaheks
% - D, Nagu kerge on kontrollida, on selle v8rrandi lahendiks
ka summa @ + (-b). Seepérast iitlemegi, et vektorite a ja b
vahe a -~ b on vektori a ja vektori b vastandvektori (-b) summa

a~b=a+ (-b) (joon, 35).

Joonis 36 selgitab, kuidas saada vektorite lahutamise kolm-
nurgareeglit: kui vdhendatav ja lahutatav léhtuvad iihisest al-
guspunktist, siis la-
hutatava 18pp-punk-

ol 2
tist véhendatava 18pp- 5 N
punkti minev vektor ¢
on antud vektorite va- o

he.

av —
Foon. 35 b

1. Teosta liikke suvalise kolmnurgage ABC, kui liikke vektor on
joonisel rShtsihiline suunaga vasakult paremale ja vektori
pikims on 3 cm.

2, POhjenda iilesandes 1 tehtud joonise abil, et 18ik teisen-
dub liikkel entud 18iguga samasihiliseks 18iguks.

3. PShjenda, et liikkel:
1) sirge teisendub sirgeks,
2) 18ik teisendub antud 18iguga v8rdseks 18iguks,
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4e
5.

6.

7e

8.

10.

M.

3.

3.1.

3) nurk teisendub antud nurgaga vdrdseks nurgaks.
Népundide: Pea silmas, et lilke asendab kahte peegeldust.

-
Rakenda kolmnurgale ABC rdopliiket, mille liikke vektor om BC.

Ruudu ABCD tipp A on iihendatud kiilje DC bskpnntt:l.p E. Ra-
kenda sellele ruudule lilkket vektoriga EA.

Joonesta romb ABCD iihes diagonaalide 18ikepunktiga 0. Leia
jooniselt vdrdseid vektoreid ja vastandvektoreid.

Millega v8rdub kahe samasihilise ja samasuunalise vektori

summa?

V: Vektor, mille siht ja suund iih$ib antud vektorite omaga
ja pikkus on antud vektorite pikkuste summa. Tuleneb
kolmnurgareeglist. )

Millega v3rdub kahe vastandvektori summa? V: mullvektor.

V8ta kaks suvalist vektorit ® ja 2 ning niita, et

- > o —

m+n=n+Mm,

V8ta kolm suvalist vektorit a, b, ja © ning ndita, et

- oo 4 .

(@+D)+T=2+ (b +73).

Népunside: kasuta kolmnurgareeglit.

Joonesta roopkiilik ABCD iihes diagonaalide 18ikepunktiga O.

Otsusta, missugused jérgnevatest v8rdustest on 8iged, missu-
gused vadrad:

1) BB =0D (v); 2)BC=1iD (8); 3)0C =40 (8):

4)B0=36 (Vs 5)TB=H _ (8); 6 B =D (&
7) 00 =-0A (V) 8) AD+AB=A0(5); 9) AD+ DC= CA(v);

10) AD-AB=BD (8); 11) A0 +C30=0 (8); 12) BO- OC=-AB (8).

FUNKTSIOONID. VORRANDID

Vastavus kahe hulga elementide vahel

Programmi kohaselt tuleks seda teemat kisitleda vahetult

enne funktsiooni mSiste defineerimist. Et aga ka punkti koordi-
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naatide m8iste on seotud vastavusega, siis peatume sellel m3is-
tel siin kdsitlemisele tulevate probleemide ringis kdige esime-
sena,

Vastavuse m8istega on 8pilased varemgi kokku puutunud (vas-
tavad elemendid v8rdsetes kolmnurkades, vastavad punktid slim—
meetrilistel kujunditel jm). Alljérgnevas seostame selle mdiste
hulga m3istega, mis lubab vastavust ndha mdnevdrra uues valgu-
ses.

Vaatame néiteks kahekohaliste arvude hulka

A = {12, 23, 15, 25, 36, 47, 37, 22}.

Selle hulga iga arvu kiimneliste number kuulub hulka

M= {1, 2, 3, s}

Jja theliste number kuulub hulka

¥={2, 3,56, 7}

Kujutame need hulgad graafiliselt (diagrammis) ja nditame nool-
tega, missugune arv tuleb v8tta iiheliste numbriks iga hulka M
kuuluva kiimneliste numbri- korral, et saada hulka A kuuluvat ka-
hekohalist arvu (joon, 37)., Nii saame nooldiagrammi, mis m&irab
vastavuse hulkade M ja N elementide vahel., Selle nooldiagrammi
Jjédrgi on v8imalik kirjutada védlja mistahes arvu hulgast A, Joo-
nisel 37 kujutatud vastavus on mitmene, sest hulga M elementi-
dele vastab hulgast N iildiselt enam kui iiks (mitu) elementi.
Nditeks arvule 2 vastab kolm elementi 2, 3 ja 5. Kui hulga M
igale elemendile vastab iliks
Jja ainult ilks element hul-
gast N, siis nimetatakse
vastavust iiheseks, Joonisel
38 esitatud nooldiagramm ku-
jutab iihest vastavust kahe
hulga vahel,Siin viib hulga
M iga elemendi Juurest iiks
ja ainult iikks nool hulga N FJoon. 37

elemendi juurde. Kui hulka-

de M ja N elementide vahel on selline i h e n e vastavus, et
hulga N iga element on vastavuses hulga M lthe ja ainult iihe ele-

58



mendiga, siis nimetatakse vastavust iiksiiheseks., Uksiihese vasta-
vuse korral ldheb hulga M iga elemendi juurest ikks ja ainult iks
nool ning hulga N iga elemendi juurde viib samuti ikks ja ainult
iiks nool (joon. 39).

M N M N
a 4
- o
d,
e ”
Juumn.js juu»n. 39

Vastavust kahe hulga elementide vahel v3ib kujutada ka ta-
belina, milles hulkade vastavad elemendid on kohakuti., Jérgne-
vas tabelis on esitatud vastavus joonisel 37 kujutatud hulkade
vahel,

Boipei®ry S Fiibe? bk 35 |03 o) 3

6 |72 |7

Vastavust kahe hulga elementide vahel saab veel esitada
iheainsa hulgana, mille elementideks on jdrjestatud paarid. Iga
paari esimeseks elemendiks on esimese hulga element ja teiseks.
elemendiks esimesele elemendile vastav element teisest hulgast.
Joonisel 38 kujutatud vastavus on esitatav hulgana

P = {(a;k), (b;k), (c;m), (&), (esm)}.

Vastavuse m8iste selgitamisel olgu 8petajal varuks rohkes—
ti nditeid, M&ned sellised on esitatud ka 8pikus 1k, 16. Aine
kédsitlemisel on soovitav need formuleerida "hulgateooria kee-
les",

Ulesandeid

1., Mis 1liiki vastavus esineb joonisel kujutatud hulkade A ja B
elementide vahel (dpetaja visandab tahvlile joonised nool-
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2.

3.

4,

disgrammidena), Esita need vastavused tabelina ja jarjestatud

paaride hulgana,

Mis 1liiki vastavus esineb .iga jérgmise kahe hulga elementide

vahel?

1) Meie klassi 8pilaste eesnimede hulk ja perekonnanimede
hulk,

2) Kontrolltdd teinud 8pilaste hulk ja saadud hinnete hulk
{2, 3, &, 5}. V: Uhene.

3) A={2, 3,4} 3aB ={4,6, 8, 9} , kui lugeda igale esi-
mese hulga arvule vastavaks selle arvu kordnd teisest hul-
gast. Esita see vastavus nooldiagrammina, tabelina ja jér-
jestatud paaride hulgana,

V: Mitmene. {(2:4),(2:6),(2:8),(3:6),(3;9),(434),(4:8)}.

4) Telje suhtes siimmeetrilised punktide hulgad.

V: Uksiihene,

5) Punkti suhtes siimmeetrilised punktide hulgad.
V: Uksiihene,

On antud hulk A = {1, 2, 3, 4, 5}. Selle hulga elementidele

vastavateks hulga B elementideks on antud arvude kahekordsed.

Esita vastavus nende hulkade elementide vahel nooldiagrammi-

na, tabelina ja jérjestatud paaride hulgana.

v: {(132),(2;4),(3;6),(4:8),(5:10)} .

Hulga % = {O, 1924 3} elementidele vastavad hulga Y elemen-

did leitakse valemiga y = x> - 1, kus x € X ja y& Y. Esita

vastavus tabelina ja jérjestatud paaride hulgana.

v: {(031), (1;0), (2;3), (3:8)].

3.2. Punkti ja vektori.koordinaadid

Kui sirgel on valitud nullpunkt ja thik, s,o. 18ik, mille

pikkuse loeme iiheks {ihikuks, siis saab leida igale ratsionaalar-
vule x vastava punkti M, Arv x on.siis punkti M kocrdinaat, mi-
da lithidalt mérgitakse kujul M(x). Opetaja peab olema muidugi



teadlik selles, et vastavus ratsionaalarvude hulga ja sirge
punktide hnlga vahel ei ole iiksiihene, sest on sirgjoone punkte,
millele ei vasta lihtegi ratsionaalarvu, M33tmise tépsuse piiri-
des saab muidugi igale sirge punktile ligikaudu ldida vastava
ratsionaalarvu.

Seoses tasapinna punkti koordinaatidega tuleb tédiendavalt
senisele kdsitlusele rdhutada, et tasapinna punkti koordinaa-
did moodustavad jérjestatud arvupaari, Seepédrast kujutavad ar-
vupaarid (x;y) ja (y;x) kahte erinevat punkti, kui x £ y.

Uudne kiisimus programmis on vektori koordinaadid.Selle kii-
simuse késitlemisel pilistitame probleemi, kas on v8imalik mé&-
rata vektorit samal viisil nagu mddratakse punkti jérjestatud
a_z;vupaari abil. V8tame koordinaatteljestikus suvalise vektori
AB (joon, 40), mille algus- ja 18pp-punkti koordinaadid on vas-
tavalt (x1;y1) Jja (xz;yz). Leiame vektori 13pp- ja aiguspunkti
samanimeliste koordinsatide vahed X - X 3% In——Fq Juhime
tdhelepanu sellele, et
nende vahede absoluut- eX
véddrtused kujutavad vas- Dz(j.)
tavalt 1l8ikude AB, Ja
A B, pikkusi. On ilmne,
et kui viia antud vek-
tor rodpliikkega ‘teise M“F)
kohta, siis vaadeldavad
vahed ei muutu. Teiste (o}
s8nadega, kdigi vOrdse-
te vektorite 18pp- Jja
alguspunktide samanimeliste koordinaatide vahed on vastavalt
vérdsed. Kui aga vBtta vektori AE asemele mdni sellega mitte-
v8rdne vektor (s.t. erineb antud vektorist kas sihi v3i suuna
v8i pikkuse poolest), siis oleksid selle vektori 18pp- Jja al-
guspunktide samasnimeliste koox_'il.j.naatide vahed muidugi erinevad
vastavatest vahedest vektori AB juures. Seega on vektori 18pp-
ja alguspunktide samanimeliste koordinaatide vahedega vektor
tédielikult midratud (tépsemalt, on médratud 1lSpmatu hulk vek-
toreid, mis on k8ik virdsed). Neid vahesid nimetatakse vektori

__Alx,;y0)

3
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koordinaatideks. L8pp~ ja alguspunktide abstsisside vahe on vek-
tori abstsiss ja ordinaatide vahe on vektori ordinaat. Vektorit
Eﬁ, mille abstsiss on x ja ordinaat y, mérgitakse kujul ﬁﬁ;
SEFY . &8s

Selleks, et joonestada nditéks vektor a = (-3;2) valime
vektori alguspunkti suvaliselt, ltleme punkti A(2;1) (Jjoon.41).
Niilid nihutame punkti A 3 iihiku vdrra x-telje negatiivses suunas
(-3 € 0) ja siis veel 2 iihiku v8rra y-telje positiivses suunas
(2> 0). J¥uame punkti B(-1;3). Otsitav vektor on Kﬁ, sest tema
koordinaadid on tdepoolest =1-2 = =3 ja 3 = 1 = 2.

4
i M(x;y) i
——————— M, ly)
4 !
lll 4(2;4) ',
. . ——— M, () O(0;0) x
Yoor,. w1 Joon. 42

Kui vektori alguspunkt on koordinaatide alguspunktis O,
siis nimetatakse seda vektorit vektori 18pp-punkti kohavekto-
riks. Kui on antud punkt M(x;y) (joon. 42), siis selle punkti
kohavektori OM koordinaadid on x-0 = x ja y-O = y. Punkti ko-
havektoril on samad kcordinaadid, mis sel punktilgi.

Edaspidi tegeleme p8hiliselt kohavektoritega.

Ulesandeid

1. Joonesta vektorid nende algus- ja 18pp-punkti koordinaatide
jargi. Mésdra iga vektori koordinaadid.
—_—3

115897 Ja 4N 35=2)5 v: MN = (2;-3)
2) A(-5:;0) ja  B(-5:;1). v: BB = (051)
3) P(-1;-5) ja Q(2;-7). V: PQ = (3;-2)
4) ¢(-3;1) ja D(=3;1). v: CD = (0;0).



2. Joonesta jédrgnevad vektorid nende _gntud alguspunktiga.
1) A:i:: (132) A(131). 2) MN = (-2;2), M(~1;0).
3) AB = (3;-2) A(0;0). 4) MN = (~13=2), M(~15-1).

3. Leia kohavektoriga re (2;1) siimmeetriline vektor
1) x-telje suhtes
2) y-telje suhtes
V: 1) (23-1), 2) (-2;1).
4, Leia kohavektori a = (=2;=1) vastandvektor.
V: (231).
5. On antud kohavektorid 1) B = (1;2), 2)a = (3;+1),
3)?: (=-2;=2). Leia nendega siimmeetrilised vektorid sirge
subhtes, mis poolitab koordinaattelgede vahelised nurgad esi-
meses ja kolmandas veerandis.,
Vs 1) (231)9 2) ("133), 3) (-2;"2)-

3.3. Vektorite summa ja vahe koordinaatides

Olgu antud kaks vektorit a = (x.];y,‘) ;ja_l: =(x2;y2). Selgi-
tame, kuidas leida nende vektorite summa koordinaate. Vaatame
esiteks juhtumit, kus k8ik antud koordinaadid on positiivsed.
Liites need vektorid kolmnurgareegli jérgi (joon. 43) on ilmne,
et summa & + b abstsiss on liidetavate abstsisside summa Jja or-
dinaat on liidetavate ordinaatide summa, s.o.

3 -

a+b= (x,l + X5 Jq +y2).

Tehtud té@dhelepanek jddb
JjOusse ka siis, kui mdni ko-
ordinaatidest on negatiivne.
Joonisel 44 on nditeks x2< (o}
(sest vektori b 13pp-punkti
abstsiss on vdiksem kui al-
guspunkti abstsiss) ja vek-
torite summa & + b abstsiss AR xa——.l-—r,,——l >
on ikkagi x, + X,. Uldiselt
vektorite summa koordinaadid

—— —— ——

oy £
i
I
|
&
>
L
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on vipdsed liidetavate vektorite vestavete koordimsatide summa-

ga.
Selleks, et vektorite
4 wvehet koordinaatides leida,
Ti———— ; i _lioue_:ilns_!_ Q‘E_’ vektorite
i | 4 b jaa vahe b ~ a leidmine
/_' : téhendab v8rrandi
‘; ‘:';‘-_"‘ e =D

4, i i lahendamist, kus @ ja b on

g I : antud ja z otsitav vektor.
— -—

——x— o T Olgua = (mn) jab=(p;9),

4 vektori z otsitavad koordi-

]M Yy naadid olgu x ja y. Vekto-

rite liitmise eeskirja jar-

gi saame, et

—> —

z + a = (x+m; y+n).

- — —>

Et kaks vektorit z+a ja b on v8rdsed, siis ja ainult siis,
kui nende vastavad koordinaadid on v8rdsed, siis

x+m = P ja y+n = q,
millest

X = p=-m jay = g-n.

-_— . —p —_7 2

Niisiis vektorite b = (p;q) ja a = (m;n) vahe b - a koordinaa-
did on p-m ja g-n.
Vektorite vahe koordinaadid on v8rdsed védhendatava ja lahutata-
va_vastavate koordinaatide vahega.

Ulesandeid

1. Leia jargmiste vektorite summade koordinaadid.
1) 3 =(2:3), b= (1. Vi (3:4)
2) @ = (=2;1), © = (2;-3). v: (0;-2)
3) W= (=5;=3), ® =(~1:5). V: (=6;2)
4) = (a;2), ® = (1;8). V: (a+1; a+2)
5) P = (a;b), T= (-a3=d). v: (0;0)

2. Avalda jérgmised vahed koordinaatides.
DB -, kui o= (131) Ja b = (2;3). Vi (=1;=2)
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)~ ny bl e (B3N I B=(26). W (1D
DT-F, i T=(2m) @Fs (2-a). V(2w
e .
3.4. Muutuja. Punktsioonid

Traditsiooniliselt defineeritakse funktsiooni mdiste muu-
tuvate suuruste ksmdu. Viimasel ajal aga piiitakse matemaatikas
loobuda suuruse m@istest, kuna viimane kuulub oma iseloomult
enam fiiiisika valdkonda, Muutuva suuruse asemel kasutatakse muu-
tuja mdistet (mimisfna téhenduses), mida uue programmi  koha-
selt hakatakse kujundama juba alates esimesest klassist.Muutu~
jat tuleb vaadata kui teatavat avaldises esinevat mirki (ema~-
masti tiéhte), mille asemele me v3ime v3tta suvalise elemendi
teatavast lmlgast. Nditeks, avaldises x + 5 on muutujeks tiht
x. Kui ei ole esitatud mingisuguseid kitsendusi, siis v@ime t&-
he x asemele kirjutada suvalise ratsiomaalarvu, ikka on antud
avaldisel selge mSte, Seevastu pole niditeks mStet vitta x ase-
mele elementi hulgast { T6mu, Piina, Liisi} . Seepirast _iitlems,
et avaldises on mmtuja véirtuste hulgeks ratsionsalarvude
hulk: x € Q. Samuti v8iks v8tta nditeks avaldises 3=7 muutu-
jaks térni ja lugeda selle mmtuja viirtuste hulgaks {+, -, 3,
x}. Avaldises "kodanik N" on muutuja N viirtuste hulgaks tea-
tav inimeste hulk, niiteks 8, kl, Spilaste hmlk. Edaspidi te-
geleme ikka muutujatega, mille vidirtused kuuluvad tegtavasse
arvuhulka. Kui muutuja x viirtuste hulgas on iikksainus element,
siis ilitleme, et tdht x tédhistab konstanti. Konstant on muutuja
erijuhtum,

Funktsiooni m8iste defineerimisel tuleks iildiselt kinni
pideda &piku plaanist (§3.3), rdhutades siin ikka, et tegemist
on kahe muutujaga (nditeks aeg ja temperatuur, nmurk Jja selle
vastaskaatet a), milledest iihe vddrtused kuuluvad iihte hulka
ja teise viddrtused mingisse teise hulka (iildiselt need hulgad
v3ivad ka kokku langeda). Seepédrast tuleks funktsiooni  defi-
nitsioongi anda iildisemal kujul, nditeks nii: kui muutuja x
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igale véidrtusele tema védrtuste hulgast ¥ vastab mingi eeskirja
jéargl muutuja y iiks kindel vddrtus tema visdrtuste hulgast Y, siis
nimetafakse muutujat y muutuja x funktsiooniks.

Muutujat x nimetatakse funktsiooni y argumendiks. Argumendi
védrtuste hulk ¥ on funktsiooni miiramispiirkond. Hulk Y on
funktsiooni védrtuste hulk, Opikus 1k, 18 antud tabelis on funkt-
siooni mé##ramispiirkonnaks hulk {1o°, 20°, 30°, 40°, 50°, 60°,
70°, 800} Ja funktsiooni vidédrtuste hulgaks on {0,9; 159325935
3’23 3’8; 4'33 4)7; 4,9}‘

Eelmises ndites on funktsiooni midramispiirkond antud hulga
dlementide loetlemise teel. Sageli pole see aga vdimalik.Nditeks,
kui m@dramispiirkonnaks on k3ik ratsionaalarvud, mis tdidavad
tingimust -5 { x € 0, siis vastav hulk kirjutatakse kujul

{x€q| -5¢x<0).

Kui funktsiooni m#iramispiirkonnaks on hulk ¥, siis Geldak-
se ka, et funktsioon on defineeritud hulgal %.

Nagu ndha, pole funktsionaalne s8ltuvus midagi muud kui iihe-
ne vastavus kahe hulga elementide vahel, Seepdrast sobivad funkt-

sionaalse s8ltuvuse esitamiseks need samad vahendid, mis vasta-
vuse esitamisekski (nooldiagramm, tabel, jarjestatud arvupaaride
hulk), Tdiendavalt tuleb 8piku kohaselt késitleda veel funktsio-
naalse sdltuvuse graafilist esitusviisi, samuti valemit.

Konkreetsete funktsioonide JOpikukdsitlusele lisame siin
vaid niipalju, et kdikjal kus otstarbekas, tuleb kasutada varem
omandatud teadmisi, terminoloogiat ja silimboolikat.Lineaarfunkt-
siooni, samuti ruutfunktsiooni graafikute Opetamisel kasutame
kindlasti liikke m3istet., Funktsiooni y = ax + b graafik saadakse
funktsiooni y = ax graafikust liikkkel vektoriga vV = (O;b). Funkt-
sioonidey:ax2+c,y=a(x+m)2,y=a(x+m) +n, Y=
= ax° + bx + ¢ graafikud saadakse k8ik funktsiooni y = graa-
fikust liikkel vastavalt vektgriga ¥ = (03¢), V= (~m;0), V=
= (=m3n), v = (- §§3 %). ¥iimased koordinaadid on vaja ka
ildkujul anda ruutkolmliikme e.x2 + bx + ¢ teisendamise teel tdis-
ruudu eraldamise vdttega.




Ulesandeid

1. Arvuta avaldise
2x

viiirtused, kui mutuja x viértuste hulk on {1,5; 25 3/.
V: 03 -‘g; g

2. Missugused jérgmistest tabelitest esitavad funktsioone?
Leia iga funktsiooni mddramispiirkond ja védrtuste hulk.

MRS Tl S i Tl B Bl it B B
2l 4l 9 2131413 313'5'5
4)1l2|5 5) OB &

ERE 113ls

5 b e | P 5), sest need kujutavad iilhest vastavust.

3. Esita jarjestatud paaride hulgana funktsioon y = 2x = 1, mis
on defineeritud hulgal ¥ = {0, 1, 2, 3}.
v: {€05=-1), (131), (2:3), (3:5)}.
4, Esita graafiliselt funktsioon y = x - 1, mis on defineeritud
bulgal ¥ ={x € Q| -1 <x <4}
5. Mis on liikke vektoriks, et nihutada
1) funktsiooni y = 2x graafik iihtivusse funktsiooni y = 2x45
graafikuga?
2) funktsiooni y = 2x° graafik iihtivusse funktsiooni
 y = 2x° + 4x - 1 graafikuga?
Vi 1) V= (035), 2) V= (<13-3).

3.5. Arvu ruutjuur

Uhenduses ruutfunktsiooniga Opitakse tundma arvu ruutjuurt.
Teeme ka selle mdiste kohta mdned tédiendavad mdrkused. Eelkdige
rdhutame, et arvu ruutjuur defineeritakse iiheselt: positiivse
arvu a ruutjuureks nimetatakse niisugust positiivset arvu, mil-
le ruut on a. Niisiis Y9 = 3 (mitte -3). Et nulli ruutjuur on
null, siis on ka ilmne, et vdrdusel (VZ)2 = a on mdte ainult
siis, kui a » O. Ruutjuure iihene defineerimine annab ka, et
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V-E a, kui a > 2
a =

-a, kui a <0
ehk lihemalt

VG: =[al.

» Uue programmiprojekti kohaselt tuleb 8pilasi tutvustada
ruutjuure ligikaudsete vadidrtuste arvutamise vdimalusega. Uks
selline v8te (Newtoni meetod) on antud peenkirjaga naitena
Spikus lk, 109, Esitame jérgnevalt selle iildisema kdsitluse.

Olgu.V:r= x, kus a > 1 on naturaalarv (ruutjuure leidmi-
se igast ratsionaalarvust saab taandada naturaalarvu juurimi-
sele), Olgu mingi v3ttega leitud otsitava ruutjuure mingi 1lid-
hend X4, S.t.

V'a_-ax,‘ ehk

Va = X, + h, kus h < 1 tdhistab esimese l&hendi paran-
dust. Viimasest vbrdusest tuleneb, et

= x% + 2hx1 + h .
Arvestades, et h ¢ 1, jédtame viimases vdrduses n? arvesse v3t-
mata, mille t8ttu saame, et

h~-—?x1— Jja
a - a + 12
am~x, + aquﬁ = 2%, 2(-— + X,

Leitud léhendi v8tame otsitava ruutjuure uueks, teiseks
léhendiks X5, S.t.

% = 3+ x).

Teise ldhendiga vdime k8iki samu operatsioone korrata mis esi-
mese ldhendiga x,, saame uue lédhendi x5 jne. Uldiselt

X = %(ii +x) (k= 2,35 o).

Margime, et kirjeldatud vdte on arvutustehnika seisukohalt
lisna efektiivne: saab ndidata, et ldhendite jada

Xy Xpy Xy Xy eee

koondub algldhendist X4 s8ltumata, Koonduvus on seejuures kii-

68



re — kui mingis léhendis on n 3iget kiimnendkohta, siis jérgne-
vas lidhendis on juba 2n 8iget kiimmendkohta.

Praktiliselt 13petatakse arvutamine siis, kui kshes naa-
berlihendis vajalik arv kiimnendkohti kordub. Nditeks leiame VE;
kolme tiivenumbriga. Votame

V6 ~ 2,5, siis

S %(2%5 +2,5) = %(2,4 +2,5) = 2,45.
13 = %(2—’67_;5 + 2,45) = %(2’449 + 2,45) = 2,45.

Ndutava tépsusega on Y6 = 2,45.

Saab ndidata, et ldhendi x, .4 vige v3ib hinnata v3rratu-
sega

[ = Val < (g - 1%
Teadnuks seda vahehinnangut, oleks v8inud eelmises ndites jét-
ta juba ldhendi ) arvutamata, sest ldhendi X, vahehinnang
0,052 = 0,0025, mis iitleb, et selles ldhendis on kaks 8iget
kiimnendkohta.

Ruutjuure lidhendite arvutamise kohta tuleb lahendada ka
lilesandeid, mille esitamiseks siinkohal ei ole vajadust.

3.6, Matemaatilistest tabelitest

Seoses funktsioonide Spetamisega kdsitletakse ka matemaa-
tilisi tabeleid. Nendega tutvumisel tuleb ikka rShutada,et iga
tabel kujutab iiksithest vastavust argumendi vadrtuste hulga Jja
teatava funktsiooni viartuste hulga vahel, Juhime iihtlasi tdhelepanu
sellele, et kolmekohaliste tabelite asemel hakatakse 8, klassis
edaspidi kasutama neljakohalisi tabeleid (autor V. Bradis)., Et
tabeli kasutamist lihtsustada, jdetakse selles kooliastmes k&i-
gi tabelite korral vaatluse alt vdlja nn. paranduste veerud.
Seega v8imaldavad sellised tabelid (peale trigonomeetriliste
funktsioonide tabelite, millest tuleb juttu veel tagapool) lei-
da funktsiooni nelja tivenumbriga véartusi, kui argumendi vadr-
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tus on antud kolme, mdnel juhul ka nelja tiivenumbriga. Kui argu-
mendi vddrtus on ligikaudne kolme tiivenumbriga arv ja kui leitud
funktsiooni vdidrtus jddb 1dppvastuseks, siis tulep viimane iimar-
dada ligikaudse arvutamise eeskirjade kohaselt kolme tiivenumb-
riga arvuks. Kui aga tabelist v8etud funktsiooni vidrtus 1leiab
kasutamist edaspidises arvutustdos, siis jdetakse viimane number
varunumbriks.

Kui argumendi véidrtuses on tiivenumbreid rohkem kui tabelis
antud, siis tuleb enne tabeli kasutamist see vddrtus ilimardada.

Tédiendavalt senistele tabelitele tuleb koos podrdvdrdelise
s3ltuvusega edaspidi ka Bhtukoolis 8petada pédrdarvude tabelit.
See vimaldsb leida funktsiooni y = 3 viirtusi argumendi viirtu-
se nelja tiivenumbri jdrgi vahemikus 1,000 kuni 1,799 ja kolme tii-
venumbri jérgi vahemikus 1,80 kuni 9,99. Eeldusel, et argumendi
vddrtused on tédpsed arvud, saame nditeks

,r;%z = 0,9804; 17‘151?6 = 0,6468; 83’-5 = 0,1163

Kui argumendi vaidrtused ei kuulu eelmdrgitud vahemikesse,
siis selgitavad tabeli kasutamist jdrgmised ndited:

. i b B - 3 = ;
75 = Toy5 ¢ 10 = 0,2667 : 10 = 0,02667;

D‘&S?‘ 517 - 100 = 0,1754 + 100 = 17,54;
’ ’

- e Ealh e . s .
2-3'9'-'2—:3-9 : 100 = 0,4184 : 100 = 0,004184;

1 G
= « 10000 = 0,1020 - 10000 = 1020,
0,00008 = 5,8 * 1 ’

Poordarvude tabel vdimaldab jagamistehet asendada korruta-
mistehtega, mis kirjalikku arvutust6od mdnevérra lihtsustab.
Naiteks ’

B 2 s =, Q27 my = 8,7 + 0,02882 = 0,2507.

Harjutusmaterjali pdordarvude tabeli kasutamise kohta va-
ligu iga Bpetaja oma dranigemise jirgi, toetudes siin esitatud
niidetele.
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3.7. V8rdus, vdrrand, samasus

Kui iihendame kaks avaldist v8rdusmirgiga, siis saame y8rdu-
8e, V8rdused on nditeks 2 + 3 =5,3 . 8=24,4=4, 5 +1=1.
Nendest kolm esimest on Jiged, viimane on yvdér vdrdus. Vdrduses
v8ib esineda muutuja, negu nditeks x + 7 = 9, (a-1)2~ (82 + 1)=
= =-2a, Muutujat sisaldav vdrdus on v8rrand. Muutujat sisaldava
v3rduse, s.o0. vlrrandi kohta ei oma mdtet kiisimus, kas vOrdus on
dige v8i vadr, sest vOrduse Jigsus oleneb iildiselt sellest muu-
tuja vddrtusest, mille ta saab oma vidartuste hulgast. Néiteks
v8rrandist x + 7 = 9 saame 8ige vdrduse, kui x = 2 ja vddra vdr-
duse k3igil teistel muutuja vddrtustel, Kui muutuja vadrtuste
hulga suhtes ei ole esitatud kitsendusi, siis loeme selleks kogu
ratsionaalarvude hulga. Muutuja seda vddrtust, millega muutujat
asendades saame v3rrandist 8ige vdrduse, nimetatakse vérrandi la-
bendiks,., V6rrandi lahendi kohta deldakse, et ta rahuldab vdrran-
dit. Lahendi leidmine on v3rrandi lahendamine, V&rrandi lahendi-
te hulga tdhistamiseks kasutatakse loogelisi sulge, millesse mar-
gitakse muutuja vadrtuste hulk ja vdrrand, mille lahend sdllest
vadrtuste hulgast on vaja leida. Vdrrandi x + 7 = 9 ratsionaal-
arvuliste lahendite hulk on {x €eqf x+7= 9} = {2}. Kui muu-
tuja vdartuste hulgaks on ratsionaalarvude hulk, siis jédetakse
see tavaliselt mdrkimata ja eeltoodud v8rrandi lahendite  hulk
avaldub siis kujul {x |x + 7}:{9}.

On v8rrandeid, mille lahendite hulk {ihtib muutuja vaidrtuste
hulgaga, s.t. muutuja iga vddrtus tema véddrtuste hulgast on vdr-
randi lahendiks., Sellised vO8rrandid kannavad samasuse nime, Ker-
ge on veenduda, et eespool toodud vOrrandeist teine on samasus,
selle vOrrandi vasaku poole teisendamine annab v8rrandi  parema
poole.

(a - 1)2 - (a2 +1) = a2 -2a+1 = a2 -1 = =2a.

Vdrdus -2a = -2a on dige muutuja a mistahes vddrtustel, s.t.

(a ] (a = 12 - (a° +1) = -Za} = Q.

Teisendus, mille abil saadakse vOrduse iihest poolest teine pool,
on samasusteisendus. Sulgude avamine ja sarnaste liikmete koonda-
mine on samasusteisendused.
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V8rrandil v38ib ka lahend puududa. Naiteks
x [|d = } @, samuti
x€N|x +2 =(D}= 2.
V8rrandi pdhiomaduste kordamisel on vaja anda ka v8rrandi-
gsamavidrsuse mdiste. Kaks v8rrandit on samavédirsed, kui neil

v3rranjeil on v8rdsed lahendite hulgad. V8rrandi pdhiomaduste
rakendamine v&imaldab kasutada ka samavdirsuse mérki &) . Niéi-

teks

X -4(2-%) =6 3x-8+4x=6Ex =4 Sx-=
Ulesandeid
1. Leia hulgast {-1, 2, 3, O, -3} v8rrandi x* - x = 2 lahendid.

2.

3.
4.

Vi =1-ja 2.

Naita, et kui muutuja vadrtuste hulk on 4 = {0, 1, 2, 3},
siis bulk {x€ A [x~-5=4} =

Péhjenda, et {x | x* = -5} = .

T3esta, et jérgmised vdrdused on samasused; selleks ndita, et
v3rduse iihe poole teisendamine annab selle vdrduse teise poo-
le.

4) a -1=(a~-1)(a+1)

2) (x=-1)2 -2 +3x° =3x -1

3) 2mn = (m + n)2 - 2 - n°,

3.8, Kahe muutujaga lineaarne v8rrandisiisteem

Enne kui asuda kahe muutujaga vOrrandite késitlemisele, on

vaja juhtida dpilaste tdhelepanu sellele, et seni 3pitud vdrran-
did olid ibe muutujaga vdrrandid -~ neis vdrrandeis loeti ikka
ainult ikks tdht muutujaks, Vdrrandis v3ib olla ka kaks, kolm jne.
muutujat vastavalt sellele, mitu vdrrandis olevat tdhte me loeme
muutujaks.

Ndited., 1) 3x = 7y + 8 on kahe muutujaga vdrrand.

2) ax - 3y = 7x2 on kahe muutujaga vdrrand, kui loeme
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muutujateks nditeks y ja x. Kui loeme muutujaks ka a, siis saa-
me kolme muutujaga v8rrandi.

Meie edaspidine ililesanne on &ppida ldhemalt tundma kahe
muutujaga lineaarvdrrandit, millele pédrast v8imalikke lihtsus—
tusi saab anda kuju

ax + by = ¢,
kus x ja y on muutujad, a, b ja ¢ tédhistavad antud arve - need
on vdrrandi kordajad. Antud kujus vdrrandit nimetatakse kahe
muutujaga normaalkujuliseks lineaarvdrrandiks, Téhelepanu on
vaja juhtida sellele, et normaalkujuline vdrrand kirjutatakse
ikka nii, et muutujad on téhestikulises jédrjekorras. On oluli-
ne teha harjutusi v8rrandite normaalkujuliseks teisendamise
kohta. Seejuures kasutatakse vdrrandi pShiomadusi.

Kui on antud mingi kahe muutujaga lineaarvdrrand,niditeks

2x -5y = 5,
ja kui muutujate vadrtuste hulga kohta pole seatud mingisugu-
seid kitsendusi, siis loetakse selleks hulgaks kogu ratsionaal-
arvude hulk (sest muid arve Bpilased veel ei tunne). See tdhen-
dab, et v8rrandi muutujate asemele v3ib v8tta suvaliste ratsio-
naalarvude paare, Need arvupaarid, millega asendatakse antud
v8rrandi muutujad, kirjutatakse ilimarsulgudesse, nii et esime-
sel kohal on normaalkujulise v3rrandi esimese muutuja véaartus
ja teisel kohal teise muutuja vddrtus (muutujad on téhestikuli-
ses jdrjekorras), Seega on tegemist jérjestatud arvupaaridega.
Arvupaar (5;1) on nditeks vdrrandi 2x - 5y = 5 lahend, kuid ar
vupaar (1;2) ei ole lahend, Muidugi v3ib selliste arvupaaride
kirjutamiseks kasutada ka 8piku kirjaviisi loogeliste sulgude
abil, .

Oluline on nididata, et ratsionaalarvude hulgas on vdrran-
dil ax + by = ¢ 1ldpmata hulk lahendeid, Seda lahendite hulka
kirjutatakse kujul

(Gxs9) | ax + by = c)

Kui aga muutujate hulga vairtuste kohta on esitatpd kit-
sendusi, siis tuleb need hulgad v8rrandi lahendite hulga kir-
jutamisel ka &dra ndidata., Sellisel juhul v&ib kahe muutujaga
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lineaarsel v8rrandil olla 18plik hulk lahendeid, kuid see hulk
v3ib ka tiihi olla, Nditeks
{y) [xs¥, yen jax+y-= 3} = {€0:3),(1;2),(2:1),(3;0)},
{(u;v) JueN, ve N ja u+v=-1}= ?.

Parast kahe muutujaga lineaarv@rrandi graafilist kdsitle-
mist tutvutakse ndidete varal kahe muutujaga lineaarse v&rrandi-
slisteemiga, mille iildine normaalkuju on

{a.\x + by = ey

. ik el

Siin on oluline ndidata, et vdrrandisiisteemi lahend peab
korraga rahuldama esimest vdrrandit ja teist v8rrandit, s.t.
siisteemi lahend peab kuuluma mdlema vdrrandi lahendite hulkade
ithisossa. Kui antud vérrandite lahendite hulgad on

L, = {(x;y) | a4x + by = cq} ja

L, = {(x;35) | ayx + by = ¢}, siis
siisteemi lahendite hulk on

L=I;n L ={xy)]|ax+b,y-= c1}f\{(x:y)l asX + byy=

= 02 ’
mida mirgitakse hulgana nii:

L = {(x;y)l a.X + byy = cq ja ax + by = °2}'

Kui iihe v3i mdlema muutuja vdidrtuste hulgaks ei ole kogu ratsio-
naalarvude hulk, siis tuleb vastavad hulgad koos lahendite hul-
gaga dra ndidata, Nditeks, kui siisteemis
3x -2y =7
X +2y =5
XEA= {’I, 2, 3}, siis
L={y) | x€r ja 3x -2y = 7} = {(15-2),(2;-0,5),
3:1},

L, ={Gsy) [ x €A jax+2y=5}={(2),@n,5), (31}

Antud siisteemi lahendite hulk on

L=LNL, = {(3:1)}-

Sellel siisteemil on iiks ainus lahend (3;1) ehk teisiti kir-
jutades

i

imwon
=W
.
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Kahe muutujaga lineaarse v@rrandisiisteemi graafiline t3l-
gendamine viib veendumusele, et siisteemi lahendite hulgas v3ib
olla iiks ainus arvupaar, ldpmatu hulk arvupaare, ent lahendite
hulk v8ib ka tiihi olla.

Ulesandeid

1. Leia vdrrandi 2x - y = 1 lahendite hulk, kui x €{0;-1;1,5}.
Vi {(05-1), (=15=3), (1,5:2)}.

2. Leia hulk {(x;3) | y € M ja x - 3y = 8}, kui u={-2;-1;0:3}.
v: {(2;-2), (5:-1), (8;0), (9%M)}.

3. Kujuta graafiliselt hulk {(x;3) [ x - y = 3}.

4, Leia graafiliselt hulk
{(x;y), X =y = 2_}/\{(x;y)l X + 2y = 4}.
v:{(3;0,5)} .

5. Leia graafiliselt hulk {(x;y) | 7x - 3y
v:{s2)}.

6. Selgita, missugused jargmistest lausetest on Jiged.
1) 3 € {aw | 2x +ay =10} (82
2) (" e{(xy)| x+y=3jax-y=2} (v.)
3) (55-5)€ {(xs3) | x+y=0jax-3=10} (8.)

1]

15 ja 5x +6y = 27}.

3.9. Kahe muutujaga lineaarse vdOrrandisiisteemi
lahendivalemid

Uue programmiprojekti kohaselt &pitakse kahe muutujaga li-
neaarset vOrrandisilisteemi lahendama determinantide abil., Selle
ettevalmistamiseks on vaja tutvustada liitmisvdtet (Spikus § 9).
Oskuste ja vilumuste omandamist liitmisvétte kasutamiseks pro-
grammiprojekt ette ei nie.

Lahendades vOrrandislisteeme liitmisv3ttega, juhime téhele-
panu sellele, et lahendamise kidigus me teisendame antud v8rran-
deid (toetudes vdrrandi pdhiomadustele) kindla skeemi jargi,ku-
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ni leiame lahendi. Seejuures on oluline, et siisteemi lahend on
tdielikult mddratud siisteemi kordajatega. Kui kordajaid muuta,
siis muutub ka lahend, Seepédrast seame eesmirgiks avaldada
v8rrandisiisteemi muutujad siisteemi kordajate kaudu valemite
kujul., Lahendivalemite tuletamisel on soovitav liigendada teh-
tav t66 kolmeks etapiks. Esimesel etapil saame liitmisv8tte
rakendamisega v8rrandisiisteemist
ax + b1y cq
{aax *+ by = ¢y,
et (a,‘b2 - a2b1)x = c1b2 - czb1 ja
g e T i Al i oA et
Kui a,b, - asb, # 0, siis

¢, b, = c5b

P b 2 Y
a4by - 850,

et 2452 = 8204
aqby - aybg

Saadud valemid ongi tegelikult vdrrandisiisteemi lahendi-
valemid. Enne nende rakendamist piiliame neid avaldada teisel ku-
jul, mis v3imaldab neid ka kergesti meelde jdtta. Selleks tu-
leb anda kaherealise determinandi m3iste, mis ongi meie t340
teiseks evapiks., Paneme tdhele, et kummagi murru lugejaks kui
ka nimetajaks on kahe teguri korrutiste vahe, Sellised korru-
tiste vahed kirjutatakse tabelina kahe pilistkriipsu vahele:

a, b c b
1 1 1 9
a b, - 32b1 = , » ’, c1b2 ~ <:2b,1 = (c . -~
S s Siree
a, C
1 1
8462 = 8209 = :
D

Need tabelina kirjutatud korrutiste vahed on kaherealised de-
terminandid. Piistkriipsude vahele kirjutatud arve nimetatakse
determinandi elementideks. Vasemal iilal ja paremal all olevad
elemendid paiknevad determinandi peadiagonaalil, teised  kdr-
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valdiagonaalil. Lugedes antud vdrdusi paremalt vasakule, saame
determinandi arvutamise eeskirja: determinant v3rdub oma peadia-
gonaali ja k8rvaldiagonaali elementide korrutiste vahega.

Enne kui determinante rakendada vdrrandisiisteemi lahendiva-
lémites, tuleb kindlasti teha harjutusi determinantide arvutami-
se kohta, samuti vahe kirjutamiseks determinandi téhise abil.

Kolmandal etapil nditame, kuidas v8rrandisiisteemi lahendi-
valemeid saab avaldada determinantide abil:

e By

o b2 Dx
X = = —

& by D

a b

v .

el -

ToE e, =T

& b

Need valemid vdljendavad Crameri1 reeglit.

M8lema saadud murru nimetajaks on iiks ja sama determinant,
mide nimetatakse siisteemi determinandiks, Seda determinanti on
kerge meelde jétta, sest selle determinandi elementideks on slis-
teemi muutujate kordajad, mille paigutus determinandis on sama-
sugune nagu normaalkujulises siisteemis. Ka lugejates olevaid de-
terminante on lihtne meeles pidada. Determinant Dx saadakse siis-
teemi determinandist sel teel, et selles asendatakse muutuja =x
kordajad ay Ja a, vastava v8rrandi vabaliikmega cq Ja €5+ Deter-
minant Dy saadakse samuti silisteemi determinandist, kui muutuja
¥ kordajad selles asendada vastava v3rrandi vabaliikmega c, Ja
Cse

Lahendivalemitest on ndha, et siisteemi ithese lahenduvuse
tingimuseks on D # O.

Nuiid jéargnevad harjutused vdrrandisiisteemi lahendamiseks
determinandi abil, Seejuures tuleb ikka rdhutada, et Crameri
reeglit saab silisteemi lahendamiseks rakendada alles siis, kui

siisteemile on antud normaalkuju.

l Cramer, Gabriel (1704 - 1752) - Itaalia matemaatik,
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Asudes silisteemi lahendama, arvutame esiteks silisteemi deter-
minandi D, et veenduda laheéndi olemasolus, Nditeks, siisteemi

2x + 3y =13
5k = 2y = 4
lahendamisel saame, et
2-3|
: 1 Y = =4=15 = -19
5 =2
130,73
Dy = = =26~12 = =38
4 =2
13|
D. = = 8 =65 = =57
J |5 4
x=Dx:D=(—38) H ("19)=2
y:Dy:D=(-5‘7) : (-19) = 3.

Kontroll nditab, et leitud arvupaar (2;3) tdepoolest rahul-
dab silisteemi.

Ulesandeid

1. Arvuta jargmised determinandid.

1) |3 ul 2)\-2 4 3)'2 -5! 4) [ m 2n!
2 1 3 =2 1 3 m n
5) | a b
a2 ab

Y19l =8..2F 7, 31:11..8) -mn. . 5) Q,

2. Kirjuta determinandi ta@hise abil jargmised avaldised.
WvRiesBas Buerl (@) i=ler 5 +ia 4 3) ab - cd
AR T D 6+ (-2) -9-7 2x + 3y
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4, HULKNURKADE SARNASUS
4.,1. Eelmdrkusi

Teema "Hulknurkade sarnasus" all kasitleme alljérgnevalt
m3ningaid lileminekuprogrammi 9, ja 10. teema kiisimusi, Teeme
kdigepealt mdned mirkused nende teemade Jpetamise jérjekorra
kohta,., Uleminekuprogramm kédsitleb esimese teemana sarnaseid
hulknurki ja teises jédrjekorras tdisnurkse kolmnurga lahenda-
mist., Sel juhul saab tédisnurkse kolmnurga joonelementide va-
heliste seoste (Pythagorase teoreem, Eukleidese teoreem,kdrgu-
seteoreem) tuletamisel toetuda kolmnurkade sarnasusele.Xwl aga
dpetaja peab otstarbekaks pidada kinni Spikukdsitlusest,mis md-
nevdrra erineb traditsioonilisest, siis v3ib ta seda muidugi
teha, Nii ithe kui teise kasitlusviisi Jjuures aga iihenduses kiir-
teiveoreemiga on vaja téiendavalt médrkida, et 3ige on ka selle
teoreemi poordteoreem: kui kaks sirget 18ikavad nurga haarasid
nii, et haaradel tekivad vdrdelised 13igud, siis need 18ikajad
on paralleelsed. Seda lauset on kerge tlestada vastuvditeli-
selt. Lause tundmist on vaja homoteetsuse kdsitlemisel.

4,2, Vektori korrutamine arvuga

Olgu vaja leida nditeks kolme vdrdse vektori summa 2+ a4+
P (joon, 45).

Kandes need vektorid jérjestikku iihele sirgele, on ilmne,
et otsitavaks summaks on uus vektor, mis on antud vektoritega
samasihiline, samasuunaline ja mille pikkus on 3 korda suurenmn
antud vektori pikkusest, s.t. 3 IE?L See vektor on arvu 3 ja
vektori ? korrutis, mis kirjutatakse kujul 3;. Seega E’ + ?+
+ -; = 3;.’.

Vektori 3§?vastandvektor on -3§t mida saab t8lgendada kui
vektori.?; vastandvektori 3-kordset (joon, 46). paneme jdllegi
tdhele, et vektori -3a pikkus on [=3| {3l = 3|—a.], ta on vekto-
riga.?fsamasihiline kuid vastandsuunaline,
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Samasugusel viisil t3lgendatakse arvu ja vektori korrutist
ka siis, kui antud arv ei ole naturaalarv. Uldiselt, kui k té&-
histab suvalist arvu, siis korrutis Ka on vektor, mis rahuldab

kolme tingimust:

a -

— __._a———-—ﬁ
—___ﬂ-—__’ P — _x
2 . e —

Joom. 45

1) vektor ka on samasihiline

»
vel_:)toriga ?,
-
2) |2l = {x|-1Z];
- - el
3) vektor ka on vektoriga a et 5 @
samasuunaline kui k > O A 2 * ! "
ja vastandsuunaline, kui b x
k <0, a
Kui k = 0, siis ka = O; niisamuti, I\ P

3
kui @ = 0, siis ka = 0. Joonisel NM
47 on nditeks kujutatud vektorid
> | —
2,5a ja -1,5a. Foom. ¥

Ulesandeid
e A S R
1, V8ta suvz_x’line vektor r ja joonesta vektorid 2r, =T, -3r,
- -
-1,5r, ér, -2,4r.

—>
2. V8ta kaks suvalist vektorit a jaT; ning leia joonise abil
o =P —

2+ 2b; 2a - 2b; -3a + 1,50,

3. Naita joonise abil, et kehtib v8rdus (m + n)a = ma + na,



4.3. Homoteetsus

Eespool 8ppisime tundma kujundite teisendamist, mille tule-
musel antud kujund q ja tema teisend q' osutusid ikka v3rdseteks.
Nad erinesid ainult oma asendi poolest teatavate kujundite suh-
tes, Alljérgnevalt Spime kujundit teisendama nii, et kujund ja
tema teisend pole vdrdsed, nad erinevad teineteisest oma m3&tme-
te poolest,

Olgu antud kujundiks q mingi kolmnurk ABC (joon., 48), V8ta-
me kolmnurga tasapinnal suvalise punkti O ning_gpogggtame vekto-
rid OA, OB ja OC, nii
et k8igil neil vekto-
reil on iihine algus-
punkt O ning iga vek-
tori I8pp-punktiks on
antud kolmnurga iiks
tipp. Korrutame iga
vektorit iihe ja sama
arvuga k (joonisel 48
on k = 2), saame uued
vektorid

i -
oC' = k - OC
el —
OB' =k - OB
— —>
OA' = ki« OA

Nii on punktid A, B ja C teisendunud vastavalt punktideks
A', B' ja C!'. Uhendades need punktid sirgl8ikudega, saame uue
kujundina q' kolmnurga A'B'C', Paneme esmalt tédhele, et kiirte-
teoreemi poordteoreemi pdhjal on kolmnurkade ABC ja A'B'C' vas-
tavad kiiljed (iihendavad vastavaid tippe) paralleelsed:

ABff A'B*, Bcl/B'c*, aAc//a'c'.

Nditame niilid, et kui v3tta kolmnurga ABC suvaline punkt,iit-
leme ¥ € BC, siis selle punkti teisend ¥', mis on vektori k .
13pp-punkt, asetseb kolmnurga A'B'C' vastaval kiiljel B'€' (joon.
48), T8epoolest, kui oletada, et X'#B'C', siis sasks 1ibi punk-
ti C' tdmmata kaks erinevat sirget, kumbki paralleelne 18iguga
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T7: iiks ¢. mddratud punktidega C' ja B', teine punktidega C' ja
®' ;.[ C'B', Sellest vastuolust tulenebki lause 3igsus. Nii ndeme,
et kujundi q mistahes punktil ¥ ja tema teisendil %' kujundis q'
on jérgmised omadused:

1) punktid = aa ¥' asetsevad iihel sirgel antud punktiga O;

2)015' k-Ox,ku.skonantudarv.

Egitatud tingimustel Geldakse, et kujund q' on homoteetne
kujundiga q., Teisendust (konstruktsiooni), millega saadakse an-
tud kujundist sellega homoteetne kujund, nimetatakse homoteet-
suseks. Punkti O nimetatakse homoteetsuskeskpunktiks, arvu k
homoteetsusteguriks. Homoteetsuskeskpunkti O ja teguri k and-
misega on homoteetsus mddratud, sest siis saab igale antud punk-
tile M leida talle vastava punki M', Kui antud punkt M ihtib
keskpunktiga O, siis loetakse see punkt homoteetseks iseendaga.

On kerge nidha (joon. 48), et kui on antud keskpunkt O ja
tegur k ja kui kujund q' on homoteetne kujundiga q, siis ka ku-
jund q on homoteetne kujundiga q', kus homoteetsusteguriks on
3

Kui tegur k > O, siis nimetatakse homoteetsust paripidi
seks, kui k < 0, siis vastupidiseks. J ooni_s_e} 49 on kuautatud
vaat__l}?idine_lffmoteetsus, kui k = =2, Siin OA' = -2OA OB = -ZOB
ja OC* = -20C.

Joon. 49 c’

Eespool kirjeldatud konstruktsioonidest tulenevad homoteet-
suse omadused:



1) Homoteetsuskeskpunkti lébiv sirge teisendub iseendaks,

iga muu sirge teisendub endaga paralleelseks sirgeks.

Selle lause Jigsus keskpunkti ldbiva sirge kohta tuleneb
homoteetsuse definitsioonist, iga muu sirge kohta aga kiirte-
teoreemi pdordteoreemist.

2) Iga nurk teisendub temaga v8rdseks nurgaks, sest vas-—
tavad nurgad on kas paralleelsete ja samasuunaliste haaradega
(péripidine homoteetsus) v8i paralleelsete ja vastassuunaliste
haaradega (vastupidine homoteetsus).

3) L3igu teisendi ja 18igu suhe on v3rdne homoteetsustegu-
ri absoluutvididrtusega.

Selle lause Jigsus tuleneb kiirteteoreemi jéreldusest
(8pik, 1k, 181). Homoteetsuse omadustest jdreldub, et kui on an-
tud mingi hulknurk ja sellega homoteetne teisend, siis nende
hulknurkade vastavad nurgad on v8rdsed ja kiiljed on v&rdelised.
Selliste omadustega hulknurki nimetatakse sarnasteks hulknur-
kadeks. Homoteetsete hulknurkade kohta Geldakse, et nad on sar-
nasusasendis ehk nad on perspektiivsarnased.Seepédrast nimeta-
takse homoteetsust ka sarnasusteisenduseks. See teisendus an-
nab antud hulknurgast kas suurendatud v8i vdhendatud "koopia".
Kui iliks kahest perspektiivsarnasest hulknurgast viia tasapin-
nal teise kohta, nditeks liikke abil (joon, 50), siis perspek-
tiivsarnasus (homoteetsus) kaob, jd&éb ainult sarnasus. Seega
siis sarnasus on lldisem m3iste kui homoteetsus: iga paar ho-
moteetseid hulknurki on sarnased, kuid iga paar sarnaseid hulle-
nurki pole homoteetsed.

Mérgime, et homoteetsete hulknurkade vastavad nurgad ja
kiiljed on kergesti mddratavad., Mittehomoteetsete sarnaste hulk-
nurkade korral pole see nii lihtne - vastavus tuleb siin kas
eraldi &ra ndidata v8i teatavate tingimuste pShjal mddrata.

Jéargnevalt on vaja teha harjutusi perspektiivsarnaste
hulknurkade joonestamise kohta ning siis asuda kolmnurkade sar-
nasuse tunnuste késitlemisele. RShutame, et  homoteetsuskesk-
punkti valik on sarnasusteisenduse korral iildiselt vaba - ta
v3ib asetseda vdljas- v8i seespool hulknurka, kuid ka hulknur-
ga kiiljel v3i tipus.
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Ulesandeid

1.

2.

3.

4.

Joonesta antud kolmnurgaga homoteetne kolmnurk, kui k = 1,5,
valides homoteetsuskeskpunktiks kolmnurga iihe tipu.

Kolmnurga kiiljed on 5 cm, 6 cm ja 3 cm, Joonesta selle kolm-
nurgaga homoteetne kolmnurk, kui k = 0,5 ja homoteetsuskesk-
punkt on kolmnurga sees.

Ristkiiliku kiiljed on 3 cm ja 4 cm, Joonesta selle ristkiili-
kuga homoteetne ristkiilik, kui k = -1,5. ja homoteetsuskesk-
punkt on ristkiiliku iihes tipus.

Nédita, et vastupidist homoteetsust keskpunktiga O ja teguri-~
ga k saab asendada paripidise homoteetsusega, mille keskpunkt
on O ja tegur -k, ning sellele jérgneva peegeldusega  punk-
tist O. V8ta antud kujundiks mingi kolmnurk ning homoteet-
susteguriks nditeks k = -1,5.



4,4, Kolmnurga sisenur olitaja omadus

Kehtiva programmi kohaselt 8pitakse kolmnurga sisenurga
poolitaja omadust tundma ainult ililesannete lahenduste kaudu.Uue
programmiprojekti jdrgi tuleb seda omadust kédsitleda teoreeti-
liste palade hulgas. Teeme meiegi seda.

Joonisel 51 on antud
kolmnurk ABC ja nurga A poo-
litaja AD., T8estame,et nur-
gapoolitaja jaotab poolita-
tud nurga vastaskiilje v&r-

deliselt selle nurga lé-
hiskiilgedega, S.0.
» AC _ AB
Ch =~ BD®

T8estuseks tBmbame
punktist C nurgapoolitajaga
paralleeli, mis 13ikub kiil-
Jje AB pikendusega punktis E.
Niiid on p8ik- ja kaasnurka-
de omaduse t3ttu

LECB = %
Jovn- 51 e 3}# /ECB = /CFA S
il

= AE = AC.

E

Kiirteteoreemi jérgi on

% = é% ehk %‘% = %%, m,0.t.t. °

Ulesandeid

1. L3ik BD on nurga B poolitaja kolmnurgas ABC. Arvuta:
1) 18igud AD ja DC, kui AB = 10 cm, BC = 15 cm ja AC = 20 cm;
2) kiilg BC, kui AD : DC = 8:5 ja AB = 16 cm;
3) kiilg AC, kui AB ¢ BC = 2:7 ja DC - AD = 1 cm.
V: 1) AD = 8 cm, DC = 12 cm
2) BC = 10 cm
3) AC = 1,8 cm.
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2. Kolmnurka ABC on joonestatud romb ADEF nii, et tipud D, E ja
F asetsevad vastavalt kiilgedel AB, BC ja AC. Arvuta 18igud
BE ja EC, kui AB = 14 om, BC.= 12 cm ja AC = 10 cm. .
Vs 7 cm, 5 cm.

4,5, Vektori pikkus koordinaatides

Pythagorase teoreemi rakendusena kdsitletakse vektori pikku-
se (mooduli) arvutamist, kui vektor on antud oma _Eoordinaatide-
ga. Jooniselt 40 selgub, et vektori AB pikkuse [ AB| arvutamine
tédhendab punktide A(x,‘;y,') Jja B(xz;yz) vahelise kauguse arvuta-
mist. Tédisnurksest kolmnurgast saame

B —
2 2
(48] = V 8,8,% + LB, -
Ilmselt on aga AB, = | x, - x4[ ja AB, = Yo = 34|« See-
pérast saame, et

(8] = VIxy - 4] 2 # [, = 7, enx
JaB) = V(x, - x)% + (7, - 390,

Niisiis, kahe punkti vaheline kaugus vdrdub ruutjuurega
nende punktide samanimeliste koordinaatide vahede ruutude sum-
mast.

Vahe X, - X, on aga vektori AB abstsiss ja vahe Yo =¥4 0n
sama vektori ordinaat. Seega v8ime delda, et vektori pikkus vdr-
dub ruutjuurega selle vektori koordineatide ruutude summast.

Ulesandeid
1. Arvuta punktide A(0;0) ja B(3;4) vaheline kaugus.
V3.5,

2. Arvuta punktide P(1;2) ja Q(3;-4) vaheline kaugus.
Vs 2y2.

3. Kolmnurga tippude koordinaadid on A(0;0), B(1;1) ja C(03;1).



Arvuta selle kolmnurga ilimbermddt.
v: 2 +Y2,

4, On antud nelinurk tippudega A(-3;2), B(2;4), C(3;-1) ja
D(-2;-3). Arvuta selle nelinurga iimbermddt ja diagonaalide
pikkused.

v: 2(y29 +V26), V65, 3f5.

— —
5. Leia vektorite r = (1;2) ja a = (=3;5) pikkused.
- —
v: [T =V5; [&]=V3s.
6. On antud vektorid @ = (3;4) ja® = (-6;-8). Arvuta vektori-
tea +b ;ia—; S pikkused.
- 53 A5

4,6, Trigonomeetriliste funktsioonide tabelid

Nii nagu teiste funktsioonide korral, kasutatakse edaspi-
di ka trigonomeetriliste funktsioonide jaoks 8, klassis V.Bra-
dise neljakohalisi tabeleid ilma paranduste veeruta (kuigi vii-
mased on trilkitud). Tabelite kasutamisel tuleb arvestada, et
tdiendusnurkade omaduse

sin(90° - x) = cosx

tan(90° - x) = cotx
t3ttu saab siinuse ja koosinuse viddrtused paigutada iihte ning
tangensi ja kootangensi vadrtused kokku te.se tabelisse,

Siinuse ja koosinuse tabel v&imaldab leida nende funktsi-
oonide vdirtusi vahemikus 0° kuni 90° iga 0,1° ehk 6' tagant.
Siinuse leidmiseks v8etakse tédiskraadid tabeli vasakpoolsest
veerust A ning minutid tabeli iilemisest reast., Vastava rea ja
veeru ristumiskohal on otsitav siinus, Nditeks sin56°24' =
= 0,8329. Koosinuse leidmisel v8etakse tdiskraadid tabeli pa-
rempoolsest veerust (mille all on A) ja minutid kdige alumi-
sest reast., Niiteks cos14°36' = 0,9677. Kui antud nurka ei ole
tabelis, siis tuleb ta ilimardada lédhima nurgani tabelis.Kui seal
on kaks nurka, mis m8lemad erinevad antud nurgast iihepalju,
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siis limardame antud nurga ikka iilespoole (liiaga). Nii saame
nditeks sin 20°8' ~ sin 20%' = 0,3437, sin 69°33' ~ sin 69°36%
= 0,9373, cos 25°41" ~ cos 25°42' = 0,9011. Kui tabelist nii
saadud funktsiooni védidrtused ei leia arvutuses enam kasutamist,
siis ilimardame nad kolme tiivenumbrini.

Funktsiooni antud védidrtuse jérgi nurga leidmiseks  tuleb
tabelist leida antud vddrtusele k8ige ldhem vddrtus (kui antud
vaartust tabelis tdpselt ei ole) ja vdtta sellele vastav nurk.

Néiteks, kui
sinx = 0,6845, siis x = 43%12',
sinx = 0,833, siis x = 56°24',
cosx = 0,921, siis x = 22°54'.

Tangensi ja kootangensi tabeli kasutamine on analoogiline,
védlja arvatud see erinevus, et argumendi viddrtustel 76° kuni
89°59' (1* xuni 14°) saab tangensi (kootangensi) vadrtusi lei-
da iga 1' tagant.

Mérgime, et iildreeglina tuleb 8. kl. védltida suurte tép-
suste "tagaajamist".

Juhime Spetaja tdhelepanu 1l8puks sellele, et nurga koo-
tangensi késitlemist uus programmiprojekt ette ei nde ja see-
t8ttu vdib ilileminekuprogrammis selle dpetamisest loobuda.
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