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Sissejuhatus

Olgu X Banachi ruum ning olgu p € [1,00). Oeldakse, et ruumi X elementide jada

) Px3
(z5) = ()52, on tugevalt p-summeeruv, kui ) [lz;|? < oo. Oeldakse, et jada (z;) on
=1

o0
norgalt p-summeeruv, kui iga z* € X* korral > |2*(z;)|" < oc.

j=1

Olgu Y Banachi ruum (iile sama korpuse, mis X) ning olgu ¢ € [1,00). Oel-
dakse, et pidev lineaarne operaator T: X — Y on (¢, p)-summeeriv, kui iga norgalt
p-summeeruva ruumi X elementide jada (z;) korral on (7T'z;) tugevalt g-summeeruv
jada ruumis Y, s.t operaator T teisendab noérgalt p-summeeruvad jadad ruumis X
tugevalt g-summeeruvateks jadadeks ruumis Y. Seejuures (p,p)-summeerivaid ope-
raatoreid nimetatakse ka p-summeerivateks operaatoriteks ning (1, 1)-summeerivaid
operaatoreid (ehk, teisisonu, 1-summeerivaid operaatoreid) absoluutselt summeeriva-
teks operaatoriteks. Osutub, et T on absoluutselt summeeriv parajasti siis, kui ta
teisendab ruumi X elementide jadad, mille liikmete rida on tingimatult koonduv,
ruumi Y elementide jadadeks, mille liikmete rida on absoluutselt koonduv. Kirjan-
duses nimetatakse (g, p)-summeerivaid ja p-summeerivaid operaatoreid sageli ka vasta-
valt (q, p)-absoluutselt summeerivatesks (voi ka absoluutselt (q, p)-summeerivateks) ja

p-absoluutselt summeerivateks (voi ka absoluutselt p-summeerivateks) operaatoriteks.

Absoluutselt summeerivad operaatorid hakkasid kirjanduses esile tousma 1950nda-
tel aastatel. A. Dvoretzky ja C. A. Rogers tdestasid artiklis [DR], et igas lopmatu-
mootmelises Banachi ruumis leidub tingimatult koonduv rida, mis et koondu abso-
luutselt. Teisisonu iitleb Dvoretzki-Rogersi teoreem, et lopmatumodtmelise Banac-
hi ruumi iihikoperaator pole kunagi absoluutselt summeeriv. A. Grothendiecki
Résumé [G] sisaldab tulemuse, mis vdidab implitsiitselt, et iga pidev lineaarne ope-
raator ¢; — {5 on absoluutselt summeeriv. p-summeeriva ja (g, p)-summeeriva operaa-
tori moisted t6id 1960ndatel aastatel sisse vastavalt A. Pietsch [P] ja B. Mitjagin ja
A. Pelezyriski [MP].

Kaéesoleva bakalaureusetoé eesmérk on tutvuda, iihelt poolt, absoluutselt sum-
meerivate operaatorite ja, teiselt poolt, vektormootude alaste pohimoistetega. Neid
kahte teemaderingi iihendab absoluutselt summeerivate operaatorite kirjeldus ruu-
mil B(F): pidevad lineaarsed operaatorid ruumil B(F) esituvad integraalina tokestatud
vektormootude jargi, kusjuures absoluutselt summeerivad operaatorid esituvad integ-

raalina tokestatud variatsiooniga vektormoéotude jérgi.

Bakalaureusetoo on referatiivne, toetudes monograafiate [DJT] ja [DU] vastavatele
osadele. T60s vaatluse all olev materjal on nimetatud allikates viga lakooniliselt esi-

tatud, toestused kas iildse puuduvad (seda tavaliselt niisugusel juhul, kui tdestuseks



on definitsioonist ldhtuv vahetu kontroll) véi piirduvad sageli ainult ndpuniidetega
(a la “tGestus on vahetu, kui 6iges kohas rakendada teoreemi kinnisest graafikust”)
voi viitega sarnase ideega toestusele. T66 autori iilesandeks oli esitada koigi tulemuste

iiksikasjalikud toestused.
T66 koosneb kolmest paragrahvist.

Esimeses paragrahvis on vilja toodud funktsionaalanaliiiisi pohikursus(t)esse kuu-
luv materjal, mille valdamisel on votmeroll jirgnevate osade moéistmisel. Siia kuuluvad,
esiteks, Minkowski vorratus, Baire’i teoreem, Zabreiko lemma ja teoreem kinnisest graa-
fikust. Lisaks kirjutatakse operaatorite laiendamisest, esitatakse Hahn—Banachi teo-
reemi jareldust piisavast arvust funktsionaalidest ning kirjeldatakse kompleksse pideva

lineaarse funktsionaali ja tema reaal- ja imaginaarosa vahekorda.

Teises paragrahvis tutvutakse (g, p)-summeerivate operaatoritega. Selle paragrahvi
esimeses kahes punktis veendutakse vastavalt, et tugevalt ja norgalt p-summeeruvate
jadade ruumid £,(X) ja £;’(X) on Banachi ruumid. Kolmandas punktis tuuakse sisse
(¢, p)-summeeriva operaatori moiste, niidatakse, et (g, p)-summeerivate operaatorite
ruum II, ,(X,Y) on Banachi ruum ja toestatakse oluline tarvilik ja piisav tingimus ope-
raatori (g, p)-summeerivuseks. Neljandas punktis niidatakse, et pidev lineaarne ope-
raator on absoluutselt summeeriv parajasti siis, kui ta teisendab tingimatult koonduvad

read absoluutselt koonduvateks ridadeks.

Kolmas paragrahv kéasitleb vektormootusid ja pidevaid lineaarseid operaatoreid
ruumil B(F). Esimeses punktis veendutakse, et B(F) on Banachi ruum. Teises punk-
tis tuuakse sisse vektormoddu moiste ning uuritakse tema variatsiooni ja poolvaria-
tsiooni omadusi. Kolmandas punktis defineeritakse integraal [ fdF funktsioonist
f € B(F) tokestatud vektormoodu F': F — X jérgi ja ndidatakse, et pidevad line-
aarsed operaatorid B(F) — X voib samastada selliste vektormootudega: iihelt poolt,
iga tokestatud vektormoddu F: F — X korral on Tr: B(F) 2 f — [fdF € X
pidev lineaarne operaator; teiselt poolt, iga pideva lineaarse operaatori T: B(F) — X
korral leidub iiheselt méaratud tokestatud vektormoot F: F — X nii, et T = Tk, see-
juures operaatori T norm ||T'|| on vérdne poolvariatsiooniga || F'||(€2). Neljandas punktis
toestatakse, et absoluutselt summeerivad operaatorid on selle skeemi jédrgi samasta-
tavad tokestatud variatsiooniga vektormootudega, kusjuures absoluutselt summeeriva
operaatori T: B(F) — Y norm m(T) absoluutselt summeerivate operaatorite ruu-

mis II(B(F),Y) on teda esitava vektormoodu tdisvariatsioon |F|(€).

Koikjal selles t60s on K iiks korpustest R voi C.



Arvu o € K mdrk sign a defineeritakse vordusega

1, kui a=0;
sign o :=
& i, kui a0 # 0.
|l
o}

Selle definitsiooni jargi o = | sign a ja seega |a| = — .
sign

Olgu X normeeritud ruum (voi, erijuhuna, Banachi ruum) iile korpuse K.

Siimbolid B(a,r) ja Bx tihistavad vastavalt kinnist kera ruumis X keskpunkti-

ga a € X jaraadiusega r > 0 ja ruumi X kinnist tihikkera, s.t
B(a,r):={z € X: |z —a| <r}

ja
Bx :=B(0,1)={z € X: |z|| < 1}.

Kui Y on normeeritud ruum (iile sama korpuse, mis X), siis siimbol £(X,Y") tdhistab

pidevate lineaarsete operaatorite X — Y normeeritud ruumi normiga

|T[] = sup (|Tz||, T € L(X,Y).
rEBx
Meenutame, et kui X # {0}, siis £(X,Y) on Banachi ruum parajasti siis, kui Y
on Banachi ruum (vt nt [OO, lk 124 ja 125]). Ruumi X kaasruum X* on pidevate
lineaarsete funktsionaalide X — K ruum, s.t X* = £(X,K); norm kaasruumis X* on
niisiis defineeritud vordusega
v*(x)

|l=*|| = sup , e X"

CCEBX

Olgu Q # 0.

Funktsiooni f: Q — K absoluutvidrtus ehk moodul |f|: Q@ — R defineeritakse
loomulikul viisil:

, w e Q.

flw) =[f(w)

Funktsiooni f: € — C reaal- ja imaginaarosa Re f,Im f: © — R defineeritakse

loomulikul viisil:

(Re f)(w) = Re(f(w)) ja (Im f)(w) = Im(f(w)), w € Q.

Edasises jiatame avaldistes Re f(w) ja Im f(w) téiendavad sulud panemata, sest

soltumata nende asukohast on avaldise tdhendus sama.



§ 1. Vajalikud eelteadmised ja abitulemused

Selles paragrahvis esitame moned definitsioonid ja teoreemid, mida me vajame t66
jargmises osas. Neist enamiku, mis kuulub funktsionaalanaliiiisi pohikursusesse, esita-

me ilma toestuseta.

1.1. Minkowski vorratus

Lemma 1.1 (Minkowski vorratus). Olgu 1 < p < oo ning olgu a;; > 0, 4,5 € N. Siis

mis tahes m,n € N korral

o (5 E)) <% (5)
o (5 () ) <% (%)
;

o (EE)) E(E)

TOESTUS. (a) on tdestatud opikus [OO, 1k 11-12].
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(b). Vorratuse (a) pohjal mis tahes m € N korral
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(c). Vorratuse (a) pohjal mis tahes m,n € N korral

n m p % m n % m 8] 112
(&) ) %5 <% (5)
j=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 =1

Piirprotsessis m — oo saame siit, et iga n € N korral
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1.2. Tarvilik ja piisav tingimus normeeritud ruumi tiielikkuseks

.. S

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et rida ) z; normeeritud ruumis X on absoluutselt koon-
i=1

duv, kui tema litkmete absoluutvaartuste (arv)rida koondub, s.t

(o,
> lail| < oo
=1

Tohus tooriist normeeritud ruumi téielikkuse toestamiseks on

Teoreem 1.2 (vt nt [OO, 1k 96]). Normeeritud ruum on Banachi ruum parajasti siis,

kut temas iga absoluutselt koonduv rida koondub.

1.3. Baire’i teoreem. Zabreiko lemma. Teoreem kinnisest

graafikust

Sellest punktis tutvustatavatest tulemustest olulisemate — Zabreiko lemma ja teoreemi

kinnisest graafikust — toestused toetuvad Baire’i teoreemile.

Teoreem 1.3 (Baire'i teoreem; vt nt [OO, 1k 33]). Kui mittetihi tdielik meetriline
ruum avaldub kinniste hulkade loenduva iihendina, siis vahemalt tiks nendest hulkadest

sisaldab mingit kera.

Definitsioon 1.2. Olgu X vektorruum. Poolnormiks ruumis X nimetatakse funk-

tsiooni p: X — R, mis rahuldab tingimusi
p(Az) = [Alp(z), AeK, zeX;

2° plz+2) <px) +p(z), zzeX.

Definitsioon 1.3. Olgu X normeeritud ruum. Oeldakse, et poolnorm p: X — R on
tokestatud, kui leidub arv M > 0 nii, et

p(r) < M||z|| iga z € X korral. (1.1)

Poolnormi tokestatuse kontrollimisel osutub tihti kasulikuks jéargnev lemma.

Lemma 1.4. Poolnorm p normeeritud ruumis X on tokestatud parajasti siis, kui ta

on tokestatud mingis kinnises keras, s.t leiduvad a € X, r > 0 ja M > 0 nui, et

p(z) < M igaz € B(a,r) korral. (1.2)



TOESsTUS. Tarvilikkus. Olgu poolnorm p tokestatud, s.t leidub arv M > 0 nii, et keh-
tib (1.1). Niitid ||z]| < 1 korral

s.t poolnorm p on tokestatud ruumi X kinnises iihikkeras.

Piisavus. Olgu p tokestatud mingis kinnises keras, s.t mingite a € X, r > 0 ja
M > 0 korral kehtib (1.2). Kui z € B(0,r), siis a + z € B(a,r), jarelikult

p(z) =pla+z—a) <pla+z)+pla) <M+p(a) =: L.

Niitid mis tahes x € X\{0} korral HT—Hx € B(0,r), seega
x

r

mp(x) =p (ﬁx) <L

L
< —lzf|.
p(z) < ~lal

ehk

Kuna saadud vorratus kehtib ka = 0 korral, siis poolnorm p on tokestatud. O

Definitsioon 1.4. Olgu X normeeritud ruum. Oeldakse, et poolnorm p ruumis X on

loenduvalt pooladitiivne (ehk loenduvalt subaditiiune), kui mis tahes ruumi X elemen-

o0
tide koonduva rea »_ zj, korral
k=1

Koige tohusam tooriist poolnormi tokestatuse tdestamisel on tavaliselt

Lemma 1.5 (Zabreiko lemma; vt nt [OO, 1k 132]). Loenduvalt pooladitiivne poolnorm

Banachi ruumal on tokestatud.

Definitsioon 1.5. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Operaatori T: X — Y graa-
fikuks nimetatakse otsekorrutise X x Y = {(z,y): x € X,y € Y} alamhulka

{(z,Tx) e X xY: z € X}.

Meenutame, et kui X ja Y on normeeritud ruumid, siis otsekorrutis X x Y on

normeeritud ruum jargmise normi suhtes:

[z, )| = = + lyl,  (2,y) € X x Y.



Tohus tooriist lineaarse operaatori pidevuse kontrollimisel on

Teoreem 1.6 (teoreem kinnisest graafikust; vt nt [OO, 1k 148]). Olgu X ja Y Banachi
ruumid ning olgu T: X — Y lineaarne operaator. Operaator T on pidev parajasti siis,

kut tema graafik on kinnine hulk ruumis X xY.

Tarvilikkus teoreemis kinnisest graafikust on iisna ilmne. Selle teoreemi tegelik
tahtsus seisneb piisavuses, mille kohaselt lineaarne operaator T' Banachi ruumist X

Banachi ruumi Y on pidev, kui kehtib implikatsioon

zoxeX,ieN, yeVY, v, —x, T, — vy — Tx=vy.
71— 00

1—00

1.4. Operaatorite laiendamisest. Teoreem piisavast arvust

funktsionaalidest

Olgu X ja Y mingid mittetiihjad hulgad ning olgu X, hulga X mittetiihi alamhulk.

Definitsioon 1.6. Oeldakse, et kujutus T: X — Y on kujutuse Tp: Xy — Y jitk
(ehk laiend) (hulgale X), kui

Tr ="Tyr iga x € X, korral.

Sel juhul 6eldakse ka, et kujutus Ty on kujutuse 1" ahend alamhulgale X ja kirjutatakse
T’Xo == To.

Konkreetsemalt, kui sellised Xy, X ja Y on normeeritud ruumid ja 7p: Xg — Y
on pidev lineaarne operaator, siis iildjuhul ei tarvitse operaatoril Ty leiduda pidevat
lineaarset jatku ruumile X. (Koige tavalisem néide sellisest olukorrast on juht, kus
Xo =Y =cy, X =l jaTy = I, on ruumi ¢, ithikoperaator, vt nt [M, jareldus 3.2.21].)

Kui selline pidev lineaarne jatk 7" on olemas, siis

IT[| = sup [Tzl| = sup [|Tz| = sup |[Toz|| = [[Toll,
z€Bx z€Bx, z€Bx,

s.t operaatori jatkamisel tema norm ei kahane. Seejuures, isegi siis, kui operaatoril T
leidub pidev lineaarne jatk ruumile X, voib juhtuda, et tema iga jitku T € L(X,Y)
korral ||T|| > ||To]|, s.t operaatorit Ty pole voimalik jitkata normi siilides. (Koige
tavalisem néide sellisest olukorrast on juht, kus Xog =Y = ¢y, X = cja Ty = I, on
ruumi ¢, ithikoperaator: kui 7' € L(c, ¢g) on selline, et T'|., = I, siis [|T]| > 2> 1 =
I l]; vt nt [W, {ilesanne 111.6.22, (b)].)

Jargnevalt esitame kaks ndidet olukordadest, kus pideva lineaarse operaatori pi-

dev lineaarne jatkamine normi séilides on alati voimalik. Esimene neist on juht, kus



alamruum X, on kéikjal tihe ruumis X, s.t X, = X, ning sihtruum Y on Banachi

ruum, s.t Y on téielik.

Teoreem 1.7 (vt nt [OO, lk 149]). Olgu X normeeritud ruum, olgu Y Banachi ruum
ning olgu Xo ruumi X koikjal tihe alamruum. Siis igal operaatoril Ty € L(X,Y)
eksisteerib parajasti tiks pidev jitk T: X — Y. See jitk on lineaarne, s.t T € L(X,Y);

seejuures ||T| = ||To]|-

Teine naide olukorrast, kus pideva lineaarse operaatori pidev lineaarne jatkamine
normi séilides on alati voimalik, on juht, kus operaatori sihtruum on arvude ruum K,

s.t operaatorid on pidevad lineaarsed funktsionaalid.

Teoreem 1.8 (Hahn-Banachi teoreem; vt nt [OO, lk 165]). Olgu X, normeeritud

ruumi X alamruum ning olgu g € X. Sis leidub f € X* na, et
flxo =9 Ja |IfI=lgl-

Kaéesolevas t60s ldheb meil vaja jargnevat jéreldust Hahn—-Banachi teoreemist.

Teoreem 1.9 (teoreem piisavast arvust funktsionaalidest; vt nt [OO, 1k 170]). Olgu
X # {0} normeeritud ruum. Siis iga x € X korral leidub funktsionaal f € X* nii, et

IfIl =1 ja f(x) = lz|.

1.5. Kompleksse pideva lineaarse funktsionaali reaal- ja

imaginaarosa

Olgu X kompleksne vektorruum (s.t vektorruum iile korpuse C). Siis X on loomulikul
viisil tolgendatav reaalse vektorruumina, defineerides seal liitmise ja reaalarvuga korru-
tamise nagu kompleksse ruumi X puhul — kompleksarvude korpus sisaldab reaalarvude
korpuse, seega on elemendi korrutamine reaalarvuga ruumis X defineeritud. Ruumi X,
tolgendatuna sel viisil reaalse ruumina, nimetatakse (kompleksse) ruumiga X asso-
tsieeruvaks reaalseks (vektor)ruumiks ja tahistatakse siimboliga Xg. Rohutame, et kui
X # {0}, siis ruumid X ja Xg on algebralises méottes erinevad: néiteks kui x # 0,
siis elemendid x ja ix on ruumis X lineaarselt soltuvad, ruumis X aga lineaarselt

soltumatud.

Oeldakse, et funktsionaal g: X — R on reaal-lineaarne, kui mis tahes z,y € X ja

o € R korral
1° g(x +y) = g(z) +9(y),
2° g(az) = ag(z).

10



Teisisonu, reaal-lineaarseteks funktsionaalideks komplekssel vektorruumil X nimeta-

takse lineaarseid funktsionaale assotsieeruval reaalsel ruumil Xp.

Lineaarseid funktsionaale X — C nimetame edaspidi ka kompleks-lineaarseteks

funktsionaalideks.

Kui X on normeeritud ruum, siis ka Xk on normeeritud ruum sama normi suhtes.
(Juhime téhelepanu, et meetriliste ruumidena on X ja X identsed, kuid normeeritud

ruumidena juhul X # {0} mitte, sest nad on vektorruumidena erinevad.)

Jargnevad lause (mida kasutab ka iilaltoodud Hahn-Banachi teoreemi tdestus
komplekssel juhul) ja jareldus selgitavad pideva kompleks-lineaarse funktsionaali ning

tema reaal- ja imaginaarosa vahekorda.

Lause 1.10 (vt nt [M, lause 1.9.3]). Olgu X kompleksne vektorruum.

(a) Olgu f: X — C kompleks-lineaarne funktsionaal. Siis Re f: X — R on reaal-

lineaarne. Seejuures

f(z) = Re f(z) —iRe f(iz) iga x € X korral.

(b) Olgu u: X — R reaal-lineaarne funktsionaal. Siis leidub parajasti iks kompleks-

lineaarne funktsionaal f: X — C nii, et uw = Re f. Seejuures

f(z) =u(z) —iu(iz) igax € X korral.

(¢) Olgu X normeeritud ruum ning olgu f: X — C kompleks-lineaarne funktsionaal.
Siis f € X* parajasti siis, kui Re f € Xj. Seejuures || f|| = || Re f]].

Jareldus 1.11. Olgu X kompleksne vektorruum.

(a) Olgu f: X — C kompleks-lineaarne funktsionaal. Siis Im f: X — R on reaal-

lineaarne. Seejuures

f(z) =Tm f(ix) + iIm f(x) dga xz € X korral.

(b) Olgu v: X — R reaal-lineaarne funktsionaal. Siis leidub parajasti iks kompleks-

lineaarne funktsionaal f: X — C nii, et v=1Im f. Seejuures

f(z) =v(iz) +iv(z) igax € X korral.

(¢) Olgu X normeeritud ruum ning olgu f: X — C kompleks-lineaarne funktsionaal.

Siis [ € X* parajasti siis, kui Im f € Xj. Seejuures ||f|| = || Im f]].

11



TOESTUS. (a). Ilmselt —if: X — C on kompleks-lineaarne funktsionaal, kusjuures
iga z € X korral

Re(—if)(z) = Re(—iRe f(z) + Im f(z)) = Im f(x).

Lause 1.10, (a), pohjal Im f = Re(—if): X — R on reaal-lineaarne funktsionaal; see-

juures iga z € X korral
—if(x) = Re(—if)(z) —iRe(—if)(ix) = Im f(z) — iIm f(iz),

millest f(z) = Im f(iz) +iIm f(z).

(b). Kui f: X — C oleks kompleks-lineaarne funktsionaal, mille korral v = Im f,

siis viite (a) pohjal
f(z) =Im f(ix) + iIm f(z) = v(ix) + w(x),

jarelikult saab niisuguseid funktsionaale f olla iilimalt iiks. Niisiis jadb veenduda sellise
f olemasolus. Selleks paneme téhele, et lause 1.10, (b), pohjal leidub kompleks-lineaarne
funktsionaal g: X — C, mille korral v = Re g. Niiiid ilmselt ka f :=ig: X — C on

kompleks-lineaarne funktsionaal, kusjuures Im f = Im(ig) = Reg = v.

(c). Viite (a) toestuses panime téhele, et Im f = Re(—if). Seega saame lau-
se 1.10, (c), pohjal, et

feX" < —ifeX" <= Re(—if)eXyz <<= ImfeXg
Seejuures, jillegi lause 1.10, (c), pohjal

1= 1= i1l = |[Re(=i )l = I T f].
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§ 2. Absoluutselt summeerivad operaatorid

Koikjal selles paragrahvis on X Banachi ruum iile korpuse K ning 1 < p < oc.

2.1. Tugevalt p-summeeruvate jadade ruum £,(X)

Definitsioon 2.1. Oeldakse, et ruumi X elementide jada (z;) = (zj)32, on tugevalt

o0
> Nl < oo
j=1

p-summeeruv, kui

Koigi tugevalt p-summeeruvate (ruumi X elementide) jadade hulka téhistatakse
stimboliga £57"9(X) voi ka lihtsalt £,(X). On ilmne, et £,(X) on loomulike tehete

suhtes vektorruum, s.t ta on kinnine liitmise ja arvuga korrutamise suhtes.

Toepoolest, olgu (), (z;) € ,(X) ja A € K. Kahe jada liitmine tdhendab vasta-
vate komponentide liitmist, s.t (x;) + (2;) = (z; + z;). Minkowski vorratusest jéreldub,

et <$j'+'2j) € gp()()i

p

[ee] oo p
D Mg+ 2l <Y (lzsll + lz)” = (Z 51l + 112311) )
j=1 j=1 j=1

p

1 1
o] P o] P
< (E ||rcj||p) +<§ ||zj||”) < o0.
j=1 7j=1

Jada arvuga korrutamine tdhendab jada iga litkme korrutamist selle arvuga, s.t
A(xj) = (Az;). Néitame, et (Az;) € £,(X):

Z [ Az = Z APl " = |A|”Z " < o0

7j=1

Lause 2.1. /,(X) on Banachi ruum jdrgmise normi suhtes:

- (Z ||xj||p) @) ehX),

50 P
TOESTUS. On ilmne, et suurus | > ||z;||” | on loplik. Néitame, et || - ||, on norm

ruumis £,(X). Selleks on vaja kontrollida normi aksioomide kehtivust.
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Olgu (z;), (z;) € £,(X) ja A € K. Siis

1
1° @), =0 <Z ||$j||”> =0 ) |zl =0& |z’ =0, jeN
j=1

j=1

& |jll=0, jeNs 2, =0, je N (z;) =0
2 |\, = (f HijHp>p - (gwuxjnp)p = (\A\pguxjup)p
= I\ <fj a:jp); = [l
2 (@) + )|, = <i I, +sz); < (fj(nxjn T zj)p>;

< (Z H%’Hp> g (Z ”ZJHP> . [, + [, -

Jadb niidata, et ruum £,(X) on téielik. Selleks kasutame teoreemi 1.2. (Ruu-
mi £, (X) taielikkuse toestus, mis toetub vahetult tdielikkuse definitsioonile, on esitatud
méarkuses 2.1.)

Olgu > (2%) = > (2%)32, absoluutselt koonduv rida ruumis £,(X), s.t

j=1
=1 i=1
[e'e) o) 0o %
Sl =3 (S laitr) " <o
i=1 i=1 Nj=1

Veendumaks, et ruum /¢,(X) on téielik, piisab teoreemi 1.2 pohjal néidata, et ri-

da >~ (z%) koondub ruumis £,(X). Selleks paneme téhele, et iga j € N korral

=1
> - > 1 X /= . 5
Sl = S (1) < Z(Z ||xz||p) <,
i=1 i—1 i=1 “k=1

s.t rida ) :zc; on absoluutselt koonduv, seega ruumi X téielikkuse tottu teoreemi 1.2
i=1

pohjal rida )~ % koondub ruumis X. Ruumi £,(X) téielikkuseks jéiab niidata, et
i=1

(i x]) € 0,(X), kusjuures ;il(ac;) - (i x]> ruumis £,(X).

i=1 i=1
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o ||P
>

i=1

Veendumaks, et (Z xl> € (,(X), piisab niidata, et >

J .
J=1

VB <SG -

J=1 Jj=1

b

]
2.
J
i=1

“

Veendume, et Z( ') = ( 9[:3) ruumis £,(X). Olgu n € N; siis

1

(&)l -|E)- G- (Z.2)]
=1 =1 =1 =1 i=n+1
0 [ee} ‘p % S o0 ] p %
-y ) <(2(3 1))
j=1i=n41 j=1 Ni=n+1
<y (Zux H”) —0,
i=n+1
sest koonduva rea jéadkliige koondub nulliks. O]

Lause 2.2. Olgu x = (1;);2,,2" = (25)32, € 4,(X), i € N, sellised, et 2* — x

J 1 1—00

L ruumis X . Teisisonu, koonduvusest
l—)OO

ruumis £,(X) jareldub koordinaaditi koonduvus.

ruumis €,(X). Siis iga j € N korral '

TOEsTUS. Mis tahes j € N korral

=

25 — 5]l < (lexk—wk!|p> = [la" = 2], — 0,
1—00

seega x — Tj. O]

1—00

Mirkus 2.1. Esitame ruumi £,(X) téielikkuse toestuse, mis toetub vahetult téielikkuse

definitsioonile, s.t néitame, et iga Cauchy jada ruumis ¢,(X) koondub.

Olgu (z)22, = ((«%)2 1)Z , Cauchy jada ruumis £,(X). Siis mis tahes ¢ > 0 korral
leidub N, € N nii, et

D =

o0
ik>N. = Hw"—w’“sz(Zuwé—wﬂlp) <&
j=1
seega

k>N, = ) |l —afP < (2.1)

Jj=1
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Eelnevast implikatsioonist jareldub, et iga 7 € N korral

ik>N. = |- xf“ <,
seega jada (3:3);'21 on Cauchy jada Banachi ruumis X ja ta koondub mingiks elemen-
diks z; € X. Naitame, et x = (2;)52, on jada (2');2, piirvidrtus ruumis £,(X). Tingi-

musest (2.1) jareldub protsessis k — oo, et

Jun

P

o0
i>N, — (Zux;—xjw’) <e,
j=1

sest tingimuse (2.1) pdhjal iga m € N korral

m
k>N, = ) |k -2k <e,
j=1

millest protsessis k — oo jareldub implikatsioon

m
i>N. = Y |laf P <en
j=1

millest piirprotsessis m — oo jéreldub implikatsioon

(o]
i>N. o= ) |l —alr<en
j=1

Jarelikult, esiteks, 2° —x = (2} — x;) € £,(X) ning seega ka = ' — (2" — x) € £,(X),
ning, teiseks, ||z* — x|/, < ¢, kui ¢ > N.. Kuna ¢ > 0 oli suvaline, siis jada (z%)%2,

koondub elemendiks = ruumis £,(X).

2.2. Norgalt p-summeeruvate jadade ruum E;”(X )

Definitsioon 2.2. Oeldakse, et ruumi X elementide jada (z;) on nérgalt p-summeeruv,
kui iga * € X* korral

[e.o]

2

j=1

x*(xj)‘p < 00.

Koigi norgalt p-summeeruvate (ruumi X elementide) jadade hulka téhistatakse
siimboliga £2°** (X') voi ka lihtsalt £ (X). On ilmne, et £¥(X) on vektorruum loomulike

tehete suhtes.

Téepoolest, olgu (z;),(z;) € £/(X), olgu A € K ning olgu z* € X*. Esiteks,
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(ZUj) + (Z]) = (.Tj + Zj) € g;)(X), sest

Z|x*(:cj+zj)|p22|x z;) + 2*(2)] Z 2" ()| + |2*(2;)])"
j=1 J=1

p

- (Z(W(w . |x*<zj)|)">p

(. *<xj>|”)p+<2\x*<zj>|p>p < oo

teiseks, A(z;) = (Ax;) € £;(X), sest

Sl )l = S APl = Y [o )

N

Lause 2.3. (;(X) on Banachi ruum jirgmise normi suhtes:

el = sup ( *m-np)p, (4) € (X),

IE*GBx* ]:1
TOEsTUS. Koigepealt tuleb nédidata, et
(o) iga (z;) € £;(X) korral H(:L‘])H;} < 00.

Selleks kasutame teoreemi 1.6 kinnisest graafikust. (Alternatiivseid meetodeid véite (o)

toestuseks on demonstreeritud mérkuses 2.2.)

Olgu (z;) € £, (X). Defineerime operaatori T': X* — {,, vordusega
Tz = (z*(z;)), 2*€ X"

Veendumaks, et H(x])”;f} < oo, piisab néidata, et 7' € L£(X*,¢,), sest sel juhul operaa-

tor T" on tokestatud, seega

1
[(z5)]]) = sup ( *(Ij)}p> = sup ||(2"(z;))], = sup [ T2"|| = [T < oo.
T %

T*EBx* =1 T*EBx*

Operaator T' on korrektselt defineeritud ja lineaarne. Toepoolest, kui z* € X*, siis

Ta* = (z*(x;)) € Ly,

(xj)’p < 00. Operaator 7" on lineaarne, sest mis tahes
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x*, 2" € X* ja A € K korral

1° T(* +2%) = (=" + 2)(25)) = (2% (z)) + 2" (z5)) = (2%(z;)) + (z*(z))
=Tx*+Tz%
2° T(\z*) = (Az*(z;)) = Ma*(z;)) = ATz™

Operaatori T pidevuse toestuseks kasutame teoreemi 1.6 kinnisest graafikust.
Koondugu jada (z7)°, elemendiks z* ruumis X* ning koondugu jada (Tz})2, =
((a:;"(x]))jil> elemendiks y = (y;)32; ruumis ¢,. Operaatori T' pidevuseks piisab

=1/i=1
nédidata, et Tz* = y, s.t (x*(a:]))jil = (yj)52, st iga j € N korral z*(z;) = y;. Olgu
j € N. Uhelt poolt, kuna z; —— x*, siis

1—>00

z(zj) —— 27 (z5).

1—>00

Teiselt poolt, kuna koonduvusest ruumis ¢, jireldub koordinaaditi koonduvus, siis

;i (1) — y;.

1—00
Piirvédrtuse tithesuse tottu z*(x;) = y;, nagu soovitud.
Oleme néaidanud, et H(:cJ)H: on loplik.

Niitid tuleb veenduda, et || - || on tdepoolest norm ruumis £;(X). Kontrollime

normi aksioomide kehtivust. Olgu (z;), (z;) € £ (X) ning olgu A € K. Siis

1° H(:BJ)”;U =0< sup (Z x*(:rj)|p> =0« (Z x*(xj)‘p) =0, 2" € Bx-

T*EBx* j=1 j=1

&Y |o(x;)| =0, 2" € Bx- & [2"()|" =0, 2" € Bx-, j €N
j=1

& :L‘*(l’])’ =0,2"€Bx«,jeN&z; =0, jeN
9° HA(@)HZ = sup (Z x*(,\xj)|p> = sup <Z|)\|p gj*(aj]-)‘?)
T*EBx* =1 T*EBx* =1
1
— )\ * p
A s (Zl ) )
= AL )l
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37 |[(a5) + ()|, = sup <Z "(; +Zg)|p>
T*EBx* =1
1
oo * » p
= <Z| w'() )
1
oo P
< sup (Z |27 ()] + | (%)l)p>
z*EB x* j=1
1 1
[e%¢] P o0 P
< sup [( ) ( *(Zj)‘p>
T*EBx* 1 =1
oo . [0.9] .
g * * p
2 (le ) ) s (Z o) )
= [l + G-
Jadb ndidata, et ruum £;(X) on normi || - | suhtes taielik. Selleks kasutame

teoreemi 1.2. (Ruumi £ (X) téielikkuse toestus, mis toetub vahetult tiielikkuse defini-

tsioonile, on esitatud mérkuses 2.3.)

Olgu > (2%) = >-(2%)52, absoluutselt koonduv rida ruumis £(X), s.t
i=1 i=1

1

0 0 )

Z”(:L‘;)Hw Z sup <Z|x*(:c;)|p> < 00.
i=1 S SR

Veendumaks, et ruum /,(X) on téielik, piisab teoreemi 1.2 pohjal naidata, et ri-

da ;(xé) koondub ruumis £;(X). Selleks paneme téhele, et iga j € N korral

f:||x§||Zixs%i*<x*(x§)|p>; Z sup (Z\x ); < o0,

i—1 TTEBx~

o0
s.t rida > x’; on absoluutselt koonduv, seega ruumi X téielikkuse tottu teoreemi 1.2
i=1

pohjal rida )~ 2% koondub ruumis X. Ruumi £7(X) téiclikkuseks jdiab niidata, et
i=1

(Zzl x;) € ()(X), kusjuures Zzzl(m;) = <Zzl xé) ruumis £/ (X).

o0

Fikseerime vabalt z* € X*. Veendumaks, et (Z x;) € (¥ (X), piisab ndidata, et

i=1
oo
* 7
T E ZE]-
i=1

p p

< 00!

(e 9]

2.

Jj=1
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3=

Dl

=1

" p); (3 I*@.))p); <S(Sper) <

>

J=1

Veendume, et ) (2%) = (z xé) ruumis £ (X):

i=1 =1

00 n w 00 n w 00 w
(32) -] =) () (3)| -1 (2 )
i=1 i=1 P i=1 i=1 p i=n+1 p
0 00 P % 00 e P
o (S ) - (3] 3 )
z*EB (jl Pt wreBxe \ o7 1,50

< sup (i(f x*(xm)p)? w3 ( )

T*EBx* T*EBx*

j=1 Ni=n+1 i=n+1
o0 o0
N
< S w (Swwr) = S et o
i—nt1 7 E€Bx \ 241 i=n-+1
sest koonduva rea jiadkliige koondub nulliks. O

Lause 2.4. Olgu x = (z;)32,,2" = (2})52, € €¥(X), i € N, sellised, et 2' —

7= j=1

1—00
ruumis £y (X). Siis iga j € N korral xj — x; ruumis X. Teisisonu, koonduvusest
1—00

ruumis £y (X) jareldub koordinaaditi koonduvus.
TOESsTUS. Mis tahes j € N korral
1
Hx; — x| = sup \:c a: — :cj < sup Z‘x — xk = ||z’ — x||;f’ — 0,
z*€B(F) x*€B(F) i—00
seega w — Tj. [
1—00

Mirkus 2.2. Viite (o) toestuseks voib teoreemi asemel kinnisest graafikust kasutada
ka néiteks Zabreiko lemmat voi lemmat 1.4 koos Baire’i teoreemiga.

Nimelt, viite (o) toestuseks piisab naidata, et fikseeritud (z;) € £(X) korral
poolnorm p: X* — R,

B =

= (Z‘x*(xj)‘p> , xte XT,
=1

on tokestatud.
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Toepoolest, sel juhul leidub M > 0 nii, et iga x* € X* korral

=

P

(Z\x*@j)\p) < M’

seega

P

sup <Z|x*(:cj)|p> < M.

/

ZE*GBx*

Funktsioon p on korrektselt defineeritud. Naitame, et ta rahuldab poolnormi aksi-

oome. Olgu z*, z* € X* ning A € K| siis

1
p

1° p(Ax*>:<ZW*(;€j)|p> <Z|A|”

x*(xmp)p Y (Z x*(xmp)p

= |A[p(z");
> plat 42 = (Z»<x*+z*><x]>!p>p - (Z . <x]>+z*<x]«>}”)p
< (Z(!x*(@ﬂ + ]z*(xj)|)p> ' < (Z x*(xj)‘p> ' + <Z|Z*(xj)|p> '

(a). Zabreiko lemma 1.5 pohjal piisab poolnormi p tokestatuseks niidata, et p on

[e.e]
loenduvalt pooladitiivne, s.t iga ruumis X* koonduva rea ) xj korral
k=1

Koondugu rida ) xj ruumis X*. Siis Minkowski vorratuse pohjal

k=1
) <(E (S

i (i\xzwp) - imz»

k=1 \j=1

ZfﬁZ(fﬁj)

k=1

N

(b). Lemma 1.4 pohjal piisab poolnormi p tokestatuseks nédidata, et leiduvad kera B
kaasruumis X* ja arv M > 0 nii, et p(z*) < M iga x* € B korral. Sellise kera B C X*
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leidmiseks téhistame iga n € N korral
B, :={z* € X*: p(z*) < n}.

Paneme téhele, et X* = U B,,, kusjuures hulgad B,,, n € N, on kinnised. Toepoolest,

olgu n € N ning olgu x E B,, i € N, 2 € X" sellised, et x} = x*. Hulga B,
kinnisuseks piisab niidata, et z* € B,, s.t p(z*) < n. Selleks pusab, et iga m € N

(. *(xm”)p <n. (22)

Olgu m € N, siis iga ¢ € N korral

korral

S

( f(ﬂﬁj)‘p> <p(xf) < n.

j=1
Protsessis ¢ — oo jéreldub siit vorratus (2.2).

Baire’i teoreemi 1.3 pohjal véhemalt iithe n € N korral hulk B, sisaldab mingi
kera B, aga niiiid iga z* € B korral p(z*) < n =: M, nagu soovitud.

Mirkus 2.3. Esitame ruumi £;'(X) tdielikkuse toestuse, mis toetub vahetult taielikkuse

definitsioonile, s.t nditame, et iga Cauchy jada ruumis £;’(X') koondub.

Olgu ()2, = ((z1)32 1) Cauchy jada ruumis £,/ (X). Siis iga ¢ > 0 korral leidub
N, € N nii, et

1
00 P
ik>N. = |2'—2"|¥= sup “(xh — x§)|p <e. (2.3)
r*EBxx* j=1

Niiiid iga j € N ja iga € > 0 korral

il =

k>N, = ||m; — sup |x*(m§ — xf)| <e.

T*EBx*

See tdhendab, et iga j € N korral (z )Z , on Cauchy jada Banachi ruumis X, jarelikult
ta koondub mingiks elemendiks z; € X. Néitame, et z := (z;) on jada (2%)3°, piir-

védrtus ruumis £;'(X). Seosest (2.3) jéreldub, et iga 2* € Bx- korral
ik>N. — Z|mx—m)|<€p
7j=1

jarelikult koikide z* € Bx- ja m € N korral
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(z] —xk)| <P
j=1

millest protsessis k — oo jareldub implikatsioon

x —:c] P er,

Eelnevast seosest jareldub protsessis m — oo, et iga #* € By~ korral

. ;
1 >N. — ( *(m;-—xj)‘p) <e.
j=1
Siit jéreldub, et, kui i > N, siis esiteks, 2 — x = (2} — z;) € £¥(X) ja seega ka
r=a'— (2 — ) € £¥(X), ning, teiseks, [|z° — x|’ < e. Kuna € > 0 oli suvaline, siis

jada ()72, koondub elemendiks 2 ruumis £2(X).

Mirkus 2.4. Ruum £,(X) on ruumi £(X) vektoralamruum, s.t £,(X) C £(X).
Toepoolest, kui (x;) € £,(X), siis (x;) € £;(X), sest iga 2* € Bx- korral

o0

o0 o0
S e @) <O Ul (g l)” = 17 llagllP < oo
j=1 j=1

J=1

Mirkus 2.5. Kui defineerida loomulikul viisil normid || - ||« ja ||| ning ruumid £ (X)

ja L2 (X), siis iga ruumi X elementide jada (x;) korral

[@)|. = = sup 45| = sup_ sup |2 (z)| = sup sup|a*(z;)| = |[(z;)]] .
JEN z*E€Bx* z*EBxx jEN
st |lee = || |2 niisiis ruumid 4o (X) ja £%(X) langevad kokku.

2.3. (g, p)-summeerivate operaatorite ruum II, ,(X,Y)

Olgu niiiid Y Banachi ruum iile sama korpuse, mis ruum X, ning olgu 1 < ¢ < oo.

Definitsioon 2.3. Oeldakse, et operaator T € £(X,Y) on

* (q,p)-summeeriv, kui iga (r;) € £;/(X) korral (T'z;) € £,(Y') (teisisonu, T" teisen-
dab nérgalt p-summeeruvad (ruumi X elementide) jadad tugevalt g-summeeru-

vateks (ruumi Y elementide) jadadeks);
e p-summeeriv, kui ta on (p, p)-summeeriv;

e absoluutselt summeeriv, kui ta on 1-summeeriv (ehk, teisisonu, (1, 1)-summeeriv).
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Kaigi (g, p)-summeerivate operaatorite 7' € L(X,Y') hulka téhistatakse siimboliga
1, ,(X,Y). Ilmselt on I1, ,(X,Y) vektorruum loomulike tehete suhtes.

Kui operaator T' € L(X,Y) on (¢, p)-summeeriv, siis on méératud operaator
T: 0)(X) 3 (25) = (Txy) € £,(Y).
Operaator T on lineaarne, sest kui (z;), (zj) € £;)(X) ning A € K, siis

1° T((x5) + (%) =Tl + 2) = (T(x; + 7)) = (Ta; + Tz) = (Ta) + (Tz)
T

2 T(Mxy) = T(\xy) = (T(\ay)) = (AT;) = A(Tay) = AT ().
Lause 2.5. T € L(02(X),6,(Y)).

TOESTUS. On vaja toestada, et operaator T on pidev ja lineaarne. Lineaarsus on kont-
rollitud lausele eelnevas arutelus. Operaatori T pidevuse kontrolliks kasutame teoree-
mi 1.6 kinnisest graafikust. (Alternatiivseid meetodeid operaatori T pidevuse toestuseks

on demonstreeritud mérkuses 2.6.)

Koondugu jada (z7)32, = ((¢%)52,) "

koondugu jada (T\xi);’il = ((Txé);";l)zl

raatori T pidevuseks piisab teoreemi 1.6 pohjal kinnisest graafikust nédidata, et Tr = Y

| elemendiks x = (2;)22, ruumis £;(X) ning

elemendiks y = (y;)32; ruumis £,(Y). Ope-

ehk (Tx;)22, = (y;)52, ehk iga j € N korral T'r; = y;. Olgu j € N. Kuna koonduvusest

ruumis £(X) jéreldub koordinaaditi koonduvus, siis

— xj, seega operaatori T'
1—00
pidevuse tottu

Txé — T'z;.
1—r 00
Teiselt poolt, kuna koonduvusest ruumis ¢,(Y) jareldub koordinaaditi koonduvus, siis

Piirvéértuse ithesuse tottu T'z; = y;, nagu soovitud. O

Teoreem 2.6. I1,,(X,Y) on Banachi ruum jirgmise normi suhtes:

Typ(T) = T|| = sup{[|T(x)ll4: (z;) € Beawx)} = sup{[(Tz)lly: (z;) € Bewix)}
1

= sup{ (Z \|T:cj||q> :(x;) € Bfg(x)}, T ell,,(X,Y).
j=1

Ruumi II,,(X,Y) téielikkuse toestuse lihtsustamiseks on eelnevalt otstarbekas

toestada

24



Lause 2.7. Iga T € 11, ,(X,Y) korral
1Tl cx vy < T p(T)-
TorsTuUs. Olgu x € By. Siis (z,0,0,...) € £;(X), kusjuures

)| =] <1

[(2,0,0,..)||) = _sul

X *

Seega
ITz]| = [|(T,0,0,,..)||, = | T(x,0,0,..)|| < [T |z < |IT]| = 7(T),

millest
Tl cxyy = sup [|Tz|| < g p(T).

r€Bx

]

TEOREEMI 2.6 TOESTUS. Iga (¢, p)-summeeriva operaatori 7" korral 7, ,(7") on loplik.
Veendume, et m,,(-) on téepoolest norm ruumis II, ,(X,Y’). Kontrollime normi aksi-

oomide kehtivust.

Olgu T, T" € 11, ,(X,Y) ning A € K, siis

1° 7,,(T)=0&|T|=0=T=0sT =0;
2° map(AT) = AT = |AT(| = [A T = [Almgp(T);
3° mp(T+T) =T+ T =T+ T < TN + |T']| = 7qp(T) + 74 (T").

Jadb niidata, et ruum II, (X, Y) on normi 7, ,(-) suhtes téielik. Selleks kasutame
teoreemi 1.2. (Ruumi II,,(X,Y) taielikkuse toestus, mis toetub vahetult téielikkuse
definitsioonile, on esitatud mérkuses 2.7.)

Olgu Z T; absoluutselt koonduv rida ruumis IT, ,(X,Y), s.t Z 7ap(1i) < 00. Teo-

i=1

reemi 1.2 pohjal piisab ruumi I, ,(X,Y") taielikkuseks naidata, et rida Z T; koondub

ruumis 11, ,(X,Y). Selleks mérgime, et lause 2.7 pohjal Z T3] < oo, s.t rida Z T;
=1
koondub absoluutselt ruumis £(X,Y), Jarehkult teoreemi 1 2 pohjal ruumi £(X Y)

taielikkuse tottu mingi 77 € L£(X,Y) korral ZTZ = T ruumis £(X,Y). Teoreemi
i=1

[e.°]

toestuseks jééb néidata, et T' € 11, (X, Y), kusjuures > 7; = T ruumis II, ,(X,Y).

=1

Niitame, et T € II,,(X,Y). Fikseerides vabalt (z;) € £;(X), piisab selleks
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néidata, et (Tx;) € £,(Y), s.t > ||Tx;]|? < co. Veendume selles:

Ene]) - ElE=)

(S = (5
< (i i !\Exj\|>q>q <3 (i Ti:ch>é

j=1

= 2l@ell, = XN Tl < ATl
(Z% ) )] < oo.

Néitame, et Y T; = T ruumis I1,,(X,Y), s.t

=1

( ZT) _wqp<z T) = i Ti|| — 0.
i=n—+1 i=n—+1 noee

Mis tahes (z;) € £;/(X) korral analoogiliselt eelmise vorratusteahelaga

()]

i fi;

1
q)q

7)o (S0

(5

i=n+1 n+1 7j=1"i=n+1
oo
< (2 i) Il
1=n-+1

seega

~ o0

Z || < Z Tap(Ti) I 0,

i=n-+1 i=n+1
sest koonduva rea jéadkliige koondub nulliks. O]

Operaatori T' (g, p)-summeerivusega samavidrset tingimust (ii) jirgnevas teoree-

mis esitatakse kirjanduses sageli (g, p)-summeeruvuse definitsioonina.

Teoreem 2.8. Olgu T € L(X,Y). Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) T on (q,p)-summeeriv;
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(i) leidub konstant K > 0 nii, et mis tahes n € N ja xy,...,x, € X korral

(Zumr|q>q<f< sup ( *<xj>|”>p- 2.4

T*EBx* j=1

Seejuures vihim konstant K, mis koikide n € N ja xq,...,x, € X korral rahuldab

tingimust (2.4), on m,,(T).

TOEsTUS. (i)=(ii). Olgu 7' (¢,p)-summeeriv ning olgu n € N ja zi,...,2, € X.
Implikatsiooni toestuseks piisab néidata, et tingimus (2.4) kehtib, kui K = 7,,(T).
Selleks tdhistame x := (21, 72,...,2,,0,0,...) € £(X). Siis

(ZHT%H") = Tl < T lley x) = 7qp(T) sup < *(%)|p> :
j=1

T*EBx* j=1

(ii)=-(i). Kehtigu teoreemi tingimus (ii) ning olgu (z;) € £;(X). Veendumaks, et
T e 11,,(X,Y), piisab nédidata, et (T'z;) € £,(Y), s.t 21 |Tz;||? < co. Tingimusest (2.4)
iz

jareldub, et iga n € N korral

ZHT%H‘1<K‘1 sup ( *(xj)‘l’> K9 sup <Z|x ) >

7j=1 j=1 T*EBx*
= Kq||($j>HZg(X)>

millest protsessis n — oo jareldub, et
> Tl < K () [ ) < 00
=1

nagu soovitud. Eelnevast jéreldub ka, et iga (z;) € £’(X) korral

Tl'] (Z”T[L']Hq> KH(QTJ)HK;J(XV
jarelikult 7, ,(T) < K. Seega K = m,,(T) on tdoepoolest vihim konstant, mille korral
kehtib tingimus (2.4). O

Markus 2.6. Operaatori T pidevuse toestuseks lauses 2.5 voib teoreemi asemel kinnisest

graafikust kasutada ka néiteks Zabreiko lemmat v6i lemmat 1.4 koos Baire’i teoreemiga.

Nimelt, operaatori T pidevuseks piisab néidata, et ta on tokestatud, milleks piisab
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veenduda, et poolnorm p: £7(X) — R,

p((z))) = ||T())]|, = [(T))| (Z HT%HQ> , (7)) € G(X),
on tokestatud, s.t leidub arv M > 0 nii, et
p((z;)) < M||(z;)|] iga (a;) € £(X) korral.
Toepoolest, sellisel juhul T on tokestatud, sest iga (z;) € £2(X) korral
1T (@), = p((;) < M|()]])

Funktsioon p on korrektselt defineeritud. Néditame, et ta rahuldab poolnormi aksi-
oome. Olgu (z;), (z;) € £(X) ning A € K, siis

£ p(rey) - (Zummnq)q - (Somre) = (S )

= [Alp((25))

> pl(o) (ZHT o) - (z!!ij+sz\>Q)
|

< 2( |iju+||TzJH> (ZHT%IIQ> (ian)q
p((:xj ))

Poolnormi p tokestatust voib nédidata mitmel viisil.

(a). Zabreiko lemma pohjal piisab poolnormi p t()kestatuseks nédidata, et p on

loenduvalt pooladitiivne, s.t iga ruumis £;(X) koonduva rea Z( *) korral
(0] < oot
k=1 k=1

Koondugu rida )7 (%) ruumis £2(X). Kuna koonduvusest ruumis £%(X) jareldub
k=1
koordinaaditi koonduvus, siis

i@??) =7}gn;ok2n;<x?> =ggngo(k2n;x?) = (ixf)

k=1 k=1
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seega Minkowski vorratuse pohjal

(£5) +((E4)- (A1) - ()

Q=

(Z(Znn’fn) )

(b). Lemma 1.4 pdhjal piisab poolnormi p tokestatuseks ndidata, et leiduvad kera B
ruumis (%(X) ja arv M > 0 nii, et p((z;)) < M iga (z;) € B korral. Sellise kera

leidmiseks téhistame iga n € N korral

33 ( ||Txk||q> =S ()

B, = {(xj) € () (X): p((mj)) < n}

Mirgime, et ((X) = (J By, kusjuures hulgad B,, n € N, on kinnised. Téepoolest,
n=1

olgu n € N ning olgu 2* = (25)32, € By, i € N, ja x = (2;)52, € £(X) sellised, et
' — x. Hulga B, kinnisuseks piisab niidata, et x* € B, s.t p(z) = p((:c])) < n.

1—>00

Selleks piisab, et iga m € N korral

(Z umuq)q <n 25)

Olgu m € N; siis iga ¢ € N korral

(Z ”T%Hq)q <p((x5)) <n. (2.6)

Kuna koonduvusest ruumis £;(X) jireldub koordinaaditi koonduvus, siis iga j € N

korral :c — xj, jarelikult operaatori T' pidevuse tottu 7' x — T'z;, seega piir-

i—00 1—00
protsessis ¢ — oo jireldub vorratustest (2.6) vorratus (2.5).

Baire’i teoreemi pohjal vihemalt iithe n € N korral hulk B,, sisaldab mingi kera B.
Niitid iga (z;) € B korral p((z;)) < n =: M, nagu soovitud.

Markus 2.7. Esitame ruumi II,,(X,Y) taielikkuse toestuse, mis toetub vahetult

téielikkuse definitsioonile, s.t niitame, et iga Cauchy jada ruumis £(X) koondub.

Olgu (T;) = (1;)2, Cauchy jada ruumis II,,(X,Y’). On vaja néidata, et leidub
(q, p)-summeeriv operaator 71" nii, et T; — T ruumis 11, ,(X,Y). Cauchy jada defini-
tsiooni pohjal 7, ,(T; — Tk) — 0, seega lause 2.7 pohjal ka

175 = Tellexyy ——= 0.
i,k—00
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See tdhendab, et (7;) on Cauchy jada Banachi ruumis £(X,Y), jarelikult ta koondub
selles ruumis, s.t leidub 7' € £(X,Y") nii, et T; — T ruumis £(X,Y).
1— 00
Jadb ndidata, et T € 11, ,(X,Y) ja T; —— T ruumis 11, ,(X,Y).
1—00

Olgu n € Nja xy,...,z, € X. Selleks, et T' € II,,(X,Y), piisab teoreemi 2.8

pohjal nédidata, et 7" rahuldab tingimust (2.4), kus K := sup 7, ,(7;) < 0o. (Supreemumi
ieN

loplikkus tuleb sellest, et (7;) kui Cauchy jada on tokestatud.) Veendume selles:

(annq) = lim (anjnq) <K sup (Z x*(z»!p) .
j=1 Jj=1

T*EBx* j=1

Olgu € > 0. Selleks, et T; — T ruumis I1,,(X,Y), piisab leida selline N € N,
1— 00
et
i>N = 7m,,(T;—T)<e,

s.t kui ¢ > N, siis mis tahes (z;) € B (x) ja m € N korral

1
(an—wq) <e. (2.7)
j=1

Selleks valime N € N nii, et
ik>N = 7,,(T,—T;) <e.

Olgu niitid ¢ > N ning olgu (x;) € B (x) ja m € N. Siis iga k > N korral

1
m i
<§ | Tiz; — kaﬁqu) < mgp(Ti = Ty) < ¢,
=1

millest, arvestades, et Ty k—> T ruumis £(X,Y), jareldub protsessis k — oo vorra-
—00
tus (2.7).

2.4. Absoluutselt summeerivad operaatorid

o0 o0
Kui ) ; on rida ruumis X jan: N — N on bijektsioon, siis rida ) ;) nimetatakse

7=1 7j=1
%s)

rea y . x; Umberjirjestuseks.
Jj=1

Definitsioon 2.4. Oeldakse, et rida > x; ruumis X on tingimatult koonduv, kui tema
j=1
iga timberjérjestus koondub ruumis X.
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Tahistame

(X)) = {(xj);’il: z; € X, 7 €N, rida Z:Uj koondub tingimatult ruumis X} )

J=1

Lause 2.9. (“(X) on Banachi ruumi (%' (X) kinnine alamruum. Niisiis, (*(X) on nor-

mi || - ||¥ suhtes Banachi ruum.

Mirkus 2.8. Bessaga—Pelczyniski teoreemi (vt nt [DU, lk 22]) pohjal ¢%(X) = £(X)

parajasti siis, kui ruum X ei sisalda ruumiga ¢y isomorfseid alamruume.

Alamruumi ¢*(X) kinnisuse toestamisel lauses 2.9 on mugav toetuda jargmisele

lemmale.

Lemma 2.10. Olgu x = (z;)52,, 2" = (2})72, € {{(X), i € N, sellised, et

oo
read Zx;, i € N, koonduvad ruumis X ja 2t —— 2 ruumis (Y(X).
71— 00
j=1

Siis ka rida ) x; koondub ruumis X.
j=1

o0

TOESTUS. Rea ) x; koonduvuseks piisab ruumi X téielikkuse tottu néidata, et tema
j=1

osasummade jada on Cauchy jada, s.t iga € > 0 korral leidub N € N nii, et

m
2

j=n+1

n,m>N, m>n = < e. (2.8)

Selleks paneme tédhele, et koikide m,n € N, m > n, ja ¢ € N korral

m m m m m
i il _ x i i
E z;|| < E (zj — %) || + E | = sup o ( E (x; xj)> + E T
j=n-+1 j=n+1 j=n+1 TrEBx* j=n+1 j=n+1
m m
< sup E |a*(x; — 2b)| + E 5
T*E€Bx+ j=nt1 j=nt1
oo m m
< sup E |a* (2 — 2)| + E i || = llz — ' + E ;|-
er€Bx+ j=n+1 j=n+1

Seega, kui € > 0, siis, valides i € N nii, et ||z — 2*|| < 5 Ja N € N nii, et

nm>N m>n —

j=n+1
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o0
(selline N valik on voimalik, sest rida ) % koondub ning seega tema osasummade

j=1
jada on Cauchy jada), kehtib (2.8). O
LAUSE 2.9 TOESTUS. Olgu ) z; tingimatult koonduv rida ruumis X ning olgu
j=1

z* € X*. Veendumaks, et (*(X) C (¥(X), piisab niidata, et Y |z*(z;)| < co. Sel-
=1

leks piisab néidata, et rea ) x*(z;) iga timberjarjestus koondub (sest arvrida koondub
=1

J
00

o
absoluutselt parajasti siis, kui ta koondub tingimatult). Kui ) 2,y onrea ) x; mingi

Jj=1 Jj=1
o0

timberjédrjestus, siis rea ), x; tingimatu koonduvuse tottu see iimberjérjestus koondub,

Jj=1

s.t mingi x € X korral x = ) x,(;. Niilid
=1

z'(z) = 2 (Z xn(j)> = (E& > xn(i)) = lim 27 (Z xn(i)) = lim Y 2" (ay(5)
j=1 j=1 J=1 J=1

= Z " (@ ());
j=1

niisiis fimberjérjestus ) 2*(x,;)) koondub.
j=1

[lmselt on ¢*(X) ruumi ¢ (X) vektoralamruum.
Olgu 2’ = (25)2, € (“(X), i € N, jaz = (2;)2, € {(X) sellised, et
' — 2 ruumis (¥(X). Veendumaks, et (“(X) on ruumi ¢¥(X) kinnine alamruum,

i—00

piisab néidata, et z € *(X), s.t rida ) x; koondub tingimatult. Fikseerides vabalt
j=1
bijektsiooni n: N — N, tuleb selleks néidata, et rida ) x,;) koondub, milleks lem-
j=1
ma 2.10 pohjal piisab veenduda, et, tdhistades 2* := (:Ef](j))]o-‘;l € (“(X), i € N, ja

2= ()32 € £7(X), kehtib 2" —— 2 ruumis £} (X). Veendume, et see on nii:

i—00

oo
12 = 2l = 1oy = ne)ially = sup > Ja* () = 2]
x EBx* j:1
oo
o | —
= I*Selgz* ;M (z — %‘)} = ||($§' - l"j)filul = [la* — | PR 0.

[]

Teoreem 2.11. Olgu T: X — Y pidev lineaarne operaator. Jargmised vdiited on sa-

mavddarsed:
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(i) T on absoluutselt summeeriv;

(i) T kujutab tingimatult koonduvad read ruumis X absoluutselt koonduvateks rida-
deks ruumis Y, s.t kui Y x; on tingimatult koonduv rida ruumis X, siis Y Tx;

j=1 Jj=1
on absoluutselt koonduv rida ruumis Y .

TOESTUS. (i)=(ii). Olgu operaator T' € L(X,Y’) absoluutselt summeeriv. Siis defini-
tsiooni pohjal iga (z;) € ¥ (X) korral (T'z;) € ¢1(Y). Kuna ¢*(X) C ¢7(X), siis ka

iga (z;) € (*(X) korral (T'z;) € 1(Y), s.t iga tingimatult koonduva rea ) x; korral
=1

o0
ruumis X rida ) [|7'z;|| koondub ruumis Y.
=1

(ii)=(i). Kehtigu teoreemi tingimus (ii). Naitame, et kehtib teoreemi 2.8 tingi-

mus (ii), kus p = ¢ = 1. Selleks piisab néidata, et lineaarne operaator

T EU(X) = (27]) — (T[L'J) € gl(Y)
on pidev. Toepoolest, kui T on pidev, siis mis tahes n € N ja x,...,x, € X korral

YT = [(Tar, o T, 0,0, ), oy = [T (@1 20,0,0, )],
j=1

n

<IN s 2, 0,0, || = T sup S

T*EBx*

T (xj) )
j=1

s.t kehtib tingimus (2.4), kus p=¢ =1ja K = ||T].

Operaatori T pidevuse toestuseks kasutame teoreemi 1.6 kinnisest graafikust.
Koondugu jada (z%)2, = ((m;);";l)zl elemendiks z = (r;)22; ruumis £*(X) ning
koondugu jada (Tz?)2, = ((T2h)32y) -

raatori T pidevuseks piisab teoreemi 1.6 pohjal kinnisest graafikust nédidata, et Tx = v,

elemendiks y = (y;)52, ruumis £,(Y"). Ope-

st (Tz;)32, = (y;)52,, st iga j € N korral T'z; = y;. Olgu j € N. Kuna koonduvusest

ruumis (*(X) jireldub koordinaaditi koonduvus, siis 2’

—— x;, seega operaatori T
11— 00
pidevuse tottu

Txé. — T'z;.

1—00
Teiselt poolt, kuna koonduvusest ruumis ¢;(Y) jareldub koordinaaditi koonduvus, siis
Tz — Yj-

I im0

Piirvadrtuse ithesuse tottu 7T'z; = y;, nagu soovitud. O
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§ 3. Absoluutselt summeerivad operaatorid Banachi
ruumil B(F)

Koikjal selles paragrahvis Q # () on mingi hulk, 7 C P(2) on algebra ning X on

Banachi ruum iile korpuse K.

3.1. Banachi ruum B(F)
Definitsioon 3.1. Olgu F C 2. Funktsiooni yg: 2 — R,

1, kuiwekFE,
Xe(w) = w e Q,
0, kuiwé¢EFE,

nimetatakse hulga E karakteristlikuks funktsiooniks.

Definitsioon 3.2. Funktsiooni ¢: 0 — K nimetatakse lihtsaks maootuvaks funk-

tsiooniks, kui ta esitub kujul

Qﬁ:ZanAj, kusneN ay,...,a, €K, Ay,..., A, € F.

j=1

Koikide niisuguste funktsioonide f: €2 — K vektorruumi, mille korral leidub
lihtsate moodtuvate funktsioonide jada (¢;) = (¢;)32; nii, et ¢; —— [ iihtlaselt,
71— 00
tahistatakse siimboliga B(F).

Veendume, et B(F) on vektorruum loomulike tehete suhtes. Olgu f,g € B(F),
siis leiduvad lihtsate mootuvate funktsioonide jadad (¢;) ja () selliselt, et ¢; —— f
ja 1; — g iihtlaselt. Iga ¢ € N korral ¢; 4 ¢; on lihtne moéotuv funktsioon. Seéﬁﬁres
bi + s — f+ g iihtlaselt, seega f + g € B(F). Niiiid olgu A € K. Tga i € N korral
Ag; on lizﬁorfe mootuv funktsioon. Seejuures Ag; — Af iihtlaselt, seega A\f € B(F).

Lause 3.1. B(F) on Banachi ruum jirgmise normi suhtes:
Il = supl s, € BF)
we

TOEsTUS. Koigepealt tuleb néidata, et iga f € B(F) korral || f|| < oo. Selleks piisab

veenduda, et sup}f(w)} < 00, s.t f on tokestatud.
weN

Olgu f € B(F). Teame, et mingi lihtsate méotuvate funktsioonide jada (¢;) korral
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¢; — f iihtlaselt hulgas 2. Seega leidub N € N nii, et
1— 00

i>N = sup|di(w)— flw)] <1
we

niisiis, kui ¢ > N, siis iga w € €2 korral

[f(w)] = |i(w)] < |@ilw) = flw)] <1,

seega

|f(w)] < |oi(w)| + 1.

Fikseerime ¢ > N. Funktsioon ¢; kui lihtne funktsioon on tokestatud, seega leidub
M > 0 nii, et
|pi(w)| < M igaw € Q korral.

Seega iga w € (2 korral
|fw)] <|i(w)|+1< M+1,

niisiis f on tokestatud.

Niiid veendume, et || - || on toéepoolest norm ruumis B(F). Kontrollime normi
aksioomide kehtivust. Olgu f,g € B(F) ning A € K| siis

o f :sgg}f(wﬂ =0 < ‘f(w)‘ =0,wel & flw=0,we & f=0;

2° |IAfll = sup|(Af)(w)| = sup|A(f(w))| = sup [A[ | f(w)| = [Alsup|f(w)| = AL I£];
weN weN weN weN

3° |f+gll = ilégl(f +9)(w)| = ilelglf(w) +g(w)] < ilelg(!f(w)l + |g(w)])

< sup| f(w)| + sup|g(w)| = I £ + g].
weN weN

Lopuks tuleb néidata, et ruum B(F) on téielik.

Olgu (f;)2, Cauchy jada ruumis B(F). On vaja niidata, et leidub funktsioon
f € B(F) nii, et f; —— f ruumis B(F), s.t iga € > 0 korral leidub N, € N nii, et
1—00

P> N = = Tl = suplfite) - f)] <
we
Kuna (f;) on Cauchy jada, siis iga € > 0 korral leidub N. € N nii, et

ik>N. = ||fi— fell = sgg}fi(w) — filw)] <e.
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Muuhulgas iga € > 0 korral
i,k>N. = igawe Qkorral |f;(w) — fi(w)| <e. (3.1)

Siit jéreldub, et iga w € Q korral (f;(w)) on Cauchy jada, jérelikult eksisteerib piir-

vaartus

f(w) :== lim f;(w).

1—00

Néitame, et f; —— f iihtlaselt. Fikseerime € > 0. Seosest (3.1) jareldub protsessis
1—00
k — oo, et
i>N. = igawe Qkorral |fi(w)— f(w)| <e.

Seega

i>N. = suplfiw)— flw)]<e.
we)

Teoreemi toestuseks jadab niitid néidata, et f € B(F), sest sel juhul ||f; — f|| =
sup| fi(w) — f(w)
wel

Veendume, et f € B(F), s.t leidub lihtsate mootuvate funktsioonide jada (¢;) nii,
et ¢; —— f iihtlaselt. Kuna iga ¢ € N korral f; € B(F), siis iga i € N korral leidub

11— 00

, seega jarelduks eelnevast, et f; —— f ruumis B(F).
1—00

lihtne mootuv funktsioon ¢; nii, et

sup |gz5z(w) — fz(w)‘ < %

weN

Niiiid

sup|¢i(w) — f(w)] < 328(|¢i(w> = Ji@)| + [ fiw) = f@)])

weN

< supl6i @) — fi(w)] +supl i) = £@)| < 7+ Ifi = £l 0

Niisiis ¢; — f {iihtlaselt, nagu soovitud. O]
71— 00

Markus 3.1. Koonduvus ruumis B(F) on funktsioonide ithtlane koonduvus.

Toepoolest, olgu f, f; € B(F), i € N; siis

fi — fruumis B(F) <= |fi—fll—0 <«<— sup!fi(w) — f(w)’ — 0
1— 00 1—00 DJEQ 1— 00

< f; — [ iihtlaselt.
1— 00

Mirkus 3.2. Kui F on o-algebra, siis B(F) koosneb parajasti tokestatud mootuvatest
funktsioonidest f: Q — K. (Funktsiooni f: € — K mootuvus tdhendab, et iga Boreli
hulga F C K korral f~'[E] € F, kus f7'[E] :=={w € Q: f(w) € E}.)
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Toepoolest, olgu F o-algebra ning olgu f € B(F). Siis leidub lihtsate motuvate
funktsioonide jada (¢;) nii, et ¢y — f iihtlaselt. Uhtlasest koonduvusest jireldub
punktiviisi koonduvus, seega ka (b;_i f punktiviisi. Kuna funktsioonid ¢;, ¢ € N,
on mootuvad, siis ka funktsioon f onlaogétuv, sest mootuvate funktsioonide punktiviisi

piirvadrtus on mootuv (vt nt [F, lause 2.7 ja jareldus 2.9]).
Funktsioonide f € B(F) tokestatus on nédidatud lause 3.1 esimeses osas.

Teiselt poolt, kui f: 2 — K on tokestatud moéotuv funktsioon, siis leidub lihtsate
mootuvate funktsioonide jada (¢;) nii, et ¢; —— f iihtlaselt (vt nt [F, teoreem 2.10]),
71— 00
seega f € B(F).

Lause 3.2. Olgu f € B(F). Siis ka | f| € B(F), kusjuures ||| f]|| = I f]-

TOESTUS. Olgu lihtsad méotuvad funktsioonid ¢; € B(F), i € N, sellised, et ¢; — f
71— 00
iihtlaselt, s.t

sup|gz§Z f(w)| — 0.

weN 1—00

Siis ka |¢;| € B(F), i € N, on lihtsad méotuvad funktsioonid, kusjuures

supll:(w)] — [F@)I| < sup|F() = 6:(w)| =22 0,

1—00

s.t |¢i| — |f| ihtlaselt. Seega |f| € B(F). Seejuures
1—00

I1£1)| = sup!lfl )| = Sup\ |f(w)]] = ilég!f(w)\ =11l

2. Vektormoodud

Definitsioon 3.3. Oecldakse, et hulgafunktsioon F: F — X on léplikult aditiivne
vektormoot ehk lihtsalt vektormaoot, kui mis tahes l6ikumatute hulkade FEi, Fr, € F
korral
F(EyU Ey) = F(Ey) + F(Es).
Olgu F': F — X vektormoot.
Definitsioon 3.4. Hulgafunktsiooni |F|: F — [0,00], kus £ € F korral
|F|(E —SUP{ZHF :neN,Al,...,Ane]—“,AmAj:(Z),z'yéj,UAj:E},
j=1

nimetatakse vektormoodu F: F — X variatsiooniks.
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Kui |F|(2) < oo, siis 6eldakse, et F' on tokestatud variatsiooniga vektormaoot.

Mérgime, et iga z* € X* korral z*F: F — K on vektormdot, sest mis tahes
E\,Ey € F, E, N Ey =0, korral

Definitsioon 3.5. Hulgafunktsiooni | F||: F — [0, o],

IFI(E) = sup |2"F|(E), Ee€JF,

kus |[z*F|: F — [0, 00] on vektormoodu z*F': F — K variatsioon, nimetatakse vektor-

moddu F': F — X poolvariatsiooniks.

Kui [|F[|(©) < oo, siis 6eldakse, et F' on tokestatud poolvariatsiooniga vektormaot.

Lause 3.3. Olgu F': F — X vektormoot. Siis

(a) F(0) =0;

(b) wvariatsioon |F|: F — [0, 00] on aditiivne, s.t
Ei,E,e F,EiNEy =0 = |F|(E1UE,y) =|F|(E)+ |F|(Es),
seega |F| on ka monotoonne, s.t
E\,E,e F,E, CEy, = |F|(Ey) < |F|(Ey),

ja subadititvne, s.t
Bi,....En€F(neN) = |F (UE]) <SIFIE))
j=1 Jj=1

(¢) poolvariatsioon | F||: F — K on monotoonne, s.t
E,E,e F,E1 CE, = |F[[(E1) <|F(E),

ja subadititvne, s.t

Ey,...,BE,e F(neN) = ||F||<UE]~> D IFI(E));
7=1

j=1
(d) iga E € F korral |F||(E) < |F|(E).

38



TOESTUS. (a). Kuna F(0) = F(0U0) = F(0) + F(0) = 2F(0), siis F(0) = 0.

(b). Niitame, et variatsioon on aditiivne. Olgu Ei,E, € F, E; N Ey = 0.
Kui n,m € N ja paarikaupa loikumatud As,...,A,, B1,...,B, € F on sellised, et

U 4; = E1 ja U B; = Es, siis (U Aj> U (U Bi) = Ey U Ey, seega
j=1 i=1 J=1 =1

ZHF |+ZHF < |F|(Ey U Es).

Vottes vorratuse vasakul poolel olevates summades supreemumi vastavalt iille n € N
n

ja paarikaupa loikumatute Ay,..., A, € F, |J A; = E1, ning m € N ja paarikaupa
j=1
16ikumatute By, ..., B, € F, |J B; = E,, saame
i=1

[F[(Ey) + [FI(E2) < |F|(Ey U Ey).

Teiselt poolt, kui n € N ja paarikaupa loikumatud hulgad A, ..., A, € F on sellised,

et U Aj :E1UE2, siis U Aijl :El ja U AjﬂEg :EQ, seega
j=1 j=1 j=1

ZHF(A]»)H = ZHF((Aj NE)U (A NE))| = ZHF(Aj NE) + F(A;NE)|

< (P nE| + [P0 )]

J=1

= IIFA N E)| + D ||F(A; N E)| < |FI(Ey) + |F|(Ey).

J=1 Jj=1

Vottes vorratusteahela vasakul poolel supreemumi iile n € N ja paarikaupa loikumatute
n

hulkade Ay,..., A, € F, U A; = E4 U Ej, saame

=1

[F|(ErU Ep) < |F|(Ey) + [FI(E).

Kuna iga aditiivne hulgafunktsioon F — [0, 00| on monotoonne ja subaditiivne,

siis on seda ka variatsioon |F|.

(c). Néitame, et poolvariatsioon on monotoonne. Olgu Ey, Es € F, Ey C Es. Siis

variatsiooni monotoonsuse tottu iga z* € Bx~ korral [z*F|(E;) < |z*F|(E2), seega

IFI[(Ey) = sup |z*F|(Ey) < sup |27 F|(Ey) = [[F|(Ey).

T*EBx* T*EBx*
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Niiiid veendume, et poolvariatsioon on subaditiivne. Olgu F4, ..., E, € F,n € N.

Siis variatsiooni subaditiivsuse tottu

Hl (UE) — sup |o'F (UE) < sup Zu FI(E

r*EBx* =1 T EBx* _
<Y sup [2*F|(E ZHFH
j=1 x GBX*
(d). Olgu E € F. Siis
|F|[(E) = sup [2"F|(E)
CC*EBX*
= sup sup{Z|x*F(Aj)]: neN A, ... A, € F,ANA; :Q),i;«éj,UAj —E}
T*EBx* =1 j=1

< sup sup{ZHx M F (A - nEN,Al,...,AnEF,AiﬁAj:(Z),i#j,UAj:E}

T*EBx* j=1

—sup{ZHF(Aj)H: neN,Al,...,Anef,AimAj—a),i¢j,UAj—E}
j=1

Jj=1

= |F|(E).

Lause 3.4. Olgu F': F — X vektormoot. Mis tahes hulga E € F korral

(a) ||F|I(E —sup{ N :neNb,....0, K |04],...,]0,] <1

Al,...,AnG}',AiﬂAj:(Z),i;éj,UAj:E};
=1

v) sup |[F(D)]| < IFI(E) <4 sup ||F(D)].
EDDeF

EDD

Mirkus 3.3. Lause 3.4 viitest (b) jareldub muuhulgas, et vektormoot on tokestatud
poolvariatsiooniga parajasti siis, kui ta on tokestatud, s.t tema vadrtuste hulk on
tokestatud. Seetottu nimetame edaspidi tokestatud poolvariatsiooniga vektormootusid

ka tokestatud vektormaootudeks.

Midrkus 3.4. Lause 3.4 toestusest ndeme, et kui X on reaalne Banachi ruum, siis

véite (b) teine vorratus jadb kehtima, kui temas kordaja 4 asendada kordajaga 2.

LAUSE 3.4 TOESTUS. (a). Olgu E € F. Téhistame vorduse (a) paremal poolel oleva

supreemumi siimboliga . Peame néitama, et | F||(E) = 7.
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Olgu n € N ja olgu Ay,..., A, € F paarikaupa loikumatud hulgad, mille korral

U Aj == E
j=1
Kui 6q,...,0, € K, |64],...,]0,| <1, siis
0, F(A;))|| = sup |z* 0, F < sup 0;x"F(A
Sort)| = sy |30t < s S
< sup Y [o"F(A)] < sup [2°F|(E) = ||F|(E),
r*EBx* j=1 T*EB x*
seega, vottes vorratusteahela vasakul poolele supreemumi iile n € N, 6,,....0, € Bg
ja paarikaupa loikumatute A;,..., A, € F, |J A; = E, saame, et v < || F||(E).
j=1
1
Teiselt poolt, kui 2* € Bys-, siis, téhistades 6; := M, kehtib |6;] < 1
j =1,...,n; seejuures
S F(A)| =) 0,07 F(A) = |27 Y 0,F(A)| < || 0,F(4))
J=1 J=1 Jj=1 Jj=1

Vottes vorratusteahela vasakul poolel supreemumi iile x* € Bx«, n € N ja paarikaupa
n
loikumatute hulkade A;,..., A, € F, |J A; = E, saame, et ||F||(E) < 7.

j=1
(b). Paneme téhele, et kui £ D D € F, siis

HF(D)H: sup :E*F(D)|< sup ( (E\D)D
T*EBx* T*EBx*
< sup [2°F((E) = [|F||(E),
T*EBx*

seega ka sup HF )| < IFII(E).
ESD

Teiselt poolt, kui z* € Bx«, n € N ning paarikaupa l6ikumatud Ay,..., A, € F,
sellised, et |J A; = E, siis, juhul, kui X on Banachi ruum iile R, tdhistades

J=1

ot = {j € {1,...,n}: 2°F(4)) 20}

ja
o= {j e{l,...,n}: 2"F(A)) <O},

saame, et
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2

T F(A)| =) 2" F(A) = Y a'F(A) =" Y F(A) —a" Y F(4))

j=1 jeTt jen— jent jen—
= 2" Y F(A)|+]a* Y F(A)| < | D FAy)|[+ D F(4))
jent jeET™ jent jeET™

+ <2 sup HF(D)H,

EDDeF

()] r(Us)

jarelikult, juhul kui X on Banachi ruum iile C, siis lause 1.10 ja jérelduse 1.11 pohjal

n

2

J=1

PP = 3 [Re (A [+ [ ()

<) [RexF(A)]+ ) [Ima*F(A)| <22 sup |[F(D)|.
j=1

sy EDDEF

Vottes viimase kahe vorratusteahela vasakul poolel supreemumi iile * € Bx+, n € N ja

paarikaupa loikumatute hulkade A;,..., A, € F, |J A; = E, saame reaalse ruumi X
j=1
juhul
IFII(E) <2 _sup [[F(D)].
EDDeF

ning kompleksse ruumi X juhul
IFI(E) <4 sup ||F(D)]].
EDDEF
O

Jargnev lause iitleb, et arvvairtustega vektormoodu variatsioon ja poolvariatsioon
on iiks ja sama hulgafunktsioon; seejuures mittenegatiivsete reaalsete viartustega vek-

tormoodu variatsioon (ja seega ka poolvariatsioon) on tema ise.

Lause 3.5. Olgu F': F — K vektormoot. Siis

(a) |F|=||F| (st |F|(E)=|FI|(F) iga E € F korral);

(b) kui F(E) € [0,00) iga E € F korral, s.t F vddrtused on reaalarvulised ja mitte-
negatiivsed, siis |F| = ||F| = F.

TOESTUS. (a). Olgu £ € F. Lause 3.3, (d), pohjal |F|(E) > ||F||(E). Jaib niidata,
et [F|(E) < [FI(E).
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Olgu n € N ning olgu paarikaupa l6ikumatud hulgad A;, ..., A, € F sellised, et
, kehtib |6;] < 1, j =1,...,n, seega lause 3.4

n

U A; = E. Téhistades 6; :=

pohjal
Z||F(AJ)H = Z|F(Aj)} = Z@'F(Aj) = Z@‘F(Aj) = ZGJ'F(AJ)
< [[F((E).

Vottes vorratusteahela vasakul poolel supreemumi iile n € N ja paarikaupa loikumatute

hulkade Ay,..., A, € F, U A; = E, saame soovitud vorratuse.
j=1

(b). Olgu F' véa#rtused reaalarvulised ja mittenegatiivsed ning olgu £ € F. Mis
tahes n € N ja paarikaupa loikumatute hulkade Ay,..., A, € F, |J A; = E, korral
j=1

EINES SEENIES SRR RN (VRN BN

jarelikult |F|(E) = F(E); niisiis |F| = ||F|| = F. O

3.3. Pidevad lineaarsed operaatorid Banachi ruumil B(F)

Tahistame ruumi B(F) lihtsate mootuvate funktsioonide alamruumi stimboliga S(F).
Defineerime integraali | fdF funktsioonist f € B(F) tdkestatud vektormoodu
F: F— X jargi.
Esmalt vaatleme juhtu, kus f € S(F), s.t f on lihtne mé6tuv funktsioon. Siis f

on esitatav kujul

f= Z%‘XA]-, (3.2)
j=1

kusn € N, ay,...,a, € K, 4y,..., 4, € F, A;NA; =0, i # j. (Lihtsa mootuva

funktsiooni f niisugust esitust nimetatakse tema kanooniliseks esituseks.) Defineerime

/de — zn:ajF(Aj).

Funktsiooni f kanooniline esitus ei ole mitte kunagi ithene. Margime, et integraali

[ fdF definitsioon on korrektne, s.t ta ei soltu funktsiooni f kanoonilisest esitusest.

Toepoolest, kui f = > f;xp, on samuti funktsiooni f kanooniline esitus, siis, tdhistades
i=1
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AA():Q\LJAA]‘]ELBO:&_Z\LJBl7
i=1

j=1
A; :AjﬂQ:AjﬂOBZ- = OAjﬁBi iga j € {0,1,...,n korral} (3.3)
=0 i=0
ja
B, :BiﬁQ:BiﬂOAj = OBiﬂAj iga i€ {0,1,...,m} korral. (3.4)
=0 =0

Tahistame ag = 0ja fy = 0. Olguj € {0,1,...,n}jai € {0,1,...,m}. Kui 4;NB; # 0,
siis mis tahes w € A;NB; korral a; = f(w) = f;; kui aga A;NB; = 0, siis F(A;NB;) = 0.
Jérelikult

F(A] N Bz) = B,F(AJ N Bz) koikide j S {O, ]., ce ,n} ja 1€ {O, 17 ce ,m} korral.

Seega
> b )=Zm:6@-F Zm; ('HOBZﬁAj)
- — P
_Z@ZFBHA in@F(B NA4;)
=0 7=0
—ZZ% F(A;NB) zn:a]iFA N B;)
Jj=0 i=0 j=0 i=0

:i% (UA mB) ajF(Aj):ZajFA

Jj=

Niisiis, funktsiooni f € S(F) integraali definitsioon ei soltu tema kanoonilisest esitu-

sest.

Olgu F': F — X tokestatud vektormoot. Defineerime operaatori Tp: S(F) — X

vordusega

Trf ::/de, fesSF).
Lause 3.6. T € L(S(F), X), kusjuures |T| = || F ().

TOESTUS. Veendume, et operaator Tr on lineaarne. Olgu f,g € S(F) ning olgu

F=) axa da g=>_ Bixs
j=1 i=1
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funktsioonide f ja g kanoonilised esitused. Téhistame Ay = Q\ J 4;, By =Q\ U B;
j=1 i=1

ja ag = Py := 0; siis ka
F=Y ajxa, ja g=>_ Bixs
=0 i=0

on funktsioonide f ja g kanoonilised esitused; seejuures kehtivad (3.3) ja (3.4); jarelikult
f+9= Z X4, + Z Bixs, = Z XY s, * Z @-xﬁ o
_Z%ZXA ” +2@2XW S S s 373 s

Jj=0 =0 j=0 i=0

n m

=D > (a5 +B)xanm,

7=0 i=0

on funktsiooni f + ¢ kanooniline esitus. Seega

Te(f +g) = / (f+9)dF =3 oy + B F(4; 1 By)
j=0 i=0
= ZZO‘J‘F(AJ‘ N B;) +ZZﬁiF(Aj N B;)
j=0 i=0 i=0 j=0

=2 > F(ANB)+3 B3 F(4;0B)
j=0 =0 i=0  j=0

= ZajF(UAj ﬂBi> +ZﬁiF<U B; mAj)
j=0 i=0 i=0 §=0

= a;F(A)+ Y BF(B) = /de + /ng
=0 '

:TFf+TFg7

jarelikult Tw on aditiivne. Niiiid olgu A € K. Siis

T\ f) = /()\f) iF — ixajF(Aj) _ AiajF(Aj) _ A/de TS,

jarelikult T» on homogeenne; niisiis T on lineaarne.

Kui f # 0, siis, lause 3.4, (a), pohjal

1T fIl = < [IFIE) 1A
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Seega Ty on tokestatud, jirelikult T € L£(S(F), X); seejuures || Tr| < ||F[|(Q).

Jaab niidata, et ||Tr|| > || F||(€2). Selleks piisab veenduda, et kui z* € By-, siis
[ Te[| = 27 F|(£). (3.5)

Olgu z* € Bx+ ningolgun € Nja Ay,..., A, € F, AinA; #0,i# 35, UA =N
j=1
Vorratuse (3.5) kehtivuseks piisab néidata, et

n

[ = A
=1
it g | - a gm0 .
dhistame 0, :== ————— j=1,....n,ja ¢ = XA, siis
77 signarF(A;)’ S =1 IX 453

n

2.

J=1

" F(A)] = i 0;7*F(A;) = z* zn;ejF(Aj) =z (/ <§n; erAj> dF)

=a'Tr (Z QjXAj) = 2" (Tr¢) < [|2"[[ |1 Trell < | Troll < Tk o]l

j=1
< [ Tr|.

]

Kuna alamruum S(F) on ruumis B(F) koikjal tihe, siis teoreemi 1.7 pdhjal leidub
operaatoril Tr: S(F) — X parajasti iiks pidev jatk ruumile B(F); seejuures see jatk
on lineaarne ja tema norm on ||Tx| = || F||(€2). Tahistades ka selle jitku B(F) — X
stimboliga Tr, defineerime integraali funktsioonist f € B(F) vektormoodu F jargi

vordusega

/de = Trf.

Jargmine teoreem kirjeldab iiksiihest vastavust pidevate lineaarsete operaatorite
B(F) — X ja tokestatud vektormddtude F — X vahel.

Teoreem 3.7. Kui F': F — X on tokestatud vektormoot, siis
Tr: B(]—“)af»—>/deeX

on pidev lineaarne operaator, s.t Tp € L(B(F),X), kusjuures || Tr|| = || F|| ().

Teiselt poolt, kui T € E(B(F), X), sits leidub parajasti tiks tokestatud vektormaoot
F:F—=XnietT="Tp.

46



TOESTUS. Kui F: F — X on tdkestatud vektormodt, siis integraali [ fdF ja ope-
raatori Tr definitsioonide pohjal Tr € E(B(]-_ ), X ), kusjuures teoreemi 1.7 ja lause 3.6
pohjal

ITell = [Telsll = 1F]1(€)-

Niiiid olgu T" € L(B(F), X). Kui tokestatud vektormdsot F: F — X oleks selline,
et T' =Ty, siis muuhulgas iga F € F korral

TXE:TFXE:/XEdF:F<E)-

Siit jareldub, et operaatorit T' esitavaid vektormodtusid saab olla iilimalt iiks.

Defineerimegi hulgafunktsiooni F': F — X vordusega F(FE) = Txg. Niitame,
et I’ on tokestatud vektormoot, kusjuures T = Tr. Kui Ey, Fs € F on ldikumatud
hulgad, siis

F(E1U Ey) =Txgue, = T(XE, + XB,) = TXE, + TXE, = F(E1) + F(E»),
seega F' on vektormodt. Vektormdot F' on tokestatud, sest mis tahes £ € F korral

[F@E)| = I1Txsll < 171 Ixell < IT1.

Vorduse T' = T néditamiseks piisab veenduda, et
To="Tr¢ iga ¢ € S(F) korral,

sest alamruum S(F) on kéikjal tihe ruumis B(F). Olgu ¢ = > ajxa, € S(F), kus
=1
néeN a,...,a, € K, Ay,..., A, € F; siis T lineaarsuse tottu ja vektormoodu F

definitsiooni pohjal

To=T (Z anA]) =Y a;Txa, =Y a;F(4)) = /¢dF = Tr¢.
j=1 j=1 j=1

3.4. Absoluutselt summeerivad operaatorid Banachi
ruumil B(F)

Eelmisest punktist teame, et pidevad lineaarsed operaatorid B(F) — X ja tokestatud
vektormoodud F — X on iiksitheses vastavuses. Ulaltoodu valguses kerkib loomu-

lik kiisimus: milliste omadustega vektorméodud Fpr: F — X vastavad absoluutselt
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summeerivatele operaatoritele T: B(F) — X7 Sellele kiisimusele vastab jérgmine teo-

reerml.

Teoreem 3.8. Operaator T € £(B(f),X) on absoluutselt summeeriv parajas-

ti siis, kui teda esitav vektormaot Fr on tokestatud variatsiooniga. Seejuures w(T) 1=

ma(T) = [Fr[(2).
Teoreemi 3.8 toestuse lihtsustamiseks toestame koigepealt

Lause 3.9. Olgu F: F — X tokestatud wvariatsiooniga vektormoot ning olgu

f € B(F). Siis
(1) (2)
H/ / dFH S / F1dIF < [ £l 1FI(5).

TOESTUS. Lause 3.2 pohjal |f| € B(F), kusjuures |[|f[|| = |If|l. Kuna F on
tokestatud variatsiooniga, siis |F|: F — R on tokestatud vektormoot, seega eksis-

teerib R-védrtustega integraal [ |f|d|F|=Tjp/|f| (vt teoreemi 3.7). Seejuures

/ (1A= Tl L < [T | [IA] = NEN @) LA = 1EIQ) 111

sest lause 3.5 pohjal |||F|||(Q2) = |F|(Q); niisiis vorratus (2) kehtib.

Jaab toestada vorratus (1). Olgu lihtsad mootuvad funktsioonid ¢; € B(F), i € N,
sellised, et ¢; P [ ihtlaselt. Siis ka |¢] = |f| iihtlaselt, seega o; — f ja
|3l o | f| ruumis B(F), jarelikult

|/ 1] = st = [ 7o,

= lim || Tp¢;|| = lim H/¢z dFH
71— 00 21— 00

ja
/|f|d|F| = T\F\|f| = lim T\F\|¢i| = lim / |¢z|d|F|
71— 00 1—00

Vorratuse (1) toestuseks piisab seega néidata, et iga lihtsa moctuva funktsiooni

¢ € B(F) korral ||[¢dF|| < [|¢]d|F|. Olgu ¢ € B(F) lihtne mdotuv funktsioon
ning olgu ¢ = > a;xa, funktsiooni ¢ kanooniline esitus. Siis |¢| = > |a;|xa, on

j=1 J=1
funktsiooni |¢| kanooniline esitus, seega

TRZ N

n n

< oyl [P <D eyl IF|(4 /|¢|dIFI

j=1 7j=1

O

TEOREEMI 3.8 TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu T € L(B(F), X) absoluutselt summeeriv
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operaator; siis teoreemi 2.8 pohjal mis tahes n € N ja fi,..., f, € B(F) korral

n

Z ITHIN<T(T) sup Y [f(f)]- (3.6)

f*eBB(]_—)* j=1

Néitame, et operaatorit 1" esitav vektormoot Frr: F — X on tokestatud variatsiooniga,
kusjuures |Fr|(2) < «(T).

Olgu n € N ning olgu paarikaupa l6ikumatud hulgad Aq,..., A, € F sellised, et
U A4; = Q. Viite toestuseks piisab néidata, et

> IFr(A))] < =(T), (3.7)
j=1
sest sel juhul, vottes vorratuse (3.7) vasakul poolel supreemumi iile n € N ja paarikaupa
l6ikumatute hulkade A;,..., A, € F, U A; = Q, saame |Fr|(Q2) < 7 (T).
j=1

Kuna iga A € F korral Fr(A) = Txa, siis (3.6) pohjal

S IFA)] = DI Txa, || < (1) sup Zlf X4,)
j=1 J=1

f*€Bp(ry |

Olgu f* € Bp(r)-. Vorratuse (3.7) toestuseks piisab niidata, et

n

)<

i=1

1
Téihistame 9] = m, j = ]_, o, ny siis
J

xa,)| = Zejf*(XAj) = f*ZHjXAj <

<

7 XA

j=1

Puisavus. Olgu operaatorit T € L(B(]:),X ) esitav vektormoot Fp tokestatud
variatsiooniga. Veendumaks, et operaator 7' on absoluutselt summeeriv, kusjuures
©(T) < |Fr|(f2), piisab teoreemi 2.8 pohjal nididata, et mis tahes n € N ja
fi,..., fn € B(F) korral

(3.8)

f*eB B(F)*

SOITHI< [Fr|(€
j=1
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Olgun € Nja fi,..., fn € B(F). Lause 3.9 pohjal

Slral = | [ £ <3 [1slard = [ S1n1dF < Frl(€2).
j=1 j=1 j=1 j=1
- . . 1
Kuna, téhistades koikide w € Q ja j € {1,...,n} korral 07 = ————,
sign f;(w)
= sup Z}fj(w)} = sup Zéwfj = sup Zgwf]
=1 we =1 weN
=sup sup 07 f;| =sup sup oY f*
weN f*GBB(]:)* Z ! weN f*GBB(]-')* Z
<sup  sup 0711 (f7)]
wEQf*EBB(;>*Z_: ! f eB B(F)* j=1
siis (3.8) kehtib. O

20



Absolutely Summing Operators on the Space B(F)

Bachelor’s Thesis

Jekaterina Izotova

Summary

Let X be a Banach space and let p € [1,00). A sequence (7;) = (z;)52; in X is said

to be strongly p-summable if Y ||z;||? < oco. The sequence (z;) is said to be weakly
j=1

p-summable if 3 |z*(z;)|” < oo for all z* € X*.

j=1

Let Y be a Banach space (over the same scalar field as X) and let ¢ € [1,00).
A continuous linear operator T': X — Y is said to be (g, p)-summing if, for every weak-
ly p-summable sequence (z;) in X, the sequence (T'z;) in Y is strongly g-summable,
i.e., T' maps weakly p-summable sequences in X into strongly ¢g-summable sequences
in Y. In particular, (p, p)-summing operators are also called p-summing operators and
(1,1)-summing operators (i.e., l-summing operators) are called absolutely summing
operators. It turns out that 7' is absolutely summing if and only if it maps uncon-
ditionally convergent series in X into absolutely convergent series in Y. In literature,
(¢, p)-summing and p-summing operators are often called, respectively, (g, p)-absolutely
summing (or absolutely (q,p)-summing) and p-absolutely summing (or absolutely

p-summing) operators.

Absolutely summing operators began to emerge in literature in the 1950s. In 1950,
A. Dvoretzky and C. A. Rogers proved that every infinite dimensional Banach space
contains an unconditionally convergent series which is not absolutely convergent. In ot-
her words, this result (known as the Dvoretzki-Rogers theorem) says that the identity
operator of an infinite dimensional Banach space is never absolutely summing. A. Grot-
hendieck’s Résumé (1953/1956) contains a result asserting implicitly that every conti-
nuous linear operator ¢; — /5 is absolutely summing. The concepts of p-summing and
(¢, p)-summing operators were introduced, respectively by A. Pietsch, and B. Mitiagin
and A. Pelczyniski in the 1960s.

The objective of this thesis is to give a detailed exposition of the elementary
theory of (g, p)-summing operators on one hand, and vector measures on the other
hand. These two topics meet in the description of absolutely summing operators acting
from the space B(F): continuous linear operators from B(F) are integrals with respect
to bounded vector measures, absolutely summing operators from B(F) are integrals

with respect to vector measures of bounded variation.
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The thesis consists of three sections.

Section 1 presents the prerequisites for understanding the Banach space techniques
applied in the thesis: Minkowski’s inequality, the criterion of completeness of a normed
space in terms of convergence of absolutely convergent series, Baire’s theorem, Zab-
reiko’s lemma, and the closed graph theorem, basic facts about extension of operators
including the Hahn—Banach theorem and its corollary on the existence of “sufficiently
many” functionals, and the relationship between a complex-linear functional and its

real and imaginary parts.

In Section 2, the Banach spaces £,(X), £;(X), and II,,(X,Y) of, respectively,
strongly p-summable and weakly p-summable sequences in X, and (g, p)-summing ope-
rators X — Y are introduced. The section concludes by proving that a bounded linear
operator is absolutely summing if and only if it maps unconditionally convergent series

into absolutely convergent series.

Section 3 starts by introducing the Banach space B(F) (here F is an algebra of
subsets of a non-empty set). Next, the concepts of a vector measure and its varia-
tion and semivariation are defined, and vector measures of bounded semivariation are
characterized as bounded vector measures. Then, the integral [ fdF of a function
f € B(F) with respect to a bounded vector measure F': F — X is introduced, and
the one-to-one correspondence between continuous linear operators B(F) — X and
bounded vector measures F — X is established: on one hand, for every bounded vector
measure F': F — X, the operator Tp: B(F) > f +— [ fdF € X is continuous and
linear; on the other hand, for every continuous linear operator 7: B(F) — X, there
is a unique bounded vector measure F': F — X such that T' = Tr; in particular, the
norm ||7']] is equal to the semivariation ||F'||(€2). The thesis concludes by showing that,
in this correspondence, absolutely summing operators correspond to vector measures
of bounded variation; in particular, the norm 7(7") of an absolutely summing operator
T: B(F) — X in the space II(B(F), X) of absolutely summing operators is the total

variation |F|(Q2) of its representing vector measure F'.
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