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EESSONA

Majandusteadus kirjeldab ja analiitisib meid timbritsevaid majan-
dusprotsesse. Majandusmudelite piistitamisel vdib kasutada nii
keelelist kui ka matemaatilist loogikat. Et majandusteaduses on
olulisel kohal inimene ja tema kiitumine, siis kasutatakse sageli
majandusnéhtuste ja -protsesside verbaalset kirjeldamist. Samas
voimaldavad matemaatilised meetodid kirjeldada majanduses
toimuvat liihidalt ja tapselt. Majandusopikutes kasutatakse roh-
kesti geomeetrilisi meetodeid, kuna nihtustevaheliste seoste
graafiline kujutamine on iilevaatlik ja sageli kergemini maiste-
tav. Siiski jadb graafilisest kirjeldusest viheseks juba ainuiiksi
seetottu, et kahemdodtmelises ruumis on voimalik kirjeldada nih-
tustevahelisi seoseid vaid kahe nihtuse korral. Majandusteaduses
kohtab aga tihti juhtumeid, kus omavahel on seotud tunduvalt
rohkem nihtusi. Selliseid seoseid on raske graafiliselt kujutada,
nende kirjeldamist véimaldavad niiteks vorrandid.

Niisiis on matemaatiline majandusteadus iiks vdimalikest lihene-
mistest majandusteaduslikule analiiiisile. R6hutamist viirib, et
matemaatiline majandusteadus ei ole majandusteaduse eraldi
haru nagu vilismajandus vdi pangandus. Matemaatilisi mudeleid
kasutavad k&ik majandusteaduse harud, sealhulgas nimetatud
vilismajandus ning pangandus.

Majandusteadusega ldhemalt tutvudes ning 6pikuid, raamatuid ja
teadusartikleid lugedes selgub, et kasutatakse viga erinevaid
matemaatilisi meetodeid: maatriksalgebrat, diferentsiaal- ja inte-
graalarvutust, diferents- ja diferentsiaalvorrandeid jne. Et moista
kirjutatut, tuleks omada elementaarseid teadmisi majandusteadu-
ses kasutatavatest matemaatilistest meetoditest. Ka teaduslik
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uurimist66 pohineb enamasti teoreetilisel raamistikul, mis empii-
rilise analiiiisi korral on kasulik formuleerida matemaatiliselt.

Kiesolev opik on abivahend kdigile, kel majandusteadusega tut-
vudes ja seda tundma Oppides tekib vajadus oma matemaatilisi
teadmisi taastada voi tdiendada. Kuigi Spik on esmajoones mdel-
dud abiks Tartu Ulikooli majandusteaduskonnas 5pinguid alusta-
vatele tudengitele samanimelise ainekursuse ldbimisel, vdivad
siit abi saada ka vanemad tudengid ning teised asjasthuvitatud.

Opiku eesmirk on anda esmane ettekujutus ja kogemus, milliseid
matemaatilisi meetodeid ja kuidas majandusteoreetilistes mude-
lites kasutatakse. Iga meetodi juures on toodud vihemalt iiks
niide mikrookonoomikast, makrodkonoomikast vai ka finants-
matemaatikast. Nited viitavad konkreetse matemaatilise mee-
todi kasutusvdimalustele maJandusteaduses ega pretendeeri vas-
tava majandusmudeli tédielikule analiiiisile ja tdlgendamisele. Vii-
masega tegeleb majandusteoorla millega raamatu lugejal loode-
tavasti on Onnestunud voi Onnestub tulevikus pdhjalikumalt
kokku puutuda.

Autor tidnab kolleege, kes olid &piku koostamisel asjalike mar-
kustega abiks. Eriline tdnu kuulub retsensent Sander Hannusele,
kes kisikirja pohjalikult labi tootas ning sellest hulga ebatapsus1
korvaldas.

Tartu, juuni 2002 Anneli Kaasa
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1. MATEMAATILISED MUDELID
MAJANDUSTEADUSES

1.1. Mudeli védljendamise meetodid

Et majanduses toimuvat paremini kirjeldada, samuti leida vastu-
seid majandusteaduslikele probleemidele, on kasulik luua mudel.
Mudel peaks véimalikult hasti kirjeldama reaalsust, -olles samas
sedavord lihtsustatud ja iilevaatlik, et temast oleks kasu jirel-
duste tegemisel. Kdike majanduses toimuvat iihe mudeliga kirjel-
dada ei saa ja pole motetki, seepdrast valitakse vilja hetkel uurija
arvates olulisemad seosed erinevate nihtuste vahel ja kirjeldatak-
se nihtuste konkreetse mudeli seisukohalt asjakohaseid omadusi.

Mudelit vaib viljendada verbaalselt: sdnade ja lausetega. Liihi-
dalt, kuid samas tipselt vdimaldavad majanduses toimuvat kirjel-
dada matemaatilised siimbolid. Visuaalselt on aga kdige pare-
mini mdistetav nditlik kirjeldus graafikute abil. Ei saa 6elda, et
iks viljendusviis on teisest parem, valik tuleks teha soltuvalt
eesmirgist: kas tahetakse panna mudel kirja edasiseks siivenda-
tud empiiriliseks analiiiisiks voi lihtsalt tutvustada seda laiemale
kuulajaskonnale. Esimesel juhul on sobivam matemaatiline,
teisel juhul verbaalne voi lihtne graafiline kirjeldus. Jargnevalt
vaatlemegi erinevaid vdimalusi, kasutades niitena turutasa-
kaalu mudelit ehk ndudmise ja pakkumise mudelit.

Mudel pdhineb kauba hinna ning turul miiiidava ja ostetava
kaubakoguse vahelistel seostel. On loogiliselt arusaadav, et mida
odavam on mingi kaup, seda rohkem seda ostetakse ehk seda
suurem on kauba ndudmine ja vastupidi. Seda seost nimetatakse
ndudluseks. Samuti v5ib arvata, et mida kallimalt on mingit kau-
pa vdimalik miiiia, seda suurema koguse miiiigist ehk pakku-
misest on tootjad huvitatud. Niisugust seost nimetatakse pakku-
miseks. Turul tekib tasakaal, kui leitakse selline hind, mille
korral ndutav kogus on vordne pakutava kogusega. Seda hinda

2
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nimetatakse tasakaaluhinnaks ning kogust, millega sellise hinna
juures kaubeldakse, tasakaalukoguseks. Nii vdiks vilja niha
turutasakaalu mudeli verbaalne kirjeldus. Kuidas samu seoseid
kirjeldada matemaatikakursusest tuntud meetoditega?

Eeldatavasti on tarbija iga kindla hinna korral ndus ostma kindla
koguse kaupa. Niisiis vastab igale hinnale mingi ndutav kauba-
kogus. Seega moodustavad ndudluse hinna ja koguse viirtuste
paarid. Teisisdnu, ndudlust 'vdib vaadelda kui kahe muutuja —
hinna ja ndutava kaubakoguse viddrtuste paaride hulka. Loo-
mulikult ei holma noudlus koiki vdimalikke hinna ja kauba-
koguse viirtuste paare, vald ainult neid, mis vastavad kindlale
reeglile hinna ja ndutava kaubakoguse omavahelise seose kohta.
Seda reeglit nimetatakse ndudlusfunktsiooniks. Viimane kirjel-
dab noéutava kaubakoguse soltuvust kauba hinnast. Kauba hinna
ja ndutava kaubakoguse viirtuste paare on vdimalik kujutada ka
joonisel koordinaatteljestikus, kus iihel teljel on hind, teisel
kogus. Kui noudlusfunktsioonile vastavad vidrtuste paarid mir-
kida teljestikku, siis saadakse erinevatele vidrtuste paaridele
vastavaid punkte tihendades ndudluskdver, mis on ka ndudlus-
funktsiooni graafikuks. Analoogiliselt on vdimalik kirjeldada ka
pakkumist nii hulkade meetodil, funktsioonide meetodil kui ka
graafilisel meetodil. o

Vaatleme siinkohal niidet iihe hupoteetnllse kauba turu kirjel-
damise voimalustest. '

Alustame funktsioonide meetodist. Kirjeldagu kauba ndudlust
funktsioon

q” =24-3p

ja kauba pakkumist funktsioon

q’ =—4+4p,

kus tahistused on jargmised:
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g° — ndutav kaubakogus, q ingliskeelsest sGnast quantity

(‘kogus’) ja D ingliskeelsest sGnast demand (‘nSudlus’);

g° — pakutav kaubakogus, S ingliskeelsest sdnast supply

(‘pakkumine’);
p — hind, ingliskeelsest sdnast price (‘hind’).

Nagu niha, vastavad seosed verbaalselt kirjeldatule: hinna
suurenedes ndutav kogus viheneb ja pakutav kogus suureneb.

Turul tekib tasakaal, kui ndutav kogus vordub pakutava koguse-
ga, tasakaalutingimus ehk mudeli kolmas vorrand on seega:

qD___qS’

Niiid, kui‘on teada reeglid, mis médravad erinevad néudlusele ja
pakkumisele vastavad hinna ja kaubakoguste vairtuste paarid,
saame samad seosed hulkade meetodil kirja panna niiteks nii:

D={(p,q“)|3p+q” :24}',
s={p.q*)|4p-4* =4}

Noudlus D on selline hinna ja ndutava kaubakoguse viirtuste
komplektide (jarjestatud arvupaaride) hulk, mis vastab reeglile

3p+q® =24 (samane ndudlusfunktsiooniga viljendatuga).

Pakkumine § on vastavalt selline hinna ja pakutavate kauba-
koguse viirtuste komplektide hulk, mis vastab reeglile

4p-q° =4 (samane pakkumisfunktsiooniga viljendatuga).
Hulkade meetodil kirjeldatuna on tasakaal selline hinna ja kogu-

se viirtuste komplekt E (equilibrium), mis kuulub samal ajal
hulkadesse D ja S ehk hulkade D ja § iihisosa:

E=DnNS.
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Niitid v5ib ndutavate ja pakutavate kaubakoguste seoseid hinna-
ga kujutada ka graafiliselt. Kuigi seni eristasime pakutavat ja
nodutavat kaubakogust, kujutatakse tihti molemat samal koguse-
teljel, -et hiljem leida ndudluse ja pakkumise tasakaal. Seega
kujutatakse nii ndudlus- kui ka pakkumiskdverat samas kahe-
modtmelises koordinaatteljestikus. ‘ '

Noudlus- ja pakkumiskdverate joonisel kujutamise aluseks on
ndudlus- ja pakkumisfunktsioonid. Kuna hetkel on tegu lineaar-
sete funktsioonidega, siis on tegu kovera erijuhu — sirgega — ja
piisab kahe punkti (nt telgedega 15ikumispunktide) méiramisest.
Teine, majandusteadlaste poolt sagedamini kasutatav vdimalus
on kasutada graafikute kujutamisel algordinaati ja tdusu.

Matemaatikas kujutatakse enamasti funktsiooni viirtust ehk sdl-
tuvat muutujat y. vertikaalteljel ja argumenti ehk sltumatut muu-
tujat x horisontaalteljel. Seega tuleks kauba-kogust kujutada
vertikaalteljel ja hinda horisontaalteljel. Siiski ei ole see nii:
majandusteooria tavade kohaselt kujutatakse hinda vertikaalteljel
Ja kogust horisontaalteljel. Kui kasutada telgldikude meetodit, ei
kujuta telgede vahetus endast probleemi. Kiill aga tuleks algordi-
naati ja tousu kasutades kindlasti aluseks votta just noudlus- ja
pakkumisfunktsioonide poordfunktsioonid.

Mirkus. Kui vertikaalteljel on hind ja horisontaalteljel kogus,
kujutatakse sellel joonisel pddrdndudluskdverat ja poordpakku-
miskdverat. Siiski nimetatakse liihiduse huvides enamasti ka
selliseid graafikuid ndudlus- ja pakkumiskdveraks.

Avaldades meie ndites molemast funktsioonist p, saame:
: l 5. I
=8—— ap=l+—q".
P 3 q ] ‘P 1 4
_K'ui' hind on 0, siis ndutav kogus on g° =24-3.0=24. Et

1
ndutav kogus oleks 0, peab hind olema p =8 ~3 0 =28. Noud-
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luskover 16ikab seega hinnatelge ‘punktis (0;8) ja kogusetelge
punktis (24 ;O). Analoogiliselt saame pakkumisfunktsiooni 1oike-
punktideks telgedega vastavalt (0;1) ja (—4;0).. Kujutame
olukorda joonisel 1.1.

A
Il veerand p Iveerand -

4 ' 24 > q

I veerand I V vee:’rand

Joonis 1.1. Noudlus- ja pakkumiskdver

Raske on ette kujutada negatiivset hinda v6i negatiivset kauba-
kogust. Jirelikult pole negatiivseid vidrtusi métet ka joonisel
kujutada. Seepirast piirdutakse majandusteaduses enamasti joo-
niste korral vaid koordinaatteljestiku esimese veerandiga, kus
mélemad muutujad on mittenegatiivsed. Vahemirkusena olgu
Oeldud, et enamasti vaid mittenegatiivseid viirtusi omandavad
veel paljud majanduslikud muutujad, niiteks intressimaar,
valuutakurss, tootajate arv. Samas on teiste muutujate korral
voimalikud ka negatiivsed vidrtused: negatiivse kasumi korral on
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tegu kahjumiga, negatiivse tulu korral kuluga, negatiivse kasvu-
maira korral langusega jne.

Sobiv skaala telgede jaoks valitakse soltuvalt konkreetsest
mudelist ja selles esinevatest arvulistest vizrtustest nii, et joonis
oleks kompaktne, kuid samas viljendaks ka vajalikke proport-
sioone. Kuna telgedel kujutatakse tihti erineva mddtithikuga
suurusi, ei ole tavaliselt vajalik ja enamasti ka soovitatav uhe-
suguste skaalade kasutamme molemal teljel. :

Meie niidet klrjeldav tavaparane joonis on kujutatud Joomsel
1 2.

24 q
Joonis 1.2. Noudlus- ja pakkumiskdvera tavapirane kujutamine

Tasakaalupunkt asub joonisel ndudlus- ja pakkumisfunktsiooni’de
16ikumispunktis E.

‘Majandusnihtuste graafilisel kirjeldamisel kasutatakse tihti n-6
skitseerimist — joonis tehakse nii tdpne, kui iilesande voi teos-
tatava analiilisi jaoks vajalik. Mdnikord niiteks on oluline vaid
see, milline kahest joonisel kujutatud sirgest on jarsem. Sellisel
juhul on hea kasutada algordinaadi ja tdusu abil sirge joo-
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1 5. :
nistamist. Uurime funktsioone p=8'—-§qD ja p:]+zqs.

Esmalt méddrame algordinaadid: ndudluse poordfunktsiooni alg-
ordinaadiks on 8 ning pakkumise poordfunktsioonil 1. Seejarel

vordleme tbuse: ndudluse poodrdfunktsiooni tdus on "3 ja

pakkumise poordfunktsiooni tGus Z .

Sirge tous nditab kas ja kui kiiresti horisontaalteljel oleva muu-
tuja viidrtuse suurenedes vertikaalteljel oleva muutuja viirtus
suureneb voi viheneb. Antud juhul on ndudluskdver langev
(negatiivne tdus) ja pakkumiskGver tSusev (positiivne tdus).

o1 1 )
Vorreldes tousude absoluutviirtusi: §>Z voime todeda, et

antud juhul langeb ndudluskdver kiiremini, kui pakkumiskéver
touseb — ehk noéudluskdver on jarsem pakkumiskdverast, nagu
on niha ka joonisel 1.2. Siinkohal olgu mirgitud, et kui vorrelda
noudlus- ja pakkumisfunktsioone endid, mitte péordfunktsioone,
siis on tulemus vastupidine: 3 < 4 . Just seepirast on oluline poo-
rata tihelepanu sellele, milline muutuja millisel teljel on
kujutatud.

Teades algordinaate ja tGusude suhet, vdime skitseerida ka
Joonise 1.3, mis kirjeldab eelmisega sama olukorda — kuigi
skaalad on muutunud, on ndudluskdver endiselt pakkumis-
koverast jirsem. ’
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Joonis 1.3. Nudlus- ja pakkumiskover teiste skaalade korral

1.2. Matemaatiliste mudelite koostisosad

Matemaatilistes mudelites on vorrandite abil iiksteisega seotud
erinevad muutujad. Muutuja ehk muutuv suurus omandab mingi
majandusnéhtuse kirjeldamisel erinevaid viirtusi (nt erinevate
inimeste, ajahetkede, kohtade vms korral). Seetdttu tihistatakse
lildjuhul seda mingi siimboliga. Tavaparased muutujad majan-
dusteaduses on niiteks kauba hind, kauba kogus, tulu, kulu,
kasum, tarbimine, investeeringud, eksport, import, kogutoodang
jne. Igal muutujal on oma viljakujunenud traditsiooniline
stimbol, nii niiteks tdhistatakse hinda tdhega p ja kauba kogust
tahega g. Soovi korral voib kasutada ka teisi tihistusi, sel juhul
tuleks aga tdhistus kindlasti enne defineerida.

Konkreetses mudelis jagunevad muutujad sdltuva(te)ks ja sdltu-
matu(te)ks. Nii nditeks turutasakaalu mudeli korral séltub ndutav
kauba kogus kauba hinnast. Erinevates mudelites v6ib sama
muutuja olla kord sdltuv, kord sSltumatu — nii niiteks vaib
mones teises mudelis hind olla sdltuvaks muutujaks.
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Muutujad esinevad mudelites koos parameetritega. Kui muutuja
on empiirilise analiiiisi korral méddetav suurus, siis parameetrid
aitavad kirjeldada muutujatevahelisi seoseid. Parameeter on
suurus, mis kirjeldatava objekti, ndhtuse voi protsessi korral ei
muutu, tal on kindel arvuline véirtus. Erinevate objektide puhul
vOib parameeter omandada erinevaid véiirtusi, seetdttu, kui
konkreetne véirtus pole teada voi on tegu iildistusega, tihista-
takse tihti ka parameetreid mingite simbolitega (nt a, b, ¢ Vi

B, 7). Niiteks on proportsioon, kui suure osa oma sissetulekust
kulutab inimene tarbimisele ithe inimese jaoks sama, teise jaoks
omandab aga mone teise vairtuse.

Juba vaadeldud ndudluse ja pakkumise mudel nieb iildkujul
vilja selline:

g’ =—a+bp,
q° =c—dp,
qD :qs’

kus a,b,c,d >0. R
Siin on muutujateks ¢°, ¢° ja p ning parameetriteks a, b, cja
d.

Kui iiks muutuja (séltuv muutuja) muutub reeglipéraselt teis(t)e
muutuja(te) vdartus(t)e muutudes, on see seos kirjeldatav funkt-
siooniga. Funktsioon on reegel, mis méirab iihe muutuja konk-
reetsele viirtusele vastava teise muutuja viirtuse. Funktsmom
voib tdhistada siimbolite abil jargmiselt:

y=flx), |
~ kus f tdhistab muutuja y funktsionaalset sGltuvust muutujast x.

Majandusteaduses kasutatakse funktsionaalse séltuvuse tihisena
tihti sama siimbolit, mis tihistab séltuvat muutujat. Nii vdib
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niiteks kulufunktsiooni, kus tootmiskulud C soltuvad toodetavast
kaubakogusest g:

C=f@,
panna kirja ka nii:
C=C(g).

Analoogiliselt voib  pakkumisfunktsioon olla kirjutatud:
q° = ¢*(p) ja ndudlusfunktsioon: ¢° = g°(p).

Vorrand miirab kahel pool vordusmirki olevate matemaatiliste
avaldiste (sisaldavad vihemalt iihte muutujat) vorduse. Mate-
maatilises majandusteaduses viljendataksegi seoseid muutujate
vahel enamasti vorrandltega Majandusteaduses tuntakse erine-
vaid vorrandeid.

Samasusvérrand ehk identsusvorrand nditab mélemal pool
vordusmirki asuvate avaldiste samasust, identsust, vordust. Need
on enamasti defineerivad vorrandid. Nditeks kasum on vordne
tulu ja kulu vahega:

T=R-C,

kus: - - .

7 — kasum (profit),
R — tulu (revenue),
C — kulu (cost).

Tlhtl kasutatakse siin tavalise vordusmarg1 “asemel samasus-
mirki: z=R-C. '

Kaitumisvorrand kirjeldab ithe muutuja sdltuvust teisest muutu-
jast, niiteks juba tuttavad ndudlus- ja pakkumisvdrrandid, mis
kirjeldavad tarbijate ja ettevotete kditumist, aga ka niiteks maja-
pidamiste tarbimise C (consumption) sltuvus nende sisse-
tulekust ehk kogutulust Y (income):

C=a+bY, 0<b<l.
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Kolmandaks vdrranditiiiibiks on tasakaaluvorrand. Tasakaalu-
vorrandid on tasakaalu saavutamiseks vajalikku seost kirjeldavad
vorrandid ehk tasakaalutingimused. Réikides turu tasakaalu-
mudelist, on tasakaalutingimuseks ndutava ja pakutava koguse

vordus: q° = g” . Niiteks v&ib tuua ka investeeringute ja sids-
tude tasakaalu makrookonoomikast: I = § .

Sageli on samasusvorrand reegel iihe muutuja arvutamiseks teiste
kaudu, mis kehtib alati. Kaitumisvorrand aga kirjeldab . seost,
mille puhul v6ib empiirilistes uuringutes esineda korvalekaldu-
misi. Nii arvutatakse kasumit alati iihtemoodi, aga inimeste
tarbimine ei soltu sissetulekust tipselt range reegli jargi. Tasa-
kaaluvérrandid aga kirjeldavad hoopis soovitud seost, mis kehtib
enamasti vaid muutujate konkreetsete vairtuste juures.” '

1.3. Matemaatiliste mudelite analiilis

Majandusmudeleid ei panda kirja mitte iiksnes olukorra. —
majandusniihtuste, -seoste voi -protsesside — kirjeldamiseks,
vaid piilitakse mudeleid kasutades olukorda analiiiisida, teha
jareldusi ning 10puks pakkuda viélja ka majanduspoliitilisi
otsuseid. Siinkohal ilmnebki matemaatilise mudeli eelis ver-
baalse mudeli ees: matemaatiliselt kirja pandud mudelit saab
matemaatiliste meetoditega analiitisida. Enne kui kisitleme
raamatu jdrgmistes peatiikkides ldhemalt kasutatavamaid mate-
‘maatilisi meetodeid, vaatleme, kuidas juba eespool kirjeldatud
turutasakaalu mudelist on lihtsate votetega véimalik teha olulisi
jareldusi. i : S .

Turutasakaalu mudeli ai_naliiijsim_ids_el on esmane iilesanne leida
tasakaalulahend ehk seHine hind, mille korral tarbijad soovivad
“osta sama palju kaupa,g;f kui tootjad soovivad selle hinna juures
miitia. 1 ‘ ‘ '

|
|
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Tasakaalutingimuseks on ndutava ja pakutava kaubakoguse
vordus:

9 =q". |

Et mdlemad so6ltuvad kauba hinnast:

q"=24-3p ja ¢’ =—4+4p,

siis asendades tasakaaluvdrrandis ndutava ja pakutava koguse
vastavate funktsioonidega hinnast, saame vorrandi, kus on vaid
liks muutuja — hind:

~4+4p=24-3p.

Lahendades vorrandi, leiame tasakaaluhinna, ja asendades selle
likskdik kumba esialgsetest vorranditest, saame taSakaalukoguse.
Sisuliselt tuleb lahendada kolme muutuja ja kolme vorrandiga
vorrandisiisteem:

g° =24-3p,
g’ =-4+4p,
q° =q°.

Antud juhul on tasakaaluhinnaks p* =4 ja tasakaalukoguseks
g*=12. Tdrn (*) tahistab majandusteaduses sageli tasakaalu-
vOi optimaalset viirtust.

Kujutame tasakaalupunkti ka joonisel 1.4.
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P A
8 b S

\ 4

12 24 q
Joonis 1.4. Noudluse ja pakkumise tasakaal

Kui lihtne mudel on olemas, lisatakse vajadusel sellesse uusi
tegureid, et uurida nende moju kirjeldatud majandusnihtusele.
Nii nditeks on vdimalik uurida, milline on aktsiisimaksu kehtes-
tamise mdju turutasakaalule. Kehtestatagu vaadeldavale kaubale
aktsiisimaks mingis kindlas suuruses T iihelt kaubauhlkult T on
siin parameeter, mille vidrtust me hetkel ei tea.

Niiiid jaguneb tarbija makstav hind kaheks: iihe osa (T) saab
valitsus maksutuluna endale, iilejééinu saab tootja. Ehk teisiti:
miitigihind on T vdrra suurem hinnast, mille saab kitte tootja.
Paneme selle kirja vorrandina (tegu on samasusvorrandiga):

PT = pT +T,

kus:

p; — hind tootja ehk pakkuja jaoks parast aktsiisimaksu
kehtestamist,

pf — hind tarbija ehk ndudja jaoks pdrast aktsiisimaksu

kehtestamist.
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Tarbija ja tootja reageerivad kauba hinnale ikka endiselt, seega
on tarbitava koguse (parast maksu kehtestamist g, ) s6ltuvus

hinnast (ndudja jaoks p; ) sama: g7 =24-3pP . Samuti on pa-
kutava koguse (qﬁ) soltuvus hinnast (pakkuja jaoks p; ) endine:
g7 =-4+4p;. |

Tédiendatud mudelis on seega juba neli muutujat (T on para-

meeter) ja neli vorrandit, mis moodustavad siisteemi:

(47 =24-3p7,
Jar =—4+4p;,
ar =qy,

pr =p; +T.

Stisteemi voib lahendada, asendades esmalt ndudja hinna aval-
disega pakkuja hinnast ja maksust. Nii saame siisteemi, kus
muutujateks on ndutav ja pakutav kogus ning hind tootja jaoks:

P =24-3(ps +T)
gr =—4+4p;,
a7 =q;.

Edasi on lahendus analoogiline esialgse mudeli tasakaalu leidmi-
sele. Lahendades siisteemi, saame tulemuseks:

r
2
ar =47 ——12——17 T,
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Siit saab jireldada, et kuna T on positiivne suurus, siis séltumata
aktsiisimaksu suurusest viib aktsiisimaksu kehtestamine alla turu
tasakaalukoguse. Turuhind ehk hind tarbijate jaoks tduseb,
tootjate poolt kéttesaadav hind langeb. Maksukoormus jaguneb

. 4 .
tarbija ja tootja vahel: tarbija hinnale lisandub 7 maksust ja

. 3 B . .
tootja peab arvestama 7 maksusumma vorra védiksema hinnaga. -

Et tootja peab niilid iga koguse korral kiisima maksu vorra
korgemat hinda, siis nihkub joonisel pakkumiskdver iiles
aktsiisimaksu 7 vorra (vt joonist 1.5). ‘

..Q‘"

9 q*

Joonis 1.5. Aktsiisimaksu méju turutasakaalule
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Uue pakkumiskdvera ja ndudluskdvera 15ikepunkt annab uue
tasakaalukoguse ja uue turuhinna ehk tarbija hinna. Tootja hind
on sellest maksu vorra viiksem. Et kahe pakkumiskdvera
vertikaalne vahe on maksu suurus, siis leiame uue hinna tootja
jaoks esialgse pakkumiskdvera ja ndudluskdvera 15ikepunktist.
See, kuidas -esialgsele hinnatasemele p* vastav joon jaotab
kaheks vertikaalse 16igu kahe mainitud 15ikepunkti vahel, niitab,
kuidas - jaotub maksukoormus tootja ja tarbija vahel. Vahe

pf — p* annab hinnamuutuse tarbija jaoks, vahe ps—p*

hinnamuutuse tootja jaoks. Antud juhul, nagu ka jooniselt niha,
maksab suurema osa maksust tarbija.

Joonist analiiiisides vib mérgata, et kui pakkumiskdver muutuks
laugjamaks v6i ndudluskover jarsemaks, hakkaks tarbija maksma
suuremat osa maksukoormusest. Kui pakkumiskdver oleks hori-
sontaalne sirge, maksaks kogu maksu tarbija. Seega aktsiisi-
maksu korral sdltub maksukoormuse jaotumine tarbija ja tootja
vahel ndudlus- ja pakkumiskdverate tGusudest.

Sellist analiiiisi, kus piiiitakse leida muutujate viirtusi siisteemi
tasakaaluseisundi korral, nimetatakse tasakaaluanaliiiisiks ehk
staatiliseks analiiiisiks. Staatilise analiiiisi korval kasutatakse
majandusteaduses veel vordlev-staatilist ja diinaamilist analiitisi,
nendest tuleb pikemalt juttu eraldi peatiikkides.



2. DIFERENTSEERIMINE

2.1. Tuletis, diferents ja diferentsiaal

Majandusteaduses tuleb sageli kokku puutuda muutuvate nihtus-
tega — majandusteaduses analiiiisitav nahtuste ja seoste komp-
leks on pidevas muutumises. Muutumisprotsesside matemaatili-
sel kirjeldamisel ja analiiiisimisel kasutatakse selliseid mdisteid
nagu diferents, diferentsiaal ja tuletis.

Niitaja viddrtuse muutust ehk diferentsi tihistatakse kreeka
tdhega A. Muutuja x diferents ajaiihikus on leitav, lahutades
muutuja védrtusest ajahetkel ¢ muutuja vdirtuse eelmisel aja-
hetkel ¢t —1:

Ax=x,-x,_,.
Analoogiliselt avaldub ka muutuja y diferehts ajaiihikus:
Ay =y, =y,

Majandusteaduses analiiiisitakse tihti iihe muutuja muutumise
moju teisele muutujale. Niiteks soovitakse teada, milline on ndu-
tava koguse muutus, kui hind tSuseb mingi summa vérra; voi
uuritakse, mis juhtub tootmiskuludega, kui toodetakse iiks iihik
toodangut rohkem. Jargnevalt vaatlemegi, miks ja kuidas on sel-
listel puhkudel mdistlik kasutada tuletist.

Olgu muutujad x ja y omavahel funktsionaalses sdltuvuses:
y=f (x) Argumendi x muutumise mdju funktsiooni viirtusele
y véljendab funktsiooni véirtuse muutuse ja argumendi muutuse

jagatis: Ey . See nditab, milline on y muutus, kui x suureneb iihe

thiku vorra ehk kui Ax =1 (ehk y keskmine muutus). Kui Ax
on teada, tuleks Ay leidmiseks arvutada y virtus enne ja pérast
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muutumist vastavalt funktsiooni y = f(x) antud reeglile ning
seejarel leida vahe: Ay = f(x+Ax)— f(x). Keerulisemate
funktsioonide puhul vdib selline protseduur osutuda kiillalt tiili-

kaks. Pealegi on suhteliselt vdikeste muutuste korral paljud liide-
tavad mainitud arvutustes nullildhedased.

. : - A
Suhteliselt vdikeste muutuste korral on suhte —A% ligikaudseks

hindamiseks otstarbekas leida jagatise Ey piirvédirtus Ax ldhe-

nemisel nullile:
lim 22 = fjm L A0 /()
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Sellist. piirvdartust nimetataksegi tuletiseks. Tuletise' matemaa-
tilisi tahistusi on palju, tuntumad neist on y”, f '(x) ja d_y (vii-
> »

mast tihistust tuleks siinkohal vaadelda iihtse siimbolina). Nii-
Siis: ‘

sy dy Ay
Vo)L

Esimesed kaks tuletise tihistust sisaldavad esialgse funktsiooni
tihistust — viidates, et tuletisfunktsioon on (kindlate reeglite
kohaselt, millest pisut hiljem) leitud esialgse funktsiooni
y= f(x) alusel. Viimane tahistus aga viitab sellele, et tuletis

d S
d_y annab ligikaudse hinnangu absoluutsete muutude jagatisele
X

% (mida viiksem on Ax, seda tipsem on hinnang). Seega

hindab tuletis ligikaudu, milline funktsiooni vdédrtuse muutus Ay
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kaasneb argumendi ihikulise kasvuga (Ax =1). Niisiis, leitud
tuletise vidrtuse tolgendamisel tuleks teada; et tuletis niitab,
millises suunas ja millises ulatuses muutub funktsiooni viirtus
argumendi iihikulise kasvu korral.

Tuletise geomeetriline tolgendus on funktsiooni graafiku puu-
tuja tous (vt ka joonist 2.1). Leides tuletise véirtuse konkreetses
punktis, saame teada funktsiooni graafiku puutuja tdusu selles
punktis. Samal ajal on see ka funktsiooni graafiku tGusuks selles
punktis. Nii on tuletise arvutamisest- abi funktsmom graafiku
skitseerimisel. Sellest tuleb tidpsemalt ]uttu Jargmlstes pea-
tiikkides.

Koigi funktsioonide korral pole tuletist voimalik leida. Et tuletise
kontseptsioon eeldab viga viikseid nullildhedasi muutusi, siis
peab olema véimalik miérata mis tahes vdikesi muutusi. Selleks
peab funktsioon olema pidev. Lihtsalt Oeldes on funktsioon
pidev, kui funktsiooni vddrtus on madratud mis tahes argumendi
vaidrtuse korral. Lisaks sellele ei tohiks funktsioonil olla kat-
kevuspunkte (funktsiooni graafik ei tohiks katkeda) — katke-
vuspunktides funktsioonil tuletist ei eksisteeri. Et funktsioon
oleks diferentseeruv (et funktsioonist oleks voimalik tuletist
votta), peab funktsioon olema pidev, kuid pidevus ei ole piisav
tingimus. Nimelt ei eksisteeri tuletist ka funktsiooni graafiku
murdepunktides. Niisiis peab diferentseeruv funktsioon olema
pidev ja sile funktsioon.

Tuletise votmise reeglid on iildtuntud ja kittesaadaval mate-
maatikadpikutes, olgu siinkohal toodud majanduses enim kasu-
tatavate funktsioonide tuletised:

¢’ =const’=0,

(d x ), =abx"!

’

(er) =,
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(log, x) = l =—l—logae.
xlna «x

Funktsioonide sufnma, vahe, korrutise ja jagatise korral voib
kasutada jargmisi reegleid. Olgu funktsioonid # ja v mingid
funktsioonid muutujast x: u = f(x) jav= g(x).

Kui y=uztv,siis y=u'+v';
kui y=uv, siisy =u'v+uv’;
u'v—uv

2

. u .. ’
kui y=—, siis y =
% %

‘Kui tegu on liitfunktsiooniga ehk funktsiooniga funktsioonist voi
funktsioonidest, siis tuleks kasutada nn ahela reeglit. Olgu

y= f,(u), u=u() jav=v(x).
Kui y= fu(@(x))), siis y'(x) =y @u'(v)v'(x).
Mbnikord on vaja leida ka poordfunktsiooni tuletis. Selleks ei

pea alati leidma p6ordfunktsiooni ennast, vaid piisab funktsiooni
tuletise poordvairtuse leidmisest:

Teist jarku tuletise ehk teise tuletise leidmiseks vdetakse tule-
tisest veel kord tuletis, korgemat jiarku tuletiste korral diferent-
seeritakse funktsiooni nii mitu korda, kui palju nduab tuletise
jark.
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Teist jarku tuletise tdahistused on:

, n d’y
= X)=—=.
y =f(x) P

Korgemat jarku tuletisi tahistatakse ananogiliselt, kuid alates 4.
voi 5. jarku tuletisest asendatakse iilakriipsud sulgudesse kirjuta-

d5y
dx’

Tuletisega seondub ka diferentsiaali moiste. Kuigi tuletise téhis-

tud tuletise jarguga, nditeks y(s) = f(s)(x) =

tust %y_ voib vaadelda iihtse siimbolina, ei ole ka vale delda, et
Ix

tuletis vordub dy ja dx jagatisega. Suurusi dy ja dx nimeta-
takse matemaatikas vastavalt muutuja y ja muutuja x diferent-
siaalideks. Argumendi korral on diferentsiaal vordne muutusega:
dx = Ax. Funktsiooni viirtuse diferentsiaal on aga ligikaudne
hinnang funktsiooni véirtuse muutusele Ay mingi argumendi
muutuse Ax korral: dy = Ay (vt ka joonist 2.1). Jooniselt nie-
me, et mida viiksem on argumendi muutus, seda vihem erinevad
funktsiooni vairtuse muutus ja funktsiooni diferentsiaal. Hinnang
funktsiooni viirtuse muutumisele ehk funktsiooni diferentsiaal
leitakse, korrutades funktsiooni tuletise (ehk funktsiooni viirtuse
ligikaudse muutuse iihetihikulise argumendi muutuse korral)
argumendi muutusega dx = Ax:

dy = f'(x)Ax .
Olgu mirgitud, et tdhistades tuletise teisiti ja arvestades, et
dx = Ax, vdime kirjutada:
dy .
dy =— dx,
Y dx‘

seega on toodud valem t6epoblest kehtiv.
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dy '
{ Ay

y=fx)

»
X

| Ax = dx
Joonis 2.1. Tuletise ja diferentsiaali geomeetriline tdlgendus

Mida viiksem muutus dx = Ax argumendile anda, seda tdpse-
malt hindab diferentsiaal dy tegelikku muutust funktsiooni viir-
tuses Ay. Seepirast on diferentsiaali meetodit arvutustes' mot-

tekas kasutada suhteliselt viikeste argumendi muutuste korral.
Siinjuures tasub mirkida, et joonisel 2.1 on kujutatud suhteliselt
suuri muutusi vaid seepirast, et tuleks paremini esile diferent-
siaali ja diferentsi ehk muutuse erinevus.

Naiteks olgu tegu funktsiooniga y =3x” +4x” —10 ning olgu
mingil hetkel x =1 ja Ax=0,02. Leiame hinnangu funktsiooni
vairtuse muutusele Ay :

Ay =dy = f'(x)Ax = (9x* +8x)Ax = (9-1+8-1)0,02 = 034 .

2.2. Tuletise kasutamine

Tihti kasutatakse majandusteaduses marginaal- ehk piirniita-
Jjaid. Piirnditaja kirjeldab iihe (s6ltuva) muutuja muutust teise
(sOltumatu) muutuja iihikulise suurenemise puhul. Nii niiteks on
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piirkulu kulu, mis lisandub, kui toodetakse lisaks tiks iihik kaupa.
Analoogiliselt: piirtulu on tulu, mis saadakse lisaks iihe tdiendava
kaubaiihiku miitimisel.

Mingit sdltuva muutuja ehk funktsiooni vdirtuse sdltuvust soltu-
matust muutujast ehk argumendist — y = f (x) — nimetatakse

sellisel juhul ka kogufunktsiooniks ehk lihtefunktsiooniks. Kui
kogufunktsioon on lineaarne, siis argumendi suurenedes iihiku
vorra muutub funktsiooni vddrtus alati mingi konstantse suuruse
vorra. Niiteks kui kogukulufunktsioon on lineaarne, siis on too-
dangumahu suurenedes lisanduv kulu pidevalt iihesugune.
Keeruliserate kogufunktsioonide korral soltub aga lisanduv
funktsiooni vidrtus mitte ainult argumendi viirtuse muutusest
Ax, vaid ka argumendi x véartusest endast (nt iihe kaubaiihiku
juurdetootmisel lisanduv kulu soltub parasjagu toodetavast
kaubakogusest). Seega — ka piirniditaja on funktsioon niitajat
ennast modjutavast muutujast. Seda funktsiooni nimetatakse
piirfunktsiooniks. *

Piirfunktsiooniks nimetatakse sellist funktsiooni- y = f (x) -ar-

gumendist s6ltuvat funktsiooni, mis kirjeldab funktsiooni viirtu-
se muutuse (argumendi iihikulise kasvu korral) sdltuvust argu-
mendi viirtusest. Viimast aga kirjeldabki kogufunktsiooni tule-
tis. Seega on piirfunktsioon leitav kogufunktsiooni tuletisena.

Piirnditajat tihistatakse tihti sama siimboliga, millega niitajat
ennast, lisades selle ette M tihistamaks marginaalsust. -Nii
nditeks, vottes tuletise tulufunktsioonist R = R(g), saadakse

piirtulu MR, vattes aga tuletise kasulikkusfunktsioonist u = u(q)
(u — utility), piirkasulikkus MU. Seega voib iildistades elda, et
kui kogufunktsiooniks on y = f (x) siis piirfunktsiooniks on

MY = y'(x).
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Niiteks piirkulufunktsiooni leidmiseks vdetakse tuletis kulu-
funktsioonist C = C(q):

MC=C(g),
kus MC tihistab piirkulu (marginal cost).

Kui tegu on kulufunktsiooniga C =3g’ —2¢ -5, siis piirkulu-
funktsioon on MC = C’(q) =9¢* ~2.

[lustreerimaks kogufunktsiooni ja piirfunktsiooni seoseid ning
nditamaks, et tuletisest on kasu ka erinevate majandusteaduses
ettetulevate funktsioonide graafikute skitseerimisel, vaatleme
siinkohal iiht niidet.

Graafikute skitseerimisel lihtutakse teadmisest, et piirkonnas,
kus funktsiooni tuletis on positiivne, on funktsioon kasvav, nega-
tiivse tuletisega piirkonnas aga kahanev. Seetsttu vaib delda, et
piirniitaja kirjeldab funktsiooni kasvu (kui kasv on nega-
tiilvne, on tegu kahaneva funktsiooniga). Kui piirfunktsiooni
vdirtus on positiivne (nt kaubaiihiku lisandudes lisandub ka
tulu), on tegu kasvava kogufunktsiooniga, negatiivse piirfunkt-
siooni viddrtuse korral kahaneva funktsiooniga. Mida suurem on
piirfunktsiooni viirtus, seda kiiremini funktsiooni virtus selles
kohas kasvab.

Vaatleme niiteks tulufunktsiooni, kus ettevotte miitigitulu soltub
miitidavast kaubakogusest. Ettevotte tulu on vordne miiiidud
kaubakoguse ja selle kauba hinna korrutisega: R = q p. Kuna
aga ettevote peab arvestama tarbijate ndudlusega, onpestub tal
iga hinna juures maha miiia mingi kindel kaubakogus ehk
miitidud kaubakogus ja hind on teineteisest séltuvuses. Olgu
selleks soltuvuseks g =20-2p.
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Et saada tulufunktsiooni, mis séltuks ainult kogusest, asendame
hinna ja koguse korrutises hinna noudluse posrdfunktsiooniga
p =10-0,5¢ . Sellisel juhul:

R =4(10-0,5¢) =109 -0,5¢".
Piirtulu on siis:
MR=R'(q)=10-q.

A

R
| 10} q
mr
10 e

Joonis 2.2. Tulu- ja piinulﬁfunktsiooni graafikud

Piirtulu on positiivne, kui MR =10-¢g >0 ehk kui g <10. Kui |
g > 10, on piirtulu negatiivne. Seega kasvab tulufunktsioon kuni
koguseni ¢ =10, mis on maksimumpunktiks, edasi aga hakkab

langema. Teades, et tulufunktsioon on ruutfunktsioon, mille
graafikuks on parabool, voime skitseerida tulu- ning piirtulu-
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funktsioonid (vt joonist 2.2). Et tulufunktsioonis sisaldavad k&ik
lilkmed muutujat, algab graafik telgede alguspunktist (kui kogus
on null, on tulu null). Kuna teine tuletis tulufunktsioonist on
negatiivne: R’(q) = -1, siis on tulufunktsiooni graafik kumer.
(Siin ja edaspidi mdistetakse kumerust ja nogusust jirgmiselt:
funktsiooni graafik on kumer, kui graafiku puutuja asub iilalpool
graafikut, ja ndgus, kui puutuja asub allpool graafikut.)

Majandusteaduses on laialt kasutusel funktsiooni elastsuse
mdiste. Mdiste on laenatud fiiiisikast ja tahendab tundlikkust —
funktsiooni elastsus niitab, kui tundlik on funktsiooni védirtus
argumendi véirtuse muutuste suhtes ehk kui suur suhteline
funktsiooni viirtuse muutus kaasneb argumendi muutumisega.
Tapsemalt oGeldes: fuhktsiooni elastsus argumendi suhtes
niitab funktsiooni viirtuse suhtelist muutust protsentides
funktsiooni argumendi 1%-lise kasvu korral. Funktsiooni elastsus
arvutatakse funktsiooni viirtuse suhtelise muutuse ja argu-
mendi viirtuse suhtelise muutuse jagatisena. Elastsust tihista-
takse kreeka tihega €.

Kasutame -nditena juba tuttavat ndudlusfunktsiooni g = q°(p).
Piiiiame leida noudluse hinnaelastsuse 81? — iilaindeks D niitab,

et tegu on ndudluse elastsusega ja alaindeks p viitab elastsusele
hinna suhtes.

Funktsiooni viirtuse ehk kauba koguse absoluutne muutus on
Ag = q, — q,_, - Suhteline muutus niitab, kui suure osa moodustab

niitaja muutus nditaja koguvadrtusest. Tavaliselt leitakse see
muutuse  jagamise teel ~muutuja esialgse = viidrtusega:

Aq =4 =9 . See tihendaks aga, et kui vdrrelda absoluut-

QI—I QI—I

viirtuselt vordseid, kuid mirgilt erinevaid absoluutseid muutusi,
siis neile vastavad suhtelised muutused ei oleks absoluut-
vidrtuselt vordsed. On ju vastupidise muutuse korral jagajaks
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q,_, asemel g, . Selle probleemi viltimiseks jagatakse elastsuste
arvutamisel absoluutne muutus esialgse ja uue viirtuse
daritmeetilise keskmisega:

% = _q'__-___q’_l kus a = ———ql + 9i1 .

q q 2

Et leida ndudluse hinnaelastsust, tuleb ndutava koguse suhteline
muutus jagada hinna suhtelise muutusega, mille saame analoo-
giliselt: '
QA__p_:i-_p,-l kus p= Pt P

P p 2

Koike kokku vottes saame:
/

r -

' Ag A :
ning seda valemit pisut teisendades: € ,1,) = _:‘1 +—?p ehk:
q P
b_Aqp
" OAp g

Viimane on tiiiipiline elastsuse arvutamise valemi kuju. Kuna
selle valemiga on voimalik arvutada funktsiooni elastsus mingil
alg- ja 16pp-punkti vahelisel joonel — teada on funktsiooni ja .
argumendi viadrtused enne ja parast muutust — -nimetatakse
selliselt arvutatud elastsust joonelastsuseks.

Siinkohal iiks elastsuse arvutamise niide: olgu teada, et kui
vorsti hind touseb 40 kroonilt 50 kroonile, siis tarbija ostab en-
dise 1 kg asemel niiiid ainult 0,5 kg vorsti nddalas. Koguse
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muutus on siis Ag =-0,5 ja keskmine kogus g =0,75. Hmna
muutus on Ap =10 ja keskmine hind p = 45.

Seega elastsus: EII,V = —A—‘Zé = M =-3,

Ap g 10-0,75

Kui funktsiooni suhteline muutus iiletab seda pohjustanud argu-
mendi suhtelise muutuse, on le, >1 ja funktsiooni nimetatakse
iileelastseks — ndudluse korral suhteliselt viike hinnamuutus
pohjustab suhteliselt suure muutuse ndutavas koguses. Vastasel
juhul on lel <1 ja funktsioon on alaelastne. Kui |£| =1,
nimetatakse funktsiooni iihikelastseks. Niites toodud juhul on

tegu lileelastse ndudlusfunktsiooniga ja suhteliselt hinnatundliku
tarbijaga.

Joonelastsus kirjeldab funktsiooni elastsust mingil osal funkt-
siooni graafikust. Tegu on aga funktsiooni n.5. keskmise elast-
susega sellel 15igul, kuna selle 16igu erinevates punktides vaib
elastsus olla erinev. Tdpsema tulemuse annab punktelastsus.

- Punktelastsuse valem eeldab 1opmata viikest muutust argu-

mendis. Sellisel juhul v6ib asendada koguse ja hinna muutused

: A d .
diferentsiaalidega ja suhte i suhtega d—q ehk tuletisega ndud-
P

lusfunktsioonist. Kuna tegu on vaid iihe punktiga, pole vajadust
arvutada hinna ega koguse keskmist viirtust — nende asemel on
argumendi ja funktsiooni viirtused konkreetses punktis:
p_4dqp
£, =—==.
dp q

Elastsuse arvutamiseks kindlas punktis vdetakse funktsioonist

tuletis f Ja arvutatakse viimase viartus selles punktis, korru-
Lap
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e

tatakse tulemus argumendi viirtusega ja jagatakse funktsiooni
véidrtusega selles punktis. Arvutame niiteks eespool kirjeldatud
ettevdtte poolt toodetava kauba ndudlusfunktsiooni g = 20 —2 4
hinnaelastsuse punktis, kus hind on 4. Kui hind on 4, siis ndutav
kogus on g =20-2-4=12. Tuletis ndudlusfunktsioonist on

g’ =-2, seega on ndudlus selles punktis alaelastne:

er=2.2-2
¢ 12 4

Analoogiliselt esitatud niidetega ndoudlusfunktsiooni kohta on
voimalik arvutada niiteks ndudlusfunktsiooni sissetulekuelast-
sust, pakkumisfunktsiooni hmnaelastsust voi tootmlsfunktswom
tegurielastsust.

Lineaarse funktsiooni korral on joonelastsus vérdne punktelast-
susega joonelastsuse arvutamisel aluseks olnud 16igu keskpunk-
tis. Kovera puhul on joonelastsus vordne punktelastsusega punk-
tis, mille puutuja on paralleelne joonelastsuse arvutamisel
aluseks olnud 18igu otspunkte iihendava sirgega. Joonisel 2.3
kujutatud hiipoteetilise kdvera korral on joonelastsus punktide A
ja B vahelisel 16igul vordne punktelastsusega punktis C, mis on
noudluskdvera puutepunktiks 16iguga AB paralleelse sirgega.
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A
P
A
P
N
p A
¢ B
P, <
9.1 q q, q

Joonis 2.3. Punktelastsuse ja joonelastsuse geomeetrilised seosed

Funktsiooni tuletise iiks olulisemaid kasutusalasid matemaatilises
majandusteaduses on optimeerimine. See aga viirib eraldi
kasitlemist jargmistes peatiikkides.

2.3. Osatuletised

Majanduses mdjutavad sageli iiht ndhtust viga paljud teised
tegurnihtused. Sellist soltuvust kirjeldab mitme muutuja funkt-
sioon. S6ltuv muutuja on siis funktsioon mitmest erinevast
soltumatust muutujast:

2= f(x,%,5,...,%,).

‘Ka sellisel juhul huvitab majandusteadlasi erinevate sdltumatute
muutujate muutumise mdju séltuvale muutujale. Tihti soovitakse
vilja tuua just tihe kindla muutuja mdju, eeldades teiste muu-
tujate véirtuste samaks jaamist. Seda nimetatakse ceteris paribus
(lad ‘ulejadnu jaab samaks’) printsiibiks. Niiteks uuritakse,
milline on ndutava koguse muutus, kui sissetulek tduseb mingi
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summa vorra, aga koik hinnad jddivad samaks; voi tahetakse
teada, kuidas muutub toodangumaht, kui vGetakse juurde iiks
tooline, aga masinate hulk jaab samaks. Matemaatilises analiiiisis
kasutatakse sel otstarbel osatuletist..

Olgu muutuja z soltuvuses muutujatest x ja y: z=f (x, y).
Muutuja x mdju muutujale z muutuja y samaks jaddes viljendab

suhe %Zx— Kui Ax on teada, tuleks Az leida jirgmiselt:
Az= f(x+Ax,y)— f(x,y). Jillegi on keerukate arvutuste
viltimiseks mdistlik leida jagatise % piirvdadrtus Ax ldhene-

misel nullile (sealjuures eeldades, et Ay =0):

lim 22 = i LAY~ flny)
A—0 Ax A0 Ax

Sellist piirvidrtust nimetatakse osatuletiseks —funktsioonist
z= f(x, y) muutuja x jirgi. Nii nagu tavalisel tuletisel, on ka
osatuletisel erinevaid tdhistusi. Tavapidrase ilakriipsu asemel
(y") mirgitakse osatuletise korral alaindeksina muutuja, mille

jargi tuletist voetakse: z, . Tahistust f '(x) asendab osatuletise
korral tihistus f,. Kolmandas tihistuses on diferentsiaali tahis-
tav taht 4 asendatud gooti tahega d (seda nimetatakse ka kreeka

o0 ,
tihe & variatsiooniks): 8_Z Osatuletis muutuja y jérgi leitakse ja
x

tahistatakse analoogiliselt:

_9z Az flx+Axy)- flxy)

Zx=ff—5;:£§0;:££§) ~ ’
z, = f, =%= lim-A—Z: lim f(x’nyA)’)—f(x,y).

dy M&-0Ay 40 Ay
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Osatuletis niitab, millises suunas ja millises ulatuses muutub
funktsiooni Viirtus iihe argumendi iihikuliselt kasvades ja teiste
argumentide muutumatuks jdddes. Seejuures ei tohi ka siin
unustada, et tegu on siiski ligikaudse hinnanguga funktsiooni
vadrtuse muutumisele, mis on seda parem, mida viiksem on
argumendi muutus. Kuna osatuletis konkreetse argumendi jirgi
eeldab iilejaanud argumentide muutumatust, siis vdib mitme
muutuja funktsioonist {ihe argumendi jirgi tuletlst vottes koiki
teisi argumente vaadelda konstantidena.

Vattes tuletist naiteks funktsioonist z = f (x y) x jargi, kehtivad

koik tavapirased tuletise votmise reeglid, muutujat y tuleb aga
kisitleda konstandina — nagu koiki arvulise vadrtusega voi siim-
boliga tahistatud parameetreidki. See tihendab, et kui konstant
on muutujaga x korrutatud, jiib ta selle kordajaks ka tuletises.
Kui aga konstant on liidetayv, siis selle tuletis on O.

Vaatleme niiteks funktsiooni z =3x%y+3x* + y—10. Tuletis x
jérgi on kigi reeglite kohaselt z, = 6xy +9x*> +0—0, tuletis y
jirgi z, =3x> +0+1-0.

Ka osatuletisel on geomeetriline tolgendus. Nimelt on niiteks
kahe muutuja funktsiooni graafiliseks kujutiseks mingi pind
kolmemddtmelises ruumis (horisontaalteljed x, y ja vertikaaltelg
z). Nditeks voib ette kujutada tuba, mille iihes nurgas jookseb alt
liles z-telg ja z-telje algusest kahele poole mé6da poranda servi x-
ja y-teljed. Nimetame nende servade kohal olevaid seinu x- ja y-
seinaks. Pinna puutujaks on mingi tasand (moeldagu niiteks toas
palli peale asetatud paindumatule paberilehele). Osatuletis muu-
tuja x jdrgi nditab pinda puutuva tasandi tSusu x-telje suhtes. Ta-
sandi voib mdtteliselt jaotada iiksteisega tihedalt kérvuti oleva-
teks sirgeteks (paberilehe peenikesteks paberiribadeks). Oletame,
et need sirged on paralleelsed x-seinaga. Kui mingi neist sirgetest
projitseerida x-seinale, siis selle sirge tdusu xz-teljestikus (mis
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asub x-seinal) nditabki osatuletis muutuja x jirgi. Voib ette
kujutada, et iiht x-seinaga paralleelselt vilja 16igatud pabeririba
vaadatakse seistes ndoga x-seina poole — siis projitseerubki
pabeririba seinale mingi tdusuga z, . Otse vaadates teine mddde

ehk y-sein mdju ei avalda, see seostub tmglmusega et samal ajal
dy=0. Analooglhselt nditab osatuletis muutuja y jirgi puutuva

tasandi tdusu y-telje suhtes.

Korgemat jirku osatuletised leitakse analoogiliselt tavalise
tuletisega. Nditeks teist jirku tuletise leidmiseks muutuja x voi y
jérgi, diferentseeritakse funktsiooni kaks korda vastava muutuja
jérgi (ehk leitakse osatuletis vastava muutuja jirgi esimest jirku
tuletisest sama muutuja jargi):

2% _ 3% )

Zu:.fxx == — ,

ox>  ox
%
2, =f, = s a( %)

y y ayZ ay
Segaosatuletiste korral vdetakse enne tuletis iihe, siis teise muu-
tuja jargi:

2, =f Gk (a/ )
reoe axay dy
0z
Z,=f= d*z _8( ay)
T 9yox ox

Youngi teoreemi kohaselt kehtib kdigi majandusteaduses kasuta-
tavate funkisioonide korral reegel: teist jirku segaosatuletise kor-
ral ei soltu tulemus diferentseerimise jirjekorrast:
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a(a%x) a[az 3y)

dy ox

Eespool kasutatud funktsiooni z= 3x2y+3x’+y-10 korral
saame teist jarku osatuletise muutuja x jdrgi diferentseerides
uuesti esimest jirku tuletise 2, = 6xy +9x>. Tulemuseks on

z,, =6y +18x. Vottes tuletise funktsioonist z, = 3x* +1 muu-
tuja y jargi, saame z,, =0. Segaosatuletise vdime arvutada, vot-
tes tuletise funktsioon?st Z, =6xy+9x° muutuja y jirgi vdi
funktsioonist z, = 3x° +1 muutuja x jargi. Tulemuseks on

Zy =2 = 6x.

Osatuletist kasutatakse mitme muutuja funktsioonidest piir-
funktsioonide leidmisel. Olgu niiteks tegu olukorraga, kus ette-
vottes mingi aja jooksul toodetav toodangu kogus g sdltub nii
ettevottes tootavate téétajate arvust ehk t66joust L (labor) kui ka
tooliste kasutada olevate masinate hulgast ehk teisiti Oeldes
kapitali kogusest K. Ki_r‘jeldagu olukorda tootmisfunktsioon:

g=q(K,L)=05K>-2KL+L*.

Seda, kuidas muutub toodangumaht t66jdu koguse suurenedes
iihe iihiku (nt iihe toolise) vorra, niditab t66jdu piirtoodang.
T66j6u piirtoodangu MP, (marginal product, alaindeks tahistab
t66joudu) funktsiooni leidmiseks votame tuletise toodangu-
funktsioonist t66jou jargi:
MP, =q, =-2K +2L.



DIFERENTSEERIMINE 43

Nagu niha, on ka t66jou piirtoodang funktsioon nii kapitalist kui
ka to6joust. Kapitali piirtoodangu MP, leidmiseks diferentsee-
rime toodangufunktsiooni kapitali jargi:

MP, =q,, =K-2L.

Ka elastsuste arvutamisel ldheb vaja osatuletist. Olgu niiteks
tegu kahe asenduskaubaga: A ja B. On teada, et kauba A ndutav

kogus mingi perioodi jooksul (g~ ) soltub nii selle sama kauba
hinnast p,, asenduskauba hinnast p, kui ka tarbija sissetule-
kust m (money — ‘raha’):

q° =12-4p, +0,04m+0,5p,.

Kauba A ndudluse hinnaelastsuse leidmiseks votame ndudlus-
funktsioonist tuletise p, jirgi: '

0994 Pa __4Pa Pa.
- D
o, 4, ‘IA

A —

Elastsuse teadasaamiseks konkreetses punktis tuleb valemisse
asendada vastavad hinna ja koguse vidrtused. Kauba A ndudluse
hinnaelastsus nditab, kuidas muutub ndutav kogus kauba A hinna
muutudes teise kauba hinna ja sissetuleku muutumatuks jiades.

Kauba A ndudluse elastsus kauba B hinna suhtes ehk kauba A
ndudluse ristelastsus arvutatakse siis jairgmiselt:
)
55 = ﬂ.p_g = 0’51’_5 ,
Py 44 9a
ning ndudluse sissetulekuelastsus:

b_0d4s m

n

m
=0,042 .
om g~ qn
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Kuna koik muutujad selles ndudlusfunktsioonis saavad olla vaid
positiivsed, voib tuletiste markidest jireldada, et kauba ndudlus
viheneb, kui tema hind tduseb ning ndudlus suureneb, kui asen-
duskauba hind tuseb voi sissetulek suureneb.

Osatuletise iiks olulisemaid kasutusvaldkondi on mitme muutuja
funktsioonide optimeerimine, millest tuleb juttu edaspidi.

2.4.: Téisdiferentsiaal ja taistuletis

Lisaks soltumatute muutujate individuaalsele méjule pakub huvi
ka koigi soltumatute muutujate koosmdju sdltuvale muutujale.
Koigi argumentide nullist erinevatele muutustele vastavat funkt-
siooni viirtuse muutust kirjeldab funktsiooni tdisdiferentsiaal.

Kui funktsiooni z = f(x,y) korral muutuja y samaks Jdades
(Ay =dy =0) muutuja x vidrtus muutub Ax =dx vorra, siis

v0ib muutust funktsiooni viirtuses — Az — ligikaudu hinnata
jargmiselt: funktsiooni véirtuse ligikaudne muutus argumendi

. .0
tihikulise muutuse korral (seda viljendab osatuletis —a—z ) korruta-
X

tud argumendi viddrtuse muutumisega:

0z
dz =—dx.
ox

Kui on olemas nullist erinev muutus Ay =dy ja x ei muutu
(Ax =dx = 0), on vastav funktsiooni z diferentsiaal:

Eespooltoodu pdhjal: kui muutuvad mélemad argumendid, aval-
dub funktsiooni tdisdiferentsiaal jargmiselt:
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0z 0z 0z 0z
dz =—dx+—dy ehk dz =—Ax+—Ay.
¢ ox ‘ dy Y e & ox dy >

Taisdiferentsiaal naitab funktsiooni védrtuse kogumuutust
koigi argumentide 16pmata vidikeste muutuste korral (jillegi on
tegu ligikaudse hinnanguga).

Olgu tegu juba  niditena  kasutatud  funktsiooniga
z=3x"y+3x + y—10 ning olgu mingil hetkel x =1 jay=1,
Ax =0,01 ja Ay=0,02. Leiame hinnangu funktsiooni viirtuse
muutusele Az: v ' :

Az =dz =z, Ax+z, Ay = (6xy+9x*) Ax+(3x* +) Ay =
=(6-1-1+9-1)0,01+(3-1+1) 0,02 = 0,23.

n muutuja funktsiooni korral z = f(x,,x,,...,x,) on tiisdife-
rentsiaali arvutamise valem:

0z 0z 0z
do=dn +Ldn e+ Ly
ox, | ox, ° dax,

Mbnikord vdib ette tulla olukord, kus iiks vdi mitu funktsiooni
argumenti s6ltuvad omakorda iihest voi mitmest teisest argumen-

dist. Naiteks lisaks funktsioonile z = f (x, y) on teada, et muu-
tuja y s6ltub omakorda muutujast x: y = g(x). Sellisel juhul mo-
jutab muutuja x funktsiooni viirtust z otse — vastavalt funkt-
sioonile z == f (x, y) — ning ka kaudselt — muutuja y kaudu. .

Tdisdiferentsiaali arvutamise valemi dz = -g—zdx +g—zdy mole-
x y

. 1
mat poolt avaldisega ™ korrutades saame:
X
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de _dedv  0cdy
dx Odxdx dydx

ehk kuna & 1, siis:

dx
i _d
dx 9ox Odydx

Saadud tulemus ongi téistuletis funktsioonist z muutuja x jargi,
mis nditab, kuidas muutub funktsiooni vaartus argumendi x iihi-
kuliselt kasvades, arvestades nii otsest kui ka kaudset mdju.
Valemi esimene liidetav nditab argumendi x otsest mdju funkt-
siooni vidrtusele ja teine liidetav kaudset mdju: muutuja x moju
muutujale y on korrutatud muutuja y mdjuga funktsiooni
vidrtusele z. '

Toome siinkohal ndite majandusteooriast. Oletame, et mingi
kauba tarbitav kogus sdltub nii kauba hinnast kui ka reaalsest

sissetulekust m, :

q=f(m,p),

kus eeldatavasti:

aa—q > 0, sest reaalse sissetuleku suurenedes noudlus kasvab;
mr

X . 0, sest hinna suurenedes kauba ndudlus vaheneb — osa
P ,
selle kauba tarbimisest asendatakse teiste kaupadega.

Samal ajal sdltub reaalne sissetulek kauba hinnast:

m, =g(p),
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r

dp
neb — niilid saab sama summa eest vihem kaupa osta.

< 0, sest kauba hinna toustes reaalne sissetulek kaha-

kus

Piitiame leida kauba hinna muutumise kogumdju kauba noudlu-

sele ﬁ Noudlusfunktsiooni tiiisdiferentéiaal:

dp

dgq dq
dg=2dp+°L gm .
1 op P om ’

r

Siit saame leida hinnamuutuse kogumdju n6udlusele:
dg _9dq _ 9dq dm,
dp op Om, dp

Teades erinevate niditajate omavahelist mdju, voime hinnata, kas
hinnamuutuse kogumdju ndudlusele on positiivne v3i negatiivne:

d d
dq _9q _0q dm, .
dp dp Jm, dp

G ® G
Iga liikme all sulgudes on toodud tema eeldatav mirk. Kokku-
vottes on seega kogu avaldis negatiivne ning hinna toustes ndud-
lus kahaneb. Majandusteoorias nimetatakse hinna otsest moju

ndutavale kogusele asendusefektiks ja kaudset mdju sissetuleku-
efektiks.

Kui argumente ja nende omavahelisi sdltuvusi on rohkem, on
kdige lihtsam tuletada tdistuletise valem tiisdiferentsiaali vale-
mist, teades, et kui kahe argumendi, néiitqks y ja x vahel soltuvust

ei ole, kehtib —d—i =0 ja vastavad liidetavad tiisosatuletise vale-

mis on vordsed nulliga.
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Kui ka soltumatuid muutujaid (mis ise ei sdltu antud mudelis
tihestki teisest muutujast) on rohkem kui iiks, nimetatakse nende
kogumdju viljendavat tuletist tiisosatuletiseks.

Niiteks, kui z= flyuvw), u=g(xy), v= h(x) ja
w= j(y) siis tdisdiferentsiaal:
0z, %z, %, %, %

dz=—dx+—dy+—du+—dv+—d
ox oy Y du ov w

ja téistuletis x jargi (hoides y viirtuse muutﬁmatuna)'
dz azdx+azdy azdu+azdv+azdw
dxly, Oxdx Jdydx dudx dvdx ow dx

=azl 0+ azﬂ_'_azdv 0=
ox ou dx Jvdx

9z dzdu dzdv
=422
ox dudx dvdx

Saadud tulemus on tiisosatuletis funktsioonist z muutuja x jargi,
mis nditab, kuidas muutub funktsiooni viirtus argumendi x
ithikuliselt kasvades ning argumendi y muutumatuks jéddes. Just
viimase t3ttu on tegu siiski tdisosatuletisega, mitte lihtsalt tdistu-
letisega. Tiisosatuletise eristamiseks tavalisest iihe muutuja
funktsiooni tuletisest ja osatuletistest tihistatakse seda ka siimbo-

<
liga :§—— .

§x

2.5. limutamata funktsiooni tuletis

- Monikord tuleb majandusanaliiiisis kokku puutuda ilmutamata
funktsioonidega. Funktsioon on ilmutamata, kui muutujate oma-
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vaheline séltuvus on kirjeldatud avaldisega kahest (voi enamast)
muutujast, mis vordub konstandiga: F (x; y) = ¢ . Konstant voib
olla ka viidud avaldisega samale poolele, sellisel juhul on teisel
pool vordusmirki null: F (x, y)= 0. Enamasti on vdimalik sel-
line funktsioon teisendada ilmutatud kujule: iikks muutuja on
vordne mingi avaldisega teis(t)est muutuja(te)st, niiteks
y=f (x) M&ningate funktsioonide puhul on aga nende ilmuta-
mine mingi muutuja suhtes kiillalt tiilikas (nt funktsioon

. ) . dy
x>+ y®=9) vbi keeruline. Siis on raske ka leida tuletist Zy

tavaparasel meetodil. Sellisel juhul on abiks valem, mille saab
tuletada tdisdiferentsiaali abil jargmiselt. '

Tuletise —?— leidmiseks funktsioonist F(x,y)=c diferentseeri-
X

me funktsiooni kirjeldava vorrandi mdlemad pooled.. Vasaku
poole puhul kasutame tdisdiferentsiaali valemit. Kuna konstant ei
muutu kunagi, siis parema poole diferentsiaal on alati null:

oF oF

—dx+—dy=0.
x ey

Tuletame sellest seosest valemi meid huvitava tuletise leid-
miseks:

oF OF
Oty = -2 dx,siit
% y = sii
/
&_ o _F wi Lo F 20
dx aF/ F“ > ay y .

/9y

Siinjuures tuleb tidhele panna, et nimetajas olev osatuletis ei to-
hiks vérduda nulliga.
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Leiame niteks funktsioonist x* + y*> =9 tuletise —Zl :
. : x

dy F,_ 2

o A X:——)-C—=—£,y¢0.

dx F. .2y y

)

Siinkohal tasub tihele panna, et kui tavalise, ilmutatud funkt-
siooni tuletis sisaldab muutujana vaid argumenti, siis ilmutamata
funktsiooni tuletis vdib sisaldada nii argumenti kui ka funkt-
siooni vairtust.

Majandusteaduses kasutatakse ilmutamata funktsiooni tuletist
sageli samavaarsuskoverate puhul. Vaatleme niiteks kasulikkus-
funktsiooni, kus tarbija kasulikkus u soltub kahe kauba — ¢, ja

q, — tarbitavatest kogustest: u =u(q,,q,) . Erinevad komplek-

tid kahe kauba kogustest annavad tarbijale enamasti erineva
kasulikkuse. Erinevaid l’(omplekte saab kujutada teljestikus, kus
iihel teljel on iihe kauba kogus, teisel teljel teise kauba kogus (vt
joonist 2.4).

g4

1261"6 97 =300
12q°6 97 =200

v

q,

Joonis 2.4. Samakasulikkuskdverad
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Selliseid komplekte, mille korral (vaatamata kahe kauba erineva-
tele tarbitavatele kogustele) kasulikkus on sama, iihendab
samakasulikkuskover. Kui niiteks kasulikkusfunktsioon on

w= 12¢%4Y7, on kasulikkustasemele 200 vastava samakasulik-
kuskovera vorrand: 12¢,°qy” =200, kasulikkustasemele 300

vastava kdvera vorrand aga 12q0 q37 =300.

Majandusteaduslikus analiiiisis on sageli vaja leida sellise sama-
vidrsuskovera puutuja tous mingis konkreetses punktis. Puutuja
tdusu viljendab aga tuletis. Kuna antud juhul vertikaalteljel on

q, ja horisontaalteljel g, , siis on vaja teada tuletist: d;qz Kasu-
9
tame ilmutamata funktsiooni tuletise valemit: ’

au
dq, _ //aqx :_MUI

dg,  ou Mu,’
1 //a%_ ’

kus MU, tihistab esimese kauba ja MU, teise kauba pi»ir—
kasulikkust.

Selgub, et samakasulikkuskdvera puutuja tdusu saab leida nende
kaupade piirkasulikkuste abil. Meie niites kasutatud funktsnoom
korral:

dq, _ 0'6‘1104 ) __6‘h

dg,  0,7¢°%g; o " Tq,

Selles, et funktsioonist u =12¢,°q."" muutuja ¢, avaldamine ja

seejdrel tuletise leidmine on tunduvalt aegandudvam, voib i gauks
ise veenduda.

Korvalmirkusena olgu  mainitud, et funktsiooni ’ kujul
z=cx"y", kus a, b ja ¢ on suvalised positiivsed parameetrid,

TArRTu OLikooL)
RAAMATUKOGY
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nimetatakse Cobbi-Douglase tiilipi funktsiooniks ning sellise
kujuga funktsioone kasutatakse majandusteaduses sageli niiteks
toomisfunktsioonina, kasulikkusfunktsioonina vms.

Mbénikord soovitakse teada, milline peaks olema niiteks kahe
muutuja funktsiooni z = f (x;y) korral iihe argumendi muu-
tusele Ax vastav teise argumendi muutus Ay, et funktsiooni

vaartus jaidks samaks. Et funktsiooni vdartus ei muutuks, peaks
funktsiooni tdisdiferentsiaal vorduma nulliga:

0z 0z
dz=—Ax+—Ay=0.

ox dy
Siit saame teada muutuja x iihikulisele muutusele vastava vaja-
liku y muutuse tingimusel, et funktsiooni vairtus z ei muutuks:
Ay oz,

Ax Z

¥

Vaatleme tuttavat kasulikkusfunktsiooni u=12q"%q)’. Et

kasulikkus ei muutuks, peaks esimese kauba koguse suurene-
misega lihe tihiku vdrra kaasnema teise kauba koguse muutus:

Aq, MU, '741'

Olgu tarbijal 10 tihikut esimest ja 10 iihikut teist kaupa. Tarbija
ostab juurde kaks iihikut esimest kaupa. Kuidas peab muutuma
teise kauba kogus, et kasulikkus jddks samaks? Avaldame teise
kauba muutuse ja arvutame: '
Ag, == pg =810 5191

1q, 7-10

Seega peab tarbija loobuma 1,71 iihikust teisest kaubast.



3. INTEGREERIMINE

3.1. Maaramata integraal

Funktsioonist tuletise vdtmise vastandtehe on integreerimine.
Vaatleme funktsiooni y=F(x). Olgu selle tuletis

y' = F’(x)= f(x). Vastandtehe ehk funktsiooni tuletisest f(x)

integraali votmine muutuja x jirgi formuleeritakse mate-
maatiliselt nii:

[ fx)ax.

Funktsioonile, mida integreeritakse, eelneb integraali mirk ja
jargneb selle muutuja diferentsiaal, mille jdrgi funktsiooni inte-
greeritakse. Integreerimine peaks viima uuesti esialgse funktsioo-
nini y= F(x). Alati ei anna funktsioonist tuletise votmine ja
seejdrel integreerimine tulemuseks tdpselt esialgset funktsioo-
ni — seda juhul, kui esialgne funktsioon y=F (x) sisaldab
vabaliiget. Konstantse viidrtusega vabaliikme . tuletis on null,
seepirast ei ole vaid integreeritavat funktsiooni teades vimalik
aimata, kas integreerimisel tuleb lisada mingi konstant ja milline.
Seepirast lisatakse matemaatikas leitud algfunktsioonile alati
integreerimiskonstant (tihistame seda C):

[fx)dx=Fx)+C,

seda juhul, kui iilesandes ei ole konstandi vairtus eraldi éntud. |
Vahemirkus: teades, et f(x)dx = dy = dF (x), voib kirjutada ka:
[dF(x)=F(x),

seega on integreerimise niol t'c“)époolest tegu diferentseerimise
vastandtehtega.
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Integreerimise reeglid on tuletatavad tuletise vGtmise reeglitest.
Olgu siinkohal toodud majandusteoorias enim ette tulevate funkt-
sioonide integraalid: -

Jde:C,
“‘(a)c")dx:'axb+l +C,
b+1
eelmise erijuht on J.dx = Jldx = '[‘xo dx=x+C,
Jeidx:eX+C,
Ja"-dxz @ +C=a"log,e+C,
Ina

jldx:lriﬂ'c.
S

Integreerimine vdimaldab tuletada piirfunktsioonist kogufunkt-
siooni ehk lihtefunktsiooni. Kui on teada mingi piirnditaja, ndi-
teks piirkulu vai piirtulu, aga pole teada tulu vdi kulufunktsiooni
ennast, slis teades, et piirfunktsioon on saadud kogufunktsioonist
tuletise votmise teel, on voimalik kogufunktsioon leida vastand-
tehet kasutades. Kui matemaatiliselt on korrektne leitud inte-
graalile integreerimiskonstandi lisamine, siis majandusteaduses
ette tulevatel juhtudel on sageli teada kas kogufunktsiooni
konstant (nt kulufunktsiooni korral piisikulud) v6i vahemalt selle
konstandi majanduslik tdhendus, millele vastavalt see siis ka
tahistatakse.

Olgu niiteks teada ettevotte piirtulufunktsioon MR =100 —8¢q

ja piirkulufunktsioon MC =9¢g* —364g+40. Teada on veel, et

firma piisikulud, mis toodangu kogusest ei sdltu, on 200. Leiame
kogukulufunktsiooni:

C = [MCdg = [(0g* - 364 +40)dg =
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=3q" —18¢* +40q + const .
Kuna on teada, et konstant kulufunktsioonis on 200, siis:

C =3q" -18g* +40g +200.

Mirkus. Kui piisikulud polnuks teada, voinuksime need tihistada
stimboliga FC (fixed costs):

C=3q" -18¢*> +40q+ FC.

Leiame koghtulufunktsiopni:
R=[MRdq = j(loo ~84)dq =100g — 49 + const .

On teada, et kui ei miiiida iihtegi tooteiihikut (g =0), siis ei
saada ka tulu. Jirelikult ei ole tulufunktsioonis konstanti ja
funktsiooni graafik algab koordmaattelgede nullpunktist. Seega
voime kirjutada:

=100g —4q°.

3.2. Maaratud integraal

Osutub, et integraali abil on voimalik arvutada funktsiooni graa-
fiku ja argumenditelje vahelise kovertrapetsi pindala (vt joonist
3.1) kahe raja vahel. Selleks tuleb sisse tuua masratud integraali
moiste. Midratud integraali vadrtuse madravad muuhulgas rajad.
Kovertrapetsi vasakule kiiljele vastavat argumendi viirtust nime-
tatakse alumiseks rajaks, paremale kiiljele vastavat argumendi
vadrtust iilemiseks rajaks.
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fo 4

Joonis 3.1. Kdvertrapetsi pindala

Mairatud integraali korral asetatakse integraali siimbolist alla ja
tiles vastavalt integraali alumine ja iilemine raja — selle 15igu
alg- ja Ioppvadrtus, kus integraali arvutatakse. Midratud inte-
graalil on alati mingi konkreetne (arvuline vdi parameetriline)
véirtus, mis leitakse jirgmise valemi alusel:

[ £()ae=F 0| = Fb)- Fla).

Esmalt integreeritakse integraalialune avaldis. Seejirel arvuta-
takse saadud funktsiooni viirtus ililemise ja alumise raja kohal
ning lahutatakse esimesest teine. Sageli tihistatakse funktsiooni
véirtuste vahet ka alumise ja iilemise rajaga varustatud piist-

. b
kriipsu abil (F(x)| ).

Kasutame niditena konkreetseid probleeme majandusteadusest.
Tihti. kasutatakse majandusteaduses maaratud integraali heaolu
hindamisel. Vaatleme juba tuttavat turutasakaalu mudelit. Mida
madalam on kauba hind, seda rohkem inimesi on ndus seda
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ostma. Kui turu tasakaaluhind p*on vilja kujunenud, saavad

koik tarbijad osta kaupa selle hinnaga. Tarbijad, kes olid ndus ka
rohkem maksma, kogevad niiiid lisakasu ehk iilejadki: nende
hinnang kaubale oli kdrgem, kui ‘maksta tulev summa. Seda
tilejadki nimetatakse ka tarbija hinnavaruks vdi tarbija heaoluks.
K®digi tarbijate iilejadkide sumrhale vastab geomeetriliselt (vt
joonist 3.2) nGudluskdvera ja kehtivat hinnataset kujutava hori-
sontaaljoone vaheline pindala nullpunkti ja tasakaalukoguse
vahel.

p tarbija S
p; hinnavaru
tootja
hinnavaru

Joonis 3.2. Tarbija ja tootja hinnavarud

Samas pakuvad tootjad vastavalt tdusvale pakkumisfunktsioonile
korgema hinna juures rohkem kaupa. Korgem hind katab #ra
kdrgemad kulud ja nii saavad kauba tootmises ja pakkumises
osaleda ka need ettevdtted, kellel see madalama hinnaga #ra ei
tasunud. Kui kehtib turuhind, saavad kdik tootjad oma kaupa
miilia selle hinnaga. Nii on hind monede ettevitete jaoks
kuludest suurem. Siit tulenebki tootja hinnavaru mdiste. Kdigi
tootjate hinnavaru viljendub graafiliselt hinnataseme ja pakku-
misfunktsiooni vahelise pindalana nullpunkti ja tasakaalukoguse
vahel. <
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Kui ndudlus- ja pakkumisfunktsioon on lineaarsed, on tegu
kolmnurkadega ja v6ib kasutada kolmnurga pindala valemit. Kui
aga funktsioonid on keerulisema kujuga, tuleb kasutada masratud
integraali. Sealjuures ei tohi unustada, et joonisel on kujutatud
ndudluse ja pakkumise pdordfunktsioonid.

Integraali abil hinnavarude hindamisel on kaks vdimalust. Vaat-
leme esmalt tarbija hinnavaru. Esiteks voib arvutada néudlus-
kovera aluse pindala nullpunktist kuni tasakaalukoguseni ja
lahutada sellest tarbijate kulutusi viljendava nelinurga pindala.
Selleks on vaja integraali ndudlusfunktsiooni poordfunktsioonist
rajadega nullpunktist tasaixkaalukoguseni. Tarbija hinnavaru oleks
siis:™ :

. q*
Hqurb:j@ :[ PD(Q)dq]— p*q*
|

0

Noéudluskover nditab, millist hinda on tarbija ndus maksma mingi
konkreetse kaubakoguse korral. Hind, mida tarbija on. ndus
maksma, on samal ajal ka tarbija hinnang lisandunud kaubaiihiku
kasulikkusele. Niisiis vdib ndudluskdvera alust pindala nullkogu-
sest kuni tasakaalukoguseni nimetada tarbija kogukasulikkuse
hinnanguks rahas. Seega sisuliselt leitakse selle valemiga tarbi-
- jate kogukasulikkuse ja kogukulutuste vahe.

Teine voimalus on arvutada kohe meid huvitava ala pindala,
leides mddratud integraali ndudlusfunktsioonist, sellisel juhul on
rajad midratud hinnateljel: tasakaaluhind p * ning ndudlusfunkt-

siooni 13ikepunkt hinnateljega p, :

r
HVI{U"){[‘(( = J.q b (p) dp .

»*
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Tootja - hinnavaru arvutamiseks on analoogilised véimalused.
Esimese variandi puhul tuleks tootjate kogutulu R = p*g*
viljendava nelinurga pindalast lahutada pakkumiskovera alune
pindala nullpunktist tasakaalukoguseni. Sellisel juhul tuleks
pakkumiskdvera aluse pindala arvutamiseks -votta integraal
pakkumise poordfunktsioonist nullpunktist kuni tasakaalu-
koguseni. Tootja hinnavaru arvutamise valem oleks siis selline:.

. . q*
HVnmq‘a = P*q*_[JPS(Q)dQJ )
° .

Pakkumiskdver nditab, millist hinda soovib tootja mingi koguse
eest saada. Tootja soovitud hind tuleneb lisandunud kaubaiihiku
kuludest (majandusteooria kohaselt on pakkumiskdver samal ajal
ka piirkulukdver). Seega kujutab pakkumiskdvera alune pindala
nullkogusest kuni tasakaalukoguseni tasakaalukoguse tootmise
muutuvkulusid (piisikulu on piisiv suurus, koguse suurenedes
piisikulu ei lisandu, seega peegeldab piirkulu vaid muutuvkulu-
sid— piirkulu integreerimisel saame muutuvkulud). Niisiis
sisuliselt leitakse tootjate tulude ja muutuvkulude vahe. :

Teise variandi korral tuleks votta lihtsalt integraal pakkumis-
funktsioonist, kusjuures rajad oleksid maaratud hinnateljel: pak-

kumisfunktsiooni 1dikepunkt hinnateljega p, ja tasakaaluhind

p*:

P*
HVI(ija = J[qs (p)dp .

Po
Vaatleme mingi hiipoteetilise kauba turgu, kus ndudluse poord-
funktsioon on p® =40-3g ja pakkumise péordfunktsioon

p’ =05¢* —g+10. Leiame tasakaalupunkti, mis rahuldab
mdlemat vdrrandit. Selleks véime vordsustada ka hinnad:
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p? = p° ehk 40—-3¢ =0,5¢* — g +10, siit
0,5¢*> +2q-30=0.

Ruutvdrrandi lahenditeks on g, =—10 ja g, = 6. Et tasakaalu-

kogus ei saa olla negatiivne, jatame esimese lahendi vaatluse alt
vélja. Tasakaalukogusele ¢*=6 vastav tasakaaluhind on

p*=40-3-6=22.

Kujutame olukorda joonisel 3.3. Noudluskovera algordinaat on
40 ja tegu on langeva sirgega tdusuga — 3. Pakkumisfunktsioo-
nile vastava parabooli 16ikepunkti hinnateljega leiame, vottes

koguse nulliks: p =0,5-0* —0+10=10. Viirtuse g =1 korral
on hind sellest viiksem: p=0,5- 12-14+410=9,5.J drelikult on

paraboo] esmalt kahanev ning siis kasvav, miinimumpunkti tépne
asukoht pole iilesande lahendamiseks oluline.

54
40 §
E
22
10
. \ D ‘
6 qy

J 00_r1is_3.3. Tarbija ja tootja hinnavarud néiteiilesandes

Tarbijate hinnavaru leidmine on lihtne. Leiame kolmnurga
pindala:
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HY (40-22)6

tarbija = 9

=54.

o~

Piiiame arvutada tarbija hinnavaru ka integraali abil. Proovime
esmalt esimest vOimalust. Arvutame integraali:

6 2
[(40-34)dg = (4Oq—3LJ
S 2 0

2 .02
= 40-6—~3 6" |- 40.0_3 0 =186,
| 2 2

tarbij ate  kulutused on  vordsed tootjate tuluga:
p*q*=122-6 =132, tarbijate hinnavaru seega:

6

HVm,,,,.ja =186-132=54.
Kasutades teist varianti, tuleb leida ndudlusfunktsioon. See on
q= ? - —;- p . Arvutame integraali abil tarbija hinnavaru:

_ f 40_1 13, _[40g_p°)®
tarbtja 3 6 ”
_ 40-40_402 3 40-22__222 _s4
36 3 6 '
Nagu niha, andsid kéik kolm meetodlt tarbija hinnavaru arvuta-
miseks sama tulemuse.

Tootjate hinnavaru tuleb kindlasti leida integraali abil. Et meie
ndites on pakkumise po6rdfunktsioon ruutfunktsioon, siis pakku-
misfunktsiooni on keerukas leida ja kasutada. Lisaks sellele pole
voimalik eespoolkirjeldatud teist varianti kasutada pakkumis-
kdvera kuju téttu (algul kahanev, siis kasvav).
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Arvutame pakkumiskdvera aluse pindala tasakaalukoguseni:

6 3 2

[(0.54% ~g+10)dq =(% -'12—+10qj

6

0
3 2 3 2 |
_6____6__+10.6 - 0_—0—+10-0 =178,

6 2 6 2

tootjate kogutulu on: R=p*g*=22-6=132, seega tootjate
hinnavaru: '

HV, . =132-78=54.

tootja

0

3.3. Kogu- ja piirfunktsiooni seos

Miiratud integraal voimaldab selgitada kogufunktsiooni ning
piirfunktsiooni seost. Vaatleme niiteks mingit suvalist kogu-
funktsiooni. Olgu selleks niiteks kumer kasulikkusfunktsioon

u =u(q), nagu kujutatud joonisel 3.4. Konkreetse viirtuse
q =n juures viljendab kasulikkusfunktsiooni viirtus u = u(n)

selle koguse kauba tarbimisest saadavat kogukasulikkust. Sellele
funktsioonile vastab kahanev lineaarne piirkasulikkusfunktsioon

MU =MU(q).
Konkreetse vidrtuse g=n juures viljendab piirkasulikkus-

funktsiooni vdidrtus MU, = MU (n) n-nda (ehk hetkel viimase)

thiku tarbimisest saadavat kasulikkust. Kui alates esimesest
tihikust iga tdiendava tihiku tarbimisel lisanduvad kasulikkused
liita kuni viimase n-nda ihikuni, saadakse n ihiku kogu-
kasulikkus:

MU, +MU, +---+ MU, :iMU,. =u(n).
i=] '



INTEGREERIMINE : 63

A

u(n)

u(n)

MU®)

V¥V

Joonis 3.4. Kogukasulikkus ja piirkasulikkus graafiliselt

Pideva kasulikkusfunktsiooni korral on lisanduvad iihikud'lép_-

matult viikesed. Sellisel juhul asendab summat Z  miratud
i=1
integraal J . Mirkus. Enne mo6d&tsime kauba koguseid thisarvu-
0 .

liselt (tiikkides) ning koguseteljel kirjeldas 16ik nullist iiheni
esimest kaubaiihikut, seepdrast algab vastav piirkond pideva
funktsiooni ja Idpmatult viikeste -kaubaiihikute korral nullist.
Seega voib kirjutada:

[MU(q)dg = u(n).

0
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Uldistades: misratud integraal piirfunktsioonist vahemikus nul-
list kuni mingi konkreetse argumendi vi4rtuseni x, annab kogu-

funktsiooni véirtuse ilma Vabahlkmeta sellel konkreetsel argu-
mendi védrtusel: :

[ F()ar = F(ay), ks F(x)= f(x).

0

Graafiliselt tdhendab see jargmist. Mingi tihiku piirkasulikkust
kujutab graafiliselt vertikaalne joon koguseteljest kuni piirkasu-
likkusfunktsioonini. K&igi 16pmatult viikeste iihikute piirkasu-
likkused kujutavad siis endast tihedalt iiksteise kdrval olevaid
jooni, mis moodustavad pinna. Kui liita kdigi 16pmatult viikeste
tihikute piirkasulikkused nullist mingi iihikuni n, siis annab see
kokku mingi kdvertrapetsi — tiihelt poolt kogusetelje ja piir-
kasulikkusfunktsiooni graafiku vahel ning teiselt poolt null-
koguse ja koguse n vahel. Selle kévertrapetsi pindala viljendab
koguse n kogukasulikkust, mille teiseks graafiliseks kujutiseks
on vertikaalne joon koguseteljest kuni kasulikkusfunktsioonini.
Seega, proportsionaalse joonise korral peaks nulli ja n vahele -
jddva piirkasulikkuskdvera aluse kdvertrapetsi pindala olema
vordne kasulikkusfunktsiooni korgusega kohal .



4. MAATRIKSALGEBRA"

4.1. Maat!:riksid ja determinandid

Maatriksalgebral on matemaatilises majandusteaduses lai kasu-
tusala, kuna ta lihtsustab oluliselt arvutusi ja tehteid suurte
andmekogumitega. Maatriksalgebra oluline kasutusvaldkond ma-
jandusteaduses on lineaarvorrandisiisteemide lahendamine. Li-
saks sellele kasutatakse maatriksalgebrat niiteks optimeerimisel
lahendi olemuse kontrollimiseks jm. -

Maatriks on arvude, funktsioonide vdi muude elémentide
korraldatud kogum. m X n maatriksil on m rida ja n veergu:

a, ap a,
a a a
21 2 2
A= [a,..]= -
i
aml amZ amn

Maatriksit vGib tihistada erinevate sulgudega voi kahekordsete
piistjoontega:

A=[a,~,~]:(afj)=”aii“'

Maatriksi elemendi esimene indeks niitab, mitmendas reas ele-
ment asub, ja teine indeks, mitmendas veerus element asub.
Maatriksit, millel on ainult iiks rida voi veerg, nimetatakse vasta-
valt rea- v&i veeruvektoriks. Majandusmudelites kasutatakse
enamasti ruutmaatrikseid, kus ridade ja veergude arv on sama.

Maatriksit, mille read on lihtemaatriksi veerud ja veerud lihte-
maatriksi read, nimetatakse transponeeritud maatriksiks ja
tihistatakse A’ voi A”. Maatriks B on vdrdne transponeeritud
maatriksiga A", kui:
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b,]=la,] .

Ruutmaatriksi korral on transponeeritud maatriks esialgse maat-
riksi peegeldus iile peadiagonaali (vasakult ulevalt paremale
alla).

Et maatriksitega edukalt opereerida, tuleb osata teha tehteld
maatriksitega. Maatriksalgebra reeglitega saab pdhjalikumalt
tutvuda kdrgema matemaatika opikute abil, siinkohal on toodud
olulisimad. Maatriksite liitmisel liidetakse summamaatriksi ele-
mendi saamiseks kahe maatriksi samal kohal asuvad elemendid: -

la, 1+ [b,]=1la, +5,]

Lahutamisel lahutatakse analoogiliselt iihe maatriksi elemen-
tidest teise maatriksi elemendid: .

[a,:,. ]" [bii ] :'[“u‘ - br:/] :

Liita ja lahutada saab ma‘atrikseid,v millel on sama palju nii ridu
kui ka veerge.

Maatriksite korrutamisel korrutatakse konkreetse elemendi (i-nda
rea j-nda veeru elemendi) saamiseks omavahel esimese maatriksi
vastava (i-nda) rea ja teise maatriksi vastava (j-nda) veeru
elemendid ning korrutised summeeritakse:

[al_'i][bii]: [ail blj +a, sz +--ta;, bmj .

Nagu ka valemist niha, peab korrutatavate maatriksite puhul esi-
mese maatriksi veergude arv vdrduma teise maatriksi ridade
arvuga (sama jirku ehk samade mddtmetega ruutmaatriksite
korral on see tingimus alati tdidetud). Erinevalt arvude korruta-
misest on maatriksite korrutamisel oluline tegurite jarjekord.

Maatriksi korrutamisel mingi arvuga korrutatakse selle arvuga
koik maatriksi elemendid:
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k[a,‘/]z[ka,j]v.

Jagamistehte analoog maatriksalgebras on iihe maatriksi korruta-
mine teise maatriksi poordmaatriksiga. Péordmaatriks A~ on
maatriks, mis esialgse maatriksiga A korrutamisel (nii vasakult
kui paremalt) annab tulemuseks tihikmaatriksi E:

1 0 - 0]
o 4 0O 1 - 0
AA" =A" A=E=

0 0 - 1

Seosest voib jareldada, et poordmaatriks saab eksisteerida vaid
maatriksil, mille ridade arv vordub veergude arvuga.

Poordmaatriksi leidmise meetodeid on mitu, iihte neist tutvus-
tatakse edaspidi Leontiefi mudeli juures.

Maatriksitega seondub determinandi mdiste. Determinant on
konkreetsele ruutmaatriksile vastav kindel arvuline véirtus, mida
arvutatakse kindlate reeglite kohaselt. Determinanti tihistatakse
plistjoontega. Mdnikord tihistatakse determinanti tihega D, mille
alaindeks viitab vastavale maatriksile. Maatriksi A determinant:

4y G 4y
a a v a
21 22 2n
|A|_laii“' =Dy
anl anZ ann

Lihtsalt 6eldes leitakse determinanti arvutades koik sellised eri-
nevad maatriksi elementide komplektid, kus iihes komplektis
oleks iga rida ja iga veerg esindatud vaid iihe elemendi niol. Kui
tegu on n-ndat jarku ruutmaatriksiga, siis saadakse n komplekti
Ja lihes komplektis on n elementi. Siis leitakse kdigi komplekti
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kuuluvate elementide korrutis iga komplekti jaoks. K&ik korru-
tised, kus esimese rea element kuulus paarisarvulise jirjenumb-
riga veergu (2, 4, 6 jne), korrutatakse arvuga —1. Seejirel ‘koik
korrutised summeeritakse. :

Teist jarku maatriksi determinanti arvutatakse niiteks jargmiselt:

a4y

|| =

=44y —ay ay,.
ay 2 :

Korgemat jarku determinandi arvutamise lihtsustamiseks leitakse
maatriksi mingi, niditeks esimese rea (tavaliselt on arvutuste liht-
sustamiseks mottekas valida enim nulle sisaldav rida) igale ele-
mendile vastavad miinorid. Selleks jietakse lihtemaatriksist dra

rida ja veerg, kus konkreetne element asub (elemendi a,; korral

rida jirjenumbriga i ja veerg jirjenumbriga j) ning arvutatakse
sellise maatriksi determinant. Miinorit, mis on korrutatud arvuga

(— ])”j , nimetatakse alamdeterminandiks A,.,. . Esimese rea esi-

mese elemendi korral summa i+ j on 2, teise elemendi puhul 3

jne. Seega tuleb (esimese rea valimisel) iga teise elemendi miinor
korrutada arvuga —1.

Suvalise valitud rea elementide ja vastavate alamdeterminantide
korrutiste summa on vordne maatriksi determinandiga. Niiteks
kolmandat jarku maatriksi determinandi vdib arvutada nii:

IA,= Ay Gy An|=

=4
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Sellist n-6 lahtikirjutamist determinandi arvutamise lihtsusta-
miseks nirnetatakse determinandi arendamiseks. Korgemat jar-
ku determinantide korral jitkatakse determinandi arendamist
(jérjest vidiksemat jarku alamdetemunantldeks) kuni determi-
nandi arvutamine on jGukohane. :

4.2. Lineaarvorrandisiisteemid

Nigime, et kdige lihtsama turutasakaalu mudeli moodustavad
kolm vorrandit:

qs =-a+bp,
‘qD-—-c—alp,
q° =qS

kus a,b,c,d > 0.

Tahistades g° = g° = ¢, saab mudeli taandada kahe vorrandi ja
kahe tundmatuga lineaarvorrandisiisteemiks; tavapérasel kujul: -

bp—-q=a

dp + q =
Paljud majandusmudelid sisaldavad aga tunduvalt rohkem vor-
randeid enamate tundmatutega. Ka turutasakaalu mudelile on
voimalik lisada tdiendavaid vorrandeid, niiteks aktsiisimaksu
lilitamisel mudelisse. Alati ei ole vorrandid kiill lineaarsed, kuid
teatud juhtudel on neid vdimalik matemaatiliste teisendustega,
nditeks logaritmides, lineaarseks muuta. Keerukamate lineaar-

vorrandisiisteemide puhul on otstarbekas kasutada maatriks-
algebrat.
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Olgu meil mingi majandusprobleemi lahendamiseks koostatud
lineaarvorrandisiisteem (mdistliku probleemipiistituse korraton
vorrandeid sama palju kui tundmatuid, olgu selleks arvuks n)

agx, +anx, +--+a,x, =bx’
Ay X, +ayux, +--+a,x, =b,,

a,x +a,x,+-+a,x, =b,.

Samad seosed saab vdlja kirjutada ka maatriksite ja vektdrlte
abil. Kuna vektorid on vérdsed, kui k&ik elemendid kahes
vektoris on vdrdsed, siis vdib vdrrandisiisteemi kirjutada kahe
vektori vordusena:

anx, +a,x, +--+a,x,

a, X + Ay X, +-+ a,, x,

an]x]' + c;ln2x_2 +--t annxn

Vasakpoolse vektori voib lahutada kaheks teguriks, tuginedes
maatriksite ja vektorite korrutamise reeglitele. Niiteks esimese
vorrandi vasakul pool olev korrutiste summa on esimene element
vektorist, mis saadakse koefitsientide maatriksi ja muutujate
vektori korrutamisel, teise vorrandi vasak pool on vérdne teise
elemendiga sellest vektorist jne. Seega vdib kirjutada, et koe-
fitsientide maatriks korrutatud tundmatute vektoriga on vérdne
vabaliikmete vektoriga:

a, ap ay, || X b,
Ay 4y Aon || X2 | _ b,
anl anZ ann _xn bn
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ehk . . -
‘AX‘"{’=B.

Olgu siinkohal toodud viike niide. Sokolaadivabrik toodab
kolme sorti Sokolaadi: mdruSokolaad (M), piimaSokolaad (P) ja
valge $okolaad (V). Uhe kasti mérusokolaadi tootmiseks kulub 4
tihikut kakaod, 1 iihik suhkrut ja 6 tihikut piimapulbrit. Kastitiie
piimaSokolaadi tootmiseks vajatakse 2 tihikut kakaod, 4 iihikut
suhkrut ja 5 ihikut piimapulbrit. Sama koguse valge Sokolaadi
tootmiseks vajatakse seevastu vaid 5 iihikut suhkrut ja 6 iihikut
piimapulbrit. Laos on 100 iihikut kakaod, 230 iihikut suhkrut ja
330 iihikut piimapulbrit. Kuidas peaks toodang jaotuma, et varud
saaksid ammendatud?

Koostame siisteemi, kus iga vorrand kirjeldab mingi tooraine
kasutamist. Toodetav Sokolaadikogus kastides, korrutatuna kasti-
tdie jaoks vajamineva tooraine kogusega, annab selle Sokolaadi-
sordi jaoks kuluva toorainekoguse. Kui erinevate sortide jaoks
vajaminevad toorainekogused summeerida, on tulemuseks konk-
reetse tooraine vajadus. Saame kolm vorrandit, mis kirjeldavad
vastavalt kakao, suhkru ja piimapulbri kasutamist:

4M +2P +0V =100,
{1M +4P +5V =230,
|6M +5P +6V =330.

Sama siisteemi vdib kirja panna ka maatrikskujul: -
4 2 0M] [100

1 4 5| P|=|230].

6 5 6|V 330

Lineaarvorrandisiisteem on iiheselt lahenduv, kui vorrandid on
lineaarselt soltumatud. Seda saab kontrollida, leides koefitsien-
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tide maatriksi determinandi IAI Kui see on vordne nulliga, on

vorrandid omavahel sdltuvuses ja siisteem ei ole iiheselt
lahenduv (kiill aga v6ib siisteemil olla 16pmatu arv lahendeid).
Sisuliselt tihendab see seda, et kui niiteks kaks vorrandit on
lineaarses soltuvuses, siis on vdimalik teisenduste teel saada
tihest vorrandist teine ja siisteemis on vorrandeid vihem ku1
tundmatuid. b

Antud néites on determinant nullist erinev: it
|’Al:4'4'6+2'5-6+0-1-5—0-4-6—2.1.6_5.5.4=
=9 +60-12-100=44,

seega on iihene lahend olemas.

Maatriksvarrandi lahendamiseks on mitu meetodit, kasutame
siinkohal Crameri reeglit. Selle kohaselt on tundmatu x; vordne

jagatisega, kus nimetajaks on koefitsientide maatriksi deter-

minant |A
riga i on asendatud vabaliikmete vektoriga B. Tihistame sellise
determinandi |A4,|. Markus. Ka siit voime niha, et kui determi-
nant |A| vorduks nulliga, poleks voimalik lahendeid Crameri
reegli abil leida.

Leiame tundmatud M, P ja V-

100 2 O
230 4 5
|A| 1330 5 6| 440

M:-———: = =10,
YA 44 44
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4100 0
1 230 5
P=|A2|= 6 330 6] _1320_,,
|4 44 44 ’
4 2 100| ‘
1 4 230
V=|A3|= 6 5 330|_880_,
|A| 44 44 '

Seega tuleks varude tdielikuks ammendamiseks toota 10 kasti
moruSokolaadi, 30 kasti piimaSokolaadi ja 20 kasti valget
Sokolaadi. Muidugi voinuks leida vdrrandisiisteemile lahendi
lihtsalt tavalist asendusmeetodit kasutades. Rohkema arvu vér-
randite korral muutub see aga keeruliseks ja aegandudvaks. Siin-
juures ei tohi unustada, et ka suurema maatriksi determinandi
arvutamine on keerukas. Seepirast jddgu iga lahendaja enda
otsustada, milline meetod konkreetsel juhul kdige vihem vaeva
nouab. ' ‘

4.3. Sisendi-viljundi mudelid

Maatriksarvutust kasutatakse majandusteaduses sisendi-viljundi
mudelite korral. Nendes kasutatava loogika mdistmiseks olgu
siinkohal toodud niide iihe hiipoteetilise majanduse mudelist.

Oletame, et majandus toodab ainult kahte toodet. Esimese toote
tootmiseks on vaja toorainena teist toodet ja vastupidi (nditeks on
elektri tootmiseks vajalik pSlevkivi, samas aga ei saa pdlevkivi
toota ilma elektrita). Oletame, et iihe iihiku esimese toote
tootmiseks on vaja s iihikut teist toodet, teise toote ihe ithiku
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tootmiseks aga ¢ ithikut esimest toodet. Kui me tihistame harude
kogutoodangud vastavalt x, ja x, ning tarbijani joudvad toote-
kogused vastavalt y, ja y,, saame kirjutada jirgmise vdrran-
disiisteemi: ' |

{xl —x, =Yy,
—5x, + X%, = y,.

Kui lahutada esimese toote kogutoodangust (x,) kogus, mis
liheb vajér teise toote tootmiseks (teise toote kogutoodang korru-
tatud ihe iihiku jaoks vajalik esimese toote kogus), saame
esimese toote 16pptoodangu y,, mis jouab tarbijani. Teise toote
16pptoodang kujuneb analoogiliselt.

Maatrikskujul nieks vorrandisiisteem vilja selline:

1 - x 7__ N

_S 1 X, - Y2 .
Kasutades Crameri reeglit on voimalik leida valemid vajalike
kogutoodangu koguste leidmiseks, kui on teada nditeks tarbija

ndutavad 16pptoodangu kogused:

» -t _
X, = y, 1 :yn'*'tyz’
1 -t 1—st
-5 1
1 Y
TS Yo Y, sy,
Xz'—-" - = - .
| Y l—st
-5 1
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4.4. Leontiefi mudel

Tuntud mudel majandusteaduses, kus kasutatakse maatriksarvu-
tust, on Leontiefi mudel. Leontiefi mudel on sisendi-viljundi
mudel, mis kirjeldab majanduses toimuvat tootmisprotsessi —
tootmiseks vajalike sisendite ja viljundite vahelisi seoseid.

Kogu majandus on mudelis jaotatud kindlaks hulgaks- (n)
tootmisharudeks, mis on omavahel pdimunud: nii nagu eelnevas
niiteski, kulub iihe haru toodangu valmistamiseks paljude teiste
harude toodangut. Seejuures eeldatakse tootmistehnoloogia
muutumatust: erinevate harude toodangut kasutatakse tootmis-
teguritena kogu aeg samas vahekorras. Toodangu litkumist
erinevate harude vahel ja Iopptarbijale kirjeldab suur kokkuvotlik
tabel — maatriksbilanss. Maatriksbilansi koostamine pdhineb
asjaolul, et seoseid ja toodangu liikumist on vdimalik kirjeldada
kahest aspektist vaadatuna: ldhtuvalt tootvast voi tarbivast harust.

Tootvast harust lihtuvalt voib oOelda, et lihe haru toodangut
kasutatakse peale 15pptarbimise paljudes teistes harudes tootmis-
protsessi sisendina. Kogutoodang jaguneb niisiis erinevate haru-
de tarbimiseks ja lopptarbimiseks ehk 16pptoodanguks. Lopp-
tarbimisse kuulub niditeks tarbimine kodumajapidamistes, samuti
asutustes, keda finantseeritakse riigieelarvest. Mainitud seose
voib kirja panna iildvorrandina, mis kirjeldab i-nda haru toodan-
gu tarbimist. See on maatriksbilansi rea uildvorrand:

n
2 XY =%
=

kus: v
I — tootva haru jarjenumber (i =1...n),
J — tarbiva haru jérjenumber ( j =1...n),

x; — i-nda haru toodang, mis laheb uuesti tarbimisse j-ndas

harus,
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x; — i-nda haru kogutoodang,
y, — i-nda haru 18pptoodang, mis liheb tarbimisse viljaspool
tootmissektorit. ‘

. n
Niiteks esimese rea vorrand oleks siis: le ity =x.
Jj=l

Tarbiva haru poolt vaadatuna kulub ihe haru toodangu
valmistamiseks erinevaid tooraineid ja sellele lisandub veel
tootmisel lisatud vaartus. Lisatud vairtuse alla kuuluvad niiteks
tootajate palk, amortisatsioon, samuti maksud. Haru kogu-
toodangu vadrtuse kujunemist kirjeldab maatriksbilansi veeru
iildvorrand, mis kirjeldab j-nda haru toodangu tootmist:

n
Dxte=x,
i=l
kus:
z; — j-nda haru lisatud vidrtus,

x ;— j-nda haru kogutoodang.

n
Esimese veeru vorrand oleks siis nditeks: Zx“ +27,=x.

i=l

Harudevaheline maatriksbilanss ndeb vilja jargmine:
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. lopp - kogu -
haru 1 - j - n
, toodang | toodang
1 Xyt Xy Xin Y X
L X Xjj Xin Vi X;
n xnl xn] T ‘xnn yn xn
. ‘ i =
lisatud : Z‘ !
. zl e Z: e Z —
véidrtus ! "= 2 Z,
I .
I
kogu - i
X RN X. e X —
toodang | ! " = z X;
J

Bilansi read niitavad, kuidas tarbitakse erinevate harude
toodangut, veerud aga seda, kuidas erinevate harude toodangut
toodetakse.

M@onikord on vaja teada, milline peaks olema niiteks kogu-
toodang, kui 18pptoodangu vajadus muutub. Kiisimus vdib olla
ka piistitatud nii, et on teada planeeritav uus kogutoodang ning
vaja on teada, kui palju vdimaldab see anda toodangut 15pp-
tarbimisse. Selliste probleemide lahendamiseks on maistlik kasu-
tada maatriksalgebrat.

Tabelis kirjeldatut voib kirja panna ka maatrikskujul, kesken-
dudes niiteks reavorranditele. Erinevate vahetarbimiste summa
vektor, liidetuna lopptarblrmse vektorile, annab tulemuseks
kogutoodangu vektori:
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Xyttt X, Y X

X, tt+x, y,l X

n

kogus, mida vajatakse teise haru toodangu tihiku tootmiseks, ei
muutu. Tootmistehnoloogiat kirjeldavad kulukoefitsiendid.

Otsekulukoefitsient a, niitab, kui palju kulub i-nda haru

tOodahgutr j -nda haru kogutoodangu iihiku valmistamiseks;

Koik otsekulukoefitsiendid moodustavad otsekulukoeﬁt51ent1de
maatriksi A:

a a

nl nn

Avaldades otsekulukoefitsientide valemist vahetarbimise, saame
x; =a; x;. Seega voib harude vahetarbimised x; asendada

avaldisega a; x :

Ay X teeetagx, Y X

n

apX +ota,x, V. X

Selline asendus vdimaldab uurida 16pptoodangu voi kogutoodan-
gu muutuste tagajdrgi olemasoleva tootmistehnoloogia korral.
Otsekulukoefitsientide kaudu on seotud kogutoodangu ja 16pp-
toodangu véartused.
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Vastavalt maatriksite korrutamise reeglitele voime kirjutada:

ap, A || % bg X
. . + . —
anl arm ‘xn yn xn
ehk
AX+Y=X.

Kui on teada kogutoodang ja tootmistehnoloogia, kuid puhduvéd
andmed selle kohta, kui palju toodangut jidb 16pptarbijale, on
voimalik maatriksvorrandist avaldada I6pptoodangu vektor:

Y=X-AX=(E-A)X.

Veidi keerulisemaks osutub vastupidise probleemi lahendamine,
s.t. uue vajaliku kogutoodangu vektori leidmine, kui on teada uus
vajalik kogus 18pptoodangut ehk uus 16pptoodangu vektor.
Avaldame vorrandist (E—A)X =Y vektori X. Selleks korru-

tame vorrandi vasakult maatriksiga (E — A)™ :

(E-A) " (E-A)X =(E-A7"Y ehk
X=(E-A)7"Y.

Maatriksit (E—A)~' tihistatakse lithiduse mdttes tahega B ning
nimetatakse taiskulukoefitsientide maatriksiks, kuna maatriksi ‘
elemendid b; niitavad i-nda haru kogutoodangu vajadust j-nda

haru 106pptoodanguiihiku valmistamiseks. Tiiskulukoefitsiendi
erinevus vorreldes otsekulukoefitsiendiga on jargmine: otsekulu-
koefitsient nditab j-nda haru toodanguiihiku valmistamisel toot-
mistegurina kasutatavat i-nda haru toodangu kogust, tdiskulu-
koefitsient aga i-nda haru kogutoodangu suurust, mis tuleb toota
kokku (kaasa arvatud 10pptarbimine ja tarbimine muudes
harudes), kui tahetakse toota 1 iihik j-nda haru 16pptoodangut.
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4.5. Maatriksarvutused Leontiefi mudelis

Kasutame kirjeldatud matemaatilist aparatuuri konkreetse niite-
tilesande lahendamisel. Olgu antud kahe haruga fragment maat-

riksbilansist:

~ haru 1 2 | lopptoodang | kogutoodang
1 200 | 120 680 1000
2 500 | 480 220 1200
lisavddrtus | 300 | 600 900 -
kogutoodang | 1000 | 1200 - 2200

Oletame, et uus planeeritav kogutoodang esimeses harus on 1100
ja teises harus 1400 ning tootmistehnoloogia jiib samaks. Proo-
vime leida sellisel Juhul Iopptarbumsse Joudvald toodangu-
mahtusid.

Leiame esmalt otsekulukoefitsientide maatriksi. Selleks jagame
vahetarbimisse minevad toodangumahud vastava veeru kogu-
toodanguga:

02 o,

105 04
Leiame maatriksi E — A

’ 1-0,2 0-0, 08 -0l
E-A= = .

0-05 1-04 -0,5 0,6

Lopptoodangu vektori leidmiseks korrutame selle maatriksi
kogutoodangu vektoriga:
0,8

8 —0,171100
Y =(E-A)X = =
-05 0,6 | 1400
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~1-05-1100+0,6-1400 | |290]

Seega jouab planeeritud juhul 16pptarbijani 740 iihikut esimese
haru toodangut ja 290 tihikut teise haru toodangut.

{ 0,8-1100-0,1-1400 } _ [740J

Oletame, et see plaan osutus sobimatuks, ning niiid soovitakse
teada, milline peaks olema kogutoodangu vektor, et 1dpptoodang
oleks 800 esimeses harus ja 300 teises harus. Kogutoodangu

vektori leidmiseks tuleb teha tehe: X =(E—A)"'Y =B-Y . Sel-
leks leiame tiiskulukoefitsientide maatriksi B = (E — A)™ ,ehk‘
08 -0,

maatriksi £ — A =
-05 06

} poordmaatriksi.

Poordmaatriksi leidmiseks on erinevaid meetodeid, siinkohal
kasutame valem]t mille kohaselt mingi maatriksi A poord-

maatriks A arvutatakse nii:

A” adj A,

kus |A| on maatriksi A determinant ja adjA on maatriksi A

adjungeeritud maatriks. Adjungeeritud maatriks (seda

tihistatakse ka A) leitakse, asendades lihtemaatriksis iga

elemendi a; talle vastava alamdeterminandiga A, ning

transponeerides saadud maatriksi.

ay 4 4y
a a a
. 21 2 2
Kui A=| oo e
a!nl anZ arm

11
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Ay Ay o Ay
~ |4, A A
siis adjA=A=|"" 7 .
Aln A2n Ann

Kui tegu on teist jirku maatriksiga, siis on alamdeterminandiks

, 08 -01
vaid iiks element. Leiame maatriksi E—A=
! -05 0,6

miinorite maatriksi:
0,6 -0,5

[M i ] = ‘ >
/ -01 08

vastav alamdeterminantide maatriks on:

‘ 0,6 05
[Ai']= .

’ 01 08
Transpoﬁeerime selle maatriksi, leidmaks maatriksi_ E-A
adjungeeritud maatriksit:

0,6 01

05 08]
]

Arvutame ka maatriksi E — A determinandi:

|E-A]=08:0,6—(~0,5)-(-0,1)=0,48~0,05=0,43.

adj [E+A]=[

Niiiid voib leida poordmaatriksi:

B=(E-A)" = L agj[E-4)=

E-A4

_ 1 Jos o1] [140 023
T 043/05 08] |116 186
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Oletades, et uus 16pptoodangu vektor on (300,800), saame uueks
kogutoodangu vajaduseks esimeses harus 1189 ja teises harus
1486:

, 1,40 02318007
X=(E-A)7"'Y=BY= =
1,16 186 || 300
_[1,40-800+0,23-300] [1189]
" 11,16-800+1,86-300 | |1486]

Uus maatriksbilanss on sellisel juhul jairgmine:

haru 1 2 lopptoodang kogutobdang
1 12378 | 148,6 300 1189
2 594,51 594,4 | 800 1486
lisavddrtus | 356,7 | 743 1100 -
kogu - : '
1189 | 1486 — 2675
toodang

Nagu niha, kuna tootmistehnoloogia jiib samaks, liheb vahe-
tarbimisse sama proportsioon kogutoodangust.
Maatriksafvutust kasutatakse palju ka suurte, paljude vorrandi-

tega makrookonoomiliste mudelite analiiiisimisel. Uks viike
naide sellest jargneb vordlevat staatikat késitlevas peatiikis.
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5.1. Uhe muutuja funktsiooni ekstreemumid

Majanduses tuleb tihti ette, et mingi eesmirgi saavutamiseks on
mitu alternatiivset voimalust. Mdned alternatiivid on teistest
mingi kriteeriumi alusel paremad kui teised. Parima alternatiivi
leidmist mingi kriteeriumi alusel nimetatakse optimeerimiseks.
Sageli piiiitakse saavutada mingi nditaja koige suuremat (maksi-
meerimine) voi kdige viiksemat (minimeerimine) antud tingi-
mustel voimalikku véirtust. Niiteks otsitakse sellist toodanguko-
gust, mis tagab minimaalsed kulud, vdi peetakse parimaks hoopis
sellist toodangumahtu, mille korral kasum on maksimaalne.

Maksimumi v6i miinimumi iihine matemaatiline: nimetus on
ekstreemum: piiiitakse ju leida funktsiooni ddrmuslikult suurt ehk
suurimat vairtust voi siis ddrmuslikult vidikest ehk vihimat
véartust. Kuigi optimeerimisiilesanne nduab tavaliselt kas maksi-
mumi voi miinimumi leidmist, leitakse esmalt siiski kdik ekstree-
mumid ja seejirel tehakse kindlaks, milline neist on miinimum
(kui otsitakse miinimumi) voi maksimum (kui otsitakse maksi-
mumi). ‘

Optimeerimisel leitakse teatud tingimuste alusel (millest kohe
jargnevalt) sellised argumendi voi argumentide viirtused, mille
korral funktsiooni viirtus on vastavalt vajadusele kas maksi-
maalne voi minimaalne. Kui tegu on niiteks lihe muutuja funkt-
siooniga y = f(x), siis optimeerimisel leitakse selline muutuja x
viirtus, mis tagab funktsiooni y maksimaalse vdi minimaalse
védrtuse. Seda maksimaalset v8i minimaalset funktsiooni viir-
tust nimetatakse vastavalt funktsiooni maksimumiks v6i miini- -
mumiks. Maksimum- v&i miinimumkohaks (sageli ka maksi-
mum- v3i miinimumpunktiks) nimetatakse maksimumi voi
miinimumi tagavate argumentide viirtuste komplekti. Uhe muu-
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tuja funktsiooni y = f(x) korral nimetatakse siis maksimum-
vOl miinimumkohaks vidirtust x,, kus muutuja y viértus on

vastavalt maksimaalne voi minimaalne. Mdeldes punkti graafili-
sele kujutamisele, on mottekas ekstreemumpunkti viljendada
punkti kdigi koordinaatidega, iihe muutUJa funktsiooni korral:

(X9, Y0) -

Seejuures tuleb tihele panna, et jargnevalt vaatluse alla tulevate
ning tavapiraselt kasutatavate optimeerimise tingimuste kohaselt
leitud eksireemumeid tuleks vaadelda kui suhtelisi ehk lokaal-
seid ekstreemumeid. Lokaalses maksimumpunktis on funktsiooni
viirtus kiill suurem kui selle punkti naabruses, kuid ei pruugi
olla kdige suurem kogu midramispiirkonna ulatuses. Samuti on
lokaalses miinimumpunktis funktsiooni vidartus vidiksem kui
mdlemal pool seda punkti, kuid funktsiooni madramispiirkonnas
voib esineda punkt, kus funktsiooni vidirtus on veel viiksem.
Naiteks joonisel 5.1 kujutatud lokaalne miinimum (punktis A) on
vidrtuselt suurem kui vidrtus punktis B, seega pole tegu
absoluutse miinimumiga. Seega: lokaalne ekstreemum vdib, kuid
el pruugi olla absoluutne ehk globaalne ekstreemum.

Selleks, et mingis punktis asuks funktsiooni ekstreemum, peavad
olema tiidetud teatud tingimused. Kuna need tingimused on
seotud esimest ja teist jarku tuletisega funktsioonist, siis nime-
tatakse neid vastavalt esimest ja teist jarku tingimuseks. Vaat-
leme esmalt iihe muutuja funktsiooni ekstreemumite leidmist.
Enamate rnuutujatega funktsioonide optlmeerlmme tuleb vaat-
luse alla jargnevates peatiikkides.

Esimest jirku tingimuse abil selgitatakse valja kriitilised punk-
tid, kus vib, kuid ei pruugi asuda ekstreemum. Kriitiliseks
punktiks nimetatakse punkti, kus funktsioon ei kasva ega
kahane. Selline punkt vdib edasisel vaatlusel osutuda maksi-
mum- v01 miinimumpunktiks, aga tegu vdib olla ka hoopis
kdanupunktiga (vt ka joonist 5.1), kus funktsioon muutub
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kumerast ndgusaks vdi vastupidi (nagu joonisel 5.1) — sellises
punktis funktsiooni kasv vdi kahanemine korraks peatub. Seda
illustreerib ka funktsiooni tuletise graafik: kui funktsioon kasvab,
on tuletis positiivne, kui kahaneb, siis negatiivne. Kui ekstree-
mumpunktides tuletise 'méilrk muutub, siis enne ja pdrast kddnu-
punkti on tuletis sama rr}éirgiga.

Kui kriitilises punktis x, funktsiooni vaartus ei kasva ega kaha-

ne, siis on funktsiooni viddrtuse diferentsiaal selles punktis null.
Tipsemalt, kui argumendile anda selles punktis mingi 16pmatult
vidike muutus (dx #0), siis funktsiooni viirtuse muutuse
ligikaudne hinnang ehk diferentsiaal on null: dy =0. Funkt-

siooni diferentsiaali valemi kohaselt peab siis kehtima:
dy = f'(x,)dx=0.
Kuna argumendi muutus on nullist erinev, siis peab kehtima:

f'(x0)=0.‘

See ongi kriitilise punkti leidmise ehk esimest jarku tingimu-
seks: tegu on kriitilise punktiga (nt punkt x,), kui funktsiooni

esimese tuletise viirtus selles punktis on null: f'(x,) =0.

Jooniselt ndeme, et funktsiooni graafiku puutuja on kriitilises
punktis horisontaalne sirge, mille tdus on 0. Kuna funktsiooni
graafiku puutuja tdusu mingis punktis niitab just“‘flimelt funkt-
siooni tuletise véirtus selles punktis, siis on tiiesti loogiline, et
kriitilises punktis peab funktsiooni tuletis vérduma nulliga.

Niisiis tagab esimest jarku tingimus kriitiliste punktide (kus v6ib
iildse ekstreemum ‘esineda)  viljaselgitamise. Siinkohal tuleb
meeles pidada, et esimest jarku tingimus ei taga ekstreemumi
olemasolu kdigis nendes punktides (tegu voib olla ka kddnu-
punktiga). Seepirast nimetatakse seda tingimust ekstreemumi
tarvilikuks, kuid mitte veel piisavaks tingimuseks. Et teha
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kindlaks kriitiliste punktide liik, kasutatakse teist Jarku tingimust
ehk piisavat tingimust.

y A

A B 5
, A
Yy
y'=f(x)
-0 >
/

Joonis 5.1. Funktsiooni kriitilised punktid

Teist jirku tingimuse abil valitakse leitud kriitiliste punktide
hulgast viilja ekstreemumpunktid. Ekstreemumpunktides peab
funktsiooni diferentsiaali mark muutuma: maksimumpunktis
asendub funktsiooni viirtuse kasv kahanemisega ja miinimum-
punktis kahanemine kasvuga. Siit tuletataksegi teist jirku
tingimus.

Et kriitilises punktis x, eksisteeriks funktsiooni maksimum,
peab funktsioon sellest punktist vasakul olema kasvav ja paremal
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kahanev. Seega enne seda punkti peab funktsiooni diferentsiaal
olema positiivne (dy >0) ja pirast seda negatiivne (dy <0).
See tdhendab, et maksimumpunktis muutub dy positiivsest
negatiivseks (ehk kahaneb).

Funktsiooni diferentsiaali dy muutust hindab ligikaudu tema

diferentsiaal (n-6 funktsiooni diferentsiaali diferentsiaal) ehk

funktsiooni teist jirku diferentsiaal d*y. Niisiis véime eeltoodu

pohjal oelda: maksimumpunktis peab funktsiooni diferentsiaal
dy kahanema ning teist jiarku diferentsiaal olema seega nega-
tiivne:

d*y<0.

Analoogiliselt: et kriifilises punktis x, eksisteeriks funktsiooni

miinimum, peab Tfunktsioon sellest punktist vasakul olema
kahanev (dy < 0) ja paremal kasvav (dy > 0). Seega miinimum-

punktis peab dy muutuma negatiivsest positiivseks ehk kasvama
ning teist jarku diferentsiaal peab olema positiivne:

d*y ">'O~.'

Et sellisel kujul tingimusi on tiilikas kasutada, viime need tuletisi
~ kasutavale kujule. Tehes jargmised tclsendused saame teist jirku
diferentsiaali arvutamise valemi:

d*y=d(dy)=d[f (x)dx]=d[f (x)] ax =
=[f"(x)dx] dx = £7(x)dx?

Eespoolleitud tingimus maksimumpunkti leidmiseks omandab
niitid sellise kuju: -

d’y= f"(x,)dx* <0.
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Kui argumendile anda maksimumpunktis x, mingi 16pmatult

viike muutus (dx # 0), siis funktsiooni teist jirku difefentsiaal
peab olema negatiivne. Kuna nullist erineva diferentsiaali ruut

dx*on alati positiivne, siis peab negatiivne olema teise tuletise
vidrtus selles punktis: '

fx)<0.

Miinimumpunkti leidmise tingimusest:

d’y=f"(x)dx* >0

ndeme analoogiliselt: et tegu oleks miinimumpunktiga, peab
funktsiooni teist jarku diferentsiaal selles punktis olema positiiv-

ne. Kuna nullist erineva diferentsiaali ruut dx”on alati positiiv-
ne, siis peab ka teise tuletise viirtus selles punktis olema
positiivne: : o

f(x,)>0.

Jooniselt 5.1 ndeme, et vasakul pool maksimumpunkti on funkt-
siooni tuletis positiivne ja paremal negatiivne. Maksimumpunktis
on funktsiooni tuletis kahanev ning seega funktsiooni teine
tuletis peab tdepoolest olema negatiivne. Miinimumpunktis on
funktsiooni tuletis kasvav (enne negatiivne, pirast positiivne),
seega teine tuletis peab miinimumpunktis olema positiivne.

Niisiis, vottes kokku tarviliku ja piisava tingimuse:

kui f'(x,)=0 ja f"(x,)<0, on tegu lokaalse mgiksimum-
punktiga; ' .

kui f'(x,)=0 ja f"(x,)>0, on tegu lokaalse miinimum-
punktiga. :

Siinkohal tasub teada, et piisav tingimus ei ole tingimata vajalik
maksimumi v0i miinimumi olemasoluks mingis punktis. Teist

12
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jarku tingimuse tdidetus lubab kindlalt selda, et vastavas kriiti-
lises punktis asub miinimum vdi maksimum. Kui aga teist jirku
tingimus,ei ole kriitilises punktis tdidetud, ei saa sugugi viita, et
selles punktis ei asu ekstreemum. Kriitilises punktis-voib ekstree-
mum asuda ka siis, kui funktsiooni teise tuletise vdirtus selles

punktis on vordne nulliga: f"(x,)=0. Sellise punkti olemuse
selgitamiseks tuleb jitkata funktsiooni kditumise uurimist selles
punktis.

Esimene vdimalus sellise punkti olemuse kindlakstegemiseks on
uurida funktsiooni tuletise graafikut (kas tuletise mark kriitilist
punkti labides muutub voi mitte). Selline kontrollimeetod ei ole
aga alati koige lihtsamini rakendatav. Sageli kasutatakse sellisel
juhul n-ndat jarku tuletise reeglit.

Selle reegli rakendamisel toimitakse jirgmiselt. Kui funktsiooni
teise tuletise vadrtus kriitilises punktis on null, jitkatakse jirjest
korgemat jarku tuletiste votmist, kuni leitakse esimene kdrgemat
jirku tuletis, mis selles punktis nullist erineb. Seega otsitakse
sellist n-ndat jarku tuletist, mille korral kehtiks:

f'(rl) (x0)¢ 0,
for (Xo ) =0.

Leitud n-ndat jarku tuletise jargu alusel on vdimalik médrata
vaatlusaluse kriitilise punkti olemus. n-ndat jirku tuletise
reegli kohaselt: kui 7 on paaritu arv, on tegu kidinupunktiga. Kui
n on paarisarv, on tegu ekstreemumiga. Kas ekstreemumi korral
on tegu maksimumi vdi miinimumiga, mairatakse analoogiliselt
teist jarku tingimusega. Kui vaadeldavas punktis on funktsiooni
n-ndat jirku tuletise viirtus negatiivne: f’(x,) <0, on tegu
lokaalse maksimumpunktiga, kui aga n-ndat jdrku tuletise
vidrtus on positiivne: f(x,) > 0, on tegu lokaalse miinimum-

punktiga.
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Proovime niiteks leida funktsiooni y = (3—x)* ekstreemumid.
Vérdsustades esimese tuletise nulliga, leiame kriitilised punktid:
Y =43-x)' (-1)=-43-x)" =0, siit ‘
B3-x)'=0ja

X, =3.

_Funktsioonil on Seega vaid tiks kriitiline punkt kbhal, kus
muutuja x védrtus on 3. Leiame teise tuletise:
y'=-4-33-x)"(-1)=12(3-x)".

Kohal x,=3 on selle vairtus null: y"(3)=12(3-3)*=0.
Seega tuleb leida korgemat jarku tuletised. Kolmandat jirku
tuletise véirtus kriitilises punktis on samuti null: -
y'=12-23-x)(-1)=-24(3-x) ja

y"(3)=-24(3-3)=0.

Neljandat jarku tuletise vairtus aga erineb nullist:

y @ =-24(-1)=24%0,

seda ka kohal x, =3:

yP@3)=24.

Kuna n=4 on paarisarv, siis on tegu ekstreemumpunktiga.
Kuna neljandat (ehk ~n-ndat) jarku tuletis on positiivne:

vy (3) =24 > 0, siis on tegu miinimumpunktiga.

Vaatleme ekstreemumi leidmist jargmises optimeerimisiilesan-
des. Olgu tegu lineaarse ndudlusfunktsiooniga g =20-2p.
(Noudluse poordfunktsioon on siis p=10-0,5g.) Leiame,
milline toodangumaht tagab ettevottele maksimaalse kogutulu.
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Kogutulufunktsioon leitakse tarbijate poolt makstava hinna ja
miiiidava koguse korrutisena:

R=pg=(10-0,5g9)g =10g-0,5¢>.

Kogutulufunktsiooni maksimumpunkti leidmise tarvilik tingimus
on esimese tuletise ehk piirtulu vordumine nulliga (hiitiumark
vordusmirgi kohal niditab, et vorduse vasak pool on pandud
vorduma parema poolega):

R'=MR=10-4=0,

ning arvatav maksimaalset tulu tagav optimaalne toodangumaht
on g*=10. Kontrollime, kas tegu on ikka maksimumpunktiga.

Teine tuletis tulufunktsioonist on negatiivne:

R"=MR'=-1. - | ,,

Jarelikult on toodangumahu g* =10 korral tulu maksimaalne
ning maksimaalne tulu on: |

Rmz\x =10- 10"'0,5 . 102 =50.
Kujutame olukorra ka joonisel 5.2, kus horisontaalteljel on kogus
ja vertikaalteljel on kujutatud kolm iiksteisega seotud muutujat:
hind, kogutulu ja piirtulu. Noudluskdvera ja piirtulukdvera alg-
ordinaat on sama, kuid piirtulukdver langeb kaks korda kiire-
mini. Kui iihtegi toodanguiihikut ei miiiida, pole ka tulu. Seega
algab kogutulukdver koordinaatteljestiku nullpunktist. Samas
pole tulu ka siis, kui hind on null. Seega 16ikab kogutulukdver
horisontaaltelge samas punktis kus ndudluskdver: kui tarbija ei
ole toote eest ndus enam midagi maksma, muutub kogutulu
nulliks. Kogutulufunktsiooni maksimum on kohal, kus piirtulu-
kover 16ikab horisontaaltelge (piirtulu on null).
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"
R
MR\ vR=10-q '
» pP=10-0,5g
10 R=10¢-0,5¢

10 20 g

Joonis 5.2. Noudlus-, kogutulu- ja piirtulukdverad

Korvalmiérkusena olgu 6eldud, et lineaarse ndudluskévera korral
on ndudluskdvera ja piirtulukdvera algordinaat alati sama ning
piirtulukdver langeb kaks korda kiiremini. Seda on lihtne
ndidata. Olgu meil lineaarne noudluse poordfunktsioon
p = a—bq . Kogutulufunktsioon on siis

R=pqg=(a-bqg)q=aq-bg’
ja piirtulufunktsioon
MR=R =a-2bq.

Ainus ndudluse poordfunktsiooni ja piirtulufunktsiooni erinevus
on piirtulufunktsiooni absoluutviirtuselt kaks korda suurem tdus.

5.2. Ekstreemumite leidmine intervallis

Majandusteaduses analiiiisitavates situatsioonides on mdonikord
funktsiooni médramispiirkond piiratud: sGltumatu muutuja saab



94 OPTIMEERIMINE

suse kehtestatud hinna alam- ja iilemméair v3i on ettevotte too-
dangumabht piiratud ettevotte voimsusega. Sellistel ]uhtudel kasu-
‘tatakse optimeerimist intervallis.

lokaalne '
maksimum - / y=f(x)

yll

lokaalne
miinimum
A .
»
b x

Joonis 5.3. Intervalli ndide

Intervalliks nimetatakse mingit piirkonda (osa) funktsiooni mai-
ramispiirkonnast, mis tavaliselt miaratletakse argumendi viir-
tuste 15iguga, niiteks: x¢€ [a,b] ehk a <x<b. Intervallis on
voimalik leida absoluutne miinimum ja maksimum. Jooniselt 5.3
on niha, et lokaalne maksimum v&i miinimum v3ib jiada inter-
vallist vilja — sellisel juhul on selles intervallis vastavalt
absoluutseks mak51mumpunkt1ks v0i miinimumpunktiks {iiks
rajapunktidest. V&ib ka juhtuda, et lokaalne maksimum on kiill
intervallis, kuid mtervalhs on punkte, kus funktsiooni viirtus on
suurem lokaalsest mak51mumlst Ka sellisel juhul on absoluut-
seks mak31mumpunkt1ks tiks rajapunktidest. Analoogiline voi-
malus on ka miinimumi puhul. Igal juhul eksisteerib funktsioonil
mingis intervallis alati (absoluutne) maksimum ja miinimum.

Seega funktsiooni maksimumi ja miinimumi leidmisel intervallis
tuleks lisaks intervallis asuvate lokaalsete ekstreemumite vilja-
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selgitamiscle kontrollida ka funktsiooni vairtusi rajapunk-
tides. Selle protsessi voib tinglikult jaotada jargmisteks -etap-
pideks. Esmalt leitakse esimest jirku tingimuse abil funktsiooni
kriitilised punktid (nende olemuse selgitamine pole antud iilesan-
de seisukohalt oluline). Seejdarel on maistlik kontrollida, kas
punktid kuuluvad madratud intervalli ning intervallist vilja
jadvad punktid edaspidi vaatluse alt vilja jitta. Leidmaks funkt-
siooni absoluutset maksimumi ja miinimumi intervallis, vorrel-
dakse lokaalseid ekstreemumeid ja funktsiooni vaartusi rajapunk-
tides. Selleks arvutatakse vilja funktsiooni véirtus intervallis
asuvates lokaalsetes ekstreemumpunktides ja rajapunktides. Saa-
dud funktsiooni véirtuste hulgast leitakse suurim ja vihim
vadrtus. ‘

Iustreerirne seda protsessi jargmise nditega. Leiame nditeks
funktsiooni y = x* —3x® — 24x+100 maksimumi ja miinimumi
1digus xe [0,10]. Esmalt leiame kriitilised punktid. Selleks
vordsustame esimese tuletise nulliga:

y'=3x% - 6x - 24=0. 3
Ruutvérrandi lahendid ehk argumendi viirtused kriitilistes
punktides on x, =—2 ja x, =4. x;, =-2 ei kuulu piirkonda
X€ [0,10], niisiis jaib see vaatluse alt vilja.

Vaime leida funktsiooni teise tuletise kohal xé = 4:
Y (4)=6x-6=6-4-6=18>0, ’

leidmaks, et tegu on lokaalse miinimumiga, kuid nagu juba el-
dud — antud iilesandes pole lokaalsete ekstreemumite olemuse
médramine vajalik. Kui nditeks lokaalne miinimumpunkt osutub
ka absoluutseks miinimumpunktiks intervallis, siis on funkt-
siooni vidrtus selles punktis vorreldavatest funktsiooni viirtus-
test (ekstreemum- ja rajapunktides) niikuinii vihim. Kui aga
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lokaalne ekstreemumpunkt ei osutu absoluutseks ekstreemum1ks
mtervalhs siis pole ka tema olemus oluline.

Leiame funktsiooni viartuse kohal x, =4 ning rajapunktides:

y(4) =4’ —3-4%-24-4+100 = 20,
y(0)=0*-3-0>-24-0+100=100,
y(10) =10’ —=3-10%> = 24-10+100=610.

Valime leitud funktsiooni véértustest vilja maksimaalse ja mini-
maalse: ,

max(20;100;610) = 610, ’
min(20;100;610) =

Seega 16igus x e [O 10] on antud funktsiooni mak51mumpunkt1ks
(10;610) ja mnnlmumpunktlks (4;20).

Majandusteaduses, kus paljud muutujad omandavad vaid mitte-
negatiivseld viirtusi, on intervalliks tihti [0, ] Sellisel juhul
voib siiski juhtuda, et absoluutset miinimumi v&i maksimumi
pole selles intervallis vdimalik maiérata. Niiteks funktsioonil
y=x" pole 15igus [0,00] absoluutset maksimumi, sest argu-
mendi suurenemisel suureneb kogu aeg ka funktsiooni viirtus.
Seega, kui intervall pole molemalt poolt piiratud 16pliku suu-
rusega, vdib juhtuda, et absoluutset maksimumi vdi miinimumi
pole vdimalik miérata.

Toomegi siinkohal niite mikroskonoomikast. Olgu monopoolse
ettevotte kulufunktsioon C =100+10gq ja tema toote ndudluse
poordfunktsioon p =50-0,1g. Monopolettevotte maksimum-

voimsus on 150 toodanguiihikut. Leiame sellistes tingimustes
ettevotte kasumit maksimeeriva toodangumahu.

)
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Teades kulufunktsmom ja tuletades noudlusfunktsioonist tulu—
funktsiooni: : ~

R=qp=q(50-0,g)=50g-0,1g",

voime vilja kirjutada kasumifunktsiooni tulude ja kulude vahena:
% =R~-C=(50g-0,1g%)-(100+10g) ehk

7 =-0,1g° +40g-100.

Piitiame leida funktsiooni 7 =-0,1g> +40g —100 maksimumi
intervallis ¢ =[0;150] (maksimaalselt suudetakse toota 150
tihikut ja vdhim vdimalik toodangumaht on null). Vérdsustame
nulliga tule t1se kasumifunktsioonist toodangumahu Jargx '

97 029 +40=0.
dg

Kriitiline punkt ja oletatav optimaalne toodangumaht (mis maksi-
meerib kasumifunktsiooni véirtuse) on siit g* = 200 . See kogus

jédb etteantud intervallist vilja — ettevottele maksimaalset
kasumit tagava toodangumahu tootmiseks pole ettevéttel
voimsust.

Kontrollime intervalli rajapunkte. Kui ei toodeta uhtegl tihikut
kaupa, on kasum:

7(0)=-0,1-0*+40-0-100 = -100,
maksimumvdimsusega tootes on kasum:
7(150) =-0,1-150% +40-150 - 100 = 3650 .

Seega on ettevdtte jaoks antud vdimsuspiirangu korral o.ptirriaal—
ne toota maksimumvaimsusel. Olukord on kujutatud ka joonisel
54. -

13
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TA
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Joonis 5.4. Kasumi maksimeerimine vdimsuspiiranguga

5.3. Kahe muutuja funktsiooni ekstreemumid

Keerukad nihtustevahelised seosed majanduses nduavad majan-
dusteaduses sageli mitme muutuja funktsioonide kasutamist.
Mitme muutuja funktsiooni optimeerimisel leitakse kdigi argu-
mentide sellised véirtused, mis tagavad suurima voi véhima
“funktsiooni vddrtuse. Niiteks v5ib tuua mitut toodet tootva firma
vajaduse leida erinevate toodete sellised toodangukogused, mis
maksimeerivad firma kogukasumit. Jdrgnevalt vaatleme kahe
muutuja funktsiooni ekstreemumite leidmist ning seejdrel teeme
tildistused » muutyja funktsioonile.

Kahe muutuja funktsiooni z = f (x, y) optimeerimisel otsitakse

selliseid muutujate x ja y vadrtusi, mille korral funktsiooni
vddrtus z on vastavalt vajadusele kas maksimaalne vdi mini-
maalne. Kahe muutuja funktsiooni geomeetriline kujutis on min-
gi pind kolmemadtmelises ruumis. Kui funktsiooni védrtus z on
kujutatud vertikaalteljel, siis funktsiooni lokaalseks maksimum-
punktiks on kumera pinnaosa kdige korgem punkt, lokaalseks
miinimumpunktiks aga ndgusa pinnaosa kdige madalam punkt
(vt joonist 5.5). Analoogiliselt iihe muutuja funktsiooni optimee-
rimisega kasutatakse ka sel juhul esimest ja teist jarku tingimusi.
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Esmalt leitakse esimest jarku tingimuse abil kriitilised punktid,
kus funktsiooni viirtus ei kasva ega kahane kummagi argumendi
suhtes.

Kriitilises punktis (x,,y,) funktsiooni vidrtus kummagi argu-
mendi suhtes ei kasva ega kahane — funktsiooni vidirtus selles
punktis ei muutu. Tdpsemalt: kui argumentidele anda selles
punktis mingid 16pmatult viikesed muutused (dx#0 ja
dy #0), siis funktsiooni véirtuse muutuse ligikaudne hinnang

ehk diferentsiaal on null: dz =0 . Funktsiooni tiisdiferentsiaali
(arvestada tuleb kdigi argumentide pohjustatud muutu31) valemi
kohaselt peab siis kehtima: :

dz = f,(x0,Yo)dx+ f,(x5,y0)dy =0 .

Kuna eeldatakse nullist erinevaid argumentide muutusi, siis peab
kehtima:

fe(xgsy0) = f,(x0,¥9) =0

Viimane ongi kriitiliste punktide leidmise ehk esimest Jjarku tin-
gimus: tegu on kriitilise punktiga (nt punkt x,,y,), kui funkt-
siooni esimest jarku osatuletiste védrtus selles punktis on null.

Joonis 5.5. Kahe muutuja funktsiooni maksimum- ja miinimumpunkt
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Joonist 5.5 jélgides vdib Oelda, et funktsiooni graafikut puutuv
pind on kriitilises punktis paralleelne xy-tasandiga. Osatuletis f,
annab funktsiooni pinda puutuva xz-tasandiga paralleelse sirge
tdusu vastavas punktis. Tuletatagu meelde osatuletise geomeetri-
list tdlgendust: kui projitseerida pinda puutuval tasandil asuv xz-
tasandiga paralleelne sirge xz-teljestikku, siis selle sirge tdus on

f.. Kui tegu on kriitilise punktiga (tasand puutub pinda krii-
tilises punktis), siis see sirge on horisontaalne (tdusuga 0) ning
osatuletis f, peab tdepoolest olema null. Analoogiliselt peab
kriitilises punktis funktsiooni graafikut puutuv yz-tasandiga
paralleelne sirge samuti olema horisontaalne ning seepérast peab
osatuletis f, samuti vorduma nulliga.

Joonis 5.6. Sadulpunkt ja kifnupunkt

Esimest jarku tingimuse tdidetus on tarvilik ekstreemumi olemas-
oluks mingis punktis. Samas: nii nagu ithe muutuja funktsiooni
korral, ei taga ka siin tarvilik tingimus ekstreemumi olemasolu.
Kriitilise punkti ndol voib tegu olla néiteks sadulpunktiga, kus
funktsiooni vidrtus on kiill iihe argumendi suhtes maksimaalne,
teise suhtes aga minimaalne (vt joonist 5.6). Veel vdib kriitiline
punkt olla ithe v6i mdlema (nagu kujutatud joonisel 5.6)
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argumendi suhtes kddnupunkt. Teist jarku tingimuse ;abil on
voimalik kontrollida, kas kriitilises punktis asub ekstreemum.

Jirgnevalt tuletamegi teist jirku tingimuse. Et kriitilises punktis
(x4,y,) eksisteeriks funktsiooni maksimum, peab funktsioon

enne seda puhkti _fo‘lema mélema argumendi suhtes kasvav
(dz >0) ja pirast kahanev (dz <0). Seega peab funktsiooni

teist jarku diferentsiaal d’z selles punktis olema negatiivne
(diferentsiaal dz muutub positiivsest negatiivseks):

d*z<0.

Analoogiliselt: enne miinimumpunkti ﬁeab funktsioon olema
mdlema argumendi suhtes kahanev (dz <0) ja pérast kasvav

(dz>0) ning funktsiooni teist jérku diferentsiaal d’z peab
miinimumpunktis olema positiivne:

d*z>0.
Teist jarku diferentsiaal avaldub osatuletiste kaudu jargmiselt
(telsenduskalku vt lisast 1):

27 = fo dx* +2fn, cixdy+f_‘,.v dy2

Et tegu oleks maksimumpunktiga, peab see avaldis olema
negatiivne, ning et tegu oleks miinimumpunktiga, positiivne.

On  v&imalik  tdestada - (vt lisa 1), et avaldis
fodx®+2 fodxdy+f, dy® on kéigi véimalike argumentide

diferentsiaalide korral (kui mdlemad pole nullid) negatiivselt
masratud, kui kehtib: '

fu<0,f,<0jaf,f,>fn
Sellisel juhul d*z <0 ja tegu on maksimumpunktiga.

Avaldis on positiivselt méaratud, kui kehtib:
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fxx>0’ f)'y >O ja fxxfyy >fx%l
Sellisel juhul d*z >0 ja tegu on miinimumpunktiga.

Seega peavad maksimumpunktis teist jirku osatuletised molema
argumendi jdrgi olema negatiivsed, miinimumpunktis aga posi-
titvsed. Lisaks peab ekstreemumpunktis olema tdidetud tingimus,
et nende osatuletiste korrutis oleks suurem teist jarku segaosa-
tuletise ruudust.

Niisiis; vottes kokku tarviliku ja piisava tingimuse (iilevaatlik-
kuse huvides on kriitilise punkti koordinaadid (x,,y,) valemitest
dra jaetud): '

kui f.=f,=0ning f, <0, f <0jaf,f,> f;;,, on tegu
lokaalse maksimumpunktiga;

kui f, = f, =0 ning f_ >0, fiy>0ja f, f,,> ;;, on tegu
lokaalse miinimumpunktiga.

Mirkida tuleb, et kui teist jdrku tingimus pole tdidetud, ei saa
siiski kindlalt viita, et tegu pole ekstreemumiga. Nimelt voib ka

kriitilises punktis, kus f, f, = fxf, Vol f, f, < fj asuda

ekstreemum, sest sellisel juhul pole avaldise (d°z) mirk kindlalt
madratud (vtlisa 1).

Ekstreemumi teist jdrku tingimusi véljendatakse sageli
maatrikskujul, kuna enamate muutujatega funktsioonide korral
on teist jirku tingimus eespooltooduga sarnaselt kirjapanduna
kiillalt pikk ja ebaiilevaatlik. Et selgitada maatrikskuju kasuta-
mist, paneme jargnevalt kirja juba toodud kahe muutuja funkt-
siooni ekstreemumi teist jarku tingimused maatrikskujul.

Kuna teist jarku tingimus sisaldab endas erinevaid teist jarku
osatuletisi (neid on seda rohkem, mida rohkem muutujaid
funktsioonis), siis koondatakse need iihte maatriksisse, mida
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nimetatakse Hessi maatriksiks ehk hessiaaniks. Kahe muutuja
funktsiooni korral ndeb teist jarku osatuletistest koostatud
hessiaan vilja selline:

o [fe £]

fyx f):):
Misramaks, kas ja milliste ekstreemumitega on kriitilistes punk-
tides tegu, leitakse selle maatriksi kdik peamiinorid. Esimest
jarku peamiinoriks on maatriksi esimene element. Teist jarku
peamiinori leidmiseks arvutatakse sellise alammaatriksi determi-
nant, milles on kaks esimest peadiagonaali elementi; kolmandat

jarku peamiinor arvutatakse kolme esimest peadiagonaali ele-
menti sisaldava maatriksi determinandina jne. -

Olgu IH f] selline peamiinor, mis sisaldab i esimese rea ja

i esimese veeru elemente. Kahe muutuja funktsiooni korral on
voimalik arvutada esimest ja teist jarku peamiinorid:

|H1’=fxx:fxxy'

fxx fxy 2
H,|= N=fufo = fo-
‘ 2| f):x f)_.", f XX f ¥y f Xy

Nagu niha, on saadud avaldised ja ekstreemumi teist jarku tingi-
mused sarnased. Teist jarku osatuletise f  asemel vdib kirjutada

|H\|. Kui f, f,, >f2, siis f, f,—fo>0 ning |H,|>0.
Seega vdib teist jdrku tmglmused eelpooltoodud tingimustes
: umber kirjutada jargmiselt:

kui f, =), =0 ning ‘H |<O ja |H ‘>O on tegu lokaalse

maksunumpunktl ga;
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kui f, =f =0 ning ]H1*>O ja ,H2[>O, on tegu lokaalse
miinimumpunktiga. :

Toome siinkohal jille iihe lihtsa ndite kasumi maksimeerimisest.
Tegutsegu firma, mis toodab kahte kaupa: ¢, ja q,. Nende
kaupade nSudluse psérdfunktsioonid on vastavalt p, =5 —-0,5¢,
ja p,=24-gq,. Firma kogukulud soltuvad sellest, kui
palju kumbagi kaupa toodetakse, jargmiselt:
C(q,,9,) =5+q} — 4,9, +q>. Leiame, milline toodetav kahe

kauba kombinatsioon tagab firmale maksimaalse kasumi.
Paneme selleks kirja kasumifunktsiooni:

T=R-C=p g, +p,q,-Clqq,)

ehk meie niites:.

= (5—0,5q1)q1 +(24_612)QZ _(5+412 4,9, +Q22):
=-15g/ +5¢, +q,q, + 249, - 2q; - 5.

Kriitiliste punktide leidmiseks vordsustame osatuletised mélema
kauba koguse jargi nulliga:

or !

~—=-3¢,+5+¢q, =0,
0g,
97, +24 - 4q, =0.
oq,

Lahendades vdrrandisiisteemi, saame iihe kriitilise punkti, kus
q,*=4 ja g,*="7.Kasum oleks sellise kombinatsiooni korral:

T=-1544+5444.7+24.7-2.7*—-5=89 .

Seda, kas tegu on maksimumpunktiga, kontrollime, koostades
hessiaani:
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fe £,] -3 1
H—I:f_vx f)')':l—[l _4:|.

Leiame peamiinorid:
.
H,|=(-3)(-4)-1.1=11.

Positiivne teist jirku peamiinor nditab, et tegu on ekstreemu-
miga, ja negatiivne esimest jirku peamiinor, et tegu on tde-
poolest kasumi maksimumiga.

5.4. Optimeerimine n muutujaga funktsiooni korral

Ekstreemumite leidmise tingimused n argumendiga funktsiooni
z= f(x,,x,,...,x,) puhul on analoogilised nendega, mis kehti-
vad kahe argumendiga funktsiooni puhul.

Esimest jérku ehk tarviliku tingimuse kohaselt on tegu kriitilise
punktiga, kui selles punktis vdrduvad osatuletised funktsioonist
koigi argumentide jéirgi nulliga:

fi=h=.=f=

az
k ===,
us f; ac

Teist jarku ehk piisava tingimuse tiidetuse kontrollimiseks koos-
tatakse funktsiooni kdigist erinevatest teist jirku osatuletistest
hessiaan jargmiselt:
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fn le s ‘fln"
H = le fzz f2n
Jfu Ju o S

Leitud peamiinorite puhul on oluline nende mirk, seepirast ei
ole keerulisemaid arvutusi ndudval juhul alati vajalik peamiinori
vadrtuse viljaarvutamine, vaid piisab selle mirgi méiramisest.
Soltuvalt leitud peamiinorite markidest voib teha jirgmised
jdreldused:

kui f, =f,=..=f, =0 ning |H|<0, |[H,[>0, |H,|<0 jne
ehk |H |>0 on tegu lokaalse maksimumpunktiga;
kui f, =f,=..=f =0 ning |H,|>0, |[H,|>0, |H,|>0 jne

ehk |H i[ >0, on tegu lokaalse miinimumpunktiga.

Seega, kui ekstreemumi tarvilik tingimus on tiidetud ja koik
hessiaani peamiinorid on positiivsed, vaib 6elda, et tegu on
lokaalse miinimumiga. Kui tarvilik tingimus on tiidetud ja
peamiinorite mirk vaheldub, alustades negatiivsest esimest jarku
peamiinorist, on tegu lokaalse maksimumiga. Teistel juhtudel
voib olla tegu muude kriitiliste punktidega, kuid vilistatud ei ole
ka ekstreemum selles punktis. Sellisel juhul vajab juhtum edasist
analiiiisi, kuid kuna majandusteaduses selliseid olukordi tihti ette
ei tule, jadab siinkohal edasine analiiiis kirjeldamata.
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6.1. Kahe muutuja funktsiooni optimeerimine iihe
kitsenduse korral

Majandusteaduses tuleb sageli ette optimeerimisprobleeme, kus
on teada iiks vdi mitu piirangut. Ressursside nappus on majan-
dusele kiillalt iseloomulik ndhtus. Naiteks piitiavad tarbijad oma
tarbimisotsuseid tehes saavutada v6imalikult suurt kasulikkust,
tarbimisvoimalused on aga sissetulekutega piiratud. Ettevote
voib seista probleemi ees, kuidas tellitud toodangukogus toota
voimalikult viikeste kuludega. Selliste probleemide matemaati-
lisel lahendamisel kasutatakse kitsendustega (ehk piirangutega)
optimeerimist.

Kitsendustega optimeerimisel on funktsiooni maaramispiirkond
kitsendatud: funktsiooni maksimaalset v6i minimaalset vairtust
ja seda tagavaid argumentide véirtusi otsitakse mingi kindla
hulga argumentide viirtuste ja funktsiooni viirtuse komplektide
hulgast. Majanduslikus mottes piiiitakse kas saavutada maksi-
maalset tulemust fikseeritud ressursside juures (kitsendus(t)ega
maksimeerimine) voi tagada mingi kindla tulemuse saavutamine
minimaalsete ressursside ehk kulutustega (kitsendus(t)ega mini-
meerimine). Siinkohal tasub tihele panna, et kui iilesande piisti-
tuses soovitakse saavutada maksimaalne tulemus minimaalsete
ressurssidega, pole iilesande lahend iiheselt mairatud.

Monikord esineb olukord, kus optimeeritava funktsiooni kuju on
selline, et maksimumi v6i miinimumi leidmine ilma kitsendus-
teta polegi vdimalik. Niiteks lihtsa Cobbi-Douglase tijiipi funkt-
siooni z=xy” korral vGib argumentide viirtuste suurenedes

funktsiooni védrtus suureneda 16pmatult. Sellisel juhul ongi ainus
optimeerimise vdimalus - lisada mingid kitsendused ehk leida
mingite tingimuste korral optimaalseks osutuv funktsiooni viar-
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tus. Naiteks kui tegu on kasulikkusfunktsiooniga u = q, q2, siis

kaubakoguste suurenedes voib kasulikkus 16pmatult suureneda.
Ometi on reaalsuses piiranguks tarbija sissetulekud ja nii leitak-
segi suurim kasulikkus, mida on vdimalik saavutada konkreetse
eelarvepiirangu juures.

Mitme muutujaga funktsiooni kitsendusega optimeerimine sarna-
‘neb oma olemuselt iihe muutuja funktsiooni ekstreemumite leid-
misega intervallis. Kitsendustega optimeerimise korral piiiitakse
leida mingi funktsiooni maksimum v&i miinimum, olukorras, kus
funktsiooni argumendid peavad omakorda rahuldama iiht v&i
mitut neid siduvat vorrandit. Neid vdrrandeid nimetatakse Kit-
sendusteks v&i piiranguteks. Funktsiooni, mille ekstreemumi
leitakse, nimetatakse sihifunktsiooniks. Vaatleme esmalt kahe
muutuja funktsiooni optimeerimist iihe kitsenduse korral. Sihi-
funktsiooniks on siis:

z=f(x,y)
ning piirangu voib kirja panna jirgmiselt:
g(x.y)=b,

kus g(x,y) on piirangufunktsioon ja b on piirangu vabaliigé..

Optimeerimisiilesandeks on leida sihifunktsiooni z = f(x, y)
maksimum v&i miinimum (s6ltuvalt vajadusest), kui muutujad x
jay peavad rahuldama piirangut g(x, y) =b.

Kitsenduse vdi kitsenduste tulemusena viheneb argumentide
mdédramispiirkond mingi intervalli piiresse. Seepirast ei pruugi
funktsiooni tavaline kitsendusteta ehk vaba ekstreemum iihtida
ekstreemumiga kitsenduste olemasolu korral. Niiteks kitsendus-
tega maksimum v&ib olla ddrmisel juhul vérdne vaba maksimu-
miga, kuid enamasti on sellest viiksem. Kitsendustega maksi-
mum ei saa olla suurem kui vaba maksimum. Analoogiliselt:
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kitsendustega miinimum on kas vordne vaba miinimumiga v&i
suurem, kuid mitte kunagi sellest viiksem.

Z A

Joonis 6.1. Kitsendustega optimeerimise geomeetriline tdlgendus

Kitsenduste arv peaks olema alati viiksem kui sdltumatute
muutujate arv funktsioonis. Selles vdib kergesti veenduda jilgi-
des joonist 6.1, kus on kujutatud geomeetriline tdlgendus kahe
muutuja funktsiooni kitsendustega maksimeerimisele. Kahe
muutuja funktsiooni vaba maksimum on kolmemdétmelises
ruumis asuva pinna kdige korgem punkt — seda muidugi juhul,
kui sdltuvat muutujat ehk funktsiooni véirtust kujutatakse verti-
kaalteljel. Kui piiranguks on niiteks muutujate x ja y lineaarne
seos, on selle viljenduseks z-teljega paralleelne ehk plistine
tasand. Seega asuvad vGimalikud lahendid pinna ja nimetatud
tasandi tihisosal ehk kumeral koveral..Kdige korgem punkt sellel
koveral ongi maksimumpunkt selle lineaarse kitsenduse korral.
Kui niiiid lisada veel iiks kitsendus, piiraks see vdimalike lahen-
dite hulga iihele punktile (punkt A) ja optimeerimine kaotaks
oma motte. Seega, kahe muutuja funktsiooni korral saab kitsen-
duste arv olla ainult kahest vdiksem ehk lubatud on vaid iiks
kitsendus.
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Kitsenduse puhul ekstreemumi leidmiseks on mitu vdimalust,
liks neist on asendamismeetod. Kasutades kahe muutuja funkt-
siooni kitsendusega optimeerimisel asendusmeetodit, avaldatakse
piirangust iiks argument ja sihifunktsioonis asendatakse see
argument saadud avaldisega. Kui piiranguid on rohkem, tehakse
nii ka teiste piirangutega. Sihifunktsioonis sisalduvate argumen-
tide arv viheneb sel juhul kitsenduste arvu vorra. Tulemusena on
sihifunktsiooni maksimeerimisel v6i minimeerimisel v&imalik
jouda vaid selliste lahenditeni, mis rahuldavad piiranguid. See-
Jarel leitakse sihifunktsiooni ekstreemum allesjddnud argu-
mentide suhtes ehk maksimaalne vdi minimaalne funktsiooni
viddrtus ja seda tagavad (sihifunktsiooni allesjdinud) argumentide
vdirtused. Sihifunktsioonist kaotatud argumentide viirtused
ekstreemumpunkti(de)s leitakse piiranguvdrranditest.

Naiteks funktsiooni z = xy ekstreemumid piirangu x+2y =12
korral leitakse jargmiselt. Avaldame piirangust muutuja x:
x=12-2y

ja asendame sihifunktsiooni: -

z=(12-2y)y =12y -2y2.

Leiame sihifunktsiooni ekstreemumi tagava muutuja y viirtuse.
Selleks vordsustame saadud sihifunktsiooni tuletise nulliga:

Z=12-4y=0,siit y*=3.

Piirangust saame muutuja x viirtuse ekstreemumpunktis:
x*=12-2-3=6. Funktsiooni viirtus ekstreemumpunktis on
*=6-3=18.

Kuigi meetod tundub ddrmiselt lihtne, muutuvad asendused ja
teisendused enamate muutujate ja kitsenduste korral keerulise-
maks. Seepirast on keerukamate iilesannete puhul mdistlik kasu-
tada teisi meetodeid.
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Tuntud nidide kitsendusega optimeerimise kohta majandusteoo-
riast on kasulikkuse maksimeerimine piiratud tarbimiseelarve
puhul. Piiiiame iihe sellise optimeerimisiilesande lahendada esi-
algu asendamismeetodil. Olgu maksimeeritav tarbija kasulikkus-

funktsioon u = g, q%. Seejuures peab molema kauba ostmisele
tehtud kulutuste (kauba hind p; korrutatud kauba kogusega ¢;)
summa vorduma tarbija sissetulekuga m:

PG D g =m.

Olgu meie niites kaupade hinnad vastavalt 4 ja 2 ning sissetulek
60. Eelarvepiiranguks on siis jirgmine vorrand:

4q, +2q, =60.

Avaldame piirangust ¢, =15-0,5¢q, j’a asendame sihifunkt-
siooni:
u=(15-0,5q,)q2 =1592 =054, .

Leiame ekstreemumi, vordsustades saadud sihifunktsiooni
tuletise nulliga:

du —=30g, — 15q2 0 siit
dq, .

(30“1sSQrz)Q2 =0.

Saame kaks lahendit: g,, =0 ja g,, =20. Et valida neist vilja

just maksimaalset kasumit tagav teise kauba kogus, , teeme
kindlaks kasulikkusfunktsiooni teise tuletise mirgi molema teise
kauba koguse korral:

d’

—-g(o):so—3q2 =30-3-0=30>0,

dq, .
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d’ :

2(20)=30-3g, =30-3-20=-30<0.
dq, '
Jarelikult tagab g, =0 minimaalse ja g,, =20 maksimaalse
kasulikkuse.

Kui ¢,*=20, siis vastav kasulikkust maksimeeriv esimese
kauba kogus on: ¢,*=15-0,5-20=5 ning maksimaalne
kasulikkus, mis saavutatakse on u* =5-20% = 2000.

6.2. Lagrange’i meetod

Kdige enam leiab kitsendustega optimeerimise korral kasutust
Lagrange’i kordaja meetod ehk lihtsalt Lagrange’i meetod.
Meetodi omapiraks on uue funktsiooni — Lagrange’i funkt-
siooni konstrueerimine. Seejuures tuuakse kdik piirangu-
funktsioonid sisse sihifunktsiooni, samal ajal iihtegi argumenti
sellest kaotamata — see ongi meetodi iiheks eeliseks.

Lagrange’i funktsiooni konstrueerimisel toimitakse jirgmiselt.
Esmalt viiakse piirangud (vdi piirang) sellisele kujule, kus
vabaliige b ja piirangufunktsioon on vorrandi iihel pool Ja teisel
pool on null: :

i b—g(xsy)zo'

Seejirel korrutatakse koik sellisele kujule viidud piirangud Lag-
range’l kordajatega ning liidetakse saadud korrutised sihifunkt-
sioonile. Lagrange’i kordaja (tihis A) on tinglik ehk abi-
muutuja, millel majandusteaduses on alati ka oma tolgendus
(tdlgendusest pisut hilj em)
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Kahe muutuja funktsiooni ja iihe kitsenduse korral on tule-
musena tekkinud uus funktsioon jirgmine (L tahistab Lagrange’i
funktsiooni):

L= f(x,y)+Ab-g(xy)l.

On voimalik toestada, et saadud Lagrange’i funktsiooni vabad
ekstreemumnid (sihifunktsiooni argumentide ja abimuutujate
suhtes) iihtivad sihifunktsiooni ekstreemumitega nende kitsen-
duste korral, mis on sisestatud Lagrange’i funktsiooni. Seega
voib sihifunktsiooni kitsendustega optimeerimiseks leida Lag-
range’i funktsiooni ekstreemumid.

Jatkame nididet kahe muutuja funktsiooni optimeerimisest iihe
kitsenduse korral. Niisiis, esimest jarku tingimuse: kohaselt,
kriitiliste punktide leidmiseks vordsustatakse nulliga tuletised
Lagrange’i funktsioonist kdigi muutujate — nii sihifunktsiooni
argumentide x ja y kui ka abimuutuja A jérgi:

oL !
—=L =f —-4g =0,
ox
oL . !
—_— Lv = f" —ﬂgv :0’
oL !
—=L;, =b-gl(x,y)=0.
A A 4 ( y )
Kahest esimesest vorrandist saame tingimused A= /s ja
8x
f’ y .
A== ehk i = f— Viimane vorrand kujutab endast lihtsalt
8y 8x &y R

kitsendust: g(x, y) =b. Seega, kitsendus vérrandina ja tingimus
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siaaniks) (tihistus H ). Kahe muutuja funktsiooni ja ihe
kitsenduse korral moodustavad laiendatud hessiaani teist jirku
osatuletised Lagrange’i funktsioonist muutujate x ja y jargi
(2X2 osamaatriks), millele on vasakule ja iiles lisatud osatule-
tised piirangufunktsioonist muutujate x, y ja A jirgi jargmiselt
(sellise maatriksi esimene element ehk tuletis piirangufunktsioo-
nist A jirgi on alati null):

0 g, g,
ﬁ = g x | Lxx ' ny
g y L\X L)’)’

Et uurida iihe kitsendusega kahe muutuja funktsiooni ekstree-
mumi olemasolu kriitilises punktis, arvutatakse laiendatud
hessiaani determinandi véirtus (pShjendust vt lisast 2):

!17': 2L, g, 8, -L gi —‘L),y g’

Osutub, et maksimumpunkti tagavaks teist jarku tingimuseks
on positiivne laiendatud hessiaani determinant (}ﬁ } >0) ning
miinimumpunkti . tagab selle determinandi negatiivne virtus

(]iﬂ<0)_

- Seejuures kehtib ka siin seaduspira, et tarviliku tingimuse
tdidetusest ei piisa ekstreemumite olemasoluks mingis punktis.
Teisest kiiljest: kui piisav tingimus pole tdidetud, ei saa kindlalt
viita, et tegu pole ekstreemumiga.

Vaottes kokku tarviliku ja piisava tingimuse:
kui kehtib L, = L), = L,; =0 ja laiendatud hessiaani determinant

on positiivne: ‘ﬁ ’ > 0, on tegu maksimumpunktiga;
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kui kehtib L, = L, = L, =0 ja laiendatud hessiaani determinant
on negatiivrié: |P_‘I- ‘ <0, on tegu miinimumpunktiga.

Nagu juba mainitud, on Lagrange’i kordajal A majandusteadu-
ses alati olemas tOlgendus. Uurimegi jargnevalt, kuidas seda
kordajat t6lgendada. '

Esimesest kriitilise punkti leidmise tingimusest

L =f ~Ag, =0 saame avaldada: A= £ . Kirjutades osatu-
letised vilja diferentsiaalide abil, saame teha jdrgmise teisen-
duse:

ot Do
T g 0g/ dxdg dg
g, Ax xdg dg

Kui kitsendus on rahuldatud, siis dg = db ja vdib kirjutada:

Seega niitab Lagrange’i kordaja, kuidas muutub ‘sihifunki-
siooni optimaalne véirtus kitsenduse vabaliikme iihikulisel
kasvamisel. Kui kitsenduse vabaliiget b suurendada 1 iihiku
vorra, suureneb optimaalne sihifunktsiooni vidrtus A iihiku
vorra., :

Vaadeldes Lagrange’i funktsiooni L= f (x,y)+/1[b—g(x,y)],
osutub, et A on vordne tuletisega Lagrange’i funktsioonist

parameetri b jargi: A= % Kui kitsendus on rahuldatud, ii'h'ti-

vad Lagrange’i funktsioon ja sihifunktsioon ning siis on vordsed
ka tuletis L.agrange’i funktsioonist ja tuletis sihifunktsioonist:
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_dL  dz

" db db’
Seega on Lagrange’i kordaja tdepoolest vordne tuletisega
sihifunktsioonist kitsenduse vabaliikme jirgi.
Korvalmaérkusena . olgu oeldud, et juhul, kui piirang asetada
Lagrange’i funktsiooni kujul g(x, y) - b, mitte b — g(x, y) nagu
eespool tehtud, siis ei muutu midagi leitud ekstreemumites, kiill
aga muutub sellest Lagrange’i kordaja mirk — viimast asjaolu
tuleb arvestada kordaja t6lgendamisel. Sama tulemuse annab, kui
Lagrange’i funktsioonis asetada kordaja A ette miinusmirk:
L=f (x, y)—‘/l[b— g(x, y)] Kui teha aga mdlemad muutused:
L= f(x,y)—l[g(x,y)—b], on tulemus sama, mis esialgu
koostatud Lagrangg’i funktsiooni korral. ‘
Lahendame eespoolkasutatud niiteiilesande Lagrange’i meetodil.
Maksimeerime kasulikkusfunktsiooni u = g, q; (sihifunktsioon)
vdirtuse eelarvepiirangu 4q, +2q, =60 juures. Piirangufunkt-
siooniks on siis g = f(q, ,q2)= 4q, +2q,. Koostame Lagran-
ge’i funktsiooni:

L=gq, Q§ +l(60_4Q1 _2512)

Leiame tuletised kdigi muutujate jargi (tuletist Lagrange’i funkt-
sioonist g, jérgi tdhistatakse lihtsuse mottes L, ):

(L, =g} —44=0,
1L, =2q,9, - 2A=0,
L, =60-4q, —2q, =0.

v
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Lahendame saadud vorrandisiisteemi. Kahest esimesest vorran-
dist saame:

2

2

A, — 12_ — =112 ql q2

4
Asendame saadud avaldisega muutuja q, kolmandas vorrandis
ehk kltsenduses

4q, +2-4q, —60

ehk q2 = 4q1

ning leiame siit esimese kauba optlmaalse koguse: g,*=35. Tei-
se kauba optimaalne kogus on siis q,*=4-5=20. Maks1maal-
ne kasulikkus, mis saavutatakse, on u*=35- 20% = 2000.

Kontrollime, kas tegu on kasulikkusfunktsiooni maks1mum—
punktiga; selleks koostame laiendatud hessiaani:

0 g & 0 ‘ 4 2 7
H'—' 8 Ln L, =14 0 2gq, .-
g L, Ly| |2 29, 24

Vaatlusaluses punktis on hessiaani determinant:

0 4 2
\H|—4 0 40|=0+320+320-0-160—-0=480>0.
2 40 10

Jarelikult on tdepoolest tegu kasulikkuse maksimumiga.

Kordaja A vordub tuletisega sihifunktsioonist (kasulikkusfunkt-
sioonist u) piirangu vabaliikme (sissetuleku m) jirgi: A4 =2—l—‘-
dm
Seega niitab A ligikaudset kasulikkuse muutumist, kui sissetu-
lek ehk eelarve suureneb iihe iihiku (iihe krooni) vorra. Arvutame
vilja A viirtuse, kasutades nii esimest kui ka teist tingimust:
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207

) 2 ' -9
2= -2 100 v5i 4=2092 2520
4 4 )

2

Seega, kui anda tarbijale juurde iiks kroon, siis suureneb tema
maksimaalne kasulikkus ligikaudu 100 iihiku vdrra.

100,

6.3. n muutuja funktsiooni optimeerimine mitme
kitsenduse korral

Kui sihifunktsioonis on rohkem argumente ning ka kitsendusi on
mitu, siis rakendatakse optimeerimisel eespooltoodutega analoo-
gilisi tingimusi. Siinkohal on toodud ekstreemumi esimest ja teist
jarku tingimused iildjuhu jaoks, kus sihifunktsioonil on n argu-
menti: : K :

4 : f.(,xl ,<x2,.._.,xn) ’
ning ekstreemumite leidmist kitsendavad m piirangut:
1
g (x,%y,...,x,)=b,,

2 :
8 (X, %,..,%,) = by,

8" (x,%y,...,x,)=b,.
Uldkuju_l voib kitseﬁdused viljendada jargmiselt:
g"(x,,xz,...,xn):b,.,' i=1...m,
kus i tihistab piirangufunktsiooni numbrit ja g’ i-ndat piirangu-
funktsiooni.
Et oleks voimalik optimeerida, peab kehtima:

n>m.
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Kasutades Lagrange’i meetodit, koostatakse Lagrange’i funkt-
sioon, liites sihifunktsioonile - vastavale kujule teisendatud ja
Lagrange’i kordajatega korrutatud kitsendused:

L:f(xl,...,xn) +/11[b —g" )él, X, )]+
+}”2[b2_82(x1’-' =X )]+ +4, [b xl’ xn)]'

Esimest jirku tingimuse kohaselt peavad kriitilises plinktis
osatuletised Lagrange’i funktsioonist kdigi muutujate (x, ...x,)
ning kdigi abimuutujate (4, ...4, ) jirgi vorduma nulliga:

L _ L _dL_ AL _
o, ox, oA 34,

Saadud vorranditest leitakse argumentide ja funktsiooni véirtu-
sed kriitilistes punktides. Ekstreemumite olemasolu neis punktl—
des uuritakse laiendatud hessiaani abil. «

n muutujaga sihifunktsiooni ja m kitsenduse korral on laien-
datud hessiaan (m+ n)x(m+n) maatriks, mis koosneb neljast

osamaatriksist, nagu allpool ndidatud. Paremal all asuv nXn
osamaatriks koosneb teist jdrku osatuletistest Lagrange’i
funktsioonist sihifunktsiooni argumentide jirgi. Sellest maatrik-
sist vasakul ja iilal on kaks osamaatriksit, mis sisaldavad esimest.
jarku tuletisi piirangufunktsioonidest argumentide jéirgi. Vaa-
dates kogu laiendatud hessiaani: paremal iilal asub osamaatriks,
milles on m rida ja n veergu. Iga rida sisaldab osatuletisi iihest
piirangufunktsioonist. Vasakul all asuv n rea ja m veeruga osa-
maatriks on paremal iilal asuva osamaatriksi peegeldus iile
laiendatud hessiaani peadiagonaali. Selle -maatriksi iga veerg.
sisaldab osatuletisi iihest piirangufunktsioonist. Vasakul iileval
asuv mXm osamaatriks koosneb nullidest.
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Laiendatud hessiaan iildjuhu jaoks nieb niisiis vilja selline:

0 0 - 0 :g g - &,
0 0 - 0 :g' g - &l
—_ 1o o 0 g "
g0 0 0 sl oer e
. & & 8 ELH 12 L,
8 & 8 §L2] Ly L,
gtlx gn g,’l’l | Lnl LnZ Lnn 4

kus g’: tahistab tuletist i-ndast piifangufunkisioonist Jj-nda argu-

mendl jérgi ning 11htsuse mottes on Lagrange’i funktsioonist
voetud tuletiste puhul indeksitena mirgitud nende muutujate

indeksid, mille jirgi tuletist vdeti. Naiteks L, tihendab, et
tuletis on voetud esmalt x, jirgi ning seejarel x, jargi.

Téist Jjarku tingimusg kontrollimiseks arvutatakse laiendatud
hessiaani peamiinorid Olgu ’1-7 ’ selline peamiinor, mis sisaldab
i rlda _]d veergu. paremal all asuvast funktsiooni L osatuletisi
sisaldavast osamaatriksist. Seega on ]H l (m+i)x(m+i) maat-
riksi determinant. IH l| niiteks sisaldab vasakult iilevalt alates
m+1 rida ja veergu, ‘ﬁz‘ m+ 2 rida’ja veergu jne.

Kriitilise punkti olemuse selgitamisel vaadeldakse ainult neid

pedmlmoreld mis on m+1 ja korgemat jarku, ehk peamunoreld

|HI kusz—(m+1) (m+n).
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Niiteks iihe kitsenduse korral alustatakse teist jarku peamniinorist.
Vidiksemat jirku peamiinorid jéetakse vaatluse alt valja kuna
need on alati vordsed nulliga.

Teist jarku tingimuse kohaselt: _

kui nimetatud peamiinorid on vahelduvalt negatiivsed ja positiiv-
sed alustades méirgist (—— 1)'"” ehk kehtib (—1)’ ’17 i{ >0, on tegu
maksimumpunktiga; | "

kui koik nimetatud peamiinorid on sama mirgiga (—1)" ehk
kehtib (-1)" ‘ﬁ,l > 0, on tegu miinimumpunktiga.

Seega see, kas miinimumi jaoks on vaja, et kdik peamiinorid
oleks positiivsed v3i negatiivsed, sdltub kitsenduste arvust.
Paaritu arvu kitsenduste korral (—1)" <0 ning k&ik peamiinorid
peavad olema negatiivsed, paarisarvu kitseriduste_korral, kui
(-1)" >0, aga positiivsed.

Kitsenduste arvust soltub ka see, millisest mérgist algab peamii-
norite miérkide vaheldumine maksimumi korral. Paaritu arvu
kitsenduste korral (—- 1)'"“ >0 ja mirkide vahe]dumme algab
plussist, paarisarvu kitsenduste korral, kui (—— l)'"J'l < 0 dga mii-
nusest. o

Eelmises peatiikis vaadeldud kahe muutujzi funktsiooni ja ‘iihe
kitsenduse (m=1) korral on seega esimeseks uuritavaks

peamiinoriks m +1 jarku ehk teist jairku peamiinor IH_ 2\. Miini-
mumi piisavaks tingimuseks on, et kdik peamiinorici_ (antﬁd'jt_ihul‘
vaid ‘ﬁ 2’, mis on samal ajal ka kogu maatriksi determinant
'17.), oleksid negatiivsed, kuna (—1)" = (—])l <0. Maksimumi

piisavaks tingimuseks on, et peamiinorite mirk vahelduks ning
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algaks mirgist (=1)""' = (—1)2 >0, seega esimene peamiinor
ehk antud juhul kogu laiendatud hessiaani determinant peab ole-
ma positiivne. Need tingimused on kooskdlas eelmises peatiikis
kirjeldatutega. ‘



7. VORDLEV-STAATILINE ANALUUS

7.1. Kvalitatiivne ja kvantitatiivne analiiiis

Vordlev-staatiline analiiiis tegeleb, nagu nimigi iitleb, erinevate
muutujate ja parameetrite vairtuste korral tekkivate tasakaalu-
seisundite vordlemisega. Vordlev-staatiline analiiiis voib olla
kvalitatiivne voi kvantitatiivne. Kvalitatiivse analiilisi korral
uuritakse, millises suunas toimub muutus tasakaalulahendis
mingi parameetri vOi muutuja véirtuse suurenemisel. Kvantita-
tiivse analiiiisi korral on oluline ka muutuse suurus. Vordlev-
staatiline analiiis ei tegele {ihest tasakaaluseisundist teise
joudmise protsessi kirjeldamise ja uurlmlsega Sellega tegeleb
juba diinaamiline analiiiis.

Kui mingis mudelis on tasakaalulahend leitud, siis niditeks mone
parameetri muutumisel muutuvad mudeli algtingimused ja muu-
tub ka tasakaalulahend. Vaatleme niiteks juba tuttava turutasa-
kaalu mudeli edasiarendust. Soltugu tootja pakutav kauba kogus
kauba hinnast:

q° =—a+bp,

ning tarbija ndutav kogus kauba hinnast ja tarbija sissetulekust:
g° =c—dp+em,

kus koik parameetrid on positiivsed: a, b, ¢, d, e > 0.
Tasakaalutingimuseks on:

qS — qD

Vordsustame ndudlus- ja pakkumisfunktsioonid:
—a+bp=c—dp+em,
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ja leiame tasakaaluhinnale vastava avaldise:
ct+ta+em
b+d

Nideme, et tasakaaluhind sGltub mitmetest parameetrltest ning
tarbija sissetulekust.

* —

Kvalitatiivse analiiiisi korral piiiitakse niiteks uurida, millises
suunas mojutab tasakaaluhinda sissetuleku suurenemine. Selleks
voetakse tasakaaluhinna avaldisest tuletis sissetuleku m jirgi, ja
teades parameetrite mirke (antud juhul on kdik positiivsed),
mairatakse voimaluse korral tuletise mérk:

dp* e

dm. b+d ,

Seega antud jjuhul sissetuleku suurenedes tasakaaluhind suure-
neb. Kuidas aga mdjutab tasakaaluhinda ndudluskdvera muutu-
mine laugjamaks? Kui ndudluskdver on laugjam, siis (po6ratud
telgede tottu) on ndudluskdvera tdusu absoluutviirtus d suurem.
Seega huvitab meid, kuldas mdjutab tasakaaluhinda parameetri d
suurenemine. Jagatise tuletise reeglite kohaselt leiame:

)

ap*__(a+c+em)<0

ad (b+d)
(+)

Kuna on teada, et sissetulek saab omandada vaid positiivseid
vairtusi, voib jireldada, et laug]am ndudluskover langetab tasa-
kaaluhinda. -

Kvantitatiivse analiitisi jaoks on tarvis teada "konkreetseid para-
meetrite viirtusi. Olgu ndudlusfunktsioon ¢° =24-3p+0,01m
ja pakkumisfunktsioon g° =—4+4p. Sellisel juhul tasakaalu-
hind on:
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4+244+0,0lm m
p*= =4+ .
4+3 - 700
ap* 1 . . ,
Kuna —a——— :—i——— , siis ithikuline muutus sissetulekus suurendab
m _ :

tasakaaluhinda %6 vorra. Seega, kui sissetulek peaks suu-

renema naiteks 1000 kroom vorra, siis tasakaaluhlnd touseb

arvatavasti lOOO-L = 1,43 vorra..
700 .

Sageli on teada vaid funktsioonide iildkuju ning osatuletiste
mirgid. Sellisel juhul vGib kasu olla ilmutamata funktsiooni
tuletisest. Olgu niiteks teada vaid ndudlus- ja pakkumisfunkt-
siooni iildkujud: .

9" =q"(p,m),

7’ =¢°(p). N
Tasakaalutingimuseks on ndutava ja pakutava koguse vordus:
q°(p)=4"(p.m)

ehk

¢°(p)-4"(p,m)=0.

T'ahistame' viimase vorrandi Vasakul pool asuva - funktsiooni:
f(p m)— qs(p) qD(p, ) Kui soovime niiteks teada sisse-

tuleku moju tasakaaluhinnale, leiame selle ilmutamata funkt-.
smom tuletise valemi abil. Selleks tuleb lelda osatuletlsed nime-

tatud funktsioonist p jam jirgi (vastavalt f » ja f, ). Saame:

D

0P* _ fu_ _—4r q,

om  f, ¢ -q; ¢ -q°°
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Teades, et pakkumine sdltub hinnast positiivselt (qls, >0) ning

ndudlus soltub hinnast negatiivselt (qlf’ <0) ja sissetulekust

positiivselt (q,ln) > 0), leiame m&ju suuna:

dp*__ 4,

om  q,—q,
® O

>0.

Seega sissetuleku suurenemine suurendab tasakaaluhinda.

7.2. Jakobiaanide kasutamine keerukamates |
mudelites

Turutasakaalu mudelis on tegu ainult iihe tasakaalutingimusega.
Keerukamates mudelites, kus tasakaalutingimusi on rohkem, on
erinevate sdltumatute muutujate ja parameetrite muutuste maoju
hindamiseks sdltuvatele muutujatele maistlik kasutada maatriks-
algebral tuginevaid meetodeid.

Selgitame seda lihtsa mudeli abil, mis sisaldab kahte tasakaalu-
tingimust. Olgu mudelis kaks sGltuvat muutujat -y, ja y, ning
kaks sdltumatut muutujat x, ja x,. Nii y, kui ka y, soltuvad

muutujatest x; ja x,. Mis tahes tasakaalutingimused saab alati
viia kujule, kus funktsioon kdigist muutujatest. vordub. nulliga

(ilaindeks nditab f_unktsiooni jdrjenumbrit):
! . =
F '(y]’yZ’xl’xz)_O’
2 ) =
F (yl’)’wxl’xz')_ 0.
Oletame, et soovime teada lihe soltumatu muutuja x; mdju soltu-

vate muutujate tasakaaluvairtustele. Leiame molema tasakaalu-
tingimusest tuletatud funktsiooni tidisosatuletised x, jargi:
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8_F'_8l+8F1 ay, '+8F'
dy, ox; dy, ox, ox,
oF’® §_y_,+ oF* dy, +aF2
dy, ox, dy, dx, Ox,

=0,

=0.

Viinud viimased liikmed teisele poole vodrdusmirki, voime
siisteemi kirja panna maatrikskujul, kus vorrandi vasakul pool
oleva vektori elemendid kirjeldavad muutuja x; mdju muutuja-

tele y, ja v,:

oF' OF' | oy | | oF
?gg_ E%;_ .5;: _| oox |
OF* OF* |9y, | | oF?
dy, 9y, | 9x ox,

Maatriksit, mis koosneb erinevate funktsioonide tuletistest sOltu-
vate muutujate jirgi (vorrandi vasakul pool asuv maatriks),
nimetatakse jakobiaaniks ja tihistatakse tdhega J. Antud juhul:

o or
]: ayl ay2

oOF* OF’

GY1 ayz |

Kasutades Crameri reeglit, saame maatriksvorrandist leida muu-
tuja x; moju sdltuvatele muutujatele y,. Selleks jagame determi-

nandi maatriksist J,, kus veerg jirjenumbriga i on asendatud
vabaliikmete vektoriga, jakobiaani J determinandiga:

o _d

ox, |J|
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OF' _oF'

ayl Bxl

oF*  OF’

Niiteks 9% = |JZ| = : a);)‘ ox,
o P

Kui soovitakse teada hoopis muutuja x, mdju soltuvatele muu-
tujatele, tuleks - tasakaalutingimustest saadud funktsioonidest
votta tdisosatuletised x, jérgi. Eespool toodud maatriksvarrandis
asenduks siis mdlemates vektorites muutuja x, muutujaga x,.
Jakobiaan jaab sellisel juhul samaks — viimane asjaolu teeb
erinevate muutujate moju analiitisimise lihtsamaks.

Uldjuhul peaks enamate tasakaalutingimustega mudelis sdltu-
vate muutujate arv vorduma alati tingimuste arvuga. Olgu
siinkohal lihidalt toodud vordlev-staatilise analiiiisi pShisammud
sellisel juhul. Olgu meil n tmglmust ja sdltuvat muutujat ning m
soltumatut muutUJat

Sns avalduvad tasakaalutmglmused kujul:
F (yl’ ’yn’xl’ i m):O’
Fz(yl""7 yn;xl""’xm): 0’

F”(vl’ ’yn’xl’ M m):O’

ning i-nda soltumatu muutuja moju arvutamiseks koostatud
maatriksvorrand on Jargmme
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oF' 9F' oF'Tay, ] [ 9F']
W dy, Ay, x| | A
OF* OF’ OF* | dy, | | oF’
dy,  d, | o |T| o
OF" OF"  oF" |, | | aF
0y, Eg | 9y, _-axi JL ox

Jargnevalt on vdimalik Crameri reegli abil hinnata i-nda séltu-
matu muutuja moju suunda (kvalitatiivne analiiiis) ja konkreet-
sete parameetrite vairtuste korral ka moju suurust (kvantltatnvne
analiiiis). Suuremate mudelite korral tuleb eriti esile aslaolu et
kui jakobiaan on kord leitud, on edasine tegevus erinevate para-
meetrite ja muutujate mdju selgitamisel soltuvatele muutujate]e
tunduvalt lihtsam. SRS

Olgu niiteks tegu jargmise tiiipilise makro'dkonoofni»]ise tulu-
kulutuste mudeliga, kus rahvamajanduse kogutulu Y vordub
kogukuluga, mis jaotub tarbimise C (consumption), investeerin-
gute I ja valitsuse kulutuste G (government expenditure) vahel,
kusjuures viimased kaks on mudeliviliselt médratud. Lihtsuse
huvides tdhistatakse sGltumatud muutujad tavaliselt alaindeksiga
0: o
Y=C+1,+G,.

Tarbimine omakorda sltub sissetulekust. Nimelt tarbitakse mak-
sudejdrgsest sissetulekust (sissetulekust on maha vdetud maksu-
summa T) vaid mingi osa (seda proportsiooni valjendab para—

meeter ¢); samas on olemas ka sdltumatu tarbimine C,, :

C=Cy+c(Y-T), 0<c<l.
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Maksusumma moodustavad soltumatud maksud ja mingi osa
(mille midrab maksumaiérale vastav parameeter f) majapidamiste
summaarsest sissetulekust ehk kogutulust:

T=T,+t(Y),0<¢<1.
Kolm tasakaalutingimust on siis:
Y-C-1,-G, =0,
C-Cy—c(r-T)=0,
T-T,-tY=0.
Kuna uurides erinevate muutujate mdju kolme soltuva muutuja
(Y, C ja T) tasakaaluviirtustele, jakobiaani kuju ei muutu, siis

leiamegi esmalt tasakaalutingimuste siisteemile vastava jako-
biaani:

F, F. F] 1 -10
J=|F} F} F!|=|-¢c 1 c|.
|\F} F} F'| |-t 0

Mbone konkreetse muutuja m&ju uurimiseks maatriksvorrandit
kirja pannes on oluline kasutada sdltuvate muutujate (siin ¥, C
ja T') sama jdrjestust nii jakobiaani koostamisel kui ka vérrandi
vasakul pool asuva otsitavate (mdju suurust kirjeldavate tuletiste)
vektori koostamisel. Vastasel juhul ei anna analiiiis korrektseid
tulemusi. Jdrjestus ise pole oluline, kui kasutada ldbivalt iiht voi
teist jdrjestust — teisenduste ja arvutuste kdigus voivad siis
erineda kill avaldiste mirgid, kuid analiiiisi 16pptulemused
(s6ltumatu muutuja mdju sdltuvale muutujale) ei erine.

Niiteks investeeringute [, mdju erinevatele soltuvatele muu-
tujatele vdoimaldab arvutada maatriksvorrand:
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1 -1 ofy, | |-F| [-1
—¢c 1 c|C |=|-F|=|0
-t 0 1|T,] |-F A 0
ning niiteks investeeringute mdju tasakaalu kogutulule on:
1 -1 0
0 1 ¢
+)
oY 0 0 1 1 1
—— = = > O .
al, |1 -1 0] I+rc—c (l—c}i—(tc)
¢ 1 ¢ ® '
-t 0 1

Seega mdjutavad investeeringud antud mudelis tasakaalu kogu-
tulu positiivselt.

Sama meetodit voib kasutada ka mudelis esinevate parameetrite
mdju uurimiseks. Naiteks maksumaidra ¢ moju erinevatele sdltu-
vatele muutujatele kirjeldab maatriksvorrand:

1 -1 offy,] |-F'| |0
~¢ 1 c|C, |=|-F|=10
-t 0 1|T| |-F| |Y

ning maksumaira mdju tasakaalu kogutulule:
0 -1 |
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Kuna 0<c<1, siis 1-c20 ja maksumiira mdju tasakaalu
kogutulule on negatiivne — maksumiira suurenedes tasakaalu

kogutulu viheneb.



8. DIFERENTSVORRANDID

8.1. Diinaamiline analiiiis, diferents- ja
diferentsiaalvorrandid

Diinaamilise analiiiisi korral uuritakse majandusnihtuste ja neid
kirjeldavate niitajate muutumist ajas ning selgitatakse, kas
nditajad aja jooksul lihenevad kindlatele (tasakaalu)viirtustele
vOi hoopis kaugenevad nendest. Seega tuuakse analiiiisi eraldi
muutujana sisse aeg. Kui tavaliselt kirjeldavad funktsioonid kahe
v01 enama majandusndhtuse vahelist seost, siis niiiid voetakse
esialgu vaatluse alla ainult iiks majandusnihtus ning uuritakse
seda nihtust kirjeldava niitaja muutumist ajas. Niiteks uuritakse,
kuidas muutub. aja jooksul kauba hmd vOi riigi majanduse
kogutoodang.

Aega voib niisiis vaadelda soltumatu muutujana. Mingi niitaja
muutumist ajas voib viljendada funktsioonina ajast ¢ (time):
y=f (t) Sageli ei ole seda soltuvust kirjeldava funktsiooni kuju

teada, kiill aga on vdimalik sedasama sGltuvust ja muutumis-
protsessi kirjeldada pisut teisel kujul: diferents- ja diferent-
siaalvorranditega. Naiteks voib mingi mudeli vérranditest olla
tuletatav sdltuva muutuja vdidrtuse muutumist ajas kirjeldav
vorrand — diferents- voi diferentsiaalvorrand. Kui mudelis on
soltuvaid muutujaid mitu, v3ib ka mudelist tuletatavaid diferents-
voi diferentsiaalvorrandeid olla rohkem. :

Kas niitaja muutumist kirjeldatakse diferents- vdi diferentsiaal-
vorranditega, soltub sellest, kas aeg ehk muutuja ¢ on diskreetne
vOi pidev. Muutuja on diskreetne, kui ta saab omandada vaid
tdisarvulisi vddrtusi. Kui argument on diskreetne, siis on funkt-
siooni védrtus maaratud vaid nendes punktides, kus on madratud
argumendi viirtus. Pidev muutuja v3ib omandada ka mitte-
tdisarvulisi, iiksteisest viga vihe erinevaid visrtusi. Kui argu-
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mendi viddrtus on midratud pidevalt, siis on vdimalik mairata’
pidevalt ka funktsiooni viirtus.

Niisiis, kui aeg ¢ on méiratud pidevalt, omandab ajast soltuv
muutuja uue vdirtuse iga vdhimagi muutuse korral ajas. Aja-
iihikus toimuvat y muutust viljendab tuletis funktsioonist
y= f(t) aja jargu: 7}) Mingi muutuja y muutumist ajas on siis

voimalik kirjeldada diferentsiaalvorrandiga, mis sisaldab muu-
tujat y ja ning selle erinevat jarku tuletisi aja jdrgi funktsioonist

yo d pon N
y=f(t): —Cg— ehk y(?), dzy ehk y'(t) jne. Sageli tahis-
4

tatakse muutuja tuletist ajé' jirgi ka vastava arvu punktidega
muutuja tahise kohal: y, y jne.-Kdige korgemat jirku tuletis,
mida vérrand sisaldab, midrab ka vorrandi j jirgu. Uks lihtsamaid
esimest jiarku lineaarseid dlferentsmalvorrandmd nieb valja
selline:

%Jru(t)y =w(t),

kus u ja w on, nagu ka muutuja y, funktsioonid ajast. Kui « ja w
on konstandid (naiteks vastavalt a ja b), ndeb vodrrand vilja
selline:

d—y-+ay'_= b.

dt

Diferentsiaalvorrandit lahendades saadakse tulemuseks funkt-
sioon y = f (t) mis kirjeldab muutuja y soltuvus ajast. Diferent-
siaalvérrandi lahendiks y(f) on seega avaldis, mis sisaldab
muutujana ainult aega ¢ (mitte tuletisi ega diferentsiaale).

Diskreetse aja korral muutub funktsiooni y viirtus alles siis, kui
muutuja ¢ omandab uue tdisarvulise vairtuse (vt ka joonist 8.1).
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Vahepeal ei juhtu midagi: funktsiooni viirtus jdab samaks.
Funktsiooni graafik on seepdrast katkev — seega ei ole funkt-
sioon diferentseeruv ning diferentsiaalide kasutamine on vdima-
tu. Selle asemel analiiiisitakse muutusi véértustes ehk diferentse.
Diskreetse aja korral kirjeldataksegi muutuja y muutumist ajas
diferentsvdorrandi abil. Siinjuures tasub maérkida, et kui radagi-
takse diskreetsest ajast, siis interpreteeritakse sageli muutuja ¢
vddrtusi mitte ajahetkedena, vaid perioodidena — funktsiooni
vddrtus jdib ju samaks terve kahe ajahetke vahelise perioodi
jooksul. Funktsiooni véidrtuse muutust ajaithikus viljendab siis
kahe perioodi viirtuste vahe ehk diferents: Ay =y, —y, ..

YA VA
—
e y=fty
01712345 ¢ t

Joonis 8.1. Funktsiooni graafik diskreetse ja pideva argumendi korral

. . . . . d
Kui asendada lihtsas diferentsiaalvorrandis _dl + cy = b muutust

t
- ody . . . :
viljendav tuletis m diferentsiga Ay =y, —y, , ning muutuja
t
vidrtus y esialgse véirtusega y, ,, saame vorrandi:

Ay, +cy,,=behk y, -y, +cy,_ =b.
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Veidi teisendades saame:
(l c ))’x 1 +b

Tahlstades 1-c=a, saamegi esimest jiarku lineaarse konstant-
sete kordajatega d1ferentsvorrand1

y, =ay,, +b.

Tavaliselt ‘pannaksegi diferentsvorrand kirja kujul, mis sisaldab
r'r_xvuuvtuj‘at perioodil £ (y,) ning varasematel ajaperioodidel (y,_,,
Y-y jné). Monikord sisaldab vérrand lisaks muutujale y, hoopis
muutujaid hilisematest perioodidest: y,,,, y,,, jne. Sellisel kujul
olevat vdrrandit on aga alati vSimalik viia eespooltoodud kujule
ja vastupidi — liites koigile indeksitele vajaliku (positiivse voi
negatiivse) tidisarvu. Kdige kaugem periood, mida vorrand
sisaldab, mddrab ka vorrandi jirgu.

Diferentsvorrandi lahendiks y, on samuti muutuja y s6ltuvus

ajast. Kui diferentsvorrand sisaldab muutuja vidirtusi erinevatel
ajaperioodidel, siis selle lahendiks on avaldis ajast .

8.2. Diferentsvérrandi lahendamine

Vaatleme lahemalt lihtsa esimest jirku diferentsvorrandi
y, =ay, , +b lahendamist. Diferentsvérrandi lahend y, peaks

niisiis andma reegli, mille abil saab leida muutuja y véirtuse
suvalisel ajaperioodil ¢.

Diferentsvorrandi lahend koosneb tavaliselt kahest osast: eri-
lahend (particular solution) ja tiiendfunktsioon (complementary
function). Mdlemal on majandusteaduses oma kindel tdhendus.
Erilahend on lahendi ajast sGltumatu osa, mis nditab muutuja y
tasakaaluviirtust. Tdiendfunktsioon on ajast soltuv funkt-
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sioon, mis kirjeldab muutuja y liikumist tasakaaluvairtuse
iimber. Diferentsvorrandi iildlahend on erilahendi ja ‘tdiend-
funktsiooni summa. Paremaks ettekujutuseks v&ib muutuja
kiditumist ajas kirjeldavast funktsioonist y = f (t) eraldada kons-

tantse osa: y = c + g(t). Erilahend midrab siis konstandi ¢ ning
tiiendfunktsioon funktsiooni g(¢) vadrtuse.
Erilahend on selline muutuja y véirtus, mille korral y. ajas ei
muutu. Tegu on tasakaaluviirtusega — tasakaalu all mdistetakse
siisteemi rahulikku seisundit, kus muutumlstendents puudub.
Seega peaks kehtima: : :
Y=Y, = Yy
Asendades esialgses vorrandis y vaartused molemal ajapenoodll
suurusega y *, saame:
y*=ay*+b,
kust véime avaldada erilahendi leidmise valemi: -

b
y*¥= - ,kus a#1.
Lahendi leidmist juhul, kui a =1, kisitleme pisut hiljem.
On véimalik toestada (vt lisa 3), et tdiendfunktsioon on vaadel-
daval juhul jargmise kujuga:
(yo —y*)a’, |
kus y, on muutujale y antud algvairtus (diferentsvorrandi la-
hend y, kirjeldabki muutuja edasist kditumist parast mingi alg-
vddrtuse omandamist). Diferentsvorrandi y, = ay,, +b iild-

lahend on leitav erilahendi ja téii,endfunktsiooni.suinmana jarg-
miselt:
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y, =y*+(y, - y*)a’.

Olgu ‘mirgitud, et kui konstant b on null, siis on erilahend null:

0 . . .
y*= oo =0, ning iildlahendiks on tidiendfunktsioon:
-a

¥, =y, a'. Sisuliselt kujutabki lisas 3 toodud tdiendfunktsiooni

leidmine endast vorrandi y, = ay,_, lahendi leidmist.

Kuna on teada, et y*= , siis sageli kasutatakse lahenda-

misel kohe valemit:

b b ,
Vi == + Yo — a.
~I—a 1-a . .

Lahendame- niiteks lihtsa diferentsvorrandi: y, =3y, , —8§.
/

Leiame erilahendi:
-8
* =4,
YT
ning kirjutame vilja iildlahendi:
v, =4+(y,—-4)3".
Kui on teada mingi konkreetne arvuline algviértus y,, saab

arvutada madratud lahendi. Niiteks kui y, = 2, siis:
y, =4+(2-4)3" =4+ (-2)3".

Vaatame niiiid, kuidas kaituda ‘erijuhul, kui a =1. Kuna erila-

hend kujul y*= ] b :% ei ole sel juhul médratud, siis ees-
~a

pooltoodud valemit siin kasutada ei saa. Vorrandist y, =y, +b
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ndeme, et igal jargmisel perioodil lisatakse eelmise perioodi
véirtusele konstant b:

Y Zyo +b,
Y, =y, tb=y,+2b,
Yy, =Y, +ib.

Seega, kui a=1, on iildlahendiks: Y, =Y, +tb.

8.3. Tasakaalu stabiilsuse hindamine

Diferentsvérrandi lahendi abil on voimalik hinnata tasakaalu
stabiilsust. Nagu juba mainitud, on y* muutuja y tasakaalu-

vddrtus. Mingis mudelis sisalduvatest tasakaalutingimustest
leitud sGltuva muutuja tasakaaluviirtus on leitud mingitel kind-
latel eeldustel ja parameetrite kindlate véartuste korral. Naiteks.
on leitud turu tasakaaluhind ndudluse ja pakkumise tasakaalu
tingimuse alusel. Tasakaal piisib, kuni eeldused ja parameetrid ei
muutu. Mingi muutuse toimel liheb aga siisteem tasakaalust
vilja. Nimetatud s6ltuv muutuja omandab siis mingi uue véirtuse
(see ongi algviairtus diferentsvdrrandi mdistes) ja muutuja vair-
tus hakkab ajas muutuma vastavalt reeglile, mille annab dife-
rentsvorrandi lahend. Nii - niiteks vaib ikaldus muuta kauba
kogust, millega turul kaubeldakse, ning vallandada turul uute
tingimustega kohandumise protsessi.

V&ib juhtuda, et muutuja véértus ldheneb ajas uuesti tasakaalu-
vddrtusele. Samas voivad aga mudeli vorrandid tingida sdltuva
muutuja viidrtuse edasise liikumise tasakaaluviirtusest veelgi
kaugemale. Esimesel juhul tasakaal taastub ja tegu on stabiilse
tasakaaluga, teisel juhul on tegu ebastabiilse tasakaaluga.
Uurides diferentsvorrandi  lahendiks olevat funktsiooni, " on
voimalik kindlaks teha, millist tiiipi protsess tasakaalust
viljumisele jiargneb ning kas tegu on stabiilse tasakaaluga.
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Vaatleme eelmises peatiikis tuletatud diferentsvdrrandi
y, = ay,, +b lahendi valemit:

¥, =y*Hy, - y*) a’

Nideme, et juhul, kui algvdartuseks y, satub olema tasakaalu-
vadrtus y*, siis talendfunktsmon on vordne nulliga ja muutuja
vidirtus piisib tasakaalutasemel y*. Kul mingite tingimuste

muutumisel omandaks 'y tasakaaluyaartusest erineva algviirtuse
Yo, siis muutuja edasine kiitumine sdltub tiiendfunktsiooni

(y0 - y*) a' kujust. Kui tiiendfunktsiooni absoluutviirtus ajas
suureneb, siis eemaldub muutuja védrtus y, tasakaaluviirtusest

y*. Kui aga tdiendfunktsiooni absoluutviirtus jirjest viheneb

(tdiiendfunktsiooni vdirtus liheneb nullile), siis liheneb muutUJa
uuesti oma tasakaaluviirtusele.

Jargmisena tuleks seega anah‘iiisida, mis madrab selle, kas tdiend-
funktsiooni absoluutvéirtus on ajas kasvav voi kahanev. Osutub,
et selle. madrab avaldise a' kiitumine. See, kas algviirtus on
tasakaaluviirtusest suurem voi viiksem — ehk kas ( Yo~ ¥*) on
positiivne v0i negatiivne — mdjutab ainult tiiendfunktsiooni
mirki, mitte aga seda, kas selle absoluutviirtus ajas suureneb voi
viheneb. On ju (y, — y*) niol konkreetse algviirtuse korral
tegu konstandiga. Tihele tasub panna ka seda, et mida suurem on
algvadrtuse ja tasakaaluvddrtuse erinevus, seda enam kulub

absoluutviirtuselt kahaneva tdiendfunktsiooni korral aega
tasakaaluviirtuse saavutamiseks.

Avaldise a' kiitumise ajas midrab #ra parameeter a ehk y,_,
kordaja diferentsvorrandis. Nimelt:
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kui la' >1, siis la"‘ — oo, kui t = o0;
kui ‘a|=1, siis Ia'.Azl,‘ kﬁi t—oo;
kui O<|a| <1, - siis la"—)O, kui t — oo
kuia=0, - siis a =0, kui t — oo,

Kui a=0, omandab vaadeldav diferentévérrand kuju
y, =0y, +b=b — muutuja y, viirtus on igal ajaperioodil
sama (konstant b) ning siisteemi tasakaalust viljumine pole

voimalik. Seepirast Jaetakse siinkohal see juht (a =0) vaatluse
alt vilja. :

Kui a=1, on vorrandi ildlahendiks y, =y, +t ning Yy,

vairtus ldheneb soltuvalt b mirgist positiivsele vGi negatiivsele
1dpmatusele. Kuna on selge, et sellisel juhul pole ‘vdimalik
muutuja y, ldhenemine tasakaaluvidrtusele, jaetakse ka see juht

vaatluse alt vilja.

Muutuja viirtus ldheneb oma tasakaaluviirtusele siis, kui
tdiendfunktsiooni vadrtus ldaheneb nullile — selleks peab nullile

ldhenema ka la" ."See omakorda on véimalik, kui pararﬁee’trir a
védrtus jadb vahemikku: 0<|a| <1. Sellisel juhul on mirigilé
muutusele jirgnev protsess (tasakaaluviddrtuse poole) koonduv
ja tasakaal stabiilne. Kui a on positiivne, siis omandab muutuja
véirtusi kas ainult iilalpool (kui algvairtus on tasakaaluvdartusest
suurem, vt ka joonist 8.2) voi ainult allpool tasakaaluvidirtust
(vastupidisel juhul). Kui aga a on negatiivne, siis kdigub muutuja
vddrtus tasakaaluvéirtusele lahenedes iilal- ja allpool tasakaalu-

vadrtust. Sellist kéikumist nimetatakse vonkuvaks ehk- kdiku-
vaks protsessiks.
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Kui parameetri a absoluutviirtus on iile iihe (|al >1), siis 'a"

ldheneb 15pmatusele ning jérjest suureneb ka tiiendfunktsiooni
absoluutviirtus. Sellisel juhul eemaldub muutuja jirjest oma
tasakaaluvéirtusest (tegu on hajuva protsessiga) ning tasakaal
ei ole stabiilne. Ka siin on protsess vonkuv, kui a on negatiivne.

Kokku vottes:

kui a>1, siis I)’rl —> oo, kui #— oo, ning tegu on hajuva
protsessi ja ebastabiilse tasakaaluga;

kui O0<a<l1,siis y, = y*, kui t — oo, ning tegu on koonduva
protsessi ja stabiilse (taastuva) tasakaaluga;

kui ~1<a<0, siis y, > y*, kui t—oo, ning tegu on
vonkuva koonduva protsessi ja stabiilse (taastuva) tasakaaluga;
kui a < -1, siis Iyt| —> o0, kui ¢t —co, ning tegu on vonkuva
hajuva protsessi ja ebastabiilse tasakaaluga.

Kui .a =—1, vaheldub aja jooksul vaid tiiendfunktsiooni mirk:
l(y0 —y *)(— 1)" =const ning muutuja vairtus vongub kahe
suuruse vahel. Muutuja y védrtus on oma tasakaaluviirtusest
vaheldumisi selle tdiendfunktsiooni absoluutviirtuse vorra
suurem vO1 vidiksem. Kui ¢ on paarisarv, siis on muutuja
vaidrtuseks algviartus: ’ : '
¥, = y*+(yy =y )=y

kui ¢ on paaritu arv, siis on muutuja viirtus jirgmine:

Yo =y*+(y, - y*)=1)=2y*-y,.
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Seega, kui anda muutujale mingi tasakaaluviirtusest erinev alg-
véidrtus (y, # y*), el omanda muutuja kunagi tasakaaluviirtust

ning tasakaal on seega ebastabiilne.

Eespooltoodu mdistmisel on abiks joonis 8.2, kus on skitseeritud
diferentsvorrandi  lahendamisel leitud funktsiooni 7y, = f(t)
graafikud parameetri a erinevate vidrtuste korral.

Tuletame meelde, et tiiendfunktsiooni mirk s6ltub ka sellest, kas
algviddrtus on tasakaaluvéirtusest suurem voi vdiksem. Joonisel

on kujutatud. graafikud juhul, kui y, > y* ehk kui kordaja
()’o —y*) on positiivne. Kui algviirtus on tasakaaluvidrtusest
viiksem (y, < y*), siis sellisel juhul on funktsiooni y‘= f(t)
graafikud erinevate a viirtuste korral joonisel kujutatute peegel-
dused iile horisontaalsirge y, = y*. Kui y, = y*, siis tasakaal

piisib ja funktsiooni y = f (t) graafik on horisontaalne sirge

tasakaaluviirtuse tasemel y, = y *.

Korvalmirkusena: taoliste graafikute skitseerimisel voib kasu-
tada jargmist meetodit. Kui skitseeritava funktsiooni ndol on tegu
kahe funktsiooni summaga, vdib esmalt kujutada eraldi molema
funktsiooni graafikud ja seejarel liita need iiksteisele vertikaal-
telje sihis (liidetakse funktsiooni viirtusi, mitte argumentide
vadrtusi). Kui tegu on niditeks kahe funktsiooni summaga, siis
sisuliselt vaadeldakse teise graafiku joonistamisel horisontaal-
teljena esimese liidetava funktsiooni graafikut. Kdesoleval juhul

on funktsioon Yy, = f(t) konstandi y* ja tdiendfunktsiooni
(yo - y*)a" summa. Sel juhul vGib esmalt kujutada esimest
liidetavat kujutava horisontaaljoone y, = y* ning seejirel —

vaadeldes seda joont kui horisontaaltelge — skitseerida tdiend-
funktsiooni. Viimane kujutab endast aga mingi konstandiga
korrutatud eksponentfunktsiooni. Kuna tegu on diskreetse ajaga,

19
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siis on funktsiooni graafik katkev (funktsiooni vdirtus. muutub
iga perioodi jirel). :

Yi A

Y(A —
a>1 a<-1
WL oo .
Y Y '
A - A -
Yia Y t
0<a<l -1<a<0
i_!
. _‘L.—_. %*
e Yy —
t y,A !
a=-1
y*
t

Joonis 8.2. Erinevaid protsesse kirjeldavad graafikud sdltuvalt para-
meetri a véirtusest -
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Lopetuseks on oluline mirkida, et koonduva protsessi korral
liheneb muutuja véirtus jdrjest oma tasakaaluvidrtusele, kuid
tegelikult ei saavuta kunagi tipselt tasakaaluvairtust. Muutuja
tegeliku vidrtuse y, ja tasakaaluvdirtuse y* erinevus jérjest

kahaneb ja soltub uurijast, kui viikesest erinevusest alates see
erinevus nulliks loetakse. Nditeks, kui lubatava vea suurus on
€ =0,01, siis loetakse muutuja vidrtus tasakaaluviirtuseks, kui

mainitud  erinevus on  absoluutviirtuselt ~alla  0,01:
ly, —y*|<0,01. Monikord mairgitakse lubatavat erinevust ka

nii: y, = y*30,01.

8.4. Amblikuvérkmudel

Histituntud niide diferentsvorrandite kasutamisest majandus-
teoorias on amblikuvorkmudel. Erinevalt tavalisest turutasakaalu
mudelist on dmblikuvérkmudelis sisse toodud ka ajategur.
Eeldatakse, et tarbija ndutav kauba kogus soltub sama perioodi
hinnast, tootja pakutav kogus soltub aga hinnast eelmisel
perioodil:

a;, =4°(p.,),
a’ =4"(p,).

Nii on see nditeks paljude taimekasvatussaaduste korral — otsus
pakutava koguse kohta tehakse tunduvalt varem, kui kaup
tegelikult miitigile jouab. Niiteks kartul pannakse maha kevadel,
saak koristatakse ja seda miitiakse alles siigisel. Seepirast
otsustatakse toodetav kogus eelmise aasta hinna jirgi ning
vahepeal otsust muuta ei saa. Tarbijal selliseid piiranguid ei ole;
seepirast on ndutav kogus seotud sama perioodi hinnaga.
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Tasakaalutingimuseks on ka &mblikuvorkmudelis néutava Ja
pakutava koguse vordus:

4’ =4, -

Oletarrie lihtsuse mottes, et nii pakkumis- kui ka ndudlusfunkt-
sioon on lineaarsed. Sellisel juhul ndeb mude] valja sellme

q, =-a+bp,,,
q{ —c—dp,,
q; =q;,

kus a,b,c,d >0.

Tasakaalutingimusest saame diferentsvorrandi hinna kohta
at+c b

d d pr-l '

Mirkus. Kiesoleva mudeli parameeter a ei seostu eespool dife-
rentsvorrandi iildkujus esineva kordajaga a. Siinkohal on dife-

—a+bp, , =c—dp, ehk: p, =

‘ . . o . b
rentsvorrandis muutuja p kditumist méaaravaks kordajaks — i

Et leida tasakaaluhind, voib selle diferentsvorrandi erilahendi
kindlaks teha, asendades p, = p, ;= p*. Siis saab leida ka
tasakaalukoguse g *. Teise nurga alt vaadates: tasakaalu korral

hind ega kogus ei muutu ning seega kaob vajadus alaindeksite
jarele.- Seepdrast — leidmaks tasakaaluhinda ja tasakaalu-
kogust — v&ib lahendada lihtsalt siisteemi:

g° =—-a+bp,
q° =c-dp,
-qS = q'D.

Tulemus on mélemal juhul sama:
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ate . bc—ad
- ja = .

o
P pra Y T hra

Jirgnevalt on voimalik analiiiisida, kas see turutasakaal on
stabiilne ehk kas mingi muutuse voi siindmuse tottu tasakaalust
vilja viidud turg jouab mingi aja moéddudes ise tasakaalu tagasi.
Analiiisime olukorda esmalt joonise abil. Joonisel 8.3 on
kujutatud mingi hiipoteetilise pdllumajandussaaduse ndudlus- ja
pakkumiskdverad. Nende 16ikepunkt E tihistab ndudluse ja
pakkumise tasakaalu tasakaaluhinna p * ja tasakaalukoguse g *

juures.

D A
S
A B
Py A
p* 3x
y C
p] v F
/ N
- - >»
9, 9, q* q1’ . q

Joonis 8.3. Kohandumised dmblikuvdrkmudelis stabiilse tasakaalu
korral

Oletame, c.:f toimub mingi siindmus, mis senise tasakaalu siili-
mise vilistab, nditeks aastal ¢t =0 sajab palju vihma ja saak
ikaldub. Ikalduse tottu pole vdimalik pakkuda tasakaalukogust,
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vaid ainult mingit viiksemat kogust q, - Véiksema koguse puhul

ei piisi ka tasakaaluhind ja uus hind sel perioodil ( po) on eelda-
tavalt tasakaaluhinnast korgem Kui mingi kogus on turule t00-
dud, kujuneb hind, millega see kogus miiiiakse, vastavalt
néudluskdverale. Leiame selle hinna, liikudes kogusest q, lles

kuni ndudluskdverani punkti A ning sealt vasakule. Hinnateljelt
saamegi teada uue hinna p,- Jargmise aasta kevadel teeb tootja
otsuse jargmise aasta toodangumahu >q1 kohta eelmise aasta
hinna p, jargi pakkumisfunktsiooni alusel. Leiame pakkumis-
funktsioonist hinnale p, vastava koguse. Selleks liigume punk-
tist A paremale kuni pakkumiskdverani punkti B ning sealt alla
koguseteljeni, kust locme koguse ¢g,. Kuna see kogus on
suhteliselt suur, siis on tarbijad ndus selle eest vihem maksma.
Leiame jille ndudlusfunktsioonist kogusele g, vastava hinna p, .
Selleks liigume punktist B alla punktini C ning siis vasakule
hinnateljeni. Edasi teeb tootja hinna p, alusel otsuse g, kohta:
liigume punkti F' ning loeme koguseteljelt vastava koguse. Nii

jitkub hinna ja koguse kohandumise protsess, mille graafiline
kujutis meenutab dmblikuvorku.

Vahemirkusena olgu 6eldud, et kui vertlkaalteljel on kujutatud
kogus ja horisontaalteljel hind, siis ei liigu joonisel nooltega
kujutatud kohandumise tee pdripdeva, vaid vastupieva.

Kas kohandumiste tulcmusena joutakse tasakaalupunkti E voi
hoopis kaugenetakse sellest, sdltub ndudlus- ja pakkumisk&vera
tousudest. Joonisel 8.3 kujutatud koverate korral — pakku-
miskdver on ndudluskdverast jirsem — jSuab turg mingi aja
jooksul tasakaalu tagasi ning kaubeldav kogus ja kauba hind
omandavad taas oma tasakaaluviirtused. Kui aga noudluskdver
on jirsem, siis turuprotsess hajub ning hinna ja koguse
kohandumise tee viib tasakaalupunktist eemale, nagu kujutatud
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joonisel 8.4 vasakul. Absoluutviirtuselt. vordsete tdusudega
koverate korral (joonis 8.4 paremal) aga jddvad hind ja kogus
koikuma kahe viirtuse vahel, millest iiks on tasakaaluvisrtusest
suurem Ja teine vdiksem.

pA ' D A

A -
>

q

Joonis 8.4. Ebastabiilne tasakaal 7

Niisiis, tasakaal on stabiilne (koonduv turuprotsess), kui pakku-
miskdver on ndudluskdverast jirsem. Toodud joonistel on kuju-
tatud ndudluse ja pakkumise poordfunktsioonid. Seega peab
pakkumise podrdfunktsiooni tdus iiletama ndudluse podrdfunkt-
siooni tousu absoluutviirtust. Leides poordfunktsioonidest esi-
algsed funktsioonid, muutub. seos vastupidiseks: ndudlusfunkt-
siooni tousu absoluutvdirtus peaks olema suurem pakkumis-
funktsiooni tGusust: '

|-d|>b ehk kuna b, d > 0, siis:
d>b. |
Analiiiisime seda ka diferentsvorrandi abil. Hinna kohandumist

+c b
arce 2 D, - Selle iildlahend on:
d d

kirjeldab vérrand p, =
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\4

Joonis 8.5. Hinna muutumine ajas

8.5. Faasidiagrammid

Siiani oleme ,kﬁs’itlcnud litsa lineaarse diferentsvorrandi
y, =ay,_ +b lahendamist. Kui esimest jarku diferentsvorrand
on keerulisema kuj'uga, voib selle lahendamine osutuda keeru-
kaks voi koguni voimatuks. Sellisel juhul pole muutuja y véirtust
funktsioonina ajast (y, = f(t))véimalik vélja tuua. Et aga ka

niisugusel puhul saada mingit ettekujutust muutuja kiitumisest
ajas ning hinnata tasakaaluvairtuste stabiilsust, kasutatakse kva-
litatiivset analiiiisi, tipsemalt — faasidiagrammi joonistamist.

Faasidiagrammi joonistamisel voetakse aluseks teadaolev dife-
rentsvrrand, mis véljendab muutujate y, ning y,, vahelist
seost. Seda seost kujutataksegi faasidiagrammil faasijoonena. Ta-
valiselt asetatakse vertikaalteljele y, ning horisontaalteljele
¥,., — seeparast viiakse diferentsvorrand kujule y, = f ( y,_l) —
ning skitseeritakse nende kahe muutuja vahelise funktsionaalse
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seose graafik ehk faasijoon (vt joonist 8.6). Seejuures vaadel-
dakse enarnasti ainult veerandit, kus molemad muutujad on
positiivsed.

¥, ¥,-teljestikus on 45°-joonel muutuja viidrtus erinevatel
perioodidel vordne: y, =y, ,. Seega muutuja y véirtus, mille
korral faasijoon 16ikab 45°-joont, ongi selle muutuja tasakaalu-
vaartus (muutumistendents puudub). Punkte, kus faasijoon
puutub vai 15ikab 45°-joont, v5ib nimetada tasakaalupunktideks.
Kas see tasakaal on ka stabiilne, saab kontrollida, kujutades
faasidiagrammil muutuja y vdartuse muutumise tee. Selgitame
seda joonise 8.6 abil, kus on kujutatud iiks hiipoteetiline faasi-
joon. Loikepunktis 45°-joonega ehk punktis E asub tasakaalu-
punkt — kui muutuja omandab viirtuse y*, siis see védrtus
jaab piisima kuni mingite tingimuste muutumiseni.

A
Vi
faasijoon
»* y E ,

Y2 /4 Y = ()
Y “, S
45° -

Yo o Yivy»* V.,

Joonis 8.6. Faasidiagrammi niide
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Kui faasijoone kuju on teada (nt selline; nagu kujutatud Joomsel
8.6), siis voib valida mingi algviirtuse Y, ning mirkida selle

Y, -teljele. Jirgmise perioodi vdirtus y, on voimalik leida
faasijoone abil, kuna see kirjeldab seost y, = f(y,_, ). Liigume
algvidrtusest y, otse iiles kuni"faasijooneni punkti A. Punktile A
vastav viirtus y, -teljel ongi y,. Teise perioodi viirtus y, on
voimalik leida analoogiliselt, aga enne peame viirtuse y, kuju-
tama horisontaalteljel. Selleks peegeldame punkti y, vertikaal-
teljel iile 45°-joone horisontaalteljele. Ehk teisisonu: liigume
punktist A paremale kuni 45°-jooneni ja siis alla horisontaal-
teljeni. Siis loeme jille faasijoone abil vilja viirtuse y, jne.
Sellist protseduuri kirjeldab joonisel nooltega kujutatud tiis-
nurkne liikumine faasijoone ja 45°-joone vahel ehk faasitee (y
vdartuse muutumise tee ajas). Joonisel 8.6 kujutatud juhul

joutakse sellise litkumise tulemusena jirjest lihemale tasakaalu-
punktile E, seega on tasakaal stabiilne.

Tasakaalu stabiilsus ehk see, kas muutuja viirtus ajas liheneb
tasakaaluvairtusele (vddrtus, mille korral faasijoon 15ikab 45°-
joont) vdi hoopis kaugeneb sellest, sdltub funktsiooni
y, = f(y,.,) ja seda kirjeldava faasijoone kujust. Joonisel 8.7 on

toodud neli erinevat vdimalikku-faasijoone kuju tasakaalupunktl
timbruses.

Jooniselt nideme, et kui anda muutujale y mingi viike muutus,
stis jargneb sellele koonduv protsess ja tegu on stabiilse tasa-
kaaluga, kui faasijoon on tasakaalupunktis ja selle iimbruses
45°-joonest laugjam. Vastasel juhul on protsess hajuv. Mirkus:
lihiduse huvides on edaspidi nimetatud vaid tasakaalupunkti,
meeles tuleb aga pidada, et toodud tingimused peavad kehtima
ka vihemalt nii kauges timbruses, kui suur on muutujale antud
muutus.
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VA , Vi A

Tw

.'y’

»<
—p~

A .
>

Vi

Jooni 8.7. Erinevad vdimalikud faasijooned

Et faasijoon oleks. 45°-joonest laugjam, peaks fadsijoone tousu
absoluutviiirtus olema viiksem iihest (teame, et 45 °-joone tdus
on 1). Seega peaks faasijoone joonistamisel aluseks oleva funkt-
siooni y, = f (y,,) tuletise absoluutvartus tasakaalupunktis

dy, (
dyt_] » . . AR :
stabiilne ja tegu koonduva protsessiga. Vastupidisel juhul, kui - ~

<1. Sellisel juhul on tasakaal

olema iihest viiksem:
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dy, (
dyt—l
kaaluga.

y*) >1, on tegu hajuva protsessi ja ebastabiilse tasa-

Nieme veel et kui faasijoon on tasakaalupunkti umbruses lan-
gev, siis kdigub muutuja viirtus iilal j ja allpool tasakaaluviirtust,
tdusva faasijoone korral liheneb muutuja viidrtus tasakaalu-
véidrtusele iihelt poolt vdi kaugeneb sellest iihele poole. Paneme
selle tihelepaneku kirja ka matemaatiliselt. Faasijoon on langev,

kui funktsiooni vy, =1 (y,_,) tuletise absoluutvairtus tasakaalu-

punktls on negatnvne: (y *)< 0 — siis on tegu vonkuva
t-1
protsessiga: muutuja véidrtus koigub iilal- ja allpool tasakaalu-

vaartust.

Eelnenut kokku véttes vaib diferentsvorrandi kvalitatiivset ana-
liiiisi teostada jargmiselt. Esmalt leitakse (kui vdimalik) tasa-
kaaluviddrtused. Selleks vordsustatakse: y, =y, , = y* ehk lei-

takse erilahendid. Nende y vidrtuste korral 15ikab vdi puutub
faasijoon 45°-joont. Teades tasakaalupunkte ja funktsiooni kuju
ning vajadusel arvestades tuletiste mirke tasakaalupunktides,
skitseeritakse faasijoon. Kasutades faasitee joonistamist voi
eespooltoodud tingimusi, tehakse jareldused muutuja kiditumise
kohta ajas (kas lihenetakse tasakaaluviirtusele v&i kaugenetakse
sellest). ‘

Kui tasakaaluviirtuste leidmine pole vdimalik, siis pole joonisel
faasijoone ja 45°-joone 1dikepunkti asukoht tdpselt méidratud.
Sellele vaatamata vdib. funktsiooni y, = f(y,_,) kuju analiiiisi-

des teha moningaid jédreldusi tasakaalu stabiilsuse kohta.
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Kasutame sunkohal niitena hmna muutumist klrjeldavat dife-

28 4 '
rentsvorrandlt eelrrusest peatuklst pt 3 373 Dy Hmna tasa-

kaaluvdirtus on juba leitud: tasakaaluhinnaks osutus p*£4;
selle viirtuse juures 16ikab faasijoon 45°-joont. Selle lineaarse

diferentsvorrandi faasijoon on :sirge tdusuga "3 Negatiivne

tous viitab langevale sirgele, ja'et' ——{>1, siis on faasijoon

jarsem 45°-joonest. Seega vdime Joomstada faasuoone nagu on
kujutatud joonisel 8.8.

"P, A
23 |
3 \\\ ,
v 28 4
4 pz_ 3 3pr1
Py 4 > P

Joonis 8.8 Hinna kohandumist kujutav faasidiagramm

Analiiiisime pisut ka iihte keerulisemat diferentsvorrandit:
y, = y7 . Leiame tasakaaluvairtused ehk erilahendi, asendades
ja teisendades jargmiselt:

yr=y 0,
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y * =y *0:5 =0 >
y*Ay* =\/y*(\/y*—1)=0;-
Tulemuseks on kaks tasakaaluvidrtust: y,*=0 ja y,*=1.
Uurime tasakaaluviddrtuse y,*=1 stabiilsust. Selleks vtame
esimese tuletise funktsioonist y, = y*>:
- dy,
dyt;l

ning leiame selle viirtuse tasakaalupunktis:

=0,5y2%7,

D )=05.109 =035,
dyt—] . .

Et tuletis on positiivne ja absoluutviirtuselt viiksem iihest, siis
on faasijoon tasakaalupunkti y,* =1 iimber kasvav ning laugjam
45°-joonest. Sellisel juhul on kohandumisprotsess analoogiline
joonisel 8.6 kujutatuga. Muutuja vidrtus liheneb ajas iihelt poolt
tasakaaluvaidrtusele ning tasakaal on stabiilne.
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9.1. Diferentsiaalvorrandi lahendamine

Et anda lugejale ettekujutus ka diferentsiaalvorranditest ning
vordlusvdimalus diferentsvorranditega, on jirgnevalt toodud
ilevaade lihtsa lineaarse esimest jarku diferentsiaalvorrandi

Q + ay = b lahendamisest.

Nagu diferentsvorrandi lahend, peaks ka diferentsiaalvorrandi la-
hend y(t) andma reegli, mille abil saab leida muutuja y viirtuse
suvalisel ajahetkel t. Analoogiliselt koosneb ka diferentsiaal-
vorrandi lahend kahest osast: erilahend, mis nditab muutuja y

tasakaaluvéirtust, ja tdiendfunktsioon, mis kirjeldab muutuja y
litkumist tasakaaluviirtuse iimber.

Teame, et erilahend on selline muutuja y viirtus, mille korral y
ajas ei muutu — tasakaaluviirtus. Seega, kui muutuja omandab
oma tasakaaluvdirtuse y =y *, siis peaks tuletis funktsioonist

y=f () olema null:

d

2o,

dt
Tehes algvarrandis vastavad asendused, saame vdrrandi:
O+ay*=b,

kust saame avaldada erilahendi:
b :
y¥=—,kus a#0.
a

Lahendi leidmist, kui a = 0, kisitleme pisut hiljem.

21
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On voimalik tGestada (vt lisa 4), et taiendfunktsioon-on sellise
diferentsiaalvorrandi korral jargmise kujuga: '

[¥(0)-y*]e.

kus y(O) tdhistab muutujale y antud algv'zi'artust; Diferentsiaal-

4 _
vorrandi d_y +ay = b iildlahend on seega jirgmine:
s ;

y(?)= y

#+[3(0)— y*] e

b
Kuna on teada, et y*=—, siis voib iildlahendi valemi kirja
Coa

panna ka nii:

y(f)=§+[y(o)_§]

Lahendame niiteks lihtsa diferentsiaalvorrandi: %’~3y =12.
r

Leiame erilahendi:

YV=-——7=-4

ning kirjutame vilja tildlahendi:

y(t)=-4+ [y(0)+ 4] e

Kui on teada mingi konkreetne arvuline algviirtus y(O), saab

arvutada midratud lahendi. Niiteks kui y(0) =3, siis

We)=-4+[+4]e" =—4+7e",
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Vaatame niiiid, kuidas kiituda, kui a = 0. Sellisel juhul oman-
dab vérrand g-yt- +ay=b lihema kuju: % — b. Vorrandi la/h‘er.ig
damiseks integreerime molemat poolt aja jirgi:
| % dt = [bdt . | |

Diferentsiaalid d¢ vorrandi vasakul poolt taanduvad ning vorran-
di vasakul pool integreeritakse siis muutuja y jirgi. Integree-
rimiskonstandid vdib tuua vdrrandi iihele poole ja tihistada iihe
konstandiga C. Tulemuseks saame:

y(t)=bt+C.

Alghetkel (¢ =0) on muutuja véartus y(O)=b-O+C =C —
integreerimiskonstant C on siin sisuliselt muutuja algvairtus.
Seega: kui a =0, siis iildlahendiks on: '

vy(z) = bt +y(0).

9.2. Tasakaalu stabiilsus

Nagu diferentsvorrandi lahend, nii annab ka diferentsiaalvorrandi
lahend informatsiooni selle kohta, kas diferentsiaalvorrandi poolt
kirjeldatud kiitumise korral muutuja ldheneb ajas oma tasakaalu-
viidrtusele voi kaugeneb sellest. Eelmises peatiikis leitud lihtsa
diferentsiaalvorrandi lahendi valemit

()= y*+{y(0)-y*le™

uurides nieme, et kui algviirtuseks y(0) satub olema tasakaalu-
vidrtus y*, siis tdiendfunktsiooni véirtus osutub nulliks, nihg
muutuja vairtus piisib tasakaalutasemel: y(t) = y*. Kui algviar-
tuseks y(0) on tasakaaluviirtusest erinev viirtus, siis mazrab ka
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siin ‘muutuja edasise kditumise tiiendfunktsiooni [y(O)— y *] e
kuju. Kuna arv e suvalisel astmel on alati positiivne, siis méirab
siin ‘taiendfunktsiooni mirgi see, kas algviirtus on tasakaalu-
vaartusest suurem vOi viiksem. Kui algvidirtus on tasakaalu-
vaidrtusest suurem, on tdiendfunktsiooni vidirtus positiivne ja
muutuja omandab jitkuvalt tasakaalutasemest kdrgemaid viir-
tusi. Vastupidisel juhul on tiiendfunktsiooni véirtus negatiivne
ja muutuja omandab tasakaalutasemest madalamaid visrtusi.

Parameetri a mirk omakorda miirab, kas muutuja ldheneb tasa-
kaaluviirtusele voi kaugeneb sellest. Nimelt saltub parameetri a
mirgist avaldise e™ kiitumine aja méddudes (t — oo ) jirgmi-
selt: :

kui a>0, siis e 50, kui t = oo
kui a <0, siis e =3,  kuit— oo,

Uurime, millal on tegu stabiilse ning millal ebastabiilse tasa-
kaaluga. Muutuja viirtus ldheneb ajas oma tasakaaluviirtusele,

kui tdiendfunktsiooni absoluutviirtus viheneb ehk kui avaldise
at

e = vdirtus kahaneb. Nagu niha iilaltoodud tingimustest, peab
selleks vorrandis %+ay =b parameeter a olema positiivne.
Sellisel juhul on tegu koonduva protsessiga ja tasakaal on
stabiilne. Kui algvidrtus on tasakaaluviirtusest suurem
(y(0)- y* >0 ehk tiiendfunktsioon on positiivne), siis kahaneb
muutuja y vaartus, kuni jouab mingi tipsusega tasakaaluviirtu-
seni — ka siin jouab muutuja jirjest lihemale oma tasakaalu-
véidrtusele, kuid ei saavuta kunagi tidpselt tasakaaluviirtust. Kui
algvddrtus on tasakaalutasemest madalamal, hakkab muutuja
vddrtus suurenema, kuni saavutab samuti mingi tipsusega tasa-
kaaluvairtuse.



DIFERENTSIAALVORRANDID / : 165

Muutuja kaugeneb ajas oma tasakaaluviirtusest, kui tiiendfunkt-

at

siooni absoluutviddrtus -ajas suureneb ehk kui avaldise e ™
vadrtus kasvab. Selleks peab parameeter a olema negatiivne.
Tegu on siis hajuva protsessi ja ebastabiilse tasakaaluga. Kui
algviidrtus iiletab tasakaaluvidirtust, siis on tiiendfunktsioon
positiivne ja muutuja vairtus laheneb positiivsele 16pmatusele

(y, = +oo). Vastupidisel juhul on tiiendfunktsioon negatiivne
Ja muutuja vddrtus liheneb negatiivsele IGpmatusele
(y, = ~—o). ‘

Kokku vottes:

kui a >0, siis y, > y*, kui t — o, ning tegu on koonduva
protsessi ja stabiilse (taastuva) tasakaaluga;

kui a <0, siis |y,|—>oo, kui ¢t — oo, ning tegu on hajuva

protsessi ja ebastabiilse tasakaaluga.

oA - 0y
\ a0 ‘ a<0

y* y

t t

Joonis 9.1. Muutuja kiitumine ajas erinevate parameetri viirtuste
korral : ,
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Joonisel 9.1 on skitseeritud muutuja kiitumist. -kirjeldavad
graafikud juhul, kui 'algvéi'artus’ on tasakaaluvéirtusest suurem.
Vastupidisel juhul on graafikud joonisel kujutatute peegeldused

iile horisontaalsirge y(t) = y*. Kuna tegu on pideva ajaga, siis
on ka graafikud pidevad jooned.

Kasutame niditena taas turutasakaalu mudelit. Olgu teada
lineaarsed noudlus- ja qukumisfunktsioonid:‘

és=—a+bp, | |

q° =c—dp,

kus a,b,c,d >0.

Oletame, et hihnamuutps ajas on lineaarses s6ltuvuses ndudluse

iilejadgist (noudluse ja pakkumise vahe):

dp D _ S |

_— k — s

o =ka"-d")

kus:k on sg}valine_parameete}r},» ,

Turutasakaalu korral on ndutav ja pakutav kogus vordsed

(¢° = q°). Noudluse iilejaik on sellisel juhul null ja hind ajas ei
s o :

muutu (—i—IiB =0). Vordsustades ¢g° =¢° ehk —a+bp =c—dp,
t

s + TR L
saame tasakaaluhinnaks p*zg——dc-. See on hind, mis piisib

tasakaalustunud turul kuni mingite tingimuste muutumiseni. Kui
hind omandab mingi uue vairtuse (ehk diferentsiaalvorrandi
mdistes algviirtuse), siis algab hinna muutumise protsess.

Seda protsessi kirjeldaliva diferentsiaalvorrandi saame tuletada
mudeli kolmest vorrandist:

[
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g’ =-a+bp,
q_D_ '='é—'clp,
_d_e:k(ql) _qS»)’
dt

kus a,b,c,d > 0.

Asendame ndudluse ja pakkumise viimases vorrandis vastavate
avaldistega kahest esimesest vorrandist: '

%:k(c-—dpﬂ-a——bp).

Liikmeid grupeerides viime vorrandi meile tuttavale kujule:

%5+k@+dhﬁ=ﬂa+c)

Leiame selle vorrandi erilahendi valemi abil voi asendades:

% =0 ja p=p*. llmneb, et erilahendiks on tdepoolest juba

eespoolleitud tasakaaluhind:

" kla+c) a+c f
p*= = :

k(b+d) b+d
Paneme lahendi valemit kasutades kirja iildlahendi:
ple)= p*+[p(0)- p] .

Jargmisena kerkib kiisimus, milliste parameetrite vdartuste korral
taastub turuprotsesside tulemusena tasakaaluhind. Eespool joud-
sime jdreldusele: et tasakaal oleks stabiilne, peab parameeter a

vorrandis :% +ay = b olema positiivne. Seega kidesoleva mudeli

korral: et tasakaaluhind taastuks, peab vorrandis p kordajaks olev
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ajas kahaneb. Aja moodudes liigutakse seega y telje vaartuste
vahenemlse suunas ehk vasakule. B

Do dya
dt ' dt

Joonis 9.3. Faasijooned

\<V

\,\

Liikumist vasakule voi paremale voib tdhistada nooltega faasi-
joonel, nagu kujutatud Joomsel 9.3. Kui nooled viivad tasakaalu-
punkti poole, liheneb muutuja viirtus ajas tasakaaluviirtusele,
vastupidisel juhul aga muutUJa vadrtus hoopis eemaldub tasakaa-
luvéirtusest. i

Jooniselt ndeme, et tegu on stabiilse tasakaaluga (nooled viivad
tasakaalupunktl) kui faasuoon on tasakaalupunkti limbruses
langev, ja tasakaal on. ebastabulne kui faasijoon on tdusev.
Faasijoon on tasakaalupunktis langev, kui faasijoone tous tasa-
Rt (B D o . . d
kaalupunktis on negatiivie. Seega tuletis avaldisest 7)) =f (y)

muutuja y jargi peab tasakaalupunkti iimbruses olema negatiivne:

(Nagu difefentsvﬁrrandi,te korral, tuleb ka siin arvestada, et tingi-
~ mused peaksid kehtima ka tasakaalupunkti iimbruses, vastavalt




DIFERENTSIAALVORRANDID ‘ m

muutujale antud muutuste. suurusele.) Sellise tasakaalupunkti
iimber on muutuja tasakaaluviirtuse poole koonduyv ja tasakaal
stabiilne.

Vastupidisel juhul, kui:

AV

(y*¥)>0
» (y*)

ehk faasijoone tdus on tasakaalupunktis positiivne, on faasijoon
seal tdusev. Kui muutuja omandab mingi véirtuse selle tasakaa-
lupunkti léhedal, siis jairgneb hajuv protsess — muutuja viirtus
eemaldub sellest tasakaaluviirtusest. Sellisel juhul on tegu eba-
stabiilse tasakaaluga.

Vaatleme niditena eelmises peatiikis vaadeldud lmeaarset dlfe-
rentsiaalvorrandit turutasakaalu mudelist: '

%+k(b+d)p=k(a+c).‘,'

Viime vorrandi vajalikule kujule:

ap. = —k(b+d)p+k(a +c).

Kuna vorrand on lineaarne, on faasijoon sirge. .Teame, et
b,d >0, seega soltub faasijoone kuju parameetri k mirgist.
Eelnevalt joudsime jireldusele, et turutasakaal taastub, kui k on
positiivne. Positiivse k korral on faasijoone tdus negatiivne:
- k(b + d} < 0, ning faasijoon on langev sirge positiivse algordi-
naadiga k(a+c) (teame ka, et a, c > 0). Selline faaSijooh ,0;1
kujutatud joonisel 9.4. Jooniselt nieme, et sellisel juhul.on
tdepoolest tegu koonduva protsessi ja stabiilse tasakaaluga.
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dp A
dt
ie:k(a+c)——k(b+d)p
k(a+c) dt

p* p

J 0_0hi_s 9.4. Hinna kohandumist kirjeldav faasidiagramm (k > 0) :

Analﬁﬁéime veel ka iihte pisut keerulisema kujuga'diférentsiaalé
vorrandit: 71): =8y—2y’. Leiame muutuja tasakaaluviirtused,
t

asendades y =y * ja ﬂ =0:
dt
<4y*—y** =0,
y*(4-y*)=0.
Tulemuseks saame kaks tasakaaluvidrtust: »*¥=0ja y,*=4.

Piiliame uurida, kas need tasakaalud on stabiilsed. Selleks leiame
tuletise: :

d
(V) _aby-2v)_, |
R T ef

ning selle vdirtused tasakaalupunktides:
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d dV
dt
0)=8-4-0=8>0

dy ‘ v

ja

d d%t.

(4)=8-4-4=-8<0.
dy

Kuna tasakaalupunktis y,*=0 on leitud tuletis positiivne, on
faasijoon selles punktis tdusev, seega on see tasakaal ebasta-
biilne. Tasakaalupunktis y,* =4 on faasijoon aga langev, seega
see tasakaal on stabiilne. y,* =4 on tasakaaluvartus, mille Gm-

ber muutuja viirtus ajas koondub. Neid Jareldu31 1llustreer1b ka
faasidiagramm joonisel 9.5. ‘

dy
dt

0 N ’y

Joonis 9.5. Niitefunktsiooni faasidiagramm
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10.1. Eksponentfunktsioonide omapara

Matemaatilises majandusteaduses kasutatavate erinevate funkt-
sionaalsete kujude hulgas leiavad mirkimisviirset kasutust
eksponent- ja ka logaritmfunktsioonid. Eksponentfunktsiooniks
mmetatakse funktsmom kus muutuja on astendajas

y=a*
ning lisatingimuseks on, et:
a>0jaa=#l. ‘

Eksponentfunktsiooni poordfunktsiooni nimetatakse logaritm-
funktsiooniks. Logaritmfunktsiooni iildkuju on:

y=log,x,kus a>0 jaa=1.

Logaritmfunktsiooni véirtus y on selline astendaja, millega arvu
a astendades saame tulemuseks muutuja x vaartuse. Avaldades
muutuja x, saamegi eksponentfunktsmom :

x=a’.

Parameetrlle a seatud p11rangute1 on Jargrmsed pohjused a ei saa

1
olla negatiivne seetottu et nditeks kui astendajaks oleks >

muutumatuks igasuguste astendajate puhul seetdttu, kui a =0
vol a =1, piirduks logaritmfunktsiooni korral maaramispiirkond
vaid iihe védrtusega: vastavalt x =0 voi x=1.

Majandusteaduses eeldatakse monikord lihtsustavalt, et a >1.
Pdhjendus on jirgmine: alati saab sellise eksponentfunktsiooni,
kus 0 < a <1, teisendada kujule, kus astmealus on suurem iihest.
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Nimelt, kui 0 < a <1, siis a avaldub mingi tihest suurema arvu b
| ..
(b >1) poordarvuna: a = 5’ ning saab kirjutada:

y=a" :(;—j =b"" =b*,kus z=—
0.

Majandusteaduses kasutatakse sageli just naturaaleksponent-
funktsiooni, milles astme aluseks on arv e: -

y=e".
Populaarsuse iiks p&hjusi on tuletise votmise lihtsus 'sellest

funktsioonist. Tavalise eksponentfunktsiooni tuletis on:

’

(a*') =.a" Ina.

Kui astme aluseks on e, siis:

’
(e’f) =elne=e¢€".

See omapira teeb igasugused teiscn'dus_ed ja arvutused tunduvalt
lihtsamaks.

Vaatleme ldhemalt naturaaleksponentfunktsiooni astme alust.
Arvu e vairtus on seotud funktsiooniga f (n)z(l +——j . Kui
, : n

argumendile n anda jérjest suuremaid vairtusi, hakkab ka
funktsiooni véirtus suurenema, kuid jirjest aeglustuvalt:

) 1
kui n =1, siis f(1)=(1+%j =2;

2 .
kui n =2, siis f() (1+%)=2,25;
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3
kui n =3, siis f(3):(1 4%} =237 jne.

On teada, et kui n — oo, siis ldheneb funktsiooni viirtus arvule
e:

1im[1+—1-) =e=2,71828...

n—oo n

Majandusteaduses kasutatakse palju ka naturaaleksponent-
funktsiooni poordfunktsiooni — naturaallogaritmfunktsiooni:
y =Inx. Tihti kasutatakse logaritmimist, et viia  mittelineaar-

sed funktsioonid lineaarsele kujule. Pirast sellist transformat-
siooni on vdimalik edasises analiiiisis kasutada lineaaralgebrat.
Naiteks Cobbi-Douglase tiitipi funktsioon on mittelineaarne:

z=cx"y".
Vtame funktsiooni mélemast poolest naturaallogaritmi:
Inz=Inc+alnx+blny.

See funktsioon on logaritmide Inx ja Iny suhtes lineaarne ehk
funktsioon on loglineaarne. '

10.2. Kasvumaar

Eksponentfunktsioone kasutatakse sageli mingi majandusniitaja
muutuse kirjeldamiseks ajas. Sageli kirjeldub muutuja y sdltuvus
ajast jargmisel kujul: mingi konstandiga a on korrutatud eks-
ponentfunktsioon mingist funktsioonist g, mis omakorda on

funktsioon ajast ¢:
y=f)=ab.
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Tihti kasutatakse astme alusena arvu e ning funktsioonina g
lihtsat lineaarset seost, niiteks g(t)=ct, kus ¢ on suvaline
parameeter:

y=ae”

Sellise kujuga funktsiooni korral on parameetril ¢ oma Kindel
tahendus, nimelt on see funktsiooni kasvumaar.

Kasvumidr kirjeldab mingi néitaja suhtelist muutust ajas: Ta
nditab, millise osa niditaja algvadrtusest moodustab ajaiihikus
toimunud niitaja viirtuse muutus. Uhes ajaiihikus (Af=1)
toimunud muutus on kirjeldatav véartuste vahega (véartus parast
muutust miinus viirtus enne muutust): Ay, =y, —y,, (ajahet-

kede ¢ ja t—1 erinevus on 1 ajaiihik). Kui soovime teada, kui
suure osa moodustab see muutus algvdirtusest, peame selle
muutuse algviirtusega jagama. Seega funktsiooni y = f (t)

kasvumdidr 7, on absoluutse muutuse Ay, =y, -y, ja alg-
vidrtuse y, | jagatis:
_ YT Y
Yi-i
Selline ldhenemine sobib diskreetse aja korral.

Kui tegu on pideva ajaga ehk 16pmatult viikeste muutﬁsfegé,
siis kirjeldab absoluutset muutust ajaiihiku kohta funkts}i'ooni

d
tuletis aja Jirgi: EX On ju tuletise naol tegu funktsiooni véirtuse
t

(siin nditaja vddrtuse) muutusega argumendi (antud Juhul a]a)_
ithikulise kasvu korral. Kasvumaira leidmiseks tuleks see Jagada
funktsiooni viirtusega (ehk niitaja enda vairtusega):

’

23
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dy :
__/dt

¥ )
Kuna tegu on 16pmatult viikeste muutustega, siis-ei radgita alg-
vidrtusest, vaid lihtsalt nditaja vaartusest. Selle all moistetakse
enamasti nditaja védrtust enne mingi 15pmatult viikese muutuse
toimumist, kuid kuna muutus on 1dpmatult viike, ei erine niitaja
védrtus enne ja parast muutumist oluliselt.

Tahele tasub panna, et kasvumiara niol on tegu piirfunktsiooni
(mida tuletis ldhtefunktsioonist argumendi jargi ju on) ja ldhte-
funktsiooni jagatisega.

Kasvumaiir voib erinevatel ajaperioodidel voi -hetkedel olla eri-
nev, ka kasvumaidr on funktsioon ajast — sdltuvad ju enamasti

ajast nii niitaja védrtuse muutumist kirjeldav funktsioon kui ka
piirfunktsioon:

= h(¢)= [

)

Eespoolmainitud funktsionaalset kuju y=ae” kasutataksegi
just seetdttu sageli, et sellise funktsiooni kasvuméir on konstant
c. Seda on lihtne tdestada: leiame tuletise nimetatud funktsioonist
aja jargi. Liitfunktsiooni tuletise reeglite kohaselt:

J | , .

D o ae e

dt

Leiame funktsiooni kasvumiira:

dV g
dt _ae" ¢ _

y a e(.'l

r

y

r,\t =
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Kui parameeter ¢ on negatiivne (¢ <0), on tegu negatiivse
kasvuga ehk funktsiooni vidrtus ajas viheneb.

Toome siinkohal veel iihe néite. Eksponentfunktsioone kasuta-
takse tihti selliste kaupade viidrtuse muutumise kirjeldamiseks,
mille vddrtus ajas suureneb, nditeks vein, juust, kunstivairtused,
mets, kinnisvara jms. Need on ajas vaidrtustuvad kaubad. Ole-
tame niiteks, et veini véddrtus v muutub ajas Jargmlselt

v =1000e"" .

Leiame veini vaartuse kasvumaara:

) dvdt ) 2\/_ (IOOOe )

Ty 1000e% 247

Nagu niha, sdltub kasvumaar tdepoolest ajahetkest' aja moodu-

des kasv aeglustub, sest kui ¢ — oo, siis —= — O

2f
Sageli kasutatakse funktsiooni kasvumaiira leidmisel arvutuste
lihtsustamiseks jargmist meetodit: esmalt voetakse funktsioonist
naturaallogaritm ning seejarel sellest tuletis argumendi ehk aja
jargi. Selline meetod on pdhjendatud jargmiste teisendustega.
Kui kasvumdira arvutamise valemi kuju pisut muuta, saame:

dy
:*@:12

y ydt’

1
Avaldise — niol on aga tegu tuletisega avaldisest In y muutuja
y B B
y jérgi. Seega vGime kirjutada:
_ldy_d(ny)dy d(iny)
y dt dy dt dt

¥
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Jarelikult, leidmaks kasvumdéra, voib votta funktsioonist enne
naturaallogaritmi ning seejdrel tuletise aja jadrgi. Nditeks
funktsiooni y = ae® puhul:

lny=ih'd‘+;¢zt_ln'e:'lna+ct (Ine=1)
ning- |

r, = d(lny):0+c=c.

dt

Veini v'ziéir[usé kasvumaiira voib siis leida nii:
Inv=1n1000++/Ine = In1000++/7,
_d(nv) 1

r, = ——— e
dr 2t

Manikord tuleb leida kahe funktsiooni qurutise kasvuméir.

Niiteks kui tegu on funktsiooniga y=wuv, kus u= f(t) ja

V= g(t). ~ Kasvumiddra . r, leidmiseks ~ logaritmime:

In y =Inu + Inv . ning kasvumaar:

~_ldy _d(ny)_d(nuw) L d(nv) _

"y dt at  adt dt

ehk funktsioonide korrutise kasvumaar on tegurite kasvumaiirade
summa.

Kui tegu on samade funktsioonide jagatisega y=—, siis
%

Iny =Inu—Inv ja kasvumdir leitakse analoogiliselt:
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Idy d(iny)_ d(nu) d(nv) _

r =r,,=— = =
YU T yde dr dt dt
ldu 1dv '
=—————=r, -7,
uw'dt o vide

ehk funktsi:(')'(")n_idev jagatise kasvumddr on jagatava ja jagaja
kasvumiirade vahe.

Funktsioonide summa voi vahe (y =utv) kasvumidra leid-
miseks voib valemi tuletada jirgmise tuletuskéiiguga'

lﬂ:d(lny)_d(ln(u“h/ \d
utv dt

r\':ru+v =

| Ty dt dt dt

(U Ydu (1 Ndv _((w Vldu (v Yldv_
utv ldt utv )dt utrv u dt utv vdt

SRS ” o }

v

utv “ uzxv
ehk funktsioonide summa kasvumiira leidmisel arvestatakse

nende funktsioonide osakaalu funktsioonide summas ning vahe
kasvumadira korral funktsioonide osakaalu funktsioonide vahes.

Siinkohal ka iiks niide: oletame, et leivatehase kau.pfuses osteti
jaanuaris saia 1000 krooni ja leiba 500 krooni eest. Veebruaris
kasvas saia labimiiik 12% ja leiva labimiitik 9%. Kogukaibe
kasvumdir on siis:
1 ,

Vrokbw = _& ) 0’12 + _5—90_ ) 0709 = 071 1

1000 + 500 1000 + 500
ning kokku kasvas labimiitik 11%.
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7

10.3. Finantsmatemaatika

Eksponentfunktsioonid leiavad laialdast kasutust finantsmate-
maatikas Finantsmatemaaltika p6hieeldus on, et raha vdi muu

.....

takse, et summa suureneb intresside vorra, samuti loodetakse‘
investeeringutelt saada tulu. Et selgitada, kuidas raha viirtus ajas
suureneb, on vdimalik tuletada rida valemeid.

Olgu niiteks mingi esialgne rahasumma y,, mis paigutatakse

panka intressiméidraga r (interest rate). Seejuures intressimair r
nditab, kui suur osa kogu rahasummast intressina lisandub —
alles selle osakaalu korrutamisel 100-ga saadakse intressimadr
.protsentides. Naiteks kui. 7 = 0,12, on intressimair 12% .

Kui tegu on lihtintressiga, siis lisandub esialgsele summale igal
perioodil summa 77y,. Rahasumma t-ndal perioodil on siis
kokku:

Yo = Yo TIrYy,.

Sagedamini on tegu liitintressiga. Liitintressi korral voetakse
igal perioodil intressi arvutamise aluseks juba kogunenud sum-
ma. Scega, kui esimesel perioodil kasvab rahasumma ry, vorra:

VW=V try, = (1+r)y0,

siis teisel perioodil lisanduv intress arvutatakse esimese perioodi
summa alusel ja on ry,. Teisel perioodil -on summa siis
Y, = (1 + r) y,- Seega kirjeldab raha véirtuse muutumist ajas
lihtne diferentsvorrand:

yo=Q+r)y,,.
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Leiame selle lahendi:

) ;
y*= s =0 a 3, =0+ (3 ~O)L+r) =y 1+r)"
1-(1+7r) ‘
Kui tdhistame algsumma y, tihega A ning selle tulevase véiéff
tuse y, tihega V, saame kirjutada valemi rahasumma tulevase

vaartuse arvutamiseks:

V=A(l+r).

Tavaliselt on perioodiks aasta ja ¢ tdhistab aastate  arvu,
intressim@ir r on siis aasta intressimadr. Monikord arvestatakse
aga intresse mitu Kkorda aastas, niiteks kord kvartalis. Kui
intresse arvestatakse m korda aastas, siis on korraga arvesta-

. . ro . . .
tavaks intressiks — ning arvestusperioode m korda rohkem kui
m

aastaid r:

r mt
V=A1l+—| .

m
Kui intressi arvutamise tihedust suurendada 1Gpmatuseni
(m — o), nimetatakse seda pidevaks juurdearvestuseks.

Selliseks arvestuseks vajaliku valemi leidmiseks teeme moned
teisendused. Korrutame eelmises valemis astendaja mit libi

arvuga 1 kujul L.
r

mir

V=A@+L)r. 4 | |
m <
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r | S . .
Tehes asenduse — = — ning teades, et astendamisel astmenii-

m 'V
r

tajad korrutatakse, vGime kirjutada:
i n

r

V;A l+—1—

7

Pideva juurdearvestuse korral m — oo, seega tulevane viirtus
pideva Juurdearvestuse korral on piirvddrtus viimasest avaldisest,
kui m — oo

rt

V=I1lmA 1+L S

3o ry
r

Kui asendada — = n, siis véime kandilistes sulgudes oleva aval-
r

m
x4

. 1 : 1Y .
dise |1+— | asendada avaldisega (1+—) . Nagu peatiiki
m - n
7 |
alguses mainitud, on piirvdirtus sellest avaldisest arv e tingi-
musel, et n— . Pideva juurdearvestuse korral on Kkiill
eelduseks, et m —> oo, kuid kuna r on vaadeldav positiivse

. i e ) m )
konstandina, siis vdib Oelda, et kui m — o0, — — oo ja seega
r

n— co. Jirelikult vBime tulevase vidrtuse valemi pideva
juurdearvestuse korral imber kirjutada jargmiselt:
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, - LY n
V=lmA (1+—] = Ae".
n—yco n

Niisiis, pideva juurdearvestuse korral on raha tulevase viirtuse
valem V = Ae” , kus r on raha viirtuse kasvuméir.

Olgu niiteks hoiustatav summa 10 000. Kui intress on 10% ehk
r=0,1, siis lihtintressi korral oleks viie aasta piiras"t""saadav
summa: ‘ : |
V=A+tr A= A(l+1r)=10000(1+5-0,1)=15000.

Liitintressi korral, kui intressi arvutatakse kord aastas, oleks
summa viie aasta parast:

V=A(+r) =10000(1+0,1)" =16105,

aga kui intressi arvutatakse naiteks iga kuu, siis

me 01 4.5
V:AEH-L) =10000(1+7’j ~16386

m
ning pideva juurdearvestuse korral:
V =Ae" =10000e""° =16 487

Seega, mida sagedamini intressi arvutatakse, seda suurem on
tulevane viirtus.

Tulevase viirtuse leidmise vastandiks on niiiidis- ehk hetke- -
vairtuse (ehk praeguse vairtuse) leidmine. Olgu niiteks teada
soovitav rahasumma tulevikus, 7 perioodi pdrast. Kui ka intressi-
mair r on teada, siis on vdimalik-hoiustada tipselt vajalik sum-
ma, arvestades lisanduvaid intresse. Selleks tuleb leida soovitava
summa niitidisvadrtus. Niiidisvaartus osutub vajalikuks ka siis,
kui tuleb valida, kas saada tuluna mingi summa praegu v6i mingi
muu summa tulevikus. Selleks tuleks tulevikus saadav summa

24
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muuta vorreldavaks praegusega. Nimelt voib kohe “saadava
summa panna panka iniresse koguma. Olemaks  samaviirne,
peab tulevikus saadav summa olema intresside vorra suurem.
Tulevikus saadava vdi maksta oleva rahasumma niitidisvasrtuse
leidmist nimetatakse diskonteerimiseks — tegu on n-6
intresside mahaarvamisega.

Tulevase vairtuse arvutamise valemis V = A(1+r) on niiid

teada tulevane vidrtus V ning otsitav on praegune summa A.
Avaldades valemist A, saame niitidisvdirtuse arvutamise valemi:
% N
A= —=V(l+r)"
(] + r)

Pideva juurdearvestuse korral on niilidisvéirtuse valem:

A=Ve™.

Modnikord on liitintress kombineeritud iihesuuruste maksetega,
Niiteks tuleb tagasi maksta laen, millele arvestatakse intresse
juurde. igal perioodil. Kuna on teada, mitme perioodi jooksul
tuleb laen tagasi maksta ning teada on ka makstava summa kogu-
viidrtus (koos intressidega), on vdimalik igal perioodil maksta
tihesugune summa. Selliseid ithesuurusi makseid ¢ perioodi jook-
sul nimetatakse annuiteediks.

Olgu tegu iihesuuruste maksetega suuruses B ning raha algvisr-
tuseks y, = 0. Niiteks vdib olla sddstuhoius, kuhu makstakse

igal perioodil iihesuurune summa ning koos intressidega saadak-
se mingi aja moodudes kitte lubatud 'summa. Igal perioodil
lisandub eelmise perioodi summale intress ning summa B:

,=(+r)y,+B=B,

Y2 =(1‘+r))’1 +B,
y, =(1+r)y, + B jne.
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Uldistades:
=(+r)y,_ +B.

Lahendame diferentsvorrandi: 4

" B B . B B ‘
y¥=————==——mning y, =——+| Y, +— 1+r) .
‘ 1- (1 + r) r r r
Teades, et algvddrtus on 0, saame leida annuiteedi_ tulevgsf:
vadrtuse y, =V arvutamise valemi:

v =€[(1 wr) -1,

Mbénikord on vaja arvutada annuiteedi ehk ¢ perioodi” jooksul
makstavate lihesuuruste summade pracgune vidrtus. Naiteks soo-
vitakse votta laenu ja on teada summa, mida suutetakse igal
perioodil tagasimaksena tasuda. Kui on teada pe'rioodide arv, siis
saab arvutada, millises summas on sobiv. laenu votta. ‘

Annuiteedi praeguse viirtuse valemi voib tuletada ana]ooglh-
se]t dlferentsvorrandl abil, aga voib ka annuiteedi tulevase vir-

tuse dlskonteerlda. Nimelt teame, et A-—~(l—v)f— seega tuleb
ax +r 4

praeguse viirtuse leidmiseks tulevane viirtus jagada avaldisega
(1+r)" ning saame:

PN e i § PR3 PO N
ri (1+r) rl (t+r) )
Kui on teada tulevane v&i praegune viirtus, saab valemi maksete

suuruse B leidmiseks avaldada annuiteedi tulevase vOi praeguse
vidrtuse valemist:
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B 1 .' ()
B-—Vr’:———(“_r)t _1] ja B_Ar[——-(l+r)tg—l}

Niiteks soovitakse vétta laenu 100 000 krooni. Pank annab lae-

nu 10 aastaks ja aastaintress on 15%. Kui tagasimaksmine toi-
mub annuiteedina, siis igal aastal tuleb maksta

(1+0,15)°

B=100000-0,15-
: [(1+015)'°

} ~ 19900 krooni.

10.4. Optimaalne ajastamine

Kaupade puhul, mille viirtus ajas kasvab (nt vein), tekib kiisi-
mus, millal on kasulik kaup maha miiiia. Miities kauba kohe,
saab saadud raha panna panka intressi teenima. Seega tuleb
hilisemast miitigist saadud summa (kauba viirtus tulevikus) dis-
konteerida, votmaks arvesse saamata jdinud intresse. Eelnenust
lahtuvalt maksimeeritaksegi kauba viirtust ehk leitakse opti-
maalne aeg kauba miitimiseks. ’

Jatkame eespool alustatud ndidet veinist. Oletame, et panga
intressimaédr on 10% ja seda arvestatakse pideva juurdearvestuse
meetodil. Et saada mingi ajahetke veini viirtuse v niiiidisvéirtus

v, , kasutame niitidisvédrtuse valemit A = Ve " ehk meie niites:
v, =ve
Veini vidrtus muutub ajas funktsiooni v = 1000e”* kohaselt.

Veini mahamiiiimisest saadava tulu niiiidisvéirtus soltub siis
ajast jargmiselt:

v, =1000e¥ e =1000e"" """
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Leiame ajahetke, mil see véirtus on maksimaalne. Selleks vord-
sustame nulliga tuletise:

dvt —1000[——01] o =0.

24t

Kuna alati kehtib e* >0 ja 1000 # 0, siis peab kehtima:

-01=0

zf
siit lelame, et t = 25. Seega tasuks vein miilia 25 aasta pérast.

Vaadates probleemipiistitust teisest aspektist, voib ‘delda, et kau-
pa tasub hoida, kuni selle vddrtuse kasvuméair on raha véirtuse
kasvumiirast (ehk panga intressimadrast) suurem. Kui need
muutuvad vordseks, on kasulik kaup maha miiiia ja teenida edasi
suuremat tulu, hoides rikkust rahana. Seega on antud juhul veini
miitigi optilmaalse ajastamise tingimuseks jargmine vordus:

=0, ehk——=0,1.

24/t

Oodatult viib see tingimus eespooltooduga sama tulemuseni.
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LISAD

Llsa 1

Kahe muutuja funktsmom 7= f(x, y) teist jirku diferentsiaali

d*z voib teisendada jargmiselt. Leiame esmalt reeglite kohaselt
esimest jdrku diferentsiaali dz tiisdiferentsiaali: -

o(dz) s d(dz)
ox ady

Seejdrel asendame esimest jarku dlferentsmall dz avaldxses
tavapirase taisdiferentsiaali valemiga:

dx+ f. d dx+ f. d
olf,dx+f,dy),  olfds+f,dy)
ox dy ,
ning v8tame sulgudes olevatest avaldistest tuletised vastavalt x ja
y jargi (dx ja dy on konstandid):
d*z=(f, dx+ f, dy)dx+(f, dx+ f, dy)dy =
=f dx* + 2fx.v dxdy + fyy dy2

dzzz d(dz)= dy.

d*z =

Tulemuseks on teist jarku tdisdiferentsiaal osatuletiste kaudu.

Teeme avaldisega f,, dx* +2f, dxdy+ f, dy’ moningad tei-
sendused leidmaks tingimusi, mis méadravad avaldise margi. Lii-

2 2
——f—x‘idzy ning gru-

peerime:
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fudx2+2fxydxdy+fyydy2= o ‘
fZ ’ . . 'f‘Z

= fu dx* +2fxy dxdy+~f—xy—d2y+ fo dy* - — dzyV:A_

xx xx

fo . X (£, Fu-F2
=f |de+22dy . piw Iy
S +f yJ [ 7 J

xx

xx

[ fa 2.
= f | d” +2 2 dxdy + 2 d* -2 ld?y =
f“ X" + 7 y+f2 y]{fﬂ ; J y

Kuna ruut on alati positiivne, v8ib jireldada, et mis tahes viir-
tuste dx ja dy korral (kui molemad korraga ei vordu nulliga)

on:
avaldis kindlasti positiivne, kui fe>0ja f, f.—f2>0,
ning

avaldis kindlasti negatiivne, kui f <0 ja Fo S ™ fxi >0.

Kui f,, fo —f2 <08l f,, f, —f2=0,ei ole avaldise mirk
kindlalt méaratud.

Lisa2

Analoogiliselt kahe muutuja funktsiooni kitsendusteta opti-
meerimisega peaks ka kitsenduse korral funktsioon enne maksi-
mumpunkti olema mélema argumendi suhtes kasvav ja pérast
kahanev. Miinimumpunktis peaks aga funktsioon mdlema argu-
mendi suhtes muutuma kahanevast kasvavaks. Seega maksimum-
punktis peaks funktsiooni diferentsiaal muutuma  positiivsest
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negatiivseks ehk teist jarku diferentsiaal peaks olema negatiivne:
d*z < 0. Miinimumpunktis on olukord vastupidine ja d*z>0.
Tuleb aga arvestada, et seejuures peab piirangufunktsiooni védr-
tus olema muutumatu: dg =0. :

Kuna kitsenduse tttu on dx ja dy omavahel seotud, avaldub ka

d*z teisel kujul ning ekstreemumi teist jarku tingimus kujuneb
teistsuguseks. Teeme jiargnevalt mdned teisendused leidmaks,

kuidas avaldub d?z osatuletiste kaudu kitsenduse korral.

Et kitsendus oleks rahuldatud, peavad dx ja dy olema omavahel
seotud jargmiselt: '

dg=g,dx+g,dy=0.
Kui varem voisid dx ja dy omandada suvalisi viartusi, siis
niiiid, valides niiteks suvalise dx, vastab sellele kindel dy :

gy
g,

dy =——*dx.

Varem leitud valem teist jarku tiidiferentsiaali arvutamiseks
kitsendusteta juhul on:

d*z=d(dz)= 8(dz)dx+ a(dz)dy =
ox dy
dx+ f, d |
_9lf dxtf, y)dx+a(fxdx+fy dy)dy
ox . dy

Niiiid tuleb tuletiste votmisel x ja y jirgi vaadelda muutujana ka
avaldist dy, mis sdltub osatuletistest g . ja g, ning nende

kaudu ka muutujatest x ja y. Korrutise tuletise reegllt kasutades j ja
tulemust grupeerides saame: :

25
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d2z=[fmdx+(f‘xdy+ f, ﬂdx+

[fn dx+(fnd +f, ""yﬂdw
y

=f. dx?® +2 f, dxdy+ f“ dy +f ( 5
) y

Tulemus erineb varem kitsendusteta juhu jaoks leitud avaldisest
viimase liidetava vorra. Sulgudes oleva avaldise ndol on tegu
muutuja y teist jarku diferentsiaaliga:

d? z"f dx2+2f dxdy+f”dy2+f_d2y.

dy e ady dyj’

Analooglllste teisenduste tulemusena saame kltsendusfunktsmom
teist jarku diferentsiaali (mis peaks vorduma nulliga, kuna
konstandi b teist jarku dlfcrentswal on null):

d’g=g,dx’ +2g, dxdy+g, dy’ +g d’y=0.
Avaldame siit dzy:
dy=-Bx g 280 gy B g2

& . 8 o8y

Asendame selle funktsiooni teist jarku diferentsiaali valemisse
ning grupeerime: :

d’z= fu dx* + 2fxv\, dxdy + f),;‘, dy2 +

v f |8yt 080 gy En
g)' g\' gv\'

dy2



LISAD , _ 195

=[fxx-—{—g ]dx2+2£f L gn}dxdynt
8y \ 8y

+ [f —i"—gw ]dyz-
w g B

Jagatise L— .n'ziol on tegu Lagrange’i kordajaga A Sellisel j‘uhﬁl

y
on sulgudes olevad avaldised teist Jarku osatuletised Lagrange i
funktsioonist, seega vdime luhcmalt klrjutada

d*z=L, dx’+2L, dxdy+ Lv‘,), dy®.

Et tegu oleks maksimumpunktiga, peab see avaldis olema nega-
tiivne ning miinimumpunkti korral positiivne. . :

Teeme jirgnevalt méned teisendused selgitamaks tingimusi, mis
miiravad kindlalt saadud avaldise mirgi. Asendame dy kitsen-

dusest leitud avaldisega — Ex . Seejdrel avaldist iimber gru-

peerides saame:

2
dzz:Ludx2+2Lndx[ 153 dx]+L (ﬁdx] =
s &

=L _dx*-2L, g"dx2+L g"dx =
" g, " g?
2

=(L,g2-2L,g,8,+L, gf)dx—z

y
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. 2 A ¥
Kuna tegur —- on kindlasti positiivne (ruut on alati positiivne),
y '
siis d’z miargi madrab avaldise L g’ -2L g, g, +L, g’
mark.

Seejuures osutub, et saadud avaldis, korrutatud arvuga —1,
vastab jargmise siimmeetrilise determinandi viirtusele.

0 ¢, g, | |

— 2 2
8x L,u Lx_v - 2ny 8x g_v —Lxx gy - Lyy ‘gx .-
gy L)’x L)')' ' . .

Seega, kui toodud determinandi vairtus on positiivne, siis on
tegu maksimumpunktiga; kui negatiivne, siis miinimumpunktiga.

Lisa 3

Tuletame -valemi esimest jarku lineaarse diferentsvorrandi iild-
lahendi ajast sdltuva osa -— tdiendfunktsiooni — leidmiseks. Kui
tihistame tdiendfunktsiooni siimboliga z, (ajast sdltuv funkt-
sioon), saame diferentsvorrandi iildlahendi kirjutada erilahendi ja
tiiendfunktsiooni summana jargmiselt: y, =y*+z,. Uks
periood varem ehk ajaperioodil #—1 ‘on iildlahendiks
y,., = y*+z,,. Saadud avaldistega vdime asendada vastavalt

y, ja y, , esialgses diferentsvorrandis y, = ay, , +b:

yr+z =a(y*+z,_)+b.

Jagame saadud vorrandi mdlemad pooled suuruséga y *. Seejuu-
res vorrandi parema poole jagame suurusega y * kujul ay*+b
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(eespoolt teame, et y*=ay*+b). Tulemus kirjeldab mingi
perioodi tdiendfunktsiooni s6ltuvust eelmise perioodi omast:

3, =4z,

Liikudes ajas tagasi, voime kirjutada ka: z,,=az_,,
Z,, =az, ., jne. Seega avaldub tidiendfunktsioon niiteks kahe
perioodi taguse tdiendfunktsiooni kaudu jargmiselt:

3, =4z, =a(a zt—z):azzt—Z’

ja litkudes ajas tagasi, voime kirjutada:

2
z,=az=az,=..=a'z,
ehk
V t
L, =a -
Nullperioodi iildlahendi valemist y, = y *+z, ndeme, et z; on

leitav muutuja y algviartuse ja erilahendi vahena 20 y0 -
Seega taiendfunktsiooni leidmise valem on:

2, =(yo—y*a'.

Lisa4

Tuletame valemi esimest Jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi
iildlahendi tdiendfunktsiooni leidmiseks. Tahistame tiiendfunkt-

siooniks osutuva ajast sdltuva funktsiooni z(t).. Diferentsiaal-
vorrandi iildlahend avaldub siis jargmiselt:

Wt)= y*+z(t).
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Tdiendfunktsiooni kéitumist ajas kirjeldav tuletis —C—Z— iseloomus-
' t

tab samal ajal ka muutuja y kéditumist ajas. Selles, y6ib veenduda,
diferentseerides eespooltoodud iildlahendi kuJunemlst kirjeldava
vorrandi molemat poolt (konstandi y * tuletis on null):

d d

=2 =0+

dt dr’
Eﬁstéinaks meid huvitavat ajast sdltuvat osa lahendist, vé')tarhe dife-
rentsiaalvorrandi %X'-% ay = b mdlemast poolest tuletise aja j'zifgi:
d? d

—2y + a—y =0.

dt dt

d .
Kuna teame, et ﬂ =2 , siis voib kirjutada:
dt dt

d’ d

—2Z +aZ=0.

dt dt

Leidmaks funktsiooni z(t) , integreerime seda vorrandit aja jargi:
I dt+Ja—dt—jOclt.

Tul_emuseks saame (kuna otsitav on ajast soltuv lahendi 0sa, on
siinkohal integreerimiskonstandid &ra jaetud): - ‘

dz

—+az=0.

dt

Veidi teisendades saame:
1dz _

z dt
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1d
Integreen’me seda vOrrandit aja. jérgi: j ~ = J— adt .
t

Vasakpool s€. 1ntegraa11 voib kirjutada ka I dz (dlferentsmahd

dt taanduvad). Integreerimisreeglite kohaselt saame:
Inz=—-at+C.

Leidmaks funktsiooni z, tuleks teha logaritmimise vastandtehe:

¢'). Et tulemus oleks iilevaatlikum, teeme moned asendused.
Integreerimiskonstandi C vdime asendada avaldisega InA (A
on samuti konstant). Avaldist —at vdime vorrandi sisu muut-
mata korrutada arvuga 1 kujul Ine.  Vorrand omandab siis kuju

Inz=InA-atlne.

Logaritmimisreeglite kohaselt voime kirjutada:

Inz= ln—{t—.
e
Seega kehtib ka:
A —a
Z(t)= —=Ae™".
e

Kui t=0, siis tiiendfunktsiooni viirtus on z(0)=Ae™° =

= A-1= A ja iildlahend on siis y(0)= y*+z(0)= y*+A . Nie-
me, et konstant A avaldub ka snn algvaartuse ja tasakaalu-
vidrtuse vahena: A = y(0)- y*.

Seega on téiendfunktsiooni leidmise valemiks

z(t) = z(0)e ™.








