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V. VEKTORARVUTUS JA RUUMI ANALUUTILINE GEOMEETRIA

§ 19. Vektorarvutus.

Vektoriteks nimetatakse sirgl3ike, mis algavad kdik iihest
ja semast punktist ning millel on méiratud pikkus ja suund. Nii
on vektor antud selle ruumipunktiga, milleni ta ulatub. thtla-
si on selge, et vektorite alguspunktist viib igasse ruumipunkti
mingi vektor.¥

Vektori G pikkust tdhistatakse [d| wdi lihtsalt @.(Vekto-
ri tdhistena on kasutatud ka gooti t#hti, jimekirja tzhti, kur-
siivtdhti noolega iilal ja allakriipsutatud tdhti; Y¥xirjutamise
lihtsuse t3ttu eelistatakse siin_wektori tdhisena kursiivtdhti
kriipsuga tilal.) Vektorite G ja # summeks G +8 nimetatakse
vektorit, mis esineb r&dpkiiliku diagonaalina, ¥ui r&dpkiiliku

Joonis 60

kaks kiilge on @_ja B (joon.60). Jirelikult asetseb vektor a+8
vektorite @ ja & tasapinnal. Olgu t#hendatud, et vektorite g ja
f liitmiseks ei tarvitse tervet ré8pkiilikut moodustada - piisab
sellest, et vjetakse vektori § 13pust abildik, mis on parallesl-
ne vektoriga 0 ning temaga ithepikkune ja iithesuunaline; abildigu
13pp osutub siis selleks punktiks, milleni ulatud a'fi . On
ilmne, et kahe wvektori summa ei olene liidetavate Jdrjekorrast
(1iidetavad on kommutatiivsed): f+G=3+§ , sest rovpkilik kifl-
gedega b ja G on tthtlasi ka roopkiilik kiilgedega G ja § .
Samuti on kerge veenduda selles, =%

a+(6+¢é) = (a+b)reé
(1iidetavad on ka assotsiatiivsed). Nimelt osutub (joon.61) nii-
héisti a+(§+€) ¥ui ka (5+3P)+6 réSptahuka ruumidiagonsa -

liks tipust 0, kui sellest tipust viljuvad servad on G
‘Sama rgSptahuka abil on {ihtlasi ilmne, et 8 Jacl.

G+btc=ati+b=f+dt+c=0+éta=3Cra+b=G+b+d
(mida v8ib jdreldada ka liidetavate kommutatiivsusest ja assot-

ii" Vektor on ladinekeelne s3na ja tdhendad: vedaja, kandja,
viija.



siatiivsusest).

Joonis 61

Summa G + 0 leidmiseks ei saa kasutada roopkiillikut, sest
killgedega (0 ja (Q teda ei tekigi; kui aga summat A +( leitakse
sel teel, et vektori @ 1%pust v3etakse abildik mis on temaga
ihesuunaline ja ilhepikkune, siis abildigu 13puni ulatuvat vek-
torit tuleb lugeda summsks A+ . Seda vektorit tdhistatakse
92d ja nimetatakse vektori @ kahekordseks. tildse tiéhistatakse
ka ?mistahes arva Kk puhul) niisuguet vektorit, mille pikkus on
|kK|a ja mis suundub positiivse k puhul vektori . suunas, nega-
tiivse k puhul aga vastandsuunas. Seejuures v3ib K tdhendads
mitte ainult kindlat arvu, vaid niisugust suurust (parameet -
rit), mis omandab arvvididrtusi. Arve ja suurusi, mis omandavad
arvvddrtusi, nimetatakse vektorarvutuses skaslariteks. Vasta-
valt_sellele on vektori KO nimetuseks - skaslari K kordne vek-
tor & . Skaalarikordsel vektoril on jérgmised omadused:

ka+la=(k+l)a
k(t@)= (kt)a
ka +kb = k(a+5).

Eeimene ja teine seos on jireldused arvude K ja [ liitmise ja
korrutamise iuhisteet, kolmas aga selgub vektorite summa defji-
nitsioonist (ning asjaolust, et r&dpkiilik kiilgedega K4 ja K
on sarnane roédpkiilikuga, mille kiilgedeks on G ja f )¢

Vektorit -1 nimetataekse vektori @ vastandvektoriks ja
tdhistatakse -a . Vektori 0@ pikkus on null (mist3ttu tema suund
osutub meelevaldseks), seepirast nimetatakse teda nullwvektoriks
Ja tdhistatakse () . Kui 4 ei ole nullvektor, siis on tema pik-
kus 0 niisugune arv, millel on olemas psdrdary ‘11-; selle kord-
sena moodustatud &a on vektor pikkusega 1 vektori & suunas,
seepirast nimetatakse teda vektori 4 suuna tihikvektoriks.

Rui kaks vektorit asetsevad tihel ja eamal sirgel, siis ni-
metatakse neid teineteisega kolineaarseteks vektoriteks. Nii on
mistahes K puhul K& kolineaarne vektoriga . Kui kaks vektorit
el ole teineteisega kolineaarsed ja kolmas vektor asetseb nen-
de kohe vektori tasapinnal, siis nimetatakse teda nendega_kop-
lanaarseks. Néiteks d+b on koplanaarne vektoritega d ja § .

Vektorite summa definitsioonist Jja skaalarikordse vektori
definitsioonist jéreldub, et vektor a +kb on (mistahes K pu -
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hul) vektorite a ja b tasapinnal ja et ftema 13pp asetsed sir-
gel, mis 1libib vektori @ 13ppu ja on paralleelne vektoriga b .
Seda sirget esitab jérelikult vOrrand

r=a+th /
milles P on vektori iildtihis (kuhugi ruumipunkti viiv wektor
ildse) ja t on parameeter. tldse tiZhendab kahe vektori v3rdu-s
mine seda, et nad viivad iihte_ja samasse punkti.

Samuti jireldub, et kui § ja € ei ole kolinegarsed, on
vektor kb +0¢ (n_xiStzhes_ k ja ¢ pubul) vektorite 8 ja ¢ tase-
pinnal; vektori A+ kbO+0C 13pp aga asetseb niisugusel tasapin-
nal, mis ldébid vektori d 1loppu ja on paralleelne vektoritega
b jJa ¢ . Jdrelikult esitab seds tasapinda v8rrand

F=ar+sh+te,
milles § ja f on parameetrid.

Teoreem EKui vektorid @, 8 ja C el asetse iihel tm-
sapinnal, siis on mistahes vektor V esitatav summana ka+0§+mé

s milles arvud K,! jam on ttheselt miiiratud.

Seda. teoreemi v3ib nimetada vektorarvutuse peateoreemiks.
Teda saab sdnastada ka lithemalt: iga vektor on lahutatav kom-
%onentidel_m antud kxolme mittekoplanearse vektori aihtidele.

Vektori vV komponentideks wektorite a Ja ¢ sintidel nimeta- -

takse niisuguseid vektoreid kd,fd jamé, mille summa on v .)

Teoreemi tlestamimeks tuleb moodustada riBptahukas, mille
roumidiago on v ja tipust 0 viéljuvad servad ssetsevad velk-
.torite a, Ja ¢ sirgetel. Selle riodptahuka servi suad leida
Jirgmiselt; wvektori sirget 15igatakse tasap aga, mis lébib
vektori v 13ppu Ja on paralleelne vektoritega & ja C ; ssadud
13ikepunkti viib vektor ka . L3ikepunkti olemasolu on tagatud
sellega, et vektor d ei asetse vektorite 4 ja C tasapinmal .
RSptahuka teised servad, mis viljuvad tipust 0 , sasdb leida sa-
mal viisil: vektori § sirget 13igatakse tasapinnaga, mis 1#bib
vektori 7 1ppu je on paralleelne vektoritega & ja ¢ , ning
vektori { sirget ibigataku tasapinnaga, mis 1#bib wvektori v
13ppu ja on paralleelne wektoritega a ja § .

e Asjaolu, et wvektorid a,,C Ja Vv miiravad ttheainsa m¥p-
tahuka, mille kolm serva asetsevad vektorite 4,8 ja ¢ sirge-
tel ja mille ruumdiasgonasaliks on vektor v , ilmmebd sellegst, ot
rédptahuka kolme_tahu_tasapindadeks on vektorite d ja b tasa-
pind, vektorite 0 ja ¢ tasapind ning vektorite C ja q tasa -
pind, aga illejdiinud kolm tahku gsetsevad eelmistega paraleel-
setel tasapindadel, mis l#bivad wvektori v 13ppu.

_ T3estatud teoreemist selgub, et vektorarvutue on kolme -
md3tmeline arvutus: iga vektorit on vdimalik esitada walitud
kolme mittekoplenasarse vektori a,g Ja C abil nii, et ta on
tdielikult méératud kolme arvuga - nende arvudega k,! jam,
mis esinevad tema avaldises ka +f+mC . On - arussadav, et
niisugused kolm arvu mifiravad tihtlasi ruumipunkti, milleni
vektor ulatub, Jja osutuvad seega ruumipunkti koordinaatideks.

2
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Loomulik on nduda, et koordinaatidega oleks vdimalikult liht-
ne opereerida; seepdrast tuleb walida vektorid d,5 ja ¢ ots-
tarbekohaselt.

KGige vastuvletavam koordinasdistik ruumi analiiiitilises
geomeetrias on ‘niisugune, milles punkti kolm koordinaati ti -
hendavad punkti kaugusi kolmest ilksteisega risti olevast ta -
sapinnast v3i kauguste vastandarve. Kolme iiksteisega risti
oleva tasapinna 13ikejooned on teatavasti ka iiksteisega risti,
Nad vdetakse koordinaattelgedeks, neile mifratakse kindel jar-
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Joonis 62

jekord (esimene, teine ja kolmas telg) ja nende suunad val itak-
se tavaliselt ndnda, et kui esimene telg suundud vaatleja poo-
_le ja teine telg suundub vaatleja suhtes vasakult paremale, siis
suundub kolmas telg iles (joon.62). Niisugust teljestikku nime-
tatakse paremakieliseks teljestikuks.  (Kui temas muuta ihe tel-
je suund vastupidiseks v3i kui kahe telje jirjekorranumbrid va-
hetad? teineteisega, siis muutub ta vasakukideliseks teljesti -
kuks. : v

Esimene telg suundub teise ja kolmanda telje tasapinmast
sellesse poolruumi, kus on punkti esimene koordinaat positiiv-
ne ja vdrdub punkti kaugusega sellest tasapinnast, aga teisel
pool tasapinda on punkti esimene koordinaat negatiiwvmne, tasa-
pinna ja punkti vahelise kauguse vastandarv. Samal viisil nii-
tab teise telje suund, missuguses poolruumis on punkti teine
koordinaat positiivme, ning kolmanda telje suund néditab, kus
on kolmas koordinaat positiiwme.

Punkti, mille koordinaadid on a,,Qp ja a3 , tdhistatakse
(a;,05,Qa3) . Kui punkt (0,0,0) vGetakse vektorite alguspunk-
tiks ja koordinaattelgede suundade ihikvektorid tdihistatakse

Uy, g Ja u;, siis on punkti (a;) g, @3) ulatuw vektor (vek-
torarvutuse peateoreemi jirgi) esitatav avaldisena
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a,u, + AUy + azd,

Arvusid Q@,,Q, ja a; nimetatakse selle vektori koordinaatideks.
Jérelikult vektor, mille koordinsadid on q,, a, Jja a, , viid
punkti (@,)Qy, As) . .
Vektorarvutuse peateoreemi pdhjal saab Selda, et kui kaks
vektorit on teineteisega vdrdsed, siis on nende koordinsadid
vastavalt vOrdsed. Olgu vektori # koordinaadid tiéhistatud X,
ja z , vektori a koordinaadid a,,d, ja a; ning vektori § koor‘-
dinaadid b,, 6, _ja b,; eelmise artikli 13pus saadud sirgjoome
vorrand F =g +th on siis kirjutatav jargmiselt:
XU, + YAy +Zhy = a4, + Qi + Qziz+t (8,4, + b,d, +B, &)
ehk XU, + Y, +Zd;= (A, +t8,)a, +(a,+tb,) d, + (ay + tB3) 5.
Vektorvdrrand r = @ + {0  tidhendab seega vdrrandikolmikut

x =a,t 1B,
4y = azf'sz
z =a;tth

mida saab parameetri f elimineerimisel kirjutada ka jédrgmiselt:

X=Q, - Y= - 2-%,
b, be "
3. Vektorite skalaarkorrutis.

Kahe vektori skalaarseks korrutiseks ehk skalaarkorrutiseks
nimetatakse vektorite pikkuste ja_vektoritevahelise nurga koo -
sinuse korrutist. Vektorite 4 ja & skalasrkorrutist téhistatak-
se @-§ ; seega definitsiooni jérgi

a-b = abcosab,

milles a on vektori @ pikkus, § on vektori b pikkus ja nurk &b
on md3detud vektorite a ja & tasapinnal vektori @ suumest kuni
vektori / suunani.

Skalasarkorrutise definitsioonis jiib mi#ramata, kummal pool
vektorite 4 ja b tasapinnast peab asetsema vaatleja, kes mdBdab
nurka @b ; kerge on veenduda, et kui tasapinnast ithel pool olles
saab vaatleja nurge df mddtmistulemuseks ¥, siis tasapinnas
teisel pool olles saasks ta sama nurga m33tmigtulemuseks 360 -y.
Bt aga 005(360°~ p) = cos y , siis osutub @.-6 mdlemal juhul
iiheks ja samaks arvuks ab'cosdab -

Skalsarkorrutisel on jdrgmised, tema definitsioonist jdrel-
duvad omgdused; _

1) g-d =a-b_ tegurite kommutatiivsus); pBhineb sellel ,
et nurkade ab ja Bd summa op 360° , mistdttu cos Ba = cos ab .

2) a-b =0 , kui & ja b on teineteisega risti (sest siis
e cosdab=0_.)
a-3 >0 , xui nurk ab on parempoolsete veerandite nurk,
@b <0 , xuiab on vasakpoolsete veerandite nurk (sest
o sie eiis cosab<0 ),
a-0 =0 , (sest nullvektori pikkus on null).
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53] a-k%; k(a-8) ; pohineb sellel, et poattiivaa k
on vektorikbpikius kb ning nurk vekxorite a ja kb vahel onab,
aga negatiivee k puhul on_vektori k0 pikkus -kb ning nurk Q_ja
kb vahel erineb nurgast ab sirgnurga vdrra, mistdttu c0S Ak =
=008 4 . Komhutatiivsuse pShjal jﬁge%dub, ‘et samuti K@ b =

= k(a-8) ning seegaiildse Ka-fb =kl (Q-6) —. Arvesse vittes, et
&.6=00C050 = , samdakse siit erijubuna ka-fa = klq? .
- 4)a-(ka+q)=ka® , kul Q@ ja § on teineteisega risti.
See jédreldub asjaolust, et (definitsiooni jirgi)a- (ka +q) =
=a\ka+qg\cos s , milles |[Kd +G| ~on vektori k§+q, pikkus ja y
on vektorite g ja k@ +g vaheline nurk, ning et vektorite d J

>

Joonis 63

g ristseisu t3ttu on |k@+¢/COS ¥ 1intsalt ka niihésti posi-
tiivee K puhul (joon.63) kul negatiivse K puhul (joon.64).

)

Joonis 64

5) a-(b tC)=ab+a.c (skalasrkorrutise distribu -
tiiveus). Selle t3estamiseks v3ib vektorid b ja G lahutada kom-
ponentideks nii, et ilkks komponent on vektori a4 sihil ja teine
on sellega risti: B=kd+p _ja ¢ ={g tg§ , milles p ja g
on risti vektoriga g. Seega bH+C = (k+0)G'+ (ﬁfiL) ning
selles on samuti p+¢ risti vektoriga 4, jarelikult

a(6tc)=a-[(k+t)a+[E+4)] = (k+l)a®
eelmise (n_eljanda) omaduse tdttu. Kuid sama omaduse t3ttu
B =G (ki+p)=ka' jua -C=a-(ld+G)=la
millest nkhtub, et 3-8 +G.C = ka*+fa® = (k+0)qt

Olgnu tdhendatud, et neljandast omadusest selgub Jéargmine,
skelaarkorrutist iseloomustav ni#htus: kahe vektori skalaarkor-
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rutis ei muutu, kui iiht neist vektoritest muudetakse %teisega
risti oleva vektori vOrra. Seepdrast osutub veKtorite skalaar-
korrutise moodustamine niisuguseks tehteks, millel pBtrdtehet
(mingisuguse jagamise n#ol) ei ole: kui on teada kahe vekbori
skalaarkorrutis ja iiks neist kahest wektorist, siis ei ole sel-
lega veel teine m#dratud.

Viiendat omadust saab laiendada igasufusele liidetavate
arvule, nimelt - = __ S o

E~(b+6f¢1)=6.[b+(c+J)]= a-b+a-(c+d)=a-b+ac+a-d
Jja iildse Faor _ A o
G- (6+C+...+h)=a-b+a-c+...+a-h.

Tegurite kommutatiivsuse t3ttu laieneb distributiiwsus semu -
ti esimesele tegurile. Seega jireldub, et kui esimemne tegur
koosneb m liidetavast ja teine tegur n liidetavast, siis esi-
nebdb skalaarkorrutis mn -liikmelise avaldisena.

Skalaarkorrutise omadustest saab teha veel mdmed raken -
dusteks vajalikudjéreldused. i

Jireldus 1l. Xui mistahes vektorit v on vaja lahu-
tada kaheks komponendiks, milledest ilks peab asetsema antund
vektori & sihil ja teine olema sellega risti, siis om seosest
v=kd+q vbimalik evaldada selleks sobivat skaalarit k. As -
jaolu, et § on vektoriga @ risti, vOimeldabd neljanda omaduse
pdhjal saada _ _ . q-v

a-v==ka*, . k= -

Nii on selgunud, et mistshes vektor Vv lahutub kaheks teinetei-
sega risti olevaks komponendiks, milledest iiks on vektori &
sihul, jérgmiselt: Tgs o P

Fm Sd s (V-5 a).

Jireldus 2.Kui 4,4 _Jau;on ristkoordinam -
distiku telgede ithikvektorid, siis u,-u,=1,u, - U,=1 _ J=
d;'ag =1 , kuid U, Uz = Uy Uy=0, dy- Ug=Us-G,=0 S B
Gy dg = tZ, Uy =0 . Skalaarkorrutise distributiivsuse Bttu
avalﬁub siis kahe vektori skalaarkorrutis nende wektorite koor-
dinaatide abil jargnieel_t: = -

a-b=(a,a,+a,u,+a;6) (8,d,+8,4, +b3us) =
= a,b'u,'u.,'l'ﬂ,‘z (7,‘“1"‘0,6,“.,'“.3 .+

#ayB,0, G, +a,8,4d, G+ 854, Uz
tazb,us-d,+ab,uy-a, +a,b4;-a,

ek 5.5 =a,b, ta,b, +ayb

Jireldus 3. Et@3.a=a“, siis eelmise jirelduse
kohaselt a*=aj+a;+a; , millest o =Va?+a? vat ehk,
tdielikumalt kirjutatuna = 5

la,q,+a,d, + azds| = Vat+as ra; -
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Jireldus - Et(i'ﬁ--aﬁ 00566 , 8iis avaldub
cos GB vektorite G ja b kcordinaatide abil jérgmiselt:
5B o 161 +0.8s +45s

V@@* +a+ aj)(b¢+6;+b§) . -
N 44ide. Vektorite 4d,-d,+dy; Je 5a,+3d, *4uyve-
heline nurk y leitakse seose
cos e 4-5-1-3 +14- e i =0,7
¥ = Ve ri +1)(25+9 +16) V18-50

kaudu. Tabelist on ndha, et y = 45034

4. Vektoriaalkorrutis.

Vektorite d ja O vektoriaalkorrutiseks nimegatakse vekto-
rit (absingb)n , milles ﬁbon vektorite 4 ja b tasapinna
normaali tihikvektor ja nurk 40 on md3detud _ oma tasapinnast
sealtpoolt, kuhu /i vdljub. Vektorite @ ja B vektoriaalkorrutist
tidhistatakse GxB . Vektoriaalkorrutise definitsioonis

axb = (ab sinab)n s

Jdéb miiramata, kummas suunas tuleb v3tta vektorite @ ja 6bta-
sapinna normaali thhikvektor 7, ndutakse ainult, et nurka 4
peab m33tma sealtpoolt tasapinda, kuhu vdljubh . Kuid teatavas-
t1i kake vaatlejat, kelledest iiks on nu.rggéﬂb tasapinnast iihel
pool ja teine teisel pool, saavad nurga g6 mddtmisel erinevaid
tulemusi - kui ithel on tulemus ¥ , siis teisel on 360°-y. Et
sin (360° - ¢) = —sin s 8iis saab kumbki vaastleja ka erineva
skalaarse kordaja af sin GB vektoriaslkorrutise moodustamisel -
- {ihel_on see kordaja @Bsiny Jja teisel-absiny ; kuid ka vek-
torid n, mida need vaatlejad kasutama peavad, on teineteise
vastandvektorid, jédrelikult saadakse vektoriaalkorrutisena md-
lemal juhul iiks ja seesama vektor. pii #:

- Siit on thtlasi selge, et vektor axJ vdljudb vektgrite G
ja b tasapinnast sellesse poolruumi, kummast on nurk 08 néhtav
iilemiste veerandite nurgana.

Definitsiooni pdhjal on vektoriaalkorrutisel niisugused
omadused:_ _ AT % =

1) 8xa=-ax§ ; tuleneb asjaolust, et sin 6d = —sinab.

2) axka=a0 3 nimelt on vektorite @ ja kG vaheline
nurk kas null v8i sirgnurk ning mdlemal juhul osutub nurga sii-
nus nulliks. Uhtlasi selgub, et vektorid q ja teineteisega
kolineaarsed ainult siis, kui ax8=0 $ nulill),vektor aga osutub
iga vektoriga kolineaarseks, sest alati gx0=0 .

3) axkB=k(axB) ; pdhineb sellel, et positiivse k puhul
on vektori kB pikkus kB ning nurk vektorite 4 ja kB vahel om
Gh, kuid negatiivse k puhul on vektori k pikkus -k# ning nurk
vektorite 4 ja kB vahel erined nurgast ab sirgnurga vdrra, see-
ga sin ak} =sih @8 Semal viisil selgub ka, et m@x 6 =m(axp)
_ = 4)&x(B+ka)=ax i} See selgub asjaolust, et vektori
axB pikkus vdrdub vektoritest q Ja b moodustatud rddpkiiliku
pindalaga ning et see r&dpkiilik on pindvdrdne vektoritest 4 ja
B+ ka moodustatud ristkiilikuga (joon.65), kusjuures nurk vek-

/



Joonis 65

torite d ja b+kd vahel on ndhtav iilemiste veerandite nurgena
just sellest poolruumist, kuhu suundudb @+0 .. & 5
5)ux(p+r¢)=udxp+udxqg , kui 4 on vektorite P ja ¢ ta-
sapinna normaali ithikvektor. T3estamiseks v3ib vektorite Jja
tasapinma v3tta joonisepinnaks nii, et 4 suundub vaatleja
poole (joon.66). Teatavasti on dxp risti vektoriga & ja aset-

ax(p+§)

Joonis 66

&
seb seetdttu joonisepinnal; ithtlasi on Uxp risti vektoriga g
ja tema pikkus on 1psin 90° ehk lihtsalt p Sseet 4 pikkus on
1 ning vektorid 4 ja p on teineteisega risti). Jiérelikult saa-
dakse Uxp sel teel, et vektor p psdratakse joonisepinnal téis-
nurga vdrra. Samuti tekib ¢ xg vektorist § tema pSSramisel téis-
nurga v8rra md8da joonisepinda ning 4 x (5 +¢) saadakse vektori
pfg pobramisega joonisepinnal tidisnurga vdrra. Niiiid ongi sel-
ge, et Uux(prqg) tBesti vdrdub vektorite Uxp ja 4xg summaga,
sest réopkiiliku diagonaali pdoramisel tdisnurga vdrra mdtda
rodpkiiliku tasapinda saadakse ilmselt sama vektor, mis tekib
siis, kui roopkiiliku kiilljed pdbratakse tHdisnurga vdrra samapi-
di samal tasapinnal, ehitatakse seejdrel neist uuesti r¥Spkii-
lik ja v3etakse selle_diagonaal.

6) ax(b+c)=axph +axeé (vektoriaalkorrutise distribu-
tiivsua_). T8estamiseks olgu vektori @& suuna iihikvektor tihis-
tatud 4 (seega d=ad ) ning olgt vektorid # ja ¢ lahutatud kumb-
ki kaheks komponendiks nii, et iihed komponendid on vektori ¢
8ihil jea teised sellega risti: 4= ku'fln ja ¢ = fu'*ti :
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milles § ja § on risti vektorigad . Siis B+¢ = (kfl)ﬂf(ﬁf-é),
mistdttu (neljanda, kolmanda ja viienda omaduse pdhjal)

ax(gt§)=adx[(k+l)i+(g+§)]=afix(g+q)]=aixpraixg,
teiselt poolt aga i T e :

Gxb+axé=aax(kat+p)+adx(lixg)=adxp + aixq.
M8lema tulemuse virdlemisel ilmmeb t3estatava vdrduse kehtivus.
: Olgu tihendatud, et neljandat omadust v&ib ka nii sdmas -

tada: kahe vektori vektoriaalkorrutis ei muutu, kui itht neist

vektoritest muudetakse teisega kolineaarse vektori vdrra. Sel-
lest omadusest jireldub, et kul on teada kahe vektori vekto -
risalkorrutis ja on antud ilkke neist kahest vektorist, siis ei

ole sellega teine vektor veel miiratud; seepdrast ei ole ka vek-
toriasalsel korrutamisel p&Srdtehet.

Kuuendat omadust saab laiendada igasugusele liidetavate
arvules

ax(B+C+...+h)=axb+axi+...+axh,
Uhtlasi laieneb distributiivsus ka esimesele tegurile:
(@+8)x¢C = - [cx (6#5)]8 ~(éx@+cxb)=Gxé +bx¢.

Seega jdreldub, et kui esimene tegur koosneb - liidetavast Jja
teine tegur liidetavast, siis sisaldab vektoriaalkorrutis
liiget.

Vektoriamlkorrutise omadustest sasb teha veel mdned rakem-
dusteks vajalikud jéreldused.

Jireldus 1. Kui Ja on paremakdelise rist-
koordinaadistiku telgede iihikvektorid, siis kehtib neile Jérg-
mine vektoriaalkorrutiste tabel:

G, XA, = U x Uy = dyxuz; =0
d, % Uy =Usy d,xdy= -4y
a,x a, = -u’,, UpX Uz = g,
‘73"‘71‘ Uy y Uzx Gy = -a,.

&

(Meeldejdtmist h3lbustab lihtne Juhis: kui tegurite Jédrjekord
kuulub ringjérjestusse 123123 , siis osutub vektorisalkorruti -
seks {ilejédtinud tihikvektor ise; aga kui tegurite jirjekord kuu-

lub ringjérjestusse 321321 |, siis on vektorisalkorrutiseke iile-
Jédnud thikvektori vastandvektor.)

Vektoriaslkorrutise distributiivsuse t3ttu sasb kahe mié—

tahee vektori vektoriamlkorrutist avaldads koordinastide abil
seega Jargmiselt:

axb=(a,d +a,dy +ayds) x (8,G, +8,d,+ byay)=
=ab,dxd,+ab,d,xa,+abdxd;+
+0,6,d,X G, +0,B,G,x T, +a,B;dx Gyt
+; 8, dy x U, + ay B, dy x u, +a,b,dx
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ehk _
ax b =q bz“; 0,6,“;_ a,_5 “3 +0¢5,u, 1"0,6 u‘ '0361“,

= (a:b; -az6,) a, + (a;8,-0a,b3) i, + (a,6,-a,8,) -
mida on kerge meeles pidada determinantide kaudu:
Q. Q3| ~
B2 B3| ™ ’53 b,
Jireldus 2. Avaldis (axé) ¢  on vektorite 4,8

ja € koordinasatide abil avaldatav (eelmise artikli jarelduse 2
pdhjal) seega nii:

(Gx6)-¢ = (,::;:, +[6,°"ul+’b 8 u,) (¢, + €,y + g thy)m

axh= d, +

aq,Q
PR t:,:;:u:,,,,;c,-]g:b:,:

C2C3

Samuti selgub, et 5. b 5.8 3
G- (bx¢)=(a,d,ta,d,+azdy)- (’cici'“t*lc;c,'l“t* ’c;cti‘;s -

- o[t e lrbfve ] ]
C: C2Cy

Bt seega (dxB)-E=a- Bxc) , siis v6ib mdlemat aval-
dist tdhistada lihtsamini G8€ . Niisugust avaldist - kshe vek-
tori vektoriasalkorrutise ja kolmanda vektori skalaarkorrutist -
- nimetatakse nende kolme vektori ruumkorrutiseks. On kerge
veenduda selles, et kolme vektori ruumkorrutis vdrdub neile
vektoreile ehitatud rgtptahuk f ruumalaga v3i selle vastandarvu-
ga: teatgvasti ax b =(ab sinq » milles A om vektori-
te a ja 3 tasapinna normaali_ithikvektor, ning seega (Gx8).¢=
= (aBsinaB)c cos nc 3. ¥kui A on vdetud niisuguse suunaga, et
sina8>0 , siis absindb vordub vektoritele @ ja 3. ehitatud
roopkiiliku pindalaga; ¢ cos AC on vektori C ristprojektsioon
sama roSpkiiliku tesapinna normaalil, jirelikult on ¢ cosAc
vektoritele ab ja € ehitatud rﬁbpta.hu.ka kdrgus vdi kdrguse
vastandarv (vastavalt sellele, kas 4 ja ¢ viljuvad vektorite

@ ja B tasapinnast iihele ja samale poole vdi kumbki isepoole),
Jirelikult (axB)-C vOrdub vektoritele a,l ja C ehitatud
z_- Sptahuka ruumalage sel juhul, kui vektori ¢ 13pust on nurk

néhtav tlemiste veerandite nurgana, vastupidisel juhul aga
on (axB)-¢ negatiivne ja vérdub selle r&ptahuka ruumala
vastandarvuga.

‘Kolme vektori ruumkorrutis, olles arvutatav determinandi-
na vektorite koordinaatidest, allub jdrgmistele, determinandi

4
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omadustest t_ingitud Juhistele: =

abé = béa = cab = - acb = - Bac = - éba,
milledest kokkuvdtlikult jéreldudb, et ruumkorrutis ei muutu ,
kui tegurite jirjekorra muutmisel jddb nende ringjérjestus en-
diseks, kuid tegurite ringjédrjestuse muutmisel asendub ruum-
korrutis oma vastandarvuga.

Ldpuks olgu tédhendatud, et kolm vektorit on koplanaarsed
(mahuvad #ihele tasapinnale) ainult siis, kui nende ruumkorru -
tis vOrdub nulliga. Ry T

Jireldus 3, Avaldis (Gx6)x¢€ on vektor, mis
asetseb vektorite 4 ja i tasapinnal, sest ta on risti selle ta-
sapinna normaali sihilise vektorigg x4 ; jirelikult peab
(ax8)xc avalduma summana K@ +mB sellekohaste skaalarite

k ja m abil. S
_ _ Ei ole raske kontrollida, et need skaslarid on -6-¢ ja
Q:C ning seega - 3

(@xB)x¢ = (a-c)b-(8-¢c)a

Kontrollimiseks on kohane vdtta ilkksteisega ristiolevad
thikvektorid (ortogonaalne iihikvektorikolmik) 4,, 4, ja 4z ndn-
da, et 4, asetseb vektori 4 sihil ja g, on vektorite q ja & ta-
sapinnal; = ;

a-= a' d' = 0‘;‘{'0([‘3 ) 6 .b, u"'bz U,_‘f‘ 0(73 ia C.. Clilfclll—‘ f C,JJ f]
mistdttu axb =a,d,x (8,4, +b,4,) = a,b, dy ning
(@xB)xc =a,bdzx(c,d+c,dy+csdy)=a,byc,d,-a,8,¢,4,.
Teise)lt poolt aga 4-€=q,4d,-(¢,4,+C, Ut Cc34dy) = a,c,

ning 8:¢ = b,c, + b,c;  , Jhrelikult

(5-6)5—“("‘:)0— = a'c' (61 “-’ + az Jz’-(b' C[ , 5 b‘ Cz) O, J'ga,c,6“-il-6‘clqltif

Ja vdidetud vOrdus on osutunud Jigeks = = =
Sema vdrduse pah;)allmsaadaksa e‘x(f.xg')=—(fxg')xée—[(f-e')g—(g'-é)f]
e

éx(fxg) = (€-9)f -(é-f)g.
Valemeid korrutiste (4x8)x& ja €x(fxg) 1intustamiseks om
voimalik kokku vOtta iilhiseks juhiseks; vektoriaalkorrutise ja
mingi vektori vektoriaalsel korrutamisel sasdakse otsmiste te-
gurite skalsarkorrutise kordne keskne tegur miinues keskne Ja
ilksikn teguri skalaarkorrutise kordne iilejdénud tegur.

M & r k us. Eelnenust sagb jireldada, et vektoriaalkor-
rutis on ainult iksikutel juhtudel mssotsiatiivne, sest (ax8)x¢&
asetseb vektorite @ ja & tasapinnal, aga ax(6xé) asetseb
vektorite 8 ja ¢ tasapinnal. Et lihemalt selgitada, missugustel
tingimustel on (@xB)x¢& Ja ax(8xé) teineteisegm vdrdsed,
selleks tuled v3rrelda nende avaldisi

(G-€)6-(8-¢)a ja (a-¢)B-(a-b)¢.
Need saaevad teineteisega vOrduda ainult kahel juhul: 1) %mi
=0=aG-§ , seega juhul, kui § on risti vektoritega 4 Ja
2) xui @ ja C on kolineaarsed; sel juhul ei tule vektori B
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kohta mingisuguseid lisatingimusi seads, sest meelevaldse b ja
mistahes ¢ = kd ;nhu} (6-€)a=(b ud)d = kid-b)a ning samu-
ti (a-6)C=(d-8)ka= k(a-6)a.

Ldpuks olgu miérgitud, et vektorid moodustavad rithma ainult
liitmise seisukohalt, kusjuures ithikelemendiks on nullwektor ja
iga vektori pbdrdelemendiks on selle vastandvektor. Skalamrkor-
rutise ega vektoriaalkorrutise alusel aga vektorid rithma ei moo-
dusta, sest kahe vektori skalaarkorrutis om arv, aga mitte wek-
tor, ning vektoriaalkorrutise jaoks el leidu ilhikelemendi oma-
dusega vektorit (ei ole niisugust vektoritd , et mistahes § pu~
hul ax§ oleksd). G T

Ni 1 4 e. Olgu ndutud arvutada vektoritele 24a,t4d,-7d;
ja 34d,-4d,+5d; ehitatud rédpkilliku pindala. Selleks tuleb tea-
tavasti neist vektoritest moodustada vektoriaaslkorrutis Jja siis
leida selle pikkus. Vektorismlkorrutise koordinaste onm kerge
arvutada, kui kirjutada antud vektorite koordinaadid iiksteise

alla:

g B a-gy

F LEESE 5
Niiid on niha, et vektoriaalkorrutise esimene koordinaast on
4-5-(-7)-(-1), teine koordinaat on (-7)-3-2-5 Ja kolmas koor-
dinaat 2-(-1)- 4-3 ; seega on vektoriaalkorrutis 134,-37q,-14a;.

. Tema pikkus on teatavasti V769 + 91+ 196 ehk V7326 -

Ndutud pindala on seega V7326 ehk (11811!31{‘111) 3,64 -

§ 20. P3hiiilesandeid ruumigeomestriast.
1. Sirgldik, sirgjoon ja tasapind.

1) tud punkti vahelise sirgl3digu pikkus suund
leitskse neisse punktidesse viivate vektorite wahe abil joon.67).

Joonis 67

Kui antud punktid on (a,,0;,a3) _Ja (8,,8,,6;) mning neisse
viivad vektorid th’histatakaod'j_a b nimel—t 5
a=a,d,ta,u,+0ad; , b=01“1+62.“:.+bsu3
siis on vektoril §-G sama pikkus ja suund. Kui antud punktide
vehelisel sirgldigul. (On arussadav, et vehet §-d saab moodus-
tada kui vektorite § ja-q summat; lihtne on ka niha, et vekto-
rite -4 Jja § summa on b.) Teatavasti b-a=(6,-a,)ua,+
+(b,-a,) a, +(85-0a;) d; , seega avaldub punktide (a,,qd;,qa;)
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ja (b,,5,,8;) vaheline kauguse vektori J-d pikkueenm

VE8,-a)* + (8.-0.)* + (b5 - a,)*

Esimesest antud punktist teise suunduval 13igul on vek-
tori § -3 suund. Vektori suund viljendatakse tema suuns ithik-
vektori koordinaatide abil. Vektori 4-4 suuna fihikvektor on
teatavasti

Qf—al) u—y +(az-az) JL b (63 —0_,) 473

Vi(b,-a,)a, +(8,-0:)* + (b, -a,)%

M&rkus 1, Suuna ithikvektori koordinaate on vahel ni-
metatud suunakoosinusteks. Nimetus wihjab sellele, et igaiiks
neist koordinaatidest osutub antud suuna ja vastava koordinaat-
telje suuna wshelise nurga koosinuseks. T3epoolest, kui wvektori
v suuna uhikvektor%F tdhistada lithidalt { ning tema koordinaa-
did vastavalt {,,(, ja [; (seega (7 +({:+(}=¢*=1 )
slis skalaarkorrutise definitsiooni jirgi saadakse

[~L?,-4casfu', i (—-u',- 1cos P, ja (-u'3 = 1 cos (—u',-
Kui niiild aveldada need skalaarkorrutised koordinaatide abil,
siis selgub, et

E-a, = (b a, +l,a, +l;dy) - (1d,+ 04, + 0dy) = ¢,

ning samuti !-' =l ja. l-ad;=10; . Jérelikult

ly=cosld,, l;=cosld, ja l5= cosli,.

M8 rkus 2. Eshe punkti vahelise sirgldigu pikkuse
avaldis v3imaldab kirjutada ¥kerapinna vdrrandi, millee andme-
teks on keskpunkt (€,,€:,€;) ° 3$m rasdius k . Noue, et Xera-
pinna mistahes punkti (x,y,z) kaugue keskpunktist oleks k , on
teatavasti

(x-¢c)®+(y-¢c,)*+ (z-¢;)% = k

g (x-¢,)*+(y-c )t +(z2-c5)* = k=2,

Arusasdavalt on see vOrrand kirjutatav ka teisiti -
x*+y*+2*- 2e,x-2¢c,y+ 2,2+ m =0,
milles ainult vabaliige ' oleneb raadiusest:
F3 2 3 g
Mo re e -k

2) Kght gntud punkti l#biv sirgjoon on paralleelne neisse
punktidesse viivate vektorite vahega. Sellest jidreldud, et funk-

te (0,,0:2,85) ja (B,,8,,8;) 1lébiva sirgjoone vdrrand on (§ 19
art.l ja 2 pdhjal) F=G+t(4-a) s mis téhendadb siisteemi
g XoQyn -0 . 2~Qy

bl ~& b:-0Q, b; -Qs

3) Antud punkti l#biv tasapind, mis on risti antud wvekto-
rige , sasdakse vektorite rIafeeEsu %ing‘imu.se abll Jargmisel® .
Kui tesapind peab risti olema vektoriga 4 ning lébima punkti ,
milleni viib vektor.§, siis tasapinna mistahes punktini (x,4,z)
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viiv vektor » on iseloomustatav sellega, et wektor F-§ peab
olema risti wvektoriga 4 (sest rF-4 on paralleelne vektorite

ja 7 13ppe ilhendava 13iguga, mis asetseb tasapinnal). See
tingimue on teatavasti (§19 art.3 pdhjal)

: a-(r-8)=0
enk a,(x-b,)+a,(y-6,)+a; (z-58;)=0 , mis osutudb see-
ga tasapinna vOrrandiks. Siit ndhtub ithtlasi, et iga lineasar-
virrand ~
a,x ta,ytaz;z+k=0

esitab tasapinda, mille normaslivektori koordinaadid om a,,a,
Ja as;. Wiisuguse tulemusega on koosk3las ka see lihtme asjaolu,
et koordinaatpinnad X = consf on x-teljega risti, koordinaat-
pinnad y=const on y-teljega risti ja koordinaatpinnad z = consf
on z-teljega risti.

4) Antud punkti 1&biv tasapind, mis on paralleelne kahe
antud sihiga, leitakse vektorite koplanaarsuse tingimuse abil
JErgmiselt. Kui antud punkti viib vektor & Ja keks antud sihti
on médratud vektoritega 4 ja ¢, siis peab tasapinna mistahes
punkti viiv vektor /A tiitma tingimust, et F-a asetseb vekto-
rite 8 ja { tasapinnal (sest #-a on paralleelne vektorite 4
Ja F 13ppe iihendava 13iguga). See tingimus on teatavasti (§ 19
art.4 jidreldus 2 pdhjal)

*
x-a, y-a, z-ay
61 P bs =D
cf cl CJ >

5) Tasapind, mis 1#bib antud sirget ja antud punkti, on
samuti leitav koplanaarsuse tingimuse abil. Antud sirge olgu
F=a+t§ ja antud punktini viigu vektor ¢ . Seda sirget ja punk-
ti lébiv tasapind 1&bib {ihtlasi vektori 4 L3ppu ning on paral-
leelne vektoritega § ja ¢-a (sest vektorite a ja ¢ 13ppe
tihendav 18ik asetsed tasapinnal endal). JHrelikult tasapinna
vdrrand on (F-q)é (¢-a)=0 ehk

x-a, y-a, z-a;

01 bz 53 =0.
e, = a, C,-a, C,-GJ

(F-G)BC=0  ehk

]

6) Kolme antud punkti li#biv tasapind leitakse koplanaar -
suse tingImuse abil S_E? Iselt. Kul punktid on antud neisse
viivate vektoritega 4, Ja ¢ ning tasapinna mistahes punkti

viib_ve_ktor A, siis peavad ilmselt vektorite wahed ~-a, h-q
Ja C-a olems tihel tasapinnal; jédrelikult peab / tditma tingl

must i R g
(F-a)(b-q)(é-a)=0

ehk %

X-a; y-q, z-a;

b,-a, &,-a, b5-a5] =0.

¢, -aq, C,-a, CJ—QJ
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2. Sirgete ja tasapindade vahelised nurgad, .

7) Burk kshe antud sirge vahel defineeritakse ruumigeo -
meetrias teatavestl nurgana iht mistahes punkti lébivate sirge-
te vahel, mis on paralleelsed antud sirgetega. Antud sirgetega

X0, = ¥=92 = 2-0; ;, X-C_ y-¢_ 2-¢4

8 b [} d
paralleelsed vektorid on '8, u, +8,4,+'6,d, * ja d,d,+d,a, +dy a,
+ Ruumigeomeetrias kasutatakse airget.vahelisev nurgans
tavaliselt esimese veerandi nurki; nii on ¥ kas nurk g ise
v31i tema k3rvunurk (vdi erineb neist sirgnurga vdrra). Seegs
(§ 19 art.3 jirelduse 4 pahj

al)
cos y = i'?""d d, + bzds + b3
8, +b ) (dr+d i+
Sirgete r:latsegbau Juhul on ¥ thisnurk; siit ilmmeb, et
sirgete ristseisu tingimue on b,d,+8,d, + 8;

0
Sirgete paralleelsuse puhul on sirgetesfhilised vekrotid
teineteisega kolineaarsed. Sirgete paralleelsuse tingimus on

seega
4 RN
- 1 I Cs
8) Nurk kahe tasapinna vahel leitakse nurgana tasapindade
normaalide vahel. Tasap e a,XxtQ,y+a;2 +k=20 Ja

8, X+ 8,y + b5z +¢=0 normaalivektorid on teatavasti G ja b . Ji-
relikult tasspindadevaheline nurk ¢ (mida vBetakse samuti nul-
list tidisnurgani) on leitav jirgmise valemi abil:

cos y = """" +f‘6,+a‘b’l .

\?(a, +a; m,j(o:wfa 9
Tasapinnad on teineteisega rintf eiis, kui nende normaasli-
vektorid on teineteisega risti, ja tasapindade paralleelsuse ju-

hul on nende normaalivektorid kolinesarsed. Tasapindade ristsei-
ingimus 8
su t on seega qug*q161+035’ =(

ning paralleelsuse tingimus _

61' bz 63.

9) Burk sirge js tasapinna vahel ehk sirgjoone kaldenurk
tasapinnag suhtes tdiendab tasapinna normaali Ja sirgjoone vahe-~

Joonie 68
1ist nurka tédisnurgani (joon.68). Sirgjoone
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X-q, . Yy-a, - 2-a,
(A

[J b
aa tasapimma c,x + c"y,.ch P ) _vahelist nurka ¥ saadb lei-
a nurga 0C kaudu, kasutades seost 5in ¥ = |cos HC] . Jérelikult

sin y = 18,¢,+B:¢, + B35l

\/(b,‘+b:+b;)(c,‘+cf+c;)

Sirgjoon on tasapinnaga risti, kui ta on tasapinna normaa-
livektoriga paralleelne; sirgjoon on tasapinnaga paralleelne
(v8i asetseb taeapinnals, kui ta on tasapinna normaalivektori-
ga risti. Seega osutub sirgjoone ja tasapinna ristseisu tingi-
museks : b )

St TR P .
¢, Cz Cs
Ja paralleelsuse tingimuseks
b’c' + b,_C,_ f'bJC, - 0.
M4rkus. Sirgjoone vdrrandid
x’al Py Y-Q: e l-a_;

: b‘ 0; 63 .
tihendavad ilmselt siisteemi kolmest limeaarvdrrandist
x—;g&‘ - ) 6‘ (X: -m)-b,(y-a,,)- 0

1 2
X —a! s z-al ‘hk 6, (-'r -0.) T 6' (! 'a!) =0
~8s = 2-0 bs(y-a.) -b,(z-a5) =0

Need vOrrandid esitavad kolme tasapindp, mis sirget ldbiwad;
esimene neist tasapindadest on paralleelne z-teljega, teine on
paralleelne y-teljega ja kolmas paralleelne x-teljega. Neist
kolmest tasapinnast osutuvad kaks teineteisega iihtivateks sel
Juhul, kui sirge on ithe koordinaattel jega risti, sest siis vOr-
. dudb tiks arvudest 6,,58. ja §; nulliga. Kolme tasapinna hulgast
langeb iiks tasapind #ra sel juhul, kui sirge on kahe koordinaat-
teljega risti (jérelikult paralleelne tilejdinud teljega), sest
siis on arvudest f,,5; Jja b; ainult {iks nullist erinev.

FNiisugustel juhtudel, kui tike arvudest 4,, 8, jJa 6; on mull
v81i kui keks neist on nullid, oleks m3ttetu kirjutada

: X=0 _Y=-9 . X0
3 b, by

sest ithe v3i kahe nimetajana esineks null. Kuid ruumigeomeet -
ria tilesannete lahendamisel v3ib niisugust mdttetust kirjutada -
Ja kasutada, ilma et tulemused seetdttu kehtivust kaotaksid.
Sest kul ruumigeomeetris {ilesandeid lahendatakse vektorarvutuse
abll, siis kasutatakse sirgjoone miiramisandmetena wvektorit
a,d,+a,4u; +a;d;  , mis viib sirgjoonel olevasse punkti, ja
vektorit 6,d,+8.4, + b4, , mis on sirgjoonega paralleelne,
ega tehta mingiaugnsoid kitsendusi selle kohta, kuidas need vek-
torid koordinaattelgede suhtes asetsevad. Jirelikult osutub ka
#lalnimetatud mdttetu kirjutusviis kasutamiskdlbulikuks, v3imal-
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dades vajalike vektorite koordinaate 3igesti arvesse v3tta.
Nii v3ib tdiesti lubatavaks tunnistada seda, et iilesannete la-
hendamisel esineb x-telje v3rranditena mdttetus

r g z

$: gy

kuid lghendamistulemustes peab muidugi x-telge esitama kas vir-
rendipaar {g:g vi vektorvdrrand ~ =fq, .

10) Antud tippudega kolmnurga pindalam leitakse vektoriaal-
korrutise a . an P esse vad vektorid a, In -
¢, siis osutub vektoritele iid ja ¢-a@ ehitatud réopkiili -
ku pindala kaks korda suuremaks kui kolmnurgs pindala (joon.69).

Coe
N

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\

Joonis 69 ¢

Seega (§ 19 art.4 pdhjal) on kolmnurga pindala % [(6-a)x(¢-d)|
ehk

2\/

11) Antud tippudega nel
u

b,-a, b;-a;
C2-0a, Cs -Qas

- 3

63‘05 bi—a'

C3 -0, C,-a’

2

. l:l"af 6:.'01.
+—Q, C2-Q,

leitakse vektoirite
ppudesse vad vektorid a, b, ¢

ja d , siis osutub vektoritele 8-4, ¢-4 ja d-a ehitatud
réptahuka ruumala kuus korda suuremaks antud nelitahu ruum -
alast, sest nelitahk on kolmnurkne piiramiid, mille pShja pind-
ala on pool rédptahuka pdhja pindalast ning k3rgus on vdrdne
réoptahuka kdrgusega. (Teatavasti on piiramiidi ruumala tema
pdhja pindala ja kolmandiku kdrguse korrutis, rédptahuka ruum-
ala aga on keks korda suurema pdhja ja terve kdrguse korrutis,
seega tOepoolest 6 korda suurem.) Jirelikult (§ 19 art.4 ja -
relduse 2 pShjal) on nelitehu ruumala %((6-g)(c-d)(d-a)|
g 6,-a, 6;-a; bs-ay
el ¢, -a, Cx~-Q, C3 -Q3 I.
d, -a, dg-a‘ d3-05
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Et iga tasapinnalist hulknurke saab tilkeldada kolmnurka-
deks ja iga hulktahku saab tilkkeldada nelitahkudeks, siis on
kolmnurkade pindala. ja hulktahkude ruumala v3imalik arvutada
kolmnurksete ja nelitahksete osade viisi.

4. Kaugused.

tlesanded kauguse kohta ruumis lahenduvad kergesti, kuion
feada vastused jirgmistele kilsimustele kahe antud vektori koh-
ta: 1) kui pikk on vektori 4 ristprojektsioon vektori 4 sir -
gel ja 2) kui kaugel vektori 3 sirgest asetseb wektorigldpp ?
BEsimesele kilsimusele saab lihtsa vastuse vektorite skalsarkor-
rutise abil ja teisele kiisimusele vektorisslkorrutise abil,

Vektori G ristprojektsioon vektori & sirgel (joon.70) on
teatavasti g cos G0 , selle pikkus on jHrelikult glcosaB|. Et

> a

—_—

& Joonis 70
G-b=ab cosab, siis ablcosab|=[d-bl. Wii osutudb kisitud pik-
kuseks lihtsalt
la-61 ahk fa,b,+0a.8, +a,;b;|

b VEZ+b: +b6; -

Vektori g 13pp aee_teei: vektori 0 sirgest (;)oon._'lol kau-
gusel Blsingl|. Et axb on vektor, mille pikkus [dx 4| om
teatavasti ab|singh| , eiis asetseb vektori 4 18pp vektori
b sirgest kaugusel* ¥

i l/l%:%:l‘d%:‘é:l‘di:%:l"
b; + b} +83

]

lax
b

12) Punkti kaugus tasapinnast leitakse sel teel, et punk-
tist vBetakse faaap%nnan? E§n31 8irgldik Ja vaadatakse, kui
pikk on selle sirgldigu ristprojektsioon tasapinna normaalil.

Antud punkti viiv vektor olgu @ ja antud tasapinna vor-
rand olgu &-7+K=0. Kui sellel tasapinnal v3etakse vabalt min-
g1 punkt, sellesse viigu vektorC, siis rahuldabd tasapinne
vOrrandit, seega H-C+ k=0 ,millest Kk=-p.¢ .Vektorite ¢ ja

" Seda arutelu v3ib meelde jatta ka geomeetriliselt: r8¥p-
kiiliku k3rguse leidmiseks tuleb t80pkiiliku pindala jagada alu-
se pikkusega. .
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& 18ppe ithendav 13ik aga ulatub antud punktist antud tgeapinna-
ni, selle 13igu ristprojektsioon tasapinna normealil om jJireli-
kult niisama pikk kui vektori 4-C ristprojektsioon tasapinna
normaalivektori / sirgel. See pikkus on (artikli alguses saadud
tulemuse pdhjal)

‘(a-"(;l)‘sl ehk fa'-b—é-b—l , Seega lihtsalt ‘é-'a;fk' s
Jérelikult asetseb punkt (a,,d,,d; ) tesapimnast 4,x +8,y+
+ 03 2 + k= 0 kaugusel-

18,0, + 8,0, + bsa, + kI
Vb2+8:+6;

Avaldis b, x+8,y+ b3Z+ Kk , mis esineb tasapinna v3rran-
di vasaku poolena, osutub iihel pool tasapinda olevate punktide
(X, Y, %) puhul positiiveeke ja teisel pool olevate puhul nega-
tiiveeks. See viimaldab korraldada punkti ja tasapinna vahelise
kauguse arvutamist ndnda, et k3igil punktidel, mis asetsevad an-
tud tasapinnast samal pool kui koordinaatide alguspunkt, osutu-
vad kaugused tasapinnast negatiiwveeteks, tasapinna taga oleva -
tel punktidel aga positiivseteks. On kerge niha, et selleks om
vaja kauguse avaldises absoluutvidrtuse moodustamise asemel soo-
ritada korrutamine (vdi jagamine) mirgiteguriga -sgk. Nii saa-
dakse tulemus, mis meenutad tasapinna analiiitilises geomeetrias
punkti ja sirge vehelise kauguse avaldist (§ 8 art.l), nimelt:

punkti (%,Y,Z)xaugus tasapinnast 0,x+8,y+ 052 +k =0

on 6"?9*‘31!’ = 062 fbk" ning see osutub siis negatiivseks,
- (s + 8%+ ;
kui punkt (:!','4.4, Z‘) on tasapinnast samal pool kui koordinaa-
tide alguspunkt. . .
(Kui k=0, siis ju#b tegur -59K éra ning v3ib vabalt valida,
kummale poole lugeda kaugusi positiivseteks.)

13) Punkti kaugus sirgest leitakse r&dpkiiliku k3rgusena te-
ma pindslad ja aluse _gHr'gl'. Antud sirge olgu A =G + 1§ Ja antud
punkti viigu vektor C; siis vOrdub punkti_ja sirge waheline kan-
gus vektori C-a_ 18pu kaugusega vektori § sirgest, olles tea -
tavasti [(¢-a)x8 :

Si1t niNtub, et punkti (c,,C2.¢;) kaugus sirgest 3% -
= Y-Q2 R L on ™ . 4

b, b5

C,~0Qy C3-a4(% ¢s-0; ¢,-a,[* |C,-Q, C,-Q.)%
\/' it e et
by + 8% + 85
14) Sirgetevaheline kangus leitakse sel teel, et kummalgi
sirgel vbeﬁﬁse mIngI punkt Sa tehakse kindlaks, kui pikk on
nende punktide vahelise sirgldigu ristprojektsioon m3lema sir-
gega risti olewal sihil. Antud sirged olgu

w_’.g &.‘gﬂl ja x‘c‘ - g-c:_ e Z-C’
b 8. b, d, dz dgi=
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Punkt (a,,d..43) asetsed iihel sirgel ja punkt (c,,Cz,Cs) tei-
sel sirgel; et iiks sirge on paralleelne vektoriga 4 ja teine vek-
toriga ;, siis on x4 mdlema sirgega risti. Sirgetevahelise
kauguse leidmiseks tuleb seega moodustada punktide (a,,9.,4;)

Ja (c,,Ce,C3) wahelise 1¥igu ristprojektsioon vektori $xd mi~
hil ning _arvutada selle pikkus. lliiaagza ikk on teatavasti wvek-
tori ¢-a ristprojektsioon vektori x&p sirgel. Antud sirge -
te vaheline kaugus on jirelikult

c' -Q, C,-qa; C’-a‘;

e o s
I1(¢-a)- (bxd)| I(¢-a) bd | | d, d. d. |

ehk Ixd ehk z

16xdl 16xdl \/ulb,,u]a.b.,gmo‘r
: "dS d’ d( dldl .
Miks v3ib sirgetevahelise kauguse leidmiseks kasutada mis-—

tahes punkte kummaltki sirgelt ja miks niisuguste punktide wvahe-
lise sirgldigu ristprojektsioon mSlema sirgega risti olewval si-
hil alati esitab oma pikkusega sirgetevahelist kaugust - mneid
kiisimusi v31ib selgitada Jérgmiselt. Lédbi itthe sirge saab v3tta
tasapinna, mis on paralleelne teise sirgega, ja 1ldbl teise sir-
ge saab vitta tasapinmna, mis on paralleelne esimese sirgega :
need tasapinnad on teineteisega paralleelsed ja 13igates omm
normaali eraldavad sellest 13igu, mille pikkus v3rdud sirgete -
vahelise kaugusega. Niisuguse 13igu tiks otspunkt osutudb the sir-
ge kUigi punktide ristprojektsiooniks sellel normaalil, teine
otspunkt aga teise sirge kdigi punktide ristprojektsiooniks sa-

mal normaalil. T
Antud sirged 13ikuvad tingimusel, et (C-4)8d =0 Ja -

bxd+0 ; nimelt siis osutub nendevgheline kaugus nulliks. Sir-
gete paralleelsuse juhul on vektorid Ja d teineteisega koli -
neaarsed, seega 6 Xd =0 Ja tihtlasi (¢-q) d =0 3 sirgete -
vaheline kaugus leitakse sel juhul ithe sirgjoone mistahes.punk-
ti kaugusena teisest sirgest.

15) Sirgjoone ja tasapinna 13ikepunkt leitakse niisuguse
punktina, m e koo aa olmik rahuldab sirgjoone ja tasa -
pinna v8rrandit. Olguseirgjoone vdrrand F=G+t§ Ja tasapinm
virrand on C¢-F+ k=0 3 l3ikepunktile vastav parameetri { viilir-
tus saadekse m3lems vdrrandi jireldusest C.(G+th)+ k =0
ehk C¢c-a+(C-8)t+k =0 , nimelt

t. A Cca + K ;
18ikepunkti viiv vektor on seega
é'__' c-a+k 5
T 0

Tulemust saab kirjutada ilma wektorite tihisteta:
sirgjoone ia.'—a" =4% - 220

3 Ja tasapimma c,x+cC,y +
+CyEr k=0 laikepbﬁnkt on ° ! %
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( _€,0,+¢,0,+Csa5tK : az_c,a,fc‘auuc,a,fhk b .- COtCias#C a5tk
' e,b,+CB,+tcy By ! C.btcbitcy b, 273 —'_—‘_—J_C,ﬁ,fczbzf‘c,b"i)'

Sirgjoon ei 13ika tasapinda, kui ¢.-6=0 , sest sel juhul
on ta tasapinna normaalivektoriga risti, asetsedes kas tasapin-
nal vdl tasapinnags paralleelselt. Kumma variandiga on tegemist,
seda sasb otsustada sirgjoone punkti (4,,Q.,a,) abil; kui sin-
ge asetseb tasapinnal, siis on ka see punkt tasapinnal, mistdt-
tu &¢.a+k=0 3 kui sirge on tasapinnaga paralleelne, siis see
punkt ei asetse tasapinnal, seega ¢.G+h %0 .

16) Punkti ristprojektsioon sirgjoonel leitakse’ punktina ,
kus sirge ab oma risttasapinda, mis 1#bib antud punkti. 01-
gu antud punkt (a,,a,,4s) ja antud sirgjoon FA=4+7#¢ ; sirg-
joone risttasapind, mis 1#bib antud punkti, on seega ¢-(rF-4)=0.
Nii saadakse parameetri ( vidrtuse leidmiseks tin :I.m%s
€-(6+1t¢-G)=0 ehk c*f=¢C-(G-54) , millest t= S:(a@- « Punk -
ti (9,,0:,a;) ristprojektsioonini sirgel F = f+i¢ viib ja-
relikult vektor Ef € (Ca'-.b! é_‘

17) Kolme tasapinna 18ikepunkt leitakse tasapindade vdrran-
deist koosneva vOrrandisisteemi lahendsmise teel ja lahendiks on
18ikepunkti koordinasdikolmik.

" Teatavasti avaldub v3rrandisiisteemi
a,x +8, 4 +a;z =g
b,x +b,y + byz =h
CiX +# 0,y +: Cz2 =K

lahend Crameri reegli jérgi: »

; b, b, €. Cy a, Qs
x 9 C:C3,+h a,,a,l*k b;bg!
s 114
b;by ‘C,C, asa,
y =9 c,c.' ‘””a,a., tk|gs b,'
abé
b, b, C;Cx a,q:
quc:c._,*h a'.al*k’b,b;l
abe

Neist avaldistest on niha, et tasspindade 13ikepunkti viib vek-

tor i %
gig-bxéfgﬁgfxﬁ +6—§c=-c7x6.

Samale tulemusele v3ib jOuda otse vektorarvutuse v3tetega,

»* VSrrandisiisteemi kordajaist koosnev determinant on (§ 19
art. 4 jdrelduse 2 pdhjal) tasapindade normaalivektorite ruum -
korrutis ;
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® 3
lahendades niisuguse iilesande: lahutada vektor ~ komponentideks
vektorite axb, 6xC ja Cxa@ sihtidele. Nii nOutakse leida
ekaalarid !,m jan, mis vastaksid tingimusele

F=0(@xb) +m(bxc)+n(cxa).
Skaslar { on siit leitav sel teel, et virduse m3lemat poolt kor-

rutatakse skalaarselt vektoriga ¢ ; saadakse C-F/ ={¢(Gbc) ja
selle jédrelduseks - F
L= BBE

Samast tingimusest selgub (kui korrutada skalaarselt kord vekw
toriga @ , kord vektoriga 5), et

a-F _ 6.
o ¢ 3 pdlioms

Jirelikult avaldub 7 ndutud komponentideks lahutatuma nii:

o)

T TR QP o= b =. =
F=s=—axb + bxc + G x4.

ase ¢ ake akc ©
Siit on niha, et kul otsitavast vektorist 7 on teada kolme ska-
laarkorrutise vddrtused:

a-r=g, b-F=nh ja C-F =k,

ning seejuures vektorid a, & 3ja @ ei ole koplansersed, siis saab
otsitavat » avaldada, n:l.melt

5 C+A_ixa + L axh.

7= ks B¢ i ase 9

- Wii osutub kolme tasapinna 13ikepunkti leidmise iilesarme lahen-
datuks.

- Olgu 13puks mirgitud, et kui Gbc=0, aga Gx6 #£0 , siis
tesapinmmad g-F=g Ja B -7 =h 13ikuvad, Xuld nemnde 13ikejoon
ei 13ika tasapinda ¢-F=k . Eui seevastu Gx8=0 ja ka bxc=0
siis on vektorid aQ, b ja C iiksteisega kolineaarsed, jérelikult
tasapinnad on uksteisoga paralleelsed (erijuhul vbivad aga thti-
da kas kaks neist vdi k3ik kolm).

18) Kahe tasapinna l3ikejoon on risti tasapindade normaa -
lidega. Peale sihi on vaja IUiEeﬂoone médramiseks ttht punkti .
Konkreetsetel juhtudel on kohane v3tta see punkt ithel koordi-
naatpinnal (kas pinnal X =0 v&i pinnal y=0 v8i z=0 ). Kuid
iilesande tdiesti {ildisel teoreetilisel lahendamisel nii toimida
el vdi, sest antud kahe tasapinna 13ikejoon samd erijubul osu -
tuda iihtede v3i isegi kahtede koordinaatpindadega paralleelseks,
Alatl aga 13ikab antud tasapindade 13ikejoon oma risttasapinda,
mis 1l&dbib koordinaatide alguspunkti; seda as;jaolu saab kasutada
illesande lahendamisel tema iildkujus.

O0lgu antud tasapinnad g-F+f=0 Ja b-F+m=0 . Tasa-
pindade 13ikejoone sihi midrab ax b ; 13ike joone iiks punkt lei-
takse tasapindade G- F+{€=0 , §- m=0 Ja (ax8)-F=0
13ikepunktina - sinna viibd teatavasti (eelmiee iillesande tule -
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muste pdhjal) vektor 4 :
=y Sl U -m Y (ma-€b)x (ax8) .
TFx5) 0% (0% 8) + gy lgy (A2 0) x @ ehk e g Gax8)
Jédrelikult esitab antud tasapindade 13ikejoont v3rrand
mN (ma’—(b.)x (0_15) '+ f (Q-X 5)

laxp|*
: 19) Sirgjoone ristprojektsioon tasapinnal tekib tasapinns
13ikxumisel tTema risttasap aga, 8 sirget. Kui sirg -

Joone vOrrand on F=4+tbh ja tasapinna vdrramd C-F+ k=0 ,

siis risttasapind, mis 14bid sirget, on (neljanda Hilesande JjHr-
gl) 6C(F ~da) =0 , tema normaalivektor on seega 6XC . Tasa-

pindade 13ikejoon teatavasti on tasgpindade normaalidega risti,
Jéirelikult paralleelne wvektoriga (HxC)xC . Peale sihi on va-
Ja teada 13ikejoonest ttht punkti; eriti sobid niisuguseks punk-
tiks vektori ¢ 13pu ristprojektsioon antud tasapinnal. Vektori

g 18ppu 1lébidb antud tasapinng normaal FA=4+7C Ja see 15ikab

tasapinda seal, kuhu viib (15. iilesande jirgi) vektor

TR - a; + K ¥

Nii esitab sirgjoome 7 =3 +1b ristprojektsiooni tasapinnal
C-F+k=0Q virrand

F-E-L'cﬁ-{L E+ t(bxE)xE.

Kni sirge on tasapinnaga risti, siis 5 xC=0 Ja sirgjoo-
ne ristprojektsiooniks tasapinnal osutub tiksainus punkt . ilm-
selt see, millesse viid vektor

g-£drk g

20) Sirgjoon, mis on kshe antud sirgega risti ja 13ikab
lgm&n n?eg_aotae selt.
s8irgete rF=a+t Ja_r_=C+td thine risisirge on teatavast
paralleelne vektoriga #xqd . Bt leida otsitaval ristldikajal iks
punkt, vSetakse liibi tihe antud sirgjoone abitasapind, mis om
paralleelne vektoriga §xd = ning seetdttu sisaldab otsitavat sir-
get), ja 13igatakse seda abitasapind teise antud sirgega. Abi -
tasapinne vOrrand on (neljanda ilesande jirgi) 4(h xg')?;-a).o;
1%ikumist sirgega 7/ =(+tq dplqm’g niiauilme parameetri 1 wiliir-
tus, mis rghuldad tingimust 8 (8 xd)(c+td-G)= 0 ehk [6(6xa)d]t+
+b(bxd)c-) =0 . siit

¢ _ Bléxd)ie-a) _ B(bxd)(E-a)
Y= Bxd)d (6xd)-(bxa) ’

Jérelikult viid abitasapinna Ja-teise antud sirgjoone 13ikepunk-
tini vektor ;
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=, b(6xd)(E-a) <
C+ "= d
16xd|*
ning antud sirgete ristldikejat esitab vOrrand -

— -, Bblbxd)(c-a) 7 Q7
r-c+—_——__l5xd'l‘ d+t(bxd).
§ 21. P86rdpinnad ja teist jdrku pinnad.

Kui ruumipunkt (0, 9,% ) pannakee tiirlema iimber z-telje
' nii, et tema kaugus z-teljest on piisivalt ¢ Ja kaugus xy-tasa-
pimmast (v3i kauguse vastandarv) on piisivalt # , siis moodus -
tab punkt oma liikumisel ringjoone, mis asetseb tasapinnal 2 =4
Selle ringjoone jooksev punkt (2;y,h ) elludb arusaadavalt tin-
gimusele x4+ y?=g* . Tekkivat ringjoont esitab weega vdrran-

dipaar xz+ yt=gz
Z=h.

Vérrand x‘+y*=g* iksinda esitaks ruumis eilinderpinda, mil-.
le teljeks on z-telg ja raadiuseks on g . Silinderpinna Jja te -
sapinna z -h 13ikejoonena esinebki kiéisitletud ringjoom. _

Olgu yz-tasapinnal antud mingi joon oma v3rrandiga #(y, =4
mille vasskuks pooleks on mingi avaldis F selle joone jooksva
punkti (0,y, Z) koordinaatidest ¢ ja =z . Kui antud joone tasapind
pannakse pddrlema iimber Z-telje, siis tekitab joon p&&rdpinma,
olles talle meridiaaniks. Joone mingi punkt (0,g,4) mocdustab
liikumisel ringjoone

x“+y‘=g
zZ =4

A

mis on pddrdpinna ilks paralleelringjoon. P86rdpind koosneb aga
kdigist oma paralleelringjoontest, jiarelikult tuleb suurustele
g ja h vaadata kui abisunrustele, mille k3ik v3imalikud vidrtu-
sed peab kasutamisele v3tma. Teatavasti omandavad ¢ ja h kdik
niisugused vid#drtused, mis rahuldavad vdrrandit T(g,h)-o . See-
ga esitab p6drdpinda parasmeetriline vdrrandikolmi :
2 2 z

x“ty*=g

z =h
millest jédreldub parameetrite elimineerimisel (seetdttu, et
g=Vx*¢y*) pddrdpinna vdrrand

F(VxTg%,z)=0

Tulemus on sdnastatav lihtsa juhisena;: yZ-tasapinnal an-
tud joon, pddreldes iimber =z -telje, tekitab psdérdpinna, mille
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vdrrandi saamiseks tuleb antud joone vSrrandisse ¥(y,Z)=0 kir-
Jutada koordinaadi y asemele avaldis VxZfyz.

N &8 1 d e. P66rdpinna meridiaaniks yz-tasapinnal olgu simg-
joon ly+mz=0 (tema teine vBrrand on teatavasti x=0 ). Antud
sirgjoone pttrlemisel iimber z-telje tekib koonuspind, mille vBr-

rand on
A lVx*ry*+ mz =0
Seda v3drrandit esaab teha juurevabaks:
(VxTryi=-mz, (*x*+y?)=m"z*

Seega esitab vOrrand
. (lxl i (l.ql__ mlzL= o
koonilist p68rdpinda, mille teljeks on z-telg ja tipuks koor -
dingatide alguspunkt.
; Saadud koonuspind 13ikab oma teljega risti olevaid tasa -
pindu 2 =h ning 138ikejoontena esinevad paralleel jooned

’le+ (Zyl = mlhl

z=h

Psbrdkoonuselt v3ib iile minna iildisele teist jadrku koonusele
sel teel, et niisugused ringjoonsed 10iked asendatakse ellipsi-
tega; selleks tuleb vOrrandisse kirjutada ruutliikmetele teine-
teisest erinevad kordajad. Uldise teist jirku koonuse v3rrand

" on jédrelikult

k*x*+ ly*- m*z* = 0.

Peale teist jirku koonuse ja silindrite - ,paraboolse si -
lindri y‘-szzo‘, elliptilise silindri %; +i§ =1 Jja hiiper-
boolse .silindri - =1 (k3igil neil silirdritel on moodus-
tajate sihiks vBetud “z-telje siht) - on veel viit 1iiki k3-
verpindu, millede vdrrandid on teiseastmelised. Igast niisugu-
sest vOrrandist tuleneb see pinna oluline omadus, et sirgjoon
saab pinda 10igata mitte rohkem kui kahes punktis.

1) Ellipsoid. See pind saab olla kujult p66rdpind, tekki-
des ellipsi poorlemisel iimber telje. (Ellipsi p&drlemisel iim -
ber fokaaltelje tekib piklik ptdrdellipsoid ja pédrlemisel iim—
ber kaartelje tekid lapik pddrdellipsoid.) Kui 42 -tasapinnal
olev ellipsi_,: = :

Q,,*—b-z-’l (x=0)

lastakse psdrelda iimber Z-telje, siis on tekkiva podrdpinna
vdrrand teatavasti ‘

z 2)2 L TR 2 2 2

(U=teydhy 25 2 0 ok v L2 oy
g::;nia a*< b* pikliku psérdellipsoidi juhul ja g*>8? lapiku
ul).
i Sasdud posrdellipsoidi vdrrandit on lihtne muuta iildiseks
ellipsoidi kanooniliseks vdrrandiks - tarvitseb ainult k3rval-
dade p8drdpinna tunnus, et x* ja y*esinevad vdrdsete kordajate-
\
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ga. xllipsoidi* kanooniline v3rrand on seega

P y 4 2z F
x Zz .
—a—,_+-yoT+?=4.

Olgu. tihendatud, et ellipsoidide hulka ‘kuulub ka kera -
pind (juhtum a-bscs

2) Uhekatteline hiiperboloid. Saab esineda ka p38rdpinna
kujul, tekkides Eiper%oﬂ pooriemisel fimber ksartelje. Xui

yz ~-tasapinnal olev hiiperbool .
z 2
z =
% - = (x =0)

ptbrleb imber z-telje, siis on tekkiva iilhekattelise p&drdhii-
perboloidi vdrrand

e il AR
a* b* ;

P8¥rdpinna tunnuse kdrvaldamisega saadakse selloat iihe -
kattelise hiiperboloidi kanooniline v3rrand
XS ot
i S Ches i

V8rrandist nihtub, et pind 13ikab x telge ja y -telge - vas-
tavad 18ikepunktid on (a,0,0), (-a,0,0) , (o 6,0) Ja
(0,-6,0) 3 -telge aga pind ei 13iks, sest L el Bam olla .

3) Kshekatteline hiiperboloid. Xa see pind on erijuhal
pt6rdpind, nimelt tekib E’Sﬁeia“eline hiipesboloid. hiiperbooli
p8drlemisel oma fokaaltelje iimber. 0lgu meridiaaniks hiiperbool

z - i’— =1 (x=0)
.

Ja pBorelgu see iimber z-telje, siis saadakse tuntud viisil

p88rdpind = & 3

- ST Ry

a* e

Kui vdrrandist kdrvaldada thSrdpinna tunnue (pinna vdib
ka nii asetada, et ta 13ikad -telge), siis saadakse kahe-
kattelise hiiperboloidi kanooniline v&rrand

b 4 z
x z
Gl et

4) Elliptiline paraboloid. Selle erikuju, ptdrdparabo =
loid, tekib parabo OI¥ pooriemisel oma telje iimber. P88rdpind,
mille teljeks on z-telg ja meridimaniks YZ-~tasapimal asetsev

* Kui tahetakse rdhutada, et antud ellipsoid ei ole p3trd-
ellipsoid, siis nimetatakse seda kolmeteljeliseks ellipsoidixs.
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parabool ¢*-2pz =0 (x=0), on (tuntud juhise jirgi kirjutatu-
na) x*+y*-2pz=0 ehk X*4 -z, Kui siin kdrvaldada pdbrd-
pinna tunnus, siis saadaksé elliptilise paraboloidi vdrrand

gekts- T gk
mtp

(nimetajateks kirjutatakse a* ja b*selleks, et niidata mende

positiivesust). Vdrrandist selgub, et pind 13ikab tasapindu

2z =const >0 mb8da ellipseid; yz -tasapinda ja zx-tasapinda, samu-

ti x8iki Z -telge libivaid tasapindu aga 13ikad ta m5Bda para-

boole.

5) Hilperboolne paraboloid. See pind ei sma esineda pBdrd-
pinns ku}if. Tema vorrand kirjutatakse elliptilise paraboloi-
dil v3rrandi jirgi ndnda, et =z -teljega risti olevatel tasa-
pindadel muudetakse ellipsikujulised 1¥iked hiiperbolikujulis-
teks. ¥ii osutud hiiperboolse paraboloidi kanooniliseks vor -
randiks

= Z

IL ?
- %—1 =z,

Siit on ni#ha, et pind 13ikab tasapindu == coﬂ:f m&6da hiiperboo-
le; yz -tasapinde ja zx-tasapinda aga 13ikab ta m5Gda paraboo -
le, milledest esimene avaneb allapoole ja teine iilespoole. See-
ga osutub hiiperboolne paraboloid koordinaatide alguspumnkti juv-
®® sadulakujuliseks.,

MErkus 1, Kui yz-tasapinnal olev parabool 2* £py=0
(x=0) 1astakse pborelda iimber z-telje, siis tekib niisugune
p6drdpind, mis ei kunmlu teist jdrku pindade hulka. PS8rdpinna
v3rrandiks osutub siis z*- 2p Vx*+yg=o ehk (juurevabal kujul)
2% = 4p*(x*+y?) , mis on nel jandaastmeline. On lihtne veendu -
da, et see pind saab 13igata sirget neljas punktis: niiteks
13ikab ta yz -tasapinnal olevat sirget y-5z+172p=-0, x=0
punktides (0,78p,6p), (0,8p, 4p) » (0,-2p, 2p) 38 (0,-72p, 12p)-

Mirkus 2. Kui teist jirku pind asetatakse koordinaa-
tide teljestiku suhtes juhuslikku kohta ja mistahes asendisse,
siis esitab seda pinda {ildine teiseastmeline ¥3rrand

9x*t 2hxy + ky*+ 20Xz + Lmyz +nz*+2px + 2qy + 2rz+5=0.

Silinderpinnad ja koonuspinnad koosnevad sirgetest, mida
nimetatakse nende pindade moodustajateks, Peale teist Jirku
silindrite ja teist jérku koonuse leidub teist Jarku pindade
hulgas veel kaks 1iiki sirgjoontest koosnevaid pindu.

1) Kui ithekattelise hﬁperboloidi vdrrandis liikmed selle-
kohaselt riihmitada -

(F+E)F-5)=(1+4)1-4),
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siis on niha,. et sel pinnal asetseb sirgjoon

oXCog-

ate=9(1+§)

¢ F-F=1-£.

mille v3rrandites on g mistaghes arwu*Igal erineval ¢ vidrtu-
sel saadakse siin eri sirge ja k¥igist niisugustest sirgetest
kokku kujuned iikks parv pinna moodustajaid; g on selle parve

parameeter, Samuti on niha, et ilhekattelisel hiiperboloidil om
veel teine parv moodustajaid, nende v3rrandipaar on :

{ P e
4(F-%)= 1+

milles g on parve parameeter.

2) Hiperboolse paraboloidi vdrrandist (§+%)(%-§)=2 on
néha, et ka sel pinnal on kaks parve moodustajaid (parve para-
meeter olgu ):

{ 4 e [ F-¥-e

13 -§)-= o(Fe§)-x .

§ 22. Silinderkoordinasdid ja sfdirkoordinsadid.
1. Silinderkoordinaadistik.

Ruumipunkti koordinsadid on teatavasti niisugused arvud,
mis midravad asukohta kindlate paigalseisvate kujundite suhtes.
Eui nendeks kujunditeks on kolm iikksteisega risti olevat tasa-

inda ja koordinaatideks vOetakse kaugused neist tasapindadest
?igast tasapinnast ithele poole positiivsetena ja teisele poole
negatiivsetena), siis on koordinaadisiisteem Cartesiuse koordi-
naadistik. Kuid koordinaatide sasmiseks v3ib kasutada ka muid
paigalseisvaid kujundeid kui tasapindu (n#iiteks sirgjooni, -
te) ja koordinsadid ise vdivad tdhendada muud kui kaugusi (::li*-
teks nurki).

Silinderkoordinaadistikus on ruumipunkti kaks koordinaati
kaugused ja tikks koordinaat on nurk: p on punkti [ kaugue kind-
last sirgest, mida nimetatakse silinderkoordinsadistiku tel -
2eks, Z on kaugus teljega risti olevast kindlast tasapinnast
kaugus loetakse tasapinnast tthele poole .positiivseks ja tei-
sele poole negatiivseks) ning \}'on nurk telge libivate tasa-

*Taepoolest, kul see v3rrandipaar on rahuldatud, siis on
ka thekettelise hiiperboloidi v3rrand rshuldatud.
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pindade wahel, l}illedeat iiks on vBetud piisivaks Ja teine juhi-

: . Joonis 71
takse 1ldbi ruumipunkti @‘(300:1.71).

Silinderkoordinaadistiku nimetus on vSetud sellest, - et
koordinaatpinnad QP =const on silindrilised p8drdpinnad. Teised
koordinaatpinnad, z = const, on telje risttasapinnad; kolmandad

innad, 1+ = const , on teljest wiljuvad pooltasapinnad ehk lehed
sest kaugusi Q0 loetakse k¥igile viiljaspool telge olevatele
punktidele positiivseteks).

Uleminek silinderkoordinaadistikust Cartesiuse koordinaa-

.

Joonis T2

distikus {iheks teljeks (zZ-teljeks) ning pindade *=0 ja 2=0
1%ikejoon teiseks teljeks (joon.7g). ¥imelt kehtid siiis vale-

mikolmik x = P cos &
y =P sina
=2,

2: Sfirkoordinasdistik.

’ Asukohta ruumis saab méirata ka ilhe kauguse ja kahe nurga

‘ abil: r on punkti 9 kaugus kindlast punktist O, mida nimetatak-

se koordinaadistiku alguspunktiks, ¥ on nurk 18igu 09 ja slgus-
punktist vdljuva kindla kiire (telje) vahel ning ¥ on nurk
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teljest vdljuvate pooltasapindade vahel, milledest {iks on v3e-

P
| >
LS

Joonis 73

tud pusivaks ja teine juhitakse 1dbi punkti P(joon.73).

Kirjeldatud koordinaadisiisteemi nimetus - sfid#irkoordinas-
distik - mirgib seda, et koordinaatpinnad r =consfon kerapin-
nad ehk sfdiirid (keskpunktiga 0 ). Teised koordinaatpinmad,
y=consf, on koonilised p88rdpinnad, agas pimmad ¢ =consfon tel-
Jjest vdljuvad pooltasapinnad.

Uleminek sfidrkoordinasdistikust Cartesiuse koordinsasdis-
tikku, milles z-teljeks on sfidiirkoordinaadistiku telg ning
x-teljeks koordinastpindade ¥ =0 ja y = 90° 13ikejoon, toimud

Joonis 74

(joon.74 jirgi, kus 0Q=rsiny) ‘valemikolmikuga
X = rsin ycos &

{ g
Zz

r sin y sin ¢
rcos y.

Neist valemeist Jﬁreldub, ‘et sfiddrkoordinaate saad Cartesiuse

koordinaatidest arvutada valemite

"

[}

I\

. : =
r=Vx*ty*+z*, CoOs Y = /=y datn =2 abil.

Sfadrkoordinaadistiku kasutamist kdsitlevad jargmised
kaks {ilesannet.
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1) Nurk kahe antud suuna vahel leitakse valemi abil, mil-
le tuletamiseks on kohane kasutada nende suundade ithikvekto-
reid. Suunad olgu antud kiirtega

‘VI =a Ye {5

# = A & e -8;
need kiired 13ikavad sfadri r=1 (ilhiksfddri) niisugustes punk-
tides, mis on iileminekuvalemite pohjal punktid (sinacos4 ,
sinasinA, cosa ) ja ( sinpcosB, sinffsinB , cosp) Cartesiuse koor-
dinaadistikus. Vektorid, mis viivad neisse punktidesse, osutu-
vad antud suundade ithikvektoriteks, jéadrelikult v3ib suundade -
vahelise nurga W leida nende vektorite skalaarkorrutise kaudu:

€0s w = sinacos Asinfs cos B + sin o sin A sinfs sin B + €05 o cos 5 =
= sina sinf (cos A cos B + sin Asin B) + cos « cosfb

ehk cos w = cos a cosfs + sina sinf cos (B-A).

2) Ka kahe antud punkti vahel leitakse (eelmise iiles-
ande tulemuse Easufamﬁegai Iihtsalt koosinuseteoreemi abil.
Olgu punkti A koordinaastide r, ¥ ja  vdidrtused @, « ja A ning
punkti B koordinaadid vastavalt 4, S ja B. Koordinaatide al-
guspunktist O punktidesse 4 ja B suunduvate kiirte vaheline
nurk olgu tzhistatud w. Kolmnurgast OAB nshtud (joon.75), et

°0 Joonis 75

AB = Va™+B8™-2aB cos W enk (eelmise ilesande pdhjal)
AB = Va*+b*- 2ab [cos a cosfp +sina sinp cos (B-A)]

§ 23. Ruumi liikumisteisendus.

1. Like,

Keha on v3imalik viia senisest asukohast uude asukohta Ja
uude seisu ndnda, et esmalt viiakse keha iiks valitud punkt te-
ma uude kohta, kusjuures keha k3ik punktid liiguvad ilketeise -
ga paralleelseid teid mdtda ithe ja sama pikkuse vdrra (nii jasb
keha endisesse seisu) ning seejirel pdbratakse keha sama vali -
tud punkti iimber uude seisu. Esimest toimingut nimetatakse liik-
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keks ehk paralleelseks imberpaigutamiseks ja teist nimetatak-
se podramiseks punkti iimber.

: Iiikke puhul on punkte nende teisenditega ithendavad sirg-
15igud iikksteisega paralleelsed ja pikkuselt vdrdsed. Kui ruu-
mipunkti (X,¥.Z) viiv vektor on 7 ja sama ruumipunkti teisen-
disse (¥,Y,Z) viiv vektor on R , siis osutub liikkeks teisen-
dus R=F+d , mis téhendab teatavasti (§ 19, art.2 jirgi) va-
lemikolmikut

X=x+a,
’V=y*ag
Z,=l+ayl

Vektor @ mdirab liikke, teda v3ib nimetada liikkevektoriks. Liik-
ke valemitest nihtub, et lilke kuulub afiivsete teisenduste
hulka (sest valemid on lineaarsed) ja et tema kordajaist_koos-
neva determinandi vidrtus on . Lilkkke podrdteisendus /A= R-a
on jdlle liike, kuid liikkevektoriga 4.

2. Pooramine iimber koordinaatide alguspunkti.

Keha seisu muutumine ruumis ei ole veel tdielikult médra-
tud sellega, kui peale paigalejddva punkti on teada mingi tei-
se punkti asukoht enne ja pdrast pSdramist; keha seisu médra-
miseks ei piisa keha kahe punkti asukohtadest, sest keha saab
pS6relda neid kaht punkti ldbiva sirgjoone iimber. Jérelikult
on vaja veel arvesse vitta iiks keha punkt v#l jaspool seda sir-
get.

Keha seisu muutumist on k3ige parem jélgida sel viisil ,
et punkt, mille iimber keha podratakse, v3etakse koordinaatide
alguspunktiks, kuid 1ldbi selle punkti pannakse kahed teljed:
iilhed on paigalejddvad teljed, neid kasutatakse keha punktide
koordinaatide kindlakstegemiseks nii enne kui ka pdrast poo-
ramist, teised teljed aga on keha kiilge kinnitatud ja pBdrdu-
vad koos temaga. Kehaga kaasapddrduv teljekolmik v3Setakse ni-
melt nii, et ta enne ptdramist ithtib paigalseisva teljekolmi- -
kuga. Jirelikult jidvad keha punktide koordinaadid kaasapsor-
duvas teljestikus samaks, mis nad on paigalseisva teljestiku
suhtes enne keha pbdramist. :

Olgu paigalseisvas teljestikus (joon.76) teljed tihista-
tud %,y ja z ning olgu keha podrdunud iimber punkti O ndnda, et
kehale kinnistatud teljestik on vdtnud seisu, milles tel jed
on tihistatud ¥, Y jaZ. Sellesse seisu on keha v3imalik viia
kolme lihtsama p8oramisega:

1) iimber z ~telje pSdratakse keha niisuguse nurga o vdrra,
et X -telg jOuab xy-tasapinna ja XY-tasapinna 13ikejoonele; see
10ikejoon, osutudes iiheks abiteljeks, olgu tdhistatud T ; tei-
ne abitelg (see nditab y-telje uut eeistj olgu tdéhistatud U ;

2) imber T -telje psoratakse keha niisuguse nurga B vdr-
ra, et z-telg pdordub Z -teljeks; seejuures jOuab U -telg
XY-tasapinnale ja esineb siin abitel jena, mis olgu tdéhistatud

’ .

3) imber Z-telje pdtratakse keha niisuguse nurga y vdrra,

et T-telg p&ordub X—-teljeks (siis p&drdub ka '~telg Y -tel jeks).
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s

Niisuguste ptSramiste valemeid on v3imalik tasapinna ptt-
remise kiisitlusest ( § 17 art.2) ssada:

o« = Tecos a-U sin « B T xcoir-'y.sinr
g = Tsina+Ucosa LU= Vcos- Zsinp V= X siny + Y cos p
z =z z=Usin+tZcosp (Z<z

milles X,Y ja =z on punkti teisendi koordinaadid, kuna ¥, Y
ja Z on punkti enda koordinaadid (sest need on jiiénud kaassa -
porduvas tel jestikus muutumatuks).

Ruumi p8dramine limber koordinaatide al punkti osutub
seega kolme lihtsama pBdramise korrutiseks (mis saadakse abi-
suuruste 9, # ja V elimineerimise teel): -

x = (cos & cos p - sina cos f3:5in X+ (-cos a sin y-- sina cocfs cas )Y+ (sinasing)Z
y = (sina cos p- + cos a cosp sin p*) X + (-sin«sin y-+ cosa cosfy cos p-)Y +(-cosasinp)Z
z = (sin psin y-) X + (sinf cos p-) Y + (cosp) Z.

Feid valemeid nimetatakse Bileri valemiteks”. Teisenduste kor-
rutise omaduste pdhjal ( § 17 art.l) osutub Buleri valemisiis -
teemi kordajatest koosneva determinandi vidrtuseks 7.

Ruumi pdSramine iimber alguspunkti on m#dratud kolme and-
mega - nurkadega a, # Jja y~; ruumi liikke on samuti m#Hratud
kolme andmega - liikkevektori koordinaatidega a,, 4. ja aG;. Jé-
relikult on ruumi #ldime liikumisteisendus (kui lilkke ja p&d-
ramise korrutis) miiratud kuue andmega; seepirast nimetatak-
se jiiga keha liikumist ruumis kuue vabadusastmega liikumiseks.

* Leonard Euler (1707 - 1783) oli kasheksateistkiiimenda sa -.
Jandi mitmekiilgsemaid ja produktiivsemaid matemasatikuid, t865 -

tae_,geterbnri Teaduste Akadeemias aastail 1727 - 1741 ja 1766-
- 1783.
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M & rkus. Et Euleri valemid on lineaarsed, samuti kul
liikke valemid, siis kuulub iildine ruumi liikumisteisendus
afiinsete teisenduste hulka. Kui liikumisteisendust tdlgitse-
takse lileminekuna uude koordinaadistikku (keha paigalejdidmisel),.
siis see uus koordinaadistik on samuti Cartesiuse koordinaam-
distik sama pikkusiihikuga.

Seevastu iildine ruumi gfiinne teisendus

X =ax+byrcz +d
{tg:gxfhyfklfl
Z=mxtny+pz+q

(mis on mitiratud 12 endmega: a,b,c,d, g, h k., {, m,n, p e
tidhendab iileminekut kaldkoordinaadistikku, sest koordinaatpin-

dade parved ¥=consf, Y = const ja Z = const ttikeldavad ruumi rédp-

tahukalisteks osadeks.

§ 24. Ruumnurk.

Ruumi c¢sa, mida eraldab iilejdédvast ruumist mingi koomili-
ne pind (erijuhul piiramiidi kiilgpind), nimetatakse ruummurgaks.
Ruumnurgas suurust mddodetakse kerapinna abil, mille ¥eskpunk -~
tiks on ruumnurga tipp. Arusasdavalt jaguned niisugune kera-
pind kaheks osasks - ruumnurgas olevaks ja vil jaspool ruummur -
ka olevaks osaks; teatavasti osutud ruumnurgas oleva osa pind-
ala vOrdeliseks kera raadiuse runduga. Seepirast kasutatazkse
ruumnurga vidrtusena selle osa pindala ja raadiuse ruudu jaga-—
tist. Raadiuseks v0ib aga vdtta pikkustthiku (kerapind on siis
tihiksféir) ning defineerida ruumnurga viiirtust jirgmiselt:

ruumnurge vidrtus vOrdub ithiksfdiri selle osa pindalaga ,
ltli.l aseteeb ruumnurgas, kul sfdéiri keskpunktiks on ruummnurga

PP.

Vastavalt definitsioonile saab ruumnurgs vHkrtus olla
nullist kuni arvuni4s7(viimasel juhul hasrab ruamnurk endas -
se kogu ruumi). Ruumsurka, mille viirtus on 1, nimetatakse ste-
radigsniks (ruumradissniks)*

Pgdrdkoonilise ruumnurga vidrtust on lihtne avaldada tel-
Je ja moodustaja veahelise nurga ¥ abil (joon.77). Koonuspind
18ikaeb lihiksfddrist segmendi, mille kSrgus on 1-cosy; segmen-
di pindala on teatavasti sfdiri imbermd33du ja segmendi kOrgu -
se korrutis. Jirelikult on p&drdkoonilise ruumnurga vidrtus

; 2ar(1-cos y),
kul ruumnurga telje ja moodustaja vaheline nurk on y.
Kolmetahulise ruumnurga viddrtuse leidmiseks peab oskama
arvutada 9T§8rI kolmnurga pindala. SfHdri kolmnurgekes nimeta -
takse sfiiri osa, mida piiravad kolme suurringjoone *kaared.

4

*Ruumnurga m3dtmisel kasutatakse ka (eeskitt astronoomias)
ruutkraage; ruutkraadiks nimetatakse ruumnurka, milles vidrtus
on ()" ehk 0,000304617. : g

-
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Joonis 77

Sfadri kolmnurga pindala avaldist saab tuletada efddri kaks-
nurkade pindalade abil.
Sfddri kaksnurk on sfdéri osa, mida piiravad kahe suur-

Joonis 78

ringjoone kaared (n#iteks joonisel 78 kaared ABX ja ACX). Kui
suurringjoonte tasapindade vaheline nurk on & ja sfddri raa-
dius onr, siis leitakse sfddri kaksnurga pindala jérgmis-
te kaalutluste pdhjal: sfiésri kaksnurga pindala Q on ilmselt
vdrdeline nurgaga « ning nende vBrdetegur saadakse tingimusest,
et kui & vdrdub sirgnurgaga, siis Q on pool sfdiri pindalast.
Seega Q=ka , kusjuures kT=27r* ehk k=2r* Jirelikult Q=2r,

Sfairikolmnurga ABC pindala saab niiiid leida jirgmiselt .
Asetsegu kiilg BCjoonisepinnal (joon.78). Siis poolitab joonise-
pind sfddri Ja nidhtav poolsfdidr jaguneb nel jaks sfisdrikolmnur-
gakse; kolmnurga ABC pindala olgu tdhistatud S ning kolmnurka-
de AMN, ACM ja ANBpindalad vastavalt 7U jaTl. Et kolmnurk
AMANon sfisri keskpunkti suhtes siimmeetriline kolmnurgaga £8C,
siis on need kolmnurgad pindvdrdsed; seega on kolmnurga &£ BC
pindala samuti 7 . Kolmnurgad ABC ja £BC koos moodustavad kaks —
nurga, midle pindala on 2r*a ; niisiis S$+9 = 2r'a.

»
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Ka on niha, et kolmnurgad #BC ja #CM koos moodustaved
kaksnurga, mille pindala on 2rA , kolmnurgad ABC 32 ANB aga.
moodustavad kaksnurgs, mille pindala om £r%~ . Seega S+ U=2r
Ja S+U= Zr"'g. -

Saadud vordusteset jdareldub, et

(S+T)+(S+U) + (S+V) = Lria+ 2r'p + Lrip

Kuid joonisepinna ees olev poolsfdsr koosneb nel jast kolmnur-
gast, millede pindalad on S,7,U ja V' jirelikult
S+ T+U+V = 27r*

See vOimaldab eelmisest vdrdusest kdrvaldada 7, U jav, seegm
25+ 2r* = 2rta+ 2p Bt 2P 0y,

millest z z
S=(atptyp-Tr.

Olgu mirgitud, et selles valemis esinevat tegurit «+g+y~-T
nimetatakse sfddrikolmnurga ekstsessiks.®

Ruumnurga vidirtuse definitsiooni jirgi on kolmetahulise
nurga viirtuseks sfifirikolmnurga pindala ja s8fidiri raadiuse
ruudu jagatis. Nii saab sfiddrikolmmurga pindala valemist Jj&a-
reldada, et kolmetahulise nurga vdirtus on a+f+py-7 , kui
tahkudevaheliste nurkade védrtused on o« , ff Jjay .

Kolmetahulisel ruumnurgal on kolm serva, mis asetsevad
paariviisi tema tehkudel (joon.79). Kui servadevahelised nur-
gad (a,b ja c) on teada, siis on kolmetshuline nurk kahtlema-

Joonis 79

ta mairatud (sest seega on tema pinnalaotus teada Jja pinnalao-
tuse jiargi sasb teda koostada). Andmetega 0,6 ja c on jire -
likult misiratud ka tahkudevahelised nurgad (o« , f8 :}af)- Seo -
seid kolmetahulise ruumnurga servadevaheliste nurkade ja tahkn-
devaheliste nurkade vahel nimetatakse sfidritrigonomeetria teo-
reemideks. Nimelt kui kolmetahulist nurka 13igatakse iihik-

% S0na pirineb ladina keelest ja tdhendab: iileastumi!ie, tile-

tamine. Ekstsess on suurus, mille v3rra sfidrikolmnurga sise-
nurkade summa i{iletab sirgnurka.
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sfdiriga, mille keskpunktiks on ruumnurga tipp, siis tekib
13ikekujundina sféddrikolmnurk, tema kiilgede pikkusteks on kol-
. metahulise nurgas servadevaheliste nurkade viddrtused ja sise -
nurkadeks on tahkudevahelised murgad. Nii on sféirikolmmurk. “
eriti sobiv abikujund kolmetshulise ruumnurga omaduste vi#lja-
selgitamiseks.

Kolmetahulise nurga elementide vahel kehtivate seoste tu-
letamiseks olgu ruumnurga tahk 0BC asetatud yz-tasapinnale nii,

Joonis 80 -

et tipp O on koordinaatide alguspunkt ja serv OC gsetseb z-tel-
jel (joon.80). Sfasrikolmnurga tipu # koordinaadid saab sndme-
te abil avaldada (tipu # ristprojektsioon xy-tasapinnal olgu
t#histatud ¥, seega 0¥ =sinb ):

X =.sin b sin p

y = sin B cos r-

z = cos b.

Kui ntiiid ruumnurk porata X -telje iimber nii, et serv 0B
jduadb z -teljele, siis satub sféddrikolmnurga tipf # uude asukoh-
ta A%, mille koordinaadid saab samuti avaldada (arvesse vdttes,
et OW*=sinc ). :

X = sincsinf
> Y = -sinc cosfp
Y Z = cosc.

On n#ha, et ruumnurk on endisest seisust p&Bratud nurga
vdrra X-telje iimber; jdrelikult kehtivad punktide # ja #* koor-
dinaatide vahel p&tramisvalemid

X=x :
Y = ycosa- Esina
Z = ysing + zcosa



39

Kui neis valemites vdtta arvesse punktide # ja #* koor-
dinasatide avaldised, mis on eespool saadud, siis kujunevad
need kolm valemit jérgmisteks seosteks:

sincsinp = sinb siny (%)
-sinccosp = cosa sinbcosy-—sina cos B (L)
cos ¢ = 5in asinbcos y + cosacosb (Ir)

Esimest seost nimetatakse sfddri siinuseteoreemiks ja kir-
Jjutatakse tavaliselt vdrdena
sinfp _ sing (== sin o

sin b sinc sina |’

Kolmandat nimetatakse sféiri koosinuseteoreemiks ja kirju-
tatakse jirgmiselt: : X :
cos ¢ = cosa cosB + sina sinb cos ;-

(erinevas tihistuses on see teoreem juba esinenud § 22 art. 2
esimese iilesande tulemusena). Teine seos on kasutatav peamiselt
abiteoreemina mdningate, rakendamiseks sobivamate teoreemide
tuletamisel; teda nimetatakse sfddrigeomeetrias projektsiooni-
teoreemiks.
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