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PLANIMEETRIA.
Peatiikk I
Sirgjoon.

§ 1. Sissejuhatus.

Oma iimbruses me nieme mitmesuguseid esemeid,
nagu laudu, toole, raamatuid jpm.

Iga ese asetseb ruumis, mis timbritseb meid koikjal,
viibime me toas vdi vdljas. Meie eluase Maakera asetseb
samuti ruumis — maailmaruumis, milles asetsevad ka
Piike, planeedid ja kdik muud taevakehad.

Igal esemel on mitmesuguseid omadusi; viimaste
iseloomustamiseks kasutame erilisi sonu, nagu: suur, raske,
fimmargune jpm. Teatavaid esemete omadusi nime-
tatakse geomeetrilisteks omadusteks. Need on:

1) omadused, mis iseloomustavad eseme k u j u, nagu
sirge, kover, iimmargune;

2) omadused, mis iseloomustavad eseme suurust,
nagu korge, pikk, 100 meetri laiune;

3) omadused, mis iseloomustavad eseme asendit
teiste esemete suhtes, nagu peal, r6obiti, 5 meetri kaugusel.

Eseme kuju, suurus ja asend teiste esemete suhtes on
eseme geomeetrilised omadused.



Peale geomeetriliste:omaduste on esemetel palju muid
omadusi. Tegeldes esemete geomeetriliste omadustega, tuleb
korvale jatta nende koik muud omadused. Vaadeldes geo-
meetriliselt seisukohalt niiteks raamatut ja telliskivi,
jatame korvale aine, millest need esemed on valmistatud,

kaalu, virvuse jpm. ning poorame tdhelepanu ainult
" nende kujule ja suurusele. Niiviisi esemeid vaadeldes kao-
vad erinevused paljude esemete vahel, niiteks nii raamat
kui ka telliskivi muutuvad risttahukaks, liivahunnik ja
kartulikuhi asenduvad koonusega, kummipallist ja piljardi-
munast saab kera. Niiviisi tekivad uued ,,esemed* — rist-
tahukas, koonus, ring, roopkiilik jne., mida nimetatakse
geomeetrilisteks kujunditeks.

Geomeetria on teadus, mis uurib geomeetrilisi kujundeid ja
nende omadusi.

Geomeetrilised kujundid liigitatakse tasa pinna-
listeks ja ruumilisteks. Tasapinnalised kujundid
asetsevad oma koigi punktidega iihel ja samal tasapinnal.
Niisugused kujundid on niiteks ring, sirglaik, kolmnurk.
Geomeetria osa, mis uurib tasapinnalisi kujundeid, nimeta-
takse tasapinnaliseks geomeetriaks ehk planimeet-
riaks., Kujundid, mis ei asetse kdigi oma punktidega
lihel tasapinnal, on ruumilised. Nende uurimisega tegelev
geomeetria osa on stereomeetria.

Sonad geomeetria, planimeetria ja stereomeetria on
kreekakeelsed ja tdhendavad vastavalt maamootmist,
tasapinnamootmist ja ruumiméstmist.

§ 2. Sirgloik.

Mirgime tasasel pinnal, niiteks klassitahvli pinnal,
kaks punkti A ja B ning iihendame need punktid teine-
teisega mitmesuguste joonte abil (joonis 1). Leiame nende
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joonte hulgast kdoige liihema. Selle leidmiseks ldhendame
pinguletommatud niidi punktidele A ja B. Pinguletomma-
tud niit nende punktide vahel kujutab sirgléiku AB.
Punktid A ja B on sirgloigu otspunktid.

Sirgloik on koige lithem joonldik kahe punkti vahel.
Iga muu joonldik, mis iithendab punkte A ja B, on
pikem kui sirgloik AB. Meie kujutluse jargi

kaht antud punkti iithendab
ainult iiks sirgloik.

Nende kahe omaduse

tottu moddetakse kahe punkti 4 B
vahelist . kaugust sirgloiku
mooda ;

kahe punkti vaheliseks kau-
guseks nimetame neid punkte Joonis 1.
ithendava sirgloigu pikkust.

Joonestame niitid kaks sirgloiku; olgu need AB ja CD.
Vordleme nende sirgloikude pikkusi. Selleks paigutame
pinguletommatud niidi v6i sirkli abil

A B tihe sirgloigu, niiteks AB, teise sirg-

& "D lsigu peale nii, et nende ithed otspunk-
tid, nditeks A ja C, iihtivad. Vaatame,

A B kuhu satub esimese sirgloigu teine ots-

C D punkt B (joonis 2).

3 k Kui punkt B satub punktide C ja

g____o_‘ D vahele, siis iitleme, et sirgloik AB on
o liihem sirgloigust CD, ja kirjutame:
Joonis 2. AB.<.0D;:

kui punkt B iihtib punktiga C, siis iitleme, et sirglsi-
gud AB ja CD on vordsed, ja kirjutame:

AB =CD;
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kui punkt B satub véljapoole sirgloiku CD, siis iitleme,
et sirgloik AB on pikem sirgldigust CD, ja kirjutame:
AB > CD.

Sirgloike tahistame sageli ka ainult iihe viikese tihega,
néiteks sirgloik . Kus eksimust ei ole karta, seal nimetame
sirgloiku lihtsalt 16iguks.

Joont, mis koosneb sirgloikudest, nimetatakse murd -
jooneks. Joonisel 1 kujutatud joontest kéige iilemine
on murdjoon.

Ulesanded.

1. Vordle joonisel 7 kujutatud kaardil Tiiri kaugust
Tallinnast, Tapalt ja Tartust 6huteed mooda ning jérjesta
need kaugused kahanevas jiarjekorras.

2. Leia, missugused kaks Eesti linna asetsevad Pir-
nust ohuteed mooda vordsetel kaugustel.

§ 3. Sirgloikude summa ja vahe.

Joonestame kaks sirgloiku a ja b. Et ehitada sirglsik,
mis vordub ldikude @ ja b summaga, selleks joonestame
sirgléigu

CAE— a,
japikendame seda 16iku siis iile punkti L punktini M
nii, et
LM —=b.
Nii saadud sirgléik on Idikude @ ja b summa (joonis o)
KM =a 4 b.

Kui 16igud @ ja b on vordsed, siis punkt L asetseb sirg-
16igu KM otspunktidest vérdsetel kaugustel ehk, teisiti,
punkt L poolitab sirglsigu KM. Sel juhul punkt L on
sirgligu KM keskpunkt.
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Uhe ja sama 16igu korduval liitmisel saame joonestada
16igu, mis on antud 16igu kordne; et l16igu a jargi joones-
tada niiteks Ildoiku 3a, selleks joonestame esiteks 1oigu
a + a ja lildame sellega veel kord ldigu a.

a —

—t K

<o~
s

Joonis 3.

Kahe sirgloigu vahe leidmiseks tuleb iiht I6iku
lihendada teise vorra. Et leida antud sirgléikude m
ja n vahet (joonis 4), selleks joonestame esiteks sirgloigu

AR m,
ja lithendame seda loiku siis sirgléigu BC vorra, nii et
BC = n.
Nii saadud sirgloik
AC =m —n.

On selge, et iihest sirgloigust saab lahutada teise
sirgléigu ainult sel juhul, kui teine 16ik on esimesest lithem.

= o

n A Cc J
[t —— - <

Joonis 4.

Osates sirgloike liita ja lahutada, voime mitmesugu-
seid algebralisi avaldisi kujutada sirgloikudena. Et kuju-
tada sirgloiguna néiteks avaldist

8a -—2b,
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votame vabalt kaks sirgloiku o ja b, ehitame sirgldigu 3a
Jja lahutame sellest sirgloigu 2b. Ulejidv sirgloik « kuju-
tabki antud avaldist (joonis 5):

=30 —— b
a t Lot b
f= 2 3a
fo — A = L ]
e | 20—
Joonis 5.
Ulesanded.

3. Joonesta kahe vabalt voetud sirgloigu summa.
4. Joonesta kahe vabalt voetud sirgldigu vahe.

5. Joonesta kahe punkti vahele vabalt kaks murd-
Joont ja ehita sirgléigud, mis on nende murdjoontega iihe-
pikkused. Kumb murdjoon on pikem ja kui palju?

6. Ehita sirgloik 4a, kus ¢ on vabalt voetud sirgloik.

7. Ehita sirgloik = 50 — 3b, kus « ja b on vabalt

voetud sirgloigud. Missugusel juhul iilesanne ei ole
lahenduv?

8. Kujuta sirgloikudena avaldised 2a 4 2b ja
2(a + b). Mis véib 6elda tulemuste vérdlemisel?

§ 4. Sirgldigu modtmine.

Eespool vordlesime sirglsikude pikkust nende iiks-
teise peale paigutamise teel. Sedasama on voimalik teha ka
sirgloikude mostmise ja saadud mootarvude vordlemise teel.
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Moo6tmiseks vajame madduiihikuid. Mooduithikud mai-
ratakse riigivéimu poolt seadustega, et oleks tagatud iiht-
laste tihikute tarvitamine. Riigivéimu kontrollile alluvad

ka tarvitatavad méoduriistad.

Meil on seadusliku méddusiisteemina tarvitusel nn.
meetermoodustik, milles pikkuse pohitihikuks on meeter.
Tarvitatavamad pikkusiihikud selles siisteemis on jéirg-

mised :
Im=10dm = 100 cm = 1000 mm;

ldm = 10cm = 100 mm;
L= " T0imm
1km = 1000 m.

Meeterméddustikku  mittekuuluva  iihikuna kasutatakse
meresoidu alal iihikut

1 meremiil ~ 1,852 km.

Maéota sirgléik tihendab leida, mitu korda pikkusiihik mahub
antud sirgloigule.

Olgu vaja moota sirgloik AB (joonis 6). Kasutades
tihikuna sentimeetrit, mahutame selle méoddetavale sirg-
Idigule nii mitu korda kui ta mahub.

Joonis 6,

Joonisest ndeme, et antud juhul 1 em mahub méoddetavale
girgloigule 4 korda, kusjuures jiddb iile sirgldéik, mis on
viiiksem kui 1 em. Seega

4ecm < AB < 5em.
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Selle pohjal iitleme, et sirgloigu AB pikkus on ligikaudu
4 cm v6i 5 em. Kumma neist méotarvudest loeme sirg-
16igu pikkuseks, see soltub sellest, kas me lepime kokku
modta puudusega voi liiaga. Nii iihel kui teisel
juhul tekib méstmisel viga. Et mootmisvead oleksid voi--
malikult vaikesed, selleks on kokku lepitud

moota puuﬂuseg‘a, kui iilejadv 16ik on viiksem kui pool iihikut,
ja lilaga, kui iilejadv 16ik on vordne véi suurem kui pool iihikut.

Antud sirgloigu tipsemaks mootmiseks kasutame iile-
jédva ldigu mosGtmiseks sentimeetrist viiksemat iihikut,
s. 0. millimeetrit. Kui 1 mm mahub iilejiivale 15igule
litleme enam kui 3, kuid vdhem kui 4 korda, siis

4dem3mm < AB < 4 em4 mm
ehk

" 4,3cm < AB < 4,4 cm.

Eespool-toodud kokkuleppe kohaselt loeme AR pikkuseks
selle mootarvu, mis on viiksema veaga. Kui selleks on
4,3 cm, siis

AB = 4,3 cm.

Vaadeldud juhul sirgloigu méétmine oli ligi-
kaudne, sest kasutatud pikkusiihik ei mahtunud tiis-
arv kordi maéddetavale sirgldigule. Kiisime, kas sirgloigu
modtmine voib olla ka tdpne, Palja silmaga vaadates
voib ménikord nédida, et pikkusiihik mahub moodetavale
sirgldigule tdpselt tdisarv kordi, kuid kontrollides seda
luubi v6i mikroskoobi abil vdib osutuda, et see ei ole nii.,
Et meil kunagi ei ole teada, kas tidpsena niiv méstmine ka
suurema suurenduse kasutamisel osutub tidpseks voi mitte,
siis iitleme, et

sirgléigu modtmine on ikka ligikaudne.
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Ulesanded.

9. Joonesta kinnine murdjoon, s. t. murdjoon,
mille otspunktid iihtivad, ja leia modtmise teel selle murd-
joone pikkus.

10. Leia alljargneval kaardil antud moédu alusel,
kui kaugel asetsevad iiksteisest Rakvere ja Narva, Tapa
ja Tartu, Tiri ja Viljandi, Viljandi ja Tartu.

g,
20 Q0 20 4 60 80 100 1m0km N ’
o
% K
LLINN
e vi
lapa
g ~
>
| ) / L
) apa ) R A ustve ‘/ \
ri \
v | aa <l\IIA{' ;
( \ i )
. lacii ARTUZANAG:
» N\ ¢ | ) P
2 3 \
: ( ) \\\\
(t
Antsla, =
- e)
/ 3 \‘V { e %
\
L \-\'\P
Joonis 7.

11. Avalda 3,5 meremiili kilomeetrites.

12. Avalda 20 km meremiilides.

13. Sirgloik on jaotatud kaheks mittevordseks 16i-
guks. Nende loikude keskpunktid on teineteisest 5,3 cm
kaugusel. Kui pikk on antud sirgléik?

14. 15 cm pikkune 16ik on jaotatud kaheks mitte-
vordseks 16iguks. Kui kaugel teineteisest asetsevad nende
I6ikude keskpunktid?
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§ 5. Kiir ja sirge.

Sirgloikude liitmisel pikendasime sirgloiku iile iihe
otspunkti. Mottes viime seda teha piiramatult kaugele.

Sirgloiku iile iihe otspunkti piiramatult pikendades tekib Kkiir.

Kiirel on iiks otspunkt (joonis 8). Kiirt tidhistatakse
kas iihe viikese tdhega, v6i kahe suure tahega, milledest
iiks on tema otspunkti ja teine tema iihe vabalt véetud
punkti tihis.

Sirgloiku saame pikendada ka iile mélema otspunkti.
Mattes voime seda teha piiramatult kaugele.

Sirgloiku iile mélema otspunkti piiramatult pikendades tekib
sirgjoon ehk sirge.

Eelnevast selgub, et kiire ja sirge joonestamine pabe-
rile v6i kujutamine mudeli abil ei ole voimalik. Kui litleme,
et joonestame sirge, siis joonestame sellest sirgest ainult
tihe 16igu.

A B

O -0

A B

s A B
Joonis 8.

Sirget tdhistatakse kas selle sirge kahe punkti tdhiste
abil, niiteks sirge AB, véi iihe viikese tdhega tdhestiku
viimaste tdhtede hulgast, nditeks sirge s.

Joonestame kaks punkti A ja B. Neid punkte iihenda-
vaid sirgloike on ainult iiks. Selle 15igu pikendamisel iile
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mélema otspunkti saame iihe ja ainult iihe sirge. Sellest
selgub, et

kaht punkti ldbib ainult iiks sirgjoon.
Sedasama tosiasja teisiti avaldab lause:

kahe punktiga on sirgjoon miiratud.

Uhe punktiga ei ole sirge médratud, sest iiht punkti ldbib
loendamatu hulk sirgeid (joonis 9).

Joonis 9.

Joonestame kaks sirget # ja v nii, et neil oleks iiks
thine punkt P (joonis 10). Oeldakse, et need sirged 161i-
kuvad selles iihises punktis. Kiisime, kas need sirged
I6ikuvad veel mdnes teises punktis. Joonise piirkonnas ei

£ T
(4

Joonis 10.

leidu teist 16ikepunkti, kuid véib-olla leidub see kuski viga
kaugel. Jirele mdeldes selgub, et teist lsikepunkti sirgetel
% ja v ei saa olla. Toepoolest, kui sirgetel u ja v leiduks
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veel teine iihine punkt, iitleme @ (joonis 10), siis ldbiks
ju punkte P ja @ kaks eri sirget, mida olla ei saa. Sellest
selgub, et

kaks sirget voivad Ioikuda ainult iihes punktis.

Ulesanded.

15. Kuidas nimetatakse sirge osasid, milleks selle
jaotavad kaks sirgel voetud punkti?

16. Joonesta koik sirged, mis on madratud tasapinnal
asetseva viie punktiga, millede hulgas ei leidu kolme iihel
sirgel asetsevat punkti.

17. Mitu sirget on mairatud 3, 4, 5 punktlga millede
hulgas ei leidu kolme punkti iihel sirgel?

§ 6. Aksioom ja teoreem.

Geomeetriliste kujundite omadusi viljendatakse lau-
setes, mida nimetatakse aksioomideks ja teoree-
mideks.

Aksioom ehk p6ohilawuse on niisugune lause, millega
véljendatav téde on niivorra lihtne, et seda ei ole vaja voi
ei saagi pohjendada veel lihtsamate tédede abil. Aksioomid
on nditeks jargmised laused:

sirgloik on koige lithem joonloik kahe punkti vahel;

kaht punkti ldbib ainult iiks sirgjoon.

Teoreem on niisugune lause, millega viiljendatavat tode saab
ja tuleb pohjendada lihtsamate todede abil.

Eespool-toodud lausetest on teoreem niiteks jirgmine:
kaks sirget voivad loikuda ainult iithes punktis.
Teoreemi pohjendamist teiste lausete abil nimetatakse

teoreemi toestamiseks. Teoreemi tdestamine toimub
sel teel, et tuntud todedest (aksioomidest ja teoreemidest)
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Jdreldatakse jarjest uusi tédesid, kuni joutakse sel-
leni, mida soovitakse toestada. Seega toimub teoreemi toes-
tamine moétlemise teel, mitte aga vaatluse voi mootmise abil.

Geomeetriliste kujundite omadusi 6pitakse - sageli
tundma vaatluse ja mootmise teel. Sel teel leiutatud oma-
dused ei tarvitse alati olla 6iged
ja vajavad seepirast toestamist.
Et vaatluse teel, s. t. silma '
kaudu saadud muljed voivad
olla ekslikud, selles voib veen-
duda, kui vaadelda joonist 11.
Igaiiks nédeb sellel joonisel spi-
raale, mis lahtuvad iihisest kesk-
punktist. Téeliselt kujutab ta
aga {ihise keskpunktiga ring-
jooni, nagu selgub sirkliga Tobnit i
kontrollides.

Sellelaadilisi silmapetteid esineb palju. Kaks neist on
toodud joonisel 12. Jidgu lugeja iilesandeks selgusele
jouda, kas sellel joonisel kujutatud ruutude kiiljed on sir-
ged vo6i koverad. :

=

\

)

N
/ /
/)

~

NS

N

72220

N\

Joonis 12,

Byt

2 Etverk. Geomeetria I.
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Nagu eespool selgus, peab teoreemi: tdestamiseks
- oskama tuntud tddedest teha o&igeid jireldusi. Jirelduse
tegemiseks kasutatakse harilikult kaht tuntud téde. Neid
todesid, millest jéreldusi tehakse, nimetame e eldusteks.

/\ Néaide. Eeldame, et opilase N kohta on
teada jargmised asjaolud:

opilane N soitis laupdeval koju;
\\ / opilase N kodu on Raplas.
Neist eeldustest véime jiareldada, et

opilane N sditis laupdeval Raplasse.

Tuleb hoiduda ebadigete jidrelduste tegemisest!
/K Ulaltoodud eelduste puhul v6ib osutuda eba-

oigeks niit. jirgmine jireldus:

7 opilane N oli piihapdeval Raplas.
Joonis 13.

Ulesanded.

18. Tee jareldused igast jargnevast eelduste paarist:
Al D B e A S T e R i e A
b<e¢ b>c¢c =xz=a+c a=c—b a=>

19. Otsusta silma jargi, kumb joonisel 13 kujutatud
sirgloikudest on pikem. Kontrolli tulemust mddtmise teel.



Peattkile: T,

Ringjoon ja nurk.
§ 7. Ringjoon ja ring.

On tasapinnalisi ja ruumilisi jooni. Kui lennuk parast
aerodroomi kohal tiirude tegemist viimaks seal maandub,
siis ta on kujundanud ruumilise kdverjoone.

Uks lihtsamaid tasapinnalisi jooni peale sirgjoone on
ringjoon. See joon tekib, kui punkt liigub tasapinnal nii,
et selle kaugus iihest kindlast punk-
tist ei muutu: olgu O kindel punkt
(joonis 14) ja liikugu punkt A selle
imber, jédiddes sellest ikka iihele ja
samale kaugusele; tee, mille kujun-
dab punkt A, on ringjoon.

Seega voib delda, et

ringjoon on kinnine tasapinnaline
joon, mille kéik punktid asetsevad iihest Jooni. 14,
kindlast punktist iihel ja samal kaugusel,

Seda kindlat punkti nimetatakse ringjoone kesk-
punktiks, ja sirgloiku, mis ithendab keskpunkti ring-
joone mingi punktiga, nimetatakse raadiuseks (oA
joonisel 14). Keskpunkti ja raadiusega on ringjoon tasa-
pinnal méédratud, s. t. nende andmete jargi-saab joones-
tada ainult {ihe ringjoone. Samuti on ringjoon méiratud
keskpunkti ja ringjoonel antud iihe punktiga.

2+
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Ringjoon jaotab tasapinna punktid kolme riihma,
nimelt ringjoone sees asetsevateks, ringjoonel asetsevateks
ja valjaspool ringjoont asetsevateks punktideks. Tasapinna
iga punkt kuulub iihesse neist kolmest riihmast; mis-
sugusesse, seda otsustame jiargmise tunnuse abil:

punkt asetseb ringjoone sees, ringjoonel véi- viljaspool ring-

joont vastavalt sellele, kas tema kaugus ringjoone keskpunktist on
viaiksem kui raadius, vordne raadiusega voi suurem kui raadius.

Sirgloiku, mis iihendab ringjoone kaht punkti, nime-
tatakse ko66luks (BC joonisel 14). Keskpunkti ldbiv
kool on diameeter ehk 14bimoot (BD joonisel 14).
Lébimoot on kaks korda pikem kui raadius.

Tasapinna tiikki, mida piirab ringjoon, nimetatakse ringiks.

Kui kaks ringjoont on vordsete raadiustega, siis saab
neid teineteise peale paigutada nii, et nad iihtivad. Niisu-
guste ringjoonte kohta oeldakse, et nad on vordsed; seega

kaks ringjoont on vordsed, kui nende raadiused on vérdsed.

Ulesanded.

20. Joonesta joon, millel asetsevad koéik punktid, mis
on antud punktist 2,5 em kaugusel.

21. Joonesta sirgloik pikkusega 4 cm ja leia kaks
punkti nii, et nad asetseksid selle sirgloigu kummastki
otspunktist 3 em kaugusel.

22. Antud on punkt, mis asetseb 12 em kaugusel
ringjoone keskpunktist. Kui kaugel sellest punktist aset-
seb ringjoone koige lihem ja kui kaugel koige kaugem
punkt, kui raadius on 5 em?

23. Leia ringjoonel punktid, mis asetsevad diameetri
otspunktidest raadiuse kaugusel.
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§ 8. Kaar ja selle mootmine.

Kaks ringjoonel voetud punkti A ja B jaotavad
ringjoone kaheks kaareks. Kui véetud punktid ei ole
tithe ja sama diameetri otspunktid, siis on iiks kaartest
viiksem kui pool ringjoonest. Kaare AB all moistetakse
harilikult viiksemat kaart, mille otspunktid on 4 ja B.

Seda kaart tihistatakse siimboliga AB.

Uhe ja sama ringjoone kaari saab vorrelda nende
suuruse poolest. Selleks poorame iiht kaart mooda ring-
joont seni, kuni ta satub teise kaare peale nii, et nende
tihed otspunktid iihtivad (joonis 15). Kui seejuures iihti-
vad ka nende teised otspunktid, siis iitleme, et vérrelda-
vad kaared on vordsed. Kahe kaare AB ja CD vordsust
mérgitakse kirjas kujul

AB = CD.

Ringjoone kaare otspunkte iihendab iiks selle ring-
joone ko66l, kuid iga koolu otspunkte i{ihendavad kaks
kaart; koolu ja selle otspunkte iihen-
dava vdiksema kaare kohta Gel-
dakse, et nad vastavad teine-
teisele: koolule AB joonisel 15 vastab
kaar AB, mitte aga kaar ACB.

Olgu AB ja CD kaks vordset
kaart (joonis 15). Poorame kaart CD
mooda ringjoont seni, kuni tema ots-
punktid iihtivad kaare AB otspunk- Foomin 18-
tidega.  Seejuures iihtivad ka neile :
kaartele vastavad koolud. Sellest jiareldame, et

vordsetele kaartele vastavad vordsed koolud.

Edaspidi ndeme, et ka, timberpoordult,
vordsetele kooludele vastavad vordsed kaared.
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Kaare moo6tmisel tarvitatakse iihikuna kaare-
kraadi, kaareminutit ja kaaresekundit.

Uks kaarekraad ('10) on y &4 ringjoonest;
liks kaareminut (1’) on 4, kaarekraadist;

liks kaaresekund (1”) on ¢!, kaareminutist.
Seega
10— G E==T8 GO IML
i e 0
Ulesanded.

24. Ringjoone pikkus on 12 km. Mitu meetrit on
selle ringjoone 1-minutise kaare pikkus ?

25. Ringjoone 10-se kaare pikkus on 7,5 cm. Kui
pikk on see ringjoon?

26. Maa ekvaatori pikkus on 40070 km. Arvuta
ekvaatori 10-se, 1’-se ja 1”-se kaare pikkus. Vérdle ekvaa-
tori 1'-se kaare pikkust eespool-toodud meremiiliga.

27. Mitu kraadi sisaldab kaar, mis on 1, 1, b
ringjoonest? '

28. Missuguse osa ringjoonest moodustab 100-, 200-,
180-, 540-, 2100-ne kaar?

29. Jaota ringjoon kaarteks, mis toetuvad raadiuse
pikkusele kddlule. Kui suur on iga niisugune kaar?

’

§ 9. Nurk.

Joonestame kaks kiirt AB ja AC, mis viljuvad iihest
ja samast punktist A (joonis 16). Saadud kujundit nime-
N
tatakse nurgaks ja tihistatakse kas siimboliga BAC,
N
CAB véi lintsalt A. Seega

nurk on kujund, mille moodustavad kaks iihest ja samast
punktist valjuvat kiirt.
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Nurka moodustavaid kiiri nimetatakse nurga haa -
radeks ja nende iihist otspunkti — nurga tipuks.

Nurga haarad jaotavad tasapinna, millel see nurk.
asetseb, kaheks eraldatud piirkonnaks nii, et iihest piir-
konnast ei ole voimalik mééda tasapinda
teise piirkonda minna ilma nurga iiht B
haara ldbimata.

Tasapinna iihe piirkonna kohta 6el- 4

dakse, et ta asetseb nurga sees, ja teise . c
piirkonna kohta, et ta asetseb vdljas-
pool nurka. Kumma piirkonna loeme Joonis 16.

nurga sees olevaks, see on kokkuleppe
kiisimus. Harilikult mirgitakse nurga sees olev piirkond
kaarekesega (joonis 16).

Kahe nurga suuruse vordlemiseks paigutatakse iiks
nurk teise nurga peale ja nimelt nii, et nende tipud ja iithed

haarad iihtivad. Olgu antud vérrelda N6\P ja Ki\M (joo-

nis 17). Paigutame nurga NOP nurga KLM peale nii, et

tipp O iihtiks tipuga L ja et haar ON iihtiks haaraga LK.

Haar OP v6ib seejuures sattuda kas nurga KLM sisse v5i

selle nurga haarale LM v6i viljapoole nurka KLM. Esi-
mesel juhul

0 > /\
NOP < KLM,
teisel juhul
/\ /\
NOP = KLM
ja kolmandal juhul
A A
- NOP > KLM.

Joonis 17.

Seega

kaks nurka on vordsed, kui neid saab teineteise peale paigu-
tada nii, et nad iihtivad.
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Nurki tahistatakse ka kreeka viikeste tdhtedega, nii-
teks o ,3, Y.

§ 10. Kesknurk.

Joonestame ringjoone ja selle kaks raadiust OA ja OB
(joonis 18). Pikendades neid raadiusi véaljapoole ringjoont,

5N
saame kaks kiirt OA ja OB, mis moodustavad nurga AOB.
Seda nurka nimetatakse kesknur gaks. Seega

kesknurk on nurk, mille tipp asetseb ringjoone keskpunktis.

Kesknurga AOB kohta 6eldakse,
et ta toetub kaarele AB voi koo-
lule AB.

Kesknurga sees asetsevat ringi
osa nimetatakse sektoriks. Sek-
tor on piiratud kahe raadiusega ja
iihe kaarega.

Vaatleme iihes ja samas ringis
kaht vordset kesknurka AOB ja
A,0B,; (joonis 19). Niitame, et

vordsed kesknurgad toetuvad vérdsetele kaartele ja vordse-
tele kooludele.

Joonis 18,

Selle teoreemi tdestamiseks podrame sektorit AOB
tasapinnal imber punkti O, kuni punkt A iihtib punktiga
A,. Et kesknurgad AOB ja A, 0B,
on vordsed, siis iihtib sellel poorami-
sel sektor AOB sektoriga A,0B,,
kaar AB kaarega A,B, ja kéol AB
kooluga A,By. Jarelikult on nad
vordsed.

_ Eeldame niiiid, et joonisel 19
kaared AR ja A,B, vbi k66lud AB ja
AB; on vordsed. Poirates sektorit Joonis 19.
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AOB iimber punkti O endisel viisil, jouame otsusele, et ka
kesknurgad AOB ja A,0B; on vordsed. Seega

vordsetele kaartele véi kodludele toetuvad vordsed kesknurgad.

Need kaks teoreemi kesknurkade kohta on oGiged ka
siis, kui need nurgad ei asetse iihes ja samas ringis, vaid
erinevates, kuid vordsete raadiustega ringides. Sel juhul
paigutame iihe ringi teise peale nii, et nende keskpunktid
iihtivad, ja jiatkame siis toestamist endisel viisil.

§ 11. Konstruktsiooniilesandeid.

Geomeetrilise kujundi ehitamist selleks maéadratud
joonestamisriistade abil nimetatakse konstruktsi-
ooniks, Joonestamisriistadena kasutatakse seejuures
peamiselt joonlauda ja sirklit, ménikord ka kolmnurka ja
malli. Kus see teisiti ei ole deldud, seal eeldatakse kies-
olevas raamatus, et konstruktsioon toimub ainult joonlaua
ja sirkli abil. i

Konstruktsiooniilesande lahendamisel ei ole lubatud
arvutamine ega proovimine: otsitava punkti voi
joone leidmine peab toimuma ainult nende toimingutega,.
mida voimaldavad joonlaud ja sirkel, s. o. sirgete ja ring-
joonte joonestamisega.

{lesanne 1. Ehitada nurk, mis on vordne antud
nurgaga « ja mille tipp ning iiks haar on antud.

Lahendus (joonis
20). Teades, et vordsete el
raadiustega ringides vord-
setele kooludele vastavad
vordsed kaared ja vordsed 0
kesknurgad, toimime jarg-
miselt : Joonis 20.

K
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1. Joonestame antud nurga tipu ja ehitatava nurga
tipu O ilimber vordsete raadiustega kaared ja téhistame
punkti O ilimber joonestatud kaare ning antud kiire 1ike-
punkti néiteks tdhega K;

2. joonestame punkti K iimber kaare, mille raadius
vordub antud nurgale kui kesknurgale vastava kooluga, ja
téhistame selle kaare 16ikepunkti endise kaarega niiteks
tdhega L;

3. Jjoonestame kiire, mis lihtub punktist O ja ldbib
punkti L.

Nurk KOL on vordne antud nurgaga a, sest neile
nurkadele kui kesknurkadele vastavad k&slud on vordsed.

Ulesanne 2. Liita antud nurgad a ja B.

Lahendus (joonisel 21). Ehitame vabalt voetud
punkti O juurde nurga, mis vérdub antud nurgaga a, ja
Suurendame seda nurga g vorra. Saadud nurk AOB
kujutab nurkade ¢ ja g summat:

N\
AOB = a4 B.

Kui nurgad a ja B joonisel 21 on vordsed, siis iitleme,
et kumbki neist on pool nurgast AOB. Nende nurkade
iihine haar on nurga AOB poolitaja.

Joonis 21.



27

Ulesanne 3. Lahutada antud nurgast « antud

nurk g.

Lahendus (joonis 22), Ehitame vabalt véetud
punkti O juurde esiteks nurga KOM, mis vordub antud
nurgaga «,ja vihendame seda nurga g vorra. Ulejidiv
nurk KOL on nurkade a ja g vahe:

AY
KOL = a— 8.

Joonis 22,

Ulesanded.

30. Joonesta kahe vabalt voetud nurga summa.

31. Joonesta nurk, mis on antud nurgast kolm korda
suurem.

32. Joonesta kolmnurk ja ehita sirkli ja joonlaua abil
selle nurkade summa.

33. Leia kahe vabalt voetud nurga vahe.

§ 12. Nurkade liigitelu.

Nurka, mille haarad moodustavad sirgjoone, nimeta-
takse sirgnurgaks (nurk a joonisel 23).

Koéik sirgnurgad on vordsed,
sest neid saab iiksteise peale paigutada nii, et nad iihtivad.
Kahe sirgnurga summa on tdispoore (nurk g jooni-
sel 23). Seega

sirgnurk on pool tdispoordest.
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Nurka, mis on pool sirgnurgast, nimetatakse tdis-

nurgaks (y joonisel 23); seega

tdisnurk on veerand tiispoordest.

e

Joonis 23.

Et sirgnurgad on vordsed, siis on seda ka nende
pooled; seega
koik tdisnurgad on vordsed.

Taisnurga haarade kohta Geldakse, et nad on teine-
teisega risti ehk nad ristuvad; seega kaks sirget
ristuvad, kui nende Idikumisel tekib tdisnurk. Joonisel
margitakse kahe sirge ristumist ja seega ka tidisnurka
kaarekese ja punktiga nurga sees, kuna kirjas tarvita-
takse selleks tahist L.

Nurka, mis on vidiksem tédisnurgast, nimetatakse
teravnurgaks (4 joonisel 23), ja nurka, mis on suu-
rem tédisnurgast, kuid viiksem sirgnurgast, nimetatakse
niirinurgaks (¢ joonisel 23). Sirgnurgast suuremat
nurka nimetatakse kumernurgaks ({ joonisel 23).

Ulesanded.

34. Leia vabalt voetud niirinurga ‘ja teravnurga vahe.
35. Joonesta vabalt kumernurk ja teravnurk. Leia,
mitu korda teravnurk mahub kumernurka.
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36. Missuguse nurga vorra poordub kella suur osuti
60, 30, 15 minutiga?

37. Joonesta vabalt kaks teravnurka ja ehita kolmas
nurk nii, et nende summa oleks sirgnurk.

§ 13. Nurga modtmine.

Nurga suuruse mootmiseks vajame vastavaid moodu-
ithikuid ja mo6tmisriistu. Suuremad iihikud nurga moot-
miseks on sirgnurk ja tdisnurk. Véiiksemad {ihikud on
nurgakraad, nurgaminut ja nurgasekund.

Nurgakraad (10) on g'ytdisnurgast ehk 54 tdispoordest.
Nurgaminut (1) on 'y nurgakraadist;

nurgasekund (1”) on &'y nurgaminutist.

Seega
1 tdisnurk = 900 = 5400’ = 324 000”;
10 = 60’ —_ 3 600”;
iz 60”.

Et nurgaminut ja eriti nurgasekund on viga viikesed
iihikud, siis tarvitatakse neid seal, kus on vajalikud viga
tipsed mootmised, nagu maamdotmisel ja astronoomias.
Nende iihikute vordlemiseks voiks néiteks oelda, et
10 meetri kauguselt vaadatuna paistab

inimese nidgu (17,5 ecm) iihekraadises nurgas,
olekorre 14bimdot (3 mm) iiheminutises nurgas,

juuksekarva ldbimdoot (0,05 mm) iihesekundises
nurgas.
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Paberil ja klassitahvlil joonestatud nurkade mé&&tmi-
seks kasutatakse nurgaméotmise riistana malli. Vilis-
toodel kasutavad maaméotjad nurgamodtmise riistana
teodoliiti (joonis 24).

Malli poolringi kaar
on jaotatud kaarekraadi-
deks ja nurga modtmisel
leitakse, mitu kraadi sisal-
dab nurgale kui kesknur-
gale vastav kaar. Et ring-
joon on jaotatud 860-ks
kaarekraadiks ja tdispoore
samuti 360-ks nurga-
kraadiks, siis sisaldab iga
kaar niisama palju kaare-
kraade, kui palju vastav
kesknurk sisaldab nurga-
kraade,

tlesanded.

38. Mitu kraadi ja
minutit on 12,50, 7,30,
Joonis 24, 24490, 87307

39. Mitu kraadi on 82012, 15054’, 320 20/,
300 30’ 30”7?

40. Arvuta nurkade a= 810 45’ ja 8 — 280 38’ summa
ja vahe,

41. Arvuta nurkade a = 170 38 15”, B — 430 25’ 44~
ja y = 460 54’ 05” summa.

42. Kui suure nurga vorra péérdub kella minutiosuti
42 min. viltel?

43. Missuguse aja viltel poordub kella tunniosuti
250-se nurga vorra?
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44. Mis saab jireldada eeldustest « =B ja a4+ B =
= 18007

N N 2\
45. Kas A on terav- v6i niirinurk, kui A = 1800 — B

ja B < 9007 .
46. Ehita malli abil nurgad 359, 600, 1270, 1750,
47. Jaota vabalt voetud nurk malli abil 2-ks, 4-ks
vordseks nurgaks.
48. Kui suur kesknurk toetub kaarele, mis on § ring-
joonest?
§ 14. Korvunurgad ja tippnurgad.

Kahe sirge loikumisel tekib neli nurka (joonis 25).
Nurki, mis asetsevad teineteise suhtes nagu a ja B voi a
ja §, nimetatakse korvunurkadeks. Joonisel 26 on
iiks korvunurkade paar eraldi joones-

tatud. Sellest ndeme, et 8
korvunurkadeks  nimetatakse kaht y «

nurka, millel on iihine tipp, iiks iihine haar d

ja mille teised haarad moodustavad sirg-

joone. Joonis 25.

Sellest jiareldame, et
kérvunurkade summa vdrdub kahe tdisnurgaga.

Toestuseks liidame korvunurgad, korvaldades nende
ithise haara., Et {ilejadnud haarad moodustavad sirgjoone,
giis vordub koérvunurkade summa

sirgnurgaga ehk kahe tdisnurgaga.
Selle teoreemi pohjal voime ar-
vutada antud nurga kérvunurga.

Olgu o = 480 17’; selle korvunurk

B = 1800 — 480 17

ehk
Joonis 26. B = 1310 43’.
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Jadreldused:

1. kui iiks korvunurkadest on teravnurk, siis teine
on niirinurk;

2. kui iiks korvunurkadest on tdisnurk, siis on teine
ka tdisnurk;

3. kui kérvunurgad on vérdsed, siis nad on mélemad
taisnurgad.

Antud nurga kérvunurga joonestamiseks tuleb piken-
dada selle nurga iiht haara iile tipu. Et pikendada véib
liksk6ik kumba haara, siis on igal nurgal &ieti kaks
korvunurka.

Pikendades nurga o molemat haara iile tipu (joo-
nis 27), saame nurga o korvunurgad 8 ja y. Néitame, et
need kaks nurka on vérdsed.

Et kérvunurkade summa on

O sirgnurk, siis
4 a4+ B = 1800
D
s S a+y=1800;
Joonis 27. seega
a+B=a-+y.

Lahutades viimase vorduse mdlemast poolest nurga «
saame '

B=
mida oligi tarvis téestada.
Seega ithe ja sama nurga kérvunurgad on vordsed.
Uhe ja sama nurga kérvunurki nimetatakse tippnurkadeks.
Eespool téestasime seega, et
tippnurgad on vérdsed.

Kahe sirge l6ikumisel tekib alati kaks tippnurkade paari.
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Ulesanded.

49. Kui suur on nurga 141057 kérvunurk?

50. Kui suur on nurk, mis on oma korvunurgast 180
vorra suurem?

51. Kui suur on nurk, mis on 7 oma kérvunurgast?

52. Naiita, et kahe vordse nurga korvunurgad on
vordsed.

53. Kahe tippnurga summa on 1050 38. Kui suur
korvunurk on neil tippnurkadel?

54. Uhel pool sirget CD asetseb punkt A ja teisel

pool punkt B. Leia sirgel CD punkt P nii, et APC = BPD
Kas iilesanne on alati lahenduv?

55. Nurk kahe diameetri vahel on 350 20’, Kui suur
on iga kaar, milleks need diameetrid jaotavad ringjoone?

§ 15. Definitsioon.

Peale aksioomide ja teoreemide on veel iiks eriline liik
matemaatilisi lauseid; need on definitsioonid, s. t.
niisugused laused, millega antakse sisu mingile uuele mois-
tele. Lause ,kooluks nimetatakse sirgloiku, mis iithendab
ringjoone kaht punkti on definitsioon, sest selle lausega
oeldakse, mis tdhendab sona ,,ko6l“. Samuti on definitsi-
oonid jargmised laused:

»diameeter on kool, mis labib keskpunkti®;

»tasapinnaline kujund on kujund, mille k6ik punktid
asetsevad iihel ja samal tasapinnal®

On iseloomustav, et definitsioonides saab séna ,,on*
asendada sonaga ,nimetatakse, mida aksioomides ja teo-
reemides teha ei saa.

3 Etverk. Geomeetria I.
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Geomeetrias pililitakse voimalikult koigile maoistetele,
mida seal tarvitatakse, anda definitsioonid. Mdistet, mida
kasutatakse ilma definitsioonita, nimetatakse algmois -
te ks. Niisugused moisted on méisted, mis on arusaada-
vad ilma definitsioonita ja mis on niivorra lihtsad, et neid
ei--saagi defineerida; algmoisteina tarvitatakse niiteks
moisteid ,,punkt®, ,,pikkus, ,,suurus®, ,,sirgloik®, ,,ruum®.
Ulesanded.

56. Missuguste moistete abil defineeritakse nurga
moistet?

; 57. Anna jargmiste moistete definitsioonid: sirgnurk,
teravnurk, kaarekraad, ring, sirgloigu keskpunkt.

58. Leia eespool jamedalt triikitud lausete hulgast
definitsioone, aksioome ja teoreeme.

§ 16. Eeldus ja viide.

Igas geomeetrilise sisuga teoreemis saab eristada kaht
osa; lihes neist Geldakse, missugustest kujunditest on jutt,
ja teises viidetakse mingit toésiasja nendest kujunditest.
Esimest osa nimetatakse eelduseks ja teist vaiteks.
Néiteks teoreemis

tippnurgad on vordsed

on eelduseks asjaolu, et konesolevad nurgad on tipp-
nurgad, ja viiteks asjaolu, et need nurgad on vord -
sed.

Eelduse ja viite paremaks eraldamiseks antakse teo-
reem sageli niisuguses sonastuses, et eeldus algab sdonaga
kui ja viide sonaga siis. Ulaltoodud teoreemi tippnur-
kade kohta v6ime niiviisi sonastada jargmiselt:

kui kaks nurka on tippnurgad, siis nad on vordsed.
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Kui teoreemis vahetada eeldus ja viide, s. t. eeldus
teha viiteks ja vidide eelduseks, siis saame uue teoreemi,
mida nimetatakse endise poordteoreemiks, tlal-
toodud teoreemi poordteoreem on jargmine:

kui kaks nurka on vérdsed, siis nad on tippnurgad.
Kuid see teoreem ei ole Gige: mistahes kaks vordset
nurka ei tarvitse olla tippnurgad. Sellest selgub, et mitte

iga teoreemi poérdteoreem ei ole Gige, ja seepirast tuleb
ka poordteoreeme toestada.

Ulesanded.

59. Sonasta teoreemid §-s 10 nii, et neis esineksid
sonad ,,kui‘ ja ,,siis‘.

60. Moodusta jdrgmise teoreemi podrdteoreem ja

otsusta, kas see on dige: ,,Kui kaks nurka on eraldi vérd-
sed kolmandaga, siis on nad teineteisega vordsed.

61. Joonesta kolm kontsentrilist, s. o. iihise
keskpunktiga ringjoont ja neis malli abil {ihine kesknurk
450, Mitu kraadi sisaldab iga kaar, mis on kesknurga sees?

62. Malli kasutades joonesta sektor, mille nurk on 600
ja raadius on 5 cm.

63. Malli kasutades joonesta sektor, mille kaar on
i ringjoonest ja raadius on 4 e¢m.

3



Peatukk  IIL

Kujundite teljeline siimmeetria.

§ 17. Siimmeetria moiste.

Paljude tarbeesemete ja loodusvormide iseloomusta-
vaks omaduseks on nende siimmeetria. Selle moistega
tutvumiseks vaatleme joonisel 28 kujutatud maja: selle
iiksikosad, néiteks aknad, asetsevad iihteviisi maja esi-
kiilge poolitava piistsirge suhtes. Kui maja joonis seda
sirget mooda kahekorra murda, siis iihtib joonise iiks pool
teisega. :

\

Joonis 28

Seda joonise 28 omadust nimetataksegi siimmeetriaks ja
joonist ennast siimmeetriliseks. Joonisel 29 kujutatud
majal puudub siimmeetria.
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Stimmeetrilise joonise poolte kohta, mis joonise kahe-
korra murdmisel iihtivad, deldakse, et nad asetsevad siim-
meetriliselt ehk — nad on siimmeetrilises asendis.

g A |

I 1

Joonis 29,

Kui sirge kohale, mille suhtes joonis on siimmeetri-
line, paigutada peegel risti joonise tasapinnaga, siis peegel-
dub selles joonise iiks pool niisugusena, nagu on teine pool.
Sellest nahtub, et

pilt ja peegelpilt on siimmeetrilises asendis.

Kui paberile teha tindiga mingi joonis ja paberileht
kokku murda enne, kui tint on kuivanud, siis lehe uuesti
avamisel voib ndha tehtud joonise korval uut joonist, mis
asetseb endisega siimmeetriliselt.

Neist niiteist selgub, et

kaks tasapinnalist kujundit asetsevad siimmeetriliselt, kui
monda sirget mooda saab tasapinda kahekorra murda nii, et iiks
kujund teisega iihtib.

Sirget, mida mooda kokkumurdmine toimub, nimeta-
takse kujundite siimmeetriateljeks. Need punktid,
sirgloigud v6i nurgad, mis sel kokkumurdmisel iihtivad,
asetsevad siimmeetriliselt sirge suhtes, mida mooda toi-
mus tasapinna kahekorra murdmine.
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Stimmeetriliselt asetsevad sirgloigud iihtivad joonise
kokkumurdmisel selle siimmeetriatelge mooda; seetdttu

siimmeetriliselt asetsevad sirgloigud on vordsed.

Samuti on vordsed stimmeetriliselt asetsevad nurgad, rin-
gid, kolmnurgad jne.

Ulesanded.

64. Leia niiteid siimmeetria kohta ja miira iga niite
puhul siimmeetriatelg.,

65. Valmista moned siimmeetrilised joonised.

66. Missugune punkt asetseb siimmeetriliselt siim-
meetriatelje punktiga?

§ 18. Siimmeetriliselt asetsevad punktid.

Tasapinna kahekorra murdmisel mingit sirget ¢
mooda tasapinna iga punkt meie kujutluse jargi tiihtib
sama tasapinna iihe ja ainult ithe punktiga. Teisiti:

iga punkt on antud telje suhtes siimmeetrilises asendis ainult
ithe punktiga.

Sellest saab jireldada, et iildiselt

iga kujund on antud telje suhtes siimmeetrilises asendis
ainult ithe kujundiga.

Toepoolest, kui mingi kujund, niiteks sirgloik, oleks
antud telje suhtes siimmeetrilises asendis enam kui iihe
sirgloiguga, siis antud sirgligu moni punkt peaks olema
slimmeetrilises asendis enam kui iihe punktiga. Et seda
olla ei saa, siis antud sirglik on siimmeetrilises asendis
ainult iihe sirgliguga.

Et antud kujundi jirgi ehitada temaga siimmeetrili-
selt asetsevat kujundit, selleks votame antud kujundil punk-
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tid, millega ta on médratud, ja leiame nendega siimmeet-
riliselt asetsevad punktid. Viimastega méédratud kujund on
antud kujundiga siimmeetrilises asendis.

Niide Et ehitada antud 1diguga siimmeetriliselt
asetsevat 16iku, ehitame antud 16igu otspunktidega siim-
meetriliselt asetsevad punktid ja iihendame need. Saadud
16ik ongi siimmeetriline antud 16iguga.

Sellest ndhtub, et mingi kujundi jérgi temaga siim-
meetriliselt asetseva kujundi ehitamiseks on vaja osata
ehitada punktiga siimmeetriliselt asetsevat punkti. Kuidas
seda teha, see selgub siimmeetriliselt asetsevate punktide
omaduste tundmadppimisel. ;

Olgu A, ja A, sirge t suhtes siimmeetriliselt asetse-
vad punktid (joonis 30). Votame sirgel ¢ mingi punkti K
ning joonestame sirgloigud A,K ja A,K. Need sirgloigud
asetsevad siimmeetriliselt sirge t suhtes, mistottu

AK = A.K.
Seega

siimmeetriliselt asetsevad punktid on siimmeetriatelje punk-

tist vordsetel kaugustel.

Koik iihest ja samast punk-
tist vordsetel kaugustel olevad
punktid asetsevad iihel ja samal
ringjoonel ; seetottu siimmeetria-
telje mingi punkti, néiteks
punkti K {imber joonestatud
ringjoon, mis ldbib punkti 4.,
labib ka punkti A, (joonis 30).

Seda teades voime ainuiiksi Joonis 30
sirkli abil ehitada antud punk-
tiga A, antud telje ¢ suhtes siimmeetriliselt asetseva
punkti. Selleks joonestame kaks ringjoont ldbi antud punkti
A,, vottes nende ringjoonte keskpunktideks kaks siim-
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meetriatelje punkti, niditeks K ja L (joonis 30). Punktiga
A, siimmeetriliselt asetsev punkt peab asetsema nii esime-
sel kui ka teisel ringjoonel, jirelikult ta asetseb nende
16ikepunktis. Nagu joonisest niha, 16ikuvad need ringjoo-
ned peale punkti A, veel iihes teises punktis A,; see ongi
punktiga A, sirge ¢t suhtes siimmeetriliselt asetsev punkt.

Teine siimmeetriliselt asetsevate punktide tihtis oma-
dus on jirgmine: '

siimmeetriliselt asetsevaid punkte libiv sirge on risti siim-
meetriateljega.

Eeldame, et punktid P, ja P, asetsevad siimmeetri-
liselt sirge ¢ suhtes (joonis 31). Joonestame sirge P,P, ja
néitame, et P,P, on risti sirgega t. Sel-
leks vaatleme nurki ¢ ja B, mis sirge
PP, moodustab siimmeetriateljega
(joonis 31),

Et nurga ahaar OP, asetseb siim-
meetriliselt nurga g haaraga OP,, siis
on need nurgad siimmeetrilises asendis;
Joonis 31. seetottu

i S

Lisaks sellele on need nurgad korvunurgad, sest nende
haarad OP, ja OP, moodustavad sirgjoone. Seega « ja B
on vérdsed kérvunurgad. Varem leidsime, et vordsed kérvu-
nurgad on tdisnurgad. Seega ka « ja # on tdisnurgad ning
PP, on risti sirgega t, mida oligi vaja tdestada.

Eespool nigime, et siimmeetriliselt asetsevad punktid
on siimmeetriatelje punktist vérdsetel kaugustel. Seetsttu
punkt O poolitab 16igu P,P,. Et 16ik PP, on seejuures
risti slimmeetriateljega, siis

siimmeetriatelg poolitab siimmeetriliselt asetsevate punktide
ithendusléigu ja on sellega risti.
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Niitame niiiid, et igal sirgel, mis on risti siimmeetria-
teljega, leidub siimmeetriliselt asetsevaid punkte.

Eeldame, et sirge P;P, joonisel 31 on risti siimmeet-
riateljega ¢ ja seejuures

OP1=0P2.

Kui joonis 31 mooda sirget ¢ kahekorra murda, siis kiir
OP, satub kiirele OP,, sest nurgad, mis need kiired moo-
dustavad sirgega t, on vordsed. Kuid siis nende kiirte
punktid P, ja P, iihtivad, sest 16igud OP; ja OP, on eel-
duse jargi vordsed. Seega punktid P, ja P, on siimmeet-
rilises asendis sirge t suhtes. Nii oleme toestanud, et

siimmeetriateljega ristuva sirge kaks punkti asetsevad siim-
meetriliselt, kui nad teljest on vordsetel kaugustel.

Ulesanded.

67. On antud siimmeetriatelg ja viljaspool seda iiks
punkt. Leia antud punktiga siimmeetriliselt asetsev punkt.

(’68. On antud siimmeetriatelg ja véljaspool seda iiks
sirgléik. Joonesta antud sirgloiguga siimmeetriliselt asetsev
16ik.

65. On antud siimmeetriatelg ja sellega 16ikuv sirge.
Joonesta antud sirgega siimmeetriliselt asetsev sirge. Kus
asetseb nende sirgete loikepunkt?

70. Niita, et kahe slimmeetriliselt asetseva ldigu
pikendused ldikuvad siimmeetriateljel, kui nad iildse 16i-
kuvad.

71. Joonesta antud kolmnurgaga antud telje suhtes
siimmeetriliselt asetsev kolmnurk.

72. Joonesta ringjdon, mille keskpunkt asetseb vil-
jaspool siimmeetriatelge, ja ehita sellega slimmeetriliselt
asetsev ringjoon. :
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;\§ 19. Ristsirge lidbi viljaspool sirget asetseva punkti.

- Siimmeetriliselt asetsevate punktide omadusi kasuta-

des lahendame sirkli ja joonlaua abil jargmise iilesande:
joonestada antud sirgega ristuy sirge libi punkti, mis on

viljaspool antud sirget. ¢

Lahendus. Leiame antud punktiga antud sirge
suhtes stimmeetriliselt asetseva punkti ja joonestame sirge,
mis ldbib neid kaht punkti. See sirge on risti antud sir-
gega, sest siimmeetriliselt asetsevaid punkte libiv sirge on
risti simmeetriateljega.

Et peale selle ristsirge joonestamise vétte on veel teisi
votteid, siis tekib kiisimus, kas nii ehitatud sirge on ainus,
mis ldbib antud punkti ja on risti antud sirgega. Toes-
tame, et

libi punkti viljaspool sirget liheb ainult iiks sirge, mis on
risti antud sirgega.

Eeldus: sirge s libib punkti A ja on risti sirgega t.

Viide: iikski teine punktl A labiv sirge ei ole risti
sirgega t.

Toestus. Kui libi punkti A liheks peale sirge s
veel liks sirge, mis oleks risti sirgega t, niiteks sirge s,

siis punkt A peaks olema siimmeetri-

lises asendis kahe punktiga. TG&epoo-
ad lest, iiks neist, iitleme punkt B, lei-
A dub sirgel s ja teine, punkt C, sirgel
/ s’ (joonis 32). Et iga punkt on antud
¢ I telje suhtes siimmeetrilises asendis
/ ainult tihe punktiga, siis on ainult
/ liks sirge, mis labib punkti A ja on
cf 1B risti sirgega t.
Et konesolevaid sirgeid on ainult
Joonis 32. iiks, siis on iikskoik, missugust vétet
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kasutame ristsirge ehitamisel. Koige lihtsam on ristsirget
ehitada joonestamiskolmnurga abil (joonis 33).
Ulesanded.

73. Joonesta antud sirgega
ristuv sirge ldbi punkti, mis on
viljaspool antud sirget.

- 74. Antud on sirgloik ja
selle tiihe otspunktiga antud
telje suhtes stimmeetriliselt aset-
sev punkt. Ehita ainult joones-
tamiskolmnurka kasutades (ilma
méotmiseta) selle sirgloiguga
stimmeetriliselt asetsev sirgloik. _ Joonis 33.

§ 20. Ristloik ja kaldloik.

Olgu antud sirge t ja viljaspool seda punkt A.
Joonestame punkti A ldbiva ristsirge 1oigu sellest
punktist kuni antud sirgeni, s. o. loigu AK (joo-
nis 34). Selle loigu pikkust nimetatakse punkti A
kauguseks sirgest t.

v Punkti kaugus sirgest on punk-
tist sirgeni mineva ristloigu pikkus.

Koiki teisi sirgloike, néi-

L/ My K N_  teks lsike AL, AM, AN joonisel
\ | 34, mis {ihendavad antud punkti
\\: sirgega, nimetatakse kald-
Y5 l6ikudeks. Toestame, et
Joonis 34. - ristloik on lithem kui iikski

samast punktist ldhtuv kaldloik.

Selle toestamiseks i{ihendame punktiga A siimmeet-
riliselt asetseva punkti B punktidega K ja M. Et AKB on
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sirgldik, siis on ta kéige lithem joonldik punktide A ja B
vahel. Seepérast

AK + BK < AM -+ BM.
Stimmeetria tottu

BK = AK ja BM = AM.
Asendades saame, et

AK + AK < AM 4+ AM
ehk

2-AK < 2-AM
ja seega
AK < AM,

mida oligi vaja tdestada.
Ulesanded.

75. Mooda vabalt voetud punkti kaugus sirgest.

76. Joonesta vabalt kolmnurk ja modda selle iga tipu
kaugus vastaskiiljest v6i selle pikendusest.

77. Joonesta ringjoon ja seda ldikav sirge. Toesta, et
selle sirge kaugus ringjoone keskpunktist on viiksem kui
ringjoone raadius.

78. Sirge kaugus ringjoone keskpunktist on s c¢m ja
ringjoone raadius on 7 em. Kuidas otsustada, kas sirge 15i-
kab ringjoont v&i ei 16ika seda? Tee kiisimust selgitav
joonis.

§ 21. Kahe punkti siimmeetriatelg.

Eespool lahendasime antud punktiga siimmeetriliselt
asetseva punkti joonestamise iilesande. Lahendame niiiid
limberpoérdud iilesande :

antud on kaks punkti; leida sirkli ja joonlaua abil sirge, mille
suhtes need punktid on siimmeetrilises asendis.
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Siimmeetriatelje nagu iga sirge joonestamiseks on vaja
leida selle kaks punkti, Nende leidmiseks kasutame tosi-
asja, et siimmeetriliselt asetsevad
punktid on telje punktist vdrdsetel
kaugustel. Seepdrast toimime jéirg-
miselt (joonis 36) :

joonestame vabalt voetud raa-
diusega kaare, mille keskpunktiks on
punkt 4;

joonestame niisama suure
raadiusega teise kaare, mille kesk-
punktiks on punkt B;

kui need kaks kaart 16ikuvad, siis 16ikuvad nad kahes
punktis; neid punkte ldbiv sirge ongi otsitav siimmeetria-
telg.

Kui need kaared ei peaks loikuma, siis joonestame

uued kaared suurema raadiusega.

Joonis 35.

P Pohjendus. Ulalkirjeldatud
\ viisil leitud punktid S ja 7' (joonis
i 35) on kahest siimmeetriliselt asetse-

g vast punktist A ja B vordsetel kau-
gustel, mistottu need voivad olla
ainult stimmeetriatelje punktid. Sest

t iga punkti kohta, mis ei ole siimmeet-

Ad riateljel, saame niidata, et ta ei ole

vordsetel kaugustel stimmeetriliselt

Joonis 36. asetsevaist punktidest. Olgu A ja B

kaks siimmeetriliselt asetsevat punkti

ja asetsegu punkt P viljaspool siimmeetriatelge (joo-

nis 36). Uhendame punkti P punktidega A ja B; siis

iiks neist iihendusloikudest (joonisel PA) loikab telge,
iitleme punktis L, nii, et

AL =BL.
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Seega

AP — A LP
ehk

AP:—BI - LP,
Kuid

BL | LP > BP
ja jarelikult ka >

AP > BP,

Seega ainult stimmeetriatelje punkt on siimmeetriliselt’
asetsevaist punktidest vordsetel kaugustel.

Kaht niisugust punkti libiv sirge on antud punktide °
A ja B siimmeetriatelg. :

22. Sirgloigu keskristsirge.

Lahendame sirkli ja joonlaua abil sirgloigu poolita-
mise iilesande (joonis 87). Selleks ehitame 1digu ots-
punktide siimmeetriatelje ja leiame punkti, kus see telg
16ikab antud 16iku. See punkt poolitabki 16igu, sest siim-
meetriatelg poolitab siimmeetriliselt asetsevate punk-
tide tihendusldigu ja on risti selle I16iguga. Niisugust
sirget nimetatakse . 16igu kesk -
ristsirgeks. Seega /T\

sirgldigu keskristsirge on sirge,
mis poolitab sirgléigu ja on sellega risti. A

LS

1
Et I6igu keskristsirge on 15igu N 2o
otspunktide slimmeetriatelg, siis LT
% |
loigu keskristsirge iga punkt on X

vordsetel kaugustel selle 16igu ots- Joonis 37.
punktidest.

Joonestame niiiid ringjoone ja selle mingile k&dlule
keskristsirge (joonis 38). Et ainult selle sirge punktid on
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koolu otspunktidest vordsetel kaugustel ja et ka keskpunkt
asetseb koolu otspunktidest vordsetel kaugustel, siis

koolu keskristsirge ldbib ringjoone keskpunkti.

Ulesanded.

16ik.

80. Leia vabalt voetud kolm-
nurga iga kiilje keskpunkt ja iithenda
see vastasoleva tipuga. Mis voib 6elda

nende loikude kohta?

81. Joonesta ringjoon,
4 em pikkune kool on 3 em kaugusel

keskpunktist,

82. Joonesta ringjoon ja selle f

79. Poolita vabalt voetud sirg-

milles

kahe wvabalt voetud koolu keskrist- Joonis 38.
sirged. Kus loikuvad need sirged?

§ 23. Nurgapoolitaja.

Olgu siimmeetriatelje ¢ mingist punktist joonestatud
kaks siimmeetriliselt asetsevat kiirt # ja v (joonis 39).

u

Joonis 39.

Nurgad nende kiirte ja
siimmeetriatelje vahel on
siimmeetrilises asendis ja
seega vordsed. Seetottu
siimmeetriatelg ¢ on kiirte
u ja v vahelise nurga
poolitaja.

Kasutame seda siim-
meetriatelje omadust sel-
leks, et sirkli ja joonlaua
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abil poolitada antud nurk O (joonis 40). tilesande lahen-
damiseks méirgime nurga haaradel kaks siimmeetriliselt
asetsevat, s. o. nurga tipust iihekaugusel olevat punkti A
ja B ning leiame nende punk-
tide stimmeetriatelje OK (joo-
nis 40). Et nurga haarad on
sirge OK suhtes siimmeetrilises
asendis, siis

A A
AOK = BOK.
Joonis 40. Seega OK on nurga AOB poo-

‘ litaja.
Taoestame, et
nurgapoolitaja iga punkt asetseb nurga haaradest vordsetel
kaugustel. :
Eeldame, et sirge ¢ on nurga O poolitaja ja A on selle
iiks punkt (joonis 41). Joonestame punktist A nurga haa-
radele ristlgigud AP ja AQ ning toestame, et

AP = AQ.

Toestuseks niitame, et 16igud AP ja AQ on siimmeet-
rilises asendis sirge ¢ suhtes. Nurga kahekofra murdmisel
mooda sirget ¢ iihtivad haarad
0Q ja OP, sest sirge t on nurga
poolitaja. Seejuures punkt A
Jjééb endisele kohale ja ristlsik
AQ ldheb modda ristloiku AP,
sest vastasel juhul oleks punk- ©O°
tist A joonestatud sirgele OP
kaks ristsirget, nimelt AP ja
AQ, mis on véimatu. Et punkt
Q nurga kahekorra murd-
misel peab sattuma nii sir- Joonis 41.
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gele OP kui ka sirgele AP, siis ta voib sattuda ainult
nende sirgete 16ikepunkti, s. o. punkti P. Kuid siis on AP
ja AQ stimmeetriliselt asetsevad sirgloigud ja seega
vordsed. '

Edaspidi saame toestada, et ainult nurgapoolitaja
punkt on vordsetel kaugustel nurga haaradest.

Ulesanded.

83. Poolita vabalt voetud niirinurk.

84. Joonesta sirgega ristuv sirge ldbi esimesel sirgel
antud punkti, Nédpundéide : rakenda nurga poolitamise votet.

85. Joonesta korvunurkade poolitajad. Kui suur on
nurk nende nurgapoolitajate vahel?

86. Joonesta sirkli ja joonlaua abil nurk 450,

§ 24. Ringjoone siimmeetria.

Joonestame ringjoone ja selle mingi l4bimo6du, naiteks
labimoodu LM (joonis 42). Votame sel ringjoonel punktid

A,, By,... ja leiame nendega libi- c
moodu LM suhtes siimmeetriliselt 3
asetsevad punktid A,, B,,... Kaks

siimmeetriliselt asetsevat punkti pea- 4 4
vad olema punktist K kui siimmeetria-
telje punktist vordsetel kaugustel;
seetottu punktid A, B, ... aset-
sevad algul joonestatud ringjoonel.
Seega poolringjoon LB{M on siim-
meetrilises asendis poolringjoonega Joonis 42,
LB,M. Nii jaotab iga ldbimoot

ringjoone kaheks siimmeetriliselt asetsevaks kaareks, mis-
tottu

ringjoone siimmeetriateljeks on tema ldbimoot.

4 Etverk. Geomeetria L
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Labim6odu LM suhtes siimmeetriliselt asetsevate
punktide leidmiseks joonestame k&olu, mis on risti 1&bi-
mooduga LM. Niisuguse kédlu otspunktid on siimmeetri-
lises asendis. ‘

Olgu niitid antud ringjoon ja selle iiks kool, niiteks
AB (joonis 43). Leiame selle kujundi stimmeetriatelje.
Selleks peab olema iiks 14bim&6t ja nimelt see, mis antud
kooluga on risti, sest ainult selle libimoodu suhtes on
punktid A ja B siimmeetrilises asen-
dis. Samasuguses asendis selle libi-
moodu suhtes on raadiused AO ja
BO, samuti kaared AL ja BL. Siim-
meetria tottu

/\ /\ ~ g
AC =BC, AOL = BOL jai:iAL = Bl

Seega

Joonis 43, kooluga ristuv  libimdot  poolitab
koolu, sellele vastava kesknurga ja kaare.
Ulesanded.

87. Antud on ringjoon ja selle iiks libimoot. Vota
ringjoonel kaks punkti A ja B ning leia antud libim6odu
suhtes kaarega AB siimmeetriliselt asetsev kaar.

88. Joonesta kaks loikuvat ringjoont ja leia selle
kujundi stimmeetriatelg.

89. Joonesta ringjoon ja selles kaks vordset koolu nii,
et neil on iiks iihine otspunkt. Niita, et saadud kujund on
stimmeetriline.

90. Joonesta ringjoon, millele antud sirgloik on k6o-
luks ja mille raadius on antud.



Peatikk IV.

Kolmnurk.

§ 25. Kolmnurga elemendid ja nende tihistamine.

Kolmnurk on kujund, mis tekib kolme mitte iihel sirgel aset-
seva punkti iihendamisel sirgloikudega.

Need punktid on kolmnurga tipud ja neid iihenda-
vad sirgléigud on kolmnurga kiiljed. Iga kahe kiilje
vahel on kolmnurga iiks n urk. Kolmnurga nurki ja kiilgi
nimetatakse kolmnurga elemen -
tideks.

Harilikult t#dhistatakse kolm-
nurga tippe ladina suurte tihte-
dega, nurki vastavate viikeste
kreeka tédhtedega ja kiilgi vasta-
vate viikeste ladina tdhtedega;
seejuures peab tipu A vastas aset- Joonis 44.
sema kiilg @, tipu B vastas kiilg b
ja tipu C vastas kiilg ¢ (joonis 44). Selle tidhistusviisi
juures saab kolmnurga nurka nimetada kolmel viisil, nii-

A b hibhl w
teks nurk a véi A voi CAB. Ex bidi, 1

¢, Tatk

Kolmnurga tipust vastaskiiljele véi selle, pikendusele
joonestatud ristloiku nimetatakse kolmnurga korgu-

4*
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seks. Ka korgus on iiks kolmnurga element. Korgust

tdhistatakse harilikult tdhega 2 (joonised 45 ja 49). Kolm-
nurga kiilge, millele on joonestatud korgus,
nimetatakse kolmnurga aluseks.

Sirgléiku, mis tihendab kolmnurga tippu

selle vastaskiilje keskpunktiga, nimetatakse
kolmnurga kiiljepoolitajaks ehk me-
diaaniks.

Joonis 45, Kolmnurga siimbolina kasutatakse siim-
bolit A.

§ 26. Kolmnurkade liigitelu.

Kolmnurki liigitatakse kiilgede ja nurkade jirgi.

Kiilgede jargi kolmnurk on kas isekiilgne, vord-
haarne voi vordkiilgne. Kolmnurka nimetame ise-
kiilgseks, kui tal ei ole vordseid kiilgi (joonis 44), vord-
haarseks, kui tal on kaks vordset kiilge (joonis 46), ja
vordkiilgseks, kui tal on kolm vordset kiilge (joonis 47).

Joonis 46. Joonis 47.

_ Vordhaarse kolmnurga kaht vordset kiilge nimeta-
takse haaradeks ja kolmandat kiilge aluseks. Selle
kolmnurga aluse vastasnurka nimetatakse tipunur-
gaks ja aluse ldhisnurki alusnurkadeks. Ristlgik
aluse vastastipust alusele on vordhaarse kolmnurga ko r -
gus.
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Edaspidi nieme, et kui kolmnurgal on {iks nurk tdis-
nurk voi iiks nurk niirinurk, siis teised nurgad on terav-
nurgad. Sellest soltuvalt on kolmnurk nurkade jérgi kas
teravnurkne, tdisnurkne voi niirinurkne.
Kolmnurka nimetame teravnurkseks, kui tal on koik nur-
gad teravnurgad (joonis 44), tdisnurkseks, kui tal on iiks
nurk tédisnurk (joonis 48), ja niirinurkseks, kui tal on iiks
nurk niirinurk (joonis 49).

i
A

Joonis 48, Joonis 49.

Tiisnurkse kolmnurga kiilge, mis asetseb tdisnurga
vastas, nimetatakse hiipotenuusiks; kolmnurga kiilgi,
mis moodustavad tidisnurga, nimetatakse kaatetiteks.

Ulesanded.

91. Joonesta kolmnurk, mille kiilgede pikkused on
5,8 cm, 3,9 em ja 6,7 em. Mdoda selle kolmnurga nurgad.

92. Joonesta kolmnurk, mille kiilgede pikkused on
3 cm, 4 em ja 6 em. Vottes aluseks koige lithema Kiilje,
joonesta kolmnurga korgus.

93. Joonesta vordhaarne kolmnurk, mille alus on 5 cm
ja haar 4 em. Modda selle kolmnurga korgus.

94. Vordhaarse kolrgnurga alus on 4,56 m ja haar on
alusest 0,75 m vorra pikem. Arvuta kolmnurga {imbermdat,
s. 0. kiilgede summa.

95. Joonesta vordkiilgne kolmnurk kiiljega 4,2 cm.
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96. Joonesta tdisnurkne kolmnurk, mille kaatetid on
2,9 cm ja 4,3 cm.

97. Joonesta tidisnurkne kolmnurk, mille hiipotenuus
on 6 cm ja iiks kaatet on 4,8 cm.

§ 27. ' Vordhaarse kolmnurga omadusi.

Joonestame vordhaarse kolmnurga aluse keskristsirge
(joonis 50). See sirge libib kolmnurga tipu, sest viimane
on aluse otspunktidest vordsetel kaugustel ja kéik 16igu

| otspunktidest vérdsetel kaugustel olevad
punktid asetsevad 16igu keskristsirgel.
Seega

vordhaarse kolmnurga aluse keskristsirge
-on selle kolmnurga siimmeetriateljeks.

Sellest jéreldame, et

vordhaarse kolmnurga  alusnurgad on

| vordsed,
|

Joonis 50. sest nad on aluse keskristsirge suhtes siim-

meetriliselt asetsevad nurgad. Et tipust

saab alusele joonestada ainult iihe ristloigu, milleks on

aluse keskristsirge 16ik, siis vordhaarse kolmnurga kérgus

asetseb aluse keskristsirgel, s. o. kolmnurga siimmeetria-
teljel. Sellest jireldame, et

vordhaarse kolmnurga kérgus poolitab aluse ja tipunurga.

Vordkiilgset kolmnurka véime vaadelda kui vord-
haarset, mille aluseks on l'ikskf)ik missugune kiilg, See-
péirast

vordkiilgse kolmnurga iga kiilje keskristsirge on selle kolm-
nurga siimmeetriateljeks.
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Vaatleme niiiid kolmnurka, mille kaks nurka on voérd- .
sed. Saab toestada, et nende nurkade vastaskiiljed on vord-
sed, ja seega :

kahe vordse nurgaga kolmnurk on vordhaarne.

Eeldus: a=B (joonis 51).

Viaide: AC = BC.

Toestus. Ehitame kiilje AB keskristsirge ¢t ja
kujutleme, et joonis on seda sirget mooda kahekorra mur-
tud. Siis iihtivad

punktid A ja B kui siimmeetriliselt asetsevad punktid
ning

nurgad « ja B kui vordsed nurgad.

Seega nurkade « ja B haarad AC ja BC on slimmeet-
rilises asendis sirge t suhtes, mistéttu nende likepunkt C
asetseb sirgel t. Kuid siis 16igud
AC ja BC on siimmeetrilises
asendis sirge ¢ suhtes ja seega

AC = BC.

Uhendades viimatitGestatud
teoreemi teoreemiga vordhaarse
kolmnurga nurkade  kohta,
saame jiArgmise teoreemi:

Joonis 51,

kolmnurgas on vordsete nurkade vastas vordsed kiiljed ja vord-
sete kiilgede vastas vordsed nurgad.

Ulesanded.

98. Joonesta kolmnurk, mille iiks kiilg on 5,5 cm ja
selle kiilje ldhisnurgad on 400,

99. Joonesta vordhaarne tdisnurkne kolmnurk.

100. Joonesta vordhaarne kolmnurk, mille alus ja
korgus on vordsed.
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§ 28. Kolmnurga kahe kiilje summa ja vahe.

Kui votta vabalt kolm sirglsiku ja hakata neist ehi-
tama kolmnurka, siis véib juhtuda, et see osutub v&ima-
tuks. Vaatleme, missuguseid tingimusi peavad tditma kolm
Ioiku @, b ja ¢, et neist saaks ehi-
tada kolmnurga (joonis 52).

fas a

Y

o b
¢ Et sirgloik on koige liihem
joonloik kahe punkti vahel, siis
peab kolmnurga kahe kiilje summa
¢ b olema suurem kui kolmas kiilg.
Seega
G b+4c>a, a+c>0 ja
Joonis 52. a -+ b>e.

Nende vérratuste vasakpoolsed avaldised niitavad,
millest kolmnurga kiiljed peavad olema viiksemad. Et
leida suurust, millest niiteks kiilg @ peab olema suurem,
selleks lahutame ¢ keskmise vorratuse mélemast poolest.
Peale lahutamist saame, et

a > hieie!

Seega kiilg @ peab olema viiksem kui b -+ ¢ ja suurem kui
b — c; seda kirjutame liihidalt jirgmiselt:

bte>a>b=—c.
Samalaadiliselt leiame, et
a4+c>b>a—c ja a+b>c>a—b.
Seega oleme tdestanud, et

kolmnurga kahe kiilije summa on suurem ja vahe on viiksem
kui kolmas kiilg.
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Nédide. Kui kolmnurgas kiillg ¢ =9 em ja kiilg
b =17 em, siis kiilg ¢ peab olema lithem kui 9 + 7 ehk
16 cm ja pikem kui 9—T7 ehk 2 cm:

16cm > ¢ > 2.cm;
Ulesanded.

101. Proovi joonestada kolmnurka kiilgedega 7,9 cm,
4,3 cm ja 3,1 cm. Miks seda teha ei saa?

102. Kolmnurga kahe liihema kiilje pikkused on,
23 ecm ja 18 em. Missuguste pikkuste vahel asetseb kol-
manda kiilje pikkus?

103. Kolmnurgas on kiilg ¢=28,5 em ja Kkiilg
o= 11,5 em. Missuguste pikkuste vahel asetseb kiilje b
pikkus?

§ 29. Kolmnurga suurem nurk ja tema vastaskiilg.

Varemini ndgime, et kolmnurgas on vordsete nurkade
vastas ka vordsed kiiljed. Vaatleme niitid kahe mittevordse
nurga vastas asetsevaid kiilgi. Saab toestada, et

kolmnurgas asetseb suurema nurga vastas suurem Kkiilg.

Eeldus: a>p8 (joo- C
nis 53).

Viaide: BC > AC. S

Toestus.  Ehitame &% 0\ 8
punkti A juurde nurga g, JOSRiR 53

nagu niidatud joonisel 53.
Siis on kolmnurgas ABD kaks vordset nurka ja seetottu

AD = BD.
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Kuna kolmnurga kahe kiilje summa on suurem kui kolmas
kiilg, siis kolmnurgas ADC

AD 4+ De> AC.

Asendades selle vorratuse vasakpoolses avaldises AD
temaga vordse suurusega BD), saame

BD 4 DC > AC.
E’c BD ja DC summa on joonise jargi BC, siis
BC > AC,

mida oligi vaja tdestada.
Toestame, et on Gige ka eelmise poordteoreem, nimelt :

kolmnurgas asetseb suurema kiilje vastas suurem nurk.

Eeldus: BC > AC (joonis 53).

Viide: a> 8. :

Toestus. Nurkade a ja B kohta on dige iiks kol-
mest viitest: kas

a=f Vbi a<pB VO a>8

Neist esimene viide ei ole dige, sest siis peaksid olema
vordsed nende nurkade vastaskiiljed BC ja AC, kuid eel-
duse jiargi BC > AC. Ka teine viide ei saa olla oige, sest
siis peaks BC olema viiiksem kui AC, mis on vastuolus
eeldusega. Ainsa véimalusena jiib piisima viide
e B

Ulesanded.

104. Kolmnurgas o < ¢ ja B > y. Jarjesta kolm-
nurga nurgad nende suuruse jiargi.

105. Missugune on tdisnurkse kolmnurga koige pikem
kiilg?
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106. Missugune on niirinurkse kolmnurga koige pikem
kiilg?

107. Mis voib oelda vordkiilgse kolmnurga nurkade
kohta?

§ 30. Kolmnurga iimber ja sisse joonestatud ringjoon.

Joonestame kolmnurga ABC kiilgede AB ja BC kesk-
ristsirged ja tidhistame nende 16ikepunkti tdhega K (joo-
nis 54). Et see punkt asetseb nii esimesel kui ka teisel
keskristsirgel, siis

AK = BK
ja

BK = CK,
seega

AK = CK.

Viimasest vordusest on ndha,
et punkt K asetseb ka kiilje
AC keskristsirgel, sest ainult
keskristsirge punkt véib olla
vordsetel kaugustel 16igu ots-
punktidest. Seega

kolmnurga kiilgede keskrist-
sirged loikuvad koik iihes punk-
tis, mis asetseb selle kolmnurga
tippudest vordsetel kaugustel.

Joonestame ringjoone, Joonis 54,
mille keskpunktiks on kiilgede
keskristsirgete loikepunkt ja raadiuseks on selle punkti
kaugus tippudest. See ringjoon ldbib kolmnurga iga tippu.
Ringjoont, mis ldbib kolmnurga iga tippu, nimetatakse
kolmnurga iimber joonestatud ringjooneks.
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Joonestame kolmnurga ABC nurkade A ja B poolita-
jad ja tdhistame nende l6ikepunkti tihega N (joonis 55).
Et nurgapoolitaja punkt on nurga haaradest vordsetel
kaugustel ja punkt N aset-
seb nii nurga A4 kui ka
nurga B poolitajal, siis

NP = NQ
ja
NR = NQ,
., seega
7 NP = NR.

Joonis 55.

Viimasest vordusest on
ndha, et punkt N asetseb
ka nurga C poolitajal, sest ainult nurgapoolitaja punkt
voib olla nurga haaradest vordsetel kaugustel. Seega

kolmnurga nurkade poolitajad 16ikuvad koik iihes punktis, mis
asetseb selle kolmnurga kiilgedest vordsetel kaugustel.

Joonestame ringjoone, mille keskpunktiks on nurga-
poolitajate loikepunkt ja raadiuseks on selle punkti kau-
gus kolmnurga kiilgedest. Sellel ringjoonel on kolmnurga
iga kiiljega iiks iihine punkt; teda nimetatakse kolmnurga
sisse joonestatud ringjooneks.

Kui kolmnurk ei ole vordkiilgne, siis tema iimber joo-
nestatud ringjoone keskpunkt ja sisse joonestatud ring-
joone keskpunkt ei iihti. Vordkiilgse kolmnurga kiilgede
keskristsirged on iihtlasi ka nurkade poolitajad ja see-
parast

vordkiilgse kolmnurga iimber joonestatud ringjoone keskpunkt
on iihtlasi ka tema sisse joonestatud ringjoone keskpunktiks.
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Seda punkti nimetatakse vordkiilgse kolm-
nurga keskpunktiks (joonis 56). See punkt aset-
seb vordsetel kaugustel tippudest
ja vordsetel kaugustel kiilgedest.

flesanded.

108. Joonesta taisnurkne
kolmnurk ja ehita selle timber joo-
nestatud ringjoon.

109.  Joonesta  niirinurkne
kolmnurk ja ehita selle sisse ja
iimber joonestatud ringjoon.

Joonis 56.

110. Joonesta ringjoon lédbi
kolme punkti, mis ei asetse iihel ja samal sirgel.

111. Joonesta vordkiilgne kolmnurk kiiljega 5 cm ja
leia selle keskpunkt.

§ 31. Vordsed kolmnurgad.

Kaht kolmnurka nimetatakse vordseteks, kui neid saab
teineteise peale paigutada nii, et nad iihtivad.

Vordseid kolmnurki nimetatakse ka kongruent-
seteks kolmnurkadeks.

Vordsete kolmnurkade neid elemente, mis pealepaigu-
tamisel iihtivad, nimetatakse vastavateks elemen-
tideks. On selge, et kahe vordse kolmnurga koik vas-
tavad elemendid on vordsed.

Vordsete kolmnurkade vastavaid tippe téhistame iihe
ja sama tidhega, lisades mirgi ’ teise kolmnurga vastava
tipu tihise juurde. Niiviisi téhistades on vastavad tipud
A ja A’', B ja B’ jne.

Nagu jargnevad teoreemid nditavad, on kolmnurkade
vordsust voimalik kindlaks teha nende mone elemendi
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vordlemisega, ilma et tarvitseks kolmnurki teineteise peale
paigutada. Elementide kohta, mis véimaldavad kolmnur-
kade vordsust kindlaks teha, 6eldakse, et nendega on kolm-
nurk maédratud.

Leiame, mitme elemendiga voiks kolmnurk olla méii-
ratud. Et on palju erinevaid kolmnurki, millede iihed Kkiil-
jed voi iihed nurgad on vordsed, siis

ithe elemendiga ei ole kolmnurk miiratud.

Samuti on olukord kah e elemendiga: joonisel 57 on
rida' kolmnurki, milledel on iihine kiilg OA ja milledel tei-

seks kiiljeks on iihe ja sama
ringi raadiused; seega on neil
kaks vordset elementi, kuid

kolmnurgad ei ole vordsed:
) A

Joonis 57. kahe elemendiga ei ole kolm-
nurk maéératud.
Teisiti on olukord kolme elemendiga: kolmnurkade
vordsuse tunnused niitavad, et

kolme sobivalt valitud elemendiga on kolmnurk miiratud.

§ 32. Kolmnurkade vordsuse esimene tunnus.

Kaks kolmnurka on vordsed, kui iihe kolmnurga kiilg ja selle
lihisnurgad on vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.




N

/N i) N
B eldug itdC=AC" A =A% 6=
Viide: A ABC = A A’B'C’ (joonis 58).
T6estus. Paigutame mottes A A'B'C’ nii A ABC
peale, et tipp A’ iihtiks tipuga A ja kiilg A’C’ iihtiks
temaga vordse kiiljega AC.
Sellel pealepaigutamisel nurk A’ iihtib nurgaga A, sest

as N
i A%
nurk C’ iithtib nurgaga C, sest
Pas N
Cie= ("

ja tipp B’ iihtib tipuga B, sest iihtinud nurkade A ja A’
ning C ja €’ teised haarad vdivad loikuda ainult tihes
punktis, s. o. punktis B. Seega on voimalik A A’B’C’ nii
paigutada /A ABC peale, et nad iihtivad, ja jarelikult

A ABC = A A'B'C'.
/
Kolmnurkade vordsuse esimene tunnus (ehk tunnus
nkn) niitab, et :
kolmnurk on miiratud iihe kiilje ja selle kahe lihisnurgaga.
Kolmnurga joonestamiseks antud kiilje ja selle ldhis-

nurkade jargi joonestame esmalt antud kiilje ja siis selle
otspunktide juurde antud nurgad (joonis 59). Nende nur-

Joonis 59.
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kade teiste haarade 16ikepunkt on kolmnurga kolmandaks
tipuks.

Voib juhtuda, et need haarad pikendamisel iildse ei
I6iku (joonis 60). Antud nurgad sel juhul ei véi olla kolm-
nurga nurkadeks. Edaspidi ndeme, missugust tingimust

peavad téditma kaks nurka, et nad

voiksid olla kolmnurga nurkadeks.
Antud kiilje ja selle kahe lihis-
nurga jargi kolmnurka joonestades
- (joon. 59) voime antud nurgad pai-
Joonis 60. gutada kas iilespoole kiilge voi alla-
poole seda, voime nurga « paigutada
kas kiilje vasakpoolse tipu juurde voi parempoolse tipu
juurde. Nii voime saada neli eri kolmnurka. Esimese
vordsuse tunnuse jérgi on kéik need kolmnurgad vordsed.

Ulesanded. -

112. Niita, et kaks tdisnurkset kolmnurka on vérd-
sed, kui iihe kolmnurga kaatet ja selle juures olev terav-
nurk on vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.

113. Joonesta neli kolmnurka, millede iiks kiilg on
3,5 cm ja selle ldhisnurgad on 300 ning 700, paigutades
need kolmnurgad siimmeetrilistesse asenditesse kahe ris-
tuva sirge suhtes.

§ 33. Kolmnurkade vordsuse teine tunnus.

Kaks kolmnurka on vérdsed, kui iihe kolmnurga kaks kiilge
ja nende vahel olev nurk on véordsed teise kolmnurga vastavate
elementidega.

Eeldus: AC=A'C’; BC=B("; C — .
Viide: AABC= AA'B'C' (joonis 61).
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Toestus. Paigutame moéttes A A'B'C’ nii A ABC
peale, et tipp C’ iihtib tipuga C ja kiilg A’C’ iihtib temaga

B A

L

' 98 7 A

Joonis 61,

vordse kiiljega AC. Niiviisi peale paigutades kiilg C'B’
satub kiiljele CB, sest

/N A\
=@
tipp B’ iihtib tipuga B, sest
B G-=BC
ja kiilg A’B’ iihtib kiiljega AB, sest nende vastavad ots-
punktid iihtisid.
Sellest selgub, et A A’B'C' ja /A ABC pealepaiguta-
misel i{ihtivad; jarelikult
A A'BC'= A ABC.
Teine vordsuse tunnus (ehk tunnus knk) nditab, et

kolmnurk on maiidratud kahe kiilje ja nende vahel oleva nur-
gaga.

Kolmnurga joonestamiseks kahe kiilje ja nende vahel
oleva nurga jargi joonestame esiteks antud nurga ja kan-
name siis selle haaradele, alates nurga tipust, antud kiil-
jed (joonis 62).

5 Etverk. Geomeetria I.
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Nende otspunktide tihendamisel saame antud elemen-
tidega kolmnurga.

On iikskoik, kumma antud kiilgedest paigutame kum-
male nurga haarale, sest kolmnurkade teise vordsuse tun-

Joonis 62.

nuse jidrgi on vordsed koik kolmnurgad, millede kaks
kiilge ja nende vahel olevad nurgad on vastavalt vérdsed.

Ulesanded.

114. Kasutades kolmnurkade vordsust niita, et vord-
sete raadiustega ringides vordsed kesknurgad toetuvad
vordsetele kooludele. .

115. - Joonesta kaks kolmnurka nii, et neil on iihine
nurk 359 ning selle ldhiskiiljed on 3 ¢cm ja 6 cm. Leia selle
kujundi siimmeetriatelg.

§ 34. Kolmnurkade vordsuse kolmas tunnus.

Kaks kolmnurka on vérdsed, kui iihe kolmnurga kolm kiilge
on vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.

Eeldus: AB=A'B’; BC=B'C’'; CA=C'A".
Viaide: AABC = A A’B'C’ (joonis 63).
Toestus. Viime mottes A A’B'C’ asendisse A”BC,

kus tipp B’ iihtib tipuga B ja kiilg B'C’ iihtib, temaga
vordse kiiljega BC (joonis 63). Niiviisi asetatult on punk-
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tid A ja A” siimmeetrilises asendis BC suhtes, sest nad
on sirge BC kahest punktist vordsetel kaugustel:
BA = RAE g 08 — CAY

Kuid siis A A”BC ja /\ ABC asetsevad siimmeetri-
liselt ning seega
ICAYBC =N ABC,
millest jareldub, et ka
AN AP = N ABE

% # 4
Vi
Joonis 63.

Kolmas vérdsuse tunnus (ehk tunnus kkk) niitab, et

kolmnurk on miiratud kolme kiiljega.

Kolmnurga joonestamiseks kolme kiilje jirgi joones-
tame esmalt iihe kiilje ja siis selle {ihe otspunkti timber
kaare, mille raadiuseks on teine antud kiilg, ning teise
otspunkti imber kaare, mille raadiuseks on kolmas antud
kiilg (joonis 64). Kui antud kiiljed tdidavad néudeid, mis

Joonis 64.

5*
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on kehtivad kolmnurga kiilgede kohta, siis 16ikuvad need
kaared kahes punktis. Kui iihe neist Idikepunktidest iihen-
dame esimese kiilje otspunktidega, siis saame antud ele-
mentidega kolmnurga.

On iikskoik, missuguses jirjekorras antud kiilgi kasu-
tame kolmnurga ehitamiseks, sest kolmnurkade kolmanda
vordsuse tunnuse jargi on vordsed kéik kolmnurgad, mil-
lede kiiljed on vastavalt vordsed.

Ulesanded.

116. Joonesta kolmnurk, mille kiilgedeks on kolm
antud sirgloiku.

117. Toesta, et vordsete raadiustega ringides véord-
setele kooludele toetuvad vordsed kesknurgad.

§ 35. Kolmnurkade vérdsuse neljas tunnus.

Kaks kolmnurka on vérdsed, kui iihe kolmnurga kaks kiilge
ja suurema kiilje vastasnurk on vordsed teise kolmnurga vastavate
elementidega.

Eeldus: BC=B'C'; AC=A'C’; BC>AC; A—A'.
Védide: AABC = A A’B'C’ (joonis 65).

Toestus. Viime kolmnurga A’'B'C’ asendisse
A”BC, kus iihtivad tipud B’ ja B ning suuremate nurkade
vastaskiiljed B'C’ ja BC. Uhendame niiiid punktid A ja A”
sirgléiguga (joonis 65). Siis A\ ACA” on vérdhaarne ja
jarelikult

»=g"
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Lahutades need nurgad vastavalt nurkadest

N\ N\
A — AH
jaab
Vi’ /N
A P AR ‘P”
ehk

1/) — wll.
Nende nurkade vastas on kolmnurgas ABA” vordsed kiil-
jed: :
AB = A”B.
Kuid siis on kolmnurga A”BC ja seega ka kolmnurga
A’B'C" kolm kiilge vordsed kolmnurga ABC vastavate ele-
mentidega, mistottu
A ABC ="\"A'B'C".

Kolmnurkade vordsuse neljas tunnus (ehk tunnus
KkN) ndiitab, et

kolmnurk on maidratud kahe kiilje ja suurema kiilje vastas-
nurgaga.
AI

Joonis 65.

See, et kaks kiilge ja vadiksema kiilje vastasnurk
ei ole sobivad elemendid kolmnurga maidramiseks, selgub
jargneva iilesande lahendamisel.
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Ulesanne. Joonestada kolmnurk, millest on antud
kaks kiilge ja iihe kiilje vastasnurk.

Lahendus. Olgu antud elemendid a, b ja a (joo-
nis 66). Et nurk a on kiilje b ldhisnurk, siis joonestame
kiilje b ja ehitame selle iihe otspunkti juurde nurga a.
Edasi joonestame kiilje b teise otspunkti {imber kaare

Joonis 66.

raadiusega « ja leiame selle kaare loikepunkti vastaskiil:
jega. Kui selle 16ikepunkti iihendame kiilje b teise otspunk-
tiga, siis tekib kolmnurk, milles nurga a vastaskiiljeks on a.
Joonisel 66 antud elementidega iilesannet lahendades
selgub, et kaar raadiusega a ei l16ikagi vastaskiilge; tdhen-
dab, siin antud kaks kiilge ja tihe kiilje vas-
tasnurkeimididrakolmnurka. P6hjus, miks need
andmed kolmnurka ei méira, peitub nihtavasti selles, et
kiilg @ on liiga lithike: @ on viiksem kui kiilje b otspunkti
kaugus vastaskiiljest ja lithem kui kiilg b. Hakkame piken-
dama kiilge @ ja jilgima tekkivaid olukordi (joonis 67) :

B

Joonis 67,
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I juhul @ =d, kus d on punkti C kaugus nurga a teisest
haarast; tekib tdisnurkne kolmnurk;
II juhul @ > d, kuid ¢ < b; tekib kaks kolmnurka: A AB,C

ja A AB,C;
III juhul @ = b; tekib iiks voérdhaarne kolmnurk;
IV juhul @ > b; tekib iiks kolmnurk.

Kui jatta korvale I ja III juht, mis on erijuhud, siis
voib oelda, et ainult neljandal juhul, s. o. kahe kiilje
ja suurema kiilje vastasnurga jargi saab joo-
nestada iihe kolmnurga. Kahe kiilje ja viiksema kiilje
vastasnurgaga on méiiratud kaks mittevordset kolmnurka
voi iiks tdisnurkne kolmnurk véi ei ole médratud iihtki
kolmnurka.

Ulesanded.

118. Joonesta kolmnurk, milles
a=235cm, b=55 cm ja a =300,
Mitu kolmnurka on miiratud nende andmetega? Mooda
tehtud joonisest kiilg ¢ ja nurgad g ning y.
119. Joonesta kolmnurk, milles

a=4,2 cm, b =6,5 cm ja g = 750

120. Niita, et kaks tidisnurkset kolmnurka on vord-
sed, kui iihe kolmnurga hiipotenuus ja iiks kaatet on vord-
sed teise kolmnurga vastavate elementidega.

121. Téoesta, et ithes ja samas ringis vordsed koolud
asetsevad keskpunktist vordsetel kaugustel.

122. Téesta, et iga punkt, mis nurga haaradest on
vordsetel kaugustel, asetseb selle nurga poolitajal.
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§ 36. Pikkuse kaudne méotmine vordsete
kolmnurkade abil.

Juhtudel, kus kauguste ja korguste otsene méstmine
vahelolevate takistuste téttu véi méonel muul péhjusel ei
ole teostatav, tuleb modta kau dselt. Paljudel juhtudel
on see kergesti teostatav vordsete kolmnurkade abil, Ménda
niisugust véimalust selgitavad jirgmised iilesanded.

Ulesanne 1. Mosta kanali laius, kui selle iihele
kaldale on voimalik juurde pééseda.

Lahendus. Tihistame kanali kaldal punkti A,
mille vastas risti iile kanali asetseb mingi h#sti ndhtav
punkt B. Edasi tidhistame
— kaldal kaks punkti C ja A4’
nii, et

AC =A'C.

Niitid ldheme punktist A’

risti kanaliga nii kaugele

kaldast, et meie asukoht

Joonis 68, B’ oleks punktidega B ja

: C iihel sirgel, ja moéodame

punkti B’ kauguse kaldast. See kaugus vordub kanali

laiusega (joonis 68).

P6hjendus. Kolmnurkadel ABC ja A'B'C on jirg-

mised elemendid vérdsed:

AR A
N\ N\
A=A =900
ja
F ¥EN
ACB = A'CP',

Seega tunnuse nkn jirgi
A'ABC = A A'B'C.
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Jarelikult on vordsed nende kolmnurkade vastavad kiiljed
AB ja A'B.

t'lesanne 2. Moota jarve kaldal asetseva kahe
talu kaugus teineteisest ,,otsejoones.

Lahendus. Valime oma asukohaks niisuguse punkti
P, millest on niha molemad
talud ja mille kaugust iihest
talust saab moota  (joo-
nis 69). Ehitame niiiid punkti
P juurde nurga A’PB nii, et

/N P
A'PB — APB,
ja‘ mirgime selle haaral
punkti A’ nii, et Joonis 69.
PA’ = PA.

Otsitava kauguse saame, kui moodame punkti A’ kauguse
talust B.

Po6hjendus. Kolmnurkadel APB ja A’PB on jarg-
mised elemendid vordsed :

PB = PB,
A s '
APB — A'PB
ja
AP — A'P.

Kolmnurkade vordsuse tunnuse knk jérgi siis
A APB = A A'PB,
millest jareldub, et
AB = A’B.

UUlesanne 3. Moota kahe punkti X ja Y vaheline
kaugus, kui neile punktidele on véimalik juurde piadseda.
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Lahendus. Valime oma asukoha P nii, et saaks
mo6ta selle kaugust punktidest X ja Y (joonis 70) ; tihis-
tame sirgel PX punkti

X' nii, et

f\; //// PX’' = PX,
\ ja sirgel PY. punkti Y’
\ /
bt nii, et
B
e e PY’ = PY.
5 N\
proe= . S
s Niid moodame 15igu
i S X'Y’, millega leiamegi

otsitava kauguse.
Pohjendus. Kolmnurkadel PXY ja PX'Y’ on jarg-
mised elemendid vordsed:

PXe=< PR
PY = PY’
ja
/N N
XPY = X'PY’,

» Kolmnurkade vérdsuse tunnuse knk jargi siis

LPXY = AN P XY
millest jareldub, et
XY = X'Y".

Ulesanne 4. Maota torni korgus, kui tornile on
voimalik juurde piiseda.

Lahendus. Moddame mingi nurgamostmise riista,
néiteks teodoliidi abil nurga A, mis sellest punktist torni
tippu suunatud vaatekiir moodustab rohtsirgega AC (joo-
nis 71). Edasi méddame punkti A kauguse tornist ja
samuti punkti C kauguse maapinnast. Nurk C kolmnurgas



75

ABC on tiisnurk. Niitid ehitame maapinnal kiilje AC ja
nurkade A ning C jirgi kolmnurgaga ABC vérdse kolm-

Joonis 71.

nurga ja moddame selle kiilje BC. Torni korgus on

BC + CD.
Ulesanded.

123. Kuidas maapinnal tidhistada sirget ldbi kahe
antud punkti? Kuidas maapinnal ehitada tdisnurka?

124. Torni kérgus paistab 50 m kauguselt nurgas
620, Leia vihendatud joonise abil torni korgus.

125. Mererannal asetseva kahe vaatluspunkti A ja
B vaheline kaugus (ehk baas) on 7,5 km. Merel olev laev
paistab punktist A suunas, mis moodustab baasiga AB
nurga 349, ja punktist B suunas, mis moodustab baasiga
AB nurga 710, Leia vidhendatud joonise abil laeva kaugus
kummastki vaatluspunktist.



Peatiikk V.

Paralleelsed sirged.
§ 37. Paralleelide aksioom.

Kaks sirget véivad asetseda tasapinnal nii, et nad
I6ikuvad. Niitame, et kaks sirget véivad ka mitte I6ikuda,
kuigi nad asetsevad iihel ja samal tasapinnal. Selleks
votame vabalt sirge » ja viljaspool seda iihe punkti P
(joonis 72). Kui lidbi punkti P joonestada ristsirge s sirgele
v ja sirgele s ristsirge u, siis saame kaks sirget % ja v, mis
ei voi ldikuda. Toepoolest, kui nad 16ikuksid, siis oleks
nende loikepunktist sirgele s joonestatud kaks ristsirget,
mis on véimatu.

Sirgeid u ja v nimetatakse paralleelseteks ehk
roobikuteks sirgeteks, ehk lihtsalt paralleeli-
d e k s. Niisiis

paralleelsed sirged on iihel ja samal tasapinnal asetsevad
sirged, mis ei 15iku.

Sirgete paralleelsust mérgitakse siimboliga |. Paral-
leelsete sirgjoonte Igike nimetatakse paralleelseteks
loikudeks..

Eespool niitasime, et sirged u ja. v joonisel 72 ei véi
l6ikuda. Seega

tasapinnal iihe ja sama sirge ristsirged on paralleelsed.



T3

See teoreem voimaldab antud sirgele v ehitada rodp-
sirget 1dbi antud punkti P.

Kiisime niiiid, kas ldbi antud punkti P vdiks minna
peale sirge » veel moni teine sirge, mis oleks paralleelne
sirgega ». Meie kujutluse jirgi
teist niisugust sirget ei saa olla,
see tdhendab,

igal sirgel on olemas iiksainus pa-
ralleelne sirge, mis Libib antud punkti.

Seda viidet on piiiitud toes-
tada umbes 2000 aasta viltel, kuid
need toestamiskatsed ei ole onnes- Joonig 72.
tunud. Veel enam: selle viite toes-
tamisvoimaluste .uurimisel on selgunud, et seda véidet ei
saagi toestada ilma moéne uue aksioomi tarvitamiseta. Et
meie kujutluse jargi see viide on siiski dige, siis kasutame
seda aksioomina ja nimetame selle paralleelide
aksioomiks.

Sellest aksioomist jéreldub, et peale ithe kéik sirged,
mis ldbivad punkti P, 16ikuvad sirgega v (joonis 72).

§ 38. Paralleelide iihine ristsirge.

Paralleelide aksioom voimaldab toestada jargmist teo-
reemi :

kui sirge on risti iihega kahest paralleelsest sirgest, siis ta
on risti ka teisega.

Eeldus:s| t;u | t (joonis 73).
Vidide: u | s.
Toestus. Kui sirged » ja s ei ristuks punktis A,

siis saaksime ldbi punkti A ehitada sirge s, mis oleks risti
sirgega u; see uus sirge s’ peaks olema paralleelne sirgega
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t, sest nad mélemad ristuvad-sirgega . Kuid siis libiksid
punkti A kaks sirget, mis on paralleelsed sirgega ¢; et seda

paralleelide aksioomi jidrgi ei saa
u olla, siis peavad sirged u ja s
~ ristuma.

=S s Seega paralleelidel on rist-
sirge tiihine. Selle iihise ristsirge
16iku paralleelide vahel nimeta-
takse paralleelidevahelij-
seks ristloiguks. Toesta-
me, et

 kahe paralleeli vahelised ristloigud
on vordsed.

Eeldus:s|t AB | ¢, CD;. )it

Joonis 73,

Viide: AB=CD (joonis 74).

Toestus. Joonestame Iigu BD Xkeskristsirge u. Et
paralleelidel ristsirged on lihised, siis sirge % on risti ka
sirgega s, millest jéreldub, et kogu joonis on siimmeetri-
line sirge u suhtes. To6epoo-
lest, kiired LA ja KB on &
slimmeetrilises asendis vasta- A L G
valt kiirtega LC ja KD, sest :
sirge % on risti nii sirgega s
kui ka sirgega ¢; punkt B on g D\ /] !
simmeetrilises asendis punk- B K D
tiga D, sest sirge u on 16igu
BD keskristsirge; sirge BA Joonis 74.
on siimmeetrilises asendis sir-
gega DC, sest nurgad B ja D on vordsed; ja 16puks punkt
A on siimmeetrilises asendis punktiga C, sest sirgete BA ja
LA loikepunktiga A stimmeetriliselt asetsev punkt peab
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olema nende sirgetega siimmeetriliselt asetsevate sirgete
DC ja LC iihine punkt, s. o. punkt C. Kuid siis

AB=CD

kui siimmeetriliselt asetsevad 16igud.

Kahe paralleeli vahelise ristloigu pikkust mmetatakse
paralleelidevaheliseks kauguseks. Viimati-
toestatud teoreemi jdrgi on paralleelidevaheline kaugus
igal pool iihesugune.

Ulesanded.

126. . Joonesta sirkli jé joonlaua abil antud sirgele
roopsirge ldbi antud punkti.

127. Mooda kahe paralleelse sirge vaheline kaugus.

128. Joonesta ringis kaks paralleelset koolu ja toesta,
et nende vahelised kaared on vordsed. Népundide: leia '
kujundi siimmeetriatelg.

§ 39. Kolm paralleelset sirget.

Kolm sirget véivad tasapinnal asetseda nii, et neil kas
ei ole iihtki loikepunkti voi on iiks loikepunkt v6i kaks
16ikepunkti véi kolm loikepunkti (joonis 75).

Sk g

Joonis 75.

Esimesel juhul on tegemist kolme paralleelse sirgega
ja kolmandal juhul — kahe paralleelse sirgega, mis on 16i-
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gatud kolmanda sirgega. Esimese juhu tekkimise voimalust
néditab jirgmine teoreem :

kui kaks sirget on paralleelsed kolmanda sirgega, siis on nad
paralleelsed ka teineteisega. ;
Eeldus: 2| z; ¥ 2z (joonis 76).

v Viaide: z | y.
Toestus. Joonestame sirge
s risti sirgega z. Et sirge, mis on
4 risti iihega kahest paralleelist, on
risti ka teisega, siis

) 2 s | x;

samal pohjusel ka

Joonis 76. s | y.

Seega on sirged x ja y iihe ja sama sirge s ristsirged ja
jarelikult
v |y,
mida oligi vaja toestada.
Kolme sirge x, ¥ ja z paralleelsust mérgime kujul

z|ylfz

§ 40. Kahe paralleelse sirge loikamine kolmanda
sirgega.

Loikame kaht sirget s ja ¢ kolmanda sirgega u ja
vaatleme nurki sirgete u ja s ning » ja t ldikepunktide
juures (joonis 77). Kummagi 16ikepunkti juures tekib neli
nurka; teades iiht neist saab arvutada ilejadnud kolm
- nurka, sest iga iilejdinud nurk on antud nurga suhtes kas
kérvunurk véi tippnurk. Kui on antud nditeks nurk g, siis

B=1800—aqa, y=a ja &=1800—q.
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Et vorrelda nurki iihe 16ikepunkti juurest nurkadega
teise loikepunkti juurest, selleks anname jéargmistele nurga-
paaridele nimetused :

1. nimetame vastavateks nurkadeks kaks
nurka, mis asetsevad iihel pool sirget » ja iihel pool sirgeid
s ja t, nagu nurgad a ja o voi
yjay's

2. nimetame poiknur-
k adeks kaks nurka, mis aset-
sevad iiks iihel ja teine teisel
pool sirget » kui ka sirgeid s
ja t, nagu a ja y’ voi § ja B';

3. nimetame ldhisnur-
kadeks kaks nurka, mis aset- Joonis 77.
sevad iihel pool sirget u, kuid
iiks iihel, teine teisel pool sirgeid s ja ¢, nagu nurgad « ja
&' voi y ja B
Juhul, kui l6igatavad sirged s ja ¢ on paralleelsed, on
iilalmainitud nurkade kohta kehtiv jargmine teoreem:
kahe paralleelse sirge loikamisel kolmanda sirgega tekivad

vordsed vastavad nurgad, vordsed pdiknurgad ja niisugused lihis-
nurgad, millede summa on sirgnurk.

- Eeldus:s| ¢ (joonis 78).
E‘lj 7 SJ/S Voiid e 0=m0% vi=d3
i
|
|

a -+ ¢’ = 1800,

7 Iof Toestus. Joonestame pa-

/ ralleelidevahelised ristloigud SU
ja TV. Nii saadud taisnurksetes
kolmnurkades SUT ja TVS on

jargmised elemendid vordsed:

ST=ST, SU=TV ja U="V.

Joonis 78.

6 Etverk. Geomeetria I.
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Kolmnurkade vordsuse tunnuse KkN jirgi
NSUTP =3/NTVWS:

Et vordsete kolmnurkade vastavad elemendid on vordsed,
siis s Fy

s,
millega on testatud, et punktide S ja 7 juures on iiks paar
vordseid poiknurki. - Lisaks sellele t6siasjale kasutame
edasi kérvunurkade ja tippnurkade omadusi. Et « ja y on
tippnurgad, siis

a =y,
eespool. saime, et

a’'=y;
seega ‘

== ol

millega on téestatud, et iiks paar vastavaid nurki on vord-
sed. Viite téestamiseks ldhisnurkade « ja ¢’ kohta paneme
tdhele, et «/ ja &’ on korvunurgad; seepirast

a + & = 1800;
eespool saime, et
i ke
seega
a -+ ¢’ = 1800,

millega on téestatud, et iihe paari ldahisnurkade summa on
sirgnurk. 4

Kasutades tippnurkade Ja korvunurkade omadusi
saame teoreemi viidet samalaadiliselt tgestada iga nurga-
paari kohta.
Ulesanded.

129. Arvuta nurgad, mis tekivad kahe sirge ldika-
misel kolmanda sirgega, kui joonisel 77 nurk § = 1270 ja
B + y = 2340,
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130. Toesta, kasutades korvunurkade ja tippnurkade
omadusi, et joonisel 77 nurk a =/, kui g = p.

131. Toesta samal viisil kui eelmises iilesandes, et
d +a’= 1800, kui g =g’ :

132. Taesta, et alusega paralleelne sirge, mis loikab
vordhaarset kolmnurka, eraldab sellest kolmnurga, mis
on vordhaarne. k

§ 41. Kolmnurga nurkade omadusi.

Pikendame kolmnurga’ mingit kiilge iile iihe tipu.
Nurka selle pikenduse ja kolmnurga teise kiilje vahel nime-
tatakse kolmnurga vdlisnurgaks. See nurk on kolm-
nurga nurga (ehk sisenurga)
korvunurk. Mélema kiilje pikendami-
sel iile tihe ja sama tipu saaksime
kaks vordset nurka (joonis 79). See-
pérast iitleme, et iga tipu juures on
ii ks walisnurk. Kolmnurga vilis-
nurki tdhistame siimbolitega aq, B4
ja vy

Toestame, et

kolmnurga vilisnurk vordub temaga mitte korvu asetsevate
sisenurkade summaga.

Toestuseks joonestame ldbi iihe tipu, niditeks C, paral-
leeli CD vastaskiiljele AB. See sirge jaotab vilisnurga v4
kaheks nu aks a’ ja g’ (joo-
nis 80). k¢ kahe paralleelse
sirge loikamisel kolmanda sir-
gega tekivad vordsed vasta-
vad nurgad ja vordsed podik-
nurgad, siis

=0

Joonis 79.

ja
Joonis 80. B=Pp.

6*
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Nende vorduste vastavate poolte liitmisel saame, et
a+B=a'4 g
ehk ;
& B — .
Samuti voime toestada teoreemi teiste vilisnurkade kohta.

Sellest kolmnurga vilisnurga omadusest jireldub ker-
gesti, et

kolmnurga sisenurkade summa vordub sirgnurgaga.

Toestuseks liidame eespool-leitud vorduse
a+B=m
moélema poolega nurga y. Siis saame, et
' at+B+ry=n+v;
arvestades seda, et y, ja y on korvunurgad, saame
a+ B+ vy = 1809,
mida oligi vaja toestada.

Sellest teoreemist jareldub, et kolmnurgas ei v6i olla
enam kui iiks nurk tdisnurk voi niirinurk, sest vastasel
Jjuhul ei saaks sisenurkade summa olla 1800,

Edasi jireldub sellest teoreemist, et kui iihe kolm-
nurga kaks nurka on vordsed teise kolmnurga vastavate
nurkadega, siis ka nende kolmandad nurgad on vordsed.
Seetottu voime kolmnurkade vordsuse I tunnuse niiiid jarg-
miselt iildistada:

kaks kolmnurka on véordsed, kui iihe kolmnurga iiks kiilg ja
kaks nurka on vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.

Viimase teoreemina kolmnurga nurkade kohta toes-
tame, et

kolmnurga vilisnurkade summa on tiispoore.
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Selle toestamiseks ldhtume asjaolust, et kolmnurga

iga tipu juures oleva sisenurga ja vilisnurga summa on
1800 (joonis 81). Seega :

a +(11 = 1800,
B + By = 1800
ja Y + v1 = 1809

Nende vorduste vastavate poolte liitmisel leiame, et

a+B+v+ar+ B+ y1 =3 1800

Et esimese kolme liidetava
summa on 1809, siis

1800 + a1 + Bl + Y1 — 54400.

Lahutades selle vorduse mo-
lemast poolest 1800, jddb

ay + By + v1 = 3600,
mida oligi vaja toestada.

Ulesanded.
133. Kui suur on téiis-
Joonis 8. nurkse kolmnurga teravnur-

kade summa?

134. Vordhaarse kolmnurga alusnurk on tipunurgast
140 yorra suurem. Arvuta nurkade suurused.

135. Vordhaarse kolmnurga alusnurk on 52010
Kui suured on selle kolmnurga vilisnurgad?

136. Kui suur on vordkiilgse kolmnurga nurk?

137. Vordhaarse kolmnurga tipunurga kérvunurk on
1480, Kui suur on alusnurk?

138. Kolmnurga vilisnurk a, = 810 ja y; = 1170 40"
Kui suured on selle kolmnurga sisenurgad?

139. Toesta, et kui ithe kolmnurga kaks nurka on
vordsed teise kolmnurga kahe nurgaga, siis on vordsed ka
nende kolmnurkade kolmandad nurgad.
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140. Mis liiki on kolmnurk, mille iiks nurk on 340 15’
ja teine nurk on 550 45’9

141. Kolmnurga nurkadest a« — 60 40’ ja B = 480 30,
Jérjesta selle kolmnurga kiiljed nende pikkuse jargi.

142. Vordhaarse kolmnurga aluse juures oley vilis-
nurk on 1320, Mis on sellel kolmnurgal pikem, kas alus
voi haar?

143. Tiisnurkse kolmnurga teravnurk « — 880 on
poolitatud. Kui suured on sellel poolitamisel tekkiva niiri-
nurkse kolmnurga nurgad ?

§ 42. Sirgete paralleelsuse tunnuseid.

Sirgete paralleelsuse méiramiseks kasutatakse pea-
miselt jargmist teoreemi:
kaks ‘sirget on paralleelsed, kui nende likamisel kolmanda

sirgega tekivad vordsed vastavad nurgad voi vérdsed poiknurgad
v0i lihisnurgad, millede summa on sirgnurk.

Eeldus:a =a’ véi a = 19" v0i a + ¢’ = 1800,
Viéide: s|¢ (joonis 82).

Toestus. Sirged s ja t véivad kas Isikuda voi olla
paralleelsed. Oletame, et nad
ei ole paralleelsed, ja joones-
tame ldbi sirge s ja I6ikaja
o s’ u lihise punkti S sirge s’ nii,
= et s’ || t. Nende sirgete paral-

leelsuse tottu on siis

ai=a’, Qg =1 9n
- ay + &' = 1800,
Kuid eelduse jirgi
a=a’; a =1y vobi

Joonis 82. a Fidt= 1800./
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Koigil kolmel juhul jireldub neist vorduspaaridest, et
ay =da. >

Joonisest nieme, et see vordus on dige ainult sel juhul,
kui sirge s’ ja s iihtivad. Et s’ || ¢, siis ka s { ¢, mida oligi
vaja toestada.

Viimane teoréem annab uusi vdimalusi sirgele roop-
sirge ehitamiseks ldbi antud punkti.

Kui joonestada ldbi punkti \
A (joonis 83) mingi antud sir- \/&
get s loikav sirge » ja ehitada aNA ) t
selle juurde kas nurgaga §f \ &

vordne vastav nurk a; v6i nur-
gaga B vordne poiknurk a,, siis

ehitatava nurga teine haar t on i -
paralleelne antud sirgega s. Esi- \1
mene vote leiab viga sagedat Joonis 83.

rakendamist roopsirgete joones-

tamisel joonlaua ja joonestamiskolmnurga abil: kolmnurga
nihutamisel piki paigalolevat joonlauda jadb kolmnurga
kiilg ikka paralleelseks oma endise asendiga. Niisugust nihu-
tamist nimetatakse ro6o6p-
likkeks (joonis 84).
U'lesanded.

144. Joonesta vordhaar-
se kolmnurga tipu juures ole-
va vilisnurga poolitaja ja
toesta, et see on alusega pa-
= ralleelne.

Joonis 84. 145. Punktis O loikuvad

kaks sirget. TUhel sirgel on

voetud punktid A ja C nii, et AO = CO, ja teisel sirgel

punktid B ja D nii, e¢ BO = DO. Tee joonis ja toesta, et
AB | DC.




88

§ 43. Vastavalt paralleelsete haaradega nurgad.

Vaatleme kaht nurka, milledest iihe haarad on vasta-
valt paralleelsed teise haaradega.

- Kaks paralleelset kiirt on kas samasuunal ised,
nagu kiired % ja m joonisel 85, véi vastassuunali-
sed, nagu kiired & ja m joonisel 86. Vastavalt paralleel-
sete haaradega nurkade juures véivad seepdrast esineda
jargnevad voimalused :

Joonis 85, Joonis 86. Joonis 87.

1. Nurkade haarad on samasuunalised (joonis 85).

2. Nurkade haarad on vastassuunalised (joonis 86).

3. Nurkade iihed haarad on samasuunalised, teised
vastassuunalised (joonis 87).

Téestame, et

vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste véi vastassuuna-
liste haaradega nurgad on véordsed.

Eeldus: k|| m, 1| n, kiired k ja I on mélemad sama-
suunalised v6i mélemad vastassuunalised kiirtega m ja n.

Vidide: a=p (joonised 85 ja 86).

Toestus. Kui nurga B kumbki haar ei 16ika nurga a
liht haara, siis pikendame iiht neist nii, et nad lsikuksid.
Siis on B ja y (joonised 85 ja 86) vastavad nurgad paral-
leelsete sirgete n ja I juures ja seega

B=y.
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Et nurgad a ja y on vastavad nurgad (joonis 85) voi
poiknurgad (joonis 86) paralleelsete sirgete k ja m juu-
res, siis

a=y.
Neist vordusist jiareldub, et

a=p,
mida oligi vaja toestada.

Ulesanded.

146. Toesta, et kahe vastavalt paralleelsete haara-
dega nurga summa on sirgnurk, kui nende nurkade ithed
haarad on samasuunalised ja teised — vastassuunalised
(joonis 87).

147. Joonesta kaks vastavalt paralleelsete ja vastas-
suunaliste haaradega nurka nii, et nende nurgapoolitajad
on iihel ja samal sirgel. Uuri selle kujundi stimmeetriat.

§ 4. Vastavalt ristuvate haaradega nurgad.

Joonestame kaks nurka nii, et {ihe nurga haarad on
vastavalt risti teise nurga haaradega. Vaatleme juhtu, kui
mélemad nurgad on teravnurgad (joonis 88), ja juhtu, kui
mélemad nurgad on niirinurgad (joonis 89), ning téestame
jargmise teoreemi:

vastavalt ristiseisvate haaradega nurgad on vordsed, kui mole-
mad nurgad on teravnurgad voi molemad nurgad on niirinurgad.

Eeldus: m | k; n | l; a ja B on molemad terav-
nurgad v6i mélemad niirinurgad.
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Vidide: a=p (joonis 88 ja joonis 89).
Toestus. Joonestame libi punkti A kaks kiirt m’

Toonis 88. Joonis 89,

ja ' paralleelselt ja samasuunaliselt nurga g haaradega :
m|m ja w|n.
Nende kiirte vaheline nurk
B =p.
Et eelduse Jirgim | k ja n | 1, siis ka m’ | k jan | 1
Seetottu

Jjoonisel 88 joonisel 89
a + y =900 a—y =900
ja
B4y =900 B — v =900,
Jéarelikult
Ot+y=84y C—y=pf—y.

Lahutades- y esimese vorduse molemast poolest ja liites y
teise vorduse mélema poolega, saame nii iihel kui ka teisel
Juhul, et

Q==8%
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Kuna varemini leidsime, et

B=48,
siis

a=p,
mida oligi vaja toestada.
Ulesanded.

148. Joonesta vordhaarse kolmnurga aluse {ihest ots-
punktist ristsirge vastasolevale haarale. Toesta, et nurk
selle ristsirge ja aluse vahel on pool tipunurgast.

149. Toesta, et kahe vastavalt ristuvate haaradega
nurga summa on sirgnurk, kui iiks nurk on teravnurk ja
teine on niirinurk.

150. Niirinurga tipust on joonestatud selle nurga
haaradega ristuvad sirged. Nende sirgete vaheline nurk
on 420, Kui suur on see niirinurk?



Peatiikk VI

Hulknurk.
§ 45. Hulknurkade liigitelu.

Kui neli tasapinnal asetsevat punkti 4, B, C ja D,
mille hulgas ei leidu kolme iihel sirgel asetsevat punkti,
jarjestikku iihendada sirgloikudega, siis tekib kujund,
mida nimetatakse nelinurgaks (joonis 90). Samal

D G
&
D
A B A B
Joonis 90.

viisil tekib viie punkti {ihendamisel viisnurk, kuue
punkti {ihendamisel kuusnurk jne. (joonis 91). Kolm-
nurki, nelinurki, viisnurki Jne. nimetatakse iildiselt hulk -
nurkadeks.

Antud punkte 4, B, C, .. nimetatakse hulknur ga
tippudeks ja neid iihendavaid sirgloike hulknurga
kiilgedeks. Hulknurga kiilgede summa on tema
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imbermoot. Koiki teisi sirgloike, mis ithendavad hulk-
nurga mistahes kaht tippu, nimetatakse hulknurga
diagonaalideks. Hulknurga iga tipu juures on hulk-

E
E
D
g D
A P

A C

B B
Joonis 91.

nurga iiks sisenurk. Hulknurga kiiljed, nurgad ja dia-
gonaalid on tema elemendid.
Hulknurgad liigitatakse
a) lihtsateks ja mittelihtsateks,
b) kumerateks ja mittekumerateks,
¢) korrapirasteks ja mittekorrapirasteks (korra-
piaratuteks).
Hulknurka nimetatakse lihtsaks, kui selle kiilgedel ei ole iihi-
seid punkte peale tippude.
Joonisel 91 kujutatud hulknurkadest on esimene mitte-
lihtne viisnurk.
Hulknurka nimetatakse kumeraks, kui selle iga sisenurk on
viiksem kui sirgnurk.
Joonisel 90 kujutatud nelinurkadest on teine mitte-
kumer nelinurk.
Hulknurka nimetatakse korrapiraseks, kui selle koik kiiljed
on vordsed ja koik sisenurgad on vordsed.
Joonisel 91 kujutatud hulknurkadest on teine korra-
pirane kuusnurk.
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Et kidesolevas raamatus edaspidi ei tegelda mitteliht-
sate ja mittekumerate hulknurkadega, siis séna ,,hulknurk*
tdhendab edaspidi ikka lihtsat -ja kumerat hulknurka.

Ulesanded.

151. Mitu diagonaali saab joonestada 4-, 5-, 6-, n-
nurga igast tipust, mitu diagonaali iildse?

152. Kas kolmnurk véib olla mittelihtne v6i mitte-
kumer?

153. Kuidas\ nimetatékse korraparast kolmnurka?

§ 46. Hulknurga nurkade summa.

Hulknurga sisenurkade summa vordub kahe vérra vihendatud
tippude arv korda 1800,

Toestus. Joonestame diagonaalid hulknurga iihest
tipust. Kui hulknurgal on » tippu, siis need diagonaalid
£ tiikeldavad hulknurga »— 2

D kolmnurgaks  (joonis 92).
Nende kolmnurkade sisenur-
kade summa vérdub hulk-
¢ hurga -sisenurkade summaga,
sest nende kolmnurkade koik
N » nurgad on kas hulknurga
) B nurgad v6i nende osad. Et iga
Joonis 92. kolmnurga sisenurkade sum-
ma on 1800, siis on n-—2
kolmnurga . sisenurkade summa ja seega ka hulknurga
sisenurkade summa
(n—2)- 1800,
maoi 4.5
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N dide. Nelinurga sisenurkade summa on

(4—2) 1800
ehk
2 - 1800
- ehk ¢
3600,

Kui pikendada hulknurga kiilge, siis tekib hulknurga -
vialisnurk. Vilisnurk on sisenurga korvunurk (joo-
nis 93).

Iga hulknurga vilisnurkade
summa on 360°.

Toestus. Hulknurga
iga tipu juures on iiks sise-
nurk ja iiks vilisnurk; nende
summa on 1800, sest nad on
korvunurgad. Olgu hulknur-
gal n tippu; et iihe tipu juu-
res oleva sisenurga ja vilis-
nurga summa on 1809, siis n
tipu juures olevate sise- ja vilisnurkade summa on

n - 1800;

Joonis 93..

et sisenurkade summa on
(n—2) - 1809,
siis vilisnurkade summa on

n - 1800 — (n — 2) - 1809
ehk
n - 1800 — n - 1800 - 3600
ehk ;
3600,
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Jédreldus. Et korrapirase hulknurga sisenurgad
on vordsed, siis on vordsed ka vélisnurgad; seepirast on
korrapidrase n-nurga iga vilisnurk

3600
_ n
Jja iga sisenurk
300
180
n
Nidide Korrapirase 9-nurga vilisnurk on
600
B2 ehk 400

Jja sisenurk
1800 — 400 ehk 1400,

Ulesanded.

154. Kui suur on 12-nurga sisenurkade summa?

155. Arvuta korrapirase 16-nurga sisenurk ja vilis-
nurk.

156. Missuguse korrapirase hulknurga vilisnurk on
150?

157. Missuguse korrapirase hulknurga sisenurk on
13507

§ 47. Trapets.
Trapets on nelinurk, mille iiks paar vastaskiilgi on paralleelsed.

Selle definitsiooni jiirgi joonisel 94 kujutatud neli-
nurk on trapets, kui AB || DC. Trapetsi paralleelseid kiilgi
nimetatakse alusteks ja teisi killgi haaradeks.
Aluste vaheline ristlgik on trapetsi korgus. Trapetsi
elemente tihistatakse sageli ainult iihe tdhega, kasutades
selleks joonisel 94 antud tihiseid.
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Trapetsi aluste paralleelsusest jareldub, et

trapetsi haara lihisnurkade summa on 180".

Toestus. Kui AB | DC,
siis nurgad A ja D on ldhis-
nurgad paralleelsete sirgete
AB ja DC loikaja AD juu-
res; seepirast

Pas N
A+ D = 1800,
Samal péhjusel on I5ikaja BC Jagnis, 94
juures
N Vas
B + C = 1800,

Sellest jireldub, et kui trapetsi iiks nurk on tdisnurk,
siis on teine sama haara juures olev nurk samuti tdisnurk;

kui néiteks
N

/N
A = 909, siis ka D = 9009,
Niisugust trapetsit nimetatakse tdisnurkseks (joo-
nis 95).

Diagonaal tiikeldab neli-
nurga kaheks kolmnurgaks,
milledel on iiks kiilg iihine. See-
tottu nelinurk tldiselt on méé-
A ratud oma viie elemendiga. Et

8 trapetsi haara {ihe ldhisnur-

Joonis 95. gaga teine ldhisnurk on mééra-

tud, siis trapetsi médramiseks

on kiillalt neljast elemendist. Nende hulgas ei vdi esineda
muidugi niisuguseid elemente, mis iiksteisest olenevad, nii-
teks kolm nurka. Viimaste hulgas on ainult kaks ole-
nematut elementi. Kui néiteks on-antud kaks alust,

Do c

7 Etverk. Geomeetria I.
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iiks haar ja selle iiks ldhisnurk, siis trapets on méidratud
ja tema joonestamine on voimalik.

~ Ulesanded.
158. Joonesta trapets, millel
a=—=95"ctm; ¢=32cm, d—2,5 cm ja a="T0.
159. Joonesta trapets, millel
; o=41cm, b=2,2 cm, ¢=38,9 cm ja f=4,8 cm.
160. Joonesta trapets, millel
a=>5,3 cm, a =559, h =2,4 cm ja ¢ =3,1 cm.

161. Trapetsi iihe aluse ldhisnurgad on 740 10’ ja
620 30’. Arvuta teised nurgad.

162. Joonesta tdisnurkne trapets, rﬁillel
a=2>5,6cm, b=389cm ja d =38,3 cm,

163. Joonesta tdisnurkne trapets, millel
a=42cm, c=2,3cm ja h = 2,6 cm.

164. Joonesta taisnurkne trapets, millel

a=52cm, e=34cm ja f=5,7cm.

§ 48. Vordhaarne trapets.

Kui trapetsi haarad on vordsed, siis nimetatakse teda
virdhaarseks trapetsiks (joonis 96). Toestame, et

vordhaarse trapetsi aluse ldhisnurgad on vordsed.

Eeldus: AB|DC ja AD = BC.

A\ A

A A
Vidide: A=B ja D=C.
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Toestus. Joonestame iihe aluse, niditeks DC ots-
punktidest ristldigud DK ja CL teisele alusele (joonis 96).
_Et paralleelidevahelised

ristldigud on vordsed, o C
siis |' 1l
DK = CL. | ;
(TR I
Eelduse jargi : E
AD = BC I I
< LSBT R A Y a
ja joonise jargi K 7 B
I?: I:\ Joonis 96.

Rakendades kolmnurkade vérdsuse tunnust KkN
saame, et )
A ADK — A BCL.

Kuid siis on vordsed nende kolmnurkade kéik vastavad
elemendid, seega ka

/N N
A =B.

Sellest on kerge jdreldada, et
| D=0

Vordhaarse trapetsi jargmise omadusena toestame, et

vordhaarse trapetsi dia-
~onaalid on vordsed.

Eeldus: AB| DC
ja AD = BC.

Viide: BD=AC
(joonis 97).

Toestus. Kolmnurkades ABD ja ABC eelduse
jargi

Joonis 97.

AD = BC,

T*
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eelmise teoreemi jargi

A=B
ja tihise kiiljena neis kolmnurkades
AB — AB.

Seega kolmnurkade vordsuse tunnuse knk jargi
A ABD — A BAC;

sellest jareldub, et
BD —= A6,
G O7bakt '

Ulesanded.
165. Joonesta vordhaarne trapets, millel
¢=6cm, a=600 ja b =3 cm.
166. Joonesta vordhaarne trapets, millel
'a =39cm, e=52cm ja b=25cm.
167. Toesta, et vordhaarne trapets on siimmeetriline
kujund.

168. Toesta, et vordhaarsest kolmnurgast eraldub
vordhaarne trapets, kui kolmnurgas joonestada alusega
paralleelne 16ik.

§ 49. Roopkiilik.

Roopkiilik on nelinurk, millel kaks paari vastaskiilgi on
paralleelsed.
Selle definitsiooni jirgi joonisel 98 kujutatud nelinurk
on roopkiilik, kui
AB || DC ja AD |BC.

Uhe tdhega tdhistatakse roopkiiliku elemente nii-
samuti nagu trapetsi juures.
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Roopkiilikut nimetatakse ka parallelogram-
miks. Roopkiliku kahe vastaskiilje vahelist ristloiku
nimetatakse roopkiiliku korgu-

seks. Bt vastaskiilgi roopkiili- Sl &

-
~

kul on kaks paari, siis on tal : Toetd
kaks korgust. :
Peale eespool-antud definit- |
siooni on veel mitmeid tunnuseid, A I B
millede alusel saab otsustada, 2
Joonis 98.

kas antud nelinurk on roopkiilik.
tUheks niisuguseks tunnuseks on jargmine teoreem:
nelinurk, mille vastaskiiljed on vordsed, on roopkiilik.

Eeldus: AB=DC ja AD = BC (joonis 99).

Viaide: ABCD on roopkiilik.

Toestus. Joonestame ne-
linurga iihe diagonaali, niiteks
diagonaali AC. Siis

A ABC = A ACD,
sest {ihe kolmnurga kolm kiilge
on vordsed teise kolmnurga vas-
tavate elementidega. Kuid siis

D oC

B 1= Y2 ja Yi—%2
Joonis 99. kui vastavad nurgad neis
kolmnurkades. Nende nurkade
vordsusest jédreldub, et
AB | DC ja AD || BC,
kuna nimetatud sirgete 15ikamisel sirgega AC on tekkinud
vordsed poiknurgad. Et nelinurga ABCD vastaskiiljed on
paralleelsed, siis ta on roopkiilik.
Teine teoreem, mis vdimaldab otsustada, kas antud
nelinurk on réopkiilik, on jargmine:
nelinurk, millel on iiks paar vordseid ja paralleelseid vastas-
kiilgi, on roopkiilik.
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Eeldus: AD=BC ja AD | BC (joonis 99).
Vidide: ABCD on rébpkiilik.

Toestus. Kolmnurkades ADC Ja ABC eelduse jirgi

AD — BG,
nende kolmnurkade iihise kiiljena
AC = AC

Ja poéiknurkadena paralleelsete sirgete AD ja BC juures
OISR
Seega kolmnurkade vérdsuse tunnuse knk jirgi
A ADC = A ABC.

Kolmnurkade vérdsusest jareldub, et
a1 =72

ja seega nelinurga ABCD vastaskiilgedest
AB || DC.

Et eelduse jirgi nelinurgal ABCD ka teine paar vastas-
kiilgi on paralleelsed, siis ta on roopkiilik.

Ulesanded.
169. Joonesta roopkiilik, millel ¢ — 3,9cm, b =29 cm
ja e=5,8 cm.

170. Joonesta roopkiilik, millel ¢ = 4,5 cm, q— 480
jaf=42cm. :

171. Joonesta roopkiilik, millel ¢ = 5,5 e -8 == 1300 °
ja b =4,1cm.

172. Téoesta, et nelinurk, mille diagonaalid poolitavad
teineteist, on roopkiilik.

173. Eelmises iilesandes toestatud lauset kasutades
ehita roopkiilik, millel « = 5,7 cm,e="T72cm jaf=252cm.
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§ 50. Roopkiiliku omadusi.

Toestame koigepealt, et
diagonaal tiikeldab roopkiiliku kaheks vordseks kolmnurgaks.

Eeldus: AB| DC ja AD | BC.

Viide: A ABD = A CDB (joonis 100).

Téestus. Kolmnurkades ABD ja CDB on iihine
kiilg, seega .

BD = BD;
selle kiilje ldahisnurkadest
By =02
kui péiknurgad paralleelide AB ja DC juures ning
01 = Be

kui poiknurgad paralleelide AD ja BC juures. Kolmnurkade
vordsuse tunnuse nkn pohjal

jireldame eeltoodust, et Do @
A ABD = A CDB, o8

m. 0, bt \\\\
Jireldus. Et kolm- N

nurkade ABD ja CDB vasta- 4 AN

vad kiiljed on vordsed, siis

- is 100.
AB = DC ja AD = BC. i e,
Seega
roopkiiliku vastaskiiljed on vordsed.
Samuti ka
/N /N = N /N
A=7 ja B =D,

sest nad on vastavateks nurkadeks kolmnurkades, mille-
deks roopkiiliku jaotab diagonaal BD véi diagonaal AC.
Seega ;

roopkiiliku vastasnurgad on vordsed.
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Toestame edasi, et
roopkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist.
Eeldus: AB | DC ja AD | BC.
Viide: AO=CO ja BO = DO (joonis 101).
Toestus. Kolmnurkade AOD ja BOC kiilgedest
AD—="BC,
sest nad on roopkiiliku vastaskiiljed,
0=y
kui poiknurgad roopsirgete AD ja BC lsikaia AC juures,
s=p

kui poiknurgad samade roopsirgete l6ikaja BD juures.
Seegakolmnurkade vord-

D c suse tunnuse nkn jirgi
A AOD = A BOC.
Sellest jéreldub, et

AO = CO ja BO = Do,

sest nad on vérdsete
kolmnurkade vastavad
elemendid,

Kui roopkiiliku kahe vastaskiilje keskpunktid iihen-
dame sirgléigu abil, siis saame roopkiiliku keskldigu.
Toestame, et

Joonis 101.

roopkiiliku  keskloik on D, s
kahe kiiljega paralleelne ja
vordne. E F
Eeldus: AB|DC
ja AD | BC; A 8

AE = DFE ja BF — CF. Joonis 102.
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Viide: EF | AB||DC ja EF — AB =DC (joo-
nis 102).

Toestus., Et roopkiiliku vastaskiiljed on paralleel-
sed ja vordsed, siis on seda ka nende poolitamisel saadud
loigud; seetottu

AE | BF ja AE =BF.
Nelinurk ABFE on seega roopkiilik. Sellest jareldub, et
EF |AB ja EF =AB.
Roopkiiliku omaduste tottu
AB || DC ja AB=DC.
Kokkuvottes seega
EF | AB | DC ja EF = AB=DC.
Ulesanded.

174. Ro6pkiiliku {imbermodét on 18,6 dm. Uks kiilg
on teisest 1,8 dm vérra pikem. Kui pikad on kiiljed?

175. Roopkiiliku iimbermddt on 5,5 m ja iiks kiilg
on } teisest. Kui pikad on kiiljed?

176. Roopkiiliku iiks nurk on
570 15’. Kui suured on teised nur-
gad?

177. Toesta, et roopkiiliku
iihe kiilje ldhisnurkade poolitajad e
on risti.

Joonjs 103.

178. Toesta, et roopkiiliku vastashurkade poolitajad
on paralleelsed.

179. Toesta, et joonisel 103 ldigud KO ja LO on
vordsed, kui ABCD on roopkiilik.
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§ 51. Trapetsi keskloik.

Leiame trapetsi haarade keskpunktid ja {ihendame
need sirgléiguga. See 16ik on trapetsi kesklégik.
Rakendades roopkiiliku omadusi toestame, et

trapetsi keskloik on alustega paralleelne ja tema pikkus on
aluste pikkuste poolsumma.

Eeldus: AB| DcC, AE =DE, BF =CF (joo-
nis 104).
Viide: EF|AB|DC ja EF —48+DC

Toestus. Joonestame libi punkti F' sirge paral-
leelselt sirgega AD. Olgu K ja L selle sirge 156ikepunktid
iihe aluse ja teise aluse piken-
dusega. Kolmnurkades BKF ja - ¢
CLF eelduse jirgi

B == G

tippnurkadena neis

A Ry
BFK — CF/1\L Joonis 104,

Jja poéiknurkadena paralleelsete sirgete AR ja DC lbikaja
BC juures

KBF — LCF.
Seetottu kolmnurkade vordsuse tunnuse nkn jargi
A BKF = A CLF.
Nende kolmnurkade virdsusest jareldub, et
KF — LI,

Seega punkt F on lgigu KL keskpunkt. Et nelinurgal AKLD
iiks paar vastaskiilgi on paralleelsed eelduse jiirgi ja teine
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paar joonise jargi, siis see nelinurk on roopkiilik. Roop-
kiiliku AKLD keskloiguna EF on paralleelne kiilgedega
AK ja DL ning seega

EF | AB | DC.

Jidb toestada veel, et 16ik EF vordub trapetsi aluste
poolsummaga. Et roéopkiiliku keskloik vordub. temaga
paralleelse kiiljega, siis

7

EF — AK—2{- DL
ehk
EF — AB — BK —)}— DC'+CL.
Kolmnurkade BKF ja CLF vordsusest jéreldub, et

BK = CL.

Seetgttu iilalsaadud murru lugeja lihtsustub, millega
saame, et
EF — AB+DC

g 9 ’

Me:0:.1: 58,
Samal viisil saab toestada, et

kolmnurga kahe Kkiilje keskpunkte iihendav 16ik on paralleelne
kolmanda kiiljega ja vérdub poolega sellest Kkiiljest.

i7lesanded.

180. Trapetsi alused on 87 ja 5,9 cm. Kui pikk on
keskloik ?

181. Trapetsi iiks alus on 16 ecm ja keskloik on
12 em. Kui pikk on teine alus?

182. Trapetsi iiks alus on 48 cm ja keskldik on
6,4 cm. Kui pikk on teine alus?

183. Toesta, et trapetsi keskldik poolitab trapetsi
korguse. ¥
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184. Taesta trapetsi keskldigu kohta antud téestuse
eeskujul, et kolmnurga kahe kiilje keskpunkte iihendav 16ik

on paralleelne kolmanda kiiljega ja vordub poolega sellest
kiiljest.

§ 52. Romb.
: Romb on nelinurk, mille kiiljed on vérdsed.

Selle definitsiooni jargi joonisel 105 kujutatud neli-

nurk on romb, kui
AB —=BO = (CD=/AD:

Et rombi vastaskiiljed on kindlasti vordsed, siis saame
rombi defineerida ka Jjargmiselt :

romb on réopkiilik, mille iihe tipu Lihiskiiljed on vérdsed.

Sellest definitsioonist jareldub siis juba koikide
kiilgede vordsus.

Et romb on roopkiilik, siis on tal kgik roopkiiliku
omadused. Lisaks neile on
rombil veel eriomadusi. Tdht-
saim neist on see, et

rombi diagonaalid ristuvad.

Eeldus: AB—=BC =

==C1) —eAD).
Joonis 105. Vidide: AC | BD (joo-
nis 105).
" Toestus. Vaatleme kolmnurka ACD. Eelduse jargi
A =CD

ja seega kolmnurk ACD on vordhaarne. Et rombi kui
roopkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist, siis
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ja seega punkt O on kolmnurga aluse AC keskpunkt. Vord-
haarse kolmnurga aluse keskpunkti ja kolmnurga tippu
iihendav 16ik on iihtlasi kolmnurga korgus. Seetottu
DO | AC
ehk, teisiti,
AC LB,
m: Qe bt
Vordhaarse kolmnurga korgus on iihtlasi tipunurga
poolitaja. Seepirast

N i
ADO = CDO,
millest ndeme, et

rombi diagonaal poolitab rombi nurga.

Nende rombi diagonaali kahe omaduse tottu

rombi diagonaal on rombi siimmeetriateljeks.

Et diagonaale rombil on kaks, siis ka siimmeetriatelgi on
kaks, Toestame, et

-

rombi diagonaalide loikepunkt asetseb rombi kiilgedest vord-
setel kaugustel.

Eeldus: nelinurk ABCD on romb;
OK | AD; OL | AB; OM | BC; ON | CD.
Viide: OK = OL =O0M =ON (joonis 106).

Toestus. Eestpoolt
teame, et nurgapoolitaja
iga punkt asetseb vord-
setel kaugustel nurga haa-
radest. Et diagonaal AC
on rombi nurkade A ja C
poolitaja, siis on punkt O
vordsetel kaugustel nurga Joonis 106.
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A haaradest ja nurga C haaradest, seega
OK =08~ 38 00 = ON.

Seesama punkt O kui diagonaali BD punkt asetseb vordse-
tel kaugustel nurga B haaradest ja seega
OL = oM.
Uhendades need kolm vordust saame
OK:OL:OM:ON,

;0 Lt
_ Ringjoon, mille keskpunktiks on punkt O ja raadiuseks
on 16ik OK, libib punkte K, L, M ja N. Seda ringjoont
nimetatakse rombi siss e joonestatud ringjooneks.
Ulesanded.

185. Joonesta romb, mille kiilg on 5 em ja diagonaal
on 8 cm.

186. Joonesta romb, mille kiilg on 6,5 cm ja iiks nurk
on 450,

187.  Joonesta romb, mille diagonaalide pikkused on
antud.

188. Téoesta, et rombi korgused on vérdsed.

189. Taesta, et ristuvate diagonaalidega roopkiilik on
romb.

190. Joonesta romb, mille kiilg vérdub tihe diago-
naaliga, ja ehita selle sisse joonestatud ringjoon.

§ 53. Ristkiilik.
Ristkiilik on nelinurk, mille nurgad on véordsed.

Selle definitsiooni Jargi joonisel 107 kujutatud neli-
nurk on ristkiilik, kui
A\ N A\ A\
A = B —_— C —_— D.
Et nelinurga nurkade summa on 3609, siis ristkiiliky iga
‘nurk on 3600 : 4 ehk 900, Seega ristkiilik on t disnurkne
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nelinurk. Et ristkiiliku iga nurk on taisnurk, siis
tema vastaskiiljed on paralleelsed, sest nad on risti iihe
ja sama sirgega. Seega ristkiilik on roopkiilik ja teda saab
defineerida veel jargmiselt: 3

ristkiilik on roopkiilik, mille iilks nurk on tiaisnurk.

Sellest jireldub roopkiiliku omaduste alusel, et rist-
kiiliku k 6 ik nurgad on tiisnurgad.

Et ristkiilik on roopkiilik, siis on tal koik roopkiiliku
omadused. Ristkiiliku {iheks erioma-
duseks on see, et

ristkiiliku diagonaalid on vordsed.

/N N N s

Eeldus: A:B:C:D. A
Viide: AC = BD (joonis 107).

Toestus. Vaatleme kolmnurki ABD ja ABC.
Neis on iihise kiiljena

Joonis 107.

AB = AB,
eelduse jargi
/N N
Ar==D1
ja roopkiliku vastaskiilgedena
AD = BC.

Seega kolmnurkade vordsuse tunnuse knk jargi
A ABD = A ABC.

Kuid siis on vordsed ka nende kolmnurkade kolmandad
kiiljed, nimelt
AC = BD,
w0, ot .
Sellest ristkiiliku omadusest jireldub, et
ristkiiliku diagonaalide loikepunkt asetseb ristkiiliku tippu-
dest vordsetel kaugustel.
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Eeldus:  ABCD on ristkiilik.

Vidide: A0 =BO=C0=Do0 (joonis 108).

Toestus. Et ristkiilik on roopkiilik, siis tema dia-
gonaalid poolitavad teineteist; seega

AO0'=100 *"ja'l=BO=DO.

Et ristkiiliku diagonaalid on vordsed, siis on vordsed ka
nende pooled; seega
AO = B0 =CO0 = Do.

Ringjoon, mille keskpunktiks on O ja raadiuseks on
OA, labib ristkiiliku tippe 4, B, C ja D. Seda ringjoont
nimetatakse ristkiiliku timber

joonestatud ringjooneks.

& Kui ristkiiliku diagonaalide
I6ikepunktist O (joonis 108) joo-
" nestada ristsirge iihele kiiljele, siis
p  See sirge on risti ka vastaskiiljega,
sest paralleelidel on ristsirged iihi-
sed. Uhtlasi poolitab ta ristkiiliku
Joonis 108, kaks kiilge, sest punktist O nii-
teks kiiljele AB joonestatud rist-
sirge kui vérdhaarse kolmnurga ABO kérgus poolitab
kolmnurga aluse AB. Sellest selgub, et
dizltgonaalide I6ikepunktist ristkiiliku kiiljele joonestatud rist-
sirge on ristkiiliku siimmeetriatelg.

Neid telgi on ristkiilikul kaks.
Ulesanded.

191. Joonesta ristkiilik, mille {ihe tipu ldhiskiiljed on
4,8 em ja 7,5 cm.

192. Joonesta ristkiilik, mille iiks kiilg ja diagonaal
on antud.

193. Joonesta ristkiilik, mille iimber joonestatud ring-
Jjoone raadius on 3,5 cm ja nurk diagonaalide vahel 350,

S e e
g
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194. Taesta, et ristkiiliku kiilgede keskpunktide tihen-
damisel sirgloikude abil tekib romb. :

195. Toesta, et rombi kiilgede keskpunktide ithenda-
misel sirgldikude abil tekib ristkilik.

196. Toesta, et vordsete diagonaalidega roopkiilik on
ristkiilik.

§ 54. Ruut.

Ruut on ristkiilik, mille iihe tipu lihiskiiljed on vordsed.

Sellest definitsioonist jareldub, et ruudu k 61k kiiljed
on vordsed; toepoolest:

ristkiilikul on vastaskiiljed ikka vordsed ja kui
lisaks sellele ka iihe tipu ldhiskiiljed on yordsed, siis on
koik kiiljed vordsed. Selle omaduse tottu véib ruutu defi-
neerida rombina, mille iiks nurk on téisnurk. Sellest jarel-
dub siis, et ka teised nurgad on taisnurgad.

alc
a ol b 6
a
/ \015
a:-b e, o™
¥ i3
s Ristiatte
o an 5
aib a-b

o Ruut /

Joonis 109.

8 Etverk. Geomeetria I.
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Nagu eespool nigime, saab rombi ja ristkiilikut defi-
neerida roopkiiliku abil. Ka ruutu véime vaadelda roop-
kiilikuna, nimelt niisuguse roopkiilikuna, mille iihe tipu
léhiskiiljed on vérdsed ja risti. Seega on romb, ristkiilik
ja ruut erikujulised réopkilikud (joonis 109).

Et ruut on nii ristkiilik kui ka romb, siis on ruudul
koik rombi ja kéik ristkiiliku omadused. Kui ristkiilikul on
ruudul koik nurgad vérdsed ja kui rombil — kaik kiiljed
vordsed. - Seega ruut on korrapédrane nelinurk.
Siimmeetriatelgedeks on ruudul nii rombi kui ka ristkiiliku
simmeetriateljed. Seega on ruudul
neli siimmeetriatelge, Punkti, mil-
les l6ikuvad need neli siimmeetria-
telge, nimetatakse ruudu ke sk-
punktiks (joonis 110).

Ruudu keskpunkt asetseb vordsetel

kaugustel ruudu kiilgedest ja vordsetel kau-
gustel ruudu tippudest.

Seega saab ruudule nii sisse kui
Joonis 110, ka limber joonestada ringjoone (joo-
nis 110).

Ulesanded.
197. Joonesta ruut, mille kiiljeks on antud sirgloik.

198. Joonesta ruut, mille diagonaal on 6,5 cm.

199. Joonesta antud ringjoone sisse ruut.
200. Ruudu ABCD kiilgede AB, BC, CD ja DA

keskpunktid on vastavalt K, L, M ja N. Toesta, et AL,
AM, CK ja CN lsikumisel tekib romb.



Peatiikk VIL
Ringjoon.
§ 55. Ringjoone puutuja.

Vatame ringjoonel kaks punkti A ja B. Sirge s, mis
libib neid punkte, on ringjoone 16ikaja (joonis 111).
Poorame loikajat s timber 1oikepunkti A nii, et teine
loikepunkt B ldheneb esimesele. Seejuures punkt B oman-
dab asendi B;, Bs, B3 ..+ kuni ta viimaks iihtib punk-

Joonis 111.

tiga A. Kui punkt B on {ihtinud punktiga A, siis loikaja s
on joudnud asendisse %, kus tal on ringjoonega ainult ks
{ihine punkt (joonis HIY;

8*
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Sirget, millel on ringjoonega ainult iiks iihine punkt, nime-
tatakse selle ringjoone puutujaks.

Nende joonte iihist punkti nimetatakse puute-
punktiks. -

~ Ehitame ringjoone keskpunktist C lsikajale s ristsirge
CD. Loikaja poordumisel iimber iihe Iikepunkti poérdub
ka loikajale ehitatud ristsirge, omandades asendid CD,,
CD, jne; seejuures jiib see ristloik ikka raadiuste CA
- ja CB vahele. Kui punkt B iihtib punktiga A, siis raadius
CB ja ristloik CD iihtivad raadiusega CA. Seega on raa-
dius CA risti puutujaga punktis A ehk, iildiselt,

ringjoone puutuja on risti puutepunktist lihtuva raadiusega.

Sellest jéreldub, et

puutuja kaugus ringi keskpunktist vordub ringi raadiusega.
Ulesanded.

201. Joonesta ringjoon raadiusega 38,5 cm ja selles
kolm ldikajat, mis asetsevad keskpunktist 2,5 cm kaugu-
sel. Milleks on need loikajad ringjoonele raadiusega 2,5 cm,
kui keskpunkt neil ringjoontel on iihine?

202. Joonesta ringjoon, mille raadius on 2,7 cm ja
mis ldbib punktid 4 ja B, kui 16ik AB — 4,2 em. Kui kau-
gel on [oikaja AB ringjoone keskpunktist ?

203. Antud on ringjoon. Leia sirkli ja joonlaua abil
(ilma katsetamiseta) selle ringjoone keskpunkt.

204. Antud on sirge Ja viljaspool seda kaks punkti.
Joonesta ringjoon, mis labib antud punktid ja mille kesk-
punkt asetseb antud sirgel. Millal see iilesanne el ole
lahenduy?
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§ 56. Puutuja ldbi antud punkti.

Vaatleme esiteks puutuja chitamist juhul, kui puute-
punkt on antud. Selle ehitamist voéimaldab jidrgmine teo-
reem : :

sirge, mis on risti diameetriga selle otspunktis, on ringjoone
puutuja.

Eeldus: t | PC (joonis 112).

Viide: sirge t on ringjoone puutuja.

Tsestus. Sirge on ringjoone puutuja, kui tal on
selle ringjoonega ainult iiks iithine punkt. Kui sirgel t oleks
peale punkti P ringjoonega veel

mingi teine iithine punkt @, siis ﬁ’C
/

QO=EBCi=7. //
Et eelduse jirgi nurk P on taisnurk, //
siis QC on tdisnurkse kolmnurga QPC ,/
hiipotenuus; seepdrast o

/\_4 /
QC > PC. Q P t

Et QC ei saa olla suurem kui PC ja Joonis 112.

samal ajal vordne PC-ga, siis punkti
Q pole olemas ja jirelikult sirgel ¢ on ringjoonega ainult
{iks iihine punkt, s. t. sirge t on ringjoone puutuja.

Seega puutuja chitamiseks antud puutepunkti korral
tuleb ehitada ristsirge raadiusele, mis ldhtub antud puute-
punktist.

Ehitame ringjoonele puutujad 1abi antud puutepunk-
tide A ja B (joonis 113). Need kaks puutujat kas 16ikuvad
kuski punktis D v&i on paralleelsed. Eeldame, et nad 16i-
kuvad, ja toestame jargmise teoreemi:

puutujate ]oikepunkt on puutepunktidest véordsetel kaugustel.
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Eeldus: sirged AD ja BD on puutujad.
Viide: AD— BD (joonis 113),
Toestus. Uhendame punktid C ja D; siis tunnuse

KkN jirgi

A ADC = A BDC,
sest

7N 5B
P (R ja CD =CD.
Jérelikult
AD — BD

kui vordsete kolmnurkade vastavad kiiljed.

Kui antud puutepunktid 4 ja B on iihe ja sama dia-
meetri otspunktid, siis neid libivad puutujad on paralleel-
sed, sest nad on risti ijhe
ja sama sirgega ACB.

Vaatleme niiiid puu-
tuja  ehitamist juhul,
kui puutepunkt ei ole
antud.

Ulesanne, Ehi-
tada ringjoonele puufuja
labi  viljaspool ring-
joont asetseva punkti.

Joonis 113.

Lahendus (joonis 114). Joonestame timber antud
ringjoone keskpunkti € uue ringjoone raadiusega, mis
vordub antud ringjoone diameetriga, ja iimber antud
punkti A ringjoone, mis libib keskpunkti C. Loikugu need
kaks uut ringjoont punktides B, ja B,. Joonestame sirg-
16igud B,C ja B,C ning leiame punktid P, ja P,, kus need
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sirgloigud i5ikuvad antud ringjoonega. Nii sirge P;A kui
ka sirge P,A on puutuja ldbi punkti A.

Pohjendus. {thendades punkti A punktidega B ja
C, tekib kolmnurk AB;C, mis
on vordhaarne, sest

AC :ABl

kui ithe ja sama ringjoone raa-
diused. Konstruktsiooni jargi on
punkt P, selle kolmnurga aluse
keskpunkt; et vordhaarse kolm-
nurga tippu ja aluse keskpunkti
iihendav 16ik on kolmnurga kor-
gus, siis Joonis 114.

AP, | B,C.
Seega sirge AP, on risti raadiusega P,C, mistottu AP,
on puutuja. Samuti saame ndidata, et AP, on puutuja.
t/lesanded.

9205. Joonesta puutuja, kui on antud ringjoone kesk-
punkt ja puutepunkt.

206. Joonesta ringjoonele, mille raadius on 3 cm,
puutujad 1dbi punkti, mis asetseb 5 cm kaugusel ringjoone
keskpunktist.

207. Joonesta kaks ristuvat puutujat ringjoonele,
mille raadius on 2,5 cm.

208. Ringjoone kaks paralleelset puutujat loikuvad
kolmanda puutujaga punktides A ja B. Toesta, et /A ABO
on tdisnurkne, kui punkt O on ringjoone keskpunkt.

§ 57. Puutuja ja koolu vaheline nurk.

Joonestame ringjoonele punktis A puutuja ja koolu
(joonis 115). Puutuja ja koolu vahel on kaks nurka,
milledest iiks on teravnurk ja teine on niirinurk. Kum-
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magi nurga sees on iiks selle ringjoone kaar. Téestame
nende nurkade kohta jirgmise teoreemi:

puutuja ja koolu vaheline nurk on niisama suur kui pool kesk-
nurgast, mis toetub nurga sees olevale kaarele.

N PN
Eeldus: DAB ja D,AB on puutuja ja koglu vahe-
lised nurgad; diameeter EF poolitab kesknurga ACB.

AN N\ £\ 7N $ £
Viide: DAB — ACE; D\AB = ACF (joonis 116).

F

Joonis 115. Joonis 116.

Toestus. Kui diameeter EF poolitab kesknurga
ACB, siis EF on risti kdoluga AB, sest ainult ké6luga ris-
tav diameeter poolitab kédlu ja selle vastava kesknurga.

v 4N
Niiiid selgub, et DAR ja ACE on vastavalt ristuvate haa-
radega teravnurgad, sest

DA | AC
kui puutuja ja puutepunktist lihtuy raadius,

AB | CE,
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nagu toestusest selgus,
/N
ACE < 900
kui taisnurkse kolmnurga teravnurk ja
AN
DAB < 900,
nagu néhtub joonisest.

Et vaadeldavad nurgad on ristiseisvate haaradega
teravnurgad, siis

¥ el YN
DAB = ACE.
Niisamuti ka
7 7S
D,AB = ADF,
m. Ot T
{/lesanded.

209. Kui suur on nurk puutuja ja k&olu vahel, kui
k661 labib ringjoone keskpunkti?

210. Puutepunktist lihtuva raadiuse ja koolu vahe-
line nurk on 180. Kui suured on nurgad puutuja ja koolu
vahel?

211. Puutepunktist lahtuv kool jaotab ringjoone
kaheks kaareks, milledest iiks on 2 ringjoonest. Kui suu-
red on nurgad puutuja ja kodlu vahel?

212. Puutuja ja koolu vahelise nurga sees olev kaar
on 790 16’. Kui suured nurgad moodustab puutuja kooluga?

213. Kahe raadiuse otspunktidest on joonestatud puu-
tujad. Kui suur on nurk  puutujate vahel, kui raadiused

moodustavad nurga 14007
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§ 58. Piirdenurk.

Joonestame ringjoones kaks lihise otspunktiga k&olu
KL ja KM (joonis 117). Need ko6lud moodustavad nurga
LKM, mille tipp asetseb ringjoonel; seda nurka nimeta-
takse piirdenurgaks.

Piirdenurk on nurk kahe kddlu vahel, milledel on iihine
otspunkt.

Iga piirdenurk toetub‘kaarele, millele toetub ka iiks
kesknurk: piirdenurk LKM toetub kaarele LM, millele toe-

Joonis 117. Joonis 118.

tub ka kesknurk LCM. Kuid iihele ja samale kaarele toe-
tub loendamatu hulk piirdenurki (joonis 118), sest piirde-
nurga tipuks voime valida mistahes punkti selle ringjoone
lilejadnud kaarel.

Saab toestada, et koik piirdenurgad, mis toetuvad
lihele ja samale kaarele (joonis 118), on vérdsed. Selleks
toestame enne, et '

piirdenurk vérdub samale kaarele toetuva kesknurga poolega.
Eeldus: «on piirdenurk ja @, on kesknurk, mis

toetuvad iihele ja samale kaarele.
Viide: a=ias.



Toestus. Joonestame puutuja ldbi piirdenurga o
tipu (joonis 119). Eelmise teoreemi jirgi puutuja ja koolu

vaheline nurk
=+ B1s

sest kesknurk p; toetub kaarele, mis on nurga f Sees.

Samuti puutuja ja koolu vaheline

el e

nurk
a+ B=14(a + B1),

sest kesknurk a; 4+ B toetub kaa-
rele, mis on nurga a - f8 Sees. Ava-
des sulud teise vorduse paremal
poolel saame

a+ B=4a1+B15

7\

lahutades sellest vorduse ? Joonis 119

B=18

vastavad pooled jadb

m. gt L,

s -'5(11,

Jareldused.

1. Uhele ja samale kaarele toetuvad piirdenurgad on vordsed,

nurgast.

sest igaiiks neist vordub poolega iihest ja samast kesk-

2. Diameetrile toetuv piirdenurk on taisnurk,
gest vastav kesknurk on kaks taisnurka.

Joonis 120.

Viimast jéreldust, mida nimeta-
takse Thales’e teoreemiks, saab kasu-
tada tdisnurkse kolmnurga ehitamiseks
hiipotenuusi ja kaateti jargi. Selleks
joonestame (joonis 120) ringjoone, mille
diameetriks on hiipotenuus, ja moodame
diameetri otspunktist k66lu, mis vordub
antud kaatetiga. Selle koolu otspunkti
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tthendamisel diameetri otspunktiga saame taisnurkse kolm-
nurga, sest diameetrile toetuv piirdenurk on tdisnurk,

Ulesanded.

214. Kui suur piirdenurk toetub kaarele 400, 750,
1180 20, 1310 48’9 :

215. Piirdenurk toetub kaarele, mis on 760 vorra
véiksem iilejdsinud ringjoone osast. Kui suur on piirdenurk ?

A A
216. Umber kolmnurga, mille A =58040 ja B —
=720 30', on joonestatud ringjoon. Kui suurteks kaarteks
Jjaotavad kolmnurga tipud selle ri_ngjoone? ;

217. Ringjoonel asetsevad jirjestikky punktid A4, B,
C ja D nii, et- AB on } ringjoonest, BC on | ringjoonest

ja CD on i ringjoonest. Kui suured nurgad on nelinur-
gal ABCD? :

218. Kaks ringjoont lsikuvad punktides A4 ja B.
Punktist 4 on Jjoonestatud méglema ringjoone diameetrid
AC ja AD. Tdesta, et punktid B, C ja D asetsevad iihel
ja samal sirgel.

219. Ringjoonel on téahistatud vordsed kaared AB ja
CD. Toesta, et AC ja BD on kas vordsed voi paralleelsed
sirgléigud.

220. Antud on sirgléik AB — 3,5 em. Joonesta ring-
joon, milles kéglule AB toetuv piirdenurk on 600,

221. Antud on sirgloik AB =4 cm. Leia punktid,
milledest sirglsik AR paistab tidisnurgas.

222. Antud on sirge s ja véljaspool seda sirgldik AB.
Leia, kas sirgel s on punkte, millest sirglgik AB oleks niha
nurgas 600,
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§ 59. Ringjoon ja korrapidrane hulknurk.

Olgu ABC... N mingi korrapérane hulknurk (joo-
nis 121). Poolitame selle nurgad A ja B ning tihistame
nende nurgapoolitajate 16i-
kepunkti téhega 0. Nii
saadud A ABO on vord-
haarne, sest tema nurgad
OAB ja OBA on vordsed
kui korrapirase hulknurga
nurkade A ja B pooled.
tUhendame niiiid punkti O
punktiga’ C. Saadud uus
kolmnurk BCO on vordne kolmnurgaga ABO, sest

Joonis 121.

/N /N
AB = BC, ABO =CBO ja BO.=BO:
Seetdttu ka A BCO on vordhaarne ning selles

AN A
OCB = OBC.

Kuid siis Oé‘\B on pool korrapirase hulknurga nurgast ja
OC on nurga C poolitaja. tthendades punkti O hulknurga
iilejainud tippudega, saame samal viisil toestada, et need
iihendusloigud poolitavad ka hulknurga iilejaanud nurgad.
Seega koik hulknurga ABC ... N nurgapoolitajad 16iku-
vad punktis O. Seejuures »

OA:OB:OC:...:ON,
sest nad on vordsete vordhaarsete kolmnurkade haarad, ja
OP:OQ:...:OX,

sest nad on samadé kolmnurkade korgused. Seega:

korrapirase hulknurga nurgapoolitajad loikuvad koik iihes ja
samas punktis; see punkt asetseb vordsetel kaugustel hulknurga
tippudest ja vordsetel kaugustel hulknurga kiilgedest.
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Sellest jareldub, et

iga Kkorrapirase hulknurga iimber ja sisse saab joonestada
ringjoone.

Umberjoonestatud ringjoon ldbib kéiki tippe ja sisse-
Jjoonestatud ringjoon puutub kgiki kiilgi. Nende ring-
joonte iihist keskpunkti nimetatakse korra pdrase
hulknurga keskpunktiks.

Korrapirase hulknurga Jjoonestamiseks joonestame
ringjoone ja jaotame selle nii mitmeks vérdseks kaareks,
mitu kiilge peab olema joonestataval hulknurgal, Kui
kaarte otspunktid Jérjestikku {ihendada sirgloikudega, siis
tekib hulknurk, mille kiiljed on vordsed, sest neile kui
kdoludele vastavad kaared on vordsed. Ka on vérdsed selle
hulknurga nurgad, sest nad on piirdenurgad, mis toetuvad
vordsetele kaartele (joonis 122). Jirelikult on see hulk-
nurk korrapirane. Seda hulknurka nimetatakse korra-

Joonis 122, : Joonis 123.

Pdraseks sissejoonestatud hulknurgaks
ehk korrapidraseks k661hulknurgaks.
Korrapirase hulknurga saab ka siis, nagu kerge on
veenduda, kui ringjoone Jaotuspunktidest joonestada puu-
tujad (joonis 123). Seda hulknurka nimetatakse korra -
pidraseks imberjoonestatud hulknurgaks
ehk korrapidraseks puutujahulknurgaks.
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Ringjoone voib jaotada vordseteks kaarteks kas sirkli
ja joonlaua voi malli abil. Ringjoone jaotamine sirkli ja
joonlaua abil ilma katsetamiseta ei ole teostatav
igasuguse kaarte arvu juures; pole voimalik néiteks ring-
joont sirkli ja joonlaua abil ilma katsetamiseta jaotada

seitsmeks vordseks kaareks.

Koige lihtsamad ringjoone jaotamise juhud on jaota-
mine 4-ks, 8-ks, 16-ks, 32-ks jne. vordseks kaareks. Nende
jaotamiste teostamiseks joonestame g
kaks ristuvat diameetrit, millega
on ringjoon jaotatud 4-ks vord-
seks kaareks; saadud tdisnurkade
poolitamisega jaotame ringjoone
8 ks vordseks kaareks jne. (joo-
nis 124).

Ringjoone jaotamine 3-ks, 6-ks,
12.ks jne. vordseks kaareks on Jootls 194,
voimalik ldhtudes ringjoone jao-
tamisest kuueks vordseks kaareks. Viimane on teostatav
sirkli abil, sest

korrapiirase kuusnurga Kkiilg vérdub iimberjoonestatud ring-
joone raadiusega.

Eeldus: AB on korrapirase kuusnurga kiilg ja
punkt O on {imberjoonestatud ringjoone keskpunkt.

Viaide: AB=AO (joonis 125).

R Tsestus. A AOB on vord-
haarne, sest AO = BO; jarelikult

/N /N

3 % A =B.

Joonis 125. Selle kolmnurga tipunurk O vordub
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3600 : 6 ehk 600. Sama kolmnurga alusnurgad A ja B
on seega
(1800 —600) :2
ehk
600,

Seega kolmnurga AOB nurgad on vordsed; kuid siis on
vordsed ka tema kiiljed ja seega

AB = A0 = BO.

Seega raadiusepikkuste kaoolude abil saame ringjoone
jaotada 6-ks vordseks kaareks. Nende kaarte poolitami-
sega jaotub ringjoon 12-ks vordseks kaareks, viimaste
poolitamisega 24-ks vordseks
kaareks jne. Nende kaarte ots-
punkte jarjestikku iihendades
saame korrapirase 6-nurga, 12-
nurga, 24-nurga jne. (joo-
nis 126).

Ulesanded.

223. Joonesta korrapdrane
6-nurk kiiljega 2 ecm.

Joonis 126.

224. Joonesta korrapidrane
12-nurk, mille timber joonestatud ringjoone raadius on
2,5 cm.

225, Joonesta korrapdrane 3-nurk, mille {imber joo-
nestatud ringjoone raadius on 3 em.

226. Joonesta korrapdrane 7-nurk, mille {imber joo-
nestatud ringjoene raadius on 3 cm. Ringjoone jaotamist
toimeta sirkli abil katsetades.
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