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III. H A R I L I K E  D I F E R E N T S I A A L ­
V Õ R R A N D I T E  S Ü S T E E M I D .

§ 1. DIFERENTSIAALVÕRRANDITE SÜSTEEMI NOORMAAIZUJU 
JA SÜMMEETRILINE KUJU.

1. Käesolevas peatukis vaatleme diferentsiaalvõrrandeid, 
milles on mitu otsitavat funktsiooni. Sealjuures peavad need 
otsitavad rahuldama korraga mitut võrrandit (enamasti niimi- 
tut võrrandit* kui suur on otsitavate arv), s. t. meil on 
tegemist diferentsiaalvõrrandite süsteemiga. Harilike dife­
rentsiaalvõrrandite süsteemi kõige üldisem kuju on järgmine:

jir

F^ (х»У^»У^» ... , y£ 1̂ , y£, ... , y^ ^ , •••

... , ye, Ущ» ... , Ущ ) = 0  (i = 1»2>...,m). (1)

Siin on otsitavateks m funktsiooni y^, y2* » Уш ja 
süsteem ise koosneb ka m võrrandist, millest igaüks seob 
sõltumatut muutujat x , otsitavaid funktsioone ja nende tu­
letisi. Otsitavate y, (i = l,2,...,m) kõrgemat järku tule- 

(n< )tised JjL 1 võivad osas võrrandites ka puududa, kuid iga-
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üks neist esineb ilmsi vähemalt uhes võrrandis. Arvu n=n^+. • • 
... + n^ nimetatakse süsteemi järguks. Süsteemi (1) lahen­
dina mõistame m funktsioonist koosnevat süsteemi y^(x) , 
y2(x), ... , Ja(*) * mille asendamisel võrranditesse (1) 
otsitavate y-̂ , y2, ••• » Уд kohale muutuvad need võrran­
did samasusteks x< suhtes.

, Meil ei ole vajadust uurida diferentsiaalvõrrandite 
süsteeme üldisel kujul (1). Nimelt saab iga süsteemi täiesti 
avaratel eeldustel taandada nn. normaalkujule ehk normaalseks 
süsteemiks, mille võrrandites esinevad ainult esimest järku 
tuletised otsitavatest funktsioonidest, kusjuures võrrandid 
on ilmutatud tuletiste suhtes:

yĵ = (2»ŷ t У2* ••• » Уд) •

У£ = ^2 У2* *** * yn^ *

уп = "п у2* * уп} *

Vaatlemegi nüüd, kuidas teisendada üldist süsteemi (1) 
normaalkujule. Kirjutiste lühendamiseks piirdume juhuga m=2, 
n^= n2 = 2, s. t. juhuga, kui kaks otsitavat funktsiooni 
у ja z tuleb määrata süsteemist

* (x,yfy* ,yntz,a',z") = 0-, G (x,y,y‘ ,y**, z,z*,z")=0 . (1*)

Esimese sammuna ilmutame süsteemi y" ja z" suhtes:

y" = f (x,y,y*, z,z*) , z" = g(x,y,y*, z,z*)

(selline ilmutamine on võimalik, kui ■* 0)- Tuues
seejärel sisse uued funktsioonid



Уд. - У' . *1 = *' , 

заате süsteemi (1’) asendada normaalse süsteemiga y,y^»* 
suhtes:

\
У’=^Х. У] = f(xtyfy1,Z,Z1), Z*=Zlt Z[ = gCl.y.yĵ .Z.Zĵ ), (Г)

Süsteemid (1') ja (1") on sainaväärsed järgmises mõttes (põh­
jendada*.): kui y(x), z(x) on süsteemi (1') lahendiks, s i is  

y(x), y-^x) = y'(x), z(x), zx(x) = z'(x) on süsteemi (Iя) 
lahendiks ja, vastupidi, kui y(x), у^(х), z(x), z^(x) on 
süsteemi (1”) lahendiks, siis y(x), z(x) on süsteemi (1’)
lahendiks.

Täiesti analoogiliselt on süsteem (1) taandatav normaal­
kujule ka üldjuhul (vt. näit. /1/ või /3/t /V).

Geomeetriliselt kujutab süsteemi (2) lahend y,, = y.̂ (x) 
(i = 1,2,..., n) endast kõverat (n+l)-mõõtmelises ruumis 
(х»У;р У2» •••* Уа). seetõttu nimetatakse diferentsiaalvõr­
randite süsteemi lahendit ka integras.LkÕveraks. Tingimusi 
у^(хо) = y° (i : 1, 2, ..., d) võib lugeda nii: integraal- 
kõver kulgeb läbi punkti (xQ, y^ , , ...» y®) .

Võib anda geomeetrilise interpretatsiooni ka n-mÕStme- 
lise ruumi (y^, y9, ... , yQ) alusel. Väga huvitava mehhaa- 
nikalise interpretatsiooni süsteemile (2) leiab lugeja õpi­
kust /1/.

Meil tuleb edaspidi korduvalt kasutada järgmist l a ­
h e n d i  o l e m a s o l u  j a  ü h e s u s e  t e o ­
r e e m i  ; kui süsteemi (2) paremad pooled f, (i = 1, 2,

T it*
... , n) ja nende osatuletised —— =—  (i, j = 1,2,...,n)
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on määratud ja pidevad piirkonnas1 D , siia kulgeb läbi 
selle piirkonna Iga punkti parajasti üks integraalkõver.
Teoreemi tõestuse toome ära §-e *

Mõistes üldlahendina ke*gi piirkonnas D paiknevate 
integraalkõverate hulka, võime lahendi olemasolu ja ühesu­
se teoreemi põhjal väita, et süsteemi (2) üldlahend sõltub 
n suvalisest konetandist:

cl* c2» •** *~~®n̂  ^  = •••» n)
Tõepoolest, vaatleme punkte (xQ, y°, y^, ... y°)€ D . Loeme 
xQ fikseerituks ja muudame suurusi y£, y^» • •• » y° (nii, 
et punkt (xQ, y^, j 2 » » Уд) jääks piirkonda D ). Suu­
ruste y°, y^, ? Уд erinevate väärtuste korral saame 
erinevad integraalkõverad, mis kulgevad läbi vastavate punk­
tide (xQ, y°, У2, ... , y°) . Niisiis võime y°, у£,...,у£ 
vaadelda kui n sõltumatut suvalist konstanti üldlahendi 
avaldises:

У^ = Cx, У]_» У2* ••• » Уд) Ci = 1» 2, ..., n) •

üldlahendi analüütiline avaldis ei ole üheselt määratud.
Asendades y° = со ̂ (c^ c2, ... , cn) (j = 1, 2, ..., n),
kus COj on suvalised pidevalt diferentseeruvad funktsioo—

D ( из -j, tOp ,...,co) 
nid, sellised et - y - t  0 , võime üldla- 

v »*'2 * ... *
hendi esitada kujul 

л Piirkonnana mõistame lahtist sidusat hulka, s. t. hul­
ka, mis koos iga oma punktiga sisaldab ka selle punkti kül­
lalt väikese ümbruse (lahtisus) ja mille igat kahte punkti 
saab ühendada pideva kõveraga nii, et ka selle kõvera kõik 
punktid asuksid vaadeldavas hulgas (sidusus).
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У^я4^1 (х,СО^(с^, с2» •••» сп ^ * » ^ ц С с1» с2* *•* сп ^  ” 

яФ^ (х, ® j_» Cg» •••» c^) ( i s 1» 2, • ••, n ) .

2. Mõnikord esitatakse diferentsiaalvõrrandite süsteem
nn. süaaeetrilisel kujul. Kirjutame süsteemi (2) i-nda võr- 

dyi äJ <randi д-т- s f̂  kujul ^ *■ = dx . Kuna viimase võrrandi
paremaks pooleks on dx mistahes i = 1, 2, ..., n korral,
siis

dyx dy2 dyn
— ^ ■ — e e —— * S  • • • *  — —

^Cx,y^* • • • »Уп) ^2^x,yl* * * * ,yn̂  ^п(х»7]»**ч7п)
dx

= — j- . (2*)

See ongi süsteemi (2) sümmeetriline kuju. Pidades süsteemi 
(2*) vaid süsteemi (2) teiseks kirjutusviisiks, võime mõ­
testada süsteemi (2') ka jahul, kui osa nimetajaist on nul­
lid. Mäiteks, kui esimene nimetajaist on null, s. t. kui 
f^Cx, Ур ... , yB) = О , siis on süsteemi (2) esimeseks 
võrrandiks * 0 , millest = 0 , y^ = C1 (C^ - su­
valine konstant). Niisiis ei tähenda nimetaja võrdumine nul- 
.liga sümmeetrilises süsteemis (2') midagi muud, kui et vasta­
va muutuja diferentsiaal on null, muutuja ise aga konstantne.

Erinevalt süsteemist (2), kus sõltumatu muutuja osas on 
x , võime sümmeetrilises süsteemis (21) vaadelda sõltumatu 
muutujana ükskõik millist muutujatest x , y^, y2, ..., yQ , 
ülejäänud muutujaid aga lugeda selle väljavalitud muutuja 
funktsioonideke. (Just see ongi põhjuseks, miks süsteemi süm­
meetriline kuju on mõnikord otstarbekohasem normaalkujust.)
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Seetõttu on loogiline muutujaid tähistada siimmeetri l i l t :
X1* X2* **' * xn m̂e vä^bnüasime muutujate, seega ka võr­
randite arvu 1 võrra, võrreldes süsteemiga (2*)). Peale sel­
le on loogiline loobuda ka nõudest, et üks nimetajaist on 1, 
ja anda sümmeetriline süsteem üldiselt järgmiselt:

dXi dx2 dxn

al(xl»x2»'*,,xn) a2(xl»x2....Xn) an(x1,x2,...,xn;

' (3)
Erinevalt süsteemist (2’) on nüüd võimalik, et mõnes 
punktis (xj, ..., x^) on kõik nimetajad korraga nullid.
Selliseid punkte nimetatakse iseärasteks. Lihtne on näha,et 
igas mitteieeärases punktis on sümmeetriline süsteem esita­
tav ka normaalkujul. Tõepoolest, kui vaadeldavas punktis
(x1, x2 t . . . tx n ) näiteks *2» •••» xn) Ф 0 , siis võr-

dx, dx 
randi te st — - ± - = — leiame, et 

i *n

d*i ai (*i» *?» ••••i _ i 1 -2 -л (i = lf 2j n_1)e (3,}
^ n  *n (xl» x2* ***» xn }

See ongi normaalne süsteem, milles sõltumatuks muutujaks on 
xn , otsitavateks funktsioonideks aga x-^ x ^ , ..., xn-1 .
Kui funktsioonid a1(x1, x2, ... , xR) (i = 1, 2, ..., n) 
on pidevalt diferentseeruvad, siis on sama omadus ka võrran­
dite (3') parematel pooltel ja me saame normaalsele süstee­
mile (3*) rakendada lahendi olemasolu ja ühesuse teoreemi. 
Formuleerides selle teoreemi ümber sümmeetrilise süsteemi 
(3) jaoks, saame järgmise tulemuse: kui funktsioonid

О
«!<*!• x2.....V  (i = 1, 2, ..., n) on pidevalt dife-
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rentseeruvad (x̂ , •••» xn)-ruumi piirkonnas D f
siis kulgeb läbi selle piirkonna iga mitteiseärase punkti
(x° , x^ , ... , x°) parajasti üks süsteemi (3) integraal- 
kõver.

§ 2 . DIFERENTSIAALVÕRRANDITE SÜSTEEMI LAHENDAMINE
Uhele kõrgemat järku võrrandile taandamise t e e l.

Diferentsiaalvõrrandite süsteemide üks põhilisi lahen- 
dusmeetodeid seisneb nende taandamises ühele kõrgemat järku 
diferentsiaalvõrrandile. Kui viimane osutub kvadratuurides 
lahenduvaks, siis on lihtne leida ka süsteeai lahendit.

1. Olgu vaja lahendada teist Järku süsteem

F(x,y,y',z,z')=0 , G(x,y,y',z,z»)=0 . (1)
*Oletame, et meil õnnestus süsteem Ilmutada z ja z' suh­

tes:
2 = 4>(x, y, y1) , z» = v|/(x, у, у») . (1»)

Diferentseerime esimest võrrandit:

z* =tp'x(xt УI У') + фуС1' У» У') У’+Фу.и.У.У'ЬУ" • 
Siit ja süsteemi (1') teisest võrrandist elimineerime z' :

4^(х.У.У') + у^х»У»У')У' + 4 )̂ Хх»У»У,)У” •
Me saime teist järku hariliku diferentsiaalvõrrandi у suh­
tes. Leidnud tema lahendi у = со (x, c^, c2), saame (1') 
esimesest võrrandist z = ф(х, CO(x, c^, c2), со'(x,clfc2)) 
ning süsteemi (1) lahendiks ongi

- 9 -
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z = ---  , z* = J у

у = со (x, cx, c2), z = ^)(x, co(x, clt c2), co'(x, c1? c2))-
Täiesti analoogiliselt toimiee, kui süsteem (1) on lihtsami­
ni ilmutatav у ja y* suhtes.

_2
Näide 1. у' = f z* = j у . See süsteem on

lihtsalt ilmutatav z ja z* suhtes;
£
У’

Elimineerides z ja z* eespool kirjeldatud viisil, saame 
võrrandi

§ yy'2 - y V  = 0 ,

mille lahendiks on
1

У = --------- j ja у = с .
(Clx ♦ c2)2

Esimesele neist vastab süsteemi lahend
1 1 У = ---------~z . z = -(СдХ + ^2) 2c-̂ (ĉ x + ^2)

y2 -teine ei võimalda seosest z = maarata z , sest
У'у1 = 0 . Kuid vahetu kontrolli abil veendume, et с = 0 

korral saame siiski süsteemile lahendi у = 0 , z = с 
(с -^suvaline konstant).

2. Kui süsteemi järk on suurem kahest, siis on ühele 
võrrandile taandamist parem teostada noimaalkujust lähtu­
des. Vaatlemegi ühte võimalikku skeemi normaalse' süsteemi

J [  — (Х»У]_»У2» * • • *Уд) Ci — 1,2,... ,n) (2)
taandamiseks ühele võrrandile. Funktsioonid
?1(х,у1,у2,•..,УП) olgu n korda pidevalt diferentseeru-
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vad. Diferentseerima süsteemi (2) esimest võrrandit x jär­
gi, vaadeldes ŷ  ̂У2,...,УП kui lahendit:

IIvr 2 h  
Ъ X

+ •
*f, Bf,
---  y,' + ---  yi + ...
Byl ^ y2

t t x <>f
_ . A -f , - *P 1 afi f 

‘ * ~  n ’~b x
li T I ̂ T • • 

*yl ^ y2

asendasime 1
7i võrrandite (2) põhjal . Tähistades

T) ro II *f, T>t. f* 1 -P I •äfl • f+ 1 X <| T I л T* • • •
^ 1  1 ^ y 2

v\
^ yn

(see on meile tuntud funktsioon argumentidest х,у^,у2,...
П...,УЦ) , kirjutame y^ avaldise lühemalt nii:

71 = F2(x»yl»y2’•*,»yn) *

Seda võrrandit uuesti diferentseerides leiame täiesti analoo­
giliselt, et

И  f

= (х,У^,У2»••.|УП) »
kus

~dF~ Ъ¥0 ~д?0 Ъ ? -  
F, = -- - ♦ -- - f-I + -- - t 7 ♦ ... + -- - f
^ Ъ х  Ъ У х Э У Х Ъ у

Selliselt jätkateв jõuame lõpuks võrrandini

У  ̂  ̂ = '̂ц(х»У1»У2 * • • • *УП) » О )

kus
_ ^ Pn-1 ^ Pn-1 ^ Fn-1 _ ^ Fn-1Fn - --+ ---------------------  t 0 + . . .  + -- f  •

7> j x ъ 72 2 ^Уп П

Järgmise sammuna püüame muutujad У2,У^(..*,УП avaldada



х,у^,у^,... »7i^n ^  kaudu. Vastav asendus võrrandis (3) an- 
nabki siis hariliku n—järku diferentsiaalvõrrandi У^ mää- 
ramiseks.
' Moodustame järgmise süsteemi eespool leitud seostest:

У^ = ^^(Х»У^»У2*•••»Уд) »

Уд. = p2(x»7i»y2»*,,,yn) *

У1П = Pn-l^x*yl,y2* * * *,yn̂  *

Teatavasti saame nendest n-1 seostest ilmutada n-1 muutu­
jat У2,Уз,...»Уп . kui funktsioonide fltP2,...tFn-1 jako- 
biaan У2,У^,...|УП suhtes erineb y2,y^,...,yn vaadeldava­
te väärtuste korral nullist:

D(f^,P2,... »^д— )̂
------------------Ф 0 -, (5)
D(y2»y^».*.»Уд)

me eeldame, et see tingimus on täidetud. Seostest (4-) leiame 
У2»Уз»***»Уп vajalikud avaldised

У^ = 4>i(x»yi»yi»**,»yi ^  '^i = 2,3,...,n) , (4') 
mille asendamisel seosesse (3) saamegi diferentsiaalvõrrandi 
y^ määramiseks:

yin) = Fn(x»yi» 4>2(x»yi*yI* * • • •yin“1)). * * •
(6)

• * ** 4 )n^x,yl,yl* ’ * * *У1П ^ ) ) #

Esitatud arutlused võib kokku võtta lauseks: kui 
y1(x),y2(x),...,yn(x) on süsteemi ( 2 ) lahendiks ning on täi-



detud tingimus (5), siis Уд^х) on võrrandi (6) lahendiks 
ning У2(х). У^(х),...,yn(x) rahuldavad seoseid (4'). Ei 
ole raske tõestada ka vastupidist väidet: kui y-̂ (x) on võr­
randi (6) lahendiks, siis on süsteemi (2) lahendiks 
У1(Х)»У2(Х)»***»УГ1(Х)» kU8 У2^х)»• • *»Уп(х) on määratud 
y-̂ (x) kaudu seostega (4’). Selle väite tõestusel me ei pea­
tu; lugeja võib tõestuse leida õpikutest /1/ või /3/, /V»

Me veendusime, et üldiselt on n-järku süsteem samaväär­
ne ühe n-järku võrrandiga. Praktiliseks kasutamiseks ei ole 
esitatud skeem küll alati kõige parem, kuid ta illustreerib 
küllaltki selgelt fakti, et ühele võrrandile taandamisel on 
põhilisteks operatsioonideks võrrandite diferentseerimine ja 
muutujate elimineerimine. Mõnikord on otstarbekam diferent­
seerida mitte süsteemi esimest, vaid mõnda teist võrrandit 
või koguni mitut võrrandit rööbiti. Selliselt võib lahenda­
da ka süsteeme, milles esinevad kõrgemat järku tuletised.

Näide 2. y" = Ч-j -  z '  -  12, z" = z + 10y* - 7 . Dife- 
rentseerime esimest võrrandit kaks korda, teist'võrrandit 
üks kord: y^^ = 4y" - z" *, z" ’ = z* + 10y" . Siit y ^  = 
= -6yn - z’ . Esimese võrrandi põhjal asendame z' =
= 4y - 12 - y" . Saame neljandat järku võrrandi

У^^ + 5y" + 4y = 12 ,

mille üldlahendiks or

у * c^ cos x + с 2 sin x + c^ cos 2 x + c^ sin\2x + 3 .

Esimese võrrandi diferentseerimisel leiame, et у*1' =
= 4у* - z" ; teise võrrandi põhjal asendame z" • Me saa-
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ве z s  - j *'' — 6y' + 7  ehk, asendades у ,

z = 5c^ ein x - 5c2co8 x + 4c^aic 2x - ^c^cos 2x + 7 •

Koos võetuna annavadki у Ja avaldised süsteemi üldla­
hendi .

Märgime lõpuks, et mitte alati ei ole süsteem taandatav 
ühele kõrgemat Järku võrrandile - mitte alati ei osutu tin­
gimus (5) täidetuks. Näiteks ei saa süsteemi y' = f(x,y),zf= 
= g(x,z) taandada ühele teist järku võrrandile. Viimane süs­
teem koosneb sisuliselt kahest teineteisest sõltumatust võr­
randist .

§ 3 . ESIMESED INTEGRAALID JA INTEGREERUVAD 
KOMBINATSIOONID.

1. Rahuldagu normaalne diferentsiaalvõrrandite süsteem 

J [  — * * * * ,yn^ Cl -  l,2,...,n) (1)

piirkonnas D lahendi olemasolu ja ühesuse teoreemi nõudeid 
(vt. § 1). Olgu süsteemi Üldlahendiks

У^ = 1 х»ci*c2 ** *•*cn^ s 1,2,...,n) • (2)
Ilmutades need seosed c-̂ c2,...,cn suhtes (saab näida­

ta, 6t selline ilmutamine on tõepoolest võimalik •» vt. näit.
/1/), esitame üldlahendi i

Ci Ä 4 /1(х»у1»У2»,**»Уп) (i = l»2,...,n). (2*)
Funktsioone

Ц^1(х,у1,у2,...,уп) ( 1 - 1 ,2 ,...̂ n) (3 )
- 14 -



nimetatakse süsteemi (1) esimesteks integraalideke. Süstee­
mil (1) on esimesi integraale lõpmata palju: üldlahendi eri­
nevatele analüütilistele avaldistele (2) vastavad erinevad 
funktsioonid (3) (esimesed integraalid).

Kui esimeses integraalis (3) asendada 7^(1 = 1,2,...,n) 
lahendiga (2), siis konstruktsiooni põhjal

(x, (p^(x,c^,c2».».#cn),... ,ц>п(х,с^,с2» . *• *cn) ) = ,

s. t. piki integraalkõveraid on esimene integraal konstant­
ne. See omadus iseloomustabki täielikult esimesi integraale 
ja võimaldab neile anda üldlahendist sõltumatu definitsioo­
ni :

Mittekonstantset pidevalt diferentseeruvat funktsiooni

(4^Cx»71,72»-««.7ri) (4)

nimetatakse süsteemi (1) eaimeseks integraaliks, kui ta on 
konstantne piki süsteemi (1) iga integraalköverat. Teiste 
sõnadega, (4) on esimeseks integraaliks, kui 72*7,,...,7n 
asendamisel süsteemi mistahes lahendiga y^(x)^gCx),...
..., уnoo saame samasuse

Ц>(х,у1(х),у2(х),...,уп(х)) = с $ (4*)

erinevatele lahenditele võivad muidugi vastata konstandi с 
erinevad väärtused.

"А Sageli nimetatakse esimeseks integraaliks ka avaldist 
i4̂ (x,y^,y2,...»yn) =* . Huide, hilisemal näidete käsitle­
misel on ka meil parem mõista esimeste integraalidena selli­
seid avaldisi.
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Теогееш 1« Pidevalt diferentseeruv funktsioon (4) on 
süsteemi (1) esimeseks integraaliks siis ja ainult siis, 
kui

1 ' ■ + — —  f, f 1 1" ' 1 f ̂ + • • • + " f n - 0 W  J
-S7l 1 T>y2 2 * 7n n

(kõigi funktsioonide argumentideks on siin
(x,ylfy2,...,yn)e D Ja samasus peab kehtima kogu piirkonnas
D).

T õ e s t u s  . Olgu (4) esimeseks integraaliks. Asen­
dades у 1 ,y2,... ,yn mingi lahendiga y-^x),У2( х ),...,Уп(х) , 
saame samasuse (V), mille diferentseerimisel leiame

^  + JlÜi. y.!(x) + - -- yl(x) ♦ ... + - ̂  Уп(х) = 0 • (*") 
•bx гух 1 ' ^Уп

Asendades y^(x) süsteemi (1) põhjal, näeme, et samasus (5) 
kehtib piki integraalkõveraid, s. t. juhul, kui kõigi sama­
suses (5) esinevate funktsioonide argumentideks on 
(^»У^Сх),У2(х),...,yn(x)) . Kuid mistahes punkti 
(x,y^,y2,...,yQ) G D läbib lahendi olemasolu ja ühesuse 
teoreemi põhjal integraalkõver, järelikult kehtib (5) piir­
konna D igas punktis. Teoreem on ühes suunas tõestatud.

Tõestame teoreemi vastupidises suunas. Kehtigu piirkon­
nas D samasus (5)- Siis kehtib see samasus muuhulgas ka pi­
ki mistahes integraalkõverat y1(x),y2(x),...,Уп(х) , s. t. 
kui samasuses (5) esinevate funktsioonide argumentideks on 
(x,y1(x),y2(x),...,yn(x)). Kuid piki integraalkõverat keh­
tivad samasused f̂  = y£(x) ja me saame samasuse (4"), mil­
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lest järeldub samasus (4*), s. t. (4) on esimeseks integraa­
liks. Teoreem on tõestatud.

Paneme tähele, et kui funktsioonid * * * * *^k on
esimesteks integraalideks, siis on mistahes pidevalt diferenb- 
eeeruva mittekonstantse funktsiooni ф (r^,»2 »• • • korral 
esimeseks integraaliks ka liitfunktsioon

ф  ( 'Vi^i Уд. *3̂2 • * * * ,7n̂  • * * * * ̂ k^x,7l *̂ 2 * * * * *Ук^ * 
Tõepoolest, piki integraalkõverat omandavad funktsioonid 
konstantse väärtuse c^, funktsioon (6) aga seega konstant­
se väärtuse ф(с^,с2(***( ck), m.o.t.t.

2. Me ütleme, et esimesed Integraalid

(хэУ^»У2»•••»Уп̂  ^  = l»2,...,n)* 1
on piirkonnas D^C D sõltumatud, kui jakobiaan

(7)

D ('f’l  » ^ 2  • * * * • ^ n ^  

D(7i#y2* * * * »7n)

^ *1 ^ 2 ^^n

^ 2
*ц12

• • •

**2 .

Ъ *1 ***2

(8)

erineb piirkonnas nullist. Sõltumatud on näiteks üldla-
hendi (2) alusel konstrueeritud esimesed integraalid (3)» 
sest kui neile vaatav Jakobiaan (8) oleks null, siis seos­
telt (2*) ai oleks võimalik tagasi minna seostele (2). On



lihtne näha ka vastupidist (põhjendadal): kui esimesed inte 
graalid (7) on sõltumatud, siis on süsteemi (1) üldlahend 

leitav 7 ^ * 7 2 * ilmutamisel seostest

(Ilmutamine on võimalik tänu sellele, et jakobiaan (8) eri­
neb nullist.) Seega on süsteemi (1) üldlahendi leidmise üles­
anne samaväärne n sõltumatu esimese integraali leidmise 
ülesandega.

Teoreem 2. Süsteemi (1) iga esimene integraal 
Ц/(х,у^,у2»•••*УП) on sõltumatute esimeste integraalide (7) 
kaudu esitatav kujul

4V x »y!»y2t • • • •yn) = Ci (i = 1,2,...,n)

У (x,ylty2,...,yn) = (9),. •., (9)

T õ e s t u s  . Teoreemi 1 põhjal mistahes
(x,ylfy2,...,yn) £ D1 korral

2 ± s f + _L£s

ъ х

Heid tingimusi tõlgendame kui lineaarset homogeenset algeb-
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ralist võrrandisüsteemi, millel on olemas mittetriviaalne 
lahend l,flff2,...,fQ . Järelikult peab süsteemi determi­
nant olema null, s. t.

D (4̂  1» * * * * * 'Vn* ̂  ̂ q 
D(x,ylty2,...,yn )

4 '
iga (х,у1,у2,...,уп) korral. Nagu on teada matemaatili­
se analüüsi kursusest, tähendab viimase jakobiaani samaselt 
võrdumine nulliga, et <̂ 2,... »<Vn» on funktsionaalselt
sõltuvad, s. t. leidub selline funktsioon F , et

F (4  ̂1 ♦ • • *»H^n,vV ̂ = ® ( (x,y^ty2 #.. • tyQ) €- D^) . 
Ilmutades selle sõltuvuse suhtes, jõuamegi seoseni (9); 
ilmutamine on võimalik, sest vaadeldava jakobiaani üks n-jär­
ku miinoritest - nimelt miinor (8) - erineb teoreemi eel­
duse kohaselt nullist. Teoreem on tõestatud.

3. Eelmises paragrahvis käsitletud taandamismeetodi kõr­
val kasutatakse diferentsiaalvõrrandite süsteemide lahendami­
seks sageli ka nn. Integreeruvate kombinatsioonide meetodit 
ehk, lühemalt, kombineerimismeetodit. See seisneb süsteemi 
võrrandite teisendamises kujule, millest on lihtne leida esi­
mesi integraale. (Integreeruvateks kombinatsioonideks nimeta­
taksegi neid süsteemi teisendamisel saadud võrrandeid.) Kom- 
bineerimismeetodi kohta on raske esitada mingit üldist teoo­
riat ja me piirdume mõne näitega meetodi rakendamise kohta.

Näide 1. y' = z, z* * у . Liites need võrrandid liikme- 

ti, saame -3^- + = у + z ehk у = ^  * See on~
gi üheks integreeruvaks kombinatsiooniks, millest leiame esi-



l n ] y + i |  = x + l n c 1 ehk у + г = с-^е

Lahutad.ee esimesest võrrandist teise, saame integreeruva 
kombinatsiooni = - dx , mille integreerimiselу - *
leiame veel ühe esimese integraali

—xln | у - z I = -x + lnc2 ehk у - z = c2e

Esimesed integraalid у z я c^e* Ja у - z = c2e_X on 
sõltumatud (kontrollidal) ja ilmutatavad у ja z suhtes:

у = 5^ 1  ̂ + c2® z * ?^®1® —  ̂ *
Viimased funktsioonid esitavad süsteemi üldlahendi.

Näide 2. у' = t z ' s i .  Korrutame esimest võr-------  z d *
randit z-ga, teist y-ga ja lahmtame seejärel esimesest võr­
randist teise. Saame integreeruva kombinatsiooni zy' - yz'= 
= 0 ehk d(«£) = 0 , kust f = c]_ • Asendades у = c^z süs­
teemi teise võrrandisse, saame z’ * , z = c^x + c2 . Süs­
teemi üldlahendike on seega у = с^(сдХ + c2) , z = c-̂ x + c^ 

Viimases näites leidsime ainult ühe esimese integraali 
^ , kuid see võimaldas meil asendada süsteem esimest
järku võrrandiga. Ea üldjuhul võimaldab süsteemi (1) esimese 
integraali teadmine vähendada tundamatute ja võrrandite arvu 
süsteemis ühe võrra. Selleks avaldame esimesest integraalist
4/'̂х »У1»У2****,уп  ̂= c übe otsitavatest У^»У2* • • • »Уп » näi­
teks y„ :* n

yn = 60 ̂ x»yity2,...»yn_1,c) .

Seejärel asendame yQ avaldise süsteemi n-1 esiaesse võr-

■oee integraali x



randisse. Tulemuseks saame n - 1 järku süsteemi, milles 
on otsitavateks У^»У2’*’**Уп-1 *

§ 4. SÜMMEETRILISE SÜSTEEMI ESIMESED INTEGRAALID. 
LINEAARNE JA KVAASI LINEAARNE OSATULETISTEGA VÕRRAND.

1. Vaatleme sümmeetrilist diferentsiaalvõrrandite süs­
teemi

dx, . dx,. dx
1 2 n •. о)

Äl(Xl,X2’'* *,Xn̂  a2^xl ,x2* * * * ,Xil̂ an(Xl»*'*»Xn)

Olgu piirkonnas D täidetud lahendi olemasolu ja ühesuse 
teoreemi nõuded (vt. § 1), s. t. funktsioonid 
a^(i = l,2,...,n) olgu piirkonnas D pidevalt diferentsee­
ruvad, kusjuures igas punktis (x^,X£,••.,3^) € D olgu vä­
hemalt üks nendest funktsioonidest nullist erinev.

Kuna me loeme süsteemis (1) muutujaid X1,X2»...,XD 
samaväärseteks, on loogiline ka üldlahend anda sümmeetrili­
sel kujul:

^l^xl»x2** * *»xn̂  = C1 *
4;2(xl»x2 ‘*,**xn) = c2 • . (2)

tVn-l(x l*x2 ,**,,xn ) = cn-l *

Punktsioone (x-̂ jx̂ ,... ,xQ) (i = l,2,...,n-l) nimetatak­
se süsteemi (1) esimesteks integraalideks. Uldlahendist sõl­
tumatult võib süsteemi e s i m e s t  i n t e g r a a l i  
defineerida kui mittekonstantset pidevalt diferentseeruvat
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funktsiooni , mis on konstantne piki
süsteemi (1) integraalkõveraid. f.alliselt defineeritud esi­
mesed integraalid on esimeste* integraalideks ka eelmise 
paragrahvi mõttes, kui vaid susteem (1) viia normaalkuju­
le. See võimaldab kanda eelmise paragrahvi tulemused üle 
ka sümmeetrilisele süsteemile (1).

Olgu punktis (x° ,x2,... ,x£) £>D nullist erinev näi­
teks an(xltx2».••*xn) . Selle punkti ümbruses on siis süs­
teem (1) esitatav normaalkujul

dx. ai(x1,x2,...,x )
^  - 1 1 2 (i * 1 , 2 , . ,n-l) , (1«)
d ^  an(x1,x2,...,xa)

kus xn on sõltumatu muutuja, x1,x2,...,xn-1 otsitavad ' 
funktsioonid. Teoreemi 1 § 3 põhjal on ц/' (x1,x2,... ,xn) 
süsteemi (1') esimeseks integraaliks parajasti siis, kui

al ъ *  a2 . _ л
" T T T «ее T —————■ — • 2  u

^  " ' i S  s

(see on samasus (5Ä3) süsteemi (1‘) jaoks). Anname sellele 
samasusele sümmeetrilise kuju, korrutades teda a^ga:

ai T T + * “ * + **TГ  3 ° ((xi»x2....*n)eD>- «)1 2
Kui mõnes punktis (xj,x|,... >x£) e D on aQ = 0 , kuid 
näiteks а ^  ̂Ф 0 t jõuame täiesti analoogiliste arutluste 
varal taas samasuseni (3). Seega oleme tõestanud Järgmise 
tulemuse t

Teoreem 1. Mittekonstantne pidevalt diferentseeruv 
funktsioon ^  (x^jxg,...^) on süsteemi (1) esimeseks
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integraaliks parajasti siis, kui kehtib samasus (3)*
Täiesti analoogiliselt nagu eelmiseeki paragrahvis 

veendume, et kui funktsioonid • • * »Ч^к on ®*8*ee“
mi (1) esimesteks integraalideks, siis on esimeseka inte­
graaliks ka

(x^,x2»...,xn),... »Ч^к^х1,х2* * * * ,xn^  ' 
kus ф  (z^,z2, • • • ,ẑ .) on suvaline mittekonstantne pidevalt
diferentseeruv funktsioon.

Ue ütleme, $t esimesed integraalid ^ 1* ^ 2 * * * * ,ĉ n-l 
on sõltumatud piirkonnas С D , kui iga punkti
(x^,x°,...,x°) G korral on vähemalt üks jakobiaanideet

l
D(4yi»4 2̂'****4^n-1)

(ix< iz< ...<in-1<n)
D(x4 »Xi »• • • )2 1n-l

nullist1 erinev. Sõltumatud on näiteks üldlahendi (2) alu­
sel leitud esimesed integraalid 4^1» 4̂ 2* * * * ,ĉ n-l ' Ka 
vastupidi: kui esimesed integraalid Ч'1» 4̂ 2* * * * **Vn-l on 
sõltumatud, siis on nende alusel moodustatud seosed (2) süs­
teemi (1) uldlahendiks.

Teoreem 2. Süsteemi (1) iga esimene Integraal on
sõltumatute esimeste integraalide l»4/2* * * * • H^n-l *•**"
du esitatav kujul

1 Nagu näha võrratustest i1< i2 < • • • ̂ *in-i^ n * 
naturaalarvud ii»i2** * *»^n-1 » Jätame arvude 1,2,.«,п
hulgast ühe arvu kõrvale.
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Selle teoreemi tõestus on täiesti analoogiline teoree­
mi 2 § 3 tõestusega. (Tõestada iseseisvalt!)

2. Võrrandit, mis seob otsitavat funktsiooni tema osa- 
tuletiste ja sõltumatute muutujatega, nimetatakse osatuletis- 
tega diferentslaalvõrrandiks. Oeatuletietega diferentsiaal- 
võrrandi järgu ja lahendi mõisted defineeritakse analoogili­
selt hariliku diferentsiaalvõrrandi vaatavate mõistetega. 
Bsimest järku osatulrtistega diferentsiaalvõrrand on kõige 
üldisemalt esitatav kujul

P(x1,x2,...,x . u , - ^  , -^-ü) = 0 . (4)
* X1 *2 ^*n

Kui võrrandis (4-) otsitav funktsioon sõltub kahest muu­
tujast, on tavaks tähistada = i , ij = у , u = z ,

= p ja = q . Niisugusel Juhul taandub võrrand (4) 
■*! ^ J  -järgmiseks

P(3C,y,*,p,q) = 0 . (5)
Võrrandi (5) lahendit

* = 4>(x,y) (6)
kui kahe muutuja funktsiooni, võib geomeetriliselt tõlgendada 
xyz-ruumi pinnana, mis kannab integraalnlnna nimetust. Tea­
me, et iga pinna z = cp(x,y) puutetasand punktis (x,y,z) 
on määratud normaalisihilise vektoriga (-p,-q,l). Seega 
seob diferentsiaalvõrrand (5) integraalpinna suvalise punk­
ti koordinaate sellele punktile vaetava normaalisihilise vek­
tori komponentidega.
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Eelnevast teame, et hariliku n-järku diferentsiaalvõr- 
randi üldlahend sõltub argumendist ja n suvalisest kons- 
tandist. Esimest järku osatuletistega diferentsiaalvõrrandi 
korral võib lahend sõltuda ühest suvalisest funktsioonist. 
Kinnitame öeldut näidetega.

Näide 1. Vaatleme võrrandit — = 0 . Funktsiooni
"Э X

z(x»y) puhul tähendab see, et z ei sõltu muutujast x .
Järelikult

z = c(y) ,

kus сСУ) on suvaline funktsioon muutujast у . Sellega 
on leitud ka vaadeldava võrrandi lahend, sest iga funktsioo­
ni c(y) korral rahuldab z = c(y) antud võrrandit sama­
selt.

ъ z
Näide 2. x--  4- z = О . Vaatleme muutujat x para-

*У
meetrina ja lahendame võrrandi hariliku diferentsiaalvõrran­
dina:

\ la|*l ■ - I  ♦ ln|C(y)i.Лу * *
Integreerimise konstant С võib sõltuda y-st, sest lu­

gesime muutujat у integreerimisel konstantseks. Seega
_ I

z = 0(y)e x .

Asendades leitud funktsiooni lihteTÕrrandisse, näeme,
.  1

et ta rahuldab seda samaselt. Nii on s a C(y)e z iga 
funktsiooni C(y) korral antud diferentsiaalvõrrandi lahen­
diks. Hariliku diferentsiaalvõrrandl üldlahendi definitsioo- 
ni aluseks olid võetud Cauchy algtingimused. Viimaseid saab 
püstitada ka I järku osatuletistega diferentsiaalvõrrandi 
jaoks.



Lahendugu võrrand (5) osatuletise p suhtes, s* °* 
taandugu (5) võrrandiks

p = f(xfy,z,q) . (6)

Niisugusel juhul mõistetakse tingimusi

x = xQ , z = v^(y) » ^

fcus ^  (j) on kindel funktsioon muutujast у , Cauchy 
algtingimustena ehk lihtsalt algtingimustena. Cauchy üles­
anne ehk algtingimustega ülesanne seisneb nüüd selles, et 
võrrandile (6) otsitakse niisugust lahendit, mis muutub an­
tud funktsiooniks (y) väärtuse x = xQ korral. Geomeet­
riliselt seisneb Caucby ülesanne niisuguse integraalpinna 
leidmises, mis läbib võrranditega (7) määratud kõverat.

Tingimusi (7) võib esitada ka üldisemalt:

x = x(t) , у = y(t) , z = z(t)
või

z = Ц>(у) , x = X (у) , jt.

Algtingimuste üldisem esitus on eriti vajalik siis, 
kui Cauchy ülesandes vaadeldakse antud diferentsiaalvõr- 
randit kujul (5). Erinevalt tingimustest (7) ei tarvitse 
viimaste võrranditega antud ruumiline kõver olla tasandi­
line.

Esimest järku osatuletistega diferentsiaalvÕrrandi üld- 
ja erilahendi definitsioon on analoogiline hariliku esimest 
järku diferentsiaalvÕrrandi vastavate mõistete definitsioo­
niga. Peab ainult arvestama, et osatuletistega võrrandi üld-
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lahend sõltub ühest suvalisest funktsioonist (mitte ena* 
ühest suvalisest konstandist).

Osatuletistega võrrandi erilahendi leidmine antud alg­
tingimuste korral taandub võrrandi üldlahendis esineva suva­
lise funktsiooni määramisele. Viimane peab olema määratud 
nii, et algtingimused oleksid rahuldatud.

Näide 3. Otsime võrrandile q » z niisugust lahendit,
pmis rahuldaks algtingimusi x = t , у = 1, z =  V t .

Arvestades, et z 4 О (meid huvitab aittetriviaalne 3*- 
hend), saame

.  ^ 2
7 --  = 1 •
Z ^ 7

Lugedes muutuja x parameetriks ja lahendades võrran­
di hariliku diferentsiaalvÕrrandina, saame

„ ln|z I = у ♦ ln|C(x)| ,

millest järeldub, et

z * C(x)ey ,

kus C(x) on suvaline funktsioon x-st. Leitud lahend on läh­
te võrrandi üldlahend. Arvestades lisaks algtingimusi, saane
4. V-г * x kui у = 1 . Seega v x  = eC(x) ja otsitavaks 
funktsiooniks on C(x) = ^ \f~x • Funktsioon

on seega otsitav erilahend. (Näita, et leitud funktsioon ra­
huldab nii antud võrrandit kui ka algtingimusi!)

Näide 4. Võrrandile p - xy = 0 laida niisugune la-
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hend, als rahuldaks tingimusi ъ — 1 , х2 + у2 = 1 •
Loeme võrrandis muutuja у parameetriks ja lahendame 

võrrandi siis hariliku dif erentsiaalvõrrandina-.

Ъ г x2 
--  = xy , z = у--  + C(y) .
*x

Suvalise funktsiooni C(y) määranisel leitud üldla- 
hendist arvestame algtingimusi, nii et

Л <r2 1-v2
1 = у + C(y) ehk C(y) = 1 - у .

Otsitavaks erilahendiks on seega funktsioon

* = j4

3. Vaatleme esimest järku osatuletistega võrrandit

а + &2 ---  ♦ ... ♦ an ---  = f . (8)
1 *X1 ‘ **2

Siin on otsitavaks n-muutuja funktsioon u = и(х^,х2,...,хп); 
kordajad a^ ja vabaliige f on antud. Kui kordajad ja va- 
baliige sõltuvad ainult sõltumatutest muutujatest x̂ .xg,... 
...,xn , siis nimetatakse võrrandit (8) lineaarseks osatu­
letistega võ rran di Утя, kui nad aga sõltuvad peale selle veel 
otsitavast funktsioonist u (kuid mitte selle tuletistest!) 
siis nimetatakse võrrandit (8) kvaasilineaarseks osatuletjg- 
tega võrrandiks. Vastavalt sellele, kas f = 0 või f 2 0, 
nimetatakse võrrandit (8) homogeenseks või mittehomogeen- 
seks.
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Vaatleme algul lineaarse homogeense võrrandi

a,(x,,...,x ) + ... ♦ afx,,... = 0 (9)
1 1  Ъ х1 Ъха

lahendamist. Seame võrrandile (9) vastavusse sümmeetrilise 
süsteemi (1); kordajad â  rahuldavad paragrahvi algul esi­
tatud nõudeid. Sajnasust (3) võime tõlgendada nii: u =
= Ц.'(х1»х2,... ,xn) on võrrandi (9) lahendiks. Meenutame (vt. 
teoreemi 1), et samasuse (3) kehtivus oli tarvilik ja piisav 
selleks, et tj' (x^,x2,... ,x^ oleks süsteemi (1) esimeseks 
integraaliks. Sellega oleme jõudnud tulemusele: süsteemi (1) 
esimesed integraalid on lineaarse homogeense võrrandi (9) la­
henditeks ja, vastupidi, võrrandi (9) lahendid on süsteemi
(1) esimesteks integraalideks. Erandiks on vaid võrrandi (9) 
lahend u = const, mis kui konstantne funktsioon ei saa ol­
la esimeseks integraaliks. Teoreemi 2 põhjal on võrrandi (9) 
iga lahend esitatav kujul

u = ф  ( <^^(x^,.. • »x^),.. •, * • • ,Хд) ) » (10)

kus <4̂ i»..., S^n-1 011 s^steemi Cl) sõltumatud esimesed inte­
graalid, ф aga mingi pidevalt diferentseeruv funktsioon; 
muuhulgas saame siit ka võrrandi (9) lahendi u = const, kui 
võtame ф = const. Seega oleme tõestanud järgmise teoreemi: 

Teoreem 3. Lineaarse homogeense võrrandi (9) üldlahen- 
diks on (10), kus • • • tH^n-l on s^steeml CD sõltumatud
esimesed integraalid, ф (zlfz2,.. • f zn_-j_) aga suvaline pi­
devalt diferentseeruv funktsioon.
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Kvaasilineaar8e võrrandi 
u '<» u

a1(x1,...,x^,u) --- + ... + a (x- , ...x^u)
ÖXn

= ,xn,a) (11)

taandame lineaarsele homogeensele võrrandile. Otsime võrran­
di (11) lahendit ilmutamatult:

▼(xlt...fxQ(u) = 0 . (12)

Diferentseerides seda seost x^ järgi, leiame, et
~b v "bv "b u
---  + -------- - 0 , millest
■Jij Ъ x^

7>v /  “iv
---  ------- / ----  (i = 1,2,... ,n) . (13)
"fcx̂  ^ u

Asendanud viimased avaldised võrrandisse (11), saame teisen­
dades

”iv v
a1(x1,...,xn,ub—  + ... + aQ(x1,...,xa,u) +

“iv
-t- f (x-.,... |Z_tu) --  = 0 . (111)

T>u

3ee on lineaarne homogeenne võrrand v(x^,...,xQ,a) suhtes.
Teoreemi 3 põhjal on ta üldlahendlks

V = ф ( ^ 1(х1, . . . ,х п,и).......4'nCx1. . . . ,x n.u)) , (14)

kus ф  oh suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon,
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ц^,...,ц>>п аКа sümmeetrilise süsteemi

dx, dx du
------- i-----  = ... = ----- - В -----  -------------- - (19
a^(i^t... jXjj, u) an(xp *. • u) f(x^,... » ^ ( U )

sõltumatud esimesed integraalid (me eeldame, et kordajad â

ja vabaliige f on pidevalt diferentseeruvad ja et kordajad 
ei ole vaadeldava piirkonna üheski punktis korraga nul­
lid). Konstruktsiooni põhjal võime arvata, et võrrandi (11) 
üldlahendiks (ilmutamata kujul) on

Ф  (cVl(xl»***»xn»u)»****4;n(xl***,»xn*u)) = 0 * (16)

See väide on õige, kuid vajab veel põhjendamist, sest me ole­
me üle sõitnud ühest raskelt märgatavast karist: et saada 
kõiki võrrandi (11) lahendeid, peavad funktsioonid 
v(x^,... j^ j u ) rahuldama võrrandit (11*) mitte igas punk­
tis (x1#.. . ,xQ,u) € D-̂, vaid ainult sellistes punktides, 
milles on täidetud tingimus (12). Lahend (14) aga rahuldab 
võrrandit (11* ) iga (x^... ,xQtu) в korral, s. o. mõne­
võrra rangemat nõuet. Kas me sellega ei kaota osa võrrandi
(11) lahenditest? Sellele küsimusele vastamiseks modifitsee- 
rime pisut eelnevaid arutlusi ja sõidame uuesti üle kari, 
suunates talle nüüd kogu tähelepanu.

Hakkame otsima võrrandi (11) lahendeid mitte kujul (12^ 
vaid üheparameetriliste parvedena

v(x1,...,xn,u) = с . (12«)

Sellega säilivad seosed (13), aga koos nendega säilib ka
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võrrand (11*). Kuid nüüd peab võrrand (11*) olema rahulda­
tud Juba mistahes С D1 korral. Tõepoolest, 
seame mistahes punktile (x°,. . . ,x^,uQ) €-D-̂ vastavusse 
co = v(x°,...,x£,uQ) . Et (12’) oleks võrrandi (11) lahen­
diks с = co korral, peab võrrand (11') olema rahuldatud 
sellistes punktides (x-̂ ,... »x^jU) С , milles on täide­
tud tingimus v(x^,... ,xn,u) = cQ , s. o. muuhulgas ka punk­
tis (x°,•.•, i^,uo) . Viimase punkti suvalisuse tõttu peab­
ki (11*) olema rahuldatud kogu piirkonnas .

Niisiis vastab võrrandi (11) lahendite üheparameetrili- 
sele parvele (12*) võrrandi (11') lahend v(xlt...,xn,u) ja 
vastupidi. Võrrandi (11') kõik lahendid sisalduvad aga aval­
dises (14). Järelikult sisalduvad võrrandi (11) kõik lahen­
did avaldises

ф  С ̂ l^l* * * * ,3Cn*u) * * * * * ''V n^xl* * * * ,xn * = c *

Kuid funktsiooni (£) suvalisuse tõttu on see avaldis sama­
väärne avaldisega (16). Nüüd võime täie kindlusega väita:

Teoreem 4. Kvaasilineaarse võrrandi (11) üldlahendike 
(ilmutamata kujul) on (16), kus 4 l»***»4n on 8^maee*r̂ - 
lise süsteemi (15) sõltumatud esimesed integraalid,

aga suvaline pidevalt diferentseerus funkt
sloon.

4. Nagu selgus, taandub lineaarsete Ja kvaasilineaaree- 
te osatuletistega võrrandite lahendamine sümmeetriliste eül- 
teemide esimeste integraalide otsimisele. Eelmises paragrtb- 
vie nägime, et normaalse süsteemi korral on esimesi Integra»
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le hea leida kombineerimismeetodil. See meetod on rakendatav 
ka sümraeetrilistele süsteemidele, ilna et oleks vaja üle min­
na normaalkujule. Meetodi olemus selgub järgnevate näidete 
varal.

~ ^ u ~ 0 ~Ъ и 0 0 ~Ъ \i 
Näide 5. x(y -z ) ---- y(x +z )— —  + z(aT+y ) ---  = 0 .

"bx ~ b j ~Ъ z
See on lineaarne homogeenne osatuletistega võrrand. Temale 
vastab süsteem

dx dy dz
x(y^ - z2) -y(x^ ♦ z2) z(x^ ♦ y^)

Korrutame murdude lugejaid ja nimetajaid vastavalt xty ja 
z-ga:

x dx у dy z dz
T & T T i  ‘  -?(X* . ,5, ■ , 8 ^  t •

Nimetajate summaks on X2(y2 - z2) -y2(x2 ♦ z2) + z2(x2 + ŷ )= 
= 0. Järelikult on ka lugejate eumas nullt x dx ♦ у dy ♦
♦ в dz e 0 • Siit

x2 + y2 + z2 = сх .

Jagame nüüd süsteemi lugejaid ja nimetajaid vastavalt -x,y 
ja z-ga*

dx dy dz

-<7 ' - V > = - J * = 7 7 7  '
dx dy

Nimetajate summa on jälle null, järelikult - ---  + — —  ♦
dz X у

+ ---  = 0 , millest
2
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У z- In |хI + ln| у |+ ln z I = In Cp ehk ----  = c2 •x
Meie leidsime kaks sõltumatut esimesti integraali (kontrolli­
da sõltumatust!) x2 + у2 + z2 ja -2|- ning vaadeldava 
osatuletistega võrrandi iildlahendiks on

u = ф ( х 2 + у2 + z2, --- ) .
x

■Ju p "ŽU
Näide 6. x --  + (y + x ) ----  = u . See on kvaasi-

~6 x  ~by

lineaarne osatuletistega võrrand (vabaliige sõltub otsita­
vast funktsioonist u). Temale vastavat sümmeetrilist süs­
teemi

dx dy du
x у + x2 u

on lihtne lahendada järgmiselt. Süsteemi esimesest ja tei- 
dx dysest suhtest — —  = ---- я leiame, et у = x(x + c )̂ ehk

У ♦ x
у - x2

x
= . Süsteemi esimesest ja kolmandast suhtest

dx du u
---  = ---  leiame, et --  = c2 . Seega oleme leidnud
x u x 2

у - x u
kaks sõltumatut esimest integraali -------  ja --  ning

x x
vaadeldava osatuletistega võrrandi üldlahendiks on

^  у - x2 u
Ф  ( ---j--- , ---) = 0 .x

Seda võrrandit on võimalik ilmutada u suhtes ja me saame 
üldlahendi ilmutatud kujul

-  34 -



kus <f(z) on suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon.

5. Vaatleme lõpuks näiteid, lineaarse ja kvaasilineaar­
se osatuletistega diferentsiaalvÕrrandi erilahendi leidmise 
kohta.

Näide 7. Otsime lahendit algtingimustega ülesandele:
u 'äu 

v/x --  + \ f j ---  + \ f ž ---  = 0 ,
"äi ~ÜJ Z

X = 1 , u = y — z.

Eelmises artiklis kirjeldatud viisil leiame üldlahendi 
antud homogeensele lineaarsele diferentsiaalvÕrrandile. Vii­
masele vastab süsteem

dx dy dz
>/T \ J y  \fz

mille sõltumatud esimesed integraalid \ f j  - \ f x  = C-̂ ja
\ fz  - \ f x  = C0 saame võrrandite —  = ^  ja vastavalt ^  =

Vx vy Vx
= ~  lahendamisel.

Vaadeldava osatuletistega diferentsiaalvÕrrandi üldla- 
hendiks on

u = ^  ( s f j - v/x, \ fz - >/x) ,

kus tp (vlt v2) on suvaline funktsioon muutujatest v-ĵ ja 
v2 . Antud algtingimustele vastava lahendi leidmiseks otsime 
nüüd sobivat funktsiooni 4 >(vltv2) . Selleks koostame süstee



C1 = v/y - Vic ,

C0 — s T i  s j x I
. 2 C O
X = 1 ,

U = у - z ,

millele vastavalt määrame sõltuvuse u =■ ц>(СрС2) .
Süsteemi ( • ) viimane võrrand ütleb, et у - z =

= . Siit ja ( • ) kolmest esimesest võrrandist .
elimineerime muutujad x,y,z . Selleks avaldame süsteemist

2у ja z ning arvestame,- et x = 1 . Saame у = (1 + C^)
pja z = (1 + c2' • Elimineerimise tulemuseks on seos

4 >(cl t c2 ) = ( l  + Cx)2 -  Ci + C2)2

ehk
Ч3 CCl f C2 ) = C 1 — C2 +■ 2(C^ — c2 ) .

Seega otsitav funktsioon

Ч5 Cvi»v2) = v2 - v| + - v2)
ja erilahend

U = (x/7 - S i )2 - (v^ - П ) 2 *  -  (Л-Л)]

ehk
u = у - z + 2(n/x - lXVT -v/y) .

(Näita, et leitud funktsioon rahuldab nii antud diferent-
siaalvSrrandit, kui ka algtingimusi!)

Näide 8. ^ + y2 ~ ~  = § *  x = y =  z = t. See on

algtingimustega ülesanne mittehomogeense kvaasilineaarse di- 
ferenf;siaalv3rrandi jaoks. Otsime üldlahendit antud diferent­

s e  -



siaalvõrrandile. Selleks lahendame lähtevõrrandile vajatava 
süsteemi:

dx dy dz
i ~7~ 1

Viimase sõltumatuteks esimesteks integraalideks = C,
ja ^ = C2 on võrrandite zdx = ^ dz ja vastavalt
C-jî dx = üldlahendid. LähtevÕrrandi üldlahend avaldub lei­
tud esimeste integraalide kaudu seosega

ф ( ) = 0 ,

kus 011 oma argumentide suvaline funktsioon.
Algtingimustele vastava erilahendi leiame seose 

ф(С^,С2) = О konkretiseerimisel, kui arvestame süsteemi

Ci =
( .. )

mis näitab
(elimineeri t saadud seostest), et otsitavaks sõltuvuseks

= 0 . Arvestades lõ-on C2 = C^ + Ar ehk C~ - С , --
2 15CX ^ 1

puks kahte esimest seost süsteemist ( •• ), näeme, et otsitav 
erilahend on määratud võrrandiga

x6y + 3z-V ~ - З^г2 = 0 ,
mille saame võrrandi.

l..zx (
y + T  (

lihtsustamisel.
?  + 3z 
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Märkus. On oluline lisada, et peale üld- j& erilahendi 
esineb esimest järku osatuletistega diferentsiaalvõrranditel 
veel lahendeid, mis sõltuvad kaheF suvalisest konstandist. 
Niisuguste lahendite ja Cauchy algtingimuste kaudu defineeri­
takse esimest järku osatuletistega diferentsiaalvÕrrandi täis- 

1 mõiste. Täisintegraali abil saab leida osatuletis­
tega diferentsiaalvõrrandile nii erilahendeid kui ka üldla- 
hendeld. (Selle kohta täpsemalt vt. põhiõpik /1/. )

§ 5. LAHENDI OLEMASOLU JA ÜHESUSE TEOREEM.

Käesolevas paragrahvis tõestame §-s 1 sõnastatud teoree­
mi normaalse diferentsiaalvõrrandite süsteemi lahenduvusest. 
Normaalsete süsteemide käsitlemisel on hea kasutada vektor- 
sümboolikat, millega me kõigepealt tutvumegi.

1. Vaatleme vektorit

y(x) = (y1(x), y2(x),*..,yn(x))

mille komponentideks on sõltumatu muutuja x funktsioonid 
7l(x),y2(x),...,yn(x). Sellist vektorit me nimetame tava­
liselt vektorfunktsiooniks (vahel, kui see ei tekita aru­
saamatusi, ka lihtsalt funktsiooniks). Vektorfunktsioonide­
le kanname üle lineaaralgebra tehted (s. t. vektorite liit­
mise, skalaariga korrutamise jt.), aga ka diferentsiaal- ja 
integraalarvutuse tehted ja paljud muud mõisted, mis analüü­
si kursuses defineeritakse (skalaarsete) funktsioonide jaoks. 
Näiteks me ütleme, et vektorfunktsioon on pidev, kui kõik te­
ma komponendid on pidevad funktsioonid. Vektorfunktsioon on
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diferentseeruv, kui kõik tema komponendid on diferentseeru­
vad, kusjuures tuletise defineerime -kui vektorfunktsiooni

y'(x) = (y-[(x),y2(x),...,y^(x)) .

Analoogiliselt

jy(x)dx = ( Jy1(x)dx, Jy2(x)dxf..., jyn(x)dx) .

Me ütleme, et vektorfunktsioonide jada

y k(x) = (у^(х),у|(х),...,у^(х)) (k = 0,1,2,..•; к on siin
indeks)

koondub ühtlaselt lõigul [a,b] vektorfunktsiooniks y(x) = 
= (yi(x),y2(x),...,yn(x)) , kui komponentidest moodustatud 
jadad koonduvad ühtlaselt:

Ilm max I А х )  - уЛх) | = 0 (i = 1,2,. ..,n) . 
к ~+<x> a«x*b

Täiesti analoogiliselt defineeritakse vektorfunktsioonide rea 
koondumine.

Teatavasti on analüüsi üheks põhiliseks mõisteks arvu 
absoluutväärtus. Selle mõiste üldistust vektoritele nimeta­
takse vektori normiks ja seda üldistust võib teostada mitut 
moodi. Meil on hea defineerida vektori (J = (ClfC2,..•,Cn) 
norm I О I komponentide absoluutväärtuste suamana.

I C|= I C1 1 ♦ I c2 I + • • • + I Cn l *
Olgu C =  (C^,C2,. • • ,СД) ja 0 = (õ-̂ tdg, • •• »d̂ ) mingid 

vektorid, A. aga mingi reaalarv. Siis

1 Juhul, kui vektori С  komponendid on kompleks arvud, 
defineerime normi I С l komponentide moodulite summana.
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IC + D I« ICI  4 D 1  , t x ö M x i K J i .

73epoolestf С ^ 0  =  ̂ • • • t^Q ^

л с =  (sX Cĵ j А» Cp у • • • I v\, Cn) ning

n n
IC+DI = ]T I C± ♦ a j *  X ( ,cil +ldil)=

-

i=l
n

i=l

1=1

n
i=l

1^ C | =  ={Xl^~ lci I = 1Л||С|, m.o.t.t.
i=l ixl

Vaatavalt vektori normi definitsioonile on vektorfunkt- 
siooni y(x) = (y1(x)ty2(x)*»*« »Уп(х)) normiks mittenega- 
tiivne funktsioon

I У  c*)| = 1 7j ( l )  I •
3=1

Veendume, et

Tõepoolest, 
z

(0)

у (x)dx = ( j yĵ Cx)«!̂  j y2(x)dx,..., j ya(x)dz)

ning normi definitsiooni ja absoluutväärtuse omaduste koha­
selt
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Soovitame lugejal veel kord läbi vaadata esitatud tuletus- 
käik ning hoolega tähele panna, aida tähendab igal konkreet­
sel juhul püstkriips - kas absoluutväärtust või norai.

00 - k
Me ütleae, et vektorfunktsioonide rida \  у (x) on

k=o
lõigul [ a,b] majoreeritav arvreaga X  , kui

к = о

^ k (k — 0,1,2,...) •max
a £ x £ b

кУ (x)

Analüüsist tuntud W e i e r s t r a s s i  t e o r e e a
kehtib ka vektorfunktsioonide korral: kui vektorfunktsiooni­ta к _ de rida у (x) on lõigul [ atb J majoreeritav koonduva

k=o
arvreaga, siis see koondub ühtlaselt lõigul £a,b3 .

Tõepoolest, olgu
Kuna

У к(х) (i « 1,2,...,n) ,I tJ(x )| 6 £  I 7*(x) I
OO ^

siis on ka koaponentidest moodustatud read lõi-
kso

8й1 С a,b] majoreeritavad koonduva arvreaga ning koonduvad
Weierstrassi teoreeai põhjal ühtlaselt lõigul [_ a,b] . See

*° кaga tähendabki, et rida у  (x) koondub ühtlaselt lõigul
k=o



[a,b] , m.o.t.t. Kui sealjuures' vektorfunktsioonid у (x) 
on pidevad, eiie on koaponentidest moodustatud ridade summa­
deks pidevad funktsioonid, mis toob endaga kaasa vektorfunkt-

Oe> -
siooni у  (x) *-]Г У pidevuse.

кжо
Sellega muidugi ei piirdu loetelu analüüsi tulemustest, 

■is on ülekantavad vektorfunktsioonidele. Me esittfsiae vaid 
need tuleauaed, aida aell käesolevas paragrahvis vaja läheb. 

Olgu antud normaalne diferentsiaalvõrrandite süsteem

= £^(х ,У^,У2#•••*УП) = l|2,*»»,n) . - (1)

Vaadeldes elin •••*УП vektorfunktsiooni
У  a (У^»У2»••••Уд) koaponente, kirjutaae need võrrandid 
üaber nii:

y^ s f^(x,y ) ( I s 1,2,...,n) •

Viiaased tingiaused tähendavad, et vektorfunktsioonide
t . » I • .

У  = (У^*У2»•••*УИ)
I (x,y ) s (f^x.y ) , f2(x,y ),...,fn(x,y ))

vastavad koaponendid on võrdsed. Järelikult on võrdsed ka
vektorfunktsioonid ise:

y ‘ = f (x,y ) . (1 *)

Niisiis on iga normaalne süsteem (1) vektorsümbooli- 
kas esitatav võrrandina (1*)# ale väliselt ühtib esimest 
Järku võrrandiga normaalkujul. Ei tohi aga unustada, et 
niiüd on у , У  ja j (x, у ) mitte skalaarsed funkt­
sioonid, vaid vektorfunktsioonid, nii et sisuliselt tähen­
dab võrrand (1*) süsteemi (1).
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Defineerime vektorfunktsiooni ^ (x, у ) osatuletise

vektorfunktsiooni у suhtes kui Jacobi maatriksi

a f u . y )

^fl

■*Jl ^ y 2

* f ? ^ 2 ... * f2

Ъ 7Х ^ y 2

* fn * fn ... И ,

*7; ^У,

Me ütleme, et fc*.y )
^>y

on pidev, kui kõik maatriksi ele­

mendid on pidevad,

2. Kasutades vektorsümboolikat, võime §-a 1 formuleeri­

tud teoreemi lahendi olemasolust Ja ühesusest ümber sõnasta­

da kujul, mis väliselt ühtib vastava teoreemiga esimest Jär­

ku võrrandi Jaoks:

Teoreem 1. Kui süsteemi (1*) parem pool l(x,y) Ja

selle osatuletis on määratud Ja pidevad (x,y )-

ruumi piirkonnaa D , siis kulgeb läbi selle piirkonna iga 

punkti (x0,y°) parajasti üks integraalkõver, s. t. süs­

teemil (1») on üks Ja ainult üks lahend у (x) , mis ra­

huldab algtinglmust

y < V - y °  (2)
Tõestuse Jagame etappideks*

1. e t a p p . Piirkonnana, nagu kord Juba märgitud, 

mõistame lahtist sidusat hulka* Hulga D lahtlsuje tõttu 

sisaldub temas koos iga punktiga (x0»y°)£D ka kullalt
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väike ristkülik R keskpunktiga (x0,y°) • 018u see rist­
külik määratud, võrratustega

1 x - xo i ̂  ' l у - У ° u p •
■af.u,у )

Funktsioonid f < ( x , y )  ja --- =--------  kui pidevad funkt-

^ уз

sioonid kinnisel hulgal R on sellel hulgal tõkestatud:

fi(x,y ) U  А ,
^ f t (x,y )

(i,j = 1 »2, (x,y)€R).

Kuna normi definitsiooni kohaselt

nf Cx«y ) = Z|fl(x.y)l, 
i=l

siis saame nendest võrratustest järeldada kõigepealt, et ka 

^ ( x , y  ) ' on tõkestatud:

J ^ ( x , y ) U ü  (M = n А ; (x,y ) £ R )  .

Edasi järeldub nendest võrratustest, et £ ( x , y )  rahuldab 

ristkülikus R muutuja у järgi Lipschitz'i tingimust:

j f ( x . y 1 ) -  f u , y 2 ) ^ N | y 1 - y 2 ( ( x , y 1 ) , ( x , y 2 ) e R ) .

(3)
Tõepoolest, Lagrange'i lause põhjal

î (х,у^,у2»• • • »Уд) “ Cx,y^,У2» • • • »Уд) =

= -  Ъ  •
3=1 ̂ 3

(3*)

**f
kus osatuletiste — —- airgumentideks on punktide 

Д -1
C x . y ^ , . . . ^ )  ja Cx,yf,y|,...,y2) mingi vahepealne 

punkt. Ilmselt kuulub ka viimane ristkülikusse R
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tõttu võrduses (3*) . Võttes vorduse (3') mõ­

lemast poolest absoluutväärtused, leiame

Z
•Jf

J=1
I 1 2 1
1 7J " 7 J 1

0=1 ^ T j

J = 1
У1 -y2

mistõttu

((i.y1) - f ^ . y 2  ̂ = X  fl(x-yb-f 1 (x.y2)«n в у1-/
isi

Jõudsimegi võrratuseni (3), milles N = nB . .

Me näitame edaspidi lahendi olemasolu Ja ühesust lõigul

x - x 4  h , leus

= mln { ы . -jL j .

2. e t a p p .  Veendume, et võrrand (1*) (süsteem 

(1*)) on algtingimusel (2) samaväärne integraalvõrrandiga 

(integraalvõrrandite süsteemiga)

.X
У = У 0 * J f (x»y} ** • (4)

Tõepoolest, kui у (x) on võrrandi (1) lahendiks alg- 

tingimusel (2), siis samasuse

У * (x) г f ( x , y ( x ) )  

integreerimisel rajades (xQ ,x) saame samasuse

У (x) = у  (*0) ♦ J  £(*, y ( x ) ) ü x  .
V I
о

-  45 -



Asendades elin у (xQ ) __ algtingimuse (2) põhjal, п*еШв * et 

у (x) on ka integraalvõrrandi (4) lahendiks.

Olgu nüüd, vastupidi, у f , integraalvõrrandi W  pi

devaks lahendiks, a. t. kehtigu samasus
x

У (x) * y° «. j t ( x , y ( x ) ) d x  . 

x o

Võttes siin x ■ xQ , saavad integraali rajad võrdseteks, 

aistõttu у (xQ ) * у ° - algtingimus (2) on rahuldatud. Sa- 
aasuse diferentseerimisel näeme, et ka võrrand (1') on ra­

huldatud.

3. e t a p p .  Integraalvõrrandi (4) lahendame ite- 

ratsioonlmeetodil, võttes alglähendiks у = у :

У 1 °y° + f •
xo

y 2 *y° ♦ JX I(x, y X (x))dx , 

xn
0 (5)

У k+1 = y °  ♦ f  t ( x , y k(i))dx r 
▼

Veenduae induktsiooniaeetodi abil, et lähendid 

y*(k = 0,1,2,...) on määratud Ja pidevad lõigul lx-x0|$b

ning paiknevad täielikult ristkülikus1 R .

Integreerimisel säilitavad funktsioonid teatavasti pi-

S. t. Ix - xQ | ̂  h korral paikneb punkt (x V*(x)) 
ristkülikus R . * ̂



devuee. Kuna Ix - xQ| ü  h korral (x, y°) G R C D  , siis on 

y ^  määratud ja pidev sellel lõigul-ning

y l(x) - у( dx

= M|x - x o| < Mh ^ U . -±- = ,

в. t. paikneb ristkülikus R .

Oletame, et у * on määratud ja pidev lõigul | x - x o|4h
ß

ning paikneb ristkulikus R . Siis | x - x Q| ^ h korral

к Xc -4-1
(x, у ( x ) ) G R C D  ning у avaldisest (5) on näha, et ka

k+1
у on määratud ja pidev lõigul | x - x q| 4 h . Jääb üle 

veel näidata, et ta paikneb ristkulikus R :

y k+1(x) - y° J f <*• У(x))dx 1 | f ( x . y k(x))

5 P  •

dx

I

. 4. e t a p p .  Näitame, et lähendite jada y° ,y^,...
Jr

••«,у ,... koondub ühtlaselt lõigul |x - xQ | < h . Kuna 

vaadeldav jada on parajasti osasummade jadaks reale

y ° + (у1 -y0) + (у 2 “У1)+ ••• * (y k+1 -ykH***»
siis piisab rea (6) ühtlase koondumise näitamisest lõigul 

jx - xQ | < h . Hindame rea liikmete norme. Eespool on leitud, 

et

У1 - У 0 <  И I x - X.
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Lähtudes lahendite у2 ja у1 avaldistest (vt. eespool), 

hindame normi | у 2 - у ^ j :

1V 2 - y 1 1 - 11 С f Сзс* У 1} - 41 |s
' xо

I X

* J If (x*yL) “f j
*0

УГ£ MN I I I x - x 0| dx x - X,

Normide j у 1  —  У °  j | У 2 ” У 1 1 hinnangute põhjal

teeme induktiivse oletuse

у * - y k+1| *
MNk-1

kl

ja kontrollloe seda:

y ktl -yk| * I I t f  (1’ Ук) -{(*.ук_1>]чх 
X 0

I |f (1'Ук) - f<*.yk_1>|a* I|yk -yk' 1dx

MN k-1 I x

k£ f i X  - I0 | dx
UN1

(k+1)l
x - x.

k+1

Induktiivne oletus osutus õigeks. Niisiis on rida (6) lõi­

gul I x - x I ^  h majoreeritav arvreaga 

MN
u2 UN" . Vxi (6*)

MN vу °l ♦ Uh * —-  h* ♦ ... + -Ü2—  Ы+1 „ ... .
* 21 (k+1)t
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D'Alembert' i koonduvustunnuse abil on lihtne näidata (teha 

sedat), et rida (6') koondub. Veieretraasi teoreemi põhjal 

koondub rida (6) ise siis lõigul |x - xQ [^h ühtlaselt. 

Nagu juba öeldud, koondub koos roaga (6) ühtlaselt ka lä- 

hendite jada у k(x) (к а 0,1,2,...) .

Kuna lähendid y k(k) olid pidevad lõigul | x - xQ|^h 

ja paiknesid ristkülikus R , siis on samad oaadused ka 

plirfunktsioonil (vektorfunktsioonil)

У (x) = lia V k(x) . 
k-*-oo

Edasi: aa liest, et vektorfunktsioon f (х»у) on ristkülikus 

R ühtlaselt pider, järeldub, et Jada ^(x, y k(x))

(к в 0,1,2,..•) koondub lõigul |x - xQ | 4 h ühtlaselt 

vektorfunktsiooniks ^(x, y(x)) . See võiaaldab seoses 

(5) ainna piirile к — oo integraali oärgi all ja ae saa- 

ae tuleauseks samasuse
x

y(x) = y° ♦ J £(x,y(x))dx , 

xo

s. t. у (x) on võrrandi (4) lahendiks. Koos sellega on 

y(x) ka diferenteiaalvõrrandi (1') lahendiks algtlngimu- 

sel (2). Lahendi olemasolu on tõestatud.

5« e t a p p .  Näitame, et leitud lahend on ainus» 

Selleks viime vastuollu oletuse, et läbi punkti (Хд,ув) 

kulgeb kaks teineteisest erinevat lahendit у(x) ja у GO .

üldsust kitsendamata võime eeldada, et aelliseid x 

vttrtusi, ai lie korral y(x) y(x) , leidub punkti xQ



Р У о
kuitahes väikeses ümbruses. Võttes ette suvalise arvu »

on siis

ot = max \ V  (*) “ У I >  0 *
»x-x0ižt

Olgu x, selline x väärtus 0 x^ - x Q i ^ £-), milles see
* --Sr I

maksimum oc saavutatakse: j У (x^) - У (x^) j = ot . Kuna

(vt. tõestuse 2. etappi)

X 1 —  pX l ~ 
y ( x x) = y ° +  [ t ( x , y ( x ) ) d x ,  y C x ^ y 0. !  ^ ( x >y ( x ) ) d x ,

_ * Y
X 0

06 =|y(x1) - у (хх) I = j \ (x, у (x)) - j(x,y(x))]dx

4
I rX li

dx ^  * y C x ) - V ( x )
(j) U  iJ  J

dx

= N oc( xL - XQ \ < N cC L .

Jagades saadud võrratuse ct-ga, saame 1 ^ N £. . Arv L >0
oli aga suvaline, Võttes * jõuame vastuolulise võrra-

tuseni 1 < 1 . Vastuolu tekkis sellepäraat, et eeldasime 

kahe teineteisest erineva, läbi ühe ja sama punkti kulgeva 

lahendi olemasolu.

Teoreem on täielikult tõestatud.

Märkus« Osatuletise — — f У ̂  Didevuat kasutasime
----- - ^  у

vaid võrratuse (3) tuletamiseks. Seega võib teoreemi sõnas­

tuses eelduse ~—  ̂ pidevusest asendada mõnevõrra ava- 
ö v

rama eeldusega, et ^ ( x , y )  rahuldab у järgi Lipschitzi

tingimust (3).
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Anname tõestuseta järgmise tulemuse.

Teoreem 2 . Kui süsteemi (1') parem pool ^  (x , y  ) 

on pidev (xfy  ) - ruumi piirkonnas D , siis kulgeb läbi 

selle piirkonna iga punkti (Х0 »У°) vähemalt üks inte- 

graalkover.

Lahendi ühesust nii üldistel eedlustel väita ei saa.

§ 6. LAHENDI JÄTKAMINE. MAKSIMAALNE LAHEND.

Olgu diferentsiaalvÕrrandi (diferentsiaalvõrrandite 

süsteemi)

y ' =  _

parem pool ^  (**У ) Ja selle osatuletis -— 4̂ ^ --- määra­

tud ja pidevad ( x , y )  - ruumi piirkonnas D. Eelmises pa­

ragrahvis tõestatud teoreemi kohaselt kulgeb siis läbi piir­

konna D iga punkti (Х0 *У°) parajasti üks integraalkõver; 

see integraalkõver, nagu teoreemi tõestuse käigus selgus, on 

määratud teatud küllalt väikesel lõigul l x - x Q\ 4  h . Liht­

ne arutlus veenab meid, et tegelikult on integraalkõvera mää- 

ramispiirkond avaram. Tõepoolest, integraalkõver 

у (x) (|x - x o | 4 h )  paiknes täielikult teatavas ristkülikus 

R , mis omakorda asus piirkonna D sees. Järelikult on in­

tegraalkõvera у (x) otspunktid (xQ - h, у (xQ - h)) ja 

(xq + h , y ( x Q + h)) piirkonna D punktideks. Lahendi ole­

masolu ja ühesuse teoreemi põhjal kulgeb näiteks läbi punk­

ti (xo + h , y ( x Q + h)) parajasti üks integraalkõver y( x ) ,  

ta on määratud teataval lõigul j x - (xQ ♦ h )1 ^  h . Punk-
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tist xQ+ h vasakul ühtivad lahendid' у (x) За У ̂ x  ̂
(vastasel korral satuksime vastuollu lahendi ühesusega)• 

Sellega oleme lahendi y(x) jätkanud lõigult L x o"*b 'xo+k} 

lõigule [xQ - h,xQ + h ♦ h]'. Seda avarama määramispiirkon- 

naga lahendit võime omakorda jätkata jne.

Toodud arutlustest on selge, et läbi ühe ja sama punk­

ti (xQ , y°) kulgevaid integraalkõveraid on otstarbekohane 

eristada nende aääramispiirkonna järgi, s. t. lugeda lahen­

deid уЧх) ja y 2 (x) ( y 1 (xQ ) = y 2 (xQ ) = y°) erine­

vateks, kui nende määramispiirkonnad on erinevad. Seoses 

sellega peame lahendi ühesust nüüd tõlgendama nii: kui läbi 

ühe ja sama punkti kulgeb mitu lahendit, siis nad ühtivad

nende määramispiirkondade ühisosal.

1 2
Olgu antud kaks lahendit у (x) ja у (x), mis kumb­

ki läbivad punkti (xQ ,y°) ja millede määramispiirkonda­

deks on vastavalt vahemikud1 ^a x»^l^ (a2»b 2^ * 

neerime neid ühendava lahendi y ( x )  järgmiselt: у (x) mää­

rand spiirkonnaks on vahemik

(а,Ъ) , а = min { ^ » * 2 )  » Ъ = л а х \ b i •

ning у (x) väärtusteks selles vahemikus on

4I) t f W ,  kui
|y2 (x), kui &2 <  x <  b 2 .

~ , , Muiüugi võiksid nende lahendite määramispiirkondadeks 
vo£ P°ollsißud. Integraalkõvera loomalikuks 

maaramispiirkonnaks °n siiski vahemik, mitte aga lõik, - kas-
—  JPfh^ sel* et vahemikus määratud funktsiooni

f T-l’ raakida tema tuletisest vahemiku igas punktis, ka-
f1*? °n lõigu otspunktides võimalik rääkida 

vaid ühepoolsetest tuletistest.
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Esimesel pilgul võib у (x) definitsioon tunduda vastuolu­

lisena: vahemike (a^,b^) Ja (a2 ,b2 ) ühisosal on y ( x )  

antud kahel viisil. Kuid tegelikult ei ole siin mingit vas­

tuolu, sest vahemike ühisosal ühtivad у'Чх) ja y 2 (x ) 

lahendi ühesuse tõttu. Selliselt defineeritud lahend у(x) 

on lahendite y 1(x) ja y 2 (x ) Jätkuks»

Üldiselt öeldakse, et lahend у (x) on lahendi у (x) 

jätkuks, kui у (x) määramispiirkond sisaldab у (x) mää- 

ramispiirkonda ning у (x) määramispiirkonnal need kaks la­

hendit ühtivad. Iga lahend on^iseenda (triviaalseks) jätkuks. 

Läbi punkti (x0 * y°> kulgevat lahendit nimetatakse maksi­

maalseks, kui ta on Jätkuks kõigi seda punkti läbivate la­

hendite suhtes. Teiste sõnadega: maksimaalne lahend on sel­

line, mida ei ole võimalik (mitte triviaalselt) jätkata. Ilm­

selt saab iga (Х0 »У°) € D korral leiduda mitte üle ühe 

seda punkti läbiva maksimaalse lahendi (põhjendadal). Ei ole 

raske tõestada ka maksimaalse lahendi olemasolu.

Tõepoolest, vaatleme kõikvõimalikke lahendeid ^ y ( x ) j ,  

mis läbivad punkti (Х0 *У°) <3a millest igaüks on määratud 

mingis oma vahemikus ( a ^ j b ^ ) .  Tähistame

a = inf a . , b = sup b ̂
aC oC

ja defineerime vahemikus (a,b) lahendi у (x) järgmiselt:
oL

kui x G ( a oc,bot), siis y ( x )  = у (x). Lahendi ühesuse 

tõttu el sõltu у (x) väärtus sellest, millise konkreetse 

vahemiku ( a oC,bot) 3 x  ae välja valisime. Kuna aga alumise 

ja ülemise raja definitsiooni kohaselt langeb iga x(a<x<b)
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teatavasse vahemikku ( a ^ . b ^ ) ,  siis on lahend у (x) 

tõepoolest määratud kogu vahemikus (a,b). Vahemik (a,b) 

on suurim vahemikest, millel рш- Л  СХ0 »У°) läbiv lahend 

saab olla määratud - kui ta seda ei oleks, satuksime vas­

tuollu arvude a Ja b definitsiooniga. Seetõttu olekski 

y ( x )  maksimaalseks lahendiks, kui ta vaid ei ole jätkatav 

lõigule £a,b] või ühele poollõikudest [a,b) ja (a,b] . 

Selline jätkamine ei ole aga enam võimalik. Näiteks tähen­

dab x) jätkatavus poollõigule (a,b] , et eksisteerib 

piirväärtus lim y ( x )  = y(b), kusjuures (b, y(b)) C  D . 

Siis aga läbiks punkti ( b ,y(b)) lahend, mis oleks määra­
tud teatud küllalt väikesel lõigul \ x  - b | ^ h  , ning у (x) 

oleks sellega jätkatav ka poollõigule (a,b + h }  , seda 

enam aga vahemikule (a,b + h) . See on aga taas vastu­

olus b definitsiooniga. Nii3iis on у (x) maksimaalseks 

lahendiks ja vahemik (a,b) tema määramispiirkonnaks. Sõ­

nastame tõestatud tulemuse teoreemina:

Teoreem 1. Iga punkti (xQ ,y°) £  D korral leidub 

parajasti üks seda punkti läbiv maksimaalne lahend.

Intuitsioon ütleb meile, et kui piirkond D on tõkes­

tatud ja maksimaalse lahendi у (x) määramispiirkonnaks on 

vahemik (a,L), siis x 4* a ja x / b  korral peab punkti 

( x , y (x)) kaugus piirkonna D rajast lähenema nullile. Et 

see toepoolest nii on, seda on täie rangusega lihtne järel­

dada järgmisest teoreemist.

Teoreem 2. Olgu у (x) maksimaalseks lahendiks ja 

vahemik (a,b) tema määramispiirkonnaks. Milline ka ei
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oleks kinnine tõkestatud hulk D ^ C D  , leiduvad sellised 

arvud a i(ai >  a) ja bl^b l <  et x <  al 3a x >  b-̂

korral asub punkt (x, y( x)) väljaspool hulka .

T õ e s t u s  . Näitame sellise arvu ^  b) ole­

masolu, et x >  b^ korral (x,y(x)) f t D^ \ arvu a-j_ jaoks 

on tõestus analoogiline. Kui b = co , on see väide ilmnes 

tõkestatud hulga D-̂  punktidele vastavad abtsissid x on 

tõkestatud, mistõttu leidubki selline küllalt euur arv b^, 

et x >  b̂  ̂ korral (x,y(x)) £  D^ . Seetõttu peame vaat­

lema vaid juhtu, kui b < o o .

Tähistame sümboliga ^ hulga D^ kaugust piirkonna 

D rajast Г , s. t.

Teoreemi eeldused kindlustavad, et > 0 . Vaatleme hul­

ka , mis koosneb sellistest (x,y )-ruumi punktidest,

у  Funktsioon |ž (x, у ) kui pidev 

funktsioon kinnisel tõkestatud

mi lie kaugus hulgast ei üle­

ta 4 -̂ . Ilmselt on Dp ka kin­

nine tõkestatud hulk ning sisal­

dub piirkonnas D (põhjendada!).

x
hulgal D2 on sellel hulgal tõ­

kestatud:

( 1 )
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Olgu U i ,  у1) suvaline punkt hulgast D x . Ehitame 

ristküliku I

I x - xx| £<X , I y - y Xl^  P *
Kui ( o l 2 ♦ (b 2 ) 1/2 ̂  , siis R X C  D 2 ; see võrratus

on täidetud, kui näiteks võtta oC = . Seega on

«cx p> * korral ristküliku R x punktides rahuldatud

võrratus (1) ja (vt. p^k. III, teoreemi 1 § 5 tõestust) läbi 
punkti ( X i » y ^ )  kulgev integraalkõver on määratud lõigul 

|x - x ^  h1P kus

h^ = min j oi., -у- I = min , -щ- | .

Rõhutame asjaolu, et h^ ei sõltu punkti (Х1»У*) £  va­

likust (meie konstruktsioonis oli ( x ^ y 1) £  suvaline).

Veendume, et teoreemis väidetavaks arvuks b^ võib võt­

ta s b -  hj • Tõepoolest, kui mingi x^ >  b̂  ̂ korral 

(х^уСх )̂) , siis läbi selle punkti kulgev lahend on

määratud lõigul |x - i ^ J ^ h ^ ,  mistõttu lahend у (x) on 

jätkatav "paremale" kuni x väärtuseni x^ ♦ h i >  b^ ♦ hj=b. 

See on aga vastuolus lahendi у (x) maksimaalsueega. Teoreem 

on tõestatud.

Nendime lõpuks veel fakti, et maksimaalse lahendi määra­

mispiirkonnades ei pea alati olema kogu arvsirge (-oo,oo ) ka 

siis, kui piirkonnaks D on kogu (x,y)-ruum. Näiteks võrran­

di (n s 1)

У' = У2

parem pool rahuldab lahendi olemasolu Ja ühesuse teoreeal
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nõudeid kogu (x,y)-tasandil, kuid punkti (-1,1) läbiv mak­

simaalne lahend у = - i  on määratud vaid vahemikus (— 00,0).

_
§ 7. LINEAARSED DIFERENTSIAALVÕRRANDITE SÜSTEEMID, 

IAHENDI OLEMASOLU JA ÜHESUSE TEOREEM NENDE JAOKS.

Diferentsiaalvõrrandite süsteemi nimetatakse lineaar­

seks, kui otsitavad funktsioonid Ja nende tuletised esine­

vad tema võrrandites lineaarselt, kusjuures kordajateks on 

kas konstandid või üldiselt funktsioonid. Normaalkujul esi­

tatud lineaarne diferentsiaalvõrrandite süsteem on järgmine:

У’ = ail(x)yl + а12<х>У2 * + Äln(x)yn * el(x) • 

y2 « а21 (х)У1 ♦ a22 (x)y2 ♦ ... + a2 n (x)yn + g2 (x) ,

yn = an l (x)yl + «а2(х)У2 + * ®пп(х)Уп + «n(x) *

Kui kõik vabaliikmed g^(x) on samaselt nullid, nimetatakse 

süsteemi (1) lineaarseks homogeenseks diferentsiaalvõrrandi­

te süsteemiks, vastasel korral aga, kui vähemalt üks g^(x)^0, 

lineaarseks mittehomogeenseks diferentsiaalvõrrandite süstee­

miks.

Teoreem 1. Kui lineaarse diferentsiaalvõrrandite süstee­

mi (1) kordajad ® ^ ( х) Ja vabaliikmed g^(x) (i,j=l,2,...,n) 

on määratud ja pidevad vahemikus (a,b), siis on süsteemil 

parajasti üks lahend, mis on määratud kogu vahemikus (д,Ъ) ja 

rahuldab antud algtingimusi'
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У^(*0 ) = У »̂У2̂ хо̂ - ^2* * * **^n^xo^ *

kus x on suvaline arv vahemikust (afb), arvud
о

У°|У2****»Уп а̂а täiesti suvalised.

T õ e s t u s  . Tänu teoreemi eeldustele on süsteemi 

(1) võrrandite paremad pooled

fi (x ,y1 ,y2 f - » y n ) = ai l (x)yl + ai2(x)y2 + ...+ai n (x)yn+6i(x)

ja nende osatuletised 

D t ±
— a. . (x) (i,j — 1,2,...tn)

määratud ja pidevad piirkonnas D :

a < x < b ,  - ^ o < . y ^ < « x i ( j  = 1,2,... ,n) .

Rakendades lahendi olemasolu ja ühesuse teoreemi (vt. ptk. 

III, § 1 või § 5), saamegi väita, et läbi antud punkti 

(xQ ,y°,y2 ,...,y°) e i  kulgeb parajasti üks (maksimaalne) 

integraalkõver, s. t. süsteemil on parajasti üks lahend, mis 

rahuldab algtingimusi (2). Jääb üle vaid näidata, et süstee­

mi (1) maksimaalsed lahendid on määratud kogu vahemikus 

(a,b).

Viimase väite toestuse anname paragrahvi lõpus, vahe­

peal aga vaatleme süsteemi (1) esitust vektorsümboolikas ja 

mõningaid sellega seotud küsimusi.

Toome sisse tähised süsteemi (1) kordajate maatriksi 
ja vabaliikmete vektori jaoks:
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A (x) =

a n (x) a 12(x) 

a2l(x) a22(x)

(x)In

a2n(x)

an n (x)
a^Cx) an2 (x)

Oj(x) = (g^(x),g2 (x),...,g^(x)) .

Korrutis A ( x ) y  tähendab siis vektorfunktsiooni, mille saa­

me maatriksi A(x) rakendamisel vektorfunktsioonile у =

= (У1*У2 »••• |УП) • Vektorfunktsiooni A(x) у + g  i-ndaks 

komponendiks on

ац(х)У1 + ai 2 (x)y2 + ... + ai n (x)yn + gi (x) (i=lf2 , ...,n),

s. o. parajasti süsteemi (1) i-nda võrrandi parem pool. Järe­

likult on lineaarne diferentsiaalvõrrandite süsteem (1) vek- » 

torsümboolikas esitatav kujul

y '  = A ( x ) y  + J ( x )  , (1*/
mis väliselt ühtib esimest järku lineaarse võrrandiga. Sisu­

line erinevus, võrreldes esimest järku võrrandiga, on sellesj 

et у ja <0 on nüüd vektorfunktsioonid, A(x) aga maatriks 

(maatriksfunktsioon).

2. Maatriksfunktsioonidele, nagu vektorfunktsioonidele- 

gi (vt. ptk. III, § 5.1)» kanname üle lineaaralgebra tehted 
(s. t. maatriksite liitmise ja korrutamise omavahel, skalaa- 

riga korrutamise jne.) ja mõned analüüsi mõisted ja tehted. 

Näiteks me ütleme, et maatriksfunktsioon on pidev, kui kõik 

tema elemendid on pidevad funktsioonid. Analoogiliselt:
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maatriksfunktsioon A(x) = on diferentseeruv, kui

kõik tema elemendid on diferentseeruvad; sealjuures definee­

rime A(x) tuletise kui maatriksfunktsiooni A'(x) = 

f
= (a^-jCx)) • Maatriksfunktsioonide jada A^Cx) = (а^(х))

(к = 0,1,2,...) koondub ühtlaselt, kui vastavatest elemen­

tidest moodustatud jadad a ^ ( x )  (k = 0,1,2,...) koondu­

vad ühtlaselt jne.

Kui A(x) ja B(x) on pidevalt diferentseeruvad maat- 

riksfunktsioonid, у  (x) aga pidevalt diferentseeruv vek­

torfunktsioon, siis

[A(x) ♦ B(x)]' = A* (x) + B*(x) ,

[A(x)B(x)] s  A*( x )B(x ) + A (x)B’(x) ,

[A(x) y(x)]' = A ‘(x)y ( x )  + A(x)y'(x) .

Jättes esimese ja kolmanda seose tõestuse lugeja hooleks,

tõestame teise. Olgu A(x), B(x) ja C(x) = A(x)B(x) ele- •

mentideks vastavalt a ^ ( x )  ,Ъ ^(x) ja с (̂х) (i, j=l,2,...,n).

Maatriksite korrutamise reegli kohaselt

n

Cij(x) = X  ai k (x)bk j (x) » 
k=l

millest
____________n_____________________ n

Viimase võrduse vasakul pool on C'(x) = [a (x )B(x )]' ele­

ment, kuna aga paremal pool on esimeseks liidetavaks para­

jasti A'(x)B(x) element ja teiseks liidetavaks A(x)B*(x) 
element, m.o.t.t.
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Maatriksi A = ( a ^ X i . j  = 1,2....,n) normi | a | de­

fineerime kui elementide absoluutväärtuste summa:1
n

| A | = ] > J a i 3 l .

Olgu A ja В maatriksid, С = (CltC2, . . .  ,Cn) vektor, Л. 
aga reaalarv. Jätame lugeja tõestada, et 

| А + В l*|A l + | В I ,

I a b U I  a | I В I ,

I A C K U I  I C l  ,

I A a | = IvMl Al .

Näitena tõestame vaid kolmanda võrratuse. Vektori 

n n  n

A & =  < X aijC j. X a2jC j»*,* » X anjC j ) 
j=l j=l j=l

normiks on definitsiooni kohaselt (vt. ptk. I IItS 5«1) kom­
ponentide absoluutväärtuste summa, s. t.

n n  n n  n

U C|= 5  I Z au cj Z  CjU S L K j I ck' =
i=l j=l i=l °-i i,j=l 1<Jc4n

n *

= I Al max I cv |^|a| V  | C v I = | A l |C |, m.o.t.t. 
lik*n k H

«о

Me ütleme, et aaatriksfunktsioonide rida on
oo

lõigul £a,b 3 majoreeritav arvreaga <7k t kui

k=o 4

max |Av (x) I £  r |v  , (k = 0,1,2,...) .
______  a £ x 4 b *
Juhul, kui maatriksi A elemendid on kompleksarvud, 

defineerime normi | A | kui elementide moodulite summa.
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Weierstrassi teoreem kandub üle ka raaatriksfunktsioonidele 

(põhjendada!): kui maatriksfunktsioonide rida on lõigul ta,b] 

majoreeritav koonduva arvreaga, rLLs koondub see ühtlaselt 

lõigul [a,b]. Analüüsi kursusest kandub üle ka teoreem rea 

liikmeti diferentseerimisest (põhjendada!): kui maatriks-- 

funktsioonid A,(x) (k = 0,1,2,...) on pidevalt diferent- 
00 00 

seeruvad ning read 'y A^ ( x ) = A(x) .ja ^  = R(x)

k=o k=o

koonduvad ühtlaselt, siis B(x) = A ’(x) .

Enamus siin maatriksfunktsioonide kohta öeldust leiab 

rakenduse alles järgnevates paragrahvides.

3. Paneme tähele, et iga x e ( a , b )  asub ühtlasi teata­

vas lõigus [a^,b^] С (a,b) . Seetõttu: kui mingi funktsioon 

on määratud igal lõigul [ a^,b^] C(a,b), s iis on see funkt­

sioon määratud kogu vahemikus (a,b) ja teoreemi 1 tões­

tuse lõpuleviimiseks piisab järf^nise lemma kehtivuse näita­

misest:
I

Lemma. Kui süsteemi (1') kordajate maatriks A(x) ja 

vabaliikmete vektor 0 (x) on määratud ja pidevad lõigul 

Lal*k]_] * siis on selle võrrandi iga lahend jätkatav kogu 

lõigule [a-^b-J.

T õ e s t u s .  Olgu (x0 *y°) suvaline punkt, sel­

line, et a ^ < x Q < b ^  . Vaatleme ristkülikut R :

lx - V * * »  l y - y ° U | b .

kus oi. = min ^ x Q - a, b - xQ  ̂ ; (i väärtuse fikseerime hil­

jem. Lahendi olemasolu ja ühesuse teoreemi tõestusest teame 

(vt. ptk. III, § 5), et läbi punkti (xQ ,y°) kulgev inte-



graalkÕver on maüratud lõigul | x - xQ | ^ h , kus

г P> )
h = min ос , --- J, M = max | A ( x ) y  + g(x)|.

M (x,y)£R

ß .
Hindame suurust -W- . Funktsioonid | A(x)| = 

n n

= X _ * a ij( x )  ̂ I9 (x)l = Z j gi( x)l кui pidevad funkt-
i,j=l  ̂ i=l 

sioonid lõigul [a^,b^J on sellel lõigul tõkestatud:

I A(x) I <. Мх , I <J(x) I 4 Mp .

Kuna A ( x ) y  + g  (x) = A(x) (y - y°) + A(x)y° + »

siis ( x , y ) £ R  korral

I A(x)y + 0 (x) I 4 I A(x)| I у - у° I + |A(x)| I у °j + I (x)|<

<  мх(Ь + m J  y°| + Mp ,

s. t. M ^ (b + M xl Jf° I +• Mp ja

P»

Mi|b + M̂ | y° I + Mp

Ristküliku R mõõtme fb suurendamine toob endaga kaasa ka

arvu M suurenemise. Kuid piirprotsessis jb—► o o  läheneb

viimase võrratuse parem pool positiivsele suurusele ■ «r- .
ft 1

Järelikult küllalt suure p  korral —jj- ^  g ц—  ; edas­

pidi loemegi, et |b on selliselt fikseeritud. Meile on vä­

ga tähtis, et suurus 8 = ei sõltu mingil viisil punk­

ti (xQ ,y°) valikust - see punkt oli meie arutlustes su­

valine.

Niisiis on iga (x0 ,y°) korral seda punkti läbiv la­

hend määratud lõigul | x - x Q | ^ h  , kus



h = min [<*,-£-} = min{xQ-a ,b -x0 ,-y-}^min{x0-a tb

Viimast tulemust saame tõlgenda^' nil: iga lahend on jätka- 

tav (vasakule ja paremale) k&a lõigu £ a-^,b^] otspunktini 

või kui see ei vii välja lõigust [ a ^ fb ^ ] # vähemalt suuru­

se S = võrra. Seda lauset korduvalt rakendades veen- 

dumegi, et iga lahend on jätkatav kogu lõigule [ a ^ tb^. Lem­

ma on tõestatud.

§ 8. LINEAARNE HOMOGEENNE DIFERENTSIAAL- 

VÕRRANDITE SÜSTEEM.

1. Olgu lineaarse homogeense diferentsiaalvõrrandite 

süsteemi
*

7 i  = ail(x)yl + ai2(x)y2 + + ain(x)yn (1=1*2,...tn)

kordajad ajj(x ) (i#d = l,2,...,n) määratud ja pidevad 

vahemikus (atb) . Vektorsümboolikas on see süsteem esita­

tav kujul

y ' = A ( l ) y ,  (1)

/
kus A(x) on kordajatest moodustatud maatriks.

Olgu vektorfunktsioonid

У = (У^»У2*•••»Уд/ = l»2f...»n) (2)

süsteemi (1) erilahendiks, s. t. ( y 1 )* = A(x) y 1 . Siis
n 1

on süsteemi (1) lahendiks ka vektorfunktsioon у = ̂ C ^ y  ,

i=l

kus C^,C2,...fCn on suvalised konstandid. Tõepoolest,
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Ц « n 11 n

“ i V 1 ) = ü  ° 1 ( V1 )' - I I  C1A(x)yi  .  i C x j ^ y 1
m. o. t. t«

Kuna у  avaldises on n suvalist konstanti, siis võib loo 

ta, et ta teatud tingimustel on süsteemi (1) üldlahendiks.
П 4

Allpool näemegi, et у  = С*У on üldlahendiks, kui

i=l
1 2  n

vaid erilahendid у  , у  »«»»»У on lineaarselt sõltuma­

tud järgneva definitsiooni mõttes.

1 2  к
Vektorfunktsioone у  , y  , . . . , y  nimetatakse line­

aarselt sõltuvateks vahemikus (a,b), kui leiduvad selli­

sed konstandid <* 01 fc * m ^8 °̂ e korraga nul­

lid, et kehtib samasus

ы1У1(х) ♦ оС2У2(х) + ••• + °ЧУк(х) 5 0 (a<*<b)

Kui viimane samasus kehtib vaid ot ̂  = o * ••• = °< к = 0
1 2  к

korral, siis vektorfunktsioone у  , у  , . . . , y  nimetatak­

se lineaarselt sõltumatuteks vahemikus (a,b) .

Erilahendite (2) lineaarse sõltuvuse või sõltumatu­

se kontrolliks defineerime nn. Wronskl determinandi

W(x)

jJ(x) y2(x) ... y£(x) 

y|(x) yf(x) . . .  y^C*)

У^(*) УцСзс) ••• # * >

mille i-ndaks veeruvektoriks on у 1 .

Teoreem 1. Kui erilahendid (2) on lineaarselt sõltu­
vad vahemikus (a,b), siis W(x) = 0  (а <  x <  b) . Kui
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eri lahendid (2) on lineaarselt sõltumatud vahemikus (afb)# 

siis *(x) * 0 iga r C ( a , b )  korral.

T S e s t u s .  Oletame, et vektorfunktsioonid (2) 
on lineaarselt sõltuvad vahemikus (a,b), 8. t. leiduvad

sellised konstandid ^  otg»* * * »oCn^''X ll’*’̂2 * + '’ *+*oAn l ̂  

et

oi1 y 1(x) + ot2 y 2 (x) + ... ♦ о<.ny a (x) = 0 (a < x < b) .

Kirjutame selle samasuse komponentide kaupa:

^ iJi C x )  + oc2yf(x) ♦ ... *  oCnyJ(x) = 0 (i = 1,2,... ,n) .

Viimaseid tingimusi tõlgendame nii: lineaarsel homogeensel 

algebralisel võrrandisüsteemil on olemas mittetriviaalne la­

hend «c^, ot2 ,..., ota . Järelikult on iga x e (a,b) kor­

ral süsteemi determinant võrdne nulliga. Kuid süsteemi de­

terminandiks on parajasti l(x) . Niisiis W(x) = 0 iga 

x  £(a,b) korral. Teoreemi esimene väide on tõestatud.

Olgu nüüd erilahendid (2) lineaarselt sõltumatud vahe­
mikus (a,b)j me peame näitama, et W(x) ** 0 iga x e ( a tb) 

korral. Oletame väitevastaselt, et teatava xQ e ( a tb) kor­

ral W(xQ ) = 0. Moodustame homogeense võrrandisüsteemi 

oC ot2 >..., oc jj suhtes:

аС1у1(хо) +ot2y iCxo ) + *** +Otny i(xo ) = 0 (i = 1.2,..*,n).

Kuna süsteemi determinandiks on W(xQ ) Ja meie oletuse ko­

haselt ®(xQ ) = 0 , siis on sellel süsteemil mittetrivi­

aalne lahend 5^, ü g , ...,5c Q . Selle, et

on süsteemi lahendiks, võime vektorsümboolikas kirjutada nti.
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а1У 1(хо) + сХ2У2(хо) + - f  + оСпУП(хо) = 0 * (3) 

lahendi, mittetriviaalsus tähendab, et

1 ^ х 1 lõt 2 I + ... ♦ \ Zc n I * 0 . (3’)

Vektorfunktsioon

у = ^ j j 1 + 5.2 y 2 + ... + a n y°

on ka diferentsiaalvõrrandite süsteemi (1) lahendiks. Tin­

gimuse (3) tõttu y ( * 0 ) = 0 . Kuid sama algtingimust ra­

huldab ka süsteemi (1) lahend у S 0 . Lahendi ühesuse 

tõttu ühtivad need kaks lahendit kogu vahemikus (afb) :

'^У'Чх) ♦ õc2 y 2 (x) ♦ ... + <*ауП(х) = 0 ( a < x < b )  .

Koos tingimusega (3*) tähendab viimane samasus, et erila­

hendid (2) on lineaarselt sõltuvad vahemikus (a,b), mis 

on aga vastuolus meie eeldusega. Vastuolu tekkis oletusest', 

et W(xQ ) = 0 . Järelikult W(x) ^ 0 iga x £ ( a , b )  kor­

ral. Teoreem on tõestatud.

Teoreemi esimese osa tõestuses me ei kaeutanud kusagil 

asjaolu, et vektorfunktsioonid (2) on süsteemi (1) erila- 

henditeks, ja see väide kehtib mistahes vektorfunktsioonide 

korral. Teoreemi teine osa on seevastu Õige ainult siis, kui 

vektorfunktsioonid (2) on süsteemi (1) erilahenditeks« Näi­

teks on n = 2 korral vektorfunktsioonid y ^  = (x,0) ja 

y 2 = (x^,0) lineaarselt sõltumatud (kontrollida!), kuid

W(x) =
X x^
0 0

5 0 .

(Teoreemi 1 põhjal ei saa need vektorfunktsioonid olla line-
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aarаe homogeense diferentsiaalvõrrandite süsteemi erilahen­

di t eks. )

2. Kui n-JÄrku lineaarse homogeense diferentsiaalvõr­

randite süsteemi (1) n erilahendit oa 

lineaarselt sõltumatud, siis öeldakse, et nad moodustavad 

erll*hendlte fundamentaalaüsteemi. maatriksfunktsiooni

yj(x) y2 (x) ... yj(x)

Y w -
У ^*) J§(*) •••

y£(x) y£(x) ... y£(x)

aga nimetatakse funriHmentaalnrnatrlkBi Puadamentaalmaat-

n
riksi veeruvektoriteks on erilahendld у , у ,...,y (kus­

juures on oluline, et need erilahendld oleksid liueaarselt 

sõltumatud). Kuna d e t Y ( x )  ■ W(x) Ja teoreemi 1 põhjal 

W(x) /  0 kogu vahemikus (avb), siis fundamentaalmaatriks 

on kogu vahemikus (a,b) regulaarne ja eksisteerib pöörd- 

maatriks Y ~ ^ ( x )  •

Kas süsteemil (1) on üldse olemas n sõltumatut eri­

lahendit? Teiste sõnadega, kas fundamt aalmaatriks ja eri­

vahendite fundaaentaalsüeteem eksisteerivad? õellele küsi­

musele vastamiseks valime suvaliseks konstantseks regulaar­

seks maatriksiks С * ja võtame vaatluse alla selli­

sed erd1ohendid (2), mis rahuldavad algtingimusi

^ Meenutame, et maatriksit С nimetatakse regulaar­
seks, kui det С i 0 .
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у1(хо> г C il*y2 (xo ) = C i2»***»yn (xo ) = С1п *

Siia я(*0 ) - dot C / O  Ja teoreemi 1 põhjal ongi erilahen­

did (?) lineaarselt sõltumatud. Niisiie on süsteemil (1) ise- 

•' i lõpmata palju fundamentaalmaatrikseid Ja erilahendite fun- 
damentaHlaü3teeme: erinevatele regulaarsetele maatriksitele 

G vaatavad erinevad fundamentaalmaatriksid (sest konstrukt- 

aiooni põhjal Y ( x q ) = С ) .

1 2
Teoreem 2, Moodustagu süsteemi (1) erilahendid у ty  

...,yn fundamentaalsüeteemi Ja olgu V neile vastavaks 

fundumentaalmaatriksiks. Süsteemi (1) üldlahend avaldub siis 
kujul

n

у  * 5- ° iy f (4)1=1
Ja

у = Y с , (4*)

kus C^tC2 , .  • .  ,C n on suvalised konstandid, C =  

aga suvaline konstantne vektor.

T õ e s t u s .  Paragrahvi algul me juba veendusime, 

et vektorfunktsioon (4) on süsteemi (1) lahendiks. On vaja 

näidata, et ta sisaldab kõiki süsteemi (1) lahendeid.

Olgu у (x) süsteemi (1) erilahendiks Ja (xQ,y0 ) min­

gi punkt, mida see lahend läbib. Kui meil õnnestub määrata
А  А n  A  1

konstantide väärtused nii, et ka у = 2 .  °1У

i=l

kulgeks läbi sama punkti (*0 *y°)» oiie labendi ühesuse 

tõttu у (x) = у (x), s. t. vektorfunktsioon (4) sisaldab
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erilahendlt у (x) . Läbi punkti (xQ , y 0 ) kulgemine tä­

hendab, 01 ^

X  S i y i(V  ■ У 0 •
i=l

Kirjutades selle.tingimuse välja komponentide kaupa, saame 

^1*^2**'**C n nmäramiscks võrrandisüsteemi

ciyJ(xo ) + C2^ ( x o ) ♦ ... + cnyjCxo ) = y° (j=lf2 f... tn) ,

mille determinandiks on W(xo ) . 3ee süsteem on üheselt la­
henduv, 3est teoreemi eelduste kohaselt W(xQ ) / 0 , Niisiis

А
on konstantide sobivad väärtused üheselt määratavad ja

lahend (4) sisaldab vaadeldavat erilahendit у (x) , viima­

se suvalisuse tõttu aga ka kõiki süsteemi (1) erilahendeid.

Me oleme tõest.-mud, et vektorfunktsioon (4 ) on süsteemi 

(1) üldlahendiks. Komponentide kaupa välja kirjutatult on 

üldlahendiks:

y i = C ly i + C2y i + ••• + cny i C1 = 1*2,...,n) .

Analoogiliselt on esitatav (4 '), kui ae kirjutame ta kompo­

nentide kaupa. Ceega on (4 ') lihtsalt (4) teiseks kirjutus­
viisiks ja esitab samuti üldlahendit. Teoreem on tõestatud. 

Lihtne on näha, et süsteemi (1) fundamentaalmaatriks
Y (x) rahuldab tingimust Y (x) = A ( x j Y ( x )  . (Kirjutage 

vasaku ja parema poole i-s veerg ja veenduge, et nende 

võrdsuse tingimus tähendab, et Y  (x) i-s veerg y 1 on 

süsteemi (1) erilahendiks.) Seetõttu võime fundamentaalaaat- 

riJcseid defineerida ka kui maatriksdiferentsiaalvõrrandi
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regulaarseid lahendeid (piisab nõuda, et det Y ( x )  i 0 

kasvõi ühes punktis xQ e(a,b) , - siis teoreemi 1 põh­

jal det Y ( x )  4 О kogu vahemikus (afb)) .

Teoreem 3« Kui Y  (x) on süsteemi (1) fundamentaal- 
■naatriksiks, siis on mistahes konstantse regulaarse maatrik­

si С korral süsteemi (1) fundamentaalmaatriksiks ka Y(x)c!

T õ e s t u s .  Samasust Y'(x) = A ( x ) Y ( x )  korruta- 

me paremalt maatriksiga С :

Y ( x )  С = A(x) Y  (x) c*.
\ й *

Kirjutades saadud зашазизе ümber kujul ( y ( x ) C ) 1 =

= A(x)(Y(x)CT) , näeme, et Y  (x)C on maatriksdiferentsi-- 

aalvÕrrandi (5) lahendiks; Y ( x ) C  on regulaarne, sest 

Y( x) ja С on teoreemi eelduse kohaselt regulaarsed ja 

regulaarsete maatriksite korrutis on regulaarne. Teoreem on 

sellega tõestatud.
*

Märgime, et C Y ( x )  üldiselt ei ole fundamentaalmaat- 

ri kaiks.

Juhime lõpuks tähelepanu faktile, et kuigi süsteemil (1) 

on lõpmata palju fundamentaalmaatrikseid, on iga fi^ndajaen- 

taalmaatrikei abil võimalik taastada süsteemi, mille funda- 

aentaalmaatriksiks ta on. Tõepoolest, korrutades samasuse 

Y*(x) = A ( x ) Y ( x )  mõlemat poelt paremalt maatriksiga 

Y ”̂(x) » saame

A(x) = Y'( x ) Y " 1(x ) .

Seega määrab fundamentaalmaatriks üheselt süsteemi (1) kor—

- 71 -



dajate maatriksi A(x) , koon г;о11екп «кя k« süstoeml (1),
B.O.t.t.

5 9. L Ö W A A R N E  HOMOGEENNE KONSTANTSETE KONDAJATEGA 

DIFERENTSIAALVÕRRANDITE SÜSTEEM (MÖNED 

ARVUTUSSKEEMID)•

1. Vaatleme lineaarset homogeennet diferentsiaalvõrrsn- 

dite süsteemi

= ацУ1 * ®i 2yP + ••• Ci = 1* 2, ■ . • tn ), (1)

mille kordajad (i,j = 1,2,...,n) on konstantsed. Korra­

tes selle süsteemi Jaoks ptk.III, § 2.2 analoogilised arutlu­
sed (teha seda!), veendume, et süsteem (1) on üldiselt taan­

datav ühele konstantsete kordajatega lineaarsele homogeense­

le diferentsiaalvõrrandile

+ ql 7i n' 1) ♦ + % -i ^  + V l  = 0 » (2)

kusjuures У2»****уп ava:Lduvad y^ Ja selle tuletiste kau­

du lineaarselt:

4  - РкЛ ♦ Pix^x ♦ ••• ♦  P i . n - x ^“'“ <1, г .....n),

(3)
kus on mingid konstandid. Võrrandi (2) lahendid aval­
duvad kujul

või üldisemalt, kui võrrandi (2) karakteristlik väärtus Л-.
J

on m-kordne,
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^  iX ^  .X m 1 A..X
y l = Plle + P ^ 6 ° + • • • + P i a ^  e J .

Kuna viimaste avaldiste tuletised on sama tüüpi avaldised 

(muutuvad ainult kordajad), siis (3) põhjal avalduvad ana­

loogiliselt ka у2 »***»Уц !

A j X
y i = Pie (i = l,2t....n) , (4)

või ✓

^ j *  *^jx _да-1 *^*x
yi = p ile + p 12xe + “ ^ P i m *  6 (1=1,2,...,n).

(4 ‘ )

Kui me leiame võrrandi (2) üldlahendi, siis on seoste (3) 
abil lihtne moodustada süsteemi (1) üldlahendit.

Näide 1. y ’ = z, z* = -y . Diferentseerime esimest 

võrrandit ja asendame z* teise võrrandi põhjal: y" ♦ y =  0. 

Siit

у = C^cos x ♦ C2 sin x 

ja esimese võrrandi põhjal

z = y' = -C^ sin x + C2 cos x  .

Koos esitavad у ja z avaldised süsteemi üldlahendi.

2. Nüüd, kui me teame, millisel kujul otsida võrrandi­

süsteemi (1) lahendeid, anname arvutuseeskirja, milles ei 

kasutata ühele võrrandile taandamist. Uurime, millist tin­

gimust peavad rahuldama v V  ja kordajad p^, et (vrd. (4))
yl = P i « ^ X (*■ * 1,2,...,n) (5)

oleks süsteemi (1) lahendiks. Asendame need avaldised süs-
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teemi (1):

A-p^e = (а]дР̂ + ai2^2 + *•• + aln^n^ e ’

X p 2e Xx  = (a21PL + a22p2 + . . .  + a2nPa ) еЛх ,

ХрпеЛх = (anlPl + an2p2 + ... + annpn ) еЛх .

- Xx
Korrutame samasused e —ga ja toome kõik liikmed ühele 

poole:

(а1Х -Л )р 1 + a12P2 + ... + alQpn = 0 ,

a21^1 + ^a22~ v̂ / ̂ 2  + • • • + a2n^n = ® » 

.............................................................................................................................  (6 )

anlp l + an2p 2 + + (ann - X  )pn = 0 •

Me saime P 1 »P2 *«*.Pn määramiseks lineaarse homogeense al­
gebralise võrrandisüsteemi. Kuna meid huvitavad ainult süs­

teemi mittetriviaalsed lahendid, реале nõudma, et süsteemi 

determinant oleks võrdne nulliga:

all" ^ a12 . . .
aln

a21 ®22- ^  . . . a2n

J «nl an2 * • * am T *

Viimase tingimuse vasakul pool on n-astme polünoom X  suh­

tes. Järelikult on võrrandil (7) n (reaalset või komp­

leksset) lahendit « X Л 2 ,..., Л- , millede hulgas võib

olla ka omavahel võrdseid.
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Võrrandit (7) nimetatakse süsteemi (1) k a r a k t e ­

r i s t l i k u k s  v õ r r a n d i k s ,  selle lahendeid 

чХ» ̂  t ̂  p f a/'a süsteemi (1) karakteristlikeks väärtus­

teks. Võttes süsteemis (6) А = А . , saame leida selle
0

süsteemi mittetriviaalse lahendi ja (5) annab

süsteemi (1) erilahendi y J :

i i ix i i ^  ix i i ^  1x 
y l = p le » y2 = p 2e » ••• • yn = pn e *

Oletame, et karakteristlikud väärtused X  X ^ t.. . ,A. on

kõik ühekordsed, s. t. nende hulgas ei ole omavahel võrdseid.

oellisel. juhul saame ülalkirjeldatud viisil moodustada n

erinevat erilahendit

w  1 r 1 A 1X _ 1 _ ^ 1 X У  = (p^e , Ррв » • • • t P ne ) t

>x

( 8 )
У  = (Рд® , p2e ,...,Рдв ) ,

„ * „ Ах „ Ах „. . П ( _ ПА П П П П П Ч
У = Cp^e I Р2е ) •

Näitame, et nad moodustavad erilahendlte fundamentaalsüstee-

mi süsteemi (1) jaoks. On vaja kontrollida vaid, et need eri-
.

lahendid oa lineaarselt sõltumatud. Selleks uurime, kas sa- 

.masus

' S y 1 + ыгУ2 + ••• + «-пУп 5 0

saab kehtida juhul, kui mõni kordajatest oc * t  О . Kirju­

tame selle samasuse i-ndate komponentide jaoks:

1 Агх 2 2х Ах

otlPi« ♦ * 2 * i e “ ♦ ... ♦ oCnPJ e П 5 0 •

^  -i x X* pi j ^
Kuid funktsioonid e f e , ..., e on lineaarselt
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sõltumatud (vt. ptk. II, § 3 art. 2), seetõttu on kõik kor­

dajad viimases samasuses võrdsed nulliga:

otjP^ = 0 (i»«j = 1,2,... ,n) .

Iga j korral on vähemalt üks arvudest (i = l,2,...,n) 
nullist erinev, sest vastasel korral oleks meil tegemist süs­

teemi (6) triviaalse lahendiga. Järelikult -=*̂  = 0 iga 

j = l,2,...,n korral ja erilaheadid у \  y 2 ,..., у n on 

lineaarselt sõltumatud, m.o.t.t.

Näide 2. = ?! + ^ 2 t72 = 71 + 7 2 * Karakteristli­

kuks võrrandiks on

L \ 2 \
= 0 ehk Л - 2Л  -3 = 0 ,

1 - Л  4 

1 1 -Л

karakteristlikeks väärtusteks A ^  = -1 ja A ^  = 3 • Nei­

le vastavad erilahendid kujul y 1 = (р^е .̂р^е”*) ja y 1“ =

= (P^e^X »P2e^X )* Süsteem (6) kordajate leidmiseks on antud 

juhul järgmine :

|(1 -  A  ) Pj_ + 4p2 = 0 , 

p x + (1 - Л )p2= 0 .

Paneme tähele, et A  = A^ ja A = A 2 korral on süstee­

mi võrrandid teineteisest sõltuvad, sest süsteemi determi­

nant on siis võrdne nulliga ja me võime ühe võrranditest, 

näiteks teise, kõrvale heita. Niisiis peavad p^ ja p2 ra­

huldama A = A x = -1 korral ainsat tingimust 2p^ + 4p 2 =0 
millest, võttes p 1 = 1 , leiame, et p2 = - 1/2 . Esimesete 

erilahendiks on seega ,
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У 1* (о-*, - \ е-*) .
Analoogiliselt leiame, et karakteristlikule väärtusele A 2=3 
vastab erilahend

y 2= < e *  1 .

1 P
Süsteemi üldlahendiks on у = C-̂  у ♦ C2 у ehk, komponen- 

tide kaupa välja kirjutatult

7 1 = c iõ"X ♦ C2e 3x ,

y2 = -  £  Сдв“ *  + C2e3x .

3. Kui kompleksne vektorfunktsioon у = U  + i V ( i  - ima- 

ginaarühik) on lineaarse homogeense diferentsiaalvõrrandite 

süsteemi y' = A ( x ) y  lahendiks, siis on lahenditeks ka - 

reaalosa U  ja imaginaarosa V  . Tõepoolest, kirjutades sa­

masuse ( U  + i V)' = A ( x ) ( U  + i V  ) ümber leu j ul U 1 + i V 1 =

= A(x)U + iA(x)V , saame kompleksarvude vSrdsuse definit­

siooni kohaselt samasused U* = A(x)l4 , V*= A ( x ) V  , 

m.o.t.t.

Eelmises punktis tehtud arutlused ei sõltunud sellest, 

kas karakteristlikud väärtused on reaalsed või komplekssed. 

Vaatleme nüüd lähemalt komplekssete karakteristlike väärtus­

te juhtu. Olgu näiteks A . k o m p l e k s n e :

= ot + ip> ( jb * 0 ) .

Siis Л = korral on ka süsteemi (6) lahend kompleksne:

p^ = k + i S ^  (k = l,...,n) i (9)
Л^-le vastavaks süsteemi (1) erilahendiks (vt. (8)) on
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Eraldame komponentides reaal- ,ja :-aginaaroca:

Niisiis vastavad komplekssele karakteristlikule väärtusele

Reaalsete kordajatega algebralise võrrandi (muuhulgas 

ka karakteristliku võrrandi (7)) komplekssed lahendid esi­

nevad teatavasti paarikaupa kaaskompleksidena. Nii on koos 

>A karakteristlike väärtuste hulgas ka tema kaaskomp-

leks ^ i  = 04 - i • Kui võtame süsteemis (6) Л 

asendame otsitavad p^ lahendiga (9) ja leiajne seejärel 

süsteemi võrranditest kaaskompleksid, näeme, et karakterist' 

likule väärtusele -A^ vastab süsteemi (6) lahend, mis on 

kaaskompleka (9)-et:

Jätame lugeja kontrollida, et selle lahendi reaal- ja imagi-
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X ± = ai + i fb kaks reaalset erilahendit U 1 ja

P̂ . = к "* 1 ̂  к (k = 1,2,... ,n) .

Järelikult vastab Л^-le süsteemi (1) kompleksne erilahend



naarosa aimavad, meile teas eespool juba leitud erilahendid 

U 1 ju - V  1 .

oeep;a ei ole kompleksse karakteristliku väärtuse korral 

v-ija leida mõlemale kaaskompleksile vastavaid (kompleksseid) 

eriIahendeid, vaid piisab leida nendest ainult üks ja eralda­

da sellest, seejärel reaal- ja ima^inaarosa.

näide j . y ± = -7y1 + y2 , y2 = - 2y1 - 5y2 . Analoogili­

selt eelnevale näitele leiame, et A ^  = -6 + i , A 2 = -6-i 

ja et A  i^-le vastavaks kompleksseks eri lahendiks on

у = (e<-6+l)* , (1 +1 )е ( - 6’ 1 ) х ) ehk *  = y l+ iy*

kus

у  ̂ = (e“6x cos x, e-oX(cos x - sin x)) ,

у 2 = (e~^x sin x, e~6x(cos x + sin x)) .

Süsteemi üldlahendiks on У=С1У ^ * С2У2 еШс

y^ = e (C^cos x + C2 sin x) ,

У2 = e~6x [(^(cos x - sin x) + C2 (cos x + sin x)j

Juhul, kui süsteemi (1) karakteristlike väärtuste 
2 ,... ,A  n hulgas esineb kordseid, ei ole eelmises ka­

hes punktis kirjeldatud viisil võimalik leida n sõltumatut 

erilahendit.

Olgu süsteemi (1) karakteristlik väärtus A  ̂  m-kordne. 

On vaja leida m lineaarselt sõltumatut erilahendit, mis vas 

taksid sellele karakteristlikule väärtusele A  j  .  Neid on 

hea leida järgmiselt: me asetame avaldised (4‘) süsteemi (1) 

ja määrame seejärel kordajad p ^  nii, et süsteem oleks ra­



huldatud. Märgime tõestuseta, et selliselt jäävad määrama­

tuteks parajasti m kordajat (nad võivad omandada suvali­

si väärtusi), ülejäänud kordap'._ aga avalduvad nende kaudu. 

Andes määramatutele kordajatele arvulisi väärtusi, saamegi 

m sõltumatut erilahendit. Kuidas sooritada praktilisi ar­

vutusi, see selgub järgneva näite varal.

Näide 4. y x = -ух ♦ 72' 72. ~ ~J2 * = *1 " *^3 •

Jäägu lugeja arvutada, et karakteristlikeks väärtusteks on

(E on ühlkmaatriks). Viimane tingimus on aamasua x suh­

tes parajasti siis, kui
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Vektorsümboolikas on see süsteem kirjutatav kujul y  = A y ,  

kus у = (7г У2' У з )  •

-  1 1 0  

А = 0 - 1 4 .

1 0 - 4  _

Л1 = 0 , > Л 2 = Л 3 = -3 ja et ühekordsele karakteristli­

kule väärtusele Л ̂  = 0 vastab (konstantne) erilahend

y 1 = ( 4 , 4 , 1 )  .

Kahekordsele karakteristlikule väärtusele Лг » Л3 = -з 
vastavaid lahendeid otsime kujul (vrd. (4’)) у  = p  e“̂x + 

♦ c^xe~3x, kus p = (р1Эр2 ,р3 ), C^= (q1 »q2 »<i3) • Asen"

dame süsteemi ja teisendame:

3 j ( p e “̂ x + C^xe“3x ) = A ( p e ”̂ x + C^xe"^x ) , 

-3p e “̂ x + <^e-3x - 3 <^xe“3x = e“̂ xA p  + xe“3xA<^ ,



(A + ЗЕ) ̂  = О , (A + 3E ) p  = •

Seega peab rahuldama võrrandisüsteemi

2ql + q2 = °* 2q2 * 4q3 = °* ql “ ^3 = °* 

p  = (р̂ »Р2»Рз) aßa süsteemi

2px + p 2 = qlf 2p2 + 4p 3 = q2 , Рх - p^ = q3 . (11)

Süsteemis (10) on teine võrrand sõltuv esimesest ja kolman­
dast ja me leiame, et «

q3 = Q.]_i Я .2  ~  “ 2q-  ̂ •

Asendades q^ ja q2 leitud väärtused süsteemi (11), saab 

esimene võrrand sõltuvaks teisest ja kolmandast ja me heida­

me ta kõrvale j ülejäänud kahest võrrandist leiame, et

P i  = P3 + q^, P2 = - 2p^ -  q^ .

Nüüd on meil kõik kordajad avaldatud kahe määramatu kor­

daja p^ ja q^ kaudu.

VÕttee p^ = 1, qL = 0, leiame p^ = 1, p2 = -2, q2 =

= Q3 = 0 ja neile vaetava erilahendi

У 2 * (e-3 1 , -2e-3x, e*3 1 ) .

Võttes p^ = 0, qx s 1, leiame p^ = 1, p 2 = -1, q2 = -2, 
q3 = 1 Ja

у 3 _ (e“3x + xe*“3x^ -̂Зх _ 2xe"3x, xe“3x) . 

Süsteemi üldlahendiks on у = C ^ 1 + C2y 2 + 3

ehk

ух = 4СХ + C2e”3x + C3(l +x)e“3x ,
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У2 = 4СХ - 2С2е"3х - С3(1 + 2х)е_3х,

У^'= С2е“3х + С̂хе“3х .

Juhime tähelepanu asjaolule, et otsides süsteemi (1) 

m-kordsele karakteristlikule väärtusele A  i vastavaid la- 

hendeid kujul (4 '), võib juhtuda, et kõik pealiikraete korda­

jad võrduvad nulliga: p ^  = 0 (i = l,2,...,n) ja me saame 

erilahendid, milles x aste on madalam kui m -1 . (Selline 

olukord saab esineda, kui süsteem (1) ei ole taandatav ühele 

kõrgemat järku võrrandile.) VÕib koguni juhtuda, et nullist 

erinevateks osutuvad ainult kordajad p ^  (i = l,2,...,n), 

s. t. süsteemi (1) erilahendid avalduvad kujul (8) sellest 

hoolimata, et karakteristlik väärtus %A  ̂ on kordne. Näiteks 

süsteemil y^ = 0 (i = l,2,...,n) on n-kordne karakterist­

lik väärtus -̂ = А 2 = ... = A q = 0 , kuid erilahendite

1 2 
fundamentaalaüsteemiks on у = (1,0,...,0) , у =

= Co»l , . . .  • о ) , .  • • ,  у  — ( 0 , 0 , . .  . , ' 1 ) .

Juhul, kui kordne karakteristlik väärtus on kompleksne, 

toimime samuti kui ühekordse karakteristliku väärtuse puhul: 

leiame ühele kaaskompleksidest vastavad (komplekssed) erila- 

hendid ja eraldame nendest seejärel reaal- ja imaginaarosad.
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§ 10. LINEAARSE HOMOGEENSE KONSTANTSETE KORDAJATEGA 

DIFERENTSIAALVÕRRANDITE SÜSTEEMI FUNDAMENTAAÜIAATRIKS 

JA ERILAHENDITE FUNDAMENTAALSÜSTEEM.

1. Välja arvatud ühekordsete karakteristlike väärtuste 

juhtum, jäi eelmises paragrahvis rangelt põhjendamata, mil­

line on lineaarse homogeense konstantsete kordajatega dife­

rentsiaalvõrrandite süsteemi

erilahendite fundamentaalsüsteem. Selle lünga kõrvaldame 

käesolevas paragrahvis.

Enne järgnevate ridade juurde asumist soovitame luge­

jal meenutada fundamentaalmaatriksi kaht definitsiooni ja 

veel kord hoolsalt läbi lugeda ptk. III, § 7.2.
Jr

Olgu A konstantne n-järku maatriks, A - tema k-s 

aste, E = A° -ühikmaatriks. Vaatleme rida

у = A y (1)

(2)
k=l k=0

O O

see on maatriksfunktsioonide rida ^Г” B^Cx) * milles В (̂х)=

----  . Maatriksi normi omaduste põhjal | A1 C U U i k ja
k!

------- ----------- «С --------
k! k! k!

(k = 1,2,...) •

Seega on rida (2) igal lõigul | x | 4 M majoreeritav koondu­

va arvreaga



«W  . . flU |
-------  V I  '  ■ с-------  I r t
k=l к- к=о К*

MK lAf £2-
|е| + У -------- = IЕI - 1  + У~

*— г V !  1------

Siit järeldub teatavasti, et rida (2) koondub ühtlaselt lõi­
gul l x I 4 M . Rea (2) 
siks ja tähistatakse e3

gul I x I 4 M . Rea (2) summat nimetatakse eksponentmaatrik-

_xA

oo
(2')Л.--- V|

k=o K -

nimetus ja tähis tulenevad sellest, et n = 1 korral (siis
Д Y

A on reaalarv) esitab rida (21) eksponentfunktsiooni e 

astmerida.

Kuna rea (2') liikmed on pidevad ja rida ise koondub 

ühtlaselt igal lõigul | x | ^  M , siis on maatriksfunktsioon 

e3^  pidev sellel lõigul | z | ^  It , M suvalisuse tõttu aga 

ka kogu reaalteljel - o o < x < o o .

Rea (2*) liikmed on pidevalt diferentseeruvad; rea liik- 

meti diferentseerimisel saame rea

V - xk _ 1Ak V "  A ' +1
■ 2 .  — r r -  •

mis on samuti igal lõigul |x| ž  M majoreeritav koonduva

✓ . lA!t+1 I ii! A U  . , 
arvreaga (nimelt reaga N  ---- jHj----- = | A| e ;, ja koon-

dub seetõttu ühtlaselt. Järelikult esitab see rida e tu­

letist :

e.E+l oo_ t l
/.x A n ' \  x A * M  x А . XA
<• > = > — v.—  = A 2_  ~ v ~  = Ae

1=0
и y A

Nagu naha, rahuldab e maatriks-diferentsiaalvõrrandit
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У' = А у  { maatriksfunktsioon on selle võrrandi re­

gulaarne lahend, sest x = 0 korral e3̂  = E ja det e ^  =

= det E i 0 . Sellega oleme tõestanud järgmise tulemuse1 : 

Teoreem 1. Lineaarse homogeense konstantsete kordaja­

tega diferentsiaalvõrrandite süsteemi (1) fundamentaalmaat- 

riks on У (x) = e"3̂  .

Teoreemi 2 ptk. III, § 8 põhjal on süsteemi (1) üldla- 

hendiks у = e ^  С * kus С on suvaline konstantne vektor. 

Muuhulgas, läbi punkti (0,y°) kulgevaks erilahendiks on 

y(x) = e ^ y 0 . Tõepoolest, y ( 0 )  = eoA . y° = Ey° =y°, 

m.o.t.t.

Teoreemi 3 ptk. III, § 8 põhjal on iga konstantse regu­

laarse maatriksi С korral süsteemi (1) fundajnentaalmaatriks
уД

ka maatriksfunktsioon e С . Fundamentaalmaatriksi veeru- 

vektorid on teatavasti erilahenditeks, mis moodustavad fun- 

damentaalsüsteemi. Seega on süsteemi (1) erilahendite funda- 

mentaalsüsteemi leidmiseks vaja välja kirjutada maatriksfunkt- • 

siooni e2̂  või e ^ C  veeruvektorid (regulaarse maatriksi 

С me valime järgnevas nii, et see väljakirjutamine oleks või­

malikult lihtne).

Meil läheb edaspidi vaja järgmist abitulemust:

Lemma 1. Kui maatriksid В ja С kommuteeruvad (s. t. 

kui ВС = CB) , siis e0*0 = eB . e° .

T õ e s t u s .  Eksponentmaatriksi definitsiooni ko­

haselt

1 Olgu märgitud, et juhul, kui süsteemi kordajate maatriks

A(x) ei ole konstantne, ei kehti üldiselt analoogiline tulemas.
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OO pi OO pj

еВ = У  —  . e ° = 7  —  ,

£ õ  11 jTo J'

millest

»lpd T— — ^

eB
e0 « 1 . У  V -  _B

f-T-r, if j !  T̂Tx 4-r-L  ili,j=0 ■t,^ ! k=0 i+j=k i!j!

Teiselt poolt, kommuteeruvate maatriksite korral kehtib New- 

tonl binoomvalem

± к-i У i ljipK-i _ ----  b i c j
(B + C)k = V  --------- BiGk~i = *)T

i=o 11 £ j  =i+j=k l!J!

mistõttu

-B+C Г  —  b V :
i r 0 k! teo i v F k  i!3!

В С
Võrreldes seda e • e'' eespool leitud avaldisega, saamegi 

meid huvitava seose eB+^ e®eC .

2. Meenutame mõningaid mõisteid ja tulemusi algebrast.

Maatriksi A omaväärtusteks nimetatakse reaal- või 

kompleksarve v\ = A j  , mille korral võrrandisüsteemil 

А С = Л С on olemas mittetriviaalne lahend С =

= ,0^) . Maatriksil A on parajasti n omaväär­

tust A p  A n  (nende hulgas võib olla ka võrd-

seidj naturaalarv n on maatriksi A järk) ja nad on al­

gebralise võrrandi

det (А - Л E) = 0 

lahenditeks. Lugeja paneb tähele, et viimane võrrand ei ole
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midagi muud kui süsteemi (1) karakteristlik võrrand (vrd,

(7 5 9 ))- Niisiis on raaebriksi A omaväärtused parajasti 

süsteemi (1) karakteristlikeks väärtusteks.

Algebra kursuse üks tähtsamaid teoreeme väidab, et iga 

maatriks A on esitatav kujul A = PJP~\ kus Р on min­

gi regulaarne maatriks, J aga järgmise kujuga maatriks 

(maatriksi A Jordani normaalkuju):

> 1 ^ 0 0  ... 0 0 

o A^ S2 о • • • о о

j  =
о 0 

о 0

о . . .  Лл_,5пм 

о . . .  о А*

siin on А р  А з , . . . , A  n maatriksi A omaväärtused,

= о või 1 . Täpsemalt, J on esitatav kastdiagonaal-

maatriksina

0 0 ... 0

J =
j 2 0

mille iga kastikese

Ji =

А; 1 0 ... 0 0
Ji

О Д 1 ... 0 0
Ji

0 0 0 ... А,- 1 
Ji

о о o . . .  o д . -
ai

(1=1,2,...,s)
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peadiagonaalil on üks ja sama (kordne, kui J.̂  järk >  1)

omaväärtuc , kõrvaldiagonaal aga koosneb ühtedest.
Ji

Maatriksi A iga oraaväärtus asub ähemalt ühe kastikese 

peadiagonaalil, võib aga asuda ka mitme kastikese peadiago­

naalidel. Kastikene võib olla ka esimest järku: =

= A  . . Näiteks, kui kõik maatriksi A omaväärtuse'd on 
Ji

ühekordsed, siis on kõik kastikesed esimest järku, s. t. J 

on diagonaalmaatriks. (Kuid kastikesed võivad olla esimest 

järku ka kordsete omaväärtuste korral - sellisel juhul 

vastab kordsele omaväärtusele mitu kastikest.)

Võrreldes J esimese kirjutusviisiga, on nüüd konkre­

tiseeritud, millised arvudest S i (i = l,2,...,n-l) on 

võrdsed nulliga, millised ühega.

3. Kuna (PJP“1 )* = PJ^P“1 (näidata seda, näiteks in­

duktsiooni abil!), siis

exl . . у  _ у  ^  p-l .

f e  k! * f c õ  * '

O O

= p ( V  —  )p'
- Irl

,-1 ^ X J „ - 1= Pe P

k=0 k!

чгД
ning koos maatriksiga e on süsteemi (1) fundamentaal- 

maatriksiks ka e ^ P  = Pex *̂ . Meie lõppeesmärgiks on väl­

ja kirjutada süsteemi (1) erilahendite fundamentaalsüsteea

- maatriksfunktsiooni

PexJ

▼eeruvektorid. Selleks peame eelnevalt uurima maatriksfunkt- 

siooni ex<* •
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Ilmselt

0 0

0 J2 0

О О О

mistõttu

xJ

i 7

C -- lr I
k=o Kl

1 О

00 xkJk

О . . . О

T = ^  О . . . 0 

k!

f e  k!

0 0 0

oo к-pk

• - • F  3^-- V  f

xJ,
e 0 0

*- ii
о 

о

=
0 elJ2 0 . . .  0

0 0 0 . . .  .

Olgu maatriksi ^  järk r.̂  . Esitame Ji summana

X [l1
Ji = ♦ E i *

tk]
Siin on E^ r^-järku ühikmaatriks, E i aga tähistab maat­

riksit, mille saame ühikmaatriksist E^ , nihutades peadia­

gonaalil olevad ühed к koha võrra paremale (ja kirjutades 

mujale nullid), nii et muuhulgas

- 89 -

12.



[Il

О 1 о о . . .  о о 

О О 1 о ... и о

О О О О ... О 1

о о о о ... о о

[1]
Kuna maatriksid хЕ̂ ja хЕ̂ kommuteeruvad (ühikmaut-

riks kommuteerub iga maatriksiga), siis lemma 1 põhjal

[1]
x Jj Л; xE.+xE.

e 1 = e 31 1 1 = e
A-i.xE.Jl l

[1]
. e

AjixE. Aj,x 
Kuid e = e E^ (tõestada!) ja ue s-ia^e

U I
* Ji Ajix
e = e • e .

Vahetu kontrolli abil veendume, et (E^^) = E Г" (k=l,2 ,...).

Ck]
[li

ХД.
Et aga к >  r^ korral = 0 , siis on e 1 reaks-

arenduses vaid lõplik arv liikmeid ning

-?1 X 1 A ?
= Z _  -ТГ

k=o

x -2 * 3x 2T J T

x  fr

/ i - 2 / i - 1 

СгГ-ТУ! Тг.-ТТГ

г -з Г -2
X X
Cr'i-yTT (rVi^TT

О О О

О О О
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Niisiis

1 X х2
тг

хз
тг

г±-2
X

Гг -̂2)}

0 1 X
р

х'~
2т

ri~3
X

Т5у-3)!

С) 0 0 0 . . . 1

0 0 0 0 . . . О

'i“1

r±-2

xJNüüd on meil maatriksfunktsiooni e kuju täielikult 

kirjeldatud: exJ on kastdiagona.ilmaatriks, mille diagonaal-
xJ xJ2 xJ

• • • • •kastides asuvad maatriksid e , e 

ja leidsime. Olgu p 1, p  ,..., p n maatriksi P veeru- 

vektoriteks. Pärast mõningat järelemõtlemist veendub lugeja,
J r  T

et maatriksfunktsiooni Pe veeruvektoriteks, seega aga ka 

eüsteemi (1) erilahendite fundamentaalsüsteemiks on:

JI (x P  + p

A- -

) ,

r, -2
^ i Л ^ / v ^ 1 v 1 5 ф Г ч —1 I? -j

У =е 1 ((тргутр* + Гг'̂ 'Гр ' + • • • +  хр +р ),

г1 + 1 Л^х V 1 
У =е р

?,+2 Aj X Г,+1 г,+2
1 =е 1 (хр 1 + D  ) .

Г1+Г2 A j X ,  / 2 - 1 г1+1 / 2 “2 г1+2

V =® (ттрптр + Щ -PJi р +*‘“+хР
г 1+г2-1

РГ1+Г2)

- 91 -



1 2  Г1
Siin vastavad erilahendid у , у ,..., у kastikesele Ĵ ,

r,+l r i+2 г1+г? 
erilahendid у  , у , у  kastikesele J2 jne.

Nagu selgus, sõltub fundamentaalsüsteemi moodustavate

erilahendite kuju oluliselt süsteemi (1) kordajate maatriksi

A Jordan! normaalkujust J . Näiteks, kui J on diagonaa1-

maatriks, s. t. kui kõik kastikesed (s=n) on

esimest järku, siis on erilahendite fundamentaalsüsteemiks

i Aj-2 4
у = e P  (i=l,2,...,n); meenutame, et selline olu­

kord on võimalik ka kordsete karakteristlike väärtuste kor­

ral.

Ühtlasi näeme, et erilahendite fundamentaalsüsteemi 

leidmise ülesanne taandub üldjuhul puhtalgebralisele üles­

andele: on vaja leida maatriksi A normaalkuju J ja maat­

riks P selline, et А = PJP"*^ . Maatriksite J ja P 

alusel on kohe võimalik välja kirjutada erilahendite funda- 

mentaalsüsteemi.



§ 11. LINEAARNE MITTEHOMOGEENNE DIFERENTSIAALVÕRRANDITE

SÜSTEEM.

1. Vaatleme lineaarset mittehomogeenset diferentsiaal­

võrrandite süsteemi

yi = ail^x ŷ l+a12^x ^y2+ *'' ‘*’ain^x ^yn+®i^x  ̂ (1*1*2,...,n),

mille kordajad ald(x) ja vabaliikmed gi (x) (i, j =1,2,. „,'n) 

olgu pidevad vahemikus (a,b) . Kirjutame süsteemi ka vek- 

torsümboolikas:

y'= A(x)y + 0 (x )  . (1)

Л
Teoreem 1. Olgu vektorfunktsioon у süsteemi (1) min-

1 2
giks erilahendiks ja moodustagu vektorfunktsioonid ц  ,у , 

..., у  n vastava homogeense süsteemi

y' =
erilahendlte fundamentaalsüsteemi. Süsteemi (1) üldlahen— 

diks on siis
n

Л Г—  4
y =  у + (Ci,...,Cn - suvalised konstan-

A  I
T õ e s t u s .  Teoreemi tingimuste kohaselt у =

= A ( x ) y  + q  (x) ja ( y 1 )' = A ( x ) y i , mistõttu 

n П 
у ' = у 1 +Z ci(y1)f = А(Х)У + gU>+2ICiACx)yi=

n

= a(x) [ у  + & У 1] + 9 = АСх)У * 9 ■ 
i=l

s. t. у rahuldab süsteemi (1). Näitame, et tema koosseisu
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kuulavad kõik süsteemi (1) erilahendid. Millise erilahendi 

y 1 me ka ei valiks, on vahe у1 -у hcmogeen:;e süsteemi

(2) erilahendiks, sest

( y 1 - y )• = ( y 1) ’ - y *  = (A.(x)у 1 +0)  - ( A ( x ) y  + g )  =

= Л(х)(у 1 - у ) .

Teoreemi 2 S 8 põhjal avaldub homogeense süsteemi (2) erila-

л 1 r- л 1 A n l i  1 
hend у - у kujul у - у = ^  у , kus on

i-1 n

mingid fikseeritud konstandid? Siit y 1 = y  + t! t у ,

а 1 4 i-I
:j. t. у sisaldub у av.4ld.ises, m.o.t.t.

Teoreem 1 ori tõestatud. Seda teoreemi võib lühidalt

sõnastada nii: mittehomogeonGe süsteemi üldlahend avaldub

mingi erilahendi ja vastava homogeense süsteemi üldlahendi
n

summana. Tõepoolest, У h ~ ^  ^iУ1 on teoreemi 2 § 8 piib­

l i

jal homogeense süsteemi (2) üldlahendiks.

Kui homogeense süsteemi (2) erilahendite fundamentaal- 

süsteem y \  y* »• • • » уП 011 lei tud, si i.3 on mittehomogeen- 

se süsteemi (1) üldlahendit võimalik leida suvaliste konstan­

tide varieerimise meetodil (e. Lagrange 'i meetodil): hoino- 
\ n

geense süsteemi üldlahendis У ̂  C.^y 1 asendame suvali-

i = l

sed konstandid C. funktsioonidega G.(x) , mis määrame 
n 1 1

nii, et у C^(x) y 3 rahuldaks süsteemi (1). Näitame,

* i=l

et see on alati teostatav. Tõepoolest, süsteemi rahuldamise 

tingimus у' = A(x) у + 0  (x) on täidetud, kui
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_ü_ . . п n

У* + ^ G i.Cx)( у L) • A(x)2 _ C jL( x ) y i + g  ( K) . 
i-1 . i=l 1=1

K.U j d

n _ n n

2 ~ C .  (:<)( ухГ Ci(x)A(x)y L = A ( x ) V -Ci( x ) y i
i-Vl l = l i =T

j-; parast sarnaste liikme to koondamist saame 

_n

z _  Ч ^ у 1 = 9 Cx) 
i=i

ehk komponentide kaupa kirjutatult

q ( x ) 7J + C^(x)y2 + ... + -n(*)yj = ßj(x) (j=l,2,...,n).(3)

See on algebraline võrrandis iisteem C£(x),...,C^(x) määra- 

ajiseks. Süsteemi determinant erineb ira x e  (a,b) korral 

nullist, sest determinant iks on (homogeense süsteemi) line­

aarselt sõltumatutele erilahenditele У У ^ * •••* УП vas­

tav .Vronski determinant (vt. teoreemi 1 5 8). .Järelikult on 

süsteem (3) üheselt lahenduv. Leidnud tema lahendi

CJ(x) = cpi(x) (i=l,2,...,n) ,

seejärel a0a funktsioonid

Ci(x) =• J <spi (x)dx + G i (i=l,2,. .. ,n) ,

saame süsteemi (1) üldlahendiks

n n

y - E ‘I * & У 1 • 
i=l i=l

n .
Siin y =  ( j Cpi(x)dx)y1 on süsteemi (1) erilahendiks,

i-1
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у^ = у ̂ aga vastava homogeense süsteemi (2) üldla

1=1 

hendiks.

Näide, y 1 = z, z* = -y + . Vastava homogeense
'“™— COS X

süsteemi y* = z, z' = -y üldlahendiks on 

yh = CjCos x + C2 sin x , 

z^ = -C-^sin x + C2cog x  .

Mittehomogeense süsteemi üldlahendit otsime kujul 

у = C^Cx) cos x + CgCx) sin x , 

z = -С (̂х) sin x + C2 (x) cos x •

Süsteem (3) otsitavate C-^(x) ja C£(x) määramiseks on 

järgmine:

C|(x) cos x + C£(x) sin x = 0 ,

-C£(x) sin x + C£(x) cos x = c'~ — - .

Siit C{(x) = - §§g-f , C£(x) = 1 ning

C^Cx) = ln|cos x I + C^, C2(x) = x ♦ C2 .

Seega on vaadeldava mittehomogeense süsteemi üldlahendiks

у = cos x ln|cos x| + x sin x + cos x + С2 sin x , 

z = -sin x ln|cos x I -t-x cos x - C-̂  sin x + C 2 cos x .

2. Esitame konstantide varieerimise meetodi ka funda- 

mentaalmaatriksist lähtudes. Olgu Y ( x )  süsteemile (1) vas­

tava homogeense süsteemi (2) fundamentaalmaatriksiks. Siis on



süflteemi (2) üldlahendiks (vt. teoreemi 2 § 8, ptk. III)

Yb = Y  С > kus С on suvaline konstantne vektor. Süstee­
mi (1) üldlahendit otsime kujul у  = Y  С , kus С = С (x) 
on vektorfunktsioon, mille määrame tingimusest, et süsteem 

(1) oleks rahuldatud, s. t. tingimusest

( Y C ) ‘ = a(x) Y c  + 9(x) .

Kuna fundamentaalmaatriks Y rahuldab maatriksdiferentsiaal-

võrrandit Y  = A (x)Y , siis ( Y  С )■ Y C^YC = A(x)YC +

+ YC '  Pärast seda asendust ja sarnaste liikmete koondamist 

on C(x) määratud võrrandiga

YC '=g .

r x - 1
Siit С = Y-1g ja C(x) = J Y (s)g(s)ds + С , kus С

on suvaline konstantne vektor. Süsteemi (1) üldlahend avaldub 

kujul

Г x
у  = Y  (x) J Y “1 (s )g (s )d s  + Y  (x) С , (4 ) 

xo

• r x
kus у  = Y  Cx ) J Y ~ ^ ( 8 ) 9  on s^steeml (1) erilahen-

diks, = Y ( x )  Õ  aga vastava homogeense süsteemi (2) üld­

lahendiks.

Uaarame suvalise vektori С väärtuse nii, et integraal- 

kõver kulgeks läbi punkti (x0,y°) . Selleks tuleb üldlahen­

di avaldises (4) võtta x = xQ , у = у ° г

У °  = J ^ o *  + ¥ ( x 0 ) С  .

Kuna ilmselt УСХ0 ) = 0 (integreerimisrajad on võrdsed),
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siis у ° s Y ( x Q ) С » millest С = Y -1(x0 )y° . Sel­

lega oleme tõestanud järgmise tulemuse:

Teoreem 2. Süsteemi (1) lahendiks, mis kulgeb läbi

punkti (x ,y°) » on vektorfunktsioon 

fX
. y = ¥ ( x ) J  Y  ^ ( e )  9  (s)ds + Y  (x) Y - 1(x0 )y° , (4 -)

xo

kus Y  (x) on homogeense süsteemi (2) fundamentaalmaatriks.

Kui y° vaadelda suvalise konstantse vektorina, siis 

on (4 ') süsteemi (1) üldlahendiks.

Vaatleme lõpuks veel konstantsete kordajatega mittehomo- 

geenset süsteemi

У  = A y  + ф (x) . (5)

Vastava homogeense süsteemi y ! = А у fundamentaalmaatrlk- 

siks on Y  (x) = e ^  (vt, § 10.1). Et maatriksid xA ja 

-xA kommuteeruvad, siis lemma 1 § 10 põhjal

e14 = 0i A+(-i A) = e° = £ (

s. t. (e*4 ) 1 • e'14 . Analoogiliselt e** e~B~ =
tA -i A (x-X0 )A 

e e~ о = e ning avaldis (4 ‘) võtab kuju

y =  e1^ J  e-aA 0 (s)ds ♦ e1^ e 0 y° =

xo

.  J  e(*-e)A q (e)ds + e<x-^Ay o _ 

xo

Teoreemist 2 saame nüüd järgmise tulemuse:

Teoreem 3. Lineaarse mittehomogeense konstantsete kor­

dajatega diferentsiaalvõrrandite süsteemi (5) lahendiks, mis

- 98 -



f <X-s)A (x—X )Aу = J  6 ^ ( s ) d s  + e ° y° .
О

taHgob läbi punkti (l0,y°) , on vektorfunktsioon

§ 12. LAHENDI SÕLTUVUS PARAMEETRITEST.

1. Vaatleme diferentsiaalvõrrandite süsteemi

= ^ ( х»У2.»у2* • • • »Уд» f"*i» f“*2' * * * * f"4 m^ ^  = t

mille paremad pooled sõltuvad peale sõltumatu muutuja x ,

otsitavate У1 »У2 1**»»УП veel parameetritest

..., m . Vektorsümboolikas on see süsteem:

y'= f(*.y  .p) . (1)
kus J4 = (p* lt 2 ,..., jum ) on parameetrite vektor (edas­

pidi nimetame teda lihtsalt parameetriks). Kogu käesoleva 

paragrahvi kestel eeldatakse, et ф(х,у,f4) ja

1 H )  on pidevad (x,y , j4 )-ruumi piirkonnas

(x,y ) 6  D , • (2)

kus D ja D |4 on mingid piirkonnad vastavalt (x *y ) J® 

|4 -ruumis.

Fikseerides ajutiselt |»|€ D , muutub süsteem (1) 

normaalseks diferentsiaalvõrrandite süsteemiks, mis rahul­

dab teoreemi 1 § 5 nõudeid. Järelikult kulgeb läbi antud 

punkti (Х0 »У°) ®  ® parajasti üks integraalkõver. Para­

meetri |4 erinevate väärtuste korral on üldiselt ka need 

integraalkÕverad erinevad, sest parameetri muutmine muudab
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süsteemi (1). Teiste sõnadega: punkti (Х0 »У°) läbiv inte­

graalkõver sõltub parameetrist . Me tähistame seda inte- 

graalkÕverat у (x,|4); punkt Cx0 ,y°) G  D , mida 

läbib iga |dieD|A korral, Jääb järgnevates arutlustes kogu 

aeg fikseerituks.

Meid huvitab eeslkõige küsimus, kas у (x,|4 ) sõltub 

parameetrist p  pidevalt. Vastus on jaatav:

Teoreem 1. Süsteemi (1) lahend у (x,^| ) on pidev kui 

mitmemuutuja funktsioon kogu (x,J4 )-ruumi piirkonnas, milles 

ta on määratud.

Selle teoreemi asemel tõestame allpool mõnevõrra tuge­

vama teoreemi 2. Paljudes rakendustee vajab vastust järgmine 

küsimus. Olgu teada, et parameetri 4̂ mingi väärtuse p  ° 

korral on lahend y ( x ,  |4°) määratud mingil lõigul L a »b]» 

kas у (x, p 1 ) on määratud samal lõigul [a,b], kui |4 1 

erineb p° -st vähe? Ka selle küsimuse vaatus on jaatav: 

s teoreem 2. Olgu süsteemi (1) lahend y ( x ,  ̂ 4°) määra­

tud lõigul [a,b] . Siis leidub selline arv 8 > 0 , et 

у(х,|д) on määratud ja pidev (kui mitmemuutuja funktsioon) 

hulgal

А  : a ^ x ^ b ,  l|4 “p° | ^ S .

Veendume, et sellest teoreemist tõepoolest järeldub 

teoreem 1. Kui (x^,^4^) on punkt у  (х,|Л) määramispiir- 

konnast, siis leidub küllalt väike lõik [ a ^ b ^ ,  millel 

у(х, ̂Д1 ) on määratud, kusjuures x 1 bĵ  . Teoreemi

2 põhjal on y ( x , |4 ) pidev hulgal a1 ̂  x b 11 

muuhulgas ka punktis (x^,у , m.o.t.t.

-  100  -



Enne teoreemi 2 tõestuse Juurde asumist teeme veel lihe 

märkuse: у (x, p  l) ja у (x, p°) erinevad vähe teinetei­

sest kogu lõigul [_atb] , kui vaid suurus | p 1 - f4° \ on 

väike. Täpsemalt,

lim max I у ( x , W )  - Y(x,U° ) 1 = 0 .  
a ̂  x 6 b 1 I

Tõepoolest, у (x,|4 ) kui kinnisel hulgal Д pidev 

funktsioon on sellel hulgal ühtlaselt pidev: iga 6 > 0 

jaoks leidub selline ( 6, ) , et

I У (xa’ H1) ■ У (i 2»V*2) 1 < e ’
niipea kui | - x^| ♦ 1 - ^42 l<r^ (Cx1? U 1), (х2,|д2 )€Л ). 

Muuhulgas, kui | siis iga x e [ a , b }  korral

1У (x,|j) - y ( x , J 4°)J<b , m.o.t.t.

T e o r e e m i  2 t õ e s t u s .  Me näitame, et

küllalt väikese 8 > 0 korral on integraalvõrrandi
x

У  = у 0 + j  { ( x . y . p ) d x  (1«)

x o

lahend aääratud ja pidev hulgal Д . Kuna integraalvõr- 

randi (1') lahendiks on parajasti y ( x , | 4 )  (vrd. teoree­

mi 1 § 5 tõestuse 2. etapiga), siis teoreem olekski sellega 

tõestatud.

Integraalvõrrandi (1*) lahendi uurimiseks lahendame 

selle võrrandi interatsioonimeetodiga, võttes alglähendiks

У (х» |4°):

y°(x,|4) = у (x,p°) ,

y 1(x,|4) = y° + J X(x, y° (x,p ),^»)dx ,

xo
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y 2 ( x , p )  = y °  + j  f  (x, y 1 (x,J4),^4 )dx , 

xo

y k + 1 (x,j4) = у 0 + J**! ( x , y k ( x , p ) , J4 )dx ,

. '

Lugeja pani kindlasti tähele analoogiat teoreemi 1 § 5 

ptk. III tõestusega; see analoogia jätkub edaspidi. Juhti- 

gem siis tähelepanu ka mõnedele olulisematele erinevustele, 

võrreldes teoreemi 1 § 5 tõestusega. Esiteks - meil ei ole 

vaja tõestada lahendi olemasolu ja ühesust, sest see küsimus 

on meil antud juhul selge. Kogu konstruktsioon on vajalik 

vaid selleks, et lähendite у (x,|4) abil uurida täpse la­

hendi omadusi (mille olemasolu ja ühesus on juba ette garan­

teeritud). Teiseks - erinev on alglähendi valik iteratsi- 

oonimeetodis. Tehtud valik peab kindlustama, et kõik lähen- 

did oleksid määratud hulgal ; tehniliselt muutub tões­

tus sellega mõnevõrra keerulisemaks.

Anname ette mingi arvu (Ь > 0 , mis oleks küllalt 

väike selleks, et kinnine 

hulk

R: a ^ x 4 b , |  y - y  (х,р°)|̂ |Ь

asuks täielikult piirkonna 

D sees (vt. joon. 2; .joo­

nis vastab juhule n = 1).

Kogu tõestuse põhiras- Joon. 2 .

kus langeb järgmise väite
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põhjendamisele: küllalt väikese 8 >0 korral on interat- 

sioonimeetodiga leitud lähendid y k (x,j-t) määratud Ja 

pidevad hulgal Д , kusjuures

'У (х’К )и  I4 (k * 0 .1.2 ,...) (3)

ning rida

y° (x,p) +21[у к+1(х.^*) - (4)

k=o

on hulgal Д maj ore eritav koonduva arvreaga. (Võrratust

(3) võime lugeda ka nii: y k (x,|4) ei välju ( z , | l ) C A  

korral hulgast R.) Lükates selle väite tõestamise pisut 

edasi, vaatame, kuidas viia teoreemi tõestust lõpule.

Rea (4) osasummade Jadaks on parajasti lähendite Jada 

y k (x,p) (k = 0 ,1,2 ,...). Et rida (4) on hulgal A  majo- 

reeritav koonduva arvreaga, siis see osasummade Jada 

у (x,|u) koondub ühtlaselt hulgal &  . Seetõttu on piir­

väärtus

у (I,t4) V ü y k(I,t°

ka hulgal &  pidev (vektor)funktsioon. Edasi näitame täies­

ti analoogiliselt nagu teoreemi 1 § 5 tõestuse 4.etapi lõ­

pul, et see piirväärtus у ( x , p )  ongi integraalvõrrandi 

(1*) lahendiks, s. t. у ( x , p )  = y ( x , | 4 ) . Niisiis on 

integraalvõrrandi (1’) lahend у (х,|Д) pidev hulgal Д , 

ш«о # t •

Teeme mõned ettevalmistavad märkused lahendite 

y^(x,|4) kohta käiva väite tõestamiseks. Olgu S >  0 

kr Ilalt väike arv selleks, et ||*.- korral
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edaspidi me asetame S  -le veel ühe kitsenduse, mis võib 

teda veelgi vähendada. Korrates teoreemi § 5 tõestuse

1. etapi arutlusi, veendume, et  ̂(x,y • )  rahuldab kin­

nisel hulgal (x,y ) e  R , | p  - muutuja у järgi

Lipschitzi tingimust, s. t. ( x , y ^ )  С R (i = 1,2 ) , 

|уд-̂ |0и<9 korral

I^ C x .y 1, ^ )  - [  ( x , y 2 ,J 4 )U  N| y 1 - y2 | (N=const) . (5)

Edasi, ^  (x, у (x, |Д°), ) , kui kinnisel hulgal Д pi­

dev funktsioon on sellel hulgal ühtlaselt pidev. Muuhulgas,

kui I - |A°| on küllalt väike, siis iga x G  [a,b] korral

» » -N(b-a)
| f  (*,у(т.Ц°),р) - .(6)

Edaspidi loeme, et S > 0 on fikseeritud nii väiksena, et 

(6) peab paika hulgal A  . (On võimalik, et see tingimus 

vähendab , 8 esialgset väärtust, mida vaatlesime eespool. 

Meile on tähtis, et võrratus (5) jääb sealjuures kehtima -

vähe nd auni sel me kitsendame vaid hulka, millel seda võr-
.• 1

ratust rakendatakse.)

Teoreemi eelduste kohaselt on alglähend у °(z,|4) s 

= у (x,^4°) määratud (ja endastmõistetavalt ka pidev) lõi­

gul [a,b] ehk vaadeldes teda kui argumentide x ja 14

1 *
funktsiooni - hulgal Д ; у ( x , p )  avaldisest järel­

dub, et ka у 1 (x,|4) on määratud ja pidev hulgal Д

Lahutades y ( x , ^ l )  avaldisest samasuse

x

У  (x ,|*°) = y °  + J f .(x ,y  ( x ,p ° ) ,  J4°)dx ,

x o

leiame, et (x,!4) G  A  korral



dx

-{(х,у(х, р°). р°)} dx|^|J J ф(х,у (х,р°),р)-

Хо

- f ( x , y  (i,f»°), р°) I dx|<C. |Ь

= 4 ^ , х - х о1̂ е - (Ь -а ) < р  f

з. t. у^(х,р) rahuldab tingimust О). Kuna у(х,|4°) =

= у°(х,|4 ) I saame siit ühtlasi hinnangu rea (4) teise 

liikme jaoks:

- У° (x,y»)U p e'N(b'a ) ; ( ( x , p ) c A )  . (7 ) 

Selle, et y \ x , p  ) rahuldab tingimust (3)» võime tei­

siti kirja panna nii: (x ,|4 ) €  Д korral (x, у’Чх,^»)) € R .

P 2
Siit Ja у (x,p ) avaldisest Järeldame, et ka у (x , -)

on eääratud Ja pidev hulgal А . Sealjuures (х,|д ) 0  А

korral x

| y 2 (x , p )  - y 1 (x t̂ *)| = I (x, y 1 (x ,|4 ),J4) -

X° I r x  
-f(x,y°(x,^),M )] < ^ U  j J  j f (x, y 1 (x,|A),J* ) -

xo X

- ̂ (x, y°(x , p  ),Ц )|dx I ^  N j J |уЧх,р) -

I y ^ x . p )  - у  (Х ,|4°) I = I f [ f  ( х ,у  (x ,|4 °) ,J4 )  -

-y° (x,|4 )|dx £  N
-N (b-

o x

4 - r
dx

^ - N C b - a )  N , 1 f f i l ^  e-N(b-a) N(b_a ) jb

ning

14.
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+ [ y 1 ( x , p )  -y° (x,p)]| ^  j y 2 ( x , p )  - y 1( x , ^ )  I +

+ | y 1 ( x , p )  -y°(x,j4 )| 4 P>e-N(b"a) [ l+N(b-a)] <

< p,9- B<b- a ^  Nk<f o a?* = (S ,
k=o

о
s. t. ka у (х,|Д) rahuldab tingiaust (3). See võimaldab 

läbi viia analoogilised arutlused y ^ ( x , p )  jaoks jne.

Rakendades tõestuseks induktsioonimeetodit, oletame, et

1 2  L
y A (x,|4), y ( x , | 4 ),..., у (x,^A) on määratud ja pidevad

hulgal А , rahuldavad tingimust (3), kusjuures (х,^4)бД

korral

| y k +1( x , p )  - y k (x,|4)| 4  p e"N(b“a) ---^ — —

(k = 1 , 2 , e-1) (7")

(k=0 ja k=l korral oleme selle võrratuse kehtivust näida­

nud - vt. (7) ja (70)» Häitame, et samad omadused on siis 

ka lähendil y ^ + 1 (x,|A), kusjuures (7") kehtib ka к = l  

korral.
I

Tõepoolest, selle, et у (x,|4 ) rahuldab tingimust (3) 

võime kirja panna nii: ( x , p )  G  A  korral (x, у fc(x ,|4 )) e  R . 

Siit ja у * +1(х,^А) avaldisest järeldame, et ka y ^ + 1 (x,|4) 

on määratud ja pidev hulgal А . Sealjuures (х,|Д)& Д kor­

ral
x

| y l + 1 ( x , p )  -  уЧх.р)! = I J  [ £<x, у \х ,р ),р ) -

*0
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t  t' x  -f(x,y -l(xlt. ) , r )]to|SK| J I y'cx.fO./'-icx, |4)| dx
*o

p 1 x
s wa ^ - N ( b - a )  N 1 I г . . P-l I
< N r e гг-тп I J 1 1 - I0 I 1 to I =

X.

i p. 
л N I х-хл|

, ji e“N(b~a) - J - p - 2 1 ,

s. t. (7") kehtib ka к = t korral. Edasi,

|ylt ld,M) - у(1.ц°)1=1Х [ y ktl(x-M) ■ y lc<x*|*J]J
k=o

ning (7") põhjal leiame, et ( x , u ) £  Д korral
l 1

|yt+1(x,|») - у (х,|Л°) I ž JE ly^Cx.fj) - y k(x,^)U

^ ]Г  рв'н<ь' а) t|k̂ 7 a ‘̂ <  p « _H(b~a)j r  P .

k=o k=o

3. t. у ^+1(х,|Д) rahuldab tingimust (3).

Induktiivne oletus osutus õigeks. Järelikult kehtib 

hinnang (7") iga k=0 ,l,2f... korral ning rida (4) on hul­

gal A  majoreeritav koonduva arvreaga

l y ° ( x , p ) |  + J ~  ре-Н(ъ-а) , | y ° ( x . ^ )  ! + jj .

Välde lahendite y k (x,|A) omadustest on tõestatud. 

Koos sellega on tõestatud ka kogu teoreem 2 .

2 . Käesolevas punktis uurime lahendi ^  (x,|4 ) cLife­

re nt seeruvust paJfameetrite 2* * * * * t* я Jfirgi • Me 

vaatleme diferentse eruvust ainult  ̂ järgi; endastmõis-
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(8)

tetavalt kehtivad täiesti analoogilised tulemused ka vile-' 

jäänud trite jaoks.

Teoreem 3 . Kui funktsioonil ^ ( x , y , | 4 )  on piirkon­

nas (2) olemas pidev osatuletis ^ järgi, siis on ka la­

hendil y ( x , ^ 4 ) olemas pidev osatuletis p ̂  järgi

( -- u l-̂  ̂  on P*-dev kui “itme muutuja funktsioon (x,u )-
Г1 •

ruumi piirkonnas, milles у (x,|4 ) on määratud).

T õ e s t u s  . Vaatleme kahte lahendit у (x,JA ) ja

y (x, | 4 )  , mis vastavad parameetrite väärtustele |4 =

= (fJl»f^2»*,*»^4«j) ^h*l 2* kus h

on mingi absoluutväärtuse poolest väike nullist erinev arv. 

Moodustame funktsioonid

U ( x , p , h )  = у (x,ji) -y(x,JA), Z(x,|4 ,h) = U  .

Me peame näitama, et eksisteerib piirväärtus

" a y c x . u )  
lim Z(x, U  ,h) = ----—

h -► о 1 Г1

ja et see piirfunktsioon on pidev.

Kuna

у‘(х,|4 ) = ^  U , y  (х,|Д),р), y'(x,J4) = ̂ (x,y(x^l),p),

siis

U (x ,J4 ,h ) = f  (x ,y  (x ,|4 ),p  ) (x ,y  (x ,|4),M  ) .r (9)

Järgmise sammuna tahame teisendada seda vahet Lagrange'i 

lause põhjal. Kahjuks ei ole Lagrange ’1 lause vektorfunktsi­

oonidele vahetult rakendatav ja me peame vahepeal üle minema 

komponentsümboolikale. Lagrange'i lause põhjal iga 1 =

= 1,2,...,n korral



fi(x iy (x,p ),p ) - fj/x.y (x,|4 ;f|4 ) =

+
o t A .....)
---i_--------  h

kus

ponent;

h 0 , siie teoreemi 1 põhjal (vt. U ( x » | 4 , h )  definit­

siooni (8)) U  (x,|4,h) О , see aga tähendab omakorda, et 

avaldises (10) lähenevad osatuletiste argumendid punktile 

(x, у (x, |4 ), |4 ) . Osatuletiste pidevuse tõttu saame avaldi­

se (10) esitada kujul

kus "Y (x,|* ,h) ja T i (xf 4̂ ,h) on mingid pidevad funkt-

А
Põhjus, miks Lagrange*i lauset ei saa rakendada vek­

torfunktsioonidele, seisneb selles, et arvud (1=1,2,... ,n) 
on üldiselt erinevad.

Märgime ka, et Lagrange'i lauset on võimalik rakendada 
vaid siia, kui kõik (x, у (x, p  ),p) ja (x, у (x, p  ) , f* ) vahe­
lised punktid kuuluvad piirkonda (2 ). Viimauie tingimus on 
täidetud, kui lubame argumentidel х,|л th muutuda vaid kül­
lalt väikeses piirkonnas.

f1 (x,y (x,|4 ) , J4 ) - ^ ( x . y  (x , p ) , J4 ) =

( 1 0 *)

+
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sioonid, sellised, et h -*“> О korral |’"J'ij (x»^4 ,h)|-*- 0, 

J f ^ ( x , p , h )  — 0 . Pöördudes tagasi vektorsümboolikale, 

võime (10’) ümber kirjutada nii:

f  ( x , y  (x,f4 ) , p )  - £(х,у(х,^Д),|Д) =

- [ ♦ Г(х.р.ь>] m u .j» . «  +

+ f * ТРх> ^ * ь>] b • <10”>

kus P(x,J4 ,h) on maatriksfunktsioon elementidega 

TTi j(x* *k) *̂a 7P*(x *J*»b) on vektorfunktsioon komponen­

tidega 'yi ( x , M , h )  . Eelneva põhjal

| Г (x, ,h)| -*• 0 , |̂рСзс.|Д ,h) | -*-0 , kui h 0. (11) 

Nüüd leiame (8), (9) ja (10м) abil, et

Z ’(x,p , h )  = [ * Г (x,jAeh)J*(x,|«,h) +

Г ^ I ( x , y  ( x , M ) , |4 ) ' • 1

+ [ ”̂̂ i + T'"x* P’h)|
\

Nagu näha, on 3L(x,|A,h) lineaarse diferentsiaalvõrrandite

süsteemi lahendiks, mille kordajate maatriks *У ^
# ^  J

+ Г  (x,y ,h) ja vabaliige i f O .i |* i  + *y’(x,|4 ,h)
on pidevad ja sSltuvad pidevalt parameetritest p  ja h. 

Parameeter h võis sealjuures omandada absoluutselt väikesi

väärtusi, välja arvatud väärtus 0 . Kuid (11) tõttu säi­

litab süsteemi (12) parem pool (ja selle osatuletis 2L järgi) 

pidevuse, kui lubame parameetril h omandada ka väärtust 

h = 0 , defineerides Г ( x , p , 0 )  š 0 , 'Д‘Чх,|4,0) = 0 .
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Kune у  (x,|4) ja у (x,^4 ) läbivad ühte ja sama 

punkti (xo ,y°) , siiв h * 0 korral

T f r  II t.' У (хо , Н ) у ° _ у 0 
2 (xo * r  ' h ) ------------------- E--------- 1----  = -*-■ h y  "  = 0 .

s. t. X ( x , ^ 4 ,h) kulgeb h / О korral läbi punkti (xQ ,0); 

tähistagu Z  (x ,^4 ,0) süsteemi (12) seda lahendit, (mis vas­

tab parameetri h väärtusele h = 0) ja läbib punkti (xQ ,0).

Nuüd siis on 2  (x ,|4 ,h) süsteemi (12) lahendiks, ais 

iga ja h korral (muuhulgas ka h=0 korral) kulgeb lä­

bi ühe ja sama punkti (xQ ,0) . Rakendades süsteemile (12) 

teoreemi 1 tulemust, saame, et Z ( x , | 4 , h )  on pidev kui 

muutujate x, |i ja h funktsioon. Järelikult eksisteerib 

piirväärtus

ü y ( x , U )
lim X ( x , U , h )  = -i-. = Z  (x,M,0)

h-*- О * ö ^ i  Г

ja see piirfunktsioon on pidev, a.o.t.t.

Teoreem 3 on tõestatud. Tõestuse käigus selgus, et

Ъ у С х .м )
— =r-— 1—  = Z  ( x , u  ,0) on lineaarse diferenteiaalvõrran- 

a ^ i  Г

dite süsteemi

^ y  * p i

■ ^y(x,u)
lahendiks. Kuna Z  asendamisel lahendiga --- — ---------

saame paremale poolele pideva funktsiooni, siis on ka vasak 

pool. s. t — —  ^  У pidev. Teiselt poolt, samasu-

se y (x,|4) = ^  (x,y (x,J* ),^* ) parem pool, aga järeli­

kult ka vasak pool, on pidevalt diferentseeruv ^  järgi, 

s. t. eksisteerib Ja on pidev ka osatuletls J L _  .
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Kuna mõlemad segatuletlsed eksisteerivad Ja on pidevad, siis 

on nac omavahel võrdsed. Võtame arutlused kokku:

Järeldus 1 . Teoreemi 3 eel'1 -el eksieteerivad, on pi-
" #

devad Ja omavahQl võrdsed ka teist Järku segatuletlsed

dev teist Järku osatuletis p  ̂  järgi, siis on süsteemi 

(12’) paremal poolel pidev esimest Järku osatuletis j-t ̂  

Järgi. Rakendades teoreemi 3 tulemust süsteemile (12'), saa-

tuletis Järgi. Siis aga on süsteemi (1) lahendil

y ( x , ^ | )  olemas pidev teist Järku osatuletis p  ^ Järgi. 

Selliselt arutlusi Jätkates Jõuame tulemuseni:

Järeldus 2 . Kui funktsioonil ^ ( x , y , | 4 ) on piirkon­

nas (2) olemas pidevad osatuletised у  ̂  Järgi kuni Järgu­

ni к , siis on ka lahendil у (x,|4 ) olemas pidevad osatu- 

letised |д1 Järgi kuni Järguni к .

Meelespidamise kergendamiseks soovitame lugejal tähele 

panna, et võrrandi süsteem (12') on lihtsalt saadav^õrrandi- 

süsteemist (1) parameetri ^ Järgi diferentseerimisel, 

kui asendada eüsteeals (1) otsitav у lahendiga у (x ,^4 ) .

§ 13. LAHENDI SÕLTUVUS ALGTIUGIMUSTEST. STABIIIfiUS.

1. Olgu diferentsiaalvõrrandite süsteemi

Kui funktsioonil ^  (x,y,|4) on piirkonnas (2) ka pi­

me, et selle lahendil Z  = ? on olemas pidev osa-

(1)



maaratud ja pidevad (xfy  )-ruuai piirkonnas D . Läbi iga 

punkt* ^хо’У ) ^  ® kulgeb siia lahendi olemasolu ja ühesu­

se teoreemi põhjal parajasti üks süsteemi (1) lahend; ве tä­

histame selle lahendi у(х,х0 ,у°), rõhutades sellega la­

hendi sõltuvust algväärtustest xo ,y° . Ilmselt

^ o . v y ° )  = y ° '

Kas lahend sõltub algväärtustest pidevalt? Sellele kü­

simusele vastamiseks teostame muutujate vahetuse

t = x - x 0 , *  = y - y ° .

Süsteem (1) omandab kuju

= f  (t + xo* *  + У0) » (1,)

y(x,x0 ,y°) aga läheb üle süsteemi (1') lahendiks

X ( t , x 0 ,y°) = y ( t  + x0 ,x0 , y 0 ) -y° = y ( x , x 0 ,y°) -y° .

Süsteemi (1') kuuluvad xQ ja y° parameetritena ning süs­

teemi parem pool on pidev ja tal on pidev osatuletis Z  jär­

gi. Teoreemi 1 § 12 põhjal sõltuvad süsteemi (11') (läbi ühe 

ja sama punkti kulgevad) lahendid pidevalt parameetritest x Q 

ja y°. Üheks selliseks, lahendiks on X ( t , x o , y°); see 

lahend kulgeb iga * 0 »y° korral läbi punkti (0,0):

Z (0 ,xo,y°) = у (x0,x0,y°) - y ° = У ° - У °  = 0 .

Kuid koos funktsiooniga ^»(^,х0 ,у ) on pidev ka

у(*.*о’У0) = * (t»xo»y°> + y° »
a. t. süsteemi (1) lahend sõltub algväärtustest pidevalt.

E d a s i ,  kui f ( * , y >  on k korda pidevalt diferent- 

seeruv x järgi, ei is on süsteemi (1*) p a r e m p o o l  к k o >
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da pidevalt diferentseeruv parameetri -xQ järgi ning järel­

duse 2 § 12 põhjal on süsteemi (1*) lahendil X(t,xo ,y°) , 

koos temaga aga ka süsteemi (1) lahendil у (x,xo , y°), ole­

mas к pidevat osatuletist xQ järgi. Analoogiliselt toob 

^(x, y) E-kordne pidev diferentseeruvus у mingi kompo­

nendi у j järgi endaga kaasa у(х»*0*у°) t-kordse pideva

diferentseeruvuse у° vastava komponendi y° järgi.
** J

Olgu lahend У (х*хо,у°) määratud mingil lõigul [a,b]. 

Teoreemi 2 § 12 põhjal'*' leidub iga £ > 0 jaoks selline 

S  > 0, et I y° - y ° | < S  korral on ka у (x,xQ i у °) 

määratud kogu lõigul [a,b] , kusjuures

1У(х*хо*У0) - У Сзс.х0>у°) |< £  ( a ^ x ^ b )  . 

Järgnevas punktis vaatleme analoogilist küsimust juhul, kui 

y ( x , x 0 ,y°) on määratud poolteljel [ x Q , o o )  .

2. Diferentsiaalvõrrandite teooria rakendustes pakub 

suurt huvi järgmine probleem: kui у (x,xo ,y°) on määratud 

pooltel jel [xo ,oo) ning algväärtused y° ja y° erine­

vad teineteisest vähe, kas siis ka у (x,xo ,y°) on määratud 

poolteljel [xQ ,oo) ning kas lahendite у (x,xQ , y 0 ) ja 

y ( x , x o ,y°) erinevus jääb x xQ kogu aeg väikeseks. Kui 

vastus on jaatav, öeldakse, et lahend у (x,xQ f y°) on sta­

biilne, vastasel korral aga, et lahend у (x,xQ ,y°) on mit- 

testabiilne. Anname täpsema definitsiooni:

^ Endastmõistetavalt tuleb seda teoreemi taas rakendada 

süsteemi (1') lahendile X ( t , x o ,y°) ja seejärel pöörduda 

tagasi y ( x , x o ,y°) juurde.
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Poolteljel [xQloo) määratud lahendit У(Х*Х0 »У°) 

nimetatakse stabiilseks ( L j a p u n o v i  m õ t t e s ) ,  

kui mistahes £ >  0 jaoks leidub selline S >  о , et

I у 0 - y° ! <  S  korral, on ka lahend y ( x »x 0 »y°) määra­

tud poolteljel [xQ ,oo) , kusjuures

1У(х»хо»У0)“У(х»хо*У0)\<L (x0*x <°o) •

Lahendit у (х»хо*У°) nimetatakse asümpt oot lii selt sta­

biilseks, kui lisaks eelnevale

lim | y  (x,x ,y°)  - у <х»х0 » y°) 1 = 0 .
x -►oo

Olgu vaja uurida süsteemi (1) lahendi у (x) stabiil­

sust. Esitades uue otsitava funktsiooni

z  = у - у 00 ,
taandub süsteem (1) kujule

Z  = f (x. Z *  У 00) - ^ (xt У (x>) » Cl')

kusjuures у (x) läheb üle süsteemi (1*) lahendiks Z  = 0  

(nn. triviaalseks lahendiks). Süsteemi (1) lahend у (x) 

on stabiilne siis ja ainult siis, kui süsteemi (1‘) trivi­

aalne lahend on stabiilne (põhjendadal).

Teostatud lihtne arutlus lubab meil edaspidi piirduda 

vaid triviaalse lahendi stabiilsuse uurimisega, s. t. luge­

da, et vajalik muutujate vahetus on juba teostatud. Süstee­

mi (1) korral toob see endaga kaasa (üldsust mitte kitsen­

dava) lisaeelduse, et ^ (x»0) = 0  » sest vastasel korral 

ei oleks у = 0 eüsteemi (1) lahendiks. Peale selle võime 

üldsust kitsendamata eeldada, et x Q = 0 . Stabiilsuse de-
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finitsioon, rakendatuna vaadeldavale juhule, on järgmine:

sü9teemi (1) triviaalne lahend on stabiilne siis ja ainult
/

siis, kui iga £ > 0  jaoks leidub selline ^ > 0, et

I у(О)I < korral on süsteemi (1) lahendid määratud pool­

tel jel [0,°o) ning rahuldavad sellel poolteljel võrratust

I у (x) I <  £.. Kui lisaks sellele lim | у (x ) I = 0 » on
x

triviaalne lahend asümptootiliselt stabiilne.

Durime lineaarse homogeense konstantsete kordajatega 

diferentsiaalvõrrandite süsteemi

• у ’ = А у (2)

triviaalse lahendi stabiilsust. Olgu Д k süsteemi (2) ka­

rakteristlikuks väärtuseks (maatriksi A omaväärtuseks).

Me teame (vt. § 10, ptk. III), et süsteemil (2) on olemas 

erilahend -

kus X  = const, p  aga on konstantne vektor. Kui A ^  on

reaalne ja А. >  0 , siis x — oo korral 

к A . x
I У  ( * )  I =  l ^ i l  p  I е  — o o ;

ь
samal ajal on küllalt väikese \ | korral I у со) I =

= I T  I I p  1 < S  • kus S' on suvaline etteantud positiiv­

ne arv. Seega ei saa А > 0 korral triviaalne lahend sta­

biilne olla. Olgu nüüd A  ̂  kompleksne: A ^  = +

+ if^k  ̂ ~ i ^ g i n a a r ü h i k ) . Siis on ka erilahend

y k (x) kompleksne ja me saame temast eraldada kaks reaalset 

erilahendit; kumbki nendest avaldub kujul

y k ( x ) = " J e  k (<^xcos p kx + <̂ 2sinjbkx) ,
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1 2
kus ja on mingid (reaalsed) konstantsed vekto­

rid. Kui ос к > О I ei ole у k (x) jälle x >  0 korral 

tõkestatud ja triviaalne lahend on mittestabiilne. Ühenda­

des vaadeldud kaks juhtumit ja võttes arvesse karakteristli­

ku väärtuse -A ^ suvalisuse, võime tulemuse formuleerida 

nii: kui vähemalt ühe karakteristliku väärtuse reaalosa on 

positiivne, siis on süsteemi (2) triviaalne lahend mittesta­

biilne .

Järelikult on triviaalse lahendi stabiilsuseks tarvi­

lik, et kõigi karakteristlike väärtuste reaaloaad oleksid 

negatiivsed või võrdsed nulliga. Hoolsam lugeja võib erila- 

hendite fundamentaalsüsteemi kujust (vt. § 10) järeldada, 

et see tingimus ei ole üldiselt piisav. Küll on aga trivi­

aalse lahendi stabiilsuseks ja leegi asimptootiliseks sta­

biilsuseks piisav, et kõigi karakteristlike väärtuste reaal­

osad oleksid (rangelt) negatiivsed.

Tõepoolest, süsteemi (2) erilahendid avalduvad kujul 

(vt. ptk. III § 10.1) у(x) = e ^  y ( 0 ) , mistõttu 

J у (x) J <i j e2^  j j у (0) J  . Nagu näha, on triviaalne lahend 

asümptootiliselt stabiilne, kui vaid x-*-oo korral je^j-** 

— ► 0 . Kuid viimane järeldub järgnevaet abitulemusest (mi- 

da me ka edaspidi kasutame):

Lemma 1. Kui maatriksi A kõigi omaväärtuste reaal­

osad on negatiivsed, siis leiduvad sellised positiivsed kons­

tandid К ja 6 , et x >  0 korral

, I e "  I .4 Ke" 6  1 . (J)

T õ e s t u s  . Tähistame maatriksi A omaväärtusi
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'^k = oik + ^ ß k  (Ь = l»2,...,n) ; ( p»k võib olla võrd­

ne nulliga). Lemma eelduse kohaselt on suurus of = max
1<-к*п к

negatiivne.

Meenutame nuüd mõningaid ptk. III § 10.3 tulemusi. 

Kõigepealt, = P e ^ p ”1 , kus J on maatriksi A Jor-

dani normaalkuju. Giit

6х4 |P I \ е ^  I jP-1 I . (3 ')

Edasi, maatriksfunktsiooni e elemendid c. .(x)
1 J

(i,j = l,2,...,n) avaldusid kujul

£
cu (x) = T u  1 e

kus HTij on tti&gi konstant (võib olla võrdne ka nulliga),

£ = £(i,j) on mingi n-st väiksem mittenegatiivne astme­

näitaja (võib erinevate elementide korral olla eri­

nev, s. t. sõltub i-st ja j-st), к = k<i,j) on mingi arv 

täisarvude 1,2,...n hulgast.

Kuna x > 0 korral

\ x ОС X
e (cos jb^x + i sin j^^x)

°*kx l
= e |cos p>kx + i sin (3>kx

°4X W --- ?---------- ’5— :--  °4X cxx
= e V e o s  sin [b^x = e ^  e ,

siis

V ü- T
id

> j) e <*x

ja
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Xj
= Y L  k j (x) I ^  e“ x Y i  |tiJ* L(i,;l) с» >o).

i.j=l i. 0=1

Tähistame 6' = - - ^ - ;  et ot < о , siis б > о . Võttes 

arvesse, et iga l = 0,1,2,... korral lim x *  e ~ 6 x = 0
X-*-oo

(miks?), saame, et

max e
Osxcco

ja x >  0 korral-

- 6

i»j=l

.XJ >  JT
1,0 = 1

ij
U i , j )  _

- 6 x  j-f- 6

i,j=l

Võrratus O )  järeldub nüüd võrratusest (3 1). Lemma 1 on toes­

tanud.

Tõestame veel ühe lemma.

Lemma 2 . Kui mingi (skalaarne) funktsioon u(x) rahul­

dab võrratust
А

u(x) ̂  otj u(s)ds + |i (0 ^  x < x ^  oc,jb = const. ) ,(4)

siis

u(x) ^  Jbe x (0 4 x < x 1 ) . (5)

x
T õ e s t u s  . Tähistades v(x) = J" u(s)ds, saame

о
võrratusest (4), et

v* (x)iotv(x) + Jb .
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__ ОС Y
Korrutame võrratuse mõlemaid pooli funktsiooniga e 

v' (x)e “otx - otv(x)e-04 4  ß e“00* .

Võrratuse vasakul pool on nüüc ^arajasti 35; L y (x )e” ** * 1 •

integreerime võrratuse mõlemaid pooli rajades (0 ,x):

v ( x ) e ~ ~ x
«С

о

Kuna v(0) = 0 , ell в rajade asendamisel leiame, et 

v(x)e-°t x 4^.(l-e-ctx) ,

kust

f u(s)ds = v(x) ^  Ž:(e °tX - 1) .

о

Asendades viimase hinnangu võrratusse (4), saamegi võrratuse 

(5)« Lemma 2 on tõestatud.

З. Diferentsiaalvõrrandite teoorias puuduvad seni üldi­

sed kriteeriumid lahendi stabiilsuseks. Isegi lineaarse homo­

geense diferentsiaalvõrrandite süsteemi y* = A ( x ) y  trivi­

aalse lahendi stabiilsuse üle on võimalik otsustada vaid mõ­

ningatel lihtsamatel erijuhtudel. Lihtsamat erijuhtu, kui kor­

dajate maatriks A(x) = A on konstantne, me käsitlesime ees­

pool. Osutub, t ka mittelineaarsetes süsteemides muudab sta­

biilsuse küsimuse raskeks just sõltumatu muutuja x figuree- 

rimine süsteemis. Nagu me peagi näeme, on nn. autonoomsete 

süsteemide korral, mis ei sisalda ilmsi sõltumatut muutujat, 

lahendi stabiilsus lihtsalt uuritav.

Vaatlemegi autonoomset diferentsiaalvõrrandite süsteemi
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yJL = fi(yi.y2 »“‘»yn ) Ci = l,2,...,n)

ehk

y'= f<y> • <6)
Me eeldame, et ^ ( y )  Ja

II äfiC y ) BfiC y ) *r j ( y )  1

d{ Cy) i
lj "3 7! ^ 7 2

dy 3 fn<y> * Гп<У> **«<y> Г
'S 7j 'S 7г 1

on määratud ja pidevad piirkonnas | у | < , kus on

mingi positiivne konstant. Lahendi olemasolu Ja ühesuse teo­

reemi põhjal kulgeb siis läbi iga punkti (*0> y ° )  d y ° l < V  

parajasti üks integraalkõver.

Kuna meid huvitab jälle triviaalse lahendi у = О sta­

biilsuse küsimus, siis peame eeldama, et f C y )  = 0  •

Teoreem 1. Kui (konstantse) maatriksi A. * ^

kõigi omaväärtuste reaalosad on negatiivsed, siis on auto­

noomse süsteemi (6) triviaalne lahend ^  = О aeümptooti- 

liselt stabiilne.

T õ e s t u s  . Teisendame süsteemi (6) paremat poolt 

И  ) a ^ ( y )  - { ( 0 ) Lagrange’i lause põhjal. Iga i >

! s 1,2,... ,n korral

n )

fi(y) » v y )  - *i<0) = Y ~ — 1 со <е, <  l) 
1 *  jTi 3
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Pöördudes tagasi vektorsümboolikale, saame

f <y> * *y ♦ Г<у>у .
kus Г<у ) on maatriksfunktsioon elementidega

^  f v , -a'i(9 i y >  " ^ ( O )

7 l j C y ) '

^ fi
Osatuletiste — ---  pidevuse tõttu llTi ® » ĉu^

|у I — 0 . Järelikult ka

I Г (у) I —  0 , kui | y | —  О . (7)

Süsteemi (6) võime ümber kirjutada kujul

y'= Ay + Г(у) у . (6»)
Seetõttu on süsteemi (6) lahend у (x) ühtlasi ka (sellele 

lahendile vastava) lineaarse süsteemi

у' = А у + 9 (x) , q (x) = Г ( УOO) у (x) 
lahendiks, ja kui у (x) läbib punkti (0,y°) , siis on 

ta teoreemi 3 5 11 põhjal esitatav kujul

x

у (x) = J e (x“s ̂  9 (e)ds + e ^ y 0 .

о

Siit



I

Hinnates norme t -io I ~XA i ,
,e I ja |e I lemma 1 põhjal ja ar-

vestades, et |g<s) |< | f  ( y ( 3)) | | y (a) | , 

У(х) I 4 I  f e-6 (x-s)|r ( y ( 8 ) ) ||y ( a ) |da + K|y 0 |e

saame

o| -6 x

ehk 

. 6 X
X

y ( x ) | ^ K  j e 6 x |y(s) |jr(y(s))|ds + K|y° I ,(8)

kus К ja 6  on mingid positiivsed konstandid. Me ei kit­

senda üldsust, lugedes, et К >  1 .

Seose (7) põhjal leidub selline arv "tr (О <  "C <  ),

et

I Г<у) I «  - 7Г  • kui I У N  -c • (7 ')

Olgu

I y ° | < f  . (9)

Kuna I  >  1 , siis I у СО) ( = | y  <  X  Ja | у (l) | 

pidevuse tõttu \ у (x) \ < 'tr ka x = 0 kullalt väikeses ümb­

ruses. Olgu t°»x i ) maksimaalne poollõik, millel \ у (x) \<r 

(s.t. 1У Cx) I <*t , kui’ x e L o . x ^  ja i y ( x x )|= Ъ . kui 

X l < o o )  . Tingimuse (7 ') tõttu

|Гсу(х)) j * kul ° ^ x < x i *

Teeme võrratuses(8) asendused vastavalt tingimustele

(9) Ja (7”):

ввх|у(х)|б |- f  e 6 s j y(s) |ds + т: ( O ä K X ^  .

Ue

= T

saime võrratuse (4), milles u(x) = e jy^x)

f p = T  . Lemma 2 põhjal
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С _ г- X
е I у (х) I 4  t  е (О 4  I <  i x )

ehk с
- У Г - X

|у (х)| ^  Т е * ( 0 О < х 1), (10)

Viimasest võrratusest järeldub kohe, et x-̂  = o o  . Tõe­

poolest, kui x ^ < o o ,  siis leiame võrratuses (10) piirile

” X1
x yX x^ minnes, et j у (x^) | i t  e < X  , mis on vas­

tuolus x^ definitsiooniga.

Sellega näitasime muuhulgas, et tingimise (9) täidetu- 

se korral on vastav lahend у (x) määratud kogu poolteljel 

Lo,oo) . Edasi, asendades võrratustes (9) ja (10) 'tr väik­

sema suurusega, saame väita järgmist: milline ka ei ole arv 

£, (0 <  £, ^ “f ), on ( У (0) J < £ -  = S  korral 

” 7 ” x
IУ (x) I 4 t  e £ £, kogu poolloigul [ 0 , o o )  , s. t.

süsteemi (6) triviaalne lahend on stabiilne. Kuna x -*■ oo

- f - *
korral e 0 , siis on ka j y ( x )  | -♦> 0 ja trivi­

aalne lahend asiimptootxliselt stabiilne.

Teoreem 1 on tõestatud. Anname tõestuseta järgmise 

tulemuse:
d f ( 0 )

Teoreem 2 . Kui maatriksi А = — 1------  frwp või ühe
d y

omaväärtuse reaalosa on positiivne, siis on süsteemi (6) 

triviaalne lahend mittestabiilne.

Teoreemid 1 ja 2 taandavad süsteemi (6) ehk (6') 

triviaalse lahendi stabiilsuse uurimise lineaarse homogeen­

se konstantsete kordajatega süsteemi
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triviaalse lahendi stabiilsuse uurimisele. Vaadeldud juhtu­

del ei etenda süsteemi (6') mittelineaarne liige P (y 
mingit osa stabiilsuse küsimuses. Juhul, kui maatriksi A 

kõigi omaväärtuste reaalosad on mittepositiivsed, kuld nen­

de hulgas on ka nulliga võrdseid, ei ole selline taandamine 

enam võimalik: triviaalse lahendi у = 0  stabiilsust või 

mittestabiilsust hakkab oluliselt mõjutama süsteemi (6') 

mittelineaarne liige Г(у>у.
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