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Imr. HARILIKE DIFERENTSIAAL -
VORRANDITE SUSTEEMID.

§ 1. DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMI NOORMAAIZUJU
JA SUMMEETRILINE KUJU.

1. Kaesolevas peatukis vaatleme diferentsiaalvirrandeid

milles on mitu otsitavat funktsiooni. Sealjuures peavad need
otsitavad rahuldama korraga mitut vBrrandit (enamasti niimi-
tut vOBrrandit* kui suur on otsitavate arv), s. t. meil on
tegemist diferentsiaalvOrrandite siusteemiga. Harilike dife-

rentsiaalvirrandite susteemi kdige uldisem kuju on jargmine:

jir

Y CoY™»Y™» oo, yE 1IN, VE, .. , YN, eee
ee S YL, Y .., Yu ) =0 G=m2>....m. O
Siin on otsitavateks m funktsiooni y», y2* »Yu ja

sUsteem ise koosneb ka m vorrandist, millest igalks seob
sOoltumatut muutujat x , otsitavaid funktsioone ja nende tu-
letisi. Otsitavate y, (@ = 1,2,...,m) kdrgemat jarku tule-

tised Jjﬂnf) vOivad osas vorrandites ka puududa, kuid iga-



Uks neist esineb ilmsi vahemalt uhes vlrrandis. Arvu n=n"+_ee
... + n™ nimetatakse siUsteemi jarguks. Siusteemi (1) lahen-
dina mdistame m funktsioonist koosnevat slsteemi y~X) ,
y2(<), -.. ,Jda(®) *mille asendamisel vorranditesse (1)
otsitavate ¥, y2, <= » Y kohale muutuvad need vorran-
did samasusteks > suhtes.

, Meil ei ole vajadust uurida diferentsiaalvorrandite
susteeme Uldisel kujul (). Nimelt saab iga sUsteemi taiesti
avaratel eeldustel taandada nn. normaalkujule ehk normaalseks
susteemiks, mille vdrrandites esinevad ainult esimest jarku
tuletised otsitavatest funktsioonidest, kusjuures vorrandid

on ilmutatud tuletiste suhtes:

W= @ Y2* eee » YD) -
YE = "2 y2r ek xypn
yn ="n y2* *yn} *

Vaatlemegi nlud, kuidas teisendada uldist susteemi (1)
normaalkujule. Kirjutiste lihendamiseks piirdume juhuga m=2,
n"= n2 =2, s. t. juhuga, kui kaks otsitavat funktsiooni
y ja z tuleb mddrata sisteemist
* (X,yfy* ,yntz,a®,z") = 0-, G (X,Y,¥°.y*, z,z*,2’)=0. (1»
Esimese sammuna ilmutame susteemi y" ja Z' suhtes:

y" = f (X’y’y*’ Z’Z*) k4 Z" = g(x’y’y*’ Z’Z*)

(selline ilmutamine on vdimalik, kui w 0) - Tuues

seejarel sisse uued funktsioonid



¥ - YT . L= *t
3aare sUsteemi (17) asendada normaalse slsteemiga y,y"™»*

suhtes:
\

yr=rX. Y= f(xty1,2,71), z*=Zlt Z[ = oCl.y.yi*.Z.ZJ), ()
Susteemid (17) ja (1') on sainavadrsed jargmises mottes (poh-
Jendada*.): kul y(X), z(X) on susteemi (1%) lahendiks, siis
v, Y- = y"'(X), z(X), zX(X) = z"(X) on sisteemi (1)
lahendiks ja, vastupidi, kui y(), y*(), z(xX), z"(X) on
susteemi (1) lahendiks, siis y(X), z(X) on siusteemi (17)
lahendiks.

Taiesti analoogiliselt on sisteem (1) taandatav normaal-
kujule ka uldjuhul (vt. nait. 71/ v8i /3/t/V).

Geomeetriliselt kujutab siUsteemi (2) lahend vV, = y* X
G =1,2,..., n) endast kbéverat (n+1)-mdéotmelises ruumis
O»Y;p Y2» eee* Ya). seetbttu nimetatakse diferentsiaalvor-
randite sisteemi lahendit ka integras.LkOveraks. Tingimusi
yr(xo) =y° @G :1, 2, ..., d vbib lugeda nii: integraal-
kdver kulgeb 18bi punkti (Q, y* , , ---» Y®)

V6ib anda geomeetrilise interpretatsiooni ka n-m0Stme-
lise ruumi (y™, y¥9, ... , yQ) alusel. Vaga huvitava mehhaa-
nikalise interpretatsiooni suUsteemile (2) leiab lugeja Opi-
kust /1/.

Meil tuleb edaspidi korduvalt kasutada jargmist 1 a-

hendii olemasolu Ja Uhesuse teo -
reemi ; kul sisteemi (2) paremad pooled f, ( =1, 2,
Tit*
, ) ja nende osatuletised —— =— G, j=1,2,...,n)
5.



on mdaratud ja pidevad piirkonnasl D , siia kulgeb labi
selle piirkonna lga punkti parajasti Uks integraalkdver.
Teoreemi tdestuse toome ara §-e *

MBistes uldlahendina ke*gi piirkonnas D paiknevate
integraalkdverate hulka, vOime lahendi olemasolu ja Uhesu-
se teoreemi pohjal vaita, et sisteemi (2) tuldlahend sdltub

n suvalisest konetandist:

cl* c2» &* *~am ~ = ee=» N)
Toepoolest, vaatleme punkte (xQ, y°, y», --. y°)€D . Loeme
xQ TFikseerituks ja muudame suurusi VYE, y™» eees »y° (nil,
et punkt (xXQ, y*, j2» » Yn) jaaks piirkonda D ). Suu-
ruste vy°, y», ?Yn erinevate vaartuste korral saame
erinevad integraalkdverad, mis kulgevad 1&bi vastavate punk-
tide (xQ, y°, ¥2, ... ,y®) . Niisiis voime Vy°, y£,...,yE
vaadelda kui n s8ltumatut suvalist konstanti uldlahendi

avaldises:

" = CX, Y] » Y2* eee » ¥Yn) Ci=1»2, ..., nN =
tuldlahendi analudtiline avaldis ei ole Uheselt madaratud.
Asendades y° =co™ (¢ c2, ... ,cn) G=1,2, ..., n),

kus 00 on suvalised pidevalt diferentseeruvad funktsioo—
D(w4,t0p,...,Cco)

Yoo T w b 0 , voime uldla-

nid, sellised et

hendi esitada kujul

n
Piirkonnana mdistame lahtist sidusat hulka, s. t. hul-
ka, mis koos iga oma punktiga sisaldab ka selle punkti kul-
lalt vaikese Umbruse (lahtisus) ja mille igat kahte punkti
saab Uhendada pideva kdveraga nii, et ka selle kdvera koik
punktid asuksid vaadeldavas hulgas (sidusus).
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yra4anl (X,CON(CN, C2» eee» cnM*» /Ay Ccl» c2* ** cn™ 7
A0N (X, ®]» Cg» ee=» ) (isl1»2, ==, n ) .
2 . MBnikord esitatakse diferentsiaalvirrandite slsteem

nn. slaaeetrilisel kujul. Kirjutame sisteemi (2) i-nda vor-

_ d¥i _ al< . N .
randi  g¥- s P kujul A "m = dx . Kuna viimase virrandi

paremaks pooleks on dx mistahes 1 =1, 2, ..., n Kkorral,
siis
dyx dy2 dyn
ACx,yA*'--:»YH) ) AzA;j;;*;**,;ﬁA T ;n(x»7]»**q7n) )
dx
=-13- - @)

See ongi susteemi (2) summeetriline kuju. Pidades slsteemi
(2*) vaid siusteemi (2) teiseks kirjutusviisiks, vdime md-
testada susteemi (2") ka jahul, kui osa nimetajaist on nul-
lid. Maiteks, kui esimene nimetajaist on null, s. t. kui
Cx, Yp ... ,yB) =0 , siis on sisteemi () esimeseks
vorrandiks *0 , millest =0, y»=Cl1 (C" - su-
valine konstant). Niisiis el tdhenda nimetaja vOrdumine nul-
-liga simmeetrilises slUsteemis (2) midagi muud, kui et vasta-
va muutuja diferentsiaal on null, muutuja ise aga konstantne.
Erinevalt siUsteemist (2), kus sOltumatu muutuja osas on
X , voime simmeetrilises sisteemis (21) vaadelda sdltumatu
muutujana uUkskdik millist muutujatest x , y», y2, ..., yQ ,
ulejdénud muutujaid aga lugeda selle véaljavalitud muutuja
funktsioonideke. (Just see ongi pbhjuseks, miks slisteemi sim-

meetriline kuju on mdnikord otstarbekohasem normaalkujust.)

-7 -



Seetdttu on loogiline muutujaid tdhistada siimeetril il t:
X1* X2* **" * xn ‘me v&“bnluasime muutujate, seega ka vOr-
randite arvu 1 vOrra, vorreldes sisteemiga (%*)). Peale sel-
le on loogiline loobuda ka ndudest, et Uks nimetajaist on 1,
Jja anda summeetriline susteem Uldiselt jargmiselt:

dXi dx2 dxn

al(XI»x2»"*,,xn) a2xI»x2._....Xn) an(x1,x2,...,xn;
N E))
Erinevalt sisteemist (27) on nudd vdimalik, et mdnes
punktis (j, ---» X on kdik nimetajad korraga nullid.
Selliseid punkte nimetatakse Isedrasteks. Lihtne on ndha,et
igas mitteieedrases punktis on simmeetriline slUsteem esita-

tav ka normaalkujul. Toepoolest, kui vaadeldavas punktis

(x1, x2t...txn) naiteks *2» eee» xXn) ® 0 , siis VOr-
} ox, dx )
randitest —-+- = — leiame, et
i *n
a*§ _ af C» I2» === _j G = If 2j n_De (3.}
~n *n (XI» X2 *% xn}

See ongi normaalne susteem, milles sOltumatuks muutujaks on
xn , otsitavateks funktsioonideks aga x-" x~, ..., xn-1
Kui funktsioonid al(x1,x2, ... ,xR) (@ =1,2, ..., n
on pidevalt diferentseeruvad, siis on sama omadus ka vdrran-
dite (3") parematel pooltel ja me saame normaalsele slstee-
mile (3) rakendada lahendi olemasolu ja lUhesuse teoreemi.
Formuleerides selle teoreemi Umber summeetrilise sUsteemi
(©)) jaolés, saame jJargmise tulemuse: kui funktsioonid

«I<*le X2 . _ ... \Y, G=12, ..., n) on pidevalt dife-
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rentseeruvad o, eee» xn)-ruumi piirkonnas D F
siis kulgeb 18bi selle piirkonna iga mitteisedrase punkti
> ,x , ... ,X°) parajasti Uks siUsteemi (3) integraal-

kover.

§ 2 . DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMI LAHENDAMINE

Uhele kdrgemat jarku vérrandile taandamise teel .

Diferentsiaalvorrandite siUsteemide Uks pohilisi lahen-
dusmeetodeid seisneb nende taandamises lhele kdrgemat jarku
diferentsiaalvorrandile. Kui viimane osutub kvadratuurides
lahenduvaks, siis on lihtne leida ka siUsteeai lahendit.

1. Olgu vaja lahendada teist Jarku slsteem

F(x,y,y",z,2)=0 , G(X,Y,y",Z,Z»)=0 . (¢9)
Oletame, et meil dnnestus siUsteem llmutada z ja 2z suh-
tes:

2=4x,y YD , 2 =/, Yy, y») - @)

Diferentseerime esimest vorrandit:

Z* =tp"xX(XE Y1 Y™) + yCl™ ¥» ¥Y*) Y0y _u.Y.Y"by" e

Siit ja siUsteemi (17) teisest vorrandist elimineerime 2z° :

AN(XYYT) + YOYRYT)YT + A YKX»Y»Y )Y e
Me saime teist jarku hariliku diferentsiaalvorrandi y suh-
tes. Leidnud tema lahendi y =co(x, ¢, c2), saame @°)
esimesest virrandist z = ¢p(x, COx, c®, c2), co"(x,clfc2))

ning sltsteemi (1) lahendiks ongi
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y =co (X, cx, c2), z =", co(Xx, clt c2), co"(x, cl1? c2))-

Taiesti analoogiliselt toimiee, kui susteem (1) on lihtsami-
ni ilmutatav y Jja y* sugtes.

Naide 1. y' = f zZx =y . See susteem on
lihtsalt ilmutatav z ja Z* suhtes;

£
z=— , zZ=Jy
y>

Elimineerides z ja Zz*¥ -eespool kirjeldatud viisil, saame
vorrandi

g§yy'2-yVvV =0,
mille lahendiks on

Y = ——— - j Ja y=c .
ClIx ¢ c2)

Esimesele neist vastab slsteemi lahend

1 1
D e —— Z - Z = =
CoX + ~2) 2N + N2)
teine ei voimalda seosest z = y2 maarata z , sest

Yy
yl=0 . Kuid vahetu kontrolli abil veendume, et c =0
korral saame siiski slsteemile lahendi y =0, z=c

(c -~suvaline konstant).

2. Kui slsteemi jark on suurem kahest, siis on thele
vorrandile taandamist parem teostada noimaalkujust lahtu-

des. Vaatlemegi Uhte vOimalikku skeemi normaalse™ slsteemi

I — KXoY] »¥2»*ee*yn) Ci — 1,2,...,n) (@)
taandamiseks tUhele vorrandile. Funktsioonid
?21(x,yl,y2,=..,9) olgu n korda pidevalt diferentseeru-

- 10 -



vad. Diferentseerima sisteemi (2) esimest vOrrandit x jJar-

gi, vaadeldes y*VY2,...,Y1M kui lahendit:

*f, Bf,
s m2h ey — yi + L.
b X N
Byl y2
tt <f
X LA i F “Pr L oee afi f
b X *yl /\y2 “F ~ n’

1 -
asendasime Zi vorrandite (2) pdhjal . Tahistades

*f, T>t =afl
= + 1 Kt h T eee = LN
N1 1 Ay2 n yn

(see on meile tuntud funktsioon argumentidest Xx,y",y2,...

A
---,YW) , kirjutame y~ avaldise luhemalt nii:

71 = F200oy Iny27e* syn) *
Seda vorrandit uuesti diferentseerides leiame taiesti analoo-
giliselt, et
= LGN, Y2 »ee |YTT) »

kus
~dF~ b¥0 ~0?0 b2-
F, =—-¢ —-H+ —-t7¢ ...+ —-F

n b x bYx Y X by

Selliselt jatkateB jouame I8puks vorrandini

YN N = NMYOoYLnY2* e oo V) » 0)
kus
N _ N _ N _ N —
i, 2Pl 7 Ml o L
7> jx b 72 2 ~Yn n

Jargmise sammuna pulame muutujad Y2,Y™(..*,¥YN1 avaldada



XYM, YN, c.o» i N kaudu. Vastav asendus vdrrandis (3) an-
nabki siis hariliku n—jarku diferentsiaalvérrandi Y~ maa-
ramiseks.

Moodustame jJargmise suUsteemi eespool leitud seostest:

YN = M(X»YN»Y2*eeenyn) »

Mo = p2(X»7 i»y2»*,,,yn) *

YIN = Pn=Inxiyly2* =%y *
Teatavasti saame nendest n-1 seostest ilmutada n-1 muutu-
jat Y2,¥3,...»¥n . kui funktsioonide fItP2,...tFn-1 jako-

biaan Y2.,¥M,_...|YN suhtes erineb y2,y*,...,yn vaadeldava-

te vaartuste korral nullist:

D(f™,P2,...»"\0—")

—————————————————— ® 0 ; G)
D(y2»y™».*.»Yn)

me eeldame, et see tingimus on tdidetud. Seostest (4 leiame

Y2»Y3»***»yn vajalikud avaldised

YN = 451 (X»yi»yi»*™*, »yi NN =238,...,n) , @D
mille asendamisel seosesse (3) saamegi diferentsiaalvdrrandi

y™  maaramiseks:

yin) = Fn(Ooy i» 432 OOy ity I* *eeey in“1)) **e
®
e * AN, YL YI* 7** YN N ) #

Esitatud arutlused voib kokku votta lauseks: kui

y1(x),y2(X),--.,yn(X) on sisteemi (2) lahendiks ning on tai-



detud tingimus (5), siis Ya™x) on vorrandi (6) lahendiks
ning Y2). Y (X),---,yn( rahuldavad seoseid (47). Ei
ole raske tfestada ka vastupidist vaidet: kui y-“(X) on vor-
randi (6) lahendiks, siis on sisteemi (2) lahendiks
Y1X)»Y2 X)»*** YK )» kU8 Y2 )»»<*»Yn(X) on maaratud
y"X) kaudu seostega (47). Selle vaite tlestusel me ei pea-
t; lugeja voib tdestuse leida Opikutest /1/ VOi /3/, /V»

Me veendusime, et Uldiselt on n-jarku slsteem samavaar-
ne Uhe n-jarku vorrandiga. Praktiliseks kasutamiseks ei ole
esitatud skeem kill alati kdige parem, kuid ta illustreerib
kiallaltki selgelt fakti, et Uhele virrandile taandamisel on
pohilisteks operatsioonideks vorrandite diferentseerimine ja
muutujate elimineerimine. Monikord on otstarbekam diferent-
seerida mitte siUsteemi esimest, vaid mdnda teist vorrandit
vol koguni mitut vOrrandit roobiti. Selliselt vBib lahenda-
da ka slUsteeme, milles esinevad kdrgemat jarku tuletised.

Naide 2. y" = 4j - z' - 12, Z' =z + 10y* - 7 . Dife-
rentseerime esimest vorrandit kaks korda, teist*vorrandit
Uks kord: y~™ =4y" - Z2'*, Z'7 = 7 + 10y" . Siit y» =
= -6yn - z” . Esimese vOrrandi pdhjal asendame z° =

=4y - 12 - y" . Saame neljandat jéarku vorrandi
YAN 4+ Byt o+ 4y = 12,
mille uUldlahendiks or
y *cMNcos X +¢2 sinx + cNcos 2 x + ¢ sin\2x + 3
Esimese vOrrandi diferentseerimisel leiame, et y<° =

= 4y* - Z' ; teise vOrrandi pdhjal asendame Z' « Me saa-

13 -



BE zS -j*" — 6y" +7 ehk, asendades y ,

z = 5c™ ein X - 5c2co8 X + 4cMaic 2x - ~¢cNcos 2X + 7 e

Koos vbetuna annavadki y Ja avaldised slUsteemi uldla-
hendi .

Margime 0I8puks, et mitte alati ei ole slsteem taandatav
Uhele kdrgemat Jarku vorrandile - mitte alati ei osutu tin-
gimus (5) taidetuks. Naiteks ei saa siUsteemi y° = f(X,y),zF
= g(X,z) taandada Uhele teist jarku vorrandile. Viimane sis-
teem koosneb sisuliselt kahest teineteisest sdltumatust vor-

randist .

§ 3. ESIMESED INTEGRAALID JA INTEGREERUVAD
KOMBINATSIOONID.

1. Rahuldagu normaalne diferentsiaalvfrrandite sisteem
I — FrRxE oyt Cl - 1,2,...,n) (€))

piirkonnas D lahendi olemasolu ja Uhesuse teoreemi ndudeid
(vt. § 1). Olgu siisteemi Uldlahendiks

yn = Ix»ci*c2 ***e*cn s 1,2,...,n) = (@)

IImutades need seosed ¢ c2,...,cn suhtes (saab naida-

ta, 6t selline ilmutamine on tbepoolest vdimalik = vt. nait.

/1/7), esitame uldlahendi i

Ci A 4N Coyl»Y2»,*»Yn) @G = 1»2,...,n). (@)
Funktsioone

WriGGyl,y2,...,yn) (1 - 1,2,...) 3)
- 14 -



nimetatakse sisteemi (1) esimesteks integraalideke. Sistee-
mil (1) on esimesi integraale I6pmata palju: uldlahendi eri-
nevatele analudtilistele avaldistele (2) vastavad erinevad
funktsioonid (3) (esimesed integraalid).

Kui esimeses integraalis (3) asendada 7°(1 = 1,2,...,n)

lahendiga (2), siis konstruktsiooni po&hjal
&, (PO, en,e2»o» #en), .. L,upn (X, eN,C2» JFe*en)) = ,

s. t. piki integraalkdveraid on esimene integraal konstant-
ne. See omadus iseloomustabki taielikult esimesi integraale
ja voimaldab neile anda Utldlahendist séltumatu definitsioo-

nt:

Mittekonstantset pidevalt diferentseeruvat funktsiooni

GCx»7 1,72 »—««.7 ) @

nimetatakse susteemi (1) eaimeseks integraaliks, kui ta on
konstantne piki susteemi (1) iga integraalkéverat. Teiste
sbnadega, (4) on esimeseks integraaliks, kui 72*7,,...,7n
asendamisel slUsteemi mistahes lahendiga y~(x)”gCx),.-..

---, YOO Saame samasuse

U>(X.y10(0,y2(),---,yn(x)) = ¢ $ @
erinevatele lahenditele vdivad muidugi vastata konstandi c
erinevad vaartused.

A Sageli nimetatakse esimeseks integraaliks ka avaldist
(X, YyN,y2,...3yn) = - Huide, hilisemal ndidete kasitle-
misel on ka meil parem mdista esimeste integraalidena selli-
seid avaldisi.



Teoreew 1« Pidevalt diferentseeruv funktsioon (4) on
sUisteemi (1) esimeseks integraaliks siis ja ainult siis,
kui

1w +— — F, FAL"1F N+ eee + ™ fn -0 wJ

S71 1 Ty2 2 *7n n
(kdigi funktsioonide argumentideks on siin
Lylfy2,...,yn)e D Ja samasus peab kehtima kogu piirkonnas
D).

TOestus . Olgu (4) esimeseks integraaliks. Asen-
dades y1,y2,...,yn mingi lahendiga y-"X),Y2(x),-..,Yn() ,
saame samasuse (V), mille diferentseerimisel leiame
A+ I YI) + - YD) ¢ L.+ =N YIX) =0 e ()
*bx ryx 1 ' ~Yn
Asendades y~(xX) susteemi (@) pohjal, nademe, et samasus ()
kehtib piki integraalkdveraid, s. t. juhul, kui kdigi sama-
suses (5) esinevate funktsioonide argumentideks on
(»YNCX) ,Y2(X), - - -, yn (X)) - Kuid mistahes punkti
GYN,Y2,-..,9Q) G D 13bib lahendi olemasolu ja Uhesuse
teoreemi pdhjal integraalkdver, jarelikult kehtib (G) piir-
konna D 1igas punktis. Teoreem on Uhes suunas tdestatud.

TOestame teoreemi vastupidises suunas. Kehtigu piirkon-
nas D samasus (5)- Siis kehtib see samasus muuhulgas ka pi-
ki mistahes integraalkdverat y1(x),y2(X),....yn(x) , s. t.
kui samasuses (5) esinevate funktsioonide argumentideks on
LYL),y200), - - -, yn(X)). Kuid piki integraalkdverat keh-

tivad samasused T = yE(X) Ja me saame samasuse (4'"), mil-
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lest jareldub samasus (4*), s. t. (4) on esimeseks integraa-
liks. Teoreem on tdestatud.

Paneme tahele, et kui funktsioonid FxFAXAK on
esimesteks integraalideks, siis on mistahes pidevalt diferenb-

eeeruva mittekonstantse funktsiooni ¢ (*,»2»e e e korral

esimeseks integraaliks ka liitfunktsioon

Téepoolest, piki integraalkdverat omandavad funktsioonid
konstantse vaartuse c¢», funktsioon (6) aga seega konstant-

se vaartuse ¢(c”™,c2(***(ck), m.o.-t.t.
2. Me Utleme, et esimesed Integraalid

XY™ »Y2 neeerny No= I1»2,. 1- ,n) @)

*

on piirkonnas DAC D sdltumatud, kui jakobiaan

N *1 N 2 /\/\n
Ao *l12
D ("F1 » "2 «* * *an n A **2 ] (8)
D(7i#y2* ***»7n)
b *1 *A-AQ
erineb piirkonnas nullist. S6ltumatud on naiteks uldla-

hendi (2) alusel konstrueeritud esimesed integraalid (Q)»
sest kui neile vaatav Jakobiaan (8) oleks null, siis seos-

telt (2¥) ai oleks vdimalik tagasi minna seostele (2). On



lihtne nadha ka vastupidist (pdhjendadal): kui esimesed inte
graalid (7) on sOltumatud, siis on siUsteemi (1) uldlahend
leitav 7 ~ * 7 2 * ilmutamisel seostest

4V xoyioyateesym =Ci G =1.2,....0)
(IImutamine on voimalik ténu sellele, et jakobiaan (8) eri-
neb nullist.) Seega on susteemi (1) uUldlahendi leidmise Ules-
anne samavaarne n soltumatu esimese integraali leidmise

ulesandega.
Teoreem 2. Siusteemi (1) iga esimene integraal
W/ (X, y~,y2»eee*¥1) on sGltumatute esimeste integraalide (7)

kaudu esitatav kujul

Y (ylty2,.2.,yn) = ®©)

TOdestus . Teoreemi 1 pdhjal mistahes

Lylfy2,...,yn) £ D1 korral

2+sf + LEs

Heid tingimusi tdlgendame kui lineaarset homogeenset algeb-
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ralist vorrandisisteemi, millel on olemas mittetriviaalne
lahend |I,FfIFF2,._ ., fQ . Jarelikult peab susteemi determi-
nant olema null, s. t.
D@ 1»  FEEEETEA A g
. D(x,ylty2,...,yn)
i;é OGYL,y2 , .. y1) korral. Nagu on teada matemaatili-
se analulsi kursusest, tdhendab viimase jakobiaani samaselt

vordumine nulliga, et L2, ... »<Vn» on funktsionaalselt

sOltuvad, s. t. leidub selline funktsioon F , et

F (@"leee*»Hn W ™ = 0 (CGYyNMy2# . =tyQ) € DY) .
IImutades selle sdltuvuse suhtes, jOuamegi seoseni (9);
ilmutamine on vdimalik, sest vaadeldava jakobiaani (ks n-jar-
ku miinoritest - nimelt miinor (8 - erineb teoreemi eel-

duse kohaselt nullist. Teoreem on tdestatud.

3. Eelmises paragrahvis késitletud taandamismeetodi kor-

val kasutatakse diferentsiaalvorrandite sisteemide lahendami-

seks sageli ka nn. Integreeruvate kombinatsioonide meetodit

ehk, luhemalt, kombineerimismeetodit. See seisneb slsteemi
vorrandite teisendamises kujule, millest on lihtne leida esi-

mesi integraale. (Integreeruvateks kombinatsioonideks nimeta-
taksegi neid slUsteemi teisendamisel saadud vOrrandeid.) Kom-
bineerimismeetodi kohta on raske esitada mingit uldist teoo-

riat ja me piirdume mdne naitega meetodi rakendamise kohta.

Naide 1. y* =2z, zx *y . Liites need virrandid liikme-

ti, saame -3"- + =y + 2z ehk vy =~ * See on~

gi Uheks integreeruvaks kombinatsiooniks, millest leiame esi-



moee integraali

InJy+i] =x+0Incl ehk y + r:cﬂg(

Lahutad.ee esimesest vOrrandist teise, Ssaame integreeruva

kombinatsiooni = -dx ,
y_*
leiame veel Uhe esimese integraali

mille integreerimisel

In]y - zE -x + Inc2 ehk y - z = c2e *

Esimesed integraalid y zacte* Ja y - z =c2e X on

sOltumatud (kontrollidal) ja ilmutatavad y ja 2z suhtes:

y =57 1N + c20® zZ* 2701 — no*
Viimased funktsioonid esitavad susteemi uUldlahendi.

Néﬂ@é_z. y" = 2d t z°%s l. Korrutame esimest vOr-
randit 2z-ga, teist y-ga ja lahmtame seejarel esimesest vor-
randist teise. Saame integreeruva kombinatsiooni zy" - yz"=
=0 ehk d«&) =0 , kust f =c] » Asendades y = cz sUs-
teemi teise voOrrandisse, saame z” * ,Z=C™X + c2 . Sius-
teemi Uldlahendike on seega y = c™(coX + c2) , z = c/X+c"

Viimases naites leidsime ainult Uhe esimese integraali
n , kuid see vdimaldas meil asendada sisteem esimest
jJarku vorrandiga. Ea uldjuhul vdimaldab sisteemi (1) esimese
integraali teadmine vdhendada tundamatute ja vorrandite arwvu

sUsteemis Uhe vOrra. Selleks avaldame esimesest integraalist

A4/7% »YI»Y2**** yn N = ¢ Ube otsitavatest Y™»Y2* eeenyYn » nai-
teks ¥n

yn = 60 Xwyity2,...»yn_1,0) .

Seejarel asendame yQ avaldise slUsteemi n-1 esiaesse VvOr-



randisse. Tulemuseks saame n - 1 jarku siUsteemi, milles

on otsitavateks Y”/»Y2>****yn-1 *

§ 4. SUMMEETRILISE SUSTEEMI ESIMESED INTEGRAALID.
LINEAARNE JA KVAASILINEAARNE OSATULETISTEGA VORRAND.

1. Vaatleme simmeetrilist diferentsiaalvirrandite sis-
teemi
ax, . dx, - dx
1 2 n . 0)
ALKE X2 7 =% Xy a2nx ] xR **** Xih an XI»*"*»Xn)

Olgu piirkonnas D téaidetud lahendi olemasolu ja Uhesuse
teoreemi nduded (vt. § 1), s. t. funktsioonid
ari = 1,2,...,n) olgu piirkonnas D pidevalt diferentsee-
ruvad, kusjuures igas punktis (N, XE,==.,3™) € D olgu va-
hemalt Uks nendest funktsioonidest nullist erinev.

Kuna me loeme sisteemis (1) muutujaid X1,X2»...,XD

samavaarseteks, on loogiline ka tldlahend anda sUmmeetrili-

sel kujul:
ANIAXI»X2*F** %y = C1 *
4;2(XI»x2 “*,**xn) = c2 = - (&)
wvn-1(xI*x2,**,,xn) = cn-1 *

Punktsioone NP, oo xQ) (= 1,2,...,n-1) nimetatak-

se sisteemi (1) esimesteks integraalideks. Uldlahendist sol-
tumatult vOib sisteemi esimest integraali

defineerida kui mittekonstantset pidevalt diferentseeruvat
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funktsiooni , Mmis on konstantne piki
susteemi (1) integraalkdveraid. f.alliselt defineeritud esi-
mesed integraalid on esimeste* integraalideks ka eelmise
paragrahvi mdttes, kui vaid susteem (1) viia normaalkuju-
le. See vbimaldab kanda eelmise paragrahvi tulemused ule
ka stimmeetrilisele sisteemile ().

Olgu punktis (Xx°,X2,...,xE) £D nullist erinev nai-
teks an(xItx2».e**xn) . Selle punkti Umbruses on siis sls-

teem (1) esitatav normaalkujul

dx. al(x1,x2,...,x)
n -1 1 2 a=*1,2,.,n-) , (€23)
dan an(x1,x2,...,xa)

kus xn on s6ltumatu muutuja, x1,x2,...,xn-1 otsitavad
funktsioonid. Teoreemi 1 § 3 pbhjal on W (X1,x2,...,xn)

siisteemi (1") esimeseks integraaliks parajasti siis, kui

al b* a2 . _

T T «<ee T ——-—— - 2

A "ryjs s

(see on samasus (5A3) sisteemi (1) jaoks). Anname sellele

£

samasusele summeetrilise kuju, korrutades teda a”ga:
ai T 'Il' + 5 * ok *FTE 3 ° ((XI»X2....*n)eD> «)
Kui mdnes punktis (Xj,X]|,--->F)eD on aQ =0 , kuid
naiteks a”™” ¢ 0 t jouame taiesti analoogiliste arutluste
varal taas samasuseni (3). Seega oleme tdestanud Jargmise
tulemuse t

Teoreem 1. Mittekonstantne pidevalt diferentseeruv

funktsioon ~ (X°jXg,-.-") on siusteemi (1) esimeseks
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integraaliks parajasti siis, kui kehtib samasus (Q)*
Taiesti analoogiliselt nagu eelmiseeki paragrahvis

veendume, et kui funktsioonid ee*»UMN oOn ®*8*ee*

mi (1) esimesteks integraalideks, siis on esimeseka inte-

graaliks ka

CNX2» o, XN), oo PUAKNXD X2% 5% yn N ®

kus ¢ (z7,z2,e==,7) on suvaline mittekonstantne pidevalt

diferentseeruv funktsioon.

Ue Utleme, $t esimesed integraalid ~ 1*~ 2**** c\n-1|
on sOltumatud piirkonnas C D , kui iga punkti

NLXx2, . .,X) G korral on vahemalt Uks jakobiaanideet
1

D (4yi»472 "****4"n-1)
(ix< iz< ...<in-1<n)
D(X4 >Xi »=ee )
2 in-1

nullistl erinev. Soltumatud on nditeks uldlahendi () alu-
sel leitud esimesed integraalid  4M» 4#2**** c™\n-1 " Ka
vastupidi: kui esimesed integraalid Y©1»4"2*****%/n_1 on
sO6ltumatud, siis on nende alusel moodustatud seosed (2) sls-
teemi (1) uldlahendiks.

Teoreem 2. Sisteemi (1) iga esimene Integraal on

sOltumatute esimeste integraalide I1»4/2* ***eH -]  Fe*X!

du esitatav kujul

1Nagu nadha vOrratustest 1il< i2< eee™jn-i~n *

naturaalarvud §I»12****»"n-1 » Jatame arvude 1,2,.«,n
hulgast Uhe arvu koérvale.
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Selle teoreemi tdestus on taiesti analoogiline teoree-

mi 2 8§ 3 tbestusega. (TOestada iseseisvalt!)

2. Vorrandit, mis seob otsitavat funktsiooni tema osa-
tuletiste ja s6ltumatute muutujatega, nimetatakse osatuletis-
tega diferentslaalvlérrandiks. Oeatuletietega diferentsiaal-
vorrandi jargu ja lahendi mdisted defineeritakse analoogili-
selt hariliku diferentsiaalvdrrandi vaatavate mdistetega.
Bsimest jarku osatulrtistega diferentsiaalvdrrand on kdige
tuldisemalt esitatav kujul

P(X1,x2,...,x .u,=-" , ~-0) =0 . D

Kui vorrandis (&) otsitav funktsioon s6ltub kahest muu-

tujast, on tavaks tahistada =i ,ij=y ,u=z,
=p Ja =g - Niisugusel Juhul taandub vdrrand (4)
w*! ~N)o-
Jargmiseks
PEC.y,*,p,d) =0 . ®)

Voérrandi (5) lahendit

* = 40GYy) ®
kui kahe muutuja funktsiooni, vOib geomeetriliselt tdlgendada
Xyz-ruumi pinnana, mis kannab integraalnlnna nimetust. Tea-
me, et iga pinna z = cp(X,y) puutetasand punktis (X,Y,2)
on maaratud normaalisihilise vektoriga (-p,-q,l1). Seega
seob diferentsiaalvérrand (5) integraalpinna suvalise punk-

ti koordinaate sellele punktile vaetava normaalisihilise vek-
tori komponentidega.
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Eelnevast teame, et hariliku n-jarku diferentsiaalvor-
randi uUldlahend s6ltub argumendist ja n suvalisest kons-
tandist. Esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvlrrandi
korral vOib lahend sdltuda Uhest suvalisest funktsioonist.

Kinnitame 6eldut naidetega.

Naide 1. Vaatleme vlrrandit Tax =0 . Funktsiooni
z(x»y) puhul tdhendab see, et 2z ei sOltu muutujast x .
Jarelikult

z=cy) ,
kus cCY) on suvaline funktsioon muutujast y . Sellega

on leitud ka vaadeldava vdrrandi lahend, sest iga funktsioo-

ni c(y) korral rahuldab z = c(y) antud vdrrandit sama-

selt.
bZ
Naide 2. x— 4z =0 . Vaatleme muutujat x para-
*y
meetrina ja lahendame vorrandi hariliku diferentsiaalvdrran-
dina:
\ ny - la]*l m — L e In|C(y)i.

Integreerimise konstant C vdib sb6ltuda y-st, sest lu-

gesime muutujat y integreerimisel konstantseks. Seega
|
z = 0(y)e Xx.

Asendades leitud funktsiooni lihteTOrrandisse, naeme,
1
et ta rahuldab seda samaselt. Nii on s aC(y)e z iga

funktsiooni C(y) korral antud diferentsiaalvorrandi lahen-
diks. Hariliku diferentsiaalvorrandl tldlahendi definitsioo-
ni aluseks olid vdetud Cauchy algtingimused. Viimaseid saab

pustitada ka 1 jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi
Jaoks.



Lahendugu vdrrand (5) osatuletise p suhtes, s* °*

taandugu (6) vorrandiks

p = f(xty,z,q) . ®
Niisugusel juhul mdistetakse tingimusi

X =xQ , z=VvNy) » ~
fas ~ () on kindel funktsioon muutujast y , Cauchy
algtingimustena ehk lihtsalt algtingimustena. Cauchy ules-
anne ehk algtingimustega Ulesanne seisneb nuid selles, et
vorrandile (6) otsitakse niisugust lahendit, mis muutub an-
tud funktsiooniks (y) vaartuse x = xQ korral. Geomeet-
riliselt seisneb Caucby Uulesanne niisuguse integraalpinna
leidmises, mis labib vlrranditega (7) mddratud kdverat.

Tingimusi (7) vOib esitada ka uldisemalt:

x=x(® , y=y® , z=2z(0

z=1y) , x=X ,jt

Algtingimuste uUldisem esitus on eriti vajalik siis,
kui Cauchy Ulesandes vaadeldakse antud diferentsiaalvor-
randit kujul (5). Erinevalt tingimustest (7) ei tarvitse
viimaste vorranditega antud ruumiline kdver olla tasandi-
line.

Esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvOrrandi wld-
ja erilahendi definitsioon on analoogiline hariliku esimest
jarku diferentsiaalvOrrandi vastavate mdistete definitsioo-

niga. Peab ainult arvestama, et osatuletistega vOrrandi uld-
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lahend s6ltub Uhest suvalisest funktsioonist (mitte ena*
Uhest suvalisest konstandist).

Osatuletistega vorrandi erilahendi leidmine antud alg-
tingimuste korral taandub vorrandi Uldlahendis esineva suva-
lise funktsiooni maaramisele. Viimane peab olema maaratud
nii, et algtingimused oleksid rahuldatud.

Naide 3. Otsime vorrandile q » z niisugust lahendit,
mis rahuldaks algtingimusi X = tp, y =1, z= Vt.

Arvestades, et z 4 0 (meid huvitab aittetriviaalne 3*-

hend), saame

Lugedes muutuja x parameetriks ja lahendades vdrran-

di hariliku diferentsiaalvOrrandina, saame
H»Injzl =y ¢ In|]COX)| ,
millest jareldub, et
z * C(Xey ,

kus C(xX) on suvaline funktsioon x-st. Leitud lahend on l&h-

tevorrandi Uldlahend. Arvestades lisaks algtingimusi, saane
r4 *x kui y =1 . Seega y)? = eC(x) Jja otsitavaks

funktsiooniks on C(xX) = ™ \f~x = Funktsioon

on seega otsitav erilahend. (Naita, et leitud funktsioon ra-
huldab nii antud vlBrrandit kui ka algtingimusil)

Naide 4. Vorrandile p - xy = 0 laida niisugune la-
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hend, als rahuldaks tingimusi b —1 , X2 +y2 =1
Loeme vOrrandis muutuja y parameetriks ja lahendame

vorrandi siis hariliku diferentsiaalvorrandina=

br X2
— =Xy , z=y— + C) -
*X
Suvalise funktsiooni C(y) maaranisel leitud uldla-

hendist arvestame algtingimusi, niil et

1=y " icy) ek c@y) =1 -y V2

Otsitavaks erilahendiks on seega funktsioon
3. Vaatleme esimest jarku osatuletistega vOrrandit

al *XI_+ &2 — ¢ ... ¢ an — = L ®
Siin on otsitavaks n-muutuja funktsioon u = n(x",x2,...,X1);
kordajad a™ ja vabaliige f on antud. Kui kordajad ja va-
baliige soltuvad ainult soltumatutest muutujatest x".xg,---
-.-,Xn , siis nimetatakse vOrrandit (8) lineaarseks osatu-
letistega varrandi ¥, kui nad aga s6ltuvad peale selle veel
otsitavast funktsioonist u (kuid mitte selle tuletistest!)
siis nimetatakse vOrrandit (8) kvaasilineaarseks osatuletjg-
tega voOrrandiks. Vastavalt sellele, kas £ =0 wbi f 20,

nimetatakse vorrandit (8) homogeenseks voi mittehomogeen-
seks.
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Vaatleme algul lineaarse homogeense vorrandi

a,(X,,---,X ) + ... ¢ afx,, ... =0 (©))
11 bxl bxa

lahendamist. Seame vOrrandile (9) vastavusse summeetrilise

ststeemi (1); kordajad & rahuldavad paragrahvi algul esi-
tatud nBudeid. Sagjnasust (3) vOime tdlgendada nii: u =

= L"&1»2,... ,xn) on vorrandi (@) lahendiks. Meenutame (vt.
teoreemi 1), et samasuse (3) kehtivus oli tarvilik ja piisav
selleks, et G§* (XN, x2,... ,x oleks siusteemi (1) esimeseks
integraaliks. Sellega oleme joudnud tulemusele: sisteemi ()
esimesed integraalid on lineaarse homogeense vorrandi (9) la-
henditeks ja, vastupidi, vOrrandi (9) lahendid on siUsteemi

(1) esimesteks integraalideks. Erandiks on vaid vorrandi (9)
lahend u = const, mis kui konstantne funktsioon ei saa ol-
la esimeseks integraaliks. Teoreemi 2 pdhjal on vorrandi (9)

iga lahend esitatav kujul
U= (KN, ..o»xN),. ., *ee X)) » (10)

kus < i»...,Sn-1 Q1 s"steemi CI) sb6ltumatud esimesed inte-
graalid, ¢ aga mingi pidevalt diferentseeruv funktsioon;
muuhulgas saame siit ka vorrandi (9) lahendi u = const, kui
votame ¢ = const. Seega oleme tdestanud jargmise teoreemi:
Teoreem 3. Lineaarse homogeense vOrrandi (9) uldlahen-
diks on (10), kus eeestH™n-1 on s”steeml CD s6ltumatud
esimesed integraalid, ¢ (zIfz2,..-fzn4) aga suvaline pi-

devalt diferentseeruv funktsioon.
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Kvaasilineaar8e vorrandi
U

u
al(xl,...,xMNu) —— + ... +a (& ,...Xx™u) |
oXn

= »XN ) an

taandame lineaarsele homogeensele vorrandile. Otsime vdrran-

di (11) lahendit ilmutamatult:

v(xIt.. . fxQ(u) =0 . @

Diferentseerides seda seost x* jargi, leiame, et

~b v "ov  'bu

— — 0 , millest
nlij B XN
v/ ‘iv
— / —— (G =12,....,m) . (13
“fo ~u

Asendanud viimased avaldised vorrandisse (11), saame teisen-

dades
v Vv
al(xl,...,xn,ub— + ... +aQ(xl,...,xa,u) +
‘v
Ef,...|Ztuy) — =0 . (11D
T>u

3ee on lineaarne homogeenne vorrand v(x",...,xQ,a) suhtes.

Teoreemi 3 pohjal on ta dldlahendlks

V=0 (~1(x1,...,x0,1)....... 4'nCl....,xn.u)) , (14)

kus ¢ oh suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon,
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unN,...,u>>n aKa summeetrilise sisteemi

dx, dx du
——————— i-——— = .. = ———— =B - - (19
ar(™Mt... P4, w) an(xXp *. = u) XN, ..o »~ (V)

séltumatud esimesed integraalid (me eeldame, et kordajad a"

ja vabaliige T on pidevalt diferentseeruvad ja et kordajad
ei ole vaadeldava piirkonna tUheski punktis korraga nul-
lid). Konstruktsiooni pdhjal vOime arvata, et vorrandi (1)

uldlahendiks (ilmutamata kujul) on

o @V XI»** »Xxn»u)»****4 n (xI***,»xn*u)) = 0 * (16)

See vaide on 0dige, kuid vajab veel pdhjendamist, sest me ole-
me Ule sditnud Uhest raskelt margatavast karist: et saada
koiki vorrandi (11) lahendeid, peavad funktsioonid
VXN, ... i~ ju) rahuldama vorrandit (11*) mitte igas punk-
tis (1#....,XQ,W)€ D, vaid ainult sellistes punktides,
milles on taidetud tingimus (12). Lahend (14) aga rahuldab
vorrandit (U* ) iga (X" ..., xQtu) B korral, s. o. mbne-
vOrra rangemat nuet. Kas me sellega ei kaota osa vorrandi
(11) lahenditest? Sellele kiusimusele vastamiseks modifitsee-
rime pisut eelnevaid arutlusi ja sdidame uuesti ule kari,
suunates talle niid kogu tahelepanu.

Hakkame otsima vOrrandi (11) lahendeid mitte kujul (@27

vaid Uheparameetriliste parvedena

v(xl,...,xn,u) =cC . (A2«)

Sellega sailivad seosed (13), aga koos nendega sailib ka
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vorrand (11%*). Kuid nild peab vérrand (11*) olema rahulda-
tud Juba mistahes C D1 korral. Téepoolest,
seame mistahes punktile (x°,...,x",uQ)€-D/~ vastavusse

co = v(X°,...,XE,uQ) . Et (12”) oleks vdrrandi (11) lahen-
diks ¢ = co korral, peab vbrrand (11%) olema rahuldatud
sellistes punktides &,...»"jU)C , milles on taide-
tud tingimus v(XxX®,...,xn,u) = cQ , s. o. muuhulgas ka punk-
tis (X°,=.=, i™,Uu0) . Viimase punkti suvalisuse tdttu peab-
ki (11*) olema rahuldatud kogu piirkonnas -

Niisiis vastab vdrrandi (11) lahendite Uheparameetrili-
sele parvele (12*) vorrandi (11%) lahend v(xlt.._,xn,u) jJa
vastupidi. Vorrandi (117) kdik lahendid sisalduvad aga aval-
dises (14). Jarelikult sisalduvad vorrandi (11) kdik lahen-

did avaldises

Kuid funktsiooni () suvalisuse tdttu on see avaldis sama-
vaarne avaldisega (16). Nuud voime taie kindlusega vaita:
Teoreem 4 . Kvaasilineaarse vorrandi (11) uldlahendike

(ilmutamata kujul) on (16), kus 4 I»***»4n on 8'maee*r™
lise sisteemi (15) s6ltumatud esimesed integraalid,

aga suvaline pidevalt diferentseerus fukt

sloon.

4. Nagu selgus, taandub lineaarsete Ja kvaasilineaaree-
te osatuletistega vOrrandite lahendamine simmeetriliste dil-
teemide esimeste integraalide otsimisele. Eelmises paragrtb-

vie ndgime, et normaalse slsteemi korral on esimesi Integra»
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le hea leida kombineerimismeetodil. See meetod on rakendatav
ka sumraeetrilistele susteemidele, ilna et oleks vaja ule min-
na normaalkujule. Meetodi olemus selgub jargnevate nadidete

varal .

N ~

~ 0 ~bwu 0 O -b\
Naide 5. x(y -z ) ——y(X +z - + z(@aT+ty ) — =0 .
"bx ~bj bz
See on lineaarne homogeenne osatuletistega vOrrand. Temale

vastab slsteem

dx dy dz
XY™ - z22)  —y(x™ ¢ 22) z(™ e YD)

Korrutame murdude lugejaid ja nimetajaid vastavalt xty ja
z-ga:
X dx y dy z dz
T & T T i «=-2(X*. ,5,m ,8" t -

Nimetajate summaks on X2(y2 - z2) -y2(x2 ¢ z2) + 22(x2 + yH=
= 0. Jarelikult on ka lugejate eumas nullt X dx ¢ y dy ¢

¢ Bdz e 0 = Siit
X2 +y2 + 272 =cx .

Jagame niid sisteemi lugejaid ja nimetajaid vastavalt -x,y

ja z-ga*
dx dy dz
<7 "-V>=- 3] * =777
dx dy

Nimetajate summa on jalle null, jarelikult - — +— — ¢

dz X y
+ — =0, millest

2
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Y z
- In|xk InNflyl+ Inzl=InCp ehk —- =c2 =
X

Meie leidsime kaks sdltumatut esimesti integraali (kontrolli-
da sBltumatust!) x2 +y2 + z2 ja -2]- ning vaadeldava

osatuletistega vorrandi #ildlahendiks on
u=¢p(x2+y2+ 22, —) .
X

i mJu p_ " i
Naide 6. x — + (y + X ) ——— =u . See on kvaasi-
6 X ~by
lineaarne osatuletistega vorrand (vabaliige soltub otsita-
vast funktsioonist u). Temale vastavat simmeetrilist sls-
teemi
dx dy du

X y + X2 u

on lihtne lahendada jargmiselt. Susteemi esimesest ja tei-
dx d
sest suhtest - — = Y a leiame, et y = x(x + ™) ehk

y - X2

= . Susteemi esimesest ja kolmandast suhtest

X

dx du ) u }

—_— = — leiane, et — = c2 . Seega oleme leidnud
X u X 2

y
kaks soltumatut esimest integraali —-—-—-———- ja — ning

n y - X2 u

Seda vorrandit on vdimalik ilmutada u suhtes ja me saame
uldlahendi ilmutatud kujul
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kus <f(2) on suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon.

5. Vaatleme 16puks naiteid, lineaarse ja kvaasilineaar-
se osatuletistega diferentsiaalvOrrandi erilahendi leidmise
kohta.

Naide 7. Otsime lahendit algtingimustega Ulesandele:

u au
WX —_ +\fj — +\fz—— =0 ,
"ai ~Ul Z

X=1, u=y—1z.

Eelmises artiklis kirjeldatud viisil leiame tldlahendi
antud homogeensele lineaarsele diferentsiaalvOrrandile. Vii-

masele vastab siisteem

dx dy dz
>/T \Jy \fz

mille s6ltumatud esimesed integraalid \fj - \fx = G~ Ja

\fz -\fx = CO saame vdrrandite — ="  ja vastavalt ~ =
VX vy VX

=~ lahendamisel .
Vaadeldava osatuletistega diferentsiaalvOrrandi uldla-
hendiks on
u="n" (sfj = wx, \fz - >/x) ,
kus tp (vit v2) on suvaline funktsioon muutujatest W ja
v2 . Antud algtingimustele vastava lahendi leidmiseks otsime

niidd sobivat funktsiooni 4>(vitv2) . Selleks koostame slstee



cl = v/y - Vic ,

CO —sTi sjx 1

millele vastavalt maarame sdltuvuse u =mu>(CpC2) .
Susteemi (=) viimane vorrand Utleb, et y - z =

= . Siit ja (=) kolmest esimesest virrandist .

elimineerime muutujad Xx,y,z . Selleks avaldame slsteemist

jJa z ning arvestame,- et x =1 . Saame y = (1 + C’\)2

- P
jJa z = (@1 +c2" e Elimineerimise tulemuseks on seos

<

4>(cltc2) = (I + Cx)2 - Ci + C2)2

ehk
Usca f2)

cl - C w2(Cr —c2) .
Seega otsitav funktsioon
U5Cvi»v2) = v2 - v|] + - Vv2)
ja erilahend
U= (xX/7-5i)2 - (v -Nn )2+ - (h-m1
ehk
u=y-z+ 2@x - IXVT -w/y) .

(Naita, et leitud funktsioon rahuldab nii antud diferent-
siaalvSrrandit, kui ka algtingimusil)

Naide 8. ~ +y2~~ =8* x=y= z=t. See on

algtingimustega Ulesanne mittehomogeense kvaasilineaarse di-
ferenf;siaalv3rrandi jaoks. Otsime uldlahendit antud diferent-
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siaalvorrandile. Selleks lahendame lahtevdrrandile vajatava

slisteemi :
dx dy dz
1 7~ 1
Viimase sOltumatuteks esimesteks integraalideks =C,
Jja » = C2 on vorrandite zdx =~ dz ja vastavalt
C-jindx = tldlahendid. LahtevOrrandi tldlahend avaldub lei-

tud esimeste integraalide kaudu seosega
o ( )=0.

kus 01 oma argumentide suvaline funktsioon.
Algtingimustele vastava erilahendi leiame seose

h(CN,C2) = 0 konkretiseerimisel, kui arvestame sisteemi
Ci =

¢--)

mis naitab
(elimineeri t saadud seostest), et otsitavaks sOltuvuseks

on C2=C+ Ar ek C~-C, — = 0 . Arvestades 16-
5CX 2 1 ~
puks kahte esimest seost slsteemist (== ), ndeme, et otsitav

erilahend on madaratud vdrrandiga
X6y + 3z-V ~ -3*r2=0,

mille saame vorrandi.

—~
-~

1..zx
y+T + 3z
lihtsustamisel.
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Markus. On oluline lisada, et peale uUld- j& erilahendi
esineb esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvorranditel
veel lahendeid, mis sdltuvad kaheF suvalisest konstandist.
Niisuguste lahendite ja Cauchy algtingimuste kaudu defineeri-
takse esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvOrrandi tiis-

1 mOiste. Taisintegraali abil saab leida osatuletis-
tega diferentsiaalvdrrandile nii erilahendeid kui ka uldla-

hendeld. (Selle kohta tépsemalt vt. pohidpik /1/.)

§ 5. LAHENDI OLEMASOLU JA UHESUSE TEOREEM.

Kaesolevas paragrahvis tdestame 8-s 1 sfnastatud teoree-
mi normaalse diferentsiaalvorrandite sisteemi lahenduvusest.
Normaalsete slUsteemide kasitlemisel on hea kasutada vektor-

sumboolikat, millega me kbigepealt tutvumegi.

1. Vaatleme vektorit

y(x) = (Y109, y2(X),*...,yn())

mille komponentideks on s6ltumatu muutuja x funktsioonid
710 ,y2(X), - - ., yn(X). Sellist vektorit me nimetame tava-
liselt vektorfunktsiooniks (vahel, kui see ei tekita aru-
saamatusi, ka lihtsalt funktsiooniks). Vektorfunktsioonide-
le kanname Ule lineaaralgebra tehted (s. t. vektorite liit-
mise, skalaariga korrutamise jt.), aga ka diferentsiaal- ja
integraalarvutuse tehted ja paljud muud mdisted, mis anallUl-
si kursuses defineeritakse (skalaarsete) funktsioonide jaoks.
Naiteks me Utleme, et vektorfunktsioon on pidev, kui kdik te-

ma komponendid on pidevad funktsioonid. Vektorfunktsioon on
- 38 -



diferentseeruv, kui kdik tema komponendid on diferentseeru-

vad, kusjuures tuletise defineerime —kui vektorfunktsiooni

y () = ¢-L[CO.Y2C9 5 - - -, YN(X))
Analoogiliselt
Jy(x)dx = (Jy1(x)dx, Jy2(x)dxFf..., jynx)dx)

Me utleme, et vektorfunktsioonide jada

y kG = ¢v*COLYIC),---.y*()) (k =0,1,2,..; K on siin
indeks)

koondub Uhtlaselt 18igul [a,b] vektorfunktsiooniks y(x) =

= (Yi(),y2(x),---,yn(x)) , kui komponentidest moodustatud

Jjadad koonduvad Uhtlaselt:

IIm max 1Ax) -yNx) |=0 (@ =1,2,...,n) .
K ~<e axx*b

Taiesti analoogiliselt defineeritakse vektorfunktsioonide rea
koondumine.

Teatavasti on anallisi Uheks pdhiliseks mdisteks arvu
absoluutvaartus. Selle mdiste uldistust vektoritele nimeta-
takse vektori normiks ja seda Uldistust vdib teostada mitut
moodi. Meil on hea defineerida vektori (= (CIfC2,..-,Cn)

norm 10 1 komponentide absoluutvairtuste suamana.

IC|= IC11¢ IC21+ ee= + ICnNl™*
Olgu C= (C~,C2,.-=,C0) Ja 0 = (6"tOg, ===»d~) mingid

vektorid, A. aga mingi reaalarv. Siis

1 Juhul, kui vektori C komponendid on kompleksarvud,
defineerime normi IC 1 komponentide moodulite summana .
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IC + DI«ICI 4D1 , txO0MxiKJi.

73epoolestf C N0 = n eeet™) N
nc= (XQNjJM»Cpy===IN\,Cn) ning

n n
IC+DI = JT ICt ¢ aj* X (,cil +ldil)=
i=l i=l

n

=1 i=l

S5

nc]-= ={X1™~1Icil =11]|C], m.o.t.t.
i=1 ixl
Vaatavalt vektori normi definitsioonile on vektorfunkt-
siooni y(x) = (Y1(X)ty2(x)*>»*«»Yn(x)) normiks mittenega-
tiivne funktsioon
1y c¢*)] = 17j(1) 1 =
3=1
Veendume, et

©

Toepoolest,
z

y Codx = ( § yi0o«I™ j y2(Qdx,..., J ya()dz)

ning normi definitsiooni ja absoluutvdartuse omaduste koha-
selt
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Soovitame lugejal veel kord ldbi vaadata esitatud tuletus-
kaik ning hoolega tdhele panna, aida tdhendab igal konkreet-

sel juhul pistkriips - kas absoluutvaartust voi Eorai-

00
Me Utleae, et vektorfunktsioonide rida \ y () on
k=0

16igul [a,b] majoreeritav arvreaga X ,  kui
K=0

max Y () A k (k—0,1,2,...) =

aExEb
AnallUlUsist tuntud Weierstrassi teoreea
kehtib ka vektorfunktsioonide korral: kui vektorfunktsiooni-
K
de rida y (X on I6igul [athbJ majoreeritav koonduva
k=0

arvreaga, siis see koondub Uhtlaselt 18igul £a,b3 .

Téepoolest, olgu

Kuna
ILJIGII6 £ 17*C) 1 Y KX a«1,2,...,n) ,
oo ~
siis on ka koaponentidest moodustatud read 161-
kso

811 Ca,b] majoreeritavad koonduva arvreaga ning koonduvad
Weilerstrassi teoreeai pdhjal Uhtlaselt 13igul [ a,b] . See

aga tahendabki, et rida ™ y K(x) koondub Uhtlaselt 16igul
k=0



[a,b] , m.o.t.t. «kui sealjuures® vektorfunktsioonid Yy (X

on pidevad, eiie on koaponentidest moodustatud ridade summa-

deks pidevad funktsioonid, mis toob endaga kaasa vektorfunkt-
(p -

siooni 'y ) *-]Jr vy pidevuse.
KXO
Sellega muidugi ei piirdu loetelu analiisi tulemustest,

mis on Ulekantavad vektorfunktsioonidele. Me esittfsiae vaid
need tuleauaed, aida aell kdesolevas paragrahvis vaja laheb.

Olgu antud normaalne diferentsiaalvorrandite slsteem
= £7(x YN, Y2H#eee ™) = 1]2,*»»,n) . - (€))

Vaadeldes elin eee™YI] vektorfunktsiooni
Y a (Y»Y2»eeeeYn) koaponente, kirjutaae need vorrandid
uaber nii:
y* s TA(X,Y ) (1s1,2,...,n) =

Vilaased tingiaused téhendavad, et vektorfunktsioonide

T Y 1 .,
Y = (YN*Y2neee™YN)

1(x,y)s (f*x.y ) , f2(x,y),--..,fn(x,y )

vastavad koaponendid on vdrdsed. Jarelikult on vdrdsed ka

vektorfunktsioonid ise:

y ©= f(x,y) - a®
Niisiis on iga normaalne siisteem (1) vektorsimbooli-
kas esitatav vOrrandina (1*)# ale valiselt Uhtib esimest
Jarku vorrandiga normaalkujul. Ei tohi aga unustada, et
niild on vy , Yy jJa j X, y ) mitte skalaarsed funkt-

sioonid, vaid vektorfunktsioonid, nii et sisuliselt tihen-
dab vo@rrand (1*) susteemi (Q).
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Defineerime vektorfunktsiooni N (X, Y ) osatuletise

vektorfunktsiooni Yy suhtes kui Jacobi maatriksi

i
)l "Yy2
*f92
afu_y) LK N2 nan * 2
bIX  Ay2
*fn *fn ... N,
*7; nY,
*
Me Utleme, et fC).y ) on pidev, kui kdik maatriksi ele-
A>y

mendid on pidevad,
2. Kasutades vektorsimboolikat, vdoime Sa 1 formuleeri-
tud teoreemi lahendi olemasolust Ja Uhesusest lmber sfnasta-
da kujul, mis valiselt Uhtib vastava teoreemiga esimest Jar-
ku vérrandi Jaoks:
Teoreem 1. Kul susteemi (1*) parem pool 1(x,y) Ja
selle osatuletis on madratud Ja pidevad (X,y )-
ruumi piirkonnaa D , siis kulgeb labi selle piirkonna iga
punkti  (x0,y<) parajasti (ks integraalkdver, s. t. sius-
teemil (1») on Uks Ja ainult Uks lahend Yy (X) , mis ra-

huldab algtinglmust

y<V-y° 6]
TOestuse Jagame etappideks*
1. etapp - Piirkonnana, nagu kord Juba margitud,

méistame lahtist sidusat hulka* Hulga D Ilahtlsuje tottu
sisaldub temas koos iga punktiga O»y<)E£D ka kullalt
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vaike ristkilik R keskpunktiga (x0,y°) e 018u see rist-
kulik maaratud, vorratustega

- ' o

X-o ' ly —=Y°u pe
maf_u,y)

Funktsioonid f<(x,y) e kui pidevad funkt-
sioonid kinnisel hulgal R on sellel hulgal tokestatud:

~fFt(x,

x.y) (i,j = 1»2, (X,Y)€R).

fi(x,y)u A ,

Kuna normi definitsiooni kohaselt f&(y) :Z]ﬂ(xy)L

siis saame nendest vdrratustest jareldada kdigepealt, et ka
A(x,y ) " on tokestatud:
JNM(x,y)ui M =nA; (X,y )ER)
Edasi jareldub nendest vdrratustest, et £(x,y) rahuldab
tingimust:

ristkilikus R muutuja Yy jargi Lipschitz"i
M Njyl-y2 ((x,y1),(x,y2)eR).

jf(x.yl) - fu,y2)
®3)

Toepoolest, Lagrange"i lause pohjal

N (X, YN, y2» eexnyn) CX,yN,Y2»eeenyn) =

= - b . B9
313
**f
kus osatuletiste - —- airgumentideks on punktide
O -1 . o
Cx.yn,...") ja Cx,yf,yl,.--,y2) mingi vahepealne
R

punkt. Illmselt kuulub ka viimane ristkilikusse
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tdttu vorduses (3%) . Vottes vorduse (3") mé6-

lemast poolest absoluutvdartused, leiame

Jf

11 21

173" 731 Y1l-y2

J=1 j=1

mistottu

((iyld)- fry2nr =X FI-yb-f1 Xy2)«n Byl-/
isi
Joudsimegi vdrratuseni (3), milles N = nB

Me naitame edaspidi lahendi olemasolu Ja ihesust 1digul

x-x 4 h , leus
=min {b . -jJLj .
2. etapp- Veendume, et vOrrand (1*) (slsteenm

(1*)) on algtingimusel (2) samavdarne integraalvdrrandiga

(integraalvdrrandite silisteemiga)
X

Y =Y0*] f(xoy}** e @)

Tdepoolest, kui Yy (xX) on vdrrandi (1) lahendiks alg-

tingimusel (2), siis samasuse

Y*(x) r f(x,y(x))
integreerimisel rajades (xQ,x) saame samasuse

Y (x) =y (*0) 1 E£(* y(x))ix
V |
(@)
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Asendades elin Yy (xQ) _algtingimuse (2) pdhjal, rtelB* et
Y (x) on ka integraalvdérrandi (4) lahendiks.
Olgu nidd, vastupidi, Yy f , integraalvdérrandi W pi

devaks lahendiks, a. t. kehtigu samasus
X

YO *yT « J ot(x,y(x))dx
X0
Véttes siin x mxQ , saavad integraali rajad vOrdseteks,
aistottu y (xQ) * vy < - algtingimus (2) on rahuldatud. Sa-
aasuse diferentseerimisel ndeme, et ka vorrand (1") on ra-

huldatud.

3. etapp. Integraalvorrandi (4) lahendame ite-

ratsioonlmeetodil, vdttes alglahendiks Yy = vy
yi1°y° + F .
X0

y 2 *y= ¢ IXI1(x, y X(x))dx ,
XN
0 ®)

YikL=y° & f t(x,yk(@i))dx r
v

Veenduae induktsiooniaeetodi abil, et l&hendid
y*(k = 0,1,2,...) on madratud Ja pidevad I8igul Ix-x0]|$b
ning paiknevad taielikult ristkilikusl R

Integreerimisel sailitavad funktsioonid teatavasti pi-

S. t. Ix - xQ|*h korral paikneb punkt (x V*(x))
ristkilikus R *A



devuee. Kuna Ix - xQJu h korral (X, y©)GRCD , siis on

y N maaratud ja pidev sellel 1digul-ning

y 1) -v( dx

= MIx - xo]<Mh MU . -2 = ,

B t. paikneb ristkilikus R
Y* on maaratud ja pidev Id8igul |x-xo]4h

Oletame, et
3
R . Siis |x - xQ]~h korral

ning paikneb ristkulikus

avaldisest (5) on naha, et ka

Jaab ule

, yK(x))GRCD ning y)M'1
vkl on nmaaratud ja pidev 1oigul |x - xq]4h
veel naidata, et ta paikneb ristkulikus R

ykeroo -ve ] fAYoora 1 f(x.y k) dx

| 5P
4. etapp. Naitame, et lahendite jada y< ,y"™, ...
J
ee,y ,... koondub ihtlaselt 13igul |x - xQ] < h . Kuna

vaadeldav jada on parajasti osasummade jadaks reale

y°t+t (Y1 -yQ + ¢y 2 “YI) + = (Yktl -ykH"™
siis piisab rea (6) uhtlase koondumise naitamisest 1d6igul

Jx - xQJ< h Hindame rea liikmete norme. Eespool on leitud,

et

yl_yo <UNMIx - X.
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Lahtudes lahendite Y2 ja Yyl avaldistest (vt. eespool),
hindame normi |y2 - )/“J :

1V2- yll- 11CF Cxy 1} - 41 |Is
XO
* X " .
JIEeD“f
*0
£MNy-x—xO|dx x - X,

Normide j)/l " )/Oj |Y2 >~ )/11 hinnangute pdhjal

teeme induktiivse oletuse
MN k-1

y *- )/|<+ﬂl * Kl

ja kontrollloe seda:

yktl -yk|*1 | tf @ YR -{(*.yk 5
X0
I |f 'YK - f<<yk Ha* I|yk-yK 19

unk-1 1 x UN1
[| X - 10] dx X - X.
(k+1)1

k+1
kE

Induktiivne oletus osutus Gigeks. Niisiis on rida (6) 10i-
gul Ix - x I~ h majoreeritav arvreaga
MN

v )
y den*— e o +-00= b, . . (&
% 21 (k+1)t
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D"Alembert™i koonduvustunnuse abil on lihtne ndidata (teha
sedat), et rida (6") koondub. Veieretraasi teoreemi pdhjal
koondub rida (6) ise siis Idigul |x - xQ[~h (htlaselt.
Nagu juba o6eldud, koondub koos roaga (6) Uhtlaselt ka la-
hendite jada wyk(X) (ao0,1,2,...)

Kuna lahendid vy k(k) olid pidevad I8igul | x - xQ]”h
ja paiknesid ristkilikus R , siis on samad oaadused Kka
plirfunktsioonil (vektorfunktsioonil)

Y(X) :k_l*i _%0 V kX .

Edasi: aaliest, et vektorfunktsioon f (>ey) on ristkilikus
R uhtlaselt pider, jareldub, et Jada "(x, y k(X))

(x B0,1,2,..°) koondub Idigul |x - xQ|4 h {htlaselt
vektorfunktsiooniks (X, y(x)) . See vOiaaldab seoses
(5) ainna piirile K- oo integraali odrgi all ja ae saa-

ae tuleauseks samasuse
X

y(x) =y< ¢ J E£(X,y(x))dx ,
X0
s. t. Yy (X) on vlrrandi (4) lahendiks. Koos sellega on
y(x) ka diferenteiaalvdrrandi (17) lahendiks algtingimu-
sel (2). Lahendi olemasolu on tdestatud.

5« etapp - Naitame, et leitud lahend on ainus»
Selleks viime vastuollu oletuse, et l&bi punkti OoMVB
kulgeb kaks teineteisest erinevat lahendit Yy (X) ja Yy GO.

Uldsust kitsendamata vdime eeldada, et aelliseid x
vttrtusi, ailie korral y(x) y(x) , leidub punkti xQ



kuitahes vaikeses Umbruses. Vottes ette suvalise arvu Py 0»
on siis

ot = max_ \ V (¥) “*¥ 1> 0 *

»X-X0izt
Olgu x, selline x vaartus OXx™ - xQi "£-), milles see
* -
maksimum oc saavutatakse: JjYy (x) - ¥ (xN) j= ot. Kuna
(vt. tdestuse 2. etappi)
X1 - pX 1 ~

y(xx) =y°+ [ t(x,y(x))dx, yCx"y0. ! ~(xx(x))dx,

* Y

X0

06 =Jly(x1) - Y Q= j 5 Y()) - 3(x,y(x))]dx

4
I rXhi
dx A * yCx)-V(x) dx
g) u i J
= Noc(xL - XQ\< NcCL .
Jagades saadud vOrratuse ct-ga, saame 1"~ N £ . Arv L>0
oli aga suvaline, Vottes * jouame vastuolulise vorra-

tuseni 1 < 1 . Vastuolu tekkis sellepdraat, et eeldasime

kahe teineteisest erineva, labi (he ja sama punkti

kulgeva
lahendi olemasolu.
Teoreem on taielikult tdestatud.
Markus« Osatuletise ——-ﬁ\)/ Y~ Didevuat kasutasime

vaid vdrratuse (3) tuletamiseks. Seega vdib teoreemi sdnas-

tuses eelduse ~ 5 v N pidevusest asendada mdnevdrra ava-

rama eeldusega, et ~(x,y) vrahuldab y jérgi Lipschitzi
tingimust (3).

50 -



Anname tdestuseta jargmise tulemuse.

Teoreem 2. Kui siusteemi (1") parem pool ~ (X,y)
on pidev (xfy ) - ruumi piirkonnas D , siis kulgeb lé&bi
selle piirkonna iga punkti (>0»¥<) véahemalt Uks inte-
graalkover.

Lahendi dhesust nii Gldistel eedlustel vaita ei saa.

§6. LAHENDI JATKAMINE. MAKSIMAALNE LAHEND.

Olgu diferentsiaalvOrrandi (diferentsiaalvérrandite

slisteemi)

y"= -
parem pool ~ (**Y ) Ja selle osatuletis — 4" — mddra-
tud ja pidevad (x,y) - ruumi piirkonnas D. Eelmises pa-

ragrahvis tdestatud teoreemi kohaselt kulgeb siis labi piir-
konna D iga punkti (0*¥<) parajasti Uks integraalkdver;
see integraalkdver, nagu teoreemi tdestuse kaigus selgus, on
méératud teatud kullalt vaikesel 18igul Ix - xQ\4 h . Liht-
ne arutlus veenab meid, et tegelikult on integraalkdvera maa-
ramispiirkond avaram. Tdepoolest, integraalkover

Y (X) (Ix - xo]4h) paiknes taielikult teatavas ristkilikus

R , mis omakorda asus piirkonna D sees. Jarelikult on in-
tegraalkdvera Yy (x) otspunktid (XxQ - h, Yy (xQ - h)) ja
(xq + h,y(xQ + h)) piirkonna D punktideks. Lahendi ole-
masolu ja lUhesuse teoreemi pohjal kulgeb naiteks l&bi punk-
ti (xo + h,y(xQ + h)) parajasti uks integraalkdver y(x),

ta on maaratud teataval Idigul jx - (xQ ¢ h)1~ h . Punk-
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tist xQ+ h vasakul htivad lahendid® Y () 3 Y XN
(vastasel korral satuksime vastuollu lahendi Uhesusega)e
Sellega oleme lahendi y(x) jéatkanud I8igult Lxd™*b "xo+k}
I6igule [xQ - h,xQ + h ¢ h]". Seda avarama mdaramispiirkon-
naga lahendit vGime omakorda jatkata jne.

Toodud arutlustest on selge, et labi (he ja sama punk-
ti  (xXQ,y<) kulgevaid integraalkbveraid on otstarbekohane
eristada nende addramispiirkonna jargi, s. t. lugeda lahen-
deid yUx) ja y2X) (yl1(xQ) =y 2(xQ) = y=) erine-
vateks, kui nende md&ramispiirkonnad on erinevad. Seoses
sellega peame lahendi Uhesust niid tdlgendama nii: kui labi
the ja sama punkti kulgeb mitu lahendit, siis nad Uhtivad
nende maaramispiirkondade Uhisosal.

Olgu antud kaks lahendit )/1(x) ja )/Z(X), mis kumb-
ki labivad punkti (xQ,y<) ja millede maaramispiirkonda-
deks on vastavalt vahemikudl “ax»"MA (a2»b2n =
neerime neid Uhendava lahendi y(x) jargmiselt: Yy (X) maa-

rand spiirkonnaks on vahemik

&b , a=mnin {"»*2) »b=npax \b i e

ning Yy (x) vaartusteks selles vahemikus on

41) tfw , kui
Iy (), kui &< x < b2

~, , Muilugi vdiksid nende lahendite maaramispiirkondadeks

o vof P<ollsifud. Integraalkbévera loomalikuks
maaramispiirkonnaks <n siiski vahemik, mitte aga 16ik, - kas-

— JPfh™ sel* et vahemikus maddratud funktsiooni
f T-17 raakida tema tuletisest vahemiku igas punktis, ka-

xo s ‘ o > bl
vaid UhepoolseI&st tJTE e gsgrspunktldes veimalik raakida
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Esimesel pilgul v6ib Yy (x) definitsioon tunduda vastuolu-
lisena: vahemike (an,b”) Ja (a2,b2) dhisosal on y(x)
antud kahel viisil. Kuid tegelikult ei ole siin mingit vas-
tuolu, sest vahemike Uhisosal Ghtivad YY) ja vy 2()
lahendi (hesuse tdttu. Selliselt defineeritud lahend Yy (X)
on lahendite y 1(x) Jja vy 2(x) Jatkuks»

Uldiselt éeldakse, et lahend Yy (x) on lahendi Yy )
jatkuks, kui Yy (x) maaramispiirkond sisaldab Yy (x) maa-
ramispiirkonda ning Y (x) maaramispiirkonnal need kaks la-
hendit Uhtivad. lga lahend on”iseenda (triviaalseks) jatkuks.
Labi punkti (x0*y0> kulgevat lahendit nimetatakse maksi-
maalseks, kui ta on Jatkuks kdigi seda punkti l&bivate la-
hendite suhtes. Teiste sdnadega: maksimaalne lahend on sel-
line, mida ei ole vdimalik (mitte triviaalselt) jatkata. Ilm-
selt saab iga (0»¥<) € D korral leiduda mitte ile (he
seda punkti labiva maksimaalse lahendi (pdhjendadal). Ei ole
raske tboestada ka maksimaalse lahendi olemasolu.

Téepoolest, vaatleme kdikvoimalikke lahendeid ~y(x)j,

mis labivad punkti (CO*Y<) < millest igailks on maaratud

mingis oma vahemikus (a”jb”). Tahistame
= q = N
a |ng a., b s&p b

ja defineerime vahemikus (a,b) [lahendi Yy (x) jargmiselt:
kui  xG (aoc,bot), siis y(x) = yOL(x). Lahendi Uhesuse
tottu el sdltu Yy (x) vaartus sellest, millise konkreetse
vahemiku (aoC,bot) 3x ae valja valisime. Kuna aga alumise

ja lUlemise raja definitsiooni kohaselt langeb iga x(a<x<b)
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teatavasse vahemikku (a”~.b”), siis on lahend Yy (X)
téepoolest mAdratud kogu vahemikus (a,b). Vahemik (a,b)
on suurim vahemikest, millel pyt 1 CO»»<) l&biv lahend
saab olla maaratud - kui ta seda ei oleks, satuksime vas-
tuollu arvude a Ja b definitsiooniga. Seetdttu olekski
y(x) maksimaalseks lahendiks, kui ta vaid ei ole jatkatav
Idigule £a,b] vdi Uhele poolldikudest [a,b) ja (a,b]
Selline jatkamine ei ole aga enam vdimalik. Naiteks tahen-
dab x) jatkatavus poolldigule (a,b] , et eksisteerib
piirvdartus lim y(x) = y(b), Kkusjuures (b, y(b)) C D
Siis aga lé&biks punkti (b,y(b)) [lahend, mis oleks maara-

tud teatud killalt vaikesel 16igul \x - b]|~h , ning Yy
oleks sellega jatkatav ka poolldigule (a,b + h} , seda
enam aga vahemikule (a,b + h) . See on aga taas vastu-

olus b definitsiooniga. Nii3iis on Yy (xX) maksimaalseks
lahendiks ja vahemik (a,b) tema maaramispiirkonnaks. S&-
nastame tdestatud tulemuse teoreemina:

Teoreem 1. Iga punkti (xQ,y<) £ D korral leidub
parajasti ks seda punkti labiv maksimaalne lahend.

Intuitsioon Utleb meile, et kui piirkond D on tdkes-
tatud ja maksimaalse lahendi Yy (x) maaramispiirkonnaks on
vahemik (a,L), siis x4 a ja x/b korral peab punkti
(x,y(x)) kaugus piirkonna D vrajast lahenema nullile. Et
see toepoolest nii on, seda on tdie rangusega lihtne jéarel-
dada jéargmisest teoreemist.

Teoreem 2. O0lgu vy (x) maksimaalseks lahendiks ja

vahemik (a,b) tema ma&aramispiirkonnaks. Milline ka ei
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oleks kinnine tdkestatud hulk DACD , leiduvad sellised
arvud ai(ai > a) ja blnbl< et x <al 3a x> b
korral asub punkt (x,)/ )) valjaspool hulka

TOoestus . Naitame sellise arvu ~ b) ole-
masolu, et x > bM korral (x,y(x)) ft DA \ arvu af jaoks
on tbestus analoogiline. Kui b =co , on see vaide ilmnes
tokestatud hulga D punktidele vastavad abtsissid x on
tokestatud, mistdttu leidubki selline killalt euur arv b»,
et x > b korral (x,y(x)) £ D~ . Seetdttu peame vaat-
lema vaid juhtu, kui b<oo.

Tahistame simboliga ~ hulga D7~ kaugust piirkonna

D rajast I , s. t.

Teoreemi eeldused kindlustavad, et >0 . Vaatleme hul-
ka , Mmis koosneb sellistest (x,y )-ruumi punktidest,
mi lie kaugus hulgast ei ule-
ta 4~ . Illmselt on Dp ka kin-

nine tdkestatud hulk ning sisal-
dub piirkonnas D (pdhjendadal).

y Funktsioon [Z(x, ) kui pidev
funktsioon kinnisel tdkestatud
hulgal D2 on sellel hulgal t&-
kestatud:

(1



Olgu Ui, y1) suvaline punkt hulgast Dx . Ehitame

ristkiliku I

|X - xx|£X, ly-y X" P*

Kui (o012 ¢ (©2) 172" , Siis RXC D2 ; see vlrratus
on téidetud, kui néditeks votta oC = . Seega on
«CX P * korral ristkiuliku Rx punktides rahuldatud

vorratus (1) ja (vt. p~k. 1ll, teoreemi 1 85 tdestust) labi
punkti (Xi»y”) kulgev integraalkdver on maaratud I8igul
|x - x» h1P  kus

h~ = min j oi., -y- 1 = min ,-w-

Rohutame asjaolu, et h” ei sOltu punkti (CK»Y*) £ va-
likust (meie konstruktsioonis oli (x"yl) £ suvaline).

Veendume, et teoreemis véidetavaks arvuks b”" vOib vot-
ta s b - hj e Toepoolest, kui mingi x~> b“ korral
(<Y CxM) , Siis labi selle punkti kulgev lahend on
maddratud 18igul |x - i7J*h”, mistdttu lahend Yy (X) oOn
jatkatav "paremale" kuni x vaartuseni x™ ¢ hi> b~ ¢ hj=b.
See on aga vastuolus lahendi Yy (x) maksimaalsueega. Teoreem
on tdestatud.

Nendime I8puks veel fakti, et maksimaalse lahendi maara-
mispiirkonnades ei pea alati olema kogu arvsirge (-00,00 ) ka
siis, kui piirkonnaks D on kogu (X,y)-ruum. N&iteks vdrran-
di (ns 1

Y =¥

parem pool rahuldab lahendi olemasolu Ja lhesuse teoreeal



ndudeid kogu (x,y)-tasandil, kuid punkti (-1,1) labiv mak-

simaalne lahend Y= -1 on mdaratud vaid vahemikus (-00,0).

§7. LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMID,
IAHENDI OLEMASOLU JA UHESUSE TEOREEM NENDE JAOKS.

Diferentsiaalvdrrandite sisteemi nimetatakse lineaar-
seks, kui otsitavad funktsioonid Ja nende tuletised esine-
vad tema vOrrandites lineaarselt, kusjuures kordajateks on
kas konstandid voi Uldiselt funktsioonid. Normaalkujul esi-

tatud lineaarne diferentsiaalvdrrandite siisteem on jargmine:

Y7=ail(x)yl + a2<ey?2 * + Aln(X)yn * el (x) -
y2 « @10<Y1 ¢ a22(x)y2 ¢ ... + a2n(x)yn + g2(x) ,
yn = anl (X)yl + «@2()»2 + * )M+ «n(x) *

Kui koik vabaliikmed g~(x) on samaselt nullid, nimetatakse
siisteemi (1) lineaarseks homogeenseks diferentsiaalvOrrandi-
te slsteemiks, vastasel korral aga, kui védhemalt tks g~(x)"0,
lineaarseks mittehomogeenseks diferentsiaalvdrrandite sistee-
miks.

Teoreem 1. Kui lineaarse diferentsiaalvdrrandite siustee-
mi (1) kordajad @~ (>) Ja vabaliikmed g~(x) (i,j=1,2,...,n)
on maddratud ja pidevad vahemikus (a,b), siis on siusteemil
parajasti iks lahend, mis on maaratud kogu vahemikus (4b) ja

rahuldab antud algtingimusi®
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YACD) = YHY 2O - 2% ***ExApAY N *
kus Xo ON suvaline arv vahemikust (afb), arvud

Y|y Y a&atdiesti suvalised.

Tdestus . Téanu teoreemi eeldustele on sisteemi

(1) vdérrandite paremad pooled

fi(x,yl,y2f-»yn) = ail(X)yl + ai2(x)y2+...+ain(xX)yn+6i(x)

ja nende osatuletised

Dt+
- a . (Gi.j - 1,2,...t)

maaratud ja pidevad piirkonnas D
a<x<b, -"o<.y"<«xi(j = 1,2,...,n)

Rakendades lahendi olemasolu ja iUhesuse teoreemi (vt. ptk.
11, 81 véi 85), saamegi vaita, et labi antud punkti
xQ,y<,y2,...,y°) ei kulgeb parajasti Uks (maksimaalne)
integraalkdver, s. t. sisteemil on parajasti uks lahend, mis
rahuldab algtingimusi (2). Jaab ule vaid ndidata, et sistee-
mi (1) maksimaalsed lahendid on mdaratud kogu vahemikus
(a,b).

Viimase véite toestuse anname paragrahvi 18pus, vahe-
peal aga vaatleme slsteemi (1) esitust vektorsumboolikas ja
mdningaid sellega seotud kiisimusi.

Toome sisse tahised sisteemi (1) kordajate maatriksi

ja vabaliikmete vektori jaoks:
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an (x) al2(x) In
AGO) = a2l(x) a22(x) a2n(x)

anCx) are )

ann(x)
0§ (x) = (07(x),92(X),---,9"(x))

Korrutis A(x)y tahendab siis vektorfunktsiooni, mille saa-
me maatriksi A(x) rakendamisel vektorfunktsioonile Yy =
= 1*2»eee M) « Vektorfunktsiooni A(x) ¥y +g i-ndaks

komponendiks on
au(>xY1 + ai2(x)y2 + ... + ain(X)yn + gi(x) (i=1f2,...,n),

s. 0. parajasti slsteemi (1) i-nda vorrandi parem pool. Jéare-
likult on lineaarne diferentsiaalvdrrandite sisteem (1) vek- »

torsumboolikas esitatav kujul
yr= Ay +JI(x) , @

mis valiselt Uhtib esimest jarku lineaarse voOrrandiga. Sisu-
line erinevus, vorreldes esimest jarku vdrrandiga, on sellesj
et Yy ja <0 on nitd vektorfunktsioonid, A(x) aga maatriks

(maatriksfunktsioon).

2. Maatriksfunktsioonidele, nagu vektorfunktsioonidele-
gi (vt. ptk. 111, &5.1)» kanname Ule lineaaralgebra tehted
(s. t. maatriksite liitmise ja korrutamise omavahel, skalaa-
riga korrutamise jne.) ja moned anallisi mbisted ja tehted.
Naiteks me utleme, et maatriksfunktsioon on pidev, kui kéik

tema elemendid on pidevad funktsioonid. Analoogiliselt:
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maatriksfunktsioon A(x) = on diferentseeruv, kui
kdik tema elemendid on diferentseeruvad; sealjuures definee-
rime A(x) tuletise kui maatriksfunktsiooni A"(x) =
= (a’\f-ij)) * Maatriksfunktsioonide jada A~Cx) = (&@”(x))
(=0,1,2,...) koondub Uhtlaselt, kui vastavatest elemen-
tidest moodustatud jadad a”~(x) (k = 0,1,2,...) koondu-
vad Uhtlaselt jne.

Kui  A(x) Jja B(x) on pidevalt diferentseeruvad maat-
riksfunktsioonid, y (x) aga pidevalt diferentseeruv vek-

torfunktsioon, siis

[A(x) ¢ BO)]™ = A* () + B*(X) ,

[ACOB()T s A*(x)B(x) + A(X)B(X)

[AC) yOOT™ = Ay (x) + A)Y*(x)
Jattes esimese ja kolmanda seose tdestuse lugeja hooleks,
téestame teise. Olgu A(x), B(X) ja C(x) = A(X)B(x) ele-

mentideks vastavalt a”(x) ,b*(Xx) ja c”™x) (i,j=1,2,...,n).

Maatriksite korrutamise reegli kohaselt
n

CiiCo = X aikeObkiC) »

millest

Viimase voOrduse vasakul pool on C"(x) = [a (x)B(x)]" ele-
ment, kuna aga paremal pool on esimeseks liidetavaks para-

jasti  A"(xX)B(x) element ja teiseks liidetavaks A(x)B*(x)
element, m.o.t.t.



Maatriksi A = (a”Xi.j =1,2....,n) normi Ja | de-

elementide absoluutvaartuste summa:l
n

|Al=1>Jai3l

fineerime kui

Olgu A ja B maatriksid, C =(CItC2,...,Cn) vektor, Jl.
Jatame lugeja tdestada, et
A+ BI*|A L+ |BI

aga reaalarv.

labU1l a ]l BI,
IACKUI ICI ,

1Aa | = IvMl Al
Naitena tbOestame vaid kolmanda vorratuse. Vektori
n n n
A&= < X aijCj. X a2jCj»*,*» XanjCj)
il i=l i=l
normiks on definitsiooni kohaselt (vt. ptk. I111tS 5«1) kom-
ponentide absoluutvaartuste summa, s. t.
n n n n n
UCI=5 1Z aucj CjU SLKjl ck =
i=1  j=1 izl <A i,j=I 1<Jc4n
n *
= 1Al max Icv|MalV |JCvIi=]AIT|C], m.o.t.t.
lik*n k H
Ke)
Me Gtleme, et aaatriksfunktsioonide rida on
00
I6igul f£a,b 3 majoreeritav arvreaga Ik t kui
k=0 4

max JAV(X) I£ r|v , (k =0,1,2,...)
b *

atx4
Juhul, kui maatriksi A elemendid on kompleksarvud,
defineerime normi  |A | kui elementide moodulite summa.
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Weierstrassi teoreem kandub ile ka raaatriksfunktsioonidele
(p6hjendadal!): kui maatriksfunktsioonide rida on Idigul ta,b]
majoreeritav koonduva arvreaga, rlLLs koondub see udhtlaselt
16igul [a,b]. Analiisi kursusest kandub ile ka teoreem rea
liikmeti diferentseerimisest (pdhjendadal!): kui maatriks--
funktsioonid A,(x) (k = 0,1,2,...) on pidevalt diferent-

N 00 .00
seeruvad ning read "y AM(x) = A(X) ja ~ = R(X)
k=0 k=0
koonduvad Uhtlaselt, siis B(X) = A Ix)

Enamus siin maatriksfunktsioonide kohta deldust leiab

rakenduse alles jéargnevates paragrahvides.

3. Paneme té&hele, et iga xe(a,b) asub Uhtlasi teata-
vas loigus [a",b”] C(a,b) . Seetdttu: kui mingi funktsioon
on mdaratud igal 16igul [a*b~] C(a,b), siis on see funkt-
sioon maaratud kogu vahemikus (a,b) ja teoreemi 1 tdes-
tuse Idpuleviimiseks piisab jarf*nise lemma kehtivuse naita-
misest: |

Lemma. Kui sisteemi (17) kordajate maatriks A(x) ja
vabaliikmete vektor 0 (x) on maaratud ja pidevad 16igul
Lal*k]_1* siis on selle vdrrandi iga lahend jatkatav kogu
16igule [a-"b-J.

Tdestus. Olgu (x0*y<) suvaline punkt, sel-

line, et a”<xQ<b” . Vaatleme ristkilikut R

Ix -V**» ly-y< U]|b.
kus oi. = min *xQ - a, b - xQ~ ; (@ vaartuse fikseerime hil-
jem. Lahendi olemasolu ja lUhesuse teoreemi tdestusest teame

(vt. ptk. Ill, 85), et labi punkti (xQ,y<) kulgev inte-



graalkOver on maiiratud I8igul |x - xQ|~h , Kkus

r P

h = min oc, —J, M= max | A(X)Y + g(X)]|-
M (x,Y)ER
) t ) .
Hindame suurust -W- . Funktsioonid [JA(X)|] =
n n
= X_*aij(x)» 19 ()1 =2 j gi(x)I Kai pidevad funkt-
i,j=I n i=1

sioonid ldigul [a”~,b”J on sellel 16igul tdkestatud:
TAX) 1< M<, 1<Ix) 14 Mp
Kuna AC)y + g () = A (Y - Y?) + AGOY= + »
siis (x,y)£R korral
IA(X)Y + 0C) 14 TAQ)] Iy -yYTI+H AL 1y 9+ 1 (XN)]<
< Mxb+nd y| + Mp ,

s. t. MA@+ MXNFTL + Mp  ja

B
Milb + Wy®° I+ Mp

Ristkiliku R modtme 1 suurendamine toob endaga kaasa ka
arvu M suurenemise. Kuid piirprotsessis jb-»o00 [l&heneb

viimase vdrratuse parem pool positiivsele suurusele mr-

Jarelikult kiallalt suure p korral —jfjt— ~Noog h ; edas-
pidi loemegi, et |o on selliselt fikseeritud. Meile on va-
ga tahtis, et suurus 8 = ei s6ltu mingil viisil punk-
ti (xQ,y=) valikust - see punkt oli meie arutlustes su-
valine.

Niisiis on iga (x0,y<) korral seda punkti labiv la-

hend maaratud Idigul |x - xQ]~h , Kkus



h = min [<*,-£-} = min{xQ-a ,b -x0,-y-}*min{x0-a tb

Viimast tulemust saame tdlgenda™” nil: iga lahend on jatka-
tav (vasakule ja paremale) k&a 18igu £ a-",b"] otspunktini
vOi kui see ei vii valja loigust [a~fo~]# vahemalt suuru-
se S = virra. Seda lauset korduvalt rakendades veen-
dumegi, et iga lahend on jatkatav kogu ldigule [a”“th”™. Lem-

ma on tdestatud.

88. LINEAARNE HOMOGEENNE DIFERENTSIAAL-
VORRANDITE SUSTEEM.

1. Olgu lineaarse homogeense diferentsiaalvdrrandite

slisteemi
7i = ail()yl + ai2(x)y2 + + ain(x)yn (1=1*2,...tn)
kordajad ajj(x) (i#d = 1,2,...,n) madratud ja pidevad
vahemikus (atb) . Vektorsiumboolikas on see siisteem esita-
tav kujul

y'=A(l)y, @

/

kus A(x) on kordajatest moodustatud maatriks.

Olgu vektorfunktsioonid
Y = (YwY2*eeenMry = I»2f...»n) )

sisteemi (1) erilahendiks, s. t. (y1)* = A(X)y1l . Sii?L
n
on susteemi (1) lahendiks ka vektorfunktsioon y ="C”"y ,

i=l
kus C”,C2,...fCn on suvalised konstandid. Tdepoolest,
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n

L, « n n
“iv1) =d °1(V1) - 11 ClA(x)yi .iCxjryl
m. o. t. t«

Kuna Y avaldises on n suvalist konstanti, siis vdib loo
ta, et ta teatud tingimustel on sisteemi (1) uldlahendiks.

M
Allpool naemegi, et Yy = C*Y  on uldlahendiks, kui
L i=1l

vaid erilahendid VY ,% »o»»Y " on lineaarselt séltuma-
tud jérgneva definitsiooni modttes.

Vektorfunktsioone Yy 1,§ yeer Y ¥ ninetatakse line-
aarselt soOltuvateks vahemikus (a,b), kui leiduvad selli-
sed konstandid <* oLkt * mn8 e korraga nul-

lid, et kehtib samasus

bLYIY) ¢d2YAR) +e +°UYKR) 50 (@<*<b)

Kui viimane samasus kehtib vaid ot” = 0 * eee = <K= 0
korral, siis vektorfunktsioone Y 1,§ yees Y ¥ ninetatak-
se lineaarselt sdltumatuteks vahemikus (a,b)

Erilahendite (2) lineaarse sdltuvuse voi sOltumatu-

se kontrolliks defineerime nn. Wronskl determinandi

300 YAX) ... yE(X)

yIx) yf(x) ... yC9)
W(x)

YN) ML) e # >
mille 1i-ndaks veeruvektoriks on y1

Teoreem 1. Kui erilahendid (2) on lineaarselt soltu-

vad vahemikus (a,b), siis W(xx) =0 (@< x <b) . Kui
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erilahendid (2) on lineaarselt s6ltumatud vahemikus (afh)#
siis *(x) * 0 1iga r C(a,b) korral.

TSestus. Oletame, et vektorfunktsioonid (2)
on lineaarselt sdltuvad vahemikus (a,b), 8. t. leiduvad

sellised konstandid otg»* **»0Cn " "X 11 ™2 * + ° Z*+0An IN
et

oily 1(x) + ot2y 2(x) + ... ¢ &ny a(x) =0 (a<x<b)
Kirjutame selle samasuse komponentide kaupa:

AMJiCx) + oc2yf(x) ¢ ... * oCnyd(x) =0 (@ =1,2,...,n)

Viimaseid tingimusi tdlgendame nii: lineaarsel homogeensel
algebralisel vorrandisisteemil on olemas mittetriviaalne la-
hend «c”, ot2,...,ota . Jarelikult on iga x e (a,b) kor-
ral sisteemi determinant vdrdne nulliga. Kuid sisteemi de-
terminandiks on parajasti 1(x) . Niisiis W(x) = 0 iga

x £(a,b) korral. Teoreemi esimene vaide on tdestatud.

Olgu nild erilahendid (2) lineaarselt sdltumatud vahe-
mikus (a,b)j me peame naditama, et W(x) *0 iga xe(ath)
korral. Oletame véditevastaselt, et teatava xQe(ath) kor-
ral W(xQ) = 0. Moodustame homogeense vdrrandisisteemi

oC ot2>...,0cjj suhtes:

aWM (<0) +ot2yiCxo) + *** +0tnyi(xo) = 0 (=1.2,..%,n).

Kuna susteemi determinandiks on W(xQ) Ja meie oletuse ko-
haselt @®(xQ) = 0 , siis on sellel sisteemil mittetrivi-
aalne lahend 57, Ug,...,50Q . Selle, et

on slsteemi lahendiks, vdime vektorsimboolikas kirjutada nti.
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alY 1(xo) + XRY2(xo) + -f + adiYTIo) = 0 * 3)
lahendi, mittetriviaalsus tahendab, et

1Ax1  I6t21 + ... ¢ \Zenl * O . 37

Vektorfunktsioon

vV="Jjl+52y2+ ... +any<

on ka diferentsiaalvorrandite sisteemi (1) lahendiks. Tin-
gimuse (3) toéttu y(*0) = 0 . Kuid sama algtingimust ra-
huldab ka susteemi (1) lahend y S O . Lahendi Uhesuse

tottu Uhtivad need kaks lahendit kogu vahemikus (afb)

Y "UX) ¢ 0c2y 2(X) ¢ ... + <Ffaylx) = 0 (a<x<b)

Koos tingimusega (3*) tdhendab viimane samasus, et erila-
hendid (2) on lineaarselt s6ltuvad vahemikus (a,b), mis
on aga vastuolus meie eeldusega. Vastuolu tekkis oletusest”®,
et W(xQ) = 0 . Jarelikult W(x) ~ 0 1iga x£(a,b) kor-
ral. Teoreem on tdestatud.

Teoreemi esimese osa tlestuses me ei kaeutanud kusagil
asjaolu, et vektorfunktsioonid (2) on slsteemi (1) erila-
henditeks, ja see vaide kehtib mistahes vektorfunktsioonide
korral. Teoreemi teine osa on seevastu QOige ainult siis, kui
vektorfunktsioonid (2) on slsteemi (1) erilahenditeks« Nai-
teks on n = 2 korral vektorfunktsioonid y”* = (x,0) ja

y 2 = (x,0) lineaarselt sdltumatud (kontrollida!), kuid
X XN
W(x) = 50
0 0
(Teoreemi 1 pdhjal ei saa need vektorfunktsioonid olla line-

- 67 -



aara homogeense diferentsiaalvdrrandite siisteemi erilahen-
diteks. )

2. Kui  n-JArku lineaarse homogeense diferentsiaalvdr-
randite susteemi (1) n erilahendit oa
lineaarselt sdltumatud, siis OJeldakse, et nad moodustavad

erll*hendlte fundamentaalalisteemi. maatriksfunktsiooni
yi(x) y2(x) -.- yi(x)

YA IS ) -

Y w -
YE(X) YE(X) ... YE(X)
aga nimetatakse funriHmentaalnrnatrlkBi Puadamentaalmaat-
riksi veeruvektoriteks on erilahendld vy ,vy ,...,yn (kus-

juures on oluline, et need erilahendld oleksid liueaarselt
sdltumatud). Kuna detY(x) mW(x) Ja teoreemi 1 pohjal
W(x) / 0 kogu vahemikus (avb), siis fundamentaalmaatriks
on kogu vahemikus (a,b) regulaarne ja eksisteerib pdord-
maatriks Y~"(x)

Kas sisteemil (1) on ildse olemas n sdltumatut eri-
lahendit? Teiste sbnadega, kas fundamt aalmaatriks ja eri-
vahendite fundaaentaalsieteem eksisteerivad? dellele kisi-
musele vastamiseks valime suvaliseks konstantseks regulaar-
seks maatriksiks C* ja votame vaatluse alla selli-

sed erdlohendid (2), mis rahuldavad algtingimusi

"N Meenutame, et maatriksit C nimetatakse regulaar-
seks, kui det C
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ME<o> rCil*y2(xo) = Ci2»***»yn(x0) = An *

Siia SA*0) - dot C/0O Ja teoreemi 1 pdhjal ongi erilahen-
did (?) lineaarselt sO6ltumatud. Niisiie on sisteemil (1) ise-
‘i l0pmata palju fundamentaalmaatrikseid Ja erilahendite fun-
damentaHlali3teeme: erinevatele regulaarsetele maatriksitele
G vaatavad erinevad fundamentaalmaatriksid (sest konstrukt-
aiooni pdhjal Y (xq) = C) .

Teoreem 2, Moodustagu sisteemi (1) erilahendid )/1ty 2

.,yn fundamentaalsueteemi Ja olgu \/ neile vastavaks

fundumentaalmaatriksiks. Sisteemi (1) uldlahend avaldub siis

kujul
y* 9 Ciyf @
Ja

y=Yc, @)

kus C~tC2,.+.,Cn on suvalised konstandid, C=
aga suvaline konstantne vektor.

Tdestus. Paragrahvi algul me juba veendusime,
et vektorfunktsioon (4) on sisteemi (1) lahendiks. On vaja
naidata, et ta sisaldab kdiki siusteemi (1) lahendeid.

Olgu Yy (x) susteemi (1) erilahendiks Ja (xQ,y0) min-
gi punkt, mida see lahend labib. Kui meil Odnnestub maarata

A A n A 1
konstantide vaartused nii, et ka y = 2. °v¥

i=l
kulgeks labi sama punkti (*0*y<)» oiie labendi (hesuse

ttu Yy (X) = y (X), s. t. vektorfunktsioon (4) sisaldab
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erilahendlt y (x) . Labi punkti (xQ,y0) kulgemine ta-
hendab, 01 n

X Siy (v mY ( -
i=l

Kirjutades selle.tingimuse valja komponentide kaupa, saame

ANL*N2**"**Cn  nmaramiscks vOrrandisiisteemi
ciyJ(xo) + C22(x0) ¢ ... + cnyjCxo) = y= g=1f2f... tn) ,

mille determinandiks on W(xo) . 3ee slsteem on Uheselt la-
henduv, 3est teoreemi eelduste kohaselt W(xQ) / O , Niisiis
on konstantide sobivad vaartused Uheselt maaratavad ja
lahend (4) sisaldab vaadeldavat erilahendit y (x) , viima-
se suvalisuse tottu aga ka koiki sisteemi (1) erilahendeid.

Me oleme toest.-mud, et vektorfunktsioon (4) on sisteemi
(1) uldlahendiks. Komponentide kaupa valja kirjutatult on
tildlahendiks:

yi = Clyi + C2yi + eee + cnyi Cl = 1*%2,...,n)

Analoogiliselt on esitatav (4°), kui ae kirjutame ta kompo-
nentide kaupa. Ceega on (47) lihtsalt (4) teiseks kirjutus-
viisiks ja esitab samuti UGldlahendit. Teoreem on tdestatud.
Lihtne on naha, et sisteemi (1) fundamentaalmaatriks
Y (x) rahuldab tingimust Y (x) = A(xjY(x) . (Kirjutage
vasaku ja parema poole 1i-s veerg ja veenduge, et nende
vOrdsuse tingimus tdhendab, et Y (x) 1i-s veerg y 1 on
susteemi (1) erilahendiks.) Seetdéttu vdime fundamentaalaaat-

riJcseid defineerida ka kui maatriksdiferentsiaalvdrrandi
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regulaarseid lahendeid (piisab nduda, et detY(x) i0
kasvdi lhes punktis xQe(a,b) , - siis teoreemi 1 pdh-
jal det Y(x) 4 O kogu vahemikus (afb))

Teoreem 3« Kui Y (X) on sisteemi (1) fundamentaal-
mnaatriksiks, siis on mistahes konstantse regulaarse maatrik-
si C korral susteemi (1) fundamentaalmaatriksiks ka Y(x)c!

ToOestus. Samasust Y*(x) = A(x)Y(x) korruta-

me paremalt maatriksiga C :
Y(x) C=A) Y (x) C~

Kirjutades saadud sawasuse imber kujul (Y{x)C)1 =

= A (Y(X)CT) , naeme, et Y (X)C on maatriksdiferentsi--
aalvOrrandi (5) lahendiks; Y(x)C on regulaarne, sest
Y(x) Jja C on teoreemi eelduse kohaselt regulaarsed ja
regulaarsete maatriksite korrutis on regulaarne. Teoreem on
sellega tlestatud. .

Margime, et CY(x) uldiselt ei ole fundamentaalmaat-
rikaiks.

Juhime 18puks tahelepanu faktile, et kuigi susteemil ()
on Idpmata palju fundamentaalmaatrikseid, on iga fi®ndajaen-
taalmaatrikei abil voimalik taastada siusteemi, mille funda-
aentaalmaatriksiks ta on. Toéepoolest, korrutades samasuse
Y*(x) = A(x)Y(x) molemat poelt paremalt maatriksiga
Y ?2(x) » saame

A(X) =Y (x)Y"1(x) .

Seega maarab fundamentaalmaatriks Uheselt siusteemi (1) kor-
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dajate maatriksi A(x) , koon rdla« a1 k« sistoeml (1),

B.O.t.t.

5 9. LOWAARNE HOMOGEENNE KONSTANTSETE KONDAJATEGA
DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEM (MONED
ARVUTUSSKEEMID) e«

1. Vaatleme lineaarset homogeennet diferentsiaalvdrrsn-

dite sisteemi

= auYl * Qi2yP + eee Ci = 1*2, m<tn), (1)
mille kordajad (i,j = 1,2,...,n) on konstantsed. Korra-
tes selle siusteemi Jaoks ptk.1ll, &2.2 analoogilised arutlu-

sed (teha sedal!), veendume, et sisteem (1) on Uldiselt taan-
datav thele konstantsete kordajatega lineaarsele homogeense-

le diferentsiaalvdrrandile
+0l7inl) & +%-i ™~ +V | =0 » 2)

kusjuures M2»****\ym ava:Lduvad y~ Ja selle tuletiste kau-

du lineaarselt:

4 - PKJ1 ¢ Pix®X ¢ eee ¢ Pi._n-x"<"<< <1, r..... n),
€©))
kus on mingid konstandid. Vd&rrandi (2) lahendid aval-

duvad kujul

voi Uldisemalt, kui vdrrandi (2) karakteristlik vaartus J1j
on m-kordne,
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A X ~X m 1 A..X
yl = Plle +P /N6 ° + eee +Pja”r e J
Kuna viimaste avaldiste tuletised on sama tuupi avaldised
(muutuvad ainult kordajad), siis (3) pdhjal avalduvad ana-

loogiliselt ka M »*»YLy !
Aj X
yi = Pie (i =1,2t....n) , é)

voi

N g * */\-X 1 */\*X

yi = pile ] + pl2xe + ““APim¥* 6 (1=1,2,...,n).

(4°)
Kui me leiame vérrandi (2) uldlahendi, siis on seoste (3)
abil lihtne moodustada sisteemi (1) uldlahendit.

Naide 1. y =z, zx = -y . Diferentseerime esimest
vorrandit ja asendame z* teise vdrrandi pohjal: y" ¢ y= 0.
Siit

y = C*cos x ¢ C2 sin x

ja esimese vdrrandi poéhjal

z = y" = -C" sin x + C2 cos x

Koos esitavad Yy ja =z avaldised susteemi uldlahendi.

2. Noud, kui me teame, millisel kujul otsida vorrandi-

slisteemi (1) lahendeid, anname arvutuseeskirja, milles ei
kasutata thele vérrandile taandamist. Uurime, millist tin-

gimust peavad rahuldama vV ja kordajad p~, et (vrd. (4))
yl = Pi«”"X (m* 1,2,...,n) (5)
oleks siusteemi (1) lahendiks. Asendame need avaldised sis-
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teemi (1):
A-p~e = (AgP + ai2”2 + *ee + aln™n™ e ”

Xp2eXx = (a2lPL + a22p2 + ... + a2nPa) elJlIx

Xpre/tx = (anlPl + an2p2 + ... + annpn) &bx
Korrutame samasused e_)(x—ga ja toome kdik liikmed duhele
poole:

@EXx -N)pl + al2P2 + ... + alQpn =0 ,

a2l”rl + Ma22~ W/N2 + eee + a2nn = @ »

anlpl + an2p2 + + (ann - X )pn = 0 »

Me saime P1»P2*«*_.Pn maaramiseks lineaarse homogeense al-
gebralise vorrandisisteemi. Kuna meid huvitavad ainult sis-
teemi mittetriviaalsed lahendid, p==xre ndudma, et sisteemi

determinant oleks vdrdne nulliga:

all=~  al2 aln
a2l ®22- ~ . an
J «nl an2 * e * am T *

Viimase tingimuse vasakul pool on n-astme polinoom X suh-
tes. Jarelikult on vdrrandil (7) n (reaalset vdi komp-

leksset) lahendit «XJ1 2,..., J+ , millede hulgas vdib
olla ka omavahel vdrdseid.
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Vérrandit (7) nimetatakse sisteemi (1) karakte -
ristlikuks vérrandiks, selle lahendeid
NN pf ala sisteemi (1) karakteristlikeks vaartus-
teks. Vottes sisteemis (6) A :AO' , saame leida selle
slisteemi mittetriviaalse lahendi ja (6) annab
slisteemi (1) erilahendi vy J

yE = plei 3 y2 L p2ei i iﬁ eee o yn 2 an "
Oletame, et karakteristlikud vaartused X XA t.. A on
kéik thekordsed, s. t. nende hulgas ei ole omavahel vdrdseid.
oellisel. juhul saame Ulalkirjeldatud viisil moodustada n

erinevat erilahendit

W]'= &AeA D& P%&Alx»-utPne )t

y = (Po® ., p2e  ,..., PaoB )

(8)
o T " A .
yn:&ppf‘e ﬁnglePf mony,

Naitame, et nad moodustavad erilahendlte fundamentaalsiistee-
mi slsteemi (1) jaoks. On vaja kontrollida vaid, et need eri-
lahendid oa lineaarselt séltumatud. Selleks uurime, kas sa-
.masus

"Syl+ bIFY2 + eee + «1YM5 0
saab kehtida juhul, kui mdni kordajatest oc*t O. Kirju-

tame selle samasuse i-ndate komponentide jaoks:

1 Arx 2 2% A X
otlPi« ¢ *2*je ““ ¢ ... ¢ 0CnPJe N 50 -
i ) ) A ¢ X*pi j N
Kuid funktsioonid e fe y aea, B on lineaarselt
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sGltumatud (vt. ptk. 11, &3 art. 2), seetdttu on kdik kor-

dajad viimases samasuses vdrdsed nulliga:

otjpr = 0 (i = 1,2,...,n)
lga j korral on vahemalt (ks arvudest a=12,...,n)
nullist erinev, sest vastasel korral oleks meil tegemist sils-
teemi (6) triviaalse lahendiga. Jarelikult =" =20 iga
j=1,2,...,n korral ja erilaheadid Y\ y2,...,wyn on
lineaarselt soltumatud, m.o.t.t.

Naide 2. =20 + N2t72 = 71 + 72 * Karakteristli-

kuks vorrandiks on

1-N
Y 20 ek M2-2A 3:=o0,
1 1 -
karakteristlikeks vaartusteks A~ = -1 ja A~ = 3 « Nei-

le vastavad erilahendid kujul y 1 = (pfet.p”e’*) ja yI“=
= (P"e™X»P2e”X)* Susteem (6) kordajate leidmiseks on antud

juhul jéargmine

(1 - A)B_+4p2 =0,
px + (1 - 1 )p2=10

Paneme tahele, et A = AN ja A = A2 korral on sistee-
mi v8rrandid teineteisest sdltuvad, sest sisteemi determi-
nant on siis vordne nulliga ja me vdime Uhe vOrranditest,
nditeks teise, korvale heita. Niisiis peavad p" ja p2 ra-
huldama A =A X =-1 korral ainsat tingimust 2p~ +4p2 =0
millest, vottes pl = 1 , leiame, et p2 = - 1/2 . Esimesete

erilahendiks on seega
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Y¥ @O*, -\ ™) .

Analoogiliselt leiame, et karakteristlikule vaartusele A 2=3

vastab erilahend
y = <e* 1

Sisteemi uldlahendiks on Yy = Oﬁ)/l . CZ)/P ehk, komponen-
tide kaupa vélja kirjutatult

71 = ci6"X ¢ C2e3x ,

y2

- £ Cags“* + C2e3x .

3. Kui kompleksne vektorfunktsioon y=U + iV(i -
ginaarihik) on lineaarse homogeense diferentsiaalvdrrandite
slisteemi y"= A(X)y lahendiks, siis on lahenditeks ka -
reaalosa U ja imaginaarosa V . Tdepoolest, kirjutades sa-

masuse (U + iV)" = A(x)(U+ iV ) dmber leyjul U 1+ iV1=

= AU + TA(X)V , saame kompleksarvude vSrdsuse definit-
siooni kohaselt samasused U* = A(x)I14 , V*= A(x)V
m.o.t.t.

Eelmises punktis tehtud arutlused ei sdltunud sellest,
kas karakteristlikud vaartused on reaalsed voi komplekssed.
Vaatleme niiud lahemalt komplekssete karakteristlike vaartus-
te juhtu. Olgu nditeks A.kompleksne:

= ot + ip> (p*0).
Siis  J1 = korral on ka siusteemi (6) lahend kompleksne:
pr = k + i8» k=1,...,n) i (©))
J1™-le vastavaks sisteemi (1) erilahendiks (vt. (8)) on
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Eraldame komponentides reaal- ,ja :-aginaaroca:

Niisiis vastavad komplekssele karakteristlikule vaartusele
X x= ai + ifh kaks reaalset erilahendit U 1 ja
Reaalsete kordajatega algebralise vdrrandi (muuhulgas
ka karakteristliku vorrandi (7)) komplekssed lahendid esi-
nevad teatavasti paarikaupa kaaskompleksidena. Nii on koos
>A karakteristlike vaartuste hulgas ka tema kaaskomp-
leks ~1 = 04 -1 e Kui vdtame siusteemis (6) J1
asendame otsitavad p” lahendiga (9) ja leiajne seejarel
slisteemi vdrranditest kaaskompleksid, nédeme, et karakterist®
likule vaartusele -A" vastab sisteemi (6) lahend, mis on

kaaskompleka (9)-et:

pro= K*1"k (k=1,2,...,n)

Jarelikult vastab  J1”-le siusteemi (1) kompleksne erilahend

Jatame lugeja kontrollida, et selle lahendi reaal- ja imagi-
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naarosa aimavad, meile teas eespool juba leitud erilahendid
ul ju-v 1.

oeep;a ei ole kompleksse karakteristliku vaartuse korral
v-ija leida molemale kaaskompleksile vastavaid (kompleksseid)
erilahendeid, vaid piisab leida nendest ainult Uks ja eralda-
da sellest, seejarel reaal- ja ima“inaarosa.

naide j. y+ = -7yl + y2,y2 = -2A1- 5y2 . Analoogili-
selt eelnevale naditele leiame, et AN = -6 + i1 , A2 =-6-i

ja et A in~le vastavaks kompleksseks eri lahendiks on

y= (e<-6+1)* , (1+1)e(-6"1)x) ehk * =y K iy*

kus

Yy N = (e“6x cos X, e-o0X(cos x - sin X))

Yy 2 = (e~"x sin x, e~6x(cos x + sin x))
Susteemi Uldlahendiks on Y=ClYy "* QY2 édlc
yr =e (C~rcos x + C2 sin x) ,

» =e~6x [(*(cos x - sin x) + C2(cos x + sin X)j

Juhul, kui sisteemi (1) karakteristlike vaartuste

2,...,A n hulgas esineb kordseid, ei ole eelmises ka-

hes punktis kirjeldatud viisil v@imalik leida n s6ltumatut
erilahendit.

Olgu susteemi (1) karakteristlik vaartus A ~ m-kordne.

On vaja leida m lineaarselt sdltumatut erilahendit, mis vas

taksid sellele karakteristlikule vdartusele A ; . Neid on

hea leida jargmiselt: me asetame avaldised (4 ©) susteemi (1)

ja maarame seejarel kordajad p”™ nii, et sisteem oleks ra-



huldatud. M&rgime tlestuseta, et selliselt jadvad maarama-
tuteks parajasti m kordajat (nad vdivad omandada suvali-
si vaartusi), ulejaanud kordap®"._ aga avalduvad nende kaudu.
Andes maaramatutele kordajatele arvulisi vaartusi, saamegi
m sdltumatut erilahendit. Kuidas sooritada praktilisi ar-
vutusi, see selgub jargneva naite varal.

Ndide 4. yx = -yxe (272~ ~I2 * = %] " A3 .
Vektorsiumboolikas on see silisteem kirjutatav kujul vy = Ay,
kus y = (fr Y2'¥y3) -

1 10
A= 0 -1 4
10-14

Jaagu lugeja arvutada, et karakteristlikeks vaartusteks on

1 =0,>/212 = JZ1 3 = -3 ja et Uhekordsele karakteristli-

kule vaartusele J1~ = 0 vastab (konstantne) erilahend

y 1= (4,4,1)
Kahekordsele karakteristlikule véértusele ﬂl_»fB:-3
vastavaid lahendeid otsime kujul (vrd. (4?) Yy =p e“™ +

¢ c~xe~3x, kus P= @R ,P3), C = (ql»g2»43) = Asen”
dame sisteemi ja teisendame:

3i(pe~m™x + C"xe“3x) = A(pe’™x + C"xe" x) ,

-3pe “™x + <"e-3x - 3<MXe“3x = e“™Ap + xe“3IxA<N

(E on Ghlkmaatriks). Viimane tingimus on aamasua x Suh-
tes parajasti siis, Kkui
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(A+ 3D =0, (A+F)p = -

Seega peab rahuldama vérrandisisteemi

2q1 + (R = = AP+ 493 = = ql “="3 = =
p = (P>P»P3) ala silisteemi

2px + p2 = qlf 2p2 + 4p3 = g2, Px- p®» = ¢3 . (11)

Susteemis (10) on teine vdrrand sO6ltuv esimesest ja kolman-

dast ja me leiame, et «

g3 = Qlis2 -~ “2g" o
Asendades g ja g2 leitud vaartused susteemi (11), saab
esimene vOrrand s8ltuvaks teisest ja kolmandast ja me heida-

me ta kOrvalej ulejdanud kahest vérrandist leiame, et
Pi =P3 + g~ P2 =-2p™ - g .
Nild on meil kdik kordajad avaldatud kahe mddramatu kor-
daja p® Jja g kaudu.
vOttee p~ =1, qL = 0, leiame p~ =1, p2 = -2, 2 =

= Q3 = 0 ja neile vaetava erilahendi

Y2 * (e-31, -2e-3x, e*31) .
Vottes pN =0, gx s 1, leiame p~ =1, p2 = -1, g2 = -2,
g3 =1 Ja
V3 _ (e°3 + xe*3xN ~3x _ 2xe"3x, xe“3x) .

Sisteemi tldlahendiks on yYy=C "1+ C2y 2 + 3
ehk
<= 4CX+ C2e?3x + C3(l +x)e“3x ,
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M = ACX- 2Qe'3x - B + 2e 3%,
Y= QeE3X + CxE 3K

Juhime tahelepanu asjaolule, et otsides siusteemi (1)
m-kordsele karakteristlikule vaartusele A i vastavaid la-
hendeid kujul (47), vOib juhtuda, et kdik pealiikraete korda-
jad vdrduvad nulliga: p~ =0 (@ =1,2,...,n) ja me saame
erilahendid, milles x aste on madalam kui m -1 . (Selline
olukord saab esineda, kui silsteem (1) ei ole taandatav uhele
kérgemat jarku vorrandile.) VOib koguni juhtuda, et nullist
erinevateks osutuvad ainult kordajad p* a-=1=12,...,n),
s. t. sisteemi (1) erilahendid avalduvad kujul (8) sellest
hoolimata, et karakteristlik vaartus %A ~ on kordne. N&iteks
siisteemil y» =0 (i =1,2,...,n) on n-kordne karakterist-
lik vaartus L= A2 = ... = A q=0, kuid erilahendite
fundamentaalailisteemiks on yﬂ = (1,0,...,0) , vy =
= Co»l,...0),.++, y —(0,0,.._, ‘1

Juhul, kui kordne karakteristlik vdartus on kompleksne,
toimime samuti kui Uhekordse karakteristliku vaartuse puhul:
leiame Uhele kaaskompleksidest vastavad (komplekssed) erila-

hendid ja eraldame nendest seejdrel reaal- ja imaginaarosad.
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8 10. LINEAARSE HOMOGEENSE KONSTANTSETE KORDAJATEGA
DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMI FUNDAMENTAAUIAATRIKS
JA ERILAHENDITE FUNDAMENTAALSUSTEEM.

1. Valja arvatud Uhekordsete karakteristlike vaartuste
juhtum, jéai eelmises paragrahvis rangelt pdhjendamata, mil-
line on lineaarse homogeense konstantsete kordajatega dife-

rentsiaalvdrrandite siisteemi

Yy = Ay (€))
erilahendite fundamentaalsisteem. Selle [linga kdrvaldame
kdesolevas paragrahvis.

Enne jargnevate ridade juurde asumist soovitame luge-
jal meenutada fundamentaalmaatriksi kaht definitsiooni ja
veel kord hoolsalt labi lugeda ptk. 11, 87.2.

Olgu A konstantne n-jarku maatriks, AJr - tema k-s

aste, E = A= -ilhikmaatriks. Vaatleme rida

(2)
k=1 k=0
[e]e]
see on maatriksfunktsioonide rida ~I"BACx) * milles B"(X)-

——— . Maatriksi normi omaduste pohjal |JALCU U i k ja

€ k =1,2,...) =
k! k! k1

Seega on rida (2) igal Idigul |x |4 M majoreeritav koondu-

va arvreaga



ME .. £2- flU |
lel +Y -z 18 -1+ Y- .
[ [ ] =znnns r
k=1 K o K
Siit jareldub teatavasti, et rida (2) koondub Uhtlaselt 106i-
gul Ix 14 M . Rea (2) summat nimetatakse eksponentmaatrik-

siks ja tahistatakse e%A

00
B V] @"
k=0 K-

nimetus ja tahis tulenevad sellest, et n = 1 Kkorral (siis
A on reaalarv) esitab rida (21) eksponentfunktsiooni e!x
astmerida.

Kuna rea (2") liikmed on pidevad ja rida ise koondub
Ghtlaselt igal 16igul |X ]|~ M , siis on maatriksfunktsioon
e3* pidev sellel Idigul |z |~ It , M suvalisuse tdttu aga
ka kogu reaalteljel -o00<x<o0o0.

Rea (2%) liikmed on pidevalt diferentseeruvad; rea liik-
meti diferentseerimisel saame rea

V - xk_1Ak V" OOA o+l
m?2 . - rr- -

mis on samuti igal I6igul |x] zZ M majoreeritav koonduva

arvreaga (nimelt reaga N -— - = fﬁrgl - jgnﬁ&%n—

dub seetdttu iUhtlaselt. Jarelikult esitab see rida e tu-

letist:

"
Joxant N GRETT e tA
< > => —Vv— =A2 ~v—~ =hle
1=0
m yA _ ; ; ~ _
Nagu naha, rahuldab e maatriks-diferentsiaalvorrandit
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YY" = AY { maatriksfunktsioon on selle vérrandi re-
gulaarne lahend, sest x = 0 korral e = E ja det e® =
=det E i 0 . Sellega oleme tdestanud jargmise tulemusel:

Teoreem 1. Lineaarse homogeense konstantsete kordaja-
tega diferentsiaalvdrrandite sisteemi (1) fundamentaalmaat-
riks on ¥ (x) = €3

Teoreemi 2 ptk. 111, &8 pdhjal on sisteemi (1) uldla-
hendiks y=e” C* kus C on suvaline konstantne vektor.
Muuhulgas, l&bi punkti (0,y<) kulgevaks erilahendiks on
y(x) =e”y0 . Toepoolest, y(0) =eoA .y< =Ey*< =y°,
m.o.t.t.

Teoreemi 3 ptk. 111, &8 pdhjal on iga konstantse regu-
laarse maatriksi C korral sisteemi (1) fundajnentaalmaatriks
ka maatriksfunktsioon e)l%:. Fundamentaalmaatriksi veeru-
vektorid on teatavasti erilahenditeks, mis moodustavad fun-
damentaalsisteemi. Seega on silsteemi (1) erilahendite funda-
mentaalslsteemi leidmiseks vaja valja kirjutada maatriksfunkt- -
siooni e2* vB8i e”C veeruvektorid (regulaarse maatriksi
C me valime jargnevas nii, et see valjakirjutamine oleks vd@i-
malikult lihtne).

Meil l&heb edaspidi vaja jargmist abitulemust:

Lemma 1. Kui maatriksid B ja C kommuteeruvad (s. t.
kui BC= CB) , siis e0*0 = eB. e .

Tdestus. Eksponentmaatriksi definitsiooni ko-

haselt

1 Olgu margitud, et juhul, kui slsteemi kordajate maatriks
A(x) el ole konstantne, ei kehti uldiselt analoogiline tulemas.
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eB = - e =7 - ,
£6 11 jTo J°
millest
5 M.y Fy-" B

i M B % b

Teiselt poolt, kommuteeruvate maatriksite korral kehtib New-

tonl binoomvalem

RO L L A —— dtokel = X - vidi
i=o 11 f4i=k 11
mistottu
-B+C
r - bV :
ir0 k! teo ivFk 113!

Vorreldes seda eB’-e'C eespool leitud avaldisega, Saamegi

meid huvitava seose eB+" e®eC

2. Meenutame mdningaid mbisteid ja tulemusi algebrast.

Maatriksi A omavaartusteks nimetatakse reaal- v0i
kompleksarve v\ = Aj , mille korral vérrandisusteemil
AC =J1C on olemas mittetriviaalne lahend C =
= ,00) . Maatriksil A on parajasti n omavaar-
tust A p A n (nende hulgas vdib olla ka vord-
seidj naturaalarv n on maatriksi A jark) ja nad on al-
gebralise vorrandi

det (A -J1E) =0

lahenditeks. Lugeja paneb tdhele, et viimane vdrrand ei ole
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midagi muud kui sisteemi (1) karakteristlik vdrrand (vrd,
(7 59))- Niisiis on raaebriksi A omavaartused parajasti
susteemi (1) karakteristlikeks vaartusteks.

Algebra kursuse uks tdhtsamaid teoreeme véidab, et iga
maatriks A on esitatav kujul A = PJP~\ kus P on min-
gi regulaarne maatriks, J aga jargmise kujuga maatriks

(maatriksi A Jordani normaalkuju):

>1 ~ 00 ...0 0
0 AMS2 00 O

0 0 o ... Nn5mm
o 0 o... 0A*
siin on A p A3,..., A n maatriksi A omavairtused,

=0 vOi 1 . Tapsemalt, J on esitatav kastdiagonaal-

maatriksina

j2

o

mille iga kastikese

A10..00
o4 1 ... 0 0
Ji = Ji (1=1,2,...,5)

o o
o
o o
o P
B L
1
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peadiagonaalil on (ks ja sama (kordne, kui J~ jark > 1)
omavaartuc , kdrvaldiagonaal aga koosneb Uhtedest.
Ji

iga oraavaartus asub

Maatriksi A ahemalt iUhe kastikese

peadiagonaalil, v0ib aga asuda ka mitme kastikese peadiago-

naalidel. Kastikene vOib olla ka esimest jarku: =

= A Naiteks, kui kdik maatriksi A omavdartuse®d on
i

lihekordsed, siis on kOik kastikesed esimest jarku, s. t. J

on diagonaalmaatriks. (Kuid kastikesed vdivad olla esimest

jéarku ka kordsete omavéartuste korral - sellisel juhul

vastab kordsele omavaartusele mitu kastikest.)
on nidd konkre-

Vorreldes J esimese kirjutusviisiga,

tiseeritud, millised arvudest S i (@ =1,2,...,n-1) on
vordsed nulliga, millised lhega.
3. Kuna (PJP“1)* = PJMP“1 (naidata seda, nditeks in-
duktsiooni abill), siis
exl . Y _y N p-1
fe k! *fcd *
o° 1_8XJ.1
=p(V -y W = p&Ip
k=0 k!

ning koos maatriksiga e
maatriksiks ka e~”P
ja kirjutada sisteemi

- maatriksfunktsiooni

= Pex™ .

on sisteemi (1) fundamentaal-

Meie ldppeesmargiks on val-

(1) erilahendite fundamentaalsiisteea

PexJ

v eeruvektorid.

siooni ex<t e

Selleks peame eelnevalt uurima maatriksfunkt-
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IImselt

0 0
0 J2 0
O O O
mistottu
i7
1 O o (@]
c-— Irl
k= K1
00 xkJk
T=" o 0
K
xJ
fe K!
oo K K
0 0 0
e - <k
.)<||-O v $
xJ,
e 0 0 o]
0 elJ2 0o ... 0
0 0 0
Olgu maatriksi ~ jark r. . Esitame Ji summana
. X (1
Ji = ¢ E1*

tk]
Siin on EN r”-jarku dhikmaatriks, E i aga tédhistab maat-

riksit, mille saame Uhikmaatriksist E~ , nihutades peadia-

gonaalil olevad hed k koha virra paremale (ja kirjutades

mujale nullid), nii et muuhulgas
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[

Kuna maatriksid

1 O... n o
(@) Oo... O 1
o O... O o

1
> ja >F_‘L] kommuteeruvad (Uhikmaut-

riks kommuteerub iga maatriksiga), siis lemma 1 pdhjal
1 _ [1]
xJj I xE.+xE.[] Aj'l'XEI
e 1=¢ 3 1 =-e
AJixE. Aj,x
Kuid e = e E”  (tbBestada!) ja ue s-iae
Ul
s .
Ji - e AjIX.e
Vahetu kontrolli abil veendume, et (EM) = EI™ (k=1,2,...).
li
K] >l
Et aga K> r™ korral =0, siison e 1 reaks-
arenduses vaid l1dplik arv liikmeid ning
. /i-2 Ji-1
¥ 3t P CIT-TY! Tr.-TTr

rs -2
X X

Crii-yTT (rViATT

O O O
O O O
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Niisiis

1 x X 3 X i1
T = r.—/\.z)}
ri~3
o 1 x X X ra=2
2r Toy-3)!
(03 1
0 o0 o

Nutd on meil maatriksfunktsiooni eXJ kuju taielikult
kirjeldatud: exJ on kastdiagona.ilmaatriks, mille diagonaal-
X xJ, xJ
e

kastides asuvad maatriksid e ,
ja leidsime. Olgu p1, p ,-.., P n nmaatriksi P veeru-
vektoriteks. Parast moningat jarelemdtlemist veendub lugeja,
et maatriksfunktsiooni PeJrT veeruvektoriteks, seega aga ka

elisteemi (1) erilahendite fundamentaalsiisteemiks on:

I xp 4 y

ANCOATIE /v A 1 v1? s ® Ml rj
Y e 1 (TpryTp*+ I'c™Ir'p "+ ece+ Xp P ).

)/'1+1 Jnx VvV 1
= P

?,+2 Aj X ,+1 r,+2

1 == 1 xp 1 +D )

mnd2 Ajx, /72-1 ri+l /2“2 ri+2 F1+r2-1
\% ® (TTPNTP  +UW -Plip  URP

HTA?)
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Siin vastavad erilahendid vy 1,9 . yr1 kastikesele J°,

. . r,+1 ri+2 ri+r? i )
erilahendid y , Vv , Y kastikesele J2 jne.

Nagu selgus, soltub fundamentaalsiisteemi moodustavate
erilahendite kuju oluliselt sisteemi (1) kordajate maatriksi
A Jordan! normaalkujust J . N&iteks, kui J on diagonaal-

maatriks, s. t. kui kéik kastikesed (s=n) on

esimest jarku, siis on erilahendite fundamentaalsiisteemiks

i = e Al-2 P 4 (i=1,2,...,n); meenutame, et selline olu-
kord on vbimalik ka kordsete karakteristlike vaartuste kor-
ral.

Uhtlasi naeme, et erilahendite fundamentaalsiisteemi
leidmise Ulesanne taandub Gldjuhul puhtalgebralisele Ules-
andele: on vaja leida maatriksi A normaalkuju J ja maat-
riks P selline, et A= PJP"™" _ Maatriksite J ja P
alusel on kohe vdimalik vélja kirjutada erilahendite funda-

mentaalslsteemi.



&11. LINEAARNE MITTEHOMOGEENNE DIFERENTSIAALVORRANDITE
SUSTEEM.

1. Vaatleme lineaarset mittehomogeenset diferentsiaal-
virrandite slsteemi
yi = ail™x?y1+al2~xMy2+**" |ginx yn+@i~x~  (1*1*2,...,n),

mille kordajad ald(x) ja vabaliikmed gi(x) (i,j=1,2,.,,"n)
olgu pidevad vahemikus (a,b) . Kirjutame sisteemi ka vek-

torsimboolikas:
y'= AX)y + 0(x) . (€]
Teoreem 1. O0Olgu vektorfunktsioon §} slisteemi (1) min-

giks erilahendiks ja moodustagu vektorfunktsioonid u 1,)/2,

.., Y n vastava homogeense siusteemi

y' =
erilahendlte fundamentaalsiisteemi. Slsteemi (1) dldlahen-

diks on siis

= 4

1
y= vy + (Ci,...,Cn - suvalised konstan-

Tdestus. Teoreemi tingimuste kohaselt §>I:

=A(X)y + g (X)) ja (yl)" = A(x)yi , mistdttu

n mn
y'=y 14 ci(yDhf =AX)Y +gU=>+21AACX)yi=

n
=a) [y +& Y +9 =AY *9 m
i=
s. t. y rahuldab sisteemi (1). Naitame, et tema koosseisu
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kuulavad kdik siusteemi (1) erilahendid. Millise erilahendi
y 1 me ka ei valiks, on vahe Y1 -y hcmogeen:;e sisteemi

(2) erilahendiks, sest

(yl-y)=(yl’-y* = A.XYy1+0) - (A(X)y +g) =

=nea(y1-y).
Teoreemi 2 S 8 p6hjal avaldub homogeense sisteemi (2) erila-
hend 91 —i} kujul 91 - 9 = Al I)'/ , Kkus ! on
i-1 n

mingid fikseeritud konstandid? Siit y 1 =y + thy ,
. 1 4. i-1
o )3 sisaldub Yy av.4ld.ises, m.o.t.t.

Teoreem 1 ori tdestatud. Seda teoreemi vOib lihidalt
sBnastada nii: mittehomogeonGe siusteemi uldlahend avaldub
mingi erilahendi ja vastava hgmogeense slisteemi Uldlahendi

summana. Tdepoolest, Yh ~~ ~iY1l on teoreemi 2 88 piib-
i
jal homogeense siisteemi (2) uldlahendiks.
Kui homogeense sisteemi (2) erilahendite fundamentaal-
slisteem y \ y* »eee» VW[ 011 1ei tud, si i.3 on mittehomogeen-
se sisteemi (1) uldlahendit voimalik leida suvaliste konstan-

tide varie\erimise meetodil (e. Lagraﬂge "i meetodil): hoino-

geense susteemi uldlahendis Y~ C.~Ay 1 asendame suvali-
i =1
sed konstandid C.1 funktsioonidega G.l(x) , Mis maarame
n
nii, et y Cr(x) y 3 rahuldaks siisteemi (1). Naitame,
=1

et see on alati teostatav. TOepoolest, sisteemi rahuldamise

tingimus Y = A(X) y + 0 (X) on taidetud, kui
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i . n n
Y* o+ nr GLOO(YL)e A()2_Ci(x)yi + g (K) .

i-1. i=l 1=1
KUjd
n _ n n
2~C. ((yAd CiI(OX)AMX)YL=AX)V-Ci(x)yi
i-Vi 1=1 =

J; parast sarnaste liikmeto koondamist saame
n

z_ Y ~ry 1 =9 Cx)
i=i

ehk komponentide kaupa kirjutatult
q(x)7J3 + CA(X)y2 + ...+ -n(MyJ = Bix)  (J=1,2,...,n).(3)

See on algebraline vdrrandisiisteem CE£(Xx),...,CMN(x) maara-
ajiseks. Siusteemi determinant erineb ira x e (a,b) Kkorral
nullist, sest determinant iks on (homogeense sisteemi) line-
aarselt sGltumatutele erilahenditele Y Y "N * eee* Y [] vas-
tav .Vronski determinant (vt. teoreemi 1 5 8). .Jarelikult on
slsteem (3) uheselt lahenduv. Leidnud tema lahendi
CI(x) = cpi(x) (i=1,2,...,n) ,
seejarel al0a funktsioonid

Ci(x) = \]qqoi(x)dx +6i o (i=1,2,...,0) ,

saame susteemi (1) uldlahendiks
n n

VB Ly oL

Siin y= (J:Cpi(x)dx)yl on sisteemi (1) erilahendiks,
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Yy = Yy~ aga vastava homogeense sisteemi (2) uldla
1=1

hendiks.
Naide, yl=12z, z*¥ = -y + cos X - Vastava homogeense

slisteemi y* = z, z" = -y {(ldlahendiks on

yh = CjCos x + C2 sin x ,

z = -C-"sin x + C2cog x
Mittehomogeense sisteemi UGldlahendit otsime kujul

y = CACx) cos x + CgCx) sin x ,

z = -C(X) sin x + C2(x) cos x =

Ststeem (3) otsitavate C-~(X) jJa CE(x) mdaramiseks on

Jérgmine:
Cl(x) cos x + CE(x) sin x =0 ,
-CE(x) sin x + CE(x) cos X = ¢c~—-
Siit C{(x) = - 88gf , CE(Xx) =1 ning

C~ACx) = Injcos x I+ Cr, C2(X) = x ¢ C2

Seega on vaadeldava mittehomogeense siisteemi Uldlahendiks

Y= cos x Injcos x| + x sin x + cos x + C sin x ,
z = -sin x Injcos x I -tx cos x - C* sin x + C2 cosS X .
2. Esitame konstantide varieerimise meetodi ka funda-

mentaalmaatriksist lahtudes. Olgu Y(x) sisteemile (1) vas-

tava homogeense silsteemi (2) fundamentaalmaatriksiks. Siis on



siflteemi (2) uldlahendiks (vt. teoreemi 2 88, ptk. Il1l)

Yb =Y C > kus C on suvaline konstantne vektor. Sistee-
mi (1) uldlahendit otsime kujul y =Y C , kus C = C®X)
on vektorfunktsioon, mille maarame tingimusest, et sisteem

(1) oleks rahuldatud, s. t. tingimusest
(YC) “=a(x)Yc + 9(x)
Kuna fundamentaalmaatriks Y rahuldab maatriksdiferentsiaal-
vorrandit Y = A(X)Y , siis (Y C)mY CMYC = A(X)YC+
+YC*" Parast seda asendust ja sarnaste liikmete koondamist
on C(x) maaratud vdrrandiga
YC'=¢g
Xyn/-1
siit &G YA ja C(X) = JXY s)g(s)ds + C, kus C

on suvaline konstantne vektor. Sisteemi (1) tldlahend avaldub

kujul
Mx
y =Y (X) J Y “1(s)g(s)ds +Y (xX)C , 4)
X0
° Ix i
kus 'y = Y Cx) J Y—-~(8)9 on s”steeml (1) erilahen-
diks, =Y (x) O aga vastava homogeense sisteemi (2) uld-
lahendiks.

Uaarame suvalise vektori C vaartuse nii, et integraal-
kéver kulgeks l&abi punkti (x0,y<) . Selleks tuleb Uldlahen-
di avaldises (4) votta x = xQ , Y=y =T

Y° = Jr0o* + ¥(x0)C
Kuna ilmselt YCX0) = 0 (integreerimisrajad on vdrdsed),
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siis Y ©s Y(xQ) C » millest C= Y -1(x0)y= . Sel-
lega oleme tlestanud jargmise tulemuse:

Teoreem 2. Sisteemi (1) lahendiks, mis kulgeb labi
punkti (x ,y<) » on vektorfunktsioon

y:¥(x)foY Ae) 9 (s)ds + Y (X)) Y-1(x0)y= , (49
X0

kus Y (x) on homogeense sisteemi (2) fundamentaalmaatriks.

Kui y< vaadelda suvalise konstantse vektorina, siis
on (4°) siusteemi (1) uldlahendiks.

Vaatleme 18puks veel konstantsete kordajatega mittehomo-

geenset sisteemi

Y =Ay + ) . ®)
Vastava homogeense silsteemi y != Ay fundamentaalmaatrlk-
siks on Y (x) =e”™ (vt, § 10.1). Et maatriksid xA ja

—xA kommuteeruvad, siis lemma 1 &10 pbhjal

el4 = 0iA+(-iA) = e== £ (

s. t. (e*4) 1 - e"14 . Analoogiliselt e** e~B~ =

tA —i A (X=X0)A
~ O = ¢

e e ning avaldis (4 9 votab kuju

y= el J e-aA 0 (s)ds ¢ el e 0 y= =
X0
J e(*-e)A q (e)ds + e<x—-"Ayo
X0
Teoreemist 2 saame niud jargmise tulemuse:

Teoreem 3. Lineaarse mittehomogeense konstantsete kor-

dajatega diferentsiaalvorrandite sisteemi (5) lahendiks, mis
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taHgob l1&bi punkti (10,y=) , on vektorfunktsioon

T <x-s)A
Y =1 6 ~n(s)ds e
(@)

(X_Xo)Ay°

§12. LAHENDI SOLTUVUS PARAMEETRITEST.

1. Vaatleme diferentsiaalvdrrandite sisteemi

= N (O>0Y20NR* eeenYmp THiy T ****f4nr A = t
mille paremad pooled sdltuvad peale sOltumatu muutuja x ,

otsitavate M»»21**»YT1 veel parameetritest

m . Vektorsumboolikas on see susteem:
y'=f(*.y .p) . (1)
kus J4 = (p*It 2,..., jJun) on parameetrite vektor (edas-

pidi nimetame teda lihtsalt parameetriks). Kogu kaesoleva

paragrahvi kestel eeldatakse, et d(X,y,f4) jJa
1H) on pidevad (Xx,y ,j4)-ruumi piirkonnas
(x,y)6 D, . )

kus D ja DJ4 on mingid piirkonnad vastavalt (x*y ) J@
|4-ruumis.

Fikseerides ajutiselt |»|€D , muutub sisteem (1)
normaalseks diferentsiaalv@rrandite sisteemiks, mis rahul-
dab teoreemi 1 &5 nbudeid. Jarelikult kulgeb l&bi antud
punkti  (0»¥<) ® ® parajasti Uks integraalkdver. Para-
meetri |4 erinevate vaartuste korral on dldiselt ka need

integraalkOverad erinevad, sest parameetri muutmine muudab
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sisteemi (1). Teiste sdnadega: punkti (O0»Y<) labiv inte-
graalkdver soltub parameetrist . Me tahistame seda inte-
graalkOverat y (x,]4); punkt Cx0,y<) G D , mida

labib iga |dieD|]A korral, Jaab jargnevates arutlustes kogu
aeg FTikseerituks.

Meid huvitab eeslkdige kusimus, kas Yy (x,|4) soOltub
parameetrist p pidevalt. Vastus on jaatav:

Teoreem 1. Sisteemi (1) lahend vy (x,”] ) on pidev kui
mitmemuutuja funktsioon kogu (x,J4 )-ruumi piirkonnas, milles
ta on mééaratud.

Selle teoreemi asemel tdestame allpool mdnevdrra tuge-
vama teoreemi 2. Paljudes rakendustee vajab vastust jargmine
kisimus. Olgu teada, et parameetri "4 mingi vadrtuse p <
korral on lahend y(x, 4<) mé&ratud mingil 13igul La»b]»
kas Y (X, p1) on md&aratud samal 16igul [a,b], kui |41
erineb p< -st véahe? Ka selle kisimuse vaatus on jaatav:

s teoreem 2. Olgu sisteemi (1) lahend y(x, <) maara-
tud 1digul [a,b] . Siis leidub selline arv 8 >0 , et

yv(<,|l4) on maaratud ja pidev (kui mitmemuutuja funktsioon)

hulgal
A  a”~x”"b, 14 ““p= |"S.

Veendume, et sellest teoreemist tdepoolest jareldub
teoreem 1. Kui (x*,74”) on punkt Yy (<,[J1) mééramispiir-
konnast, siis leidub kullalt vaike 18ik [a~b~, millel
y(<, L) on maaratud, kusjuures x1 bj* . Teoreemi
2 pohjal on y(x,]4) pidev hulgal al”™ x b1l

muuhulgas ka punktis (x",y , m.o.t.t.
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Enne teoreemi 2 tdestuse Juurde asumist teeme veel lihe
markuse: Y (x5, p ) ja Yy (X, p©) erinevad vahe teinetei-
sest kogu I1d8igul [atbh] , kui vaid suurus |p 1l - =\ on

vaike. Téapsemalt,

lim max | x,W) - Y(x,U=) 1=0.
a"x6b y( 1) ( | )

Toepoolest, Vv (x,|4) kui kinnisel hulgal 4 pidev

funktsioon on sellel hulgal Uhtlaselt pidev: iga 6 >0
jaoks leidub selline (6,) , et

1Y (xa’ HI) my (i 2V9) I<e’
niipea kui | - XM ¢ 1 - M21I<r™ (Cx1?U 1),0.1R)EN ).
Muuhulgas, kui | siis iga xel[a,b} korral

1Y (x,1)) - y(x,34=)J<b , m.o.t.t.

Teoreemi 2 tdestus. Me naitame, et

killlalt vdikese 8 > 0 korral on integraalvdrrandi
X

Y =yo+ | {(x.y.p)dx 19
X0
lahend adaratud ja pidev hulgal [, . Kuna integraalvdr-
randi (1") lahendiks on parajasti y(x,]4) (vrd. teoree-
mi 1 85 tdestuse 2. etapiga), siis teoreem olekski sellega
toestatud.

Integraalvdrrandi (1*) lahendi uurimiseks lahendame
selle vdrrandi interatsioonimeetodiga, vOttes alglahendiks
Y Col<):

Yy, 14) =y x,p<) ,
y10614) = y= + I X(X, y= (x,p),»)dx ,

X0
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y2(x,p) = Y° + J T (x,y1(x,34),7 )dx ,

X0

y k+1(x,j4) =y 0 + J**I (x,yk(x,p),J4)dx ,

Lugeja pani kindlasti t&hele analoogiat teoreemi 1 85
ptk. 11l tdestusega; see analoogia jatkub edaspidi. Juhti-
gem siis tdhelepanu ka monedele olulisematele erinevustele,
vOirreldes teoreemi 1 85 tdestusega. Esiteks - meil ei ole
vaja tdestada lahendi olemasolu ja lhesust, sest see kisimus
on meil antud juhul selge. Kogu konstruktsioon on vajalik
vaid selleks, et lahendite Y (x,|4) abil uurida tapse la-
hendi omadusi (mille olemasolu ja Uhesus on juba ette garan-
teeritud). Teiseks - erinev on algldhendi valik iteratsi-
oonimeetodis. Tehtud valik peab kindlustama, et kdik l&hen-
did oleksid mdédratud hulgal ; tehniliselt muutub tées-
tus sellega mbnevdrra keerulisemaks.

Anname ette mingi arvu > 0 , mis oleks kullalt

vaike selleks, et kinnine
hulk

R: a”x4b,|l y-y GpI)lb
asuks taielikult piirkonna
D sees (vt. joon. 2; .joo-
nis vastab juhule n = 1).

Kogu tdestuse pdhiras- Joon. 2.

kus langeb jargmise vaite
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péhjendamisele: killalt vdaikese 8 >0 korral on interat-
sioonimeetodiga leitud lahendid y k(x,j-t) madratud Ja

pidevad hulgal O , kusjuures

YK IIM B (k*0.1.2,..) @3)

ning rida

Yy (X,p) +21[Yy KHAY) - ®
k=0

on hulgal O majoreeritav koonduva arvreaga. (Vdrratust
(3) vdime lugeda ka nii: y k(x,]4) ei valju (z,|I1)CA
korral hulgast R.) Likates selle vaite tlestamise pisut
edasi, vaatame, kuidas viia teoreemi tdestust I8pule.

Rea (4) osasummade Jadaks on parajasti lahendite Jada
y k(x,p) (=20,1,2,...). Et rida (4) on hulgal A majo-
reeritav koonduva arvreaga, siis see osasummade Jada
v (X,Ju) koondub Uhtlaselt hulgal & . Seetdttu on piir-

vaartus

yvA,8) VvV iy kdd,t=
ka hulgal & pidev (vektor)funktsioon. Edasi naitame téies-
ti analoogiliselt nagu teoreemi 1 85 tdestuse 4.etapi 106-
pul, et see piirvadartus vy (x,p) ongi integraalvérrandi
(1% lahendiks, s. t. vy (x,p) =y(x,]4) . Niisiis on
integraalvdérrandi (1 lahend vy (x,|4) pidev hulgal 4 ,
Uko# T »
Teeme mdned ettevalmistavad mérkused lahendite
y~(x,]4) kohta kaiva vaite tdestamiseks. Olgu S> 0
krllalt vdike arv selleks, et |]|*.- korral
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edaspidi me asetame S -le veel Uhe kitsenduse, mis vdib
teda veelgi vadhendada. Korrates teoreemi 85 tdestuse
1. etapi arutlusi, veendume, et N(XL,Y *) rahuldab kin-
nisel hulgal (x,y)eR , |p - muutuja y jargi
Lipschitzi tingimust, s. t. (x,y*) CR (G = 1,2) ,
lyyo-"0nekorral

INCx.y1,M) - [(X,y2,J4)U Nl y1l —y2] (N=const). (5)

Edasi, ~ (X, Y (x, |4°), ), kui kinnisel hulgal A4 pi-
dev funktsioon on sellel hulgal Uhtlaselt pidev. Muuhulgas,
kui 1 - JA<] on kullalt vaike, siis iga x G [a,b] korral

» » -N(b-a)

If y(.Uu=).p) - -(6)
Edaspidi loeme, et S >0 on fikseeritud nii vaiksena, et
(6) peab paika hulgal A . (On voimalik, et see tingimus
vahendab ,8 esialgset vaartust, mida vaatlesime eespool.
Meile on tahtis, et vOrratus (5) jaab sealjuures kehtima -

véahendaunisel me kitsendame. vaid hulka, mi!l_lel seda vor-
ratust rakendatakse.)

Teoreemi eelduste kohaselt on alglahend vy °(z,|4) s
= vy (X,"4=) mdaratud (ja endastmbistetavalt ka pidev) 18i-
gul [a,b] ehk vaadeldes teda kui argumentide x ja 14
funktsiooni - hulgal 4 ; yl(x,?)) avaldisest jarel-
dub, et ka v 1(x,]4) on mé&ratud ja pidev hulgal il

Lahutades y(x,”1) avaldisest samasuse
X

Y (x,1*°) =y° + \] f.(x,y (x,p°), J4°)dx ,
X0

leiame, et (x,'4) G A korral



lyrx.p) —y (X,]4°) I =1 F[f (x,y (x,]14°),34) -

{0,y (<, PT). P} dXIMJ Iy (<,Pp 7).P)-
xo
-f(x,y (i,H7), p9) 1 XI<. b dx

=47, X -x de-(b-a)<p f

=2 t. Yy (x,p) rahuldab tingimust O). Kuna y(x,|4°) =
= y°oC,4) | saame siit iUhtlasi hinnangu rea (4) teise

liikme jaoks:

- YT (x,y»)U p e’N(b'a); ((x,p)cA) . ™
Selle, et y\x,p ) rahuldab tingimust (3)» vdime tei-
siti kirja panna nii: (x,][4) € O korral (x, Y8EXxX,»)) € R
Siit Ja yP(x,p) avaldisest Jareldame, et ka yz(x, D
on eddratud Ja pidev hulgal A . Sealjuures (xlo)0 A
korral X

ly2(x,p) -yl1(xt®*)] =1 *, y 1(x,]14),34) -

SFOGY S OGN <AU T GF G y 100 1m.9% ) -
X0 X
- A, y= (L p .U dx I N jd yux,p) -

0 X
-N (b-
e oolayax £ N | dx

A-NCb-a) N,1ffil ~ e-N(b-a) N(b_a)jp

ning
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Vy2(x,p) —y(xfla°) 1= |[y2(x,"4) —yl(x,"4)] +
+[y1(x,p) -y=CGP)IE M Fy2(x,p) -~y 1(x,nN) 1o+

+lyl(x,p) -y=(x,j4)] 4 P>-e-N(b"a) [ I+N(b-a)] <

< p,9-B<b-an Nfoa?* = (S ,
k=0
s. t. ka )/(%}<JLD rahuldab tingiaust (3). See vdimaldab
labi viia analoogilised arutlused y~(x,p) Jaoks jne.
Rakendades tdestuseks induktsioonimeetodit, oletame, et
y &(x,|4§, y(x,14),.---, )/L(X,AA) on maaratud ja pidevad
hulgal A , rahuldavad tingimust (3), kusjuures (Xx,)6/[,

korral

|yk+1(x,p) - yk(x,]14)] 4 pe"N(b“d) -—"- -

k=1, 2, e1) a

(k=0 ja k=1 korral oleme selle voOrratuse kehtivust naida-
nud - vt. (7) ja (70)» Haitame, et samad omadused on siis
ka lahendil y~+1(x,]A), kusjuures (7") kehtib ka K=
korral .

Tdepoolest, selle, et yI (x,14) rahuldab tingimust (3)
voime kirja panna nii: (x,p) G A korral (x, yf(x,]4))eR
Siit ja y*+1(x,"A) avaldisest jareldame, et ka y”™+1(x,|4)
on maddratud ja pidev hulgal A . Sealjuures (<,|4)& 4, kor-

ral

ly1+1(x,p) - yUx.p) = 1J [ £x, y\x,p).p) -
*0
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-f(x,y “-I(xIt.) ,r )Jto| SK| J* I y'cx.fO./"-icx, || dk

swar-N(b-a) NPT & N
<Nre r—=tmn 1J 11 -101 1tol=
X.

i R
, jie‘N(b~a)“'\-‘J'->§?<z'1,
s. t. (7") kehtib ka =t korral. Edasi,
lyltid,M) - y(1-|_g°)1=1kx [y ktl(x-M) my lcses|*J0
=0
ning (7") pdhjal leiame, et gx,u)E,ﬂ, korral
1
|y, |») - YO<PP)I1Z JE IyrCx.Fj) - yk(x,™)U

N1 pB'H<b' @) tlk*7a™ < p«_H(b—-a)jr P .
k=0 k=0
3. t. Yy M10 |3 rahuldab tingimust (3).
Induktiivne oletus osutus Oigeks. Jarelikult kehtib
hinnang (7") iga k=0,1,2f... korral ning rida (4) on hul-

gal A majoreeritav koonduva arvreaga

ly°(x,p)l + J~ pe-H(x-a) Ay s(x.r) b+ i

valde lahendite vy k(x,]A) omadustest on tdestatud.

Koos sellega on tdestatud ka kogu teoreem 2.

2. Kdesolevas punktis uurime lahendi ~ (x,]|4) cLife-
rentseeruvust paJfameetrite 2**xxxpr g Jfirgie Me
vaatleme diferentseeruvust ainult N jargi; endastmdis-
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tetavalt kehtivad taiesti analoogilised tulemused ka vile-*
jaanud trite jaoks.

Teoreem 3. Kui funktsioonil ~(x,y,|4) on piirkon-
nas (2) olemas pidev osatuletis N jargi, siis on ka la-
hendil y(x,”4) olemas pidev osatuletis p " Jéargi
(—u ﬁ;f on P*~dev kui “itme muutuja funktsioon (x,u %
ruumi piirkonnas, milles Yy (x,]4) on méératud).

Tdestus . Vaatleme kahte lahendit Yy (x,JA) ja
y(x,|4) , mis vastavad parameetrite vaartustele 14 =
= (FII»T12»*  *»N«) Ah*1 2% kus h
on mingi absoluutvaartuse poolest vdaike nullist erinev arv.

Moodustame funktsioonid
U(x,p,h) =Y (%jl) -y(x,JA), Z(x,]4 ,h) = U -®)

Me peame naitama, et eksisteerib piirvaartus
"aycx.u)
lim Z(x, U ,h) = —————
h-»o 1 rn
ja et see piirfunktsioon on pidev.

Kuna
YO,KB) = MULy 6<.14).Pp), yT(X,J4) =7(xy(x*1),p),
silis
U(x,J4,h) = f (x,y (x,]14),p ) (x,y (X,14),M) .r (9)
Jargmise sammuna tahame teisendada seda vahet Lagrange”i
lause pdhjal. Kahjuks ei ole Lagrange’l lause vektorfunktsi-
oonidele vahetult rakendatav ja me peame vahepeal ile minema

komponentsumboolikale. Lagrange®i lause po6hjal iga 1=

=1,2,...,n korral



fi(xiy (x,p).p) - fi/x.y (x,]4 ;f]4) =

kus

ponent;

h 0 , siie teoreemi 1 p6hjal (vt. U(x»|4,h) definit-
siooni (8)) U (x,]4,h) O, see aga tdhendab omakorda, et
avaldises (10) l&henevad osatuletiste argumendid punktile
X Y&, 14).14) . Osatuletiste pidevuse tottu saame avaldi-
se (10) esitada kujul

fL(x,y (x,]14),5) - "(x.y (x,p),J4) =

(10%)

kus "Y (X, ]*,h) Jja T 1 (xf4 ,h) on mingid pidevad funkt-

PGhjus, miks Lagrange*i lauset ei saa rakendada vek-
torfunktsioonidele, seisneb selles, et arvud (1=1,2,...,n)
on tuldiselt erinevad.

Mérgime ka, et Lagrange®"i lauset on vdimalik rakendada
vaid siia, kui kdik X, vy, p ).pja &, y(&x,p ),) vahe-
lised punktid kuuluvad piirkonda (2). Viimauie tingimus on
téidetud, kui lubame argumentidel ><p1th muutuda vaid kil-
lalt vaikeses piirkonnas.
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sioonid, sellised, et h *5O korral |7 (x»4 ,h)|-*-0,
Jfr(x,p,h) — O . Po6d6rdudes tagasi vektorsimboolikale,
voime (107 Umber kirjutada nii:

f (x,y x,f4),p) - £0<,y(<,"A).10) =

-0 ¢ TCxp-b>] nu .j».« +
+ f * TP>x/"*>] b e <107>»
kus P(x,J4 ,h) on maatriksfunktsioon elementidega

TTij(x* *k) *a 7P*(x*J*»b) on vektorfunktsioon komponen-
tidega "yi(x,M,h) . Eelneva pdhjal

||_(x, ] %0 , pCclgLh) | -*-0 , kui h 0. (1)

Nuud leiame (8), (9) ja (10m) abil, et

Z Tx,p,h) =1 * [T (x,jAeh)I*(x, |«,h) +
CAL(x,y (x,M),14) - . 1
+L N + TP )

\

Nagu naha, on 3 (x,]A,h) lineaarse diferentsiaalvdrrandite
sisteemi lahendiks, mille kordajate maatriks ¥y A

A
+ T (x,y ,h) ja vabaliige ’ if0j|*i +*y(;<],|4 ,h)
on pidevad ja sSltuvad pidevalt parameetritest p ja h.
Parameeter h vo0is sealjuures omandada absoluutselt vaikesi
vaartusi, valja arvatud vdartus O . Kuid (11) tdttu sai-
litab siisteemi (12) parem pool (ja selle osatuletis 2L jargi)

pidevuse, kui lubame parameetril h omandada ka véartust

h =0 , defineerides I (x,p,0) §0 , O0Yx,|4,00 =0
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Kune 'y (x,14) Ja Yy (x,”4) labivad Uhte ja sama
punkti  (xo,y<) , siie h * 0 korral

Yot 1) 2 SCHARA- 1 = X h?//o" =0.

s. t. X(x,"4,h) kulgeb h / O korral labi punkti (xQ,0);
tahistagu Z (x, ,0) sisteemi (12) seda lahendit, (mis vas-
tab parameetri h vaartusele h = 0) ja labib punkti (xQ,0).

Nutud siis on 2 (x,]4 ,h) sisteemi (12) lahendiks, ais
iga ja h korral (muuhulgas ka h=0 korral) kulgeb la-
bi Ghe ja sama punkti (xQ,0) . Rakendades sisteemile (12)
teoreemi 1 tulemust, saame, et Z(x,|4,h) on pidev kui
muutujate x, |i ja h funktsioon. Jarelikult eksisteerib
piirvaartus

lim_ X(x,U,h = -i-. =72 (x,M,0
i X (x, Yy . (1, 0)

ja see piirfunktsioon on pidev, a.o.t.t.

Teoreem 3 on tdestatud. Toestuse kéigus selgus, et

byCx.Mm)
- 7 1 = Z (X,i,l-,O) on lineaarse diferenteiaalvdrran-

dite siusteemi

Ny *pi
lahendiks. Kuna Z  asendamisel lahendiga --—-----—-——-
saame paremale poolele pideva funktsiooni, siis on ka vasak
pool. s. t - - Ny pidev. Teiselt poolt, samasu-
se Y (x,]4) = "~ (x,y (x,J*),~ ) parem pool, aga jareli-
kult ka vasak pool, on pidevalt diferentseeruv jargi,

s. t. eksisteerib Ja on pidev ka osatuletls JL_

- 111 -



Kuna mdlemad segatuletlsed eksisteerivad Ja on pidevad, siis
on nac omavahel voOrdsed. Vdtame arutlused kokku:
Jareldus 1. ]#'eoreemi 3 eel'l -el eksieteerivad, on pi-

devad Ja omavahQl vdrdsed ka teist Jarku segatuletlsed

Kui funktsioonil ~ (x,y,|4) on piirkonnas (2) ka pi-
dev teist Jarku osatuletis p ”~ Jargi, siis on sisteemi
(12 ) paremal poolel pidev esimest Jarku osatuletis pJ~
Jargi. Rakendades teoreemi 3 tulemust susteemile (12%), saa-
me, et selle lahendil z = ? on olemas pidev osa-
tuletis Jargi. Siis aga on susteemi (1) lahendil
y(x,~]) olemas pidev teist Jarku osatuletis p " Jéargi.
Selliselt arutlusi Jatkates J6uame tulemuseni:

Jareldus 2. Kui funktsioonil ~(x,y,|4) on piirkon-
nas (2) olemas pidevad osatuletised y~ Jargi kuni Jargu-
ni K, siis on ka lahendil Yy (x,]4) olemas pidevad osatu-
letised l4  Jérgi kuni Jarguni K.

Meelespidamise kergendamiseks soovitame lugejal tahele
panna, et vdrrandislisteem (12") on lihtsalt saadav”drrandi-
sisteemist (1) parameetri A Jdargi diferentseerimisel,

kui asendada eisteeals (1) otsitav Yy lahendiga Yy (x,4)
§13. LAHENDI SOLTUVUS ALGTIUGIMUSTEST. STABIIIFiUS.

1. Olgu diferentsiaalvdrrandite sisteemi

®



maaratud ja pidevad (xfy )-ruuai piirkonnas D . L&bi iga
punkt* ~>OY )" ® kulgeb siia lahendi olemasolu ja thesu-
se teoreemi pdhjal parajasti Uks sisteemi (1) lahend; Be ta-
histame selle lahendi Y(<,>%0,y <), rdhutades sellega la-
hendi sdltuvust algvdartustest xo,y< . Illmselt
fo.vy T ) =yTr

Kas lahend soltub algvaartustest pidevalt? Sellele ki-

simusele vastamiseks teostame muutujate vahetuse
t=x-x0, * =y-y*<

Siisteem (1) omandab kuju

= f (t + xo* * +Y0) » (¢1)
y(x,x0,y<) aga laheb ule susteemi (1) lahendiks

X(t,x0,y=) = y(t + x0,x0,y0) -y= =y(x,x0,y<) -y*<

Sisteemi (1") kuuluvad xQ ja y< parameetritena ning sis-
teemi parem pool on pidev ja tal on pidev osatuletis Z jar-
gi. Teoreemi 1 812 pbhjal sdltuvad sisteemi (11%) (labi lhe
ja sama punkti kulgevad) lahendid pidevalt parameetritest xQ
ja y<=. Uheks selliseks, lahendiks on X(t,xo0,y<); see

lahend kulgeb iga *0»y< korral labi punkti (0,0):
Z(0,x0,y°) = y (X0,x0,y°) —y®° = ¥Y°—-¥Y° =0.
Kuid koos funktsiooniga "™»(*,x0,y ) on pidev ka
y(**0’YQ =* (bxoy’> +y° »
a. t. susteemi (1) lahend soltub algvdartustest pidevalt.
Edasi, Kui f(*,y> on k korda pidevalt diferent-
seeruv x jargi, eiis on sisteemi (1*) parempool KKko>
- 113 -
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da pidevalt diferentseeruv parameetri -xQ jargi ning jarel-
duse 2 812 pdhjal on sisteemi (1*) lahendil X(t,xo,y<) ,
koos temaga aga ka siisteemi (1) lahendil Y (x,xo,yo), ole-
mas K pidevat osatuletist xQ jargi. Analoogiliselt toob
~NX, y) E-kordne pidev diferentseeruvus y mingi kompo-
nendi M jargi endaga kaasa Yy (>o*0*%<) t-kordse pideva
diferentseeruvuse )y < vastava komponendi yj’ Jargi.

Olgu lahend Y (>0, <) maaratud mingil 1digul [a,b].
Teoreemi 2 812 pohjal™" leidub iga £ > 0O jaoks selline
S >0, et ly - y< |<S korral on ka VYV X, xXQ1y )

maaratud kogu l1digul [a,b] , kusjuures
1Y (x>0*Y0) - Y >y )< £ (a”x”"b)

Jargnevas punktis vaatleme analoogilist kusimust juhul, kui

y(x,x0,y<) on maaratud poolteljel [xQ,00)

2. DiferentsiaalvOrrandite teooria rakendustes pakub
suurt huvi jargmine probleem: kui Yy (Xx,x0,y<) on maaratud
pooltel jel [xo0,00) ning algvdartused y< ja y< erine-
vad teineteisest véhe, kas siis ka y (x,xo0,y<) on maaratud
poolteljel [xQ,00) ning kas lahendite Yy (x,xQ,y0) ja
y(x,x0,y<) erinevus jaab x XQ kogu aeg vaikeseks. Kui
vastus on jaatav, oeldakse, et lahend y (x,xQfy<) on sta-
biilne, vastasel korral aga, et lahend Yy (x,xQ,y<) on mit-

testabiilne. Anname tapsema definitsiooni:

N Endastmbistetavalt tuleb seda teoreemi taas rakendada
sisteemi (1") lahendile X(t,xo0,y<) ja seejarel pddrduda
tagasi y(x,x0,y<) juurde.
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Poolteljel [xQloo) madratud lahendit Y (OX»Y<)
nimetatakse stabiilseks (Ljapunovi méttes),

kui mistahes £ > 0 jaoks leidub selline S > o, et

Il y0-y= 1< S korral, on ka lahend y (x»0»y<) mééra-

tud poolteljel [xQ,00) , kusjuures

Y Ge>OM) “ YoOM) KL (X0*x<=0) »
Lahendit YV (>o>0O*Y <) nimetatakse astmptootliiselt sta-

biilseks, kui lisaks eelnevale

lin |y (x,x ,Y°) - y<oond»yY®) 1=0
X -»00

Olgu vaja uurida sisteemi (1) lahendi Y (xX) stabiil-

sust. Esitades uue otsitava funktsiooni
z =y -yQ00,
taandub sisteem (1) kujule

Z =Ff .2* Y00) - ™ tMx>) » (%)
kusjuures y (x) laheb lle sisteemi (1*) lahendiks Z =0
(nn. triviaalseks lahendiks). Sisteemi (1) lahend Yy (X)
on stabiilne siis ja ainult siis, kui sisteemi (1° trivi-
aalne lahend on stabiilne (p6hjendadal).

Teostatud lihtne arutlus lubab meil edaspidi piirduda
vaid triviaalse lahendi stabiilsuse uurimisega, s. t. luge-
da, et vajalik muutujate vahetus on juba teostatud. Sistee-
mi (1) korral toob see endaga kaasa (lUldsust mitte kitsen-
dava) lisaeelduse, et ~ (X»0) =0 » sest vastasel korral
ei oleks Y = O eusteeni (1) lahendiks. Peale selle vdime

Gildsust kitsendamata eeldada, et xQ = O . Stabiilsuse de-
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finitsioon, rakendatuna vaadeldavale juhule, on jargmine:
sgpteemi (1) triviaalne lahend on stabiilne siis ja ainult
siis, kui iga £>0 jaoks leidub selline ~ >0, et
Iy(O)I< korral on sisteemi (1) lahendid mddratud pool-
tel jel [0,°0) ning rahuldavad sellel poolteljel vdrratust

Iy (x) I< £.. Kui lisaks sellele Iim [y)I1=0 » on
triviaalne lahend asUmptootiIiseltxstabiilne.

Durime lineaarse homogeense konstantsete kordajatega

diferentsiaalvOrrandite sisteemi

Y 7= Ay @
triviaalse lahendi stabiilsust. Olgu [k sisteemi (2) ka-
rakteristlikuks vaartuseks (maatriksi A omavédartuseks).

Me teame (vt. 810, ptk. 11l1), et sisteemil (2) on olemas

erilahend -

kus X = const, p aga on konstantne vektor. Kui A" on

reaalne ja A. > , siis x - o0 korral

0

K ) A.X
LYt = I p Te - 00,

b,

samal ajal on killalt vaikese \ | korral Iy =
= IT Ilp 1< S e kus S on suvaline etteantud positiiv-
ne arv. Seega ei saa A > 0 korral triviaalne lahend sta-
biilne olla. Olgu niitd A ~ kompleksne: AN = +
+ ifrk N ~ i”ginaaruhik). Siis on ka erilahend
y k(x) kompleksne ja me saame temast eraldada kaks reaalset

erilahendit; kumbki nendest avaldub kujul

y k(x)="Je k (<"xcos p kx + <2sinjbkx) ,
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kus 1 ja 2 on mingid (reaalsed) konstantsed vekto-

rid. Kui ak> Ol ei ole vk jalle x > 0 korral
tokestatud ja triviaalne lahend on mittestabiilne. Uhenda-
des vaadeldud kaks juhtumit ja vdttes arvesse karakteristli-
ku vaartuse -A~ suvalisuse, voime tulemuse formuleerida
nii: kui vahemalt Uhe karakteristliku vaartuse reaalosa on
positiivne, siis on sisteemi (2) triviaalne lahend mittesta-
biilne .

Jarelikult on triviaalse lahendi stabiilsuseks tarvi-
lik, et kdigi karakteristlike vaartuste reaaloaad oleksid
negatiivsed vdi voOrdsed nulliga. Hoolsam lugeja vdib erila-
hendite fundamentaalsusteemi kujust (vt. &10) jareldada,
et see tingimus ei ole Uldiselt piisav. Kull on aga trivi-
aalse lahendi stabiilsuseks ja leegi asimptootiliseks sta-
biilsuseks piisav, et kdigi karakteristlike vaartuste reaal-
osad oleksid (rangelt) negatiivsed.

Toepoolest, sisteemi (2) erilahendid avalduvad kujul
(vt. ptk. 11l 810.1) y(Xx) =e” y(0) , mistdottu
J)/(x)] <ije2AjJ)/(O)J . Nagu naha, on triviaalne lahend
asumptootiliselt stabiilne, kui vaid x-*-o00 korral jerj-**
—» 0 . Kuid viimane jareldub jéargnevaet abitulemusest (mi-
da me ka edaspidi kasutame):

Lemma 1. Kui maatriksi A kdigi omavaartuste reaal-

osad on negatiivsed, siis leiduvad sellised positiivsed kons-

tandid K ja 6 , et x > 0 korral
, le" 1.4Ke" 6 1 . [€))
Tdestus . Tahistame maatriksi A omavaartusi

117 -



Ak o= 0ik + ABKk (b= I»2,...,n) ; (pk vdib olla vord-

ne nulliga). Lemma eelduse kohaselt on suurus of = max

K K
negatiivne.

Meenutame nuiud mdningaid ptk. Il &10.3 tulemusi.
Kdigepealt, = Pe~rp”1 , kus J on maatriksi A Jor-
dani normaalkuju. Giit

6>¢ |P I\er Ljr-2 I . 3"
Edasi, maatriksfunktsiooni e elemendid C1J(X)
(i,j =1,2,...,n) avaldusid kujul
£

cau(X) = Tu 1 e

kus HTij on ttiggi konstant (vdib olla vdrdne ka nulliga),

£ = £(i,J) on mingi n-st vaiksem mittenegatiivne astme-

naitaja (vdib erinevate elementide korral olla eri-
nev, s. t. sOltub i-st ja j-st), k= k<i,j) on mingi arv
tdisarvude 1,2,...n hulgast.

Kuna x > 0 korral

X
\ X e (cos jb™x + 1 sin j™MXx)

= e “lcos pkx + 1 sin @kx

|
[¢]
<
0]
o
(7]
7]
-
=}
=
oy
>
x
I
0]
>
(0]

siis

T . >J) e <*x
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Xj

=YL kj®X® I™e“x i |[tiJ* LGi;1) o >0).
i.j=I i.0=1

Téahistame 6'=--"~-; et ot <0, siis 6> 0 . Vottes
arvesse, et iga 1 =0,1,2,... Kkorral lim x*e~6x =20

X—*—ao
(miks?), saame, et

max -6
Osxcco

i»j=I

ja X > 0 korral-

.XJ > ‘JTij Ui,j) _
1,0=1
-6x Jf-6
i,j=1

Vorratus 0) jareldub nudd vdrratusest (31). Lemma 1 on toes-
tanud.

Tdestame veel Uhe lemma.

Lemma 2. Kui mingi (skalaarne) funktsioon wu(x) rahul-

dab vérratust

A

u(x) » oty u(s)ds + |i (O~ x < x™ oc,jb = const.),®

siis
u(x) ~ Joe x (04x<x1) . ()
X
Todestus . Tahistades V(X) = J' u(s)ds, saame
o

vlérratusest (4), et

VE(x)iotv(x) + b .
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~ ~ - - - - _oCcy
Korrutame vdrratuse mdlemaid pooli funktsiooniga e

v' (x)e “otx - otv(x)e-04 4 Re“00*

Vérratuse vasakul pool on niic “arajasti 35, Ly(x)e”™** 1 e

integreerime vdrratuse mblemaid pooli rajades (0,x):

v(x)e~~x
o

«C

Kuna v(0) = 0 , ellBrajade asendamisel leiame, et
v(x)e-<tx4nr.(l-e-ctx) .
kust
f u(s)ds = v(x) ~ Z:(e X - 1)
o

Asendades viimase hinnangu vdrratusse (4), saamegi voOrratuse

(5)« Lemma 2 on tdestatud.

3 Diferentsiaalvdrrandite teoorias puuduvad seni uldi-
sed kriteeriumid lahendi stabiilsuseks. Isegi lineaarse homo-
geense diferentsiaalvdrrandite sisteemi y*: A(x)y trivi-
aalse lahendi stabiilsuse ile on vdimalik otsustada vaid mo-
ningatel lihtsamatel erijuhtudel. Lihtsamat erijuhtu, kui kor-
dajate maatriks A(x) = A on konstantne, me kasitlesime ees-
pool. Osutub, t ka mittelineaarsetes sisteemides muudab sta-
biilsuse kisimuse raskeks just sdltumatu muutuja x Figuree-
rimine sisteemis. Nagu me peagi naeme, on nn. autonoomsete
sisteemide korral, mis ei sisalda ilmsi soltumatut muutujat,
lahendi stabiilsus lihtsalt uuritav.

Vaatlemegi autonoomset diferentsiaalvdrrandite sisteemi
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ylL = fi(yi.y2»““ Syn) Ci =1,2,...,n)
ehk

y'=fay> « 9

Me eeldame, et ~(y) Ja

I aficy) BfiCy) *riy) 1
§ 3 ~T2
d{oy i
dy 3fn<y> *Mm<y> *e<y> [
57 'STr 1
on méaratud ja pidevad piirkonnas |y |< , kus on

mingi positiivne konstant. Lahendi olemasolu Ja lUhesuse teo-
reemi pohjal kulgeb siis ldbi iga punkti (*O>y°) dy<= I<V
parajasti (ks integraalkdver.

Kuna meid huvitab jalle triviaalse lahendi Yy = O sta-
biilsuse kiisimus, siis peame eeldama, et fCy) =0 e

Teoreem 1. Kui (konstantse) maatriksi A * n

k6igi omavaartuste reaalosad on negatiivsed, siis on auto-
noomse slisteemi (6) triviaalne lahend ~ = O aelmptooti-
liselt stabiilne.

TOestus . Teisendame sisteemi (6) paremat poolt

n ) ar(y) - {(0) Lagrange™ lause pdhjal. Iga i >

s 1,2,...,n korral
n )
fi(y) »vy) - *i<0) =Y~- 1 @<e, < D
1~ JTi 3
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Po6rdudes tagasi vektorsimboolikale, saame

fs**y el<y>y .

kus F<y) on maatriksfunktsioon elementidega

N fv, -a"i(9iy> "AC0)
7 1 ] c y )
Osatuletiste LS pidevuse tdttu IITi ® » U
Iv 11— 0 . Jérelikult ka
Ir¢y)I- 0, kui Jy]- O. @)

Slsteemi (6) v@ime Umber kirjutada kujul

y=Ay+I(y)y. 6
Seetdttu on slsteemi (6) lahend y(x) tUhtlasi ka (sellele

lahendile vastava) lineaarse silisteemi

V=ay+9c , qw =IMN(YAOY w

lahendiks, ja kui Y (x) 1abib punkti  (O,¥°) , siis on
ta teoreemi 3 5 11 pdhjal esitatav kujul

X
Y& =3 exs" 9(e)ds +e”ryo
o
Siit



Hinnates norme ,e F j‘g |EXA| lemma 1 pdhjal ja ar-

vestades, et _|g<s) |<[f (y(3) lly @ |, gaame

Y(x) 141 fe—6 (x=s)Ir (y (8))Ily (a)lda + K]y @|le—6 x

ehk
X
y(xX)I"K j eb6x|y(s) lir(y(s)lds +Kly° 1 ,(8)

kus K ja 6 on mingid positiivsed konstandid. Me ei kit-
senda lldsust, lugedes, et K> 1 .
Seose (7) pdhjal leidub selline arv "vr (O< 'C < ),
et
IT<y)l« -7 o kui I¥Y N =< - )
Olgu
ly= |<f . ®

Kuna | > 1 , siis 1yQ@)(=]y < X Ja |y (DI
pidevuse tdttu \y (X)) \<r ka x = 0 kullalt vaikeses umb-

ruses. Olgu t<»xi ) maksimaalne poolldik, millel \y (x)\<r

(s.t. 1¥YCx) I<*t , kui”x eLo.x” jJja iy(xx)]= b . Kkui
X1<o00) . Tingimuse (7") tottu
|ITcy(x)) ] *kul ° N x<Xxi?*

Teeme vdrratuses(8) asendused vastavalt tingimustele

9) Ja (77):
BBX|Y(X)|6 |- T e6bsjy(s) |ds +T (oakKkxn
Ue saime vOrratuse (4), milles u(x) = e Jy™x)
T f p=T . Lemma 2 pbhjal
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C ~ X

e ly®X®l4 te ©4 1 < ix)
ehk c .
Iy 6ol ~ Te * (00 <x 1), (10

Viimasest vorratusest jareldub kohe, et x» =oo0 . Tde-

poolest, kui x”<oo, siis leiame vOrratuses (10) piirile

X yX xM minnes, et Jy () |it e Xl<:X , Mmis on vas-

tuolus x~ definitsiooniga.

Sellega naitasime muuhulgas, et tingimise (9) taidetu-
se korral on vastav lahend y (x) maaratud kogu poolteljel
Lo,00) . Edasi, asendades voOrratustes (9) ja (10) "r vaik-
sema suurusega, saame vaita jargmist: milline ka ei ole arv
£, (0< £, F ), on (Y(@)JI<£-=S5 korral

” ”

IYX)14 te X £ £ kogu poolloigul [0,00) , s. t.

sisteemi (6) triviaalne lahend on stabiilne. Kuna x “mmoo

- - *
korral e f 0 , siis on ka jy(x) | -0 ja trivi-

aalne lahend asiimptootxliselt stabiilne.

Teoreem 1 on tdestatud. Anname tdestuseta jargmise

tulemuse:
- o df(0) i
Teoreem 2. Kui maatriksi A= - l-—----— frwp vOi Uhe
dy

omavaadrtuse reaalosa on positiivne, siis on sisteemi (6)
triviaalne lahend mittestabiilne.

Teoreemid 1 ja 2 taandavad slsteemi (6) ehk (67)
triviaalse lahendi stabiilsuse uurimise lineaarse homogeen-

se konstantsete kordajatega slsteemi

- 124 -



triviaalse lahendi stabiilsuse uurimisele. Vaadeldud juhtu-
del ei etenda sisteemi (6") mittelineaarne liige P (y
mingit osa stabiilsuse kisimuses. Juhul, kui maatriksi A
kdigi omavaartuste reaalosad on mittepositiivsed, kuld nen-
de hulgas on ka nulliga vordseid, ei ole selline taandamine
enam vdimalik: triviaalse lahendi Yy =0 stabiilsust vdi
mittestabiilsust hakkab oluliselt mdjutama sisteemi (6%)

mittelineaarne liige [ (Yy>Y.
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