oleva
ifand

lag
g

i-9

je

e.snol

ud

ttsioonid
f

ini
) grraa

TQ




. GELFAND, J. GLAGOLEVA, E. SNOL

FUNKTSIOONID
JA GRAAFIKUD

(Pohilised votted)

KIRJASTUS «VALGUS» TALLINN 1966



51

Originaali tiitel:

MareMaTuKa
Bubnuoredka (QuU3MKO-MaTeMaTUMYeCKOil IIKOALI

Bpinyck 2
JA. M. Tenbcdaun, E. T. I'maroyeBa, d. 3. HIHOIbL

DYHKIINM Y TPADPIKU
(OCHOBHBIE INIPUEMBI)

M3narenbcTBo «Hayka»

TnaBHasA peAakuua (GUBKUKO-MATEMATUHECKOI
JUTEPaTYPhI

MockBa 1965

Tolkinud Mati Kilp
Kaanekujundus Jiiri Arrak

L

Tartu Riikliku Olikooli
Raamatukogu

68724

TennaHa Ma3pauilb MouceeBud, IJiarosneBa EneHa TIeopruesHa, IIHOIb
BOMMaHYUJ DIbeBUY.

DPYHRKIMUN ¥ TPADPUKY (OCHOBHBIE NpMeMbl). Ha 3CTOHCKOM SA3BIKE.
Ob6aoxkka 0. Appak. ¥M3nareilbCTBO «Baarye», TannuxH. IIapHyckoe

wmocce, 10.
*

Toimetaja K. Kallaste. Kunstiline toimetaja H. Keigo. Tehniline toimetaja
T. Linkvist. Korrektorid A. Kalberg ja H. Kull

Ladumisele antud 27. VII 1966. Triikkimisele antud 29. X 1966. Paber 54X 84,
6. Triitkipoognaid 6,0. Tingtriikipoognaid 5,04. Arvestuspoognaid 4,32. Triki-
arv 4000. Tellimise nr. 5994. Triikikoda «Kommunist», Tallinn, Pikk tn. 2.
1riikipaber nr. 2 — Kohila Paberivabrik

Hind 11 kop.

81



Eessona

«Fiisika ja maltemaatika kooli raamatukogu»
matemaatika seeria teine raamat koosneb kahest
broSiidrist ihise nimetuse all «Funktsioonid ja
graafikud»>. Kaesolev (esimene). broSiiir kdsitleb
graafikute konstrueerimise pohilisi votteid lihtsai-
mate funktsioonide naditeil. Teises broSiiiris puudu-
tatakse keerukamaid ja spetsiifilisemaid kiisimusi.
Raamat on mdoeldud IX klassi opilastele.

Oppida raamatu jirgi graafikuid konstrueerimu
ei ole kerge: lugejal pole tahvlit, millele Gpetaja
tunni voi loengu ajal joonestab jark-jargult graa-
fiku. Seetottu loobusid autorid joonistest, millel
tavaliselt on antud ainult graafiku loplik kuju, ning
palusid wvaljaande kunstnikke V. Jankilevskit ja
V. Smoljaninovit kujundada brosiiiiri lehekiilgede
adared omamoodi tahvlina. Jadlgides jooniseid ddartel,
on teil kerge samm-sammult taastada graafiku
Ronstrueerimise Rogu protsessi.

Osa teoreetilist materjali on esitatud iilesannete
kujul. Teksti moistmiseks on vaja tdhelepanelikult
labi lahendada koik tekstis esinevad iilesanded ja
ndited.

Raamatu kirjutamisel kasutasid autorid oma kol-
leegide V. Aleksejevi, V. Keilis-Boroki, A. Kirillovi,
1. SivaSinski, S. Fomini ja M. Tsetlini abi ja nou-
andeid. Autorid tanavad neid abi eest. Eriti on
autorid tanu volgu broSiiiri toimetajale B. Saba-
tile, kelle 166 tuli raamatule oluliselt kasuks.

AUTORID
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Sissejuhatus

C.

B

Sellel joonisel te ndete kahte koverat,
mille on joonestanud seismograaf — riist,
mis registreerib maakoore vonkumisi. Esi-
mene kover on saadud, kui maakoor on

rahulikus seisundis, teisel on ndha maa-
vérisemise signaale.

S~

S S TG G GNP P

Sellel joonisel on kaks kardiogrammi.
Esimene neist niitab siidame normaalset
tood, teine on tehtud haigel.
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on esitatud pooljuhtelemendi karakteris-
tik. See on kover, mis néditab voolutuge-
vuse soltuvust pingest.

Teadlane-seismoloog teeb seismogrammi
analiiiisides kindlaks, millal oli maavéri-
semine, kus see toimus, maarab kindlaks
tougete tugevuse ja iseloomu. Arst, kes
uurib haiget, voib kardiogrammi jargi
otsustada héirete i{ile siidame t66s; kardio-
grammi uurimine aitab haigust Ooieti
diagnoosida. Insener-raadioelektroonik
valib pooljuhtelemendile kdige sobivama
tooreziimi vastavalt selle karakteristikule.

Koik need inimesed wuurivad teatud
funktsioone nende funktsioonide graafikute
jargi.

Mis on siis funktsioon ja mis on funkt-
siooni graafik?

Enne kui anda funktsiooni tdpset definit-
siooni, rddgime veidi funktsiooni moistest.
Piltlikult oeldes on meil tegemist funkt-
siooniga, kui mingi suuruse x (mida mate-
maatikud nimetavad argumendiks) igale
véddrtusele vastab teise suuruse y (mida
nimetatakse funktsiooniks) véartus.

6



Nii néditeks on maakoore nihkel maavéri-
semise igal ajamomendil teatud vaartus.
Tédhendab, nihke suurus on aja funktsioon.
Voolutugevus pooljuhtelemendis on pinge
funktsioon, kuna igale pinge vaéirtusele
vastab teatud kindel voolutugevuse véar-
tus.

Selliseid naiteid voib tuua vaga palju:
kera ruumala on tema raadiuse funkt-
sioon; korgus, milleni touseb vertikaalselt
itlles visatud kivi, on tema algkiiruse funkt-
sioon jne.

Lahme niiiid iile tépsete definitsioonide
juurde. Kui Oeldakse, et suurus y on suu-
ruse x funktsioon, siis ndidatakse koige-
pealt, millised vaartused voivad suurusel
x olla. Neid argumendi x vaidrtusi nime-
tatakse lubatud vddrtusteks, argumendi x
koigi iubatud véartuste hulka nimetatakse
aga funktsiooni y mddramispiirkonnaks.

Ndiiteks, kui iitleme, et kera ruumala V
on tema raadiuse R funktsioon, siis moo-

dustavéd funktsiooni V=—;~:rtR3 maéaéra-

mispiirkonna koik nullist suuremad arvud,
sest raadiuse R vadrtuseks voib olla ainult
_ positiivne arv.
Alati, kui antakse ette funktsioon, on
tarvis dra ndidata tema méaaramispiirkond.

Definitsioon I.

| sioon, kui: 1) on niidatud, millised x

| vadrtused on lubatavad, s. t. on antud

| funktsiooni madramispiirkond, ja 2)
igale x lubatavale vairtusele vastab
parajasti iiks suuruse y véaartus.

'f Me iitleme, et y on suuruse x junki-
I

Liihidalt kirjutatakse sonade «suurus y
on suuruse x funktsioon» asemel: y = f(x).
(Loetakse: «igrek vordub ef iksist».)

Kirjutis f(a) tdhendab funktsiooni f(x)

7



arvulist vdirtust, mis vastab x vdartusele
x = a. Naiteks, kui

) =557

siis

F@ =57 =5

Hl) =g ="5
f(0)=02—1ﬁ=+=1 jne.

Reegel, mille abil x vaartuse jérgi lei-
takse vastav y vairtus, voib olla esitatud
mitmel erineval viisil ja mingeid kitsen-
dusi selle reegli vormi kohta ei tehta. Kui
teile oeldakse, et y on x funktsioon, siis
peate ainult kontrollima, kas 1) teile on
ette antud madramispiirkond, s. t. on nai-
datud, millised vdartused voivad suurusel
x olla, ja 2) on antud reegel, mille jargi x
igale lubatavale viddrtusele voite vasta-
vusse seada iihe y vaartuse.

Milline voib see reegel olla?
Toome moned ndited.

1. Olgu &eldud, et x on suvaline reaal-
arv ja et y leitakse valemi jargi

y=x%

Funktsioon y = x? on ette antud vale-
miga.

Reegel voib olla ka sonaline.

2. Funktsioon y antakse ette jargmiselt:
kui x on positiivne arv, siis y vordub 1;
kui x vordub 0, siis y vordub 0; kui x on
negatiivne arv, siis y vordub —1.

Toome veel iithe ndite funktsioonist, mis
antakse ette sonalise reegliga.

3. Iga arvu x voib esitada kujul x =



=y+a, kus a on iihest vdiksem mitte-
negatiivne arv, y aga tdisarv. On selge,
et igale arvule x vastab {iheselt miaratud
arv y, s. t. y on x funktsioon. Selle funkt-
siooni madramispiirkonnaks on kogu arv-
telg. Seda funktsiooni nimetatakse «tiis-
osa x-st» ja tdhistatakse jargmiselt:

y = [x].
Naiiteks,
[353] =3, [4]1=14, [03}'=0,
s F=0.3l= "1

Edaspidi kasutame seda funktsiooni har-
jutustes.

4. Vaatleme funktsiooni y = f(x), mis
on ette antud valemiga

3
ik Vx+3

x—5

Mida .on moistlik lugeda tema méairamis-
piirkonnaks?

Kui funktsioon on ette antud valemiga,
siis vaadeldakse tavaliselt tema niinime-
tatud  loomulikku  médramispiirkonda,
s. 0. koigi arvude hulka, millega on voi-
malik sooritada tehted, mis on niidatud
valemis. Tdhendab, meie funktsiooni
' mddramispiirkonda ei kuulu arv 5 (kuna
x =25 korral murru nimetaja muutub
- nulliks) ja x vdartused, mis on viiksemad
kui —3 (kuna x << —3 puhul on juurealune
avaldis negatiivne). Niisiis, funktsiooni

VX 43

Vs LT NG
vad koik arvud, mis rahuldavad seoseid:

X #2230 ixnskb;

maaramispiirkonna moodusta-

Funktsiooni voib kujutada geomeetrili-
selt' graafiku abil. Et konstrueerida mingi
funktsiooni graafikut, vaatleme suvalis:

9



lubatavat vaartust x ja temale vastavat
vaartust y. Olgu néiteks x arv a, temal=
vastav y vaartus olgu arv b = f(a). Kuju-
tame arvude a ja b paari tasandil punk-
tina. Selle punkti koordinaadid on (a, b).
Kanname tasandile sellised punktid vas-
tavalt koikidele lubatavatele x véirtustele.
Saadud punktide kogu ongi funktsiooni
graafik.

Definitsioon II.

Funktsiooni graafik on punktide
hulk, mille abstsissideks on argumendi
x lubatavad vairtused, ordinaatideks
aga funktsiooni y vastavad viirtused.

Niiteks on siin

AL,

e

kujutatud funktsiooni
y =[]

graafik. See koosneb lopmatust hulgasi
horisontaalsetest I6ikudest. Noolekesed
tihendavad seda, et nende 16ikude parem-
poolsed otspunktid ei kuulu graafikule
(vasakpoolsed kuuluvad).

10



Graafik voib olla reegliks, millega funkt-
sioon ette antakse. Néiteks voib pooljuht-
elemendi karakteristiku jargi maarata, et
kui argument U on 0,6 volti, siis funkt-
sioon / on 1,3 milliamprit.

Funktsioone graafikutena kujutada on
vaga mugav, kuna, heitnud pilgu graafi-
kutele, voib kohe eristada iiht funktsiooni
teisest.

Vaatame veel kord koige esimest joo-
nist. Sellelt graafikult ndeb ka koige koge-
nematum inimene kohe maavérisemise sig-
naale (piirkonnad B ja C). Vaadeldes
tahelepanelikumalt, mérkab ta tingimata
ka erinevust lainete iseloomus piirkonda-
des B ja C (seismoloog voiks teile selgi-
tada, et piirkonnas B on iiles kirjutatud
niinimetatud laine P, see on laine, mis
levib maakoore siigavuses, aga piirkonnas
C laine S, mis levib pinnal).

Proovige, kas teil onnestub eraldada
neid kahte piirkonda siin korval esitatud
kahe tabeli jargi. (Me ei saanud siin esi-
tada tabelit kogu kovera jaoks, kuna see
oleks enda alla votnud terve lehekiilje.
Lehekiilje ddrel néete tabelit piirkondade
B ja C viikese osa jaoks).

5 s)

Laine P
(samm 0,2

P=——oo
o

L1

—3,0

Laine S
(samm 0,4 s)

OCNWN—~OOOWRNARND O
Ao TN R = =0T
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on esitatud kahe funktsiooni graafikud,
mis antakse ette vdga sarnaste valemi-
tega.

Nende kahe funktsiooni vahelist erine-
vust voib muidugi avastada ka valemite
jargi. Kui aga vaadata vastavatele graafi-
kutele, siis hakkab see erinevus kohe silma.

Alati, kui on tarvis vilja selgitada
funktsiooni kditumise {ildist iseloomu,
avastada tema isedrasusi, on graafik oma
nditlikkuse tottu asendamatu. Seetottu
votab insener voi teadlane, kes on saanud
teada teda huvitava funktsiooni (valemi
voi tabeli kujul), tavaliselt pliiatsi, visan-
dab graafiku kavandi ja vaatab, kuidas
kditub funktsioon, kuidas ta «vélja nédeb».



§ 1. Moningaid néiteid.

1. Kui definitsiooni tépselt jargida, siis
tuleb .mingi graafiku konstrueerimiseks
leida koik argumendi ja funktsiooni vasta-
vate vaidrtuste paarid ning kanda tasan-
dile koik nende koordinaatidega punktid.
Enamikul juhtumeil pole seda praktiliselt
voimalik teha, kuna selliseid punkte on

lopmata palju. Seetottu leitakse tavaliselt
moned punktid, mis graafikule kuuluvad,
ja ithendatakse need sujuva koveraga.

Proovime niiviisi konstrueerida funkt-
siooni

1 :

y e 1_‘\_ x2 (1)
graafiku.

Valime moned argumendi védrtused,
leiame neile vastavad funktsiooni vadartu-
sed: ja kirjutame need tabelisse (tabel 1). 7 .
Saadud koordinaatide jérgi kanname % b
tasandile punktid ja ithendame need algul i
punktiirjoonega, g i g R

13



Kontrollime niiiid, kas me leitud punk-
tide vahel joonestasime kdvera Gigesti.
Selleks votame mingi vahepealse argu-
mendi védrtuse, niiteks x = 1—]2—, ja arvu-
tame vastava funktsiooni viirtuse y =
ek Liyrsrd ;
T Saadud punkt( 1—2—, TS—) «satub»
hésti meie koverale, nii et tundub, et me
joonestasime ta enam-vdhem Gigesti.

Ent votame veel x =—é—. Siis y =—g— ja

vastav punkt satub meie kdverast iiles-
poole (joon. 2). Tahendab, x =0 ja x =1
vahel polé graafik selline, nagu me métle-
sime. Votame selles «kahtlases» piirkon-

nas veel vddrtused x =—‘1—1- jax= T3 . Uhen-

dades koik saadud punktid, saame tipsema

kovera, mis on kujutatud joonisel 3. Kont-

rolliks  voetud  punktid (J_., =) ia
2 9 e S BT

(T’ 73—) satuvad hésti sellele koverale.

2. Et konstrueerida graafiku vasakut
poolt, tuleb koostada veel iiks tabel, nimelt
argumendi negatiivsete védirtuste jaoks.
Seda on lihtne teha. Niiteks,

B, 5T RS

PR RS T
FMMdgat 4

=2 +1 ~ B

kui x = 2, siis y =
kui x = —2, siis y =

Tadhendab, koos punktiga (2, —%—) asetseb

graafikul ka punkt ( —2;—;—), mis on esi-

mese punktiga ordinaattelje suhtes siim-
meetriline.

Uldiselt, kui punkt (a, 6) asetseb meie
graafiku paremal poolel, siis graafikn
vasakul poolel asetseb punkt (—a, b), mis
on punktiga (a, b) siimmeetriline ordi-

14



Kui mingi [unktsiooni vddrtused, mis vastavad argu-
mendi kahele suvalisele vastandvddrtusele (s. t. vddrtus-
tele a ja —a), on vordsed, siis nimetatakse seda funkt-
siooni paarisfunktsiooniks. lga paarisfunktsiooni graafik
on simmeetriline ordinaattelje suhtes.




@H_'/, - ~u.:

1
“3x-7

naattelje suhtes (joon. 4). Seetottu on
funktsiooni (1) graafiku vasaku poole saa-
miseks (vastab argumendi x negatiivsetele
vadrtustele) tarvis y-telje suhtes peegel-
dada graafiku paremat poolt.

Graafiku {ildine kuju on ndidatud jooni-
sel 5.

Kui oleksime kiirustanud ja joones-
tanud negatiivsete x vdartuste korral meie
esialgsele visandile vastava kovera (joon.
1 ja 2), siis oleks graafikul kohal x =0
tekkinud «teravik» (nurk). Seda teravikku
aga oigel graafikul pole, selle asemel on
siin sujuv «kuppel».

Harjutused.

1) Funktsiooni

1
Y= @RI St

; : é 1
graafik on sarnane funktsiooni y = BT
graafikuga. Konstrueerige see graafik.

2) Missugused jargmistest funktsiooni-
dest on paarisfunktsioonid (vt. lk. 15):

a) y=1—x b) y=x2+x,

'_xﬁ_d_1+1>
S4l e m Rl B bl er i

3. Votame niiiid funktsiooni

1 -
Y=gt (3)

Viliselt erineb see valem véhe vale-
mist (2). Vastava graafiku konstrueerimi-
sel satume aga kohe ebameeldivustele.

Koostame jélle tabeli ja kanname saa-
dud punktid joonisele. Kuidas aga neid
punkte {ihendada, pole selge: tekib mulje,
et punkt (0, —1) jdab graafikult vaélja
(joon. 6).

16



Piiiidke konstrueerida selle funktsiooni
graafik. Arge laske tujul langeda, kui
kovera kulgemisest arusaamiseks tuleb
teil leida rohkem punkte, kui algul motle-
site.

Pérast seda lugege kindlasti lehekiil-
jelt 18, kuidas meie seda graafikut konst-
rueerime ja missuguseid kasulikke jérel-
dusi saab sellest teha.

4. Hulkliikme
y=x'—2x3—x2+ 2x (4)

graafiku konstrueerimist alustame samuti
punktide jargi.

Votnud argumendi vaartusteks 0, 1, 2,
saame funktsiooni vdartused, mis on vord-
sed nulliga. Votame veel vdartuse x = —1.
Jdlle saame, et y vordub nulliga. Vastavad
graafiku punktid (0, 0), (1, 0), (2, 0),
(—1, 0) asetsevad koik x-teljel (joon. 7).

Kui piirduda ainult nende nelja argu-
mendi vadrtusega, siis on «sujuvaks»
koveraks, mis saadud punktid {ihendab,
abstsisstelg. Ent on selge, et abstsisstelg
pole meie funktsiooni graafikuks, kuna
hulkliige

x4 — 2x3 — x24- 24

ei saa vorduda nulliga koigi x vidartuste
korral.

Votame veel kaks argumendi véaartust:

=—2 ja x=3. Vastavad punktid
(—2, 24) ja (3, 24) ei asetse enam x-teljel,
vaid sellest vdga kaugel (joon. 8).

Kuidas aga ndeb vilja graafik, jaab
endiselt ebaselgeks. Voib muidugi (nii
nagu me varem tegime) leida kiillalt palju
vahepealseid punkte ja joonestada siis
ligikaudne graafik, aga see moodus pole
vdaga usaldusviéirne.

2 Funktsioonid ja graafikud 17
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Proovime toimida teisiti.

Selgitame, kus funktsioon on positiivne
(s. t. graafik asetseb x-teljest iilevalpool)
ja kus negatiivne (s. t. graafik asetseb
x-teljest allpool).

Selleks lahutame hulkliikme, millegu
funktsioon on ette antud, tegureiks:

Xt 20— 2+ 2=
=x3(x—2) —x(x—2) =
= (¥ —x) (x—2) =
=x(x2—1)(x—2) =
=(x+1x(x—1)(x—2).

Niiiid on néha, et antud funktsioon vor-
dub nulliga ainult neis neljas punktis, mis
me juba graafikule kandsime. Punktist
x = —1 vasakul on koik neli tegurit nega-
tiivsed, tdhendab, funktsioon on positiivne.
Punktide x = —1 ja x = 0 vahel (s. o. vahe-
mikus —1 <<x<<0) muutub tegur x+1
positiivseks, iilejddnud tegurid aga jddvad
negatiivseiks, tdhendab, funktsioon on
negatiivne. Piirkonnas 0 <<x <1 on meil
kaks negatiivset ja kaks positiivset tegu-
rit, tdhendab, funktsioon on positiivne.
Jargmises piirkonnas on funktsioon jille
negatiivne. Lopuks, punktist x =2 pare-
mal saab viimane tegureist positiivseks,
tdhendab, ka funktsioon muutub positiiv-
seks.

Niiiid kujutame funktsiooni graafikut
endale ette umbes nii;, nagu ndha jooni-
sel 9.

5. Jargmiseks konstrueerime funktsiooni

1
Y= 3¢

(millest meil oli juba juttu) graafiku.
Mirgime joonisele graafiku punktid, mis
vastavad x vaartustele —1, 0, 1, 2, ja ithen-
dame need joonega. Tulemuseks on umbes
selline pilt, nagu on nédha joonisel 10.
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Votame niiiid x = —%— . Saame y = —4.
Néeme, et punkt (—;—, 4 ) asetseb graafi-

kust tunduvalt allpool. Té&hendab, x =0
ja x=1 vahel kulgeb graafik hoopis
teisiti! :

Graafiku tdapsema kuju esitame jooni-
sel 11, Votame veel x =1 % ja x=21?.

Vastavad punktid satuvad kiillalt tapselt
meie koverale.

Aga kuidas siis kulgeb graafik punktide
x=0 ja x=1 vahel?

o 5 3
Votame x =—;— ja x = <. Saame vasta-

valt y= — ——~ —1—ja yz—i%ml—;.

Missugune on graafiku kuju punktide
x=0 jax= -é— vahel, see sai meile veidi
selgemaks (joon. 12), aga kuidas kditub

funktsioon x = % ja x= —i’— vahel, on
endiselt ebaselge.

Kui votame veel moned vahepealsed
vaartused x = —;— ja x————% vahel, siis
nieme, et vastavad graafiku punktid satu-
vad mitte iihele, vaid kahele sujuvale
koverale ning graafik omandab umbes sel-
lise kuju nagu joonisel 13.

Te saate niiiid juba hédsti aru, et graa-
fiku koostamine punktide jdrgi on vaeva-
noudev t06, mis pealegi ei tarvitse alati
viia oigete tulemusteni. Kui votta viahe
punkte, siis voib juhtuda, et saame funkt-
sioonist tédiesti vdara ettekujutuse. Kui aga
votta punkte tihedamalt, siis teeme palju
liigset t60d ning ikkagi jddb kahtlus, kas
me mitte ei jdtnud vahele midagi olulist.
Kuidas siis toimida?

2¢ 19
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Tuletame meelde, et funktsiooni y =

= ﬁ konstrueerimisel - piirkondades

2<x<3 jal<x<2 polnud vaja;vdtta
iihtegi lisapunkti, piirkonnas 0<<x<1
aga tuli leida veel 5 punkti. Samuti nou-
dis funktsiooni y = 1 52— graafiku konst-

rueerimisel koige suuremat vaeva purkond
0 <x <1, kus kover jaguneb kahte harru.

Kas pole aga juba eelnevalt vdimalik
sellised «ohtlikud» piirkonnad eraldada?

6. Poordume kolmandat korda tagasi
funktsiooni

o 1
Bt e
graafiku juurde.

Kui vaadelda antud funktsiooni avaldist,
siis on kohe nidha, et x kahe vdartuse
puhul muutub selle avaldise nimetaja nul-

liks. Nendeks védrtusteks on + V :1,' ja

V——, 5.0 umbes £ 058 Uks neist
asetseb piirkonnas ——<x<—, ..t just
seal, kus funktsioon kaltub ebatavaliselt ja
graafik ei kulge sujuvalt. Niiiid on aru-
saadav, miks see nii on.

Toepoolest, kui x = =+ V—;— , pole funkt-

sioon maédratud (jagamine nulliga ei ole
voimalik). Tahendab, graafikul ei saa
olla punkte nende abstsissidega, jarelikult

ei 10iku graafik sirgetega le/% ja

¢ = — V% . Seetottu jaguneb graafik

kolme eraldi harru. Kui x ldheneb iihele

«keelatud» vaartustest, nditeks x = VT %
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siis murd 3x—1’1—j kasvab vab_sol(uutvf»iértuse
poolest piiramatult, jirelikult ldhenevad
graafiku kaks haru vertikaalsele sirgele

xIVI
B b

Analoogiliselt kaitub antud funktsioon
(ta on paarisfunktsioon!) punkti x=
=0 e b -;— iimbruses.

Graafiku {ildkuju on’ ndidatud jooni-
sel 14. ; : ;

Seega, kui funktsioon on ette antud vale-
miga, mis kujutab endast murdu, on tar-
vis poorata tahelepanu nendele argumendi
vdartustele, mille puhul nimetaja muutub
nulliks.

7. Mis me voime eespool toodud niidete
vaatlemisest - edaspidiseks tallele panna?
Funktsiooni kditumise uurimisel ja tema
graafiku konstrueerimisel ei ole kdik argu-
mendi vdartused iithesuguse tdhtsusega.
Funktsiooni

B g
Y =ga=

puhul ndgime, kui suur tihtsus on nendel
«isedralikel» punktidel, milles funktsioon
pole mddratud. Funktsiooni

Yy=x*—2x3—x2+ 2x

graafiku iseloom sai meile selgeks siis,
kui me leidsime graafiku Idikepunktid
abstsissteljega, s. o. hulkliikme nullkohad.

Enamikul juhtumeil seisnebki pohiline
t66 graafikute konstrueerimisel just selles,
et leida vastava funktsiooni jaoks olulised
argumendi véértused ja uurida funktsiooni
kditumist nende véirtuste {imbruses.
Pirast niisugust uurimist piisab graafiku
taielikuks konstrueerimiseks vaid funkt-
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siooni monede vdartuste leidmisest nende
iseloomulike punktide vahel.

Harjutused.

1) Konstrueerige funktsiooni y = ST

graafik. Millistes punktides l6ikab graafik
koordinaattelgi?

Kujutage endale ette, et me asetasime
koordinaatide alguspunkti tédpselt vihiku-
lehe keskpunkti ja valisime mootkava iihi-
kuks 1 e¢m (loeme vihikulehe ristkiilikuks
mootmetega 16 cm X 20 cm). Leidke nende
punktide koordinaadid, milles graafik val-
jub vihikulehelt.

2) Konstrueerige hulkliikmete'

a) y=x8—x2—2x+2;
b) y=x3—2x2+x 7

graafikud (poorake tdhelepanu sellele, et
juhul b) saame hulkliikme lahutamisel
tegureiks kaks {ihesugust tegurit).

8. Olles konstrueerinud mingi funkt-
siooni graafiku, voib mitmesuguste votete
abil kergesti konstrueerida ka moningate
«sugulasfunktsioonide» graafikud.2

Uks lihtsamaid sellistest votetest on nn.
venitamine y-telje sihis.

Me konstrueerisime koos teiega funkt-
siooni

R
Y=er1
graafiku (joon. 5, lk. 16).

! Mirk @@ tédhistab neid iilesandeid ja harjutusi,
mille vastused on antud raamatu Iopus.
2 Seda liiki votetega kohtusime juba lehekiiljel 16

1
graafiku y = 241 konstrueerimisel. Konstrueeri-

nud selle graafiku positiivsete x vaartuste jaoks,
saime kohe konstrueerida graafiku ka negatiivsete
x vaartuste jaoks.
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Funktsiooni y = af(x) graafik saadakse [unktsiooni
y = [(x) graafikust viimase venitamisel a korda y-teije
sihis (juhul la}> 1 on tegemist kokkusurumisega).

y=/x-1/+$(x=1)-FIx+1]

y=2/x- 1)+x- 1-[x+1/
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Konstrueerime niiiid funktsiooni

L8
y_x2+l

graafiku.

Votame mingi esimese graafiku punkti,

nditeks xz—;_—, y= %, s. 0. punkti
e 4

M (—2—, —5—) On selge, et me saame teise

graafiku punkti, kui jdtame x endiseks

SOk X =——) ja suurendame y kolm korda.

Saame punkti M,( ;, l5 ) Selle punkti
voime aga saada kohe ka joonisel
(joon. 15), kui suurendada punkti
M(L ol
2.%3
Tehes niisuguse teisenduse funktsiooni
y= ;%H— graafiku iga punktiga, ldheb
3

punkt M(a, b) iile funktsiooni y =

)ordinaati kolm korda.

x2 1
graafiku punktiks M’ (a, 3b). Kogu graa?ik
aga, olles y-telje sihis kolmekordseks veni-

tatud, muutub funktsiooni y = xT?’—ﬁ graa-
fikuks (joon. 16).

Niisiis, funktsiooni y = Z—L_l
kujutab endast y-telje sihis kolmekordseks
venitatud funktsiooni y =

graafik

2_'_1 graafikut.

9. Veel lihtsam on funktsiooni y =
== ﬁ graafikust saada funktsiooni
1
' Rodgaor v
graafikut. Et saada funktsiooni y = ;z—é—f
vadrtuste tabelist (tabel 1, lk. 13) funkt-

siooni y = — ;;—};—l viirtuste tabelit, tuleb
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Funktsiooni y = —f(x) graafiku voib saada funktsiooni

y = f(x) graafikust, kui peegeldada viimast x-telje suhtes.




vaid muuta mark koikidel teise veeru
arvudel.

Nii saame igast funktsiooni y = PITI-

graafiku punktist, néiteks punktist M
abstsissiga 2 ja ordinaadiga —15— funkt-
e s graafiku punkti M’
sellesama abstsissiga 2, kuid ordinaadiga
( 2 :,) ) . Ilmselt on punkt M’(Z, —%)
simmeetriline punktiga M( 2,;—) x-telje

suhtes. Tapselt samuti vastab punktile

siooni y = —

N(a, b) funktsiooni y = PITY graafiliul
punkt N’ (a, —b) funktsiooni y = — P
graafikul.

Seega vo6ib funktsiooni y= — ﬁ
graafiku saada funktsiooniy = w7 &raa

fikust, kui peegeldada viimast x-telje suh-
tes (joon. 17).

Harjutused.

1. Konstrueerige funktsiooni y= x*—
— 2x® — x2 + 2x graafiku pdhjal (joon. 9,
Ik. 18) funktsioonide y = 3x*—6x3 —
—3x2+6x ja y=-—xt+2x3+ x2— 2
graafikud.

2. Konstrueerige funktsiooni y =2—x,‘,—l—;§
graafik, kasutades selleks funktsiooni -

1 .
Y5 i graafikut.
3. Konstrueerige jérgmiste funktsioo- .
nide graafikud!:
a) y = [xl;
b) y=x—[x] ja y=—2(x—[x]);
¢) y=[2x].

! Stimboli [x] tdhendus on selgitatud sissejuha-
tuses lk. 9.



§ 2. Lineaarfunktsioon.

1. Asume niiiid siistemaatiliselt uurima
mitmesuguste funktsioonide kaitumist ja
hakkame konstrueerima nende graafikuid.
Selle juures tutvume funktsioonide kaitu-
mise iseloomulike tunnuste ja graafikute
isedrasustega lihtsamate ndidete wvaral.
Keerukamate graafikute konstrueerimisel
piilame aga leida neis juba tuttavaid ele-
mente.

Koige lihtsamaks funktsiooniks on funkt-
sioon y = x. Selle funktsiooni graafikuks
on koordinaatide alguspunkti ldbiv sirge,
mis poolitab esimese ja kolmanda veerandi
nurga (joon. 1).

Uldiselt, nagu te teate, on iga lineaar-
funktsiooni y = kx + b graafikuks mingi
sirge. Teiselt poolt, iga sirge, mis pole
paralleelne y-teljega, on mingi lineaar-
funktsiooni graafikuks.

Sirge asend koordinaatteljestikus on
tdielikult médadratud tema kahe punktiga.
Vastavalt sellele on ka lineaarfunktsioon
taielikult méaéaratud, kui on ette antud
tema kahe argumendi vidirtustele vasta-
vad funktsiooni véaértused.

N
~)




Harjutused.

1. Lineaarfunktsiooni y = kx + b vaér-
tus x = —10 puhul on y = 41, x = 6 puhul
aga y = 9. Leidke see funktsioon.

2. Sirge ldbib punktid A(0, 0) ja
B(a, ¢). Leidke lineaarfunktsioon, mille
graafikuks on see sirge.

3. Joonestage sirge, mis ldbib koordi-
naatide alguspunkti ja moodustab ordi-
naatteljega nurga 60°. Millise funktsiooni
graafikuks on see sirge?

4. a) Lineaarfunktsiooni védartuste tabe-
lis

* o el e} 118
e i 2P 3

on kaks funktsiooni vééirtuét valed. Leidke
need ja asendage oigete vadrtustega.

b) Sama kiisimus tabeli

o) =18} -+10] 0] 10} 15]
| v |-88|—3| 7 | 17| 27
korral.

2. Lineaarfunktsiooni iseloomulikuks
omaduseks on see, et kui x suureneb {iht-
laselt, s. t. iihe ja sama arvu vorra, siis ka
y muutub iihtlaselt. Votame néiteks funkt-
siooni y = 3x— 2. Omandagu x vaartused

1 abal sy

millest iga jargmine on eelmisest' suurem
iihe ja sama arvu 2 vorra. Vastavateks
y viartusteks on:

71 i e
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Te ndete, et iga jidrgnev y vidirtus on eel-
nevast suurem ihe ja sama arvu 6 vorra,

Arvude jada, mis saadakse mingist
arvust sellele iihe ja sama arvu lisamisel,
nimetatakse aritmeetiliseks progressioo-
niks. Seega voib lineaarfunktsioonile ise-
loomulikku omadust, millest oli juba ees-
pool juttu, sonastada jargmiselt: lineaar-
funktsioon teisendab i{ihe aritmeetilise
progressiooni teiseks aritmeetiliseks prog-
ressiooniks (joon. 2). Meie ndites teisen-
dab funktsioon y = 3x—2 aritmeetilise
progressiooni 1, 3, 5, 7, ... aritmeetiliseks
progressiooniks 1, 7, 13, 19 ... . Joonisel 2
on nididatud, kuidas funktsioon y = 2x — 1
teisendab aritmeetilise progressiooni 0, 1,
2, 3, ... aritmeetiliseks progressiooniks
o] (R DT

Harjutused.

1. Leidke lineaarfunktsioon, mis teisen-
daks . aritmeetilise progressiooni —3, —I1,
1, 3, ... aritmeetiliseks progressiooniks
—2, —12, —22, ... .

Milline lineaarfunktsioon teisendab teise
progressiooni esimeseks?

2. Olgu antud kaks aritmeetilist prog-
ressiooni:

ooy B T AV B T o DR ) R

Kas alati on voimalik leida lineaarfunkt-
siooni y = kx + b, mis teisendab esimese
progressiooni teiseks?’

3. a) Sirge y=-=x+ — libib kaks

téisarvuliste koordmaatldega punkti:
A (10, 5) ja B(—20, —9). Kas sellel sirgel
on veel «tdisarvulisi punkte» (s.o. téis-
arvuliste koordinaatidega punkte?

b) On teada, et sirge y = kx + b 14bib
kaks taisarvulist punkti. Kas sellel sirgel
on veel tdisarvulisi punkte?

c) Kerge on joonestada sirget, mis ei
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labi ihtegi tdisarvulist punkti. Naiteks
y=x-+ —:,12—

Kas mingi sirge y = kx + b voib ldbida
ainult iiht tdisarvulist punkti?!

! Moelge selle kiisimuse iile jdrele, kui ie ei
suuda vastust leida, vaadake iilesannet 4 lehekiil-
jel 84.



§ 3. Funktsioon y = |x}.

1. Vaatleme niiiid funktsiooni

y =kl
kus x tahendab arvu x absoluutvdirtust!
ehk moodulit.

Konstrueerime selle funktsiooni graa-
fiku, pidades silmas absoluutvdartuse defi-
nitsiooni. Positiivsete x korral on |x] = x,
s. t. y = |x| graafik iihtib y = x graafikuga,
milleks on kiir,s mis ldbib koordinaatide
alguspunkti ja moodustab abstsissteljega
nurga 45° (joon. 1). x<<O0 korral on
|x] = —x. Tédhendab, negatiivsete x puhul
iihtib funktsiooni y = |x| graafik teise vee-
randi nurgapoolitajaga (joon. 2).

Muuseas, graafiku teise poole (negatiiv-
sete x jaoks) voib kergesti saada esime-
sest, kui tdhele panna, et funktsioon y = |x|
on paarisfunktsioon, sest |—a|= |a] vt
paarisfunktsiooni definitsiooni 1k.

! Tuletame meelde: positiivse arvu absoluutvéar-
tus on vordne arvu endaga (kui x > 0, siis"{x] = x);
negatiivse arvu absoluutvéirtus “on  vordne sellc
arvu vastandarvuga (kui x <0, siis I l =
nulli absoluutvdartus on vordne nulliga (0} = ())
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X

Téhendab, funktsiooni y = |v| graafik on
stimmeetriline y-telje suhtes ning tema
teise poole voib saada, kui peegeldada
ordinaattelje suhtes graafiku osa, mis on
vilja joonestatud positiivsete x jaoks.
Tulemuseks saame joonisel 3 kujutatud
graafiku.

2. Konstrueerime niiiid funktsiooni

y=k+1
graafiku.

See graafik on vahetult kergesti konst-
rueeritav. Meie aga saame ta funktsiooni
y = x| graafikust. Koostame funktsiooni
y = |x|] + 1 véédrtuste tabeli ning vordleme
siis seda funktsiooni y = |x| vdértuste tabe-
liga, kirjutades need tabelid teineteise
korvale (joon. 4, tabelid a, ). On selge, et
igast esimese funktsiooni y = |x} graafiku
punktist voib saada teise funktsiooni
y =lx] + 1 graafiku punkti, kui suuren-
dada y iithiku vorra. (Néiteks graafiku
y = x| punkt (—2, 2) ldheb {ile graafiku
y = |x| + 1 punktiks (—2, 3), mis asetseb
esimesest ithiku vorra korgemal, vt.
joon: 4.) Tahendab, selleks et saada teise
graafiku punkte, tuleb esimese graafiku
iga punkti nihutada tihiku vorra {ilespoole,
s. t. kogu teine graafik saadakse esimesest,
kui nihutada esimest graafikut ithiku vorra
korgemale.

Ulesanne. Konstrueerige funktsiooni

y=p—1
graafik.

Lahendus. Vordleme y = |x] — 1 graa-
fikut y = |x] graafikuga. Kui x = a,y = |af
on esimese graafiku punkt, siis punkt
x=a,y=la]l — 1 asetseb teisel graafikul.
Seega voime teise graafiku iga punkti
(a, Ja]— 1) saada esimese graafiku punk-
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Funktsiooni y=f(x) + a graafik saadakse funktsiooni
Y = [(x) graafikust, nihutades viimast a vérra y-telje sihis.
Nihke siht mddratakse vastavalt arvu a margile (s. t.
a >0 korral nihutatakse graafikut iles, a<<0 korral aga

alla).
A
y= -3x =3 ’ = ff—ﬂ
-

Y=-3x+2

3 Funktsioonid ja graafikud



tist (a,la]), kui nihutame seda ithiku vorra
allapoole. Tédhendab, ka kogu y = |x] — 1
graafiku saame, kui nihutame y = |x| graa-
fikut iihiku vorra allapoole (joon. 5).

Selline nihe y-telje sihis on kasulik pal-
jude graafikute konstrueerimisel.

Olgu meil tarvis konstrueerida funkt-
siooni

,x2d 2
oy
graafik.
Esitame funktsiooni kujul
{4
Y x2 41
ehk
. 1

Niiiid on selge, et antud funktsiooni
xT—]-{:—l— graafi-

kust, kui nihutame viimast y-telje sihis
tihiku vorra iilespoole.

graafiku voime saada y =

3. Votame niiiid funktsiooni

y=|x+ 1]

Selle funktsiooni graafiku saame samuti
y = |x| graafikust. Koostame ning kirju-
tame teineteise korvale funktsioonide
y=1Jx| ja y=|x+ 1] viddrtuste tabelid |
(joon. 6, tabelid a, b). Kui vorrelda nende |
funktsioonide véaidrtusi vordsete x véar-
tuste puhul, siis ndeme, et monede x vaar-
tuste korral on esimese graafiku ordinaat
suurem teise graafiku ordinaadist, monede
x védrtuste korral aga vastupidi.

Siiski, kui téhelepanelikumalt vaadelda |
nende kahe tabeli parempoolseid veerge,
voib leida seose nende tabelite vahel.
Nimelt omandab teine funktsioon need-
samad vaidrtused mis esimenegi, ainult et
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tihe vorra vdiksemate x viirtuste puhul.
(Miks?) Tahendab, igast esimese graafiku
y = |¢| punktist vGib saada teise graafiku
Y = |x + 1} punkti, kui nihutada seda tihiku
vorra vasakule. Niiteks saame punktist
(—1, 1) punkti (—2, 1) (joon. 6.). See-
tottu saadakse ka kogu y =lx + 1| graafik
y = |x| graafikust, kui nikutada viimast
x-telje sihis iihiku vorra vasakule.

Ulesanne. Konstrueerida funktsiooni
=B 1
graafik.

Lahendus. Vordleme teda y = |} graa-
fikuga. Kui A on y = |x| graafiku punkt
koordinaatidega (a, la]), siis y=|x— 1]
graafikul on sellesama ordinaadi viirtu-
sega punktiks A’ (a + 1, |a]). (Miks?) Selle
teise graafiku punkti voib saada esimese
graafiku punktist 4 (a, |a]), kui nihutada vii-
mast x-telje sihis paremale. Tihendab, ka
kogu y =|x— 1} graafik saadakse y — <}
graafikust nihke teel x-telje sihis paremale
(joon. 7). Voime o6elda, et funktsioon
Y = |x — 1] omandab samad viirtused mis
funkisioon y = |x|, aga ainult moninga
hilinemisega (nimelt 1 vérra).

Selline nihe x-telje sihis on kasulik pal-
jude graafikute konstrueerimisel.

Harjutused.

1. Konstrueerige funktsiooni
1
Yy :x2—2x+2
graafik. (Napundide. Esitage murru

nimetaja kujul (x—1)2 + 1.)

2. Sonastage reeglid, mille jirgi voib
funktsiooni y = f(x) graafikust saada
funktsioonide y = f(x + 5) jay=Ff(x—3)
graafikud.
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3. Konstrueerige funktsioonide y = |x| +
+ 3 ja y = |x + 3| graafikud.

4, Ulesanne. Konstrueerida funkt-
siooni

y=p+ 11+ p—1|
graafik.

Lahendus. Konstrueerime algul iihel
ja samal joonisel molema liidetava y =
= |x + 1] ja y = |x — 1] graafikud. Otsitava
graafiku mingi punkti ordinaat y saadakse
konstrueeritud graafikute ordinaatide liit-
mise teel samas punktis. Nii nditeks on
x =3 puhul esimese graafiku ordinaat
y1 =4 ja teise graafiku ordinaat y, =2,
graafiku y=|x + 1|+ |x—1| ordinaat y
on aga 6.

Piitiame joonestada otsitava graafiku,
liites igas punktis (s. t. iga x puhul)
molema graafiku ordinaadid. Tulemusena
saame graafiku, mis on esitatud joonisel 8.

Néeme, et funktsiooniy = |x + 1] + |x — 1]
graafikuks on murdjoon, mis koosneb
kolme sirge osadest. Tdhendab, igal neist
kolmest osast muutub funktsioon lineaar-
selt.

Harjutused.

1. Kirjutage murdjoone

y=x+1}+x—1j
iga liili vorrandid. (Vastus. Kui x < —1,
S ¥l

kui —l'<x<1, siis y=...;

kui x > 1, siis y=...).

2. Millistes punktides on funktsiooni
y = |x| + |x + 1} + |x + 2] graafikuks oleva
murdjoone tipud? Leidke murdjoone koi-
kide liilide vorrandid.
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F(x)— flx+a)
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Funktsiooni y = f(x + a) graafik saadakse funktsioon:
y = [(x) graafikust nihke abil —a vérra x-telje sihis. Méirk
«miinus» tdhendab seda, et kui a on positiivne, nihuta-
lakse graafikut vasakule, kui aga a on negatiivne, siis
paremale.
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3. a) Joonisel A esitatud funkisiooni
graafiku voib ette anda jargmiste tingi-
mustega:

kui x<<0, siis y =0,

kui-x > 0, siis y = 2x.

Piiiidke see funktsioon anda iihe wvale-
miga.

b) Kirjutage funktsioonide valemid, mis

vastavad joonistel B ja C kujutatud graa-
fikutele. &

Joon. €
4. Konstrueerige funktsiooni
y=Px—2|

graafik. (Ndpunédide. Piiiidke saada
see graafik y = |x} graafikust kahe teisen-
dusega: nihkega x-telje sihis ja venitusega
y-telje sihis. Et oigesti méédrata nihke suu-
rust, tuleb x kordaja tuua absoluutvéar-

tuse mirgi ette: 3x — 2| = 3jx — =)

5. Ulesanne. Konstrueerida ifunkt-
siooni

y=[2x—1]
graafik.
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y= ﬂ:) = yY=/¢x)
¢

Et saada y = f(x) graafikust y = \f(x)| graafikut, tuieb
y =[(x) graafiku need osad, mis asuvad abstsissteljest
korgemal, jitta muutmata, abstsissteljest allpool asuvad
osad aga peegeldada abstsisstelje suhtes.
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A

Joon. H

Lahendus. Antud funktsiooni graa-
fiku saame sirgest y =2x —1 (joon. 9).
Seal, kus sirge on abstsissteljest korgemal,
on y positiivne, s. t. 2x — 1 > 0. Tdhendab,
sellel loigul |2x—1]=2x—1 ja seega
y=|2x—1} graafik dhtib y=2x—1
graafikuga. Seal, kus 2x — 1 <0 (s. t. sirge
y = 2x— 1 on x-teljest allpool), [2x — 1] =
= —(2x —1). Tahendab, selleks et saada
sel 16igul y = 2x — 1 graafikust y = |2x —
— 1| graafikut, on tarvis igas sirge y =
= 2x— 1 punktis muuta ordinaadi mark,
s. t. peegeldada seda sirget absisstelje
suhtes. Tulemus on ndidatud joonisel 10.

Harjutus.
Teades funktsiooni
y=xt*—2x3—x%2+ 2x
graafikut (joon. 9, lk. 18), konstrueerige
funktsiooni
y = |t — 2x3 — x2 + 24}
graafik.

6. Ulesanne. Teades funktsiooni
|
§= & 2irs (1)

graafikut (joon. 11), konstrueerida funkt-
siooni

e i
Y= o o9 +2 {2)

graafik.
Lahendus. Kuna argumendi positiiv-
sete vdartuste korral |¥] = x, siis
1 1

x2—2x|+ 2 ;x“—2x+2'

Tédhendab, nullist paremal iihtib funkt: |
siooni (2) graafik funktsiooni (1) graafi
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kuga (joon. 12). Et saada otsitava graa-
fiku (2) vasakut poolt, margime, et funkt-

sioon y = W2
Tédhendab, funktsiooni (2) graafiku vasak
pool saadakse tema paremast poolest pee-
gelduse teel ordinaattelje suhtes (joon. 13).
Niisamuti ka iildjuhul: et saada y = f(x)
graafikust y = f(jx]) graafikut, on tarvis
esimese graafiku paremat poolt (mis asub
ordinaatteljest paremal) peegeldada ordi-
naattelje suhtes.

on paarisfunktsioon.

Harjutused.

1. Konstrueerige funktsiooni y = 2|x]— 1
graafik.

2. Konstrueerige jargmiste funktsioonide
graafikud:

a) y= 4—2x;
b) y=4—2x|;
) y= 4—2;

d) y =} — 2|}
3. Leidke funktsiooni
y=p—2/+ Kl +x+ 2} + |+ 4
vahim véaartus. ®
- Selle paragrahvi lopetuseks esitame teile
lahendamiseks moned iilesanded. Esimesel
pilgul néib, et need pole sugugi seotud sel-
lega, millega me selles paragrahvis tege-

lesime, ent asjasse siivenemisel leiate, et
see pole siiski nii.

Ulesandeid.

1. Seitse tikutoosi on pandud ritta. Esi-
meses toosis on 19 tikku, teises 9, jairgmis-
tes vastavalt 26, 8, 18, 11 ja 14 tikku.
- Tikud on tarvis nii iimber tosta, et igasse
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* toosi saaks tikke vordselt, kusjuures tikke
voib tosta vaid iikskoik kumba naabertoosi.
Kuidas seda teha nii, et iimber tostetaks
voimalikult véhe tikke?

Lahendus. Koikides toosides kokku
on 105 tikku. Tdhendab, kui toosides oleks
tikke vordselt, siis oleks igas toosis
15 tikku. Antud tooside paigutuse korral
on iilesandel ainult {iks lahendus. Nimelt
tuleb kuuendast toosist panna 1 tikk seits-
mendasse, viiendast 5 tikku kuuendasse
jne.

Jargmised kaks {ilesannet on veidi kee-

rulisemad.

** 2. Nii nagu ennegi on 7 tikutoosi pan-
dud iihte ritta, tikkude arv toosides on aga
erinev. Nimelt on esimeses toosis 1 tikk,
teises 2, jargmistes vastavalt 3, 72, 32, 20,
10 tikku.

3. Tikutoosid on paigutatud nii, nagu
nididatud korvalasuval joonisel. Tikke voib
iimber tosta vaid moodda jooni, mis toose
tihendavad. :

Jargmise {ilesande puhul on juba kasu-
lik kasutada graafikuid.

4. Ringjoonele on asetatud 7 tikutoosi.
Esimeses neist on 19 tikku, teises 9, jéarg-
mistes vastavalt 26, 8, 18, 11, 14 tikku
(vt. joonist). Tikud on tarvis nii Gmber
tosta, et igasse toosi saaks tikke vordselt,
kusjuures tikke voib tosta wvaid iikskoik
kumba naabertoosi. Kuidas seda teha nii,
et iimber tostetaks voimalikult vihe tikke? ©



§ 4. Ruutkolmliige.

1. Vaatleme niiiid funktsiooni
y = x2.

Te olete muidugi selle funktsiooni graa-
fikut konstrueerinud ja teate, et vastavat
kdverat nimetatakse parabooliks. Funkt-
sioonide y = ax? graafikud saadakse y = x*
graafikust venitamise teel ja ka neid nime-
tatakse paraboolideks!.

Harjutus.

Joonisel 1 on kujutatud parabool. a) On
teada, et see parabool on funktsiooni
y = x? graafik. Madrake mootkava. (Moot-
kava on ithesugune molemal teljel.) b) Mis-
sugune mootkava iihik tuleks telgedel
votta, et seesama kover joonisel 1 oleks
funktsiooni y = 5x2 graafikuks?

2. Vaatame, kuidas muutuvad funkt-
siooni y = x? vairtused, kui argumendi
vaiartused muutuvad ithe ja sama suuruse

! On huvitav, et koik paraboolid on iiksteisega
sarnased (vt. lk. 87).
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vorra, s. t. moodustavad aritmeetilise
progressiooni. Lihtsuse mottes vaatleme
x positiivseid védartusi. Omandagu x nai-
teks vaartused:

208 e il e,
y omandab siis vdartused
1.4.:9,16, 5 jne:

Te niete, et y vdartused ei moodusta
enam aritmeetilist progressiooni.

Lisame argumendi ja funktsiooni vaar-
tuste tabelile veel iihe veeru (joon. 2). Sel-
lesse veergu margime, kui palju muutub
y vaartus, kui argument. x omandab oma
jargneva vaartuse. Muutugu nditeks argu-
ment viirtusest x =2 vaartuseni x = 3.
Funktsioon muutub siis vdartusest y =4
vaartuseni y = 9. Funktsiooni muut! (6el-
dakse ka: funktsiooni kasv) on vordne
funktsiooni uue ja vana vaartuse vahega,
s.0. 9—4=05.

Niisiis, tabeli kolmandasse veergu kir-
jutame funktsiooni y = x* muudud. Niiid
on selgelt ndha, et funktsioon y = x* muu-
tub nii, et xsuurenemisel ei suurene mitte
iiksnes funktsioon ise, vaid ka tema muu-
dud. Ka graafikult on see histi néha:
kover y = x2 laheb jarjest jarsemalt iiles-
poole, samal ajal kui lineaarfunktsiooni
(muutub iihtlaselt) graafik moodustab
x-teljega kogu aeg iithe ja sama nurga
(joon. 3).

Huvitav on markida, et funktsiooni
y = x* muudud moodustavad aritmeetilise
progressiooni. Piiiidke toestada see fakt
iildjuhul: kui argumendi x vdartused moo-
dustavad aritmeetilise progressiooni

e, o+ ;oo et mdpsi
siis moodustavad ka ruutfunktsiooni y = x?

! Funktsiooni y:f(k) muutu tihistatakse t'ava-
liselt kreeka tihega A (delta): Ay ehk Af(x).
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vastavad muudud aritmeetilise progres-
siooni.

Kui argument ¢ on aeg ja funktsioon S libitud
tee pikkus (muudame tédhistused: x asendame tihega
t ja y tdhega S vastavalt fiilisikas tavaks saanud
tahistusele), siis soltuvus S = #2 vastab iihtlaselt kii-
renevale litkumisele (kiirendusega 2), valem S =
= kt +- b aga iihtlasele liikumisele kiirusega k. Uht-
lasel liikumisel ldbib keha vordsetes ajavahemikes
vordsed teeosad, s.t. argumendi vordsetele muutu-
dele vastavad funktsiooni vordsed muudud (lineaar-
funktsioon teisendab iga aritmeetilise progressiooni
aritmeetiliseks progressiooniks). Uhtlaselt kiirene-
val liikumisel aga vordsetes ajavahemikes libitavad
teeosad suurenevad {ihtlaselt. Vastavalt sellele
vastavad ruutfunktsiooni puhul (muuseas, mitte
ainult funktsiooni y = x2, vaid ka suvalise funkt-
siooni y = ax? - bx 4 ¢ puhul) argumendi vordse-
tele muutudele iihtlaselt suurenevad funktsiooni
muudud. ¢

Harjutused.

1. Koostage kolmeveeruline (argumendi
vairtused, funktsiooni véartused, funkt-
siooni muutude véaadrtused) tabel kolm-
lilkkme y = x%2 + x — 3 jaoks, vottes x viir-
tusteks 1, 0, —1, —2, —3. Lisage tabelile
veel iiks veerg. Sellesse veergu kandke
kahe teineteisele jargneva muudu vahed.

Votke niiiid teine kolmliige: x2 + 3x + 5.
Koostage ka selle jaoks samasugune tabel.
Vorrelge nende kahe tabeli viimaseid
veerge. Mis me aga saame, kui votame
kolmliikme y = 2x2 + 3x + 5?

2. Jooniselt A on ndha, et kui votta
abstsisstelje positiivsel” poolel vordsete
jaotustega skaala, siis y = x? graafik tei-
-sendab selle ordinaattelje skaalaks O, A,,
Ay, Aj jne., mille jaotused pole enam vord-
sed. See skaala jaotab ordinaattelje 16iku-
deks OA,, A}A,, AsA; jne. Kujutage niiiid
endale ette, et te loikasite ordinaattelje
nendeks loikudeks ja asetasite siis need
I6igud vertikaalselt iiksteise korvale piki
x-telge vordsete vahemaade jarel (alus-
punktidega punktidesse 1, 2, 3 jne.)
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(joon. B). Kuidas asetuvad nende 16ikude
otspunktid? Selgitage tulemust.

3. Vaatleme y = x® graafikut positiiv-
sete x vdirtuste korral (joon. C). Tehke
ka siin 14dbi koik see, mis y = x? graafi-
kuga harjutuses 2. Joonestage, kuidas
paiknevad loikude otspunktid sel juhul.
Veidi keerulisem kiisimus: kas te suudate
leida kovera vorrandit, millel asetsevad
1oikude otspunktid?

Harjutus.

Konstrueerige y = x? graafik. Mootkava

votke suurem: 1 =2 cm (4 ruutu). Mar-
kige y-teljel punkt F(O, —l—) Mootke
paberiribaga punkti F ja parabooli mingi
punkti M vaheline kaugus. Seejarel kinni-
tage pabeririba punktis M ja podrake siis
teda timber punkti M nii, et riba asetseks
vertikaalselt. Pabeririba ots ulatub x-tel-
jest veidi iile. Mairkige paberiribal, kui
palju ulatub ta iile abstsisstelje (joon. D).
Votke niiiid paraboolil mingi teine punkt ja
korrake mootmist veel iiks kord. Kui palju
ulatub pabeririba ots niilid abstsissteljest
iile? Tulemuse voime teile ette Gelda: iiks-
koik millise punkti te ka paraboolil y = x?
ei votaks, kaugus.sellest punktist punktini

(0,—1— on suurem kaugusest sellest punk-
tist abstsissteljeni alati (ihe ja sama arvu
—i— vorra.

Voib Gelda ka teisiti: kaugus parabooli
suvalisest punktist punktini (0, —i—) vor-
dub kaugusega samast parabooli punktist
x-teljega paralleelse sirgeni y = — —i—.

Seda huvitava omadusega punkti
F((,‘, %) nimetatakse parabooli y = x2foo-
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kuseks, sirget y = — 711— aga selle parabooli

juhtsirgeks.
Juhtsirge ja fookus on igal parabeolil.

3. Vaatleme ruutkolmliikmete

y=x2+px+gqg
graafikuid. Ndiitame, et need ei erine oma
kuju poolest sugugi paraboolist y = x2,
olles ainult teises asendis koordinaattel-
gede suhtes.

Vaatleme algul arvulist ndidet. Votame
kolmliikme

y=x2+2x + 3.

Et saada selle kolmliikme graafikut, esi-
tame ta kujul

y=(x+1)2+ 2,
olles eraldanud tadisruudu.

y = (x + 1)2 graafik saadakse paraboo-
list y=x? viimase nihutamisel piki
x-telge. (Selgitage, miks kover y = (x +
+ 1)2 saadakse parabooli y = x? nihutami-
sel vasakule.) y= (x+1)2 graafikust
saadakse y= (x + 1)2+ 2 graafik péris
lihtsalt (joon. 4).

Niisiis, kolmliikme y= (x+1)2+2 =
= x% + 2x + 3 graafik saadakse parabooli
y = x2 nihutamisel 1 iihiku vorra vasakule
ja 2 iihiku vorra iiles. Sellise teisenduse
tagajérjel laheb parabooli-tipp koordinaa-
tide alguspunktist (0, 0) punkti M koordi-
naatidega (—1, 2).

Harjutused.

1. Joonestage jargmiste funktsioonide
graafikud:

a) y= (x+2)2+ 3;

b) y=(x+2)2—3;

¢) y=(x—2)2 +3;

d) y= (x—2)2—3.
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Parabooli huvitavaid omadusi.

1. Parabooli suvalise punkti kaugus teatud punktini, mida nimeta-
takse parabooli fookuseks, on vordne selle suvalise punkti kaugusega
teatud sirgeni, mida nimetatakse parabooli juhtsirgeks.

2. Kui tithjuses visata kivi mingi nurga all horisontaalsuunaga, siis
lendab ta méoda parabooli.

3. Kui Idigata koonuse pinda tasandiga, mis on paralleelne mingi
tema moodustajaga, siis 16ikejooneks on parabool.

4. Kui parabool panna poorlema timber oma siimmeetriatelje
(niditeks parabool y = x2 fimber y-telje), siis saame viga huvitava
pinna, mida nimetatakse péordparaboloidiks.

Poorlevas anumas on vedeliku pinnal  poordparaboloidi kuju. Te
voite pinda niha, kui poolikus teeklaasis lusikat kiiresti ringi liigu-
tate ning sealt siis lusika vilja votate.
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5. Puhkeparkides voib monikord ndha naljakat atraktsiooni «imede

paraboloidi». Igaiihele, kes seisab poOo6rlevas paraboloidis, tundub, et
tema seisab porandal, teised inimesed aga piisivad mingil imevael
seinte kiiljes.!

6. Prozektori peegel tehakse tavaliselt paraboloidikujuline. Kui
asetada valgusallikas paraboloidi fookusesse, siis moodustavad peeg-
lilt peegelduvad kiired paralleelsete kiirte kimbu.

7. Paraboloidikujulisi peegleid kasutatakse ka peegelteleskoopi-
des: kauge tdhe valgus, langedes paralleelse kiirtekimbuna teleskoobi
peeglile, koondub fookuses.

! Punktides 4 ja 5 Kkirjeldatud katsed pohinevad iihel ja samal para-
boloidi omadusel: kui panna paraboloid sobiva kiirusega iimber vertikaal-
telje poorlema, siis on tsentrifugaal- ja raskusjou resultandi suund
pinnaga risti.

4 Funktsioonid ja graafikud



2. a) Leidke funktsiooni
y=x2+6x+5
viahim véartus.

Lahendus. Selle funktsiooni vahi-
maks vddrtuseks on parabooli y = x% +
+ 6x + 5 tipu ordinaat. Et leida tipu koor-
dinaate, eraldame tdisruudu:

x2+6x+5=(x+3)2—4.

Tahendab, meie parabool on saadud para-
" booli y = x? nihutamisel x-telje sihis —3
ithiku vorra ja y-telje sihis —4 iihiku
vorra, s. t. funktsiooni vdhim véiirtus on
—4.

b) Parabooli y = x2+ px + g tipp asub
punktis (—1, 2). Leida p ja g.

Toestame niitid, et parabooli y= x?
nihutamisega voime saada iga ruutkolm-
liikme

y=x2+px+gq

graafiku. Selleks eraldame, nagu ennegi,
taisruudu, s. t. esitame ruutkolmliikme
kujul g = (£ +... )2+ ..., kus-téine Ui
detav sulgudes ja vabaliige tulevad sobi-
valt valida soltumatutena argumendist x.

Pirast sulgude avamist saame x esi-
mese astmega liikme ainult kahekordses
korrutises ja kuna see liige peab olema
px, siis tuleb sulgudes teiseks liidetavaks

p

votta A Niisiis, saame

x2+px+q=(x+%)2 2

=x2+'px+—Z—2+... !
Kuna kolmliikme vabaliige peab olema g,
siis kolme punkti asemele tuleb kirjutada
p
et v
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Niisiis, kolmliikme y = x2 t px +q vOoib g xty +px+q

esitada ku;ul

2 2
y= (x i —2—) + g — —Z—
Naeme (joon. 5), et ruutkolmliikme
y=x2+px+gq
graafik kujutab endast parabooli y = x2

mis on nihutatud' — —g— vorra x-telje sihis

ja g — %2 vorra y-telje sihis.

Selle parabooh tipu M abstsissiks on
2

Xm = —-—Ja ordinaadiks ym= g — —p—

4; Vottes «aluseks» graafiku y = ax?
voime samal viisil saada iildisema kujuga
ruutkolmliikme

y=ax2+bx+c
graafiku.

Selgitame seda néitel. Votame ruutkolm-
lilkme y =—;—x2 —3x +6. Toome x2 kor-
daja sulgude ette:

X3k + 6= (x2—6x+12).

(.Eralda'me sulgudes olevas avaldises
taisruudu:

L (2—6x+12) =

= {(x2—2-3x+9 +3) =
= [(x—3)2+3].
Niisiis,

1 3
y=—2—- (x—3)2+ ?

! Nihe ———% vorra x-telje sihis tahendab nihet

paremale, kui —%> 0, ning vasakule, kui — % <0
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Y=2x*-4x+5

Nieme, et y = % (x —3)2+ -g— graa-
fiku saame, kui nihutame parabooli y =
=—; x? x-telje sihis 3 iihiku vorra pare-

male ja y-telje sihis% ithiku vorra iiles.

Ulesandeid.

1. Nihutada parabooli ax? x-telje ja
y-telje sihis nii, et saaksime kolmliikme
y = ax? + bx + ¢ graafiku.

(Vastus. Parabool y=ax?+bx+ ¢
saadakse paraboolist y = ax?, kui nihu-

tada viimast abstsisstelje sihis — 2—’;— ithiku
tthiku

[y
4ac

vorra ja ordinaattelje sihis
vorra.)

2. Leida funktsiooni y=2x2—4x + 5
vdhimad véartused loikudel: :

a) x=0 kunix=5 (0<x<
b) x=—5 kuni x=0 (—5<x <

Lahendus. Kasutame eelmise iiles-
ande tulemusi ja konstrueerime funktsiooni
y = 2x2 — 4x + 5 graafiku (joon. a, b).

Jooniselt on nédha, et x muutudes véartu-
sest x =0 vdidrtuseni x =25 funktsioon
y=2x2—4x +5 algul kahaneb (kumni
vddrtuseni x = 1), seejarel kasvab. Niisiis,
funktsiooni y = 2x2—4x + 5 vidhimaks
vaartuseks 1oigul a) on tema véartus x = 1
puhul (joon. a). x muutudes —5-st kuni
0-ni funktsioon y = 2x2 — 4x + 5 kogu aeg
kahaneb. Tdhendab, funktsiooni vdhimaks
vadrtuseks loigul b) on tema vairtus
x =0 puhul. .

(Vastus. Vahim vaartus Ioigul a) on
3, loigul b) aga 5.)
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Harjutused.

1. Joonestage jargmiste funktsioonide
graafikud, iga parabooli tipu tdpsed koor-
dinaadid ja graafikute ning koordinaattel-
gede loikepunktide koordinaadid:

a) y=x—x2—1;

b) y=—3x2—2x+ 1;
¢c) y=10x2— 10x + 3;
d) y=0,125x2 + x + 2.

2. Millise funktsiooni graafiku me |
saame, kui venitame algul parabooli y = x2
ordinaattelje sihis kahekordseks, seejarel
aga nihutame sama telje sihis 3 iihikn
vorra allapoole? Millise funktsiooni graa-
fiku me saame, kui need kaks teisendust
teha vastupidises jédrjekorras: algul nihu-
tada parabooli y = x? kolme {ihiku vorra
allapoole, seejdrel aga venitada teda y-telje
sihis kahekordseks?

3. Kui palju on tarvis nihutada para-
booli y=x*—3x+2 x-telje sihis ja
y-telje sihis, et saada parabool y = x2 -+
+x+1?

4. Nihutage parabooli y=x? x-telje
sihis nii, et ta labiks punkti (3, 2). Millise
funktsiooni graafiku te saate?

3. Vaatame niiiid, mida voib funktsiooni
y=x>+ px+q graafiku pohjal Gelda
ruutvorrandi

Xt Epx1q=0

lahendamise kohta. Selle vorrandi lahen-
diteks on need x vdartused, mille puhul
funktsiooni y = x2 4+ px + g véértused on
vordsed nulliga. Graafikul on nende punk-
tide ordinaadid nullid, s. t. asuvad abst-
sissteljel.
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Ruutkolmliikme y =x? + px + g graafi-
kult on kohe ndha, et ruutvorrandil on

kaks reaalset lahendit, kui —Qf—q>0,

: ning pole tihtegi iahendit, kui jif—q<0,
(Tuletagem meelde, et parabooli y = x2
nihutatakse allapoole, kui ¢ — 14<0, ja

iilespoole, kui ¢g— —Zi >0; vt. joon. 5,
lk. 51.) |

Ku!—— —qg =0, siis on ruutvérrandilg

x2+px+q 0 kuju (x+ p) = (0. See
juhtum on eriti huvitav. Vaatleme seda
tiksikasjalisemalt. |

Vorrandil x—2=0 on iiks lahend
x = 2. Vorrandi (x —2)2? =0 lahendiks on
samuti x =2 — iikski teine arv ju seda
vorrandit ei rahulda.

Sellele vaatamata rddgime esimesel
juhul, et vorrand x — 2 = 0 on iiks lahend, k
teisel juhul aga iitleme, et vorrandil (x —
—2)2 = 0 on kordne lahend ehk kaks vord-
set lahendit: x, =2 ja x, = 2.

Kuidas seda erinevust selgitada?

Selleks on mitu voimalust. Me esitame
neist iithe. Muudame veidi esimest vorran-
dit: asendame nimelt nulli paremal pool
mingi vdikese arvuga. Lahend muidugi
muutub, aga ta jddb endiselt ainsaks: vor-
randit rahuldab ikka ainult iiks arv. Néi-
teks

x—2=0,01, x=20I.

Muudame niiiid samal viisil teist vor-
randit: ,
(x—2)2=0,01, x2—4x+399=0.

Saadud vorrandil on niiiid kaks lahendit:
X~ 2,1 ja xo~1,9. Muudame niiiid jélle
vorrandi (x — 2)2 0,01 paremat poolt,
asendades ta iiha viiksemate arvudega.
Seni kui parem pool pole vordne nulliga,
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on vorrandil kaks erinevat lahendit.
Parema poole vidhenedes lahendid «ldhe-
nevad» teineteisele, nii et nende vdartused
erinevad teineteisest itha védiksema suu-
ruse vorra. Lopuks, kui parem pool saab
vordseks nulliga, «sulavads need kaks
lahendit iihte, s. t. lahendid saavad teine-
teisega vordseks. Seetottu oeldakse, et vor-
randil (x —2)2 = 0 on kaks vordset lahen-
dit.

Geomeetriliselt vastab liitunud lahen-
dite juhtum sellele, et parabool y = (x —
— 2)2 puudutab x-telge.

Ruutkolmliikme y = x2 4+ px + ¢ iildjuhu
arutame 1dbi geomeetriliselt. Olgu esiteks

2
vabaliige ¢ viiksem kui pT (s. t. g—
2 ¥
— 2. <0); sel korral Igikab parabool

y = x2+ px + q abstsisstelge kahes punk-
tis (joon. 6). Kui hakkame vabaliiget suu-
rendama, siis parabool, liikudes iilespoole,
loikab algul x-telge ikka kahes punktis
(vorrandil x2-+ px + ¢ on sel korral kaks
erinevat lahendit). Seejidrel need loike-
punktid, ldhenedes iiha teineteisele, teatud

momendil (kui q——lf— = 0) kattuvad. Sel

momendil puudutab parabool y = x2-+
2 il A b = :
+ px2+q = (x R ——2-) x-telge, vorrandil

B - pxh —p;—= 0 on aga iiks kahekordne

lahend. Vabaliikme edasisel suurenemisel
parabool eemaldub x-teljest ning seega
vorrandil x? + px2+ g =0 pole reaalseid
lahendeid.

Harjutused.

1. Leida parabool y = ax? + bx + ¢, mis
loikab abstsisstelge punktides x =3 ja
x = —Db, y-telge aga punktis y = 30.
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.3)-“ X=10

X

Lahendus. Ruutkolmliikmel, millega
see parabool ette antakse, on kuju

a(x—3) (x +5).

Loikepunkti y-teljega saame, kui x = 0.
Téhendab, x =0 puhul peab meie funkt-
sioon vorduma 30-ga. Saame a(—3) (+5) =
=30, kust a = —2.

(Vastus. Otsitav parabool on y= 1
= —2x2—4x + 30.) ‘

2. a) Leida ruutkolmliige x2 + px + ¢, |
kui tema graafik 1oikab abstsisstelge |
punktides x =2 ja x = 5. ‘

b) Leida kolmanda astme hulkliige
y=x3+px2+qgx+r, kui on teada, et
tema graafik loikab x-telge punktides
x=1 x=2 jax=3. :

c) Piitidke leida hulkliige, mille graafik
16ikaks x-telge 101 punktis: x; = —50,
Xo = —49, x5 = —48, ..., x{01 = 50. |

Missugune on selliste hulkliikmete vaik-
seim aste?

3. Kolmliikmel —x2 4 6x —9 on kaks
vordset juurt.

a) Muutke 0,01 vorra vabaliiget, nii et
saadud kolmliikmel oleks kaks erinevat
juurt.

b) Kas on voimalik jouda sama tulemu-
seni, muutes 0,01 vorra ainult x kordajat?

4. Joonisel A 1) ja 2) on kujutatud ruut-
kolmliikmete y = x2+ px + ¢ graafikud.
Leidke p ja g. Joonestage graafik 2), vali-
des sobivama mootkava ja telgede asendi.

5. Joonisel B 1), 2) ja 3) on kujutatud
ruutkolmliikmete y = ax? + bx + ¢ graafi-
kud. Leidke a, b ja c.

6. a) Lahendage vorratus
x2—5x +4>0.
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. vaartuse (joon. 9).

-funktsioon' y = x2—5x +4 on positiivne

Lahendus. Jooniselt 7 on naha, et

kahes vahemikus: x puhul, mis on viikse-
mad kui 1, ja x puhul, mis on suuremad
kui 4. (Vastus. x<<1 ja x>4)

b) Lahendage vorratus
xr—1<l|x2—5x+ 4}

5 : Coboend: x<1, X >4
Lahendus. Joonestame iihele ja T T
samale joonisele nii vorratuse paremal kui ]0%?
ka vasakul poolel asuvate funktsioonide
graaflkud Joonisel 8 on ndha, et sirgel
=x—1 on y= |x2— 5x + 4| graaflkuga
kolm tihist punkti: A (x1, y), B (X2, ¥2) ja Ussanme
C (x3, y3). Tingimus x — 1 <|x —bx + 4]  xX-1<[x2-5x+4
on tdidetud kolmes vahemikus: x <<x;, y
X <x <X, X>>x3 X ja xs vadrtused lei-
takse vorrandist

x—1=x2—5x 44,
Xo vadrtus leitakse vorrandist
x—1=— (x2—5x + 4).

(VRS tas, sl F e <3 janneh;
t. koik x vairtused, vilja arvatud x =1
ja 3<x <5)

¢) Lahendage vorratused

x— 1> % — 5x + 4},
x— 12> |x2—5x + 4}.

7. Leidke funktsiooni

y=x*— 5l + 4
suurim védrtus 16igul —2 kuni 2.

6. Me voime y = x? graafiku saada ka
nii, et «tdstame ruutu» y=x graafiky,
s. t. tostame mottes ruutu iga ordinaadi
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Harjutused.

1. Joonisel A on kujutatud y=x—1
graafik. Joonestage samal joonisel y =

= (x — 1)? graafik.

Nezor
Joom. A

l\ y
‘} 14--
j X

2. Joonisel B on kujutatud y=f(x)
graafik. Joonestage samal joonisel y=

= (f(x))2? graafik.

3. Kasutadesy = x(x + 1) (x — 1) (x — 2)

graafikut (§ 1), joonestage

y—x"’(x+1)2(X~1)2(x—2)

graafik.

4. Joonestage jargmiste
graafikud:

a) y=[x]%

b) y = (x —[x])?

funktsmomde




§ 5. Murdlineaarne funktsioon.

1. Joonisel 1 on kujutatud funktsiooni
Yy = —% «graafik» nii, nagu teda tihti tee-

vad inimesed, kellel pole kiillaldasi koge-
musi graafikute konstrueerimisel. Nad
arutlevad nii: «Kui x =1, siis y = 1. Kui
x=2, siis y= 4. Kui x =3, siis y = .
Kui x= —1, siis y=—1. Kui x=0,

siis ...? Mnjaa... Mida tihendab -, ei

ole teada, seetottu jatame x = 0 vahele. . .»
Eespool esitatust on teile selge, et nii
graafikuid joonestada ei tohi. Oige ette-
kujutuse saamiseks maéargime algul, et
x=0 puhul pole funktsioon maératud.
Sellistel juhtumeil on huvitav vaadata,
kuidas funktsioon Kkéaitub selle punkti
imbruses. Kui x ldheneb absoluutvaartu-
selt vihenedes nullile, siis muutub y abso-
luutvdirtuselt kuitahes suureks.
Sealjuures, kui x ldheneb nullile pare-

malt (x>0), on ka y= —%—positiivne.
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Seega touseb funktsiooni y = —i graafik

iiles, kui x ldheneb nullile paremalt. Kui
aga x laheneb nullile vasakult (x<<0),
siis on y negatiivne ning seetottu langeb

= —i graafik alla (joon. 2).

Niiiid on selge, et «keelatud» védartuse
x =0 ldheduses graafik hargneb kaheks:
parempoolne hatu ldheb y-telje sihis fiiles,
vasakpoolne aga alla (joon. 3).

Vaatame niiiid, kuidas kditub funktsioon,
kui x absoluutvdirtuselt suureneb. Vaat-
leme algul parempoolset haru, s.o. véar-
tusi x > 0. Positiivse x korral on ka y védar-
tused positiivsed. Tédhendab, kogu parem-
poolne haru asub abstsissteljest korgemal.

x suurenedes murd —]xvéheneb. Seetottu

nullist paremale liikudes laskub kover
N .

 Sopaliieng itha madalamale ja madalamale,

kusjuures ta voib ldheneda x-teljele kui-
tahes lahedale. x<{0 jaoks saame ana-
loogilise pildi (joon. 4,a ja b).

Seega, kui x absoluutvdartuselt piirama- |

tult suureneb, siis funktsioon y =—lx— abso-

luutvaartuselt piiramatult védheneb ning
graafiku molemad harud ldhenevad abst-
sissteljele: parempoolne iilalt, vasakpoolne
alt (joon. H).

b
y-+
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Koverat, mis on funktsiooni y= —

graafikuks, nimetatakse hiiperbooliks. Sir-
geid, millele lihenevad hiiperbooli harud,
nimetatakse tema asimptootideks.

2. Funktsiooni y = —L graafiku voib

koostada ka veidi teisiti.

Joonestame funktsiooni y = x graafiku
(joon. 6,a). Asendame koik ordinaadid
nende poordvddrtustega ja kanname vas-

tavad punktid joonisele 6,b. Saame graa-
fiku y =—L—.

Jooniselt on piltlikult ndha, kuidas esi-
mese graafiku vdiksed ordinaadid teisen-
duvad teise graafiku suurteks ordinaati-
deks ja, vastupidi, esimese suured ordinaa-
did teise vidikesteks ordinaatideks.

Selline graafikute «jagamise» vote on
kasulik alati siis, kui me oskame konst-
rueerida funktsiooni y = f(x) graafikut ja
meil on tarvis konstrueerida funktsiooni

e
y= ) graafik (vt. k. 62, 63).

Harjutused.

1. Teades y = x? graafikut, konstruee-
rige y=x—12 graafik. (Lahendus on jooni-

sel 7))

2. Konstrueerige jargmiste funktsioo-
nide graafikud:

P l . _— l

a) _ St e ey 4 b) y~x2—2x+3'
(Te ndete, et need kaks graafikut on oma
kujult tdiesti erinevad.)

3. Teades funktsioonide y= [x] (vt.
lk. 10) ja y=x— [x] graafikuid, konst-
rueerige funktsioonide

l . —
a) y= ™ b) y=
graafikud.

*—[x]

6l
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3. Koverad, mis teil tuleb konstrueerida
jargnevates harjutustes, saadakse hiiper-

boolist y=—)1‘— teile juba tuntud teisen-

duste abil. Neid koiki nimetatakse samuti
hiiperboolideks.

Harjutused.

1. Joonestage jargmiste funktsioonide
graafikud:

a) y=—+1,
1
it g m
1
& 5 Rl o e

Néidake dra koikide nende hiiperboolide
astimptoodid.
2. a) Toestage, et sirged y=xjay = —x

on hiiperbooli =% stimmeetriatelge-
deks.

b) Kas graafiku y=% parempoolsel
harul on siimmeetriatelg? &

3. Teades y=—JlC— graafikut, konstruee-
rige y=—:;— graafik. Kas sellel koveral
on siimmeetriatelg?

Kuju
s b

cx +d

(ks c5£0 ja b £ 0)

omavate funktsioonide graafikud saadakse

Y

funktsiooni y:—)lc- graafikust, kui nihu-

tada viimast x-telje sihis ja venitada y-telje
sihis. Et kindlaks médrata nihke suurust
ja venituse koefitsienti, on tarvis murru
lugeja ja nimetaja jagada x kordajaga c:

64



i S
exid i
e o

Teeme selle 14dbi néitel y = 5;1-—2—

Saame:
1

Pk B
3x+2 e
X 3
Niitid on néha, et funktsiooni y = P

graafikuks on x-telje sihis ( i— =~ Jvorra’
nihutatud ja y-telje sihis kolmekordselt
kokkusurutud —lx- graafik.

Harjutus.

Joonestage y :QlTx + 1 graafik.

(Ndpunaide. Teisendage murdu 5 i

nii, nagu on eespool éeldud: jagage lugeja
ja nimetaja ldbi x kordajaga, s. 0. (—1)-ga.

Tulemuseks saate y =—5 + 1.)

4. Murdlineaarsete funktsioonide

_ax-+b

e
graafikud ei erine oma kuju poolest y =
=)]Tgraafikust. Me eeldame muidugi, et
¢ 0 (vastasel korral oleks meil tegemist

lineaarfunktsiooniga y = % x+ %) ning
et —a-;&»g—, s. t. et lugeja ei ole nimetaja

- Uase 4x 46
kordne (nagu funktsiooni y = 53

! Aga mitte (—2) vorra, nagu tihti arvavad opi-
' lased!

5 Funktsioonid ja graafikud 65
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Joom.40

puhul), sest vastasel korral on funktsioon
konstantne.
Toestame viite. Vaatleme algul niidet

- Q;j; . Eraldame murru «tdisosa,
jagades lugeja nimetajaga (joon.:9).
2x + 1

Saame iy =2+ g, 7
Niiiid on nédha, et selle funktsiooni graa-
fiku voib saada y =Lx graafikust jarg-

miste teisenduste teel: nihe 3 iithiku vorra
paremale, venitus 7 korda y-telje sihis ja
nihe 2 {ihiku vorra iiles.

Analoogiliselt voib esitada iga suvalise

. Sl , eraldades tema «tais-
cx 4+ d

osa». Jarelikult on koikide murdlineaar-

?}t‘_}}:% graafikuteks
hiiperboolid (mis on erinevatel viisidel
nihutatud koordinaattelgede suhtes ja
venitatud y-telje sihis).

Miérkus. Et konstrueerida mingi murd-
lineaarse  funktsiooni graafikut, pole
sugugi tarvis teisendada murdu, mis selle
funktsiooni ette annab. Kuna me teame, et
graafikuks on hiiperbool, siis on kiillal-
dane leida sirged, millele hiiperbooli
harud ldhenevad (hiiperbooli asiimptoo-
did) ja veel moned punktid.

N aide. Konstrueerime funktsiooni

_3x+5
k)
graafiku. |

Leiame algul selle hiiperbooli asiimptoo-
did. Funktsioon ei ole méédratud, kui
2x+2=0, s.t. x=—1 puhul ; (joon. 10).
Tahendab, vertikaalasiimptoodiks on sirge
x=—1.

Et leida horisontaalasiimptooti, vaa-
tame, millele ldhenevad funktsiooni védar-
tused, kui argument absoluutvdartuselt
suureneb. Absoluutvdirtuselt suurte x|
véaartuste puhul

murru y =

sete funktsioonide y =
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BB 3x 3

2x+2 W9
Tédhendab, horlsontaalasﬁmptoodiks on
sirge y = —-
Maéaidrame hiiperbooli ja koordinaattel-

gede loikepunktid. x =0 korral y = %

Funktsioon vordub nulliga, kui 3x + 5 =0,
s. t. kui x=— %
Mar}\mud joonisele punktid ( 3 : 0)

]a (O, 5 ) joonestame graafliku (joon. 11).

Harjutused.

1. Konstrueerige jargmiste funktsioo-
nide graafikud:

a) y=1—5=, b) y=3t%
2x 41
c) it x+l.
2. Joonisel 12, a on kujutatud murd-
lineaarsete funktsioonide y = 2= fq graa-

fikud. Leidke need funktsioonid (s. t. méaa-
rake p, g ja r).
3. a) Mitu lahendit on vorrandil
S = x2+4x + 27

(s

Lahendus. Konstrueerime iihel ja
samal joonisel funktsioonide

| i
graafikud.

Joonisel 12, b on ndha nende graafikute
kaks Ioikepunkti. On aga selge, et on ole-
mas ka kolmas loikepunkt, kuna parabool
loikab hiiperbooli asiimptooti. Graafikute
loikepunktide abstsissid ongi vorrandi
lahenditeks.

(Vastus. Kolm lahendit.)
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Hiiperbooli huvitavaid omadusi. 3

1. Hiiperbool on nende punktide M geomeetriliseks kohaks, millel‘l
kauguste vahe antud punktideni F, ja F, (mida nimetatakse fookus-
teks) on absoluutvaértuselt vordne mingi etteantud arvuga. \

2. Suurte kauguste tagant meie paikesesiisteemi lendavad komee- |
did ja meteoriidid liiguvad mooda hiiperbooli haru, kusjuures Paike |
asub selle hiiperbooli fookuses. Uks asiimptootidest! méarab komeedi|
saabumise, teine lahkumise suuna. ‘

3. Kui pommitada aatomituuma a-osakestega, siis liigub tuumast
modduv osake modda hiiperbooli. ‘

4. Kui panna hiiperbool péorlema iimber tema siimmeetriatelje,

! Igal hiiperboolil on kaks asiimptooti. Hiiperboolidel, mis on murd-
+ b '
lineaarsete funktsioonide y = iﬁ i, graafikuteks, on aslimptoodid teine

teisega risti. Teiste hiiperboolide puhul moodustavad asiimptoodid mingi
muu nurga. |




e
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mis ei 16ika hiiperbooli harusid, siis saame pinna, mida nimetatakse
itheleheliseks hiiperboloidiks. Sellel pinnal on huvitav omadus: ta on
«kootud» sirgjoontest. Moskva televisioonikeskuse azuurne mast on
monteeritud just selliste hiiperboloidide (valmistatud sirgetest teras-
varbad 'st) «tiikkidest». |

5. Kui panna hiiperbool pddrlema iimber teise siimmeetriatelje, siis
saame pinna, mis koosneb kahest «tiikist». Seda pinda nimetatakse
kaheleheliseks hiiperboloidiks. Just seda kujundit pidas silmas
A. Tolstoi oma romaanis «Insener Garini hiiperboloid». Muide, inse-
ner Garinile vaja olnud omadus — koondada kiired paralleelsesse
kimpu — on tegelikult mitte hiiperboloidil, vaid paraboloidil. Nii et
sellele raamatule oleks paremini sobinud pealkirjaks «Insener Garini
paraboloid».

6—7. Kui sobivalt 16igata lopmatut koonust tasandiga, siis on

l16ikejooneks hiiperbool. Kui teil on koonusekujulise varjuga elektri-

lamp, voite te selles veenduda: lambi poolt valgustatud seinaosa on
piiratud hiiperbooli osaga.




§ 6. Ratsionaalfunktsioonid.

1. Funktsioone, mida saab esitada kahe
hulkliikme jagatisena, nimetatakse ratsio-
naalfunktsioonideks.

Ratsionaalfunktsioonide néiteid:

_ P —5x+3 C(x—D2x41)
. Sy o g isal 4= x?+3 ;

e S SR Ty

x—1-

Eelmises paragrahvis vaadeldud murd-
ax -+ b
cxrd

sionaalfunktsioon. Ta kujutab endast kahe
lineaarfunktsiooni (esimese astme hulk-
lilkme) jagatist.

Kui funktsioon y = f(x) kujutab endast
korgemate kui esimese astme. hulkliikmete
jagatist, siis on tema graafik iildreeglina

on rat-

lineaarne funktsioon y =

1
1 Ka y=x2-43— Mo T 00 ratsionaalfunkt
sioon, kuna teda saab kirjutada kahe - hulkliikme
jagatisena jargmiselt: x2+3 — —
(x243)(x—1) —1 §

x—1
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palju keerulisem ning teda péris tdpselt,
koiki detaile arvestades, on vahel viga
raske konstrueerida. Sellele vaatamata on
aga sageli kiillaldane kasutada votteid,
mis on analoogilised nendega, millega me
oleme juba tutvunud.

2. Vaatleme moningaid néiiteid. Konst-
rueerime funktsiooni

23 x—1
Y=o roaxti
graafiku.
Poorame koigepealt tdhelepanu’ sellele,
et x = —1 puhul ei ole funktsioon méara-

tud (kuna murru nimetaja x2+ 2x + |

vordub x = —1 puhul nulliga). x-ide puhul,

mis on ldhedased —1-le, muutub murru ’,_}_’f-_’__:‘_-_!_
lugeja x — 1 vordseks ligikaudu —2-ga, ¢ X™#2x+1 (x+1)?
nimetaja (x + 1)2 on aga nende x viirtuste %=1 & nimuseya =0
puhul positiivne ja absoluutvdartuselt .

el 3 x—1
vdike. Tahendab, murd TEEE
tilvne ning absoluutvdirtuselt suur (ja
seda suurem, mida lihemal on x vairtu-
sed —1-le). Jédreldus: graafik jaotub kahte
harru (kuna graafikul pole punkti, mille
abstsiss on vordne —1-ga); molemad
harud suunduvad x ldhenemisel —1-le
allapoole (joon. 1).

Vaatleme murru lugejat. Lugeja muutub
nulliks x =1 puhul. Tédhendab, punktis
x ='1 loikab graafik abstsisstelge. Joones-
tades veel loikepunkti y-teljega (x =0
puhul on y = —1), vdoime endale graafiku
kuju tema keskmises osas enam-vdhem
ette kujutada (joon. 2).

Jadb ainult veel {ile uurida, mis toimub
funktsiooniga absoluutvéirtuselt suurte x
véddrtuste puhul.

Kui x on positiivne ja kogu aeg suureneb,
siis suurenevad ka murru lugeja ja nime-
taja. Et aga lugejas on x esimeses astmes,

on nega-
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nimetajas teises astmes, siis suureneb
nimetaja suurte x puhul palju kiiremini
kui lugeja. Seetottu ldheneb funktsioon

g i e tokestamatul i
oY =5 m X loKestamatul suurenemi-
sel itha enam nullile. Niisiis, graafiku
parempoolne haru touseb punktist x =1
paremal veidi abstsissteljest korgemale
(joon. 3), seejdrel aga langeb uuesti alla
ning laheneb x-teljele.

Analoogiline mottekéik niitab, et kovera
vasak pool ldheneb x suurenemisel abso-
luutvdartuselt abstsissteljele, ainult et
mitte iilalt-, vaid altpoolt (joon. 3). Hiljem
me nditeme (vt. Ik. 76), kuidas saab tép-
selt leida selle punkti asukoha, milles
graafiku parempoolne haru touseb koige
korgemale.

Tehtud analiiiisi pohjal saab skitseerida
funktsiooni graafiku (joon. 4).

3. Konstrueerime funktsiooni

AR X

& x24 1
graafiku.

Joonestame koigepealt lugeja y=x ja
nimetaja y = x2+ 1 graafikud (joon. 5).
Et konstrueerida antud funktsiooni graafi-
kut, on tarvis lugeja véaartused jagada
nimetaja vastavate vdartustega.

x =0 puhul on lugeja vordne nulliga.
Tahendab, graafik ldbib koordinaatide
alguspunkti. Liigume koordinaatide algus-
punktist paremale (s. t. vaatleme argu-
mendi positiivseid védértusi). Kuna x2 on
vdga vdikeste x puhul palju vdiksem x-st,
siis nimetaja jdab alguspunktist paremale
poole minnes moneks ajaks enam-viahem
vordseks tihega (veidi suuremaks kui iiks);
seetottu on kogu funktsioon enam-vdhem
vordne lugejaga x (lugejast veidi vaik-
sem). Tahendab, graafik kulgeb korvuti
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sirgega y = x, jark-jargult temast eemal-
dudes (joon. 6).

Varsti aga hakkab x? + 1 kasvama Kiire- .

mini kui x, nimetaja jouab lugejale jarele,
murd hakkab vdhenema ja graafik poor-
dub alla (joon. 7).

Kuna lugejas on x esimeses astmes,
nimetajas on aga x%-ga liige, siis x suurle
vaartuste puhul kasvab nimetaja kiiremini
kui lugeja. Seetottu muutub murd x suure-
nedes itha védiksemaks ning graafik ldhe-
neb abstsissteljele (joon. 8).

Graafiku vasaku poole voib saada ana-
loogilise mottekdaigu pohjal. Graafiku iild-
kuju on ndidatud joonisel 9.

i S R

SRR )

4. Funktsiooni y = ﬁ graafiku va-
saku poole voib saada tema paremast poo-
lest, kasutades siimmeetriat, mis, tosi kiill,
erineb eespool vaadeldud siimmeetriatest.

Votame graafiku paremal poolel mingi
punkti M. Kui @ on selle punkti abstsiss,

siis tema ordinaat b = 9 (b = f(a) =
= a?_i—l_) Leiame niiiid graafiku punkti,
mis vastab abstsissi vastandvidartusele
x = —a. Selle punkti ordinaat on =

S.0.— ﬁ, s.t. — b. Niisiis, iga punkti

M(a, b) korral graafiku paremal poolel
leidub punkt M’(—a, —b) tema vasakul
poolel. Ilmselt (vt. joon. 10) on punkt M’
siimmeetriline punktiga- M koordinaatide
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alguspunkti suhtes. Tdhendab, graafiku
vasaku poole voib saada paremast poolest
peegelduse teel koordinaatide alguspunkti
suhtes.

Harjutused.

1. Toestage, et funktsiooni y = % graa-

fik on stimmeetriline koordinaatide algus-
punkti suhtes.

Lahendus. Vaatleme kovera y= e

X3
kahte punkti, mille abstsissid on x = a ja
x = —a. Esimese ordinaadiks on —1—3, teise

Sicaadit R
ordinaadiks aga —;5 = — 5.

Tahendab, vastavalt kovera ;i— igale
punktile M(a,%) leidub koveral punkt

M, (——a, ——% ) , mis on esimesega stimmeet-
riline koordinaatide alguspunkti suhtes.
Jarelikult on kogu kover y = % stimmeet-

riline koordinaatide alguspunkti suhtes.

2. Millised jargmistest funktsioonidest
on paaris- ja millised paaritud funktsioo-
nid!:

y=xf y=|3+ x; yszLl;

y=lx—x% y=2x+1)*+ (2x—1)4
1 L

Y= or— A

y= (x4 4)2 Cy =it 1)

y=——tr—iy=(3—x)°— (3 + )%
X+ 1
x—’f——;'

! Paarisfunktsiooni definitsioon on lehekiiljel 15,
paaritu funktsiooni definitsioon aga lehekiiljel 75.
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PAARITUD FUNKTSIOONID

f(-a)=-F(a)
yA

'{

0
I
4
4
.~
3o

- s e m—e Sw— e we——
-
e mm G e D GEE GEE GHD GEE G S D G e S G — S—

—-—

Funktsiooni y = f(x) nimetatakse paarituks funktsioo-
niks, kui suvalise arvu a korral kehtib vordus [(—a) =
= —f(a). Paaritu funktsiooni graafik on siimmeetriline
koordinaatide alguspunkti suhtes.

4 y,.xd

X
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5. Poordume veel kord tagasi funktsiooni
Yy=axi

graafiku juurde ja teeme sellel nditel sel-
geks veel iihe huvitava kiisimuse. Piiiame
tipselt mdadrata punkti, milles graafiku
parempoolne haru touseb koige korgemale
(seega on muidugi madratud ka punkt,
milles graafiku vasakpoolne haru langeb
koige madalamale).

On ilmne, ‘et meie kover ei saa tousta
viaga korgele, kuna nimetaja x? 4 1 saab
iisna ruttu suuremaks lugejast x. Vaatame,
kas ta voib tousta korgusele, mis on vordne
iihega, s.t. kas y vaartus voib mingi x
vaartuse korral olla 1.

- Kuna y=;2—:_——T, siis on selleks vaja

L X &
lahendada vorrandF:L—l =1ehk x2—x +

+ 1=0. Sellel vorrandil pole lahendeid.
(Kontrollige!) Téahendab, graafikul pole
punkte ordinaadiga y = 1, s. t. graafik ei
16ika sirget y = 1 (joon. 11).

Vaatame, kas kover touseb korguseni 5]

3
Selleks on tarvis, et kehtiks vordus
gy = ehk x2—3r+1=0 Sellel

vorrandil on kaks lahendit (kontrollige!)
ning seega meie graafikul on kaks punkti

ordinaatidega-—l—, s. t. graafik loikab sir-
get y = —;— kahes punktis (joon. 12).

Et leida korgeimat punkti, tuleb kindlaks
teha, missuguse suurima k korral on vor-

randil - = h lahend (joon. 13).

~ . X e
Asendame ~vorrandi ;- = h ruutvor-
i

randiga.. ..
hx? %x + h=0.
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Sellel vorrandil on lahend, kui .
1 —4h2>0.

Siit saame suurima korguse, milleni
voib graafik tousta:

1
h—~2—.

Leiame niiiid, millise x puhul on funkt-

sioonil y see suurim védirtus. Kuna y =

B et
phr B2—2x+1=

X P X
o1 Sis wog
= 0,! millest x = 1.

Niisiis on graafiku korgeimaks punktiks

punkt ( 1,—;—).

Harjutus.
Leidke funktsiooni y = (%;—1”2 graafiku

(vt. punkt 2) suurim ordinaat.

6. Konstrueerime funktsiooni

R o o 8
X

graafiku. Selle graafiku iildkuju on lihtne
joonestada, kui tahele panna, et

e ) W
e T
x2 41
Jérelikult joudsime iilesandeni, mille me
juba lahendasime: teades y = f(x) graafi-
kut, konstrueerida y = graafik (vt.

k. 62 ja 63).

Tulemuseks on umbes selline pilt, nagu
on ndha joonisel 14.

Konstrueerime niiiid selle graafiku tei-

()

! Kas tdisruudu saime juhuslikult?
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2
y.fT*tsx«f%

o, B

siti. Sealjuures selgub veel iiks tema huvi-
tav isedrasus.
Jagame lugeja 1dbi nimetajaga:

x2+1
X

g Lico
e 9

Konstrueerime niiiid graafiku y=x +
i —, «liites» melle tuntud funktsioonide

y=xjay=— graaflkud (joon. 15).
x2
Me nidgime, et graafikul y= +1 on
olemas vertikaalastimptoot — y- telg, mil-

lele graafik ldheneb, kui x absoluutvaartu-
selt vaheneb. Niiiid ndeme, et sellel graafi-
kul on veel ka kaldasiimptoot — sirge
y = x (sellele sirgele ldheneb graafik siis,
kui x piiramatult suureneb).

Harjutused.

x2+4 1
X

1. Kontrollige, et y = graafik on

stimmeetriline koordinaatide alguspunkti

suhtes.
2. Leidke funktsiooni

S ke
BN TE

graafiku parempoolse haru madalaima
punkti koordinaadid.

Teise harjutuse vastuse saame kergesti
antud funktsiooni graafiku konstrueeri-
mise . esimesest meetodist (vt. joon. 14):
oo x2F1

X

graafiku madalaim punkt on

sellel x vaartusel, mille korral on y = ;—2%

graafikul korgeim punkt, s. t. x = 1 puhul.

x2 41
X

Funktsiooni y = graafiku ordinaadi

vdhim védértus on niisiis 2.

Me saime huvitava vorratuse: positiiv-
sete x vddrtuste korral (vaatlesime graa-
fiku paremat poolt) on alati
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x+-—i—>2.

Ulesandeid.

1. Toestage vahetult vorratus

£+ —>2 kui x>0. (1)
2. Toestage vorratus
5> Vab. ‘ (2)

Viimase vorratuse voib sonastada jargmi-
selt: «Kahe positiivse arvu a ja b aritmee-
tiline keskmine on kas suurem nende
arvude geomeetrilisest keskmisest voi sel-
lega vordne».

Vorratus (1) on vorratuse (2) erijuhtu-
miks. Missuguste a ja b puhul?

I NGrratiist x4 —L > 2 kasutatakse nn.

<ausa kaupmehe» {iilesande lahendamisel.
Uks aus kaupmees teadis, et kaalud, mil-
lega ta kaupa kaalub, pole diged, sest iiks
kaalukang oli pikem teisest (tol ajal kasu-
tati veel kahe kausiga kaalusid, vt.
joon. 16). Mida teha? Ostjaid kaaluga
petta on patt, endale liiga teha ka ei taha.
Kaupmees otsustas, et igale ostjale kaalub
ta poole kaubast iihel kaalukausil, teise
poole aga teisel kaalukausil.

Kiisitakse, missugune oli tulemus: kas
kaupmees sai kasu voi kahju?

7. Jirgmise niitena vaatleme funkt-

siooni
55 1
S R o

See funktsioon on juba esitatud kahe
funktsiooni summana ning tema graafiku
voib muidugi konstrueerida funktsioonide
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7

I=xmtis

Kalresiy,

7

o

gpuineLi AR het ; gt
::;; A58 St LG el graafikute liitmise

. teel. Siin aga voib graafiku {ildkuju ka
kohe ette kujutada, ldhtudes jargmistest
kaalutlustest:

a) funktsioon pole méidratud x=1 ja
x = —1 korral, tdhendab, kover jaotub
kolme harru (joon. 17);

b) argumendi ldhenemisel vdartusele

iy " x = 1 kasvab teine liidetav absoluutvaar-

e

_ ]om 18

o *x
Qh
———

,’““-‘- -—__

/

}“—-:;as
-«
s

- ———
-
:l

Sl

S8

I
-
!
!i Harjutus.

tuse poolest tokestamatult ning seega ka
kogu funktsioon. Téhendab, graafiku
harud kaugenevad abstsissteljest, ldhene-
des sirgele x = 1. Sealjuures sirgest x =1
paremal suundub kover iiles, vasakul aga

alla (joon. 18).
Anzloogiline pilt on ka sirge x = —1
ldheduses;

¢) kui x =0, siis y = 0, tdhendab, kover
l4bib koordinaatide alguspunkti (joon. 19);
d) absoluutvdadrtuselt suurte x vaar-
tuste korral on molemad liidetavad abso-

molemad ddrmised harud ldhenevad abst-
sissteljele: parempoolne iilalt, vasakpoolne
alt (joon. 20).

1’.’\ luutvaartuselt viikesed, tdhendab, graafiku
5

|

|

[

—+#—= . Arvestades koiki neid andmeid, saame

graafiku tildkuju (joon. 21, lk. 81).

Néiidake, et vaadeldud graafik «on siim-

tes.

}i meetriline koordinaatide alguspunkti suh-
|

*:o 8. Libiarutatud nédidetest selgub;, et
isegi iihe ja sama graafiku konstrueerimi-
" sel voib kasutada mitmesuguseid iikstei-
o sest erinevaid votteid. Seetottu esitame
R veel moned iilesanded graafikute konst-

rueerimiseks, kusjuures te voite ise valida
‘i sobivad votted.
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Harjutused.

1. Konstrueerige funktsiooni

1
x4 2
graafik. Mitmest osast see graafik koos-

neb?
2. a) Konstrueerige funktsiooni

7N 1
i T3 TR W T

graafik.
b) Konstrueerige funktsiooni

Lo R
T e g
graafik. Leidke selle kovera siimmeetria-
telg.

3. Konstrueerige jargmiste funktsioonide
graafikud:

y=%+ R

hdim et
St T TR

& 1
b) ¥= o=+

(Nouanne. Konstrueerige algul funkt-
siooni y = (x — 1) (x—2) (x + 1) graafik
(vt. § 2, p. 4). Voib muide vaadelda ka
vahetult funktsiooni kaitumist punktide
x=1, x=2, x=—1 {imbruses ja abso-
luutvédrtuselt suurte x vairtuste korral.)

1
c) el B B

. 6 Funktsioonid ja graafikud 81




L

§ 7. Ulesandeid.

1. Konstrueerige jargmiste funktsioo-

nide graafikud:

82

a) y=x(1—x)—2;
b) y=x(1—x)(x—2);

4 —x
) e el
_2—3
d) U_3lx|_2 ’

— 1 .
& ¥= m—3’

i) L/:xJ—Sx;

1 1
g) yzjz +T;‘1;

1 1 i
I el st ®

i) y= 222+ x—1)%
g E B
N y=W+ 7

x2 4 2x
K) V= @t +3



x2—2x+4
J . el Sty

m) .y = (x—3).}x + 1,
n) y=|x—2}+ 2]+ |x+ 2

1
o yv=[4];
k1 —x

e x .
A ¥= 45 ®
3x+a

r) Konstrueerige y = CrE)
murdlineaarsete funktsioonide graafikud
erinevate a vairtuste korral.

. 2. Funktsioon .y =f(x) on ette antud
jargmise eeskirjaga:

1, kui x>0,
f(x) ={ 0, kui x=0,
[ TR

Et see funktsioon esineb sageli, siis on
tema jaoks voetud kasutusele eriline téhis-
tus

-kujuliste

Yy = sign x
(loetakse «signum iks»; ladina keeles sig-
num — mark).

Selle funktsiooni .graafik on kujutatud
joonisel 1. Funktsiooni sign x voib x = 0
puhul! ette anda valemiga

V=M

Joonestage  jargmiste funktsioonide
graafikud:

y = sign’x; y = (x — 1) sign x;
y = x?sign x.
! Miks ainult x 5% 0 puhul?

6* 83

y.s',a.x




3. Funktsiooni
ax4-bx+-c
Xt pxtq
(mis kujutab endast kahe ruutkolmliikme
jagatist) graafiku iildkuju soltub sellest,
mitu ja millised lahendid on lugejal ja
nimetajal.

a) Konstrueerige jargmiste funktsioo-
nide graafikud:

_ 4x2—8x+3 o x2—2x 41

. R orgrn il | s S S

L 9x2—10x+3 :
e A T
b) Missugune kuju on funktsiooni
. ax?4-bxtc

Y=ty
graafikul, kui lugeja molemad nullkohad
on suuremad nimetaja nullkohtadest? ®

S0 _ax?4-bx+c

¢) Arutage ldbi y s 47 T T
kujuliste funktsioonide koik voimalikud
juhud ja joonestage nende graafikute voi-
malikud tiiiibid.

Piiiidke mitte iihtegi tiilipi silmapaari
vahele jitta ning tooge iga tiiiibi kohta
niide. ‘

4. Konstrueerige funktsiooni y = V3x
graafik.

a) Toestage, et see graafik ei ldbi
ithtegi punkti, mille koordinaatideks on
tiisarvud, vdlja arvatud punkt (0, 0).

Kui votate mootkava iihikuks ruudulise
paberilehe iihe ruudu kiilje pikkuse, siis on
sellisteks «tdisarvulisteks» punktideks ruu-
tude tipud. Votke koordinaatide algus-
punkt lehekiilje vasakpoolse alumise nurga
lihedale ning joonestage sirge y = V3 x.
(Missuguse nurga moodustab see sirge
x-teljega?) Moned tdisarvulistest punkti-
dest osutuvad sellele sirgele vdga lahedas-
teks. Seda kasutades leidke /3 ligikaudsed
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vdartused harilike murdude kujul. Varrelge

saadud védirtusi tabelivddrtusega: V3~
~ 1,7321.

b) Keerulisem iilesanne: tdestage, et
leidub tédisarvuline punkt, mille kaugus

< = e |
= CF R e
sxrgest y \/3x on vaiksem kui 1000 -

Ulesannete 5—9 lahendamisel kasutage
sobivalt valitud funktsioonide graafikuid

5. Mitu lahendit on vorranditel:

a) —x24+x—1=,
b) [Bx2+ 12x+ 9} + x = 0;
1

b sy

d k—1Y+pk—2/+|x+ 1]+
+ f -+ 2 =6;

e) x(x+1)(x+2) =001;

f) x+3=+2 (x2—1);

g) [x] = x vahemikus x}<<3;
1 1 1

6. Lahendage vorrandid:

a) 2x2—x—1=|x
b) |2x?—x—1}—x=0;
9 M=k —1+k—2

7. a) Tehke kindlaks, mitu lahendit
voib olla vorrandil

H—k=a

a mitmesuguste vdartuste korral.
b) Sama kiisimus vorrandi2

1
1000 voib asendada ka iikskoik millise
teise arvuga. Seejirel toestame, et {ikskoik kui vii-
kese arvu me ka ei votaks, alati leidub tiisarvu-
liste koordinaatidega punkt, mille kaugus sirgest
Yy = V3 x on viiksem sellest arvust.

2 a vaartus, mis eraldab erinevaid juhtumeid,
leidke ligikaudselt graafiku jargi. .

L Arvu

85



x2+_l_=a
X

kohta.
8. Lahendage vorratused:
2—x

) FTerfs

b) x<p2—x};

c) |+ 2)x+ 1]>38.

9. Leidke funktsiooni suurim véértus ja

tehke kindlaks, milliste x vaddrtuste puhul
see vaartus saavutatakse:

a) y==x(a—x);
b) y=lxj(a—Ixl);
c) y=x*a—x?%;

Mot 0
9§ 4= mrsyr
e) y=1—v2x Igigul |q < V2;
f) y=—x2+2x—215igul —5< x<0;

g) y="2E2 poollgigul x> 2.

10. Kaks teed loikuvad tdisnurki. Tee-
risti suunas liiguvad kaks autot: iiks

mooda esimest teed kiirusega 60%, teine

mbbda teist teed kiirusega 80 X" . Kell 12

olid molemad autod teeristist 10 km kau-
gusel.

Millisel hetkel on autodevaheline kau-
gus koige vdiksem? Kus asuvad autod sel
hetkel?

11. Leida koikide iimbermootu p oma-
vate taisnurksete kolmnurkade hulgast
see, mille pindala on suurim.

12. Olgu y = f(x) paarisfunktsioon, y =
= g(x) aga paaritu funktsioon. Missugu-
sed jargmistest funktsioonidest on paaris-
ja missugused paaritud funktsioonid:

y=[(x) + q(x); y=f(x) gx);
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y=lg®} Yy =[f(x) —g(x):
y="T(xh) —gx); y=7F(x)—g(x)?

13. Leidke koik paaris- ja paaritud
funktsioonid:

a) y=_kx+b;
px -+
by =
_ax?4bx4-¢
P Admta

14. Funktsioon y = x*— x pole ei paa-
ris- ega paaritu funktsioon. Siiski on seda
funktsiooni lihtne esitada paarisfunktsiooni
y = x* ja paaritu funktsiooni y = —x sum-
mana.

a) Esitage funktsioon y = x4—l_—x paaris-
ja paaritu funktsiooni summana.

b) Toestage, et iga suvalise funktsiooni
f(x) voib esitada paaris- ja paaritu funkt-
siooni summana. &

15. Iga kahte erinevate abstsissidega
punkti ldbib sirge — lineaarfunktsiooni
y = kx + b graafik. Analoogiliselt, 14bi iga
kolme punkti, mis ei asu iihel sirgel, saab
joonestada parabooli — funktsiooni y =
= ax? + bx + ¢ graafiku.

Leidke ruutkolmliikme ax2? + bx + ¢ kor-
dajad, kui on teada, et tema graafik ldbib
punktid:

a) (—1,0); (0,2); (1,0);

b) (1,0); (4,0); (5,6);

E 0, T (—4, 1) (=8 7]

d) (0, —4):'(1, —3); (2, —1);

e) (—1,9); (3,1); (6,16).

16. a) Tehke parabooli y = x2 sarnasus-
teisendus, valides sarnasuskeskpunktiks

‘koordinaatide alguspunkti, sarnasustegu-
riks aga 2. Millise kdvera te saate?
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b) Milline sarnasusteisendus teisendab
kovera y = x2 koveraks y = 5x%?

¢) Kasutades iilesande 16b tulemust,
leidke parabooli y = 4x? fookus ja juht-
sirge. (Fookuse ja juhtsirge definitsioonid
on antud lk. 48.)

d) Toestage, et koik paraboolid y =
= ax? + bx + ¢ on sarnased.

17. Toestage, et punkt F(O, —;—-) on
parabooli y = x? fookuseks ja sirge
y= _———;— tema juhtsirgeks, s. t. et kaugu-
sed igast parabooli punktist punktini

F( 0, %)ja sirgeni y = — % on vordsed.

Nipundide. Votke paraboolil mingi
punkt M koordinaatidega (a, a?). Aval-
dage punktide M ja F (O, %) vaheline
kaugus vastava valemi pohjal'. Seejarel
kirjutage vilja kaugus punktist M (a, a?)
sirgeni? y = ——%.

Toestage, et saadud avaldised on vord-
sed.

18. Toestage, et punktid F,(V2, V2) ja
Fo(— V2, —\/?T on hiiperbooli y=—i—
fookusteks, s. t. et kauguste vahe selle
hiiperbooli suvalisest -punktist punktideni

F\ ja F, on absoluutvairtuselt konstantne
suurus.

Napunédide Votke hiiperboolil y =
= —i— suvaline punkt M (a, IT) Avﬂdagj
a kaudu punkti M ja punktide F,(v2, V2)
ning Fo(— V2, — V2) vahelised kau-

! Kahe punkti A(x;, y1) ja B(xe, y») vaheline
kaugus avaldub jargmise valemiga ¢ (4,B) =
=V (%1 —%2)* + (41— y2)2 ;
| & Ka]ugus punktist A(x;, y,) sirgeni y=c on

Y1 — €|
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gused. Leidke nende kauguste vahe. Ndi-
dake, et selle vahe absoluutvdirtus on
uhesugune koikide a vaartuste puhul (ning
jarelikult ei soltu punkti valikust hiiper-
boolil).

19. Lehekiilgedel 90 ja 91 on esitatud
17 graafikut ja niisama palju valemeid.
Teie tilesandeks on kindlaks teha, milline
valem millise graafiku juurde kuulub.
Nende graafikute hulgast leiate ka vastu-
seid harjutustele.

20. Joonisel 2 on kujutatud funktsiooni

y = [(x) graafik.

: tH

|

|

I

!
______ WIS (O S0

2 ) B
g /
2! y=Fx)
|

Joonestage  jargmiste  funktsioonide
graafikute visandid:

a) y=7[(x) —2; b) y=i(x+2);

¢) y=1Fx)} d) y=F(x];

g) y= (f(x))% : F()

i) y=x+(x); W-@ﬁ;”
i).y=

21. Tasandile on joonestatud ruut kiilje-
pikkusega a (joon. 3). Kover Ly on nende
punktide geomeetriliseks kohaks, mille
vdhim kaugus mingi ruudu punktini on S.
Téhistame koveraga L piiratud ku;undl
pindala sumbollga PAS)-
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19+9+26 + 8+
+18+11 114 = 105

105:7 =15

9+x-(x-6)=15
26 +(x%6) =20+x
20+x-(x+5)=15

a) Leidke P(S) kui S funktsioon.

b) Lahendage iilesandega 2la analoo-
giline i{ilesanne, vottes ruudu asemel rist-
kiiliku kiilgedega a ja b.

c) Sama iilesanne kolmnurga kohta,
mille kiiljed on a, b ja c.

d) Sama iilesanne ringi kohta, mille
raadius on r.

22. Piiiidke leida seaduspédrasust saadud
P(S) avaldistes. Kirjutage iildine valem
suvalise kumera kujundi jaoks. Kas.see
valem kehtib mittekumera kujundi kofral?

23. Lahendame iilesande 4, lk. 42. Kokku
on 19+4+9+26+8+18+11+14 = 105 tikku.
Meil on vaja aga jouda selleni, et igas
toosis oleks 105:7 = 15 tikku.

Tédhistame tdhega x tikkude arvu, mis
on tarvis esimesest toosist tosta {imber
teise. (Voib muidugi juhtuda, et tikke
tuleb timber tosta teisest toosist esimesse,
siis on x negatiivne.) Pédrast seda, kui
oleme esimesest toosist teise tostnud
x tikku, on teises toosis x + 9 tikku.

Tahendab, teisest toosist tuleb kolman-
dasse iimber tosta x — 6 tikku, kolmandast
neljandasse aga x + 5 tikku. Analoogiliselt
sellele tostetakse neljandast toosist viien-
dasse x —2, viiendast kuuendasse x + 1,
kuuendast seitsmendasse x—3 ning
1opuks seitsmendast esimesse x —4 tikku
(joon. 4).

Téhistame niiiid tdhega S timbertostetud
tikkude koguarvu:

S=|x}+ |x—6]+ |x + 5]+
+le—2+ e+ 1]+ x—3]+ |x—4}

Selles valemis on absoluutvdirtuse
miérke kasutatud selleparast, et meie jaoks

‘on oluline ainult {imbertostetud tikkude

arv, mitte aga see, mis suunas neid iimber
tosteti.
Niitid ‘on meil tarvis valida x nii, et S
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védrtus oleks vdhim. Siin aitab meid funkt-
siooni S = f(x) graafik (joon. 5).
Graafiku madalaimaks punktiks on
tipp As. Seega on funktsioonil S = f(x)
vahim véartus x = 2 korral. Sellega on x
leitud ning me voime oelda, kui palju ja
kuhu tuleb tikke {imber tosta (joon. 6).
Samal viisil voib lahendada {ilesande mui-
dugi ka suvalise arvu (n) tooside korral.
Selleks tuleb samuti nagu meie néite
puhulgi vélja kirjutada S avaldis:

S=k+t|x—a|+x—al+...+
+ |x — an—i].

Et leida vajalik vdartus paaritu n korral,
voib juhinduda jargmisest lihtsast reeg-
list: arvud 0, ay, as, ..., an— tuleb vilja
kirjutada suurenemise jarjekorras. Pérast
seda voetakse x vordseks arvuga, mis aset-
seb tédpselt selle jada keskkohas (kui n on
paaritu, siis leidub selline arv alati).
Maelge, kuidas ndeks graafik vilja paaris-
arvulise n korral.

Piiiidke seejédrel sonastada reegel x leid-
miseks sel juhul.

Selle médngule sarnaneva iilesandega on
seotud praktilist tdhtsust omav iilesanne
vedudest ringmarsruutidel. Kujutlege ring-
raudteed, mille jaamade vahekaugused
on vordsed. Teatud jaamades on sdelaod,
teistes aga tarbijad, kellele kogu see siisi
on vaja laiali vedada.

Joonisel 7 on ndidatud s6e varud ladu-
des ja (margiga —) sde vajadused.

Kasutades eelneva iilesande lahendust,
koostage koige ckonoomsem vedude plaan.
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Mirgiga ¢ tahistatud iilesannete ja harju-
tuste vastused ning nédpunditeid nende
lahendamiseks.

Harj. 2b, lk. 22. Vastust otsige 1k. 90 ja
91 esitatud graafikute hulgast.

Harj. 3b, lk. 38, graafik joon. C. Vastust
otsige 1k. 90 ja 91 esitatud graafikute hul-
gast.

Harj. 3, lk. 41. Nédpundide. See funkt-
sioon saavutab oma vdhima véartuse ter-
vel loigul.

Ulesanne lk. 42. Lahendust vt. {iles-
andes 23, lk. 92.

Harj. 2b, lk. 64. Ei ole. Selle fakti range
toestus ei ole lihtne ning meie seda siin ei
esita. Kuna x- ja y-telg on selle kovera
astimptootideks, siis on selge, et siimmeet-
riateljeks voiks olla ainult sirge y = x.
Seda aga, et see sirge pole siimmeetria-
telg, on kerge kontrollida.

Ulesanded 1h, lk. 82, ja 1q, lk. 83. Vas-
tust otsige lk. 90 ja 91 esitatud graafikute
hulgast.

Ulesanne 3b, lk. 84.

Votame arvulise néite. Olgu lugeja null-
kohtadeks —5 ja 0, nimetaja nullkohtadeks
aga +2 ja +7. Siis on meie funktsioonil

; -+ 5) X Pt
kuju y = %——ﬂ' Valime mingi

konkreetse vdédidrtuse a, nditeks a = 2.
2x (x +5) 2

m‘ pole i el
ja x = 4 puhul médratud. x ldhenemisel
nendele vdiartustele nimetaja véheneb.
ldhenedes nullile. Jarelikult kasvab funkt-
sioon  absoluutviértuselt piiramatult.
Seega on sirged x =2 ja x =4 graafiku
vertikaalstimptootideks.
. x=0 ja x= —5 puhul on funktsioon
vordne nulliga. Médrgime x-teljele graafiku
punktid (0, 0) ja (—5, 0).

Argumendi neli «isedralikku» védartust

Funktsioon y =
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= —5, 0, 2, 4 jagavad x-telje 5 16iguks.
Mistahes 16igu otspunkti iiletamisel muu-
dab funktsioon marki (muutudes nulliks
vOi «minnes lopmatusse») (joon. 8).

On jddnud veel selgitada, kuidas kiitub

funktsioon, kui argument kasvab absoluut- +

vaartuselt piiramatult. Asendame x suurte
arvudega (nditeks x = 10000, x = 1 000 000
jne.). Kuna 2x? on palju suurem kui 10x ja
x?% palju suurem kui —6x + 8, siis on murd

2x (x 4 5) 2224 10x
X —2)(x—=4) " x> t6xI 8

ligikaudne vordne lugeja ja nimetaja pea-
liikme suhtega
2x2 4 10x : 2x?

i e a b e U

kusjuures seda tdpsemalt, mida suurem on
|xl. Téhendab, koordinaatide alguspunktist
kaugenemisel liaheneb graafik horisontaal-
Sirgele y = 2.

Graafiku iildkuju on esitatud joonisel 9.
Koigil juhtumeil, mil nimetaja mélemad
nullkohad on suuremad lugeja nullkohta-
dest, on graafik enam-vihem sellise kujuga.

Ulesanne 14, 1k. 87. Nagu matemaatikas
sageli juhtub, on iilesannet iildkujul ker-
gem lahendada kui konkreetse funktsiooni
korral. Seetottu lahendame esialgu iiles-
ande b), iilesande a) lahenduse aga saame
kui erijuhu.

Niisiis, olgu antud mingi funktsioon
[(x). Oletame, et iilesanne on lahendatud,
s. t. et f(x) on esitatud paarisfunktsiooni
g(x) ja paaritu funktsiooni A(x) sum-
mana

[(x) =g(x) + h(x). (*)
Kuna see vordus kehtib koikide x viir-

tuste korral, siis voib temas x asendada
—X-ga ning me saame
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f(—x) = g(—=x) + h(—x). %
Kuna g(x) on paarisfunktsioon, h(x) aga
paaritu funktsioon, siis g(—x) = g(x) ja
h(—x) = —h(x). Seda ara kasutades lii-
dame (x) ja (xx), seejdrel aga lahutame
ithe teisest. Saame

[(x) + [(—x) = 2g(x),

[(x) —F(—x) = 2h(x).
Siit leiame funktsioonid g(x) ja A(x) ning
saame otsitava funktsiooni f(x) avaldise
paaris- ja paaritu funktsiooni summana:

@) +i(=x , [(*) —F(—=*)
= 5 -+ 5 et

i(x)

Pange tahele, et saadud tulemuse ior-
maalne toestus on veelgi lihtsam: kirju-
tage kohe vilja avaldis (1), kontrollige,
et ta kehtib samaselt koikide x korral ning
et parema poole esimene liidetav on paa-
ris-, teine aga paaritu funktsioon.

Ulesande a) lahendus saadakse vahetult
valemist (1):
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