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Lambert’i W juhuslikud suurused ja nende rakendamine

kahjukindlustuses

Liihikokkuvote. Kéesoleva magistritoé eesméirk on anda iilevaade Lambert’i W funkt-
sioonist ning uurida Lambert’i W juhuslike suuruste tekkemehhanismi, omadusi ja raken-
damisvoimalusi asiimmeetriliste andmete kirjeldamisel. Lambert’i W juhuslikud suurused
on defineeritud iga toendosusjaotuse jaoks. Pogusalt kasitletakse algjaotusena eksponent-
ja t-jaotust. Pohjalikumalt uuritakse Lambert’i funktsiooniga transformeeritud standard-
set normaaljaotust, selle omadusi vorreldakse asiimmeetrilise normaaljaotusega. T66 prak-
tilises osas sobitatakse molemaid vastavaid asukoha-skaala jaotusi ja Lambert’i W-ga tei-
sendatud eksponentjaotust kahjusummadele ning analiiiisitakse jaotuste sobivust. Saadud
tulemusi vorreldakse levinumate kahjujaotustega. Aluseks on voetud Goerg'i (2011) poolt
vélja pakutud ldhenemise idee, mida ta tutvustas artiklis "Lambert W random variables

- a new family of generalized skewed distributions with applications to risk estimation”.
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Lambert W random variables and their applications in non-life

insurance

Abstract. The purpose of this master’s thesis is to give an overview of the Lambert W
function and to discuss the properties and applications of Lambert W random variables
when describing asymmetric data. Lambert W random variables are defined for all proba-
bility distributions. The situation, where input is exponential or t-distribution, is briefly
introduced. Lambert W transformed standard normal distribution is studied more tho-
roughly and its properties are compared with skew-normal distribution. In the practical
part of the thesis, the suitability of both corresponding location-scale distributions, as
well as Lambert W transformed exponential distribution, to the test data is evaluated.
Results are compared with common loss distributions. We refer to the proposed idea and
results introduced by Goerg (2011) in "Lambert W random variables - a new family of

generalized skewed distributions with applications to risk estimation".
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Sissejuhatus

Statistilises analiiiisis tuleb tihti ette juhtumeid, kus andmed on peaaegu normaaljaotuse-
ga, kuid teatava asiimmeetriaga. Viga sageli kerkivad esile sellised situatsioonid finants- ja
kindlustusmatemaatikas, néiteks varade tulususe andmete korral. Senini on sellistes olu-
kordades laialdaselt kasutusel astimmeetriline normaaljaotus, kus siimmeetrilise normaal-
jaotuse kuju deformeeritakse teatava astimmeetriaparameetriga. Analoogiliselt on vilja
tootatud ka teisi astimmeetrilisi jaotusi (asiimmeetriline t-jaotus). Lambert’i W juhuslik-
ke suurusi voib vaadelda kui iildistust, sest sisendjaotus voib olla suvaline. Asiimmeetriline

kuju saadakse algjaotuse deformeerimisel Lambert’i funktsiooniga.

Magistrit66 eesmérgiks on tutvustada Lambert’i W funktsiooni reaalarvulisi harusid (nn
pea- ja korvalharu) ning uurida Lambert’i W juhuslike suuruste tekkemehhanismi ja ka-
sutamist iildiselt ning konkreetselt erinevate toendosusjaotuste korral. T66 pohirohk on
antud lahenemise uurimisel juhul, kui algjaotuseks on standardne normaaljaotus. Samuti
korvutatakse seda traditsioonilise asiimmeetrilise normaaljaotusega. Praktilise viljundina
kisitletakse kahjukindlustuse andmeid, millele sobitatakse moningaid antud magistrit6os
kisitletud asiimmeetrilisi jaotusi, samuti enamlevinud tiiiipilisi kahjukindlustusjaotusi.
Vorreldakse, milline jaotus andmeid paremini kirjeldab ja kas Lambert’i W funktsiooniga

jaotuse transformeerimine pakub paremat alternatiivi traditsioonilistele jaotustele.

Magistrito6 koosneb kolmest peatiikist. Esimeses osas defineeritakse Lambert’i W funkt-
sioon, antakse liihitilevaade selle ajaloost ja pohilistest omadustest. Kuigi W funktsioon
pole avaldatav elementaarfunktsioonide kaudu, nédidatakse, kuidas seda on voimalik di-
ferentseerida ja integreerida, samuti on toodud peaharu rittaarendus ning kaks meetodit
funktsiooni ldhendamiseks. Peatiikk on kirjutatud tuginedes Brito, Fabiao ja Staubyn’i

(2008), Dence’i (2013) ning Corless’i jt (1996) toodele.

Teises peatiikis tutvustatakse Goerg’i (2011) artiklis esitletud ideed juhuslike suuruste tei-
sendamisest asiimmeetrilisteks Lambert’i juhuslikeks suurusteks. Nimelt, kui sisendiks on
juhuslik suurus X mingist toendosusjaotusest F'x ja nullist erinev asiimmeetriaparamee-
ter v, siis saadakse vastavalt esitatud definitsioonidele véljundiks astimmeetriline juhuslik
suurus Y Lambert’i W x Fx jaotusest. Positiivse v korral tuletatakse Lambert’i W funkt-
siooni rakendades jaotus- ja tihedusfunktsioon kolme jaotusetiiiibi (mitteskaleeritud ja
mittetsentraalse, skaleeritud ning asukoha-skaala) Lambert’i W x F'x juhusliku suuruse

Y jaoks. Saadud valemeid rakendatakse eksponentjaotuse, standardse normaaljaotuse ja



tsentraalse t-jaotuse puhul. Esitatud on graafikud nende jaotus- ja tihedusfunktsooni-
dest erinevate asiimmeetriaparameetrite korral. Normaaljaotust on kisitletud pikemalt,
analiiiisides eraldi tihedusfunktsiooni pea- ja korvalharu komponenti ja sellest tulenevalt
tihedusfunktsiooni kuju. Lopuks on sisse toodud ka asiimmeetrilise normaaljaotuse de-
finitsioon (Azzalini (1985)). Vorreldakse kahte lihenemist lahtuvalt momentidest ning

astimmeetriakordajast.

Kolmandas peatiikis kasitletakse pogusalt Lambert’i W x Fx jaotuse parameetrite hin-
damist. Jaotuste kirjeldavuse vordluseks genereeritakse teatava astimmeetriakordajaga
astimmeetrilisest normaaljaotusest juhuslikke viartusi ning sobitatakse neile Lambert’i
W x N(ux,ox) jajaotust ennast ning vastupidi. Rakendusliku néitena on kasitletud kah-
jusummadele asukoha-skaala asiimmeetrilise normaaljaotuse, Lambert’i W x N(ux,ox)
ja Lambert’i W x Exp()) sobitamist. Samuti sobitatakse andmetele tuntumaid kahjukind-
lustusjaotusi. Hinnatakse jaotuste parameetreid ning vorreldakse kirjeldavuse headust 1abi

sobivusnditajate.

Magistritoos esitatud jooniste tegemiseks ja praktilise osa ldbiviimiseks on kasutatud sta-
tistikatarkvara R. Lamberti W funktsiooni arvutamiseks ning rakendusliku osa teosta-
miseks on kasutatud Goerg’i (2016) poolt vilja to6tatud lisamoodulit LambertW. Lisades
on toodud programmid t66s kasitletud jaotuste jaotus- ja tihedusfunktsioonide leidmiseks
ning moned animeeritavate tiheduste graafikute koodid. T66 on vormistatud tekstitéot-

lusprogrammiga ETEX.



1 Lambert’i 1V funktsioon

Selles peatiikis anname liihiiilevaate Lambert’i funktsioonist, selle ajaloost ja pohilistest

omadustest, tuginedes Brito jt (2008), Dence’i (2013) ning Corless’i jt (1996) toodele.

1.1 Lambert’t W funktsiooni moiste

Lambert’i W funktsioon périneb 18. sajandist, mil Sveitsi matemaatikud Johann Hein-
rich Lambert (1728-1777) ja Leonhard Paul Euler (1707-1783) arendasid trinoomvérrandi
ritta, kuid ei andnud sellele nime. Seda funktsiooni kasutati jargnevatel sajanditel kor-
duvalt erinevate probleemide lahendamisel. Funktsioon sai lopuks nime 1980. aastate al-
gul, kui arvutialgebra siisteemis Maple defineeriti see W nime all. Tapne pohjus sellise
tdhe valikuks pole selge. Juhtumisi andis Inglise matemaatik Edward Maitland Wright
(1906-2005) olulise panuse erinevate funktsiooni W aspektide osas ning uuris esimesena

funktsiooni kompleksseid vaartusi, mistottu on tahel W lisaolulisus.

Lambert’i teosed sisaldasid palju eelt66d selle funktsiooni defineerimiseks ning kuigi ta ei
defineeritud funktsiooni ennast, nimetati see tema auks. Lambert’i W funktsiooni nime-
tatakse monedes teostes ka oomega-funktsiooniks kreeka tdhe €) tiheda esinemise tottu

seonduvas kirjanduses.

Lambert’i W funktsioon on funktsiooni f(z') = 2/¢* (2’ € R) poéordfunktsioonide hulk.
Teisiti kirjutades

/ /

o' = fH (A e”) = W(2e).
Asendades = = 2/e” jouame funktsiooni W definitsioonini.

Definitsioon 1. Lambert’i W funktsioon on defineeritud kui funktsioon, mis rahuldab

vorrandit

W(@)e"® — 2, 2 e {—l,oo) | (1)

(&

Funktsioon f pole injektiivne, seetottu pole W iiheselt madratud. Kui x € (—%, O)7 siis on
funktsioonil W (z) kaks reaalset viartust. Funktsioon on iiheselt midratud vahemikus = €
[0, 00). Jargime Corless’i jt (1996) kasutatud kirjaviisi. Kuna funktsioonil on mitu vidrust,
siis vaatleme erinevaid harusid eraldi. Tahistame edaspidi peaharu Wy(z), kus W(z) >
—1, ja korvalharu W_,(z), kus W(x) < —1. Kui  — 0—, siis korvalharu W_,(z) — —o0.

Peaharu kasvab aeglaselt, kuid tokestamatult, kui x — oo (vt joonis 1).



— W

Joonis 1: Lambert’i W funktsioon

Uldjuhul on Lambert’i W funktsioon defineeritud nii reaalsete kui kompleksarvude jaoks
ning vorrandil (1) on 16pmatu arv lahendeid, millest enamik on komplekssed. Uldjuhul
tahistatakse neid Wj/(z), kus haru indeks k£ € {0,£1,42,...} ja z € C. Selgitusi haru
indekseerimise tdhistuse valiku kohta saab lugeda Corless’i jt (1996) artiklist. Kui = €
(—oo, —%), siis leiduvad vaid kompleksarvulised lahendid. Kui = on reaalarv, siis teised
harud peale Wy(x) ja W_;1(x) on komplekssed. Kuna aga Lambert’i W juhuslikel suurustel
on vaid reaalarvulised valjundid, siis piirdume selles magistritoos reaalarvulise juhuga.

Detailse arutelu kompleksarvuliste harude kohta leiab Corless’i jt (1996) artiklis.

Lambert’i W funktsiooni pole voimalik avaldada elementaarfunktsioonide kaudu. Funkt-
sioon voimaldab lahendada erinevaid eksponentfunktsiooni sisaldavaid vorrandeid. Stra-
teegia seisneb koigi tundmatut sisaldavate komponentide iihele vorrandi poolele viimises,
et saada vorrand kujul Y = XeX, mille lahend avaldub Lambert’i funktsiooni kaudu
X = W(Y). Arvukates teadusharudes on Lambert’i W funktsiooni kasutuselevott voi-

maldanud tuletada suletud kujul lahendeid mudelitele, kus ilmutatud lahend pole teada.

Lambert lahendas 1758. aastal trinoomvorrandi x = ¢ + x™, arendades x ritta ¢ ast-
mete abil. Hiljem laiendas ta rittaarendust ka z astmete avaldamiseks. Euler teisendas

Lambert’i vorrandi siimmeetrilisemale kujule

2% — 2 = (a — B)va*tP,



asendades * = 2%, m = a3 ja ¢ = (a— 8)v. Ta vaatles eriliste o ja 3 viisirtuste juhtumeid

ning joudis uue ritta arenduseni

Einstein tidheldas, et see rahuldab funktsionaalvorrandit
T(z) = ze™@),

Seega on funktsioon 7T'(z) avaldatav Lambert’i funktsiooni kaudu: T'(x) = —W (—x).

1.2 Omadused

Positiivsete = vaartuste korral on Lambert’i funktsiooni vdartus positiivne. Kui z €
(—1,0) siis on funktsioonil kaks negatiivset viidrtust, Wo(z) ja W_;(x). Toome mdned

naited Lambert’i funktsiooni erilistest vaartustest:

3) W(e) =1,

4) W) =e WO =1y (ﬁ) — _InW(1) = Q ~ 0.5671433.

Kuna Lambert’i funktsiooni teatakse ka oomega-funktsiooni nime all, siis sellest tulenevalt

nimetatakse viimast véartust oomega konstandiks.

Lambert’i funktsiooniga on voimalik teha arvutusi nagu teiste elementaarfunktsioonidega,
kuid selleks tuleb kasutada ilmutamata funktsioonide teooriat, sest Lambert’i funktsioon
pole defineeritud otsese valemina. Uurides W graafikut, on néha, et selle asiimptoodid
on sarnased naturaallogaritmi omale, tdpsemalt leiame L’Hospitali reeglit kasutades piir-

vadrtused (vt ptk 1.3):

lim WO(J:) — lim L{)(x) = lim 1; =1
r—oo Inx T—r00 :L’(l + WO(I» 00 Wo(zx) +
ja
i V1) _ o Walz) ! =

z—0— In (-ZL’) N $i>r(l)l_ I(l + W—l(x)) o=0- W,i(x) +1



Samas Lambert’i W funktsiooni ja naturaallogaritmi vahe absoluutvaartus, |[Wy(x)—1In x|,

ldheb l6pmatusse, kui x — oo (Dence (2013)).

1.3 Funktsiooni W diferentseerimine

Funktsiooni W on voimalik diferentseerida, vottes vorrandi (1) molemast poolest tuletise

x jargi ja teisendades:
W' (x)e" @ + W (x)eVOW (z) =1,

millest

W'(2)e™ D (1 + W(2)) = 1

oo We W (z) 1
W@ =W " waawey °F {0’_5}'

Vottes edasi tuletisi funktsioonist W, saab induktsiooni kasutades naidata, et n-jarku
tuletis avaldub kujul

d"W(z) _ e "W Wp, (W(x))

= > 1,
dxm (1+W(l‘))2n—l ’ vn

kus poliinoomid p, (w) rahuldavad rekurrentset seost

pn+1(w) = _(nw +3n — 1)pn(w> + (1 + w)p;(w), Vn = 1.

Poliinoomi algvédrtus on p;(w) = 1, millest edasi arvutades saame kahe jargmise polii-

noomi avaldisteks
po(w) =—-1(w+3—-1)+0(1 +w) =—w — 2,

p3(w) = —2w +6 —1)(—w — 2) + (1 + w)(—1) = 2w? + 8w + 9.

Kehtib p,(0) = (—n)" !, kuin > 1.

10



1.4 Funktsiooni W integreerimine

Funktsiooni W (z) ja seda sisaldavaid avaldisi saab integreerida, kasutades asendust w =
W (z), siis z = we® ja 9% = e* + we® = (w + 1)e*. Integreerime ositi kaks korda:
/W(x)dx = /wd(wew) = /w(w + De”dw = w(w + 1)e” — / (2w + 1)edw
=w(w+1)e” — 2w+ 1)e” + Q/ewdw

= w?e” + we” — 2we” —e¥ +2e¥ + C = (w® —w+ 1)e” + C

= (W3(x) = W(z)+ 1)V @ 4+ C =2 <W(x) -1+ Wl(x)) +C.

Viimasena toodud kuju on kirjanduses laiemalt levinud, kuid ei kehti juhul z = 0.

Analoogiliselt saab leida integraali

/xW(w)dx = /w2(1 +w)e*dw = %(QW(.r) — 1) 2W?(2) + 1) 1 C.

d
See kehtib koigi W harude korral, sest selle tuletise avaldisest ndeme, et d—we“’ # 0 iihegi
w

haru sisepunkti korral.

1.5 Ritta arendamine ja lahendamine

Funktsiooni W (z) peaharu saab arendada Taylori ritta punkti 0 imbruses

(=) 2,33 8 4,125 4
Wo(m)zg — " =r—2"+ -2° — "+ —a° — ...,
~ nl 2 3 24

mis on koonduv |z] < % korral.

Funktsiooni W saab ldhendada Newtoni meetodiga (tdhistame w = W (x), siis z = we")

w; o,
B F(w;) wiet —x re " — w;
Wiy = Wj — —~ = Wj — —=—— —

F(w;)

evi + w;ets 1+ w;

9

kus F(w;) = wje" — z, kuid see koondub suhteliselt aeglaselt. Kiirema ja tdpsema hin-

nangu saavutab Halley meetodiga. Corless jt (1996) esitasid vastava iteratsiooniskeemi

wie —x

e (14 wy) — el

Wj+1 = W5 —

11



2 Lambert’i W juhuslikud suurused

Selles peatiikis tutvustame Lambert’i W juhuslikke suurusi ja tuletame nende jaotus- ja
tihedusfunktsioonid iildkujul. Hiljem uurime kolme erineva sisendjaotuse juhtusid ldhe-

malt.

2.1 Definitsioonid

Selles alapunktis toome Goerg’i (2011) pohjal Lambert’i W juhuslike suuruste definitsioo-

nid erinevate jaotusetiilipide jaoks.

Definitsioon 2. Kui U on pidev juhuslik suurus jaotusfunktsiooniga Fy(u) = P(U < u),

u € R, tihedusfunktsiooniga fy(u), siis iitleme, et
Yi:=Uexp(yU), 7E€R, (2)

on mittetsentraalne, mitteskaleeritud Lambert’s W x Fy; juhuslik suurus asiimmeetriapa-

rameetriga .

Parameeter v voib omandada koiki vadrtusi reaalteljel. Kuna eksponentfunktsiooni véér-
tus on alati positiivne, siis on juhuslikud suurused U ja Y sama mérgiga. Kui v = 0,
siis exp(yU) = 1 ning teisendus (2) taandub samasuseks U = Y. Kui v > 0, siis posi-
tiivsete U védrtuste korral faktor exp(yU) > 1 voimendab U vddrtusi ning negatiivsete
korral 0 < exp(yU) < 1 vihendab juhusliku suuruse U mdju. Seega on positiivse asiim-

meetriaparameetri korral Y paremale kaldu. Analoogiliselt on Y juhul v < 0 vasakule

kaldu.

Kui sisendiks on skaleeritud juhuslik suurus X, peab see omadus iile kanduma ka Lambert’i
W x Fx juhuslikule suurusele. Sama kehtib asukoha-skaala jaotusfunktsiooniga juhuslike
suuruste korral. Néiteks tohib sisendi erinev mootiihik skaleerida vaid véljundit vastavalt,
muud omadused, nagu asiimmeetriakordaja vadrtus, peavad jidama samaks. Teisendusel
(2) seda omadust aga pole. Selleks, et sisendjaotusest konstrueerida asiimmeetriline jaotus,
mis on mastaabi- ja nihkeinvariantne (néiteks normaaljaotus), on vaja esitada veel kaks

definitsiooni.

Definitsioon 3. Kui X on pidev juhuslik suurus skaleeritud jaotusfunktsiooniga Fy(x|f),

kus § on Fx parameeter(vektor) ja ox on standardhilve, siis U = —, DU = 1, ning
0x

12



iitleme, et

X
V= {Uexp(yU)}ox = X exp (v—) , 7ER, 0x >0, (3)
0x
on skaleeritud Lambert’i W x Fx juhuslik suurus parameetervektoriga 6 = (/3,7).

Definitsioon 4. Kui X on juhuslik suurus asukoha-skaala jaotusfunktsiooniga Fx(z|3),

kus # on Fx parameeter(vektor), ux on keskviirtus ja ox standardhilve, siis U =

X —
NX, EU =0, DU = 1, ning iitleme, et
ox

Y = {Uexp<7U)}O—X +Uux, V€ Ra ox > 07 (4)

on asukoha-skaala Lambert’i W x Fx juhuslik suurus parameetervektoriga 6 = (3, 7).

Konkreetse sisendjaotuse puhul tuleb valida definitsioonides toodud teisenduste (2), (3),
(4) vahel vastavalt sellele, mis jaotuste perekonda see kuulub. Antud magistrit66s eeldame
edaspidi, et asiimmeetriaparameeter v on positiivne. Negatiivse korral on tuletuskiigud

analoogilised.

Olgu X skaleeritud mittenegatiivne juhuslik suurus jaotusfunktsiooniga Fx ja tihendus-
funktsiooniga fx ning olgu selle standardhilve ox. Lambert’i funktsioon on selles piirkon-
nas iiheselt méiratud ning monotoonne. Kasutame definitsioonis 3 defineeritud juhuslikku
suurust Y. Tahistame z = i. Lambert’i W x Fx jaotusfunktsiooni Fy saab leida Fx

ox
kaudu jérgmiselt

Fy(y) =P(Y <y) =PUexp(yU)ox <y) =P(yUexpyU < 7z)

<Y
) ()

_ P(yU < W(72)) = P (U <

Saime skaleeritud Lambert’i W x Fx juhusliku suuruse Y jaotusfunktsiooniks

ﬂWMF%&K¥$Q4@. (5)

Vottes avaldisest (5) tuletise y jérgi, saame leida juhusliku suuruse Y tihedusfunktsiooni

ﬁ@@wzh(yﬁ%z%x@(yﬁ%zbal

(g ()
_ 5 (W(’V!;/ax)ax 5) eipi—m‘//[/((ﬁ;yyy//ag))'
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Selleks, et saada mittenegatiivselt maaratud mittetsentraalse, mitteskaleeritud juhusliku
suuruse (definitsioon 2) jaotus- ja tihedusfunktsiooni avaldised, tuleb valemites (5) ja (6)

votta skaalaparameeter ox = 1.

Leiame niiiid analoogiliselt asukoha-skaala juhusliku suuruse jaotus- ja tihedusfunktsiooni.
Olgu X asukoha-skaala juhuslik suurus jaotusfunktsiooniga F'y ja tihendusfunktsiooniga

fx ning olgu selle standardhélve oy, keskvddrtus px. Definitsioonis 4 defineeritud ju-

Y~ Hx
ox

pole X mittenegatiivne, siis meenutades, et Lambert’i funktsioon W (vyz) on vahemikus

huslik suurus Y on Lambert’i W x Fx jaotusega, tdhistame z = . Kuna niiiid

z € <—%,0> kaheselt médratud, tuleb vastavas vahemikus kasutada juhusliku suuru-
se Y jaotusfunktsiooni Fy ja tihedusfunktsiooni fy arvutamisel nii pea- kui korvalharu

vaartusi. Selle vahemiku jaoks saame jaotusfunktsiooniks

Fy(y) =P(Y <y) =P(Uexp(yU)ox + px < y) = P(yU expyU < 72)

W_ X — W,
—POV-1(32) <70 < Waloa)) = p (202 ¢ St o Tol02))
Y 0x ¥
:]}D(W%(W)UXJWXng VZ)UXJFMX)

Wo(yz W_i(yz
:Fx< 057 )O'X‘FNX)_FX(#O—X"‘MX).

Tihedusfunktsiooni selles vahemikus saab leida analoogiliselt tuletuskdigule (6), vottes
saadud jaotusfunktsiooni avaldise molema haru komponendist tuletise y jargi.

Kuna funktsioon W (~z) pole méiratud piirkonnas, kus z < —% (y < -+ L), siis
selles vahemikus Fy(z) = fy(z) = 0. Kuna W’(7z) pole aga mé#ratud punktis z = —%,
siis on ka seal fy(z) = 0 ning tihedus pole pidev selles punktis. Piirkonnas z > 0 (y > ux)

on W (~z) iiheselt madratud ja monotoonne, seega tuleb kasutada vaid peaharu védrtusi.

Saime asukoha-skaala Lambert’i W x Fx juhusliku suuruse jaotusfunktsiooniks

0, kui y < —%—FMX;
Fx (MUX ‘l'#X‘ ﬁ)

Py (W—;(wz)ax ﬂLX‘ 5) c o kui =5 4y <y < g

Fy(y|B,7) = ¢ (7)

| P (Mo + pux | ). kui y > px,

Y — Bx
Ox

2z =0 (y = pux) koondub korvalharu komponent nulli, seega on jaotusfunktsioon pidev ka

kus z =

. Punktis z = —% on funktsioon pidev, sest Wy(yz) = W_1(yz). Punktis
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selles punktis. Tihedusfunktsioon on kujul

0, kui y < —(fy—’e‘ + px;
o (lB.) Ix (M@(*‘M}(‘@) Wo(vz)
y\Y|p,7) =
—fx <W’T(W)JX +MX‘ 6) W.i(vz), kui =25 + pux <y < px;
| fx (Max + ,UX’ 5) Wo(vz), kuiy > px,
(8)
kus z = 2 #X ja
0x
exp(—W(vz Wi(vyz
W (y2) = (=W(yz2) (v2) (9)

1+ W(yz)  yz(14+W(yz2))

Jaotus- ja tihedusfunktsiooni v < 0 korral saab leida analoogiliselt. Kui v = 0, siis on
selge, et Fy (y|8,7) = Fx(y|f).

Vaatleme niitid Lambert’i W juhuslike suuruste olulisemaid toendosusjaotusi lahemalt.

2.2 Lambert’i W eksponentjaotus

Olgu X eksponentjaotusega juhuslik suurus parameetriga § = A > 0. Tahistame seda

X ~ Ezp(\). Meenutame, et siis on juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon kujul
Fx(z|\)=1—exp(—Az), A>0,2>0,
ja tihedusfunktsioon kujul
fx(x|A) = Aexp (=Az), A>0,z > 0.

Lambert’i W funktsiooniga transformeerimisel eeldame taas, et asiimmeetriaparameeter
~v > 0. Selliselt valitud v pakub just kindlustusvaldkonnas huvi, kuna muudab raskemaks
eksponentjaotuse parema saba, mis on muidu kahjude suuruste kirjeldamiseks liiga kerge.
Negatiivne asiimmeetriaparameeter muudaks saba veelgi kergemaks. Kuna sisendjaotus on
skaalajaotuste perekonnast ning mittenegatiivselt méaratud, siis on Lambert’i W x Exzp(\)
jaotusest juhusliku suuruse Y jaotus- ja tihedusfunktsioon leitav valemite (5) ja (6) abil.

Teame, et eksponentjaotusega juhusliku suuruse standardhélve on ox = % Saame niitid
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juhusliku suuruse Y jaotusfunktsiooniks

, A>0,y >0,

Fy(ylA,7) = 1 — exp (_M>

ja tihedusfunktsiooniks

A>0,y > 0.

fY(?/|)\>’7) = dexp (— Wo(fy)\y)) exp (_WO(’Y)\Z/»

¥ 14+ Wo(yAy)

Vaatame neid funktsioone erinevate asiimmeetriaparameetrite korral ka joonisel. Valime
eksponentjaotuse parameetriks A = 1, siis standadhélve on samuti ox = 1, ning asiim-

meetriaparameetrite vaartusteks v € {0,0.1,0.2,0.4,0.6}.

Néeme, et eksponentjaotuse tihedusfunktsiooni saba muutub asiimmeetriaparameetri suu-
renedes raskemaks (vt joonis 3). Parema ettekujutuse Lambert’i W x Exp(\) muutumisest
skaala- ja asimmeetriaparameetri muutudes saab siis, kui kasutada R66p (2015) pohjal

tehtud koodi tiheduse animeerimiseks, mis on toodud lisas B.1.

1.0

0.8

F(YILY)
0.4

0.2

||
<<<=<=<
TR

00000
g4 obhNR

Joonis 2: Lambert’i W x Exp(1) jaotusfunktsioon erinevate asiimmeetriaparameetri vir-

tuste korral
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0.0

Joonis 3: Lambert’i W x Fxp(1) tihedusfunktsioon erinevate asiimmeetriaparameetri viir-

tuste korral

2.3 Lambert’i ¥ standardne normaaljaotus

Normaaljaotus on statistikas iiks laialdasemalt kasutatav jaotus, kuid tihti pole reaalsed
andmed tapselt siimmeetrilised. Sellisel juhul pakub Lambert’i W véimaluse selliste and-
mete kiisitlemiseks. Olgu X standardse normaaljaotusega juhuslik suurus, st X ~ N(0,1)
ja juhusliku suuruse X parameetervektor S on (ux,ox) = (0,1). Jaotusfunktsioon aval-
dub kujul

Fx(x|p) = ®(z), z€R.

Juhusliku suuruse X tihedusfunktsioon

1 x?

z|B) = exp|——1], x€R.
Fe(el) = e (-5 )
Toome jaotusele juurde asiimmeetriaparameetri v ja votame appi Lambert’i W juhusli-
kud suurused, mille sisendjaotuseks on standardne normaaljaotus. Uurime esmalt, kuidas

kditub Lambert’i W x N(0,1) tihedusfunktsiooni peaharu komponent erinevate asiim-

meetriaparameetrite puhul. Hiljem analiiiisime analoogiliselt ka korvalharu.
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2.3.1 Peaharu uurimine

Selles alapunktis analiilisime Lambert’i W x N(0,1) juhusliku suuruse Y tihedusfunkt-
siooni peaharu komponenti. Korvalharu véértusi ignoreerides saame valemit (8) kasutades

leida Lambert’i W x N(0, 1) juhusliku suuruse Y tihedusfunktsiooni peaharu korral

1 (Wo(vw))?\ exp(—Wo(vy))
Vor b (_ 292 ) 14+ Wol(vy) 10)

mis on miiratud piirkonnas y > —-.
’76

Analiiiisime saadud avaldise kuju. Uurime, milliste v > 0 va#rtuste korral leiduvad funkt-
sioonil ekstreerumid ja milliste korral mitte. Selleks votame avaldisest (10) tuletise y jérgi
ning vordsustame nulliga. Kuna jargnev analiiiis kehtib molema haru korral kuni muu-
tumispiirkonna tingimuseni ning jargmises alapunktis kasutame seda sama analiiiisi ka
korvalharu jaoks, siis kasutame siinkohal ja edaspidi sarnastes situatsioonides haru eris-
tamata tahist . Esmalt leiame

!/

2 2 !
exp (U —Wivy)) ) exp (- —winy)) (- - wiay))

14+ W(yy) (1+W(vy))

exp (—E — W (ny) ) (L4 W ()
) T+ W) |

(11)
kus kasutades valemit (9) saame
(_ (WQ(ZQQ))Q B W(vy))/ _ _2W(vy2);42/’(vy)7 AW ()
Wy exp (W)  yexp(=W(vy))
(1 + W(yy)) 1+ W(vy)

_ —exp (W) (W(yy) +%)
Y1+ W(vy))

ning
yexp (=W(yy))
L+W(yy)

(I+W(yy) =1W'(vy) =

millest

—exp (=W (y))(W(vy) +7°) _vexp (=W(w))
(S ) 0w - R
_ —exp (W) (W (y)* + (L+*)W(yy) +29°)

(1 + W(vy))
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Asendame saadud tulemused vorrandisse (11) ja lahendame

exp (— 28 — W () (= exp(=TW () (W (y9))? + (1 +92)W () + 21°)
11+ W(vy))?®

=0.
(12)

Vordus (12) kehtib parajasti siis, kui lugeja vordub nulliga ja nimetaja mitte. Kuna v > 0,

siis saame nimetajast y jaoks kitsenduse y # —%. Lugejas ndeme, et kuna eksponent-

funktsiooni vaédrtus on alati positiivne, jadb meil {ile lahendada ruutvorrand
(W(vy)? + (L +)W(yy) +29° =0 (13)

W (vy) suhtes. Selle vorrandi lahendid on kujul

2

142 14+72\> —1 724+ /=672 +1
W(yy) = - i\/( 5 — 29 = 5 - (1)

Uurime ldhemalt ruutjuure all olevat avaldist. Vorrand (14) lahendub iiheselt juhul kui
v*—6+%24+1 = 0. Kahe reaalarvulise lahendi leidumiseks peab aga kehtima *—6~2+1 > 0.

Leiame esmalt nullkohad
=6y +1=022=3+2V2 7y =4+/3+2/2=+(vV2+1).

Seega nullkohti on neli. Meie uurime juhtu kus v > 0, seega tdhtsust omavad hetkel

lahendid v = /2 — 1 ~ 0.4142 ja v? = V2 + 1 ~ 2.4142.

Saime, et Lambert’i W x N(0, 1) juhusliku suuruse tihedusfunktsioonil on kaks ekstreemu-
mit asiimmeetriaparameetri vidrtuste korral piirkondadest v > v/2+1ja 0 < v < v2—1.
Kui V2 —1 < v < /2 + 1, siis vorrandil (14) reaalarvulised lahendid puuduvad. J&ib
veel iile kontrollida, kas antud vahemikud on kooskolas peaharu komponendi méaaramis-
piirkonnaga ehk kas saadud W (vyy) vaartuste korral kehtib y > —%. Kasutades Lambert’i

W funktsiooni definitsiooni (1) punktis z = vy tuleb lahendada vorratus

_1—72i‘/74—672+1exp<—1—72i1/ﬁ)/4_6ﬁ)/2—|—1> 1
2

> ——.
2y ve

Tulemuseks saame samad piirkonnad v > v2+1ja 0 < v < v/2—1. Kuna hetkel kisitleme
vaid peaharu, siis kontrollime, millised v vadrused jadvad peaharu muutumispiirkonda

ehk milliste asiimmeetriaparameetrite korral W (~y) > —1. Vorrandi (14) pohjal saame
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vorratuse

B N A Sy
7 27 S e i<t/ -6,

kus positiivsete v vidrtuste korral lahendiks on 0 < v < v/2 — 1. Seega on Lambert’i
W x N(0,1) juhusliku suuruse Y tihedusfunktsiooni peaharu komponendil kaks ekstree-
mumpunkti, kui v € (0,v/2 — 1). Vaatame vérduse (12) vasakul pool toodud peaharu
komponendi tuletist juhul, kui 4 > /2 — 1. Kuna siis vorrandil (13) lahendid puuduvad
ning selle vasak pool on positiivne ja samuti nimetajas tegur (1 + W (vyy))? on positiivne,
siis on tuletise avaldis negatiivne. Saime, et kui v > /2 — 1, siis jaotus on iihe sabaga
ja kahaneb monotoonselt piirkonnas y > —%. Seda seaduspédra on néha ka joonisel. Sa-
muti voib tdheldada, et mida viiksem on asiimmeetriaparameeter, seda vihem on teine
ekstreemumpunkt silmaga mérgatav (vt joonis 4, vasakul). Seda on néha, arvutades tihe-
dusfunktsiooni vidrtused tihedamas vahemikus ja vaadates joonist lihemalt punkti —%

parempoolses iimbruses (vt joonis 4 parameetri v = 0.2 jaoks).

ITe) N
P — y=0.2 p
- y=0.4 g
o | 3
_ =
3 s ©
- —
3 s
= 5 S S
o o 7
o
o L_///
o | 8 -
© I I I I I I I I o I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 -1.84 -183 -182 -1.81 -1.80
y y

Joonis 4: Vasakul: Lambert’i W x N (0, 1) tihedusfunktsiooni peaharu komponent erinevate
astimmeetriaparameetri vaartuste korral; Paremal: Lambert’t W x N(0, 1) tihedusfunkt-

—1.8])

siooni peaharu komponent v = 0.2 korral (16igus [—ﬁ,

Naeme, et tihedusfunktsiooni peaharu komponent hakkab kasvama, kui y 1dheneb punk-
tile —% paremalt. Vaatame, mis selles protsessis tdpsemalt juhtub. On lihtne néha, et

Wolvy) — —1, (Wo(yy))? — 1ja 14+ Wy(vy) ldheb nulli paremalt poolt. Kui niiiid vaatame
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exp(—Wo(vy))

1+ Wo(vy)
Sellest tulenevalt, kui y — —%—i—, siis peaharu komponent (10) koondub l6pmatusse.

tihedusfunktsiooni osa , siis ndeme, et selle vadrtused lahevad lopmatusse.

2.3.2 Korvalharu uurimine

Uurime niiiid eelmise alapunktiga analoogiliselt tihedusfunktsiooni korvalharu komponenti

médramispiirkonnas (—%, O). Kasutades valemit (8) on see kujul

1 C(Wa()* exp(=W_i(vy))
\/ﬂeXp< 27?2 ) L+ Woi(yy) (15)

Eelmises alapunktis analiiiisisime ekstreemumpunktide olemasolu peaharu korral. La-
hendini (14) joudmisel ei olnud vaja teha harulisi eristusi. Et sama analiiiisi korrata
korvalharu jaoks, piisab vaid kontrollida, milliste v viértuste korral kehtib W (~y) < —1.

Vorratuse

—1 -7 +£ V=62 41 2
<—ley —1>+y/7—-612+1
5 ol VAt =692+

lahendamisel positiivsete parameetrite v jaoks saame v > v/2 + 1. Seega Lambert’i W x
N(0,1) tihedusfunktsiooni korvalharu komponendil on kaks ekstreemumpunkti juhul, kui
asiimmeetriaparameeter v € (v/2 + 1,00) (vt joonis 5, paremal). Vaatame vorduse (12)
vasakut poolt kérvalharu korral juhul kui v € (0, v/241). Kuna siis vorrandil (13) lahendid
puuduvad ning selle vasak pool on positiivne ja nimetajas tegur (1+ W (vyy))? negatiivne,
siis on tuletise avaldis positiivne. Seega, kui v € (0, V2 + 1), siis on tihedusfunktsiooni

graafik monotoonselt kasvav piirkonnas y € <—%7 0) (vt joonis 5, vasakul).

Naeme, et tihedusfunktsiooni korvalharu komponent hakkab kahanema, kui y ldheneb
punktile —% paremalt. Vaatame, mis selles protsessis juhtub. On selge, et W_;(yy) — —1,

(W_i(yy))? — 1 ja 1 + W_q(yy) lidheb nulli vasakult. Neid kasutades saame
exp(=W_1(7y))

1+ Woi(yy)
komponent (15) miinus 1opmatusse.

— —o0. Sellest tulenevalt protsessis y — —%—k koondub korvalharu
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Joonis 5: Lambert’i W x N(0, 1) tihedusfunktsiooni korvalharu komponent asiimmeetria-

parameetri v = 0.4 ja v = 4 korral

2.3.3 Lambert’i W x N(0,1) jaotus- ja tihedusfunktsioon

Vaatame niiiid molemat haru komponenti kasutades Lambert’i W x N(0,1) jaotus- ja

tihedusfunktsiooni kuju. Valemi (7) pohjal saame juhusliku suuruse Y jaotusfunktsiooniks

. 1.
0, kui y < e
Fr(ylo,1.7) = Qo (o) — @ (P2b) | xui —L <y <0;
v v e
i) (Woyy)> , kui y > 0.

. 1.
07 kui Yy < _%7

L exp (_ (WO(’Y2Z/))2> exp(—Wo (7))
frylo,1,9) = V" o rety (16)

1 W_1(9)? | exp(—W_1(7y)) s 1 .
— 5= eXPp (_ Zl’ygy ) irw_léy’;i’ . kui —e <y <0
1 (Wo(vy))? ) exp(=Wo(vy)) .
| 7= exp (— 0272 ) 1+W0?7y) , kui y > 0.

Tihedusfunktsioon kasvab, kui y — —%qt. Nagu eelnevalt mainitud, siis selles protsessis
peaharu komponent kasvab ning korvalharu komponent kahaneb, seega pea- ja korvalharu

vastavalt omavahel lahutades, kasvab tihedusfunktsioon viga kiiresti. See kasv on tingitud
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Lambert’i W funktsiooni méaramispiirkonna kitsendusest, millest tulenevalt loigatakse
dra jaotuse vasak saba, kus y < —%. Nende vilja jadnud vaartuste toendosusmass viiakse
iile punkti parempoolsesse iimbrusesse. Mida suurem on asiimmeetriaparameeter, seda

rohkem Lambert’i W teisendus maha loikab.

Vaatame koigepealt saadud jaotus- ja tihedusfunktsiooni graafikut asiimmeetriaparameet-
rite v € {0,0.1,0.2,0.4} korral (vt joonis 6, joonis 7). Ndeme, et selliste astimmeetriapa-
rameetrite korral saame kahe ekstreemumpunktiga tihedusfunktsiooni. Sarnaselt juhuga,
kus késitlesime ainult peaharu komponendi véartusi, tuleb v € {0.1,0.2} korral vaadata
funktsiooni punkti —% paremas timbruses lihemalt teise ekstreemumpunkti eristamiseks.
Alapunktis, kus uurisime tihedusfunktsiooni peaharu komponenti, nigime, et sellel on
kaks ekstreemumpunkti, kui v € (0, V2 — 1). Samas asiimmetriaparameetri vahemikus oli
korvalharu komponent aga negatiivne ning monotoonselt kasvav. Seega on molema haru
vaartusi kasutades Lambert’i W x N(0,1) tihedusfunktsioon samuti kahe ekstreemum-

punktiga.

o
S
(e 0]
g
= ©Q |
i o
=)
> <
L o
(q\]
: - =0
© — V01
— y=0.2
o | y=04
© T T T T T T T I
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Joonis 6: Lambert’i W x N(0, 1) jaotusfunktsioon erinevate asiimmeetriaparameetri viér-

tuste korral

Vaatame funktsiooni ka suurema asiimmeetriaparameetri korral (vt joonis 8 v = 4 jaoks).
Meenutame, et vahemikus v > /241 on peaharu komponent monotoonselt kahanev ning
korvalharu komponent kahe ekstreemumpunktiga. Seega selles piirkonnas on korvalharu

komponendi kujust tulenevalt tihedusfunktsioon samuti kahe ekstreemumpunktiga.
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Joonis 7: Lambert’i W x N(0, 1) tihedusfunktsioon erinevate asiimmeetriaparameetri viir-

tuste korral
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Joonis 8: Lambert’i W x N(0,1) tihedusfunktsioon asiimmeetriaparameetri v = 4 korral

Vahemikus v € (\/5 —1,V2+ 1) on peaharu komponent monotoonselt kahanev ja korval-
haru komponent negatiivne ning monotoonselt kasvav. Seega sellise asiimmeetria korral

on tihedusfunktsioon {ihe sabaga ja monotoonselt kahanev.

Lopetuseks uurime, kui suure osa tihedusest katab peaharu komponent ja korvalharu
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komponent. Peaharu komponendi korral saame

[ oo () S

()
o)) b ok)

Saime v-st soltuva funktsiooni. Positiivsete asiimmeetriaparameetrite vddrtuste korral

jadb saadud suuruse védrtus loiku [0.5, 1]. Mida suurem on +y véértus, seda suuremat rol-
li hakkab mé&ngima kérvalharu komponent Lambert’i W x N(0,1) tiheduse arvutamisel.

Analoogiliselt saame iile korvalharu madramispiirkonna integreerides

e 1 (Wi (y2))*\ exp(=W_1(y2))
(_ 272 ) 1+ W_i(yx) o

[F ()5
() ) - () -2

Selle suuruse vdartus jaab 16iku [—0.5,0]. Lambert’i W x N(0, 1) tiheduse arvutamise
valemit (16) jargides, saame integraalist (17) integraali (18) lahutades kontrolliks leida

tihedusfunktsiooni aluse pindala, mis on 1.

2.3.4 Vordlus asiimmeetrilise normaaljaotusega

Asiimmeetriliste andmete analiiiisis on senini viga laialdaselt kasutusel asiimmeetriline
normaaljaotus. Viimaste aastakiimnete jooksul on seda saatnud suur edu ning uuritud
viaga pohjalikult. Toome siinkohal jaotuse definitsiooni ning uurime selle momente ja
astimmeetriakordajat. Aslimmeetrilise normaaljaotuse kohta saab pikemalt lugeda nii-

teks Azzalini (1985) ja Azzalini (2005) artiklitest.

Definitsioon 5. (Azzalini (1985)) Kui juhusliku suuruse Z tihedusfunktsioon avaldub
kujul
fzla) = 2¢(2)®(a2), z€R, (19)

kus ¢ on standardse normaaljaotuse tihedusfunktsioon ning ® standardse normaaljaotuse

jaotusfunktsioon, siis iitleme, et Z on asiimmeetrilise normaaljaotusega parameetriga .
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Parameeter a voib omandada koiki vadrtusi reaalteljel. Kui o = 0, siis tihedusfunktsioon
(19) taandub standardse normaaljaotuse tihedusfunktsiooniks. Positiivse asiimmeetriapa-

rameetri o korral on jaotus paremale kaldu (vt joonis 9), negatiivse korral vasakule.

0.8

n — a=0
— a =05
o=
(o] —
o a=5
T <
N o
(qV]
S
o |
© I I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3
y4

Joonis 9: Asiimmeetrilise normaaljaotuse tihedusfunktsioon erinevate asiimmeetriapara-

meetri vadrtuste korral

To66 praktilises osas ldheb vaja ka asukoha-skaala asiimmeetrilist normaaljaotust, mida
tdahistame SN (&, w, ), kus lisaks asiimmeetriaparameetrile o on asukohaparameeter £ €
R ja skaalaparameeter w > 0. Selle definitsioonini jouab, kasutades fakti, et kui Z ~

SN(a), siis £ + wZ ~ SN(§,w,a) (Azzalini (2005)). Seega asendame definitsioonis 5 z

2= . . .
asemele ning skaleerime tihedust vastavalt.

Definitsioon 6. Kui juhusliku suuruse Z tihedusfunktsioon avaldub kujul

f(zl§,w,a) :%gb (Z;§> P (a (Z;€>>, ze€R,w>0,

kus ¢ on standardse normaaljaotuse tihedusfunktsioon ning ® standardse normaaljaotuse

jaotusfunktsioon, siis iitleme, et Z on asukoha-skaala asiimmeetrilise normaaljaotusega ju-
huslik suurus asukohaparameetriga &, skaalaparameetriga w ja asiimmeetriaparameetriga

a, ning kirjutame Z ~ SN (&, w, a).

Olgu Z astimmeetrilise standardse normaaljaotusega juhuslik suurus. Siis Azzalini (1985)
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kohaselt on selle momente genereeriv funktsioon kujul

2

My(t) = 2exp (%)(I)(&),

o
kus 6 = ——. Seda kasutades leiame esimesed kolm (tsentreerimata) momenti. Esi-
T ( )

mese momendi jaoks leiame

2

M, (t) = 2t exp (%)Cb(&) + 2exp <%

2

>5¢(5t),

millest

EZ = M}(0) = 26— = 04/ =.

Analoogiliselt jiatkates leiame

EZ* = M,(0)=1

ja
2
EZ* = M} (0) = (3 — 52)5\/:
us
<
— 0
—
N
N
<
—
NN Q | n?\l
w w
0
© | o
o
© | Q|
© T T T T T © T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0
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Joonis 10: Asiimmeetrilise normaaljaotuse teist ja kolmandat jarku momendid

E(Z — pz)® _ EZ® —3puzoy — iy

3 3
Oz Oz

vaartuse

Saame leida astimmeetriakordaja v,(Z) =




kus
4

—1, kui a <0

sgn(a) = 0, kui a = 0;

1, kui a > 0.

\

Uurime, mis vahemikus saavad v;(«) vddrtused muutuda. Selleks leiame piirvéartused

lim v (a) ja lim 7 (a). Kdigepealt paneme téhele, et
a—00 a—r—00

a? 1

a—+oo 1+ 0[2 2 + 1

3
202 2 1 3
lim T = lim
a—Foo 1— 202 a—too \ & — 1
- 252

IR 23
:(7r ): ~ 2.3189.

millest

0.5 1.0

yi(a)
0.0

Joonis 11: Asiimmeetrilise normaaljaotuse asiimmeetriakordaja viirtused parameetri o«

muutudes

Saame niilid otsitavateks piirvadrtusteks

oéli_}n(glofyl((y) = Y. ~ 0.9953
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ja

4—7m 23
lim (o) =— T i 7 ~ —0.9953.

a——o00 2 (7-[— _ 2) 5

Saime, et asiimmeetrilise normaaljaotuse asiimmeetriakordaja on piiratud vahemikku
(—0.9953,0.9953). Joonisel 11 on niha, et asimmeetriakordaja piiride lihedale joutakse
juba umbes jaotuse parameetri « = £8 korral. Absoluutviértuselt suuremate « véértuste

korral jadb v (o) = 0.9953.

Analiitisime niiiid asiimmeetriakordaja kditumist normaaljaotusega Lambert’i W juhuslike
suuruste korral. Olgu X normaaljaotusega juhuslik suurus ning Y vastav Lambert’i W
juhuslik suurus. Goerg (2011) toob vilja valemi selle momentide arvutamiseks

1 o 1 o" 2n2o2
EY™) = Mx(yn) = — ——exp (vnux +21 X) :

T ooy n" oy" 2

Seda valemit kasutades leiame Lambert’i W x N(0, 1) jaotuse momendid kolmanda jar-

guni:
1 a 7212 ,y2
EY)=—— T2 = L
(Y) 11%6@( 5 vexp| 5 )
1 82 7222
E(Y?) = 22 gz P <T) = (1 +49%) exp(27?)
ja
1 83 7232 9,)/2
3\ o 2
E(Y)_§873exp< 5 ) =9v(1+ 37") exp (7)
Toll
™ _
o _| o
™ o |
n
o I\
N —]
[N o ™
> 7 > 8
1] ﬂ ] 1] ﬂ —
o | _
—
o
O —
Tol s
© T T T T T ° T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Y Y

Joonis 12: Lambert’i W x N(0,1) teist ja kolmandat jirku momendid
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Saadud momentide avaldiste pohjal saab tuletada juhusliku suuruse Y asiimmeetriakor-

) E(Y —puy)®  EY?—-3uyo? — 13
daja 1 (Y) = : = L .
Y Y

vaartuse

ny) =79 (94 279%) — (34 129%) 429
1 (e (1447%) — %)% '

Asiimmeetriakordaja véédrtused pole tokestatud, sest vihendades lugejat ja suurendades

nimetajat saame kasutada hinnangut

(94 2792) — €7 (3 4+ 1292) + 22 . (94 2772) — €7 (3 + 127?)

(€ (1+492) —~2)3 ~ e (1+ 492)3
_ a2 94279 2 3+ 1292
(1+4442)2 (14442)2

Eksponentfunktsioon kasvab kiiremini kui astmefunktsioon, seetottu kui v — +oo, siis

laheb esimene liige lopmatusse ja teine koondub nulli. Sellest jareldub, et

lim () = to0.

y—£oo

Meenutades, et astimmeetrilise normaaljaotuse asiimmeetriakordaja katab vaid vahemikku
(—0.9953,0.9953), siis on selge, et Lambert’i W x N(0, 1) jaotus on palju mitmekiilgsem

ning voimaldab kirjeldada ka ekstreemsema asiimmeetrilisusega andmeid.

Joonisel 13 vasakul on nédha, et normaaljaotusega Lambert’i 1 jaotuse asiimmeetria-
kordaja varieerub juba ainult parameetri v € (—1,1) véértuste korral viiga laias vahe-
mikus, () € (—15,15). Kui |y| > 1, siis asiimmeetriakordaja absoluutviirtus kasvab
veelgi kiiremini. Vaadates asiimmeetriakordajat lihemalt samas muutumispiirkonnas kui
astimmeetrilise normaaljaotuse korral, ndeme, et graafik meenutab tousvat sirget. Sama
muutumispiirkonna katavad Lambert’i W x N(0, 1) juhuslikud suurused juba parameetri

v € (—0.163,0.163) korral (vt joonis 13, paremal).

Lopetuseks visualiseerime asiimmeetrilise normaaljaotuse ja Lambert’i W x N(0, 1) jao-
tuse tihedusfunktsioone sama astimmeetriakordaja v, korral (vt joonis 14). Valime selleks
naiteks v; = 0.2. Sellisel juhul on asiimmeetrilise normaaljaotuse parameeter o ~ 1.1988
ja Lambert’i W korral v =~ 0.0332. Naeme, et tihedusfunktsioonide kujud erinevad iiks-
teisest olulisel madral. Jaotuste tipud on erineva korguse ja asukohaga, sabasid on antud

joonise pohjal raske vorrelda.

30



1.0

o | ]
N
o 1
— o
= _ S o |
= © s o
o o)
T ] %
4 o
| —
T T T T T | T T T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -0.15 -0.05 0.05 0.15
Y Y

Joonis 13: Lambert’i W x N(0,1) asiimmeetriakordaja vddrtused parameetri v € (—1,1)

ja v € (—0.163,0.163) korral

©
o | — Lamberti W*N(0,1
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Joonis 14: Asiimmeetrilise normaaljaotuse ja Lambert’i W x N (0, 1) tihedusfunktsioonid

astimmeetriakordaja v, = 0.2 korral

Lisas B.2 leiab R66p (2015) magistritoo pohjal koostatud animeeritava graafiku koodi,

kus on peal molema jaotuse tihedused.
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2.4 Lambert’i W t-jaotus

T-jaotus on iisna sarnane normaaljaotusega. Selle tihedusfunktsioon on samuti siimmeet-
riline ning kellakujuline, kiill on sellel aga raskemad sabad kui normaaljaotusel. Tahistame
t-jaotust T'(c, s,v), kus ¢ on asukohaparameeter, s skaalaparameeter ning v on vabadus-
astmete arv. Seega parameetervektor 5 = (¢, s,v). Uurime siinkohal tsentraalse t-jaotuse
juhtumit, kus sisendjaotuses ¢ = 0 ja s = 1 ning vaatame vastavat Lambert’i W xT'(0, 1, v)
jaotus- ja tihedusfunktsiooni. Olgu X ~ T(0,1,v), siis t-jaotuse omadustest teame, et
px = c¢ = 0jaox = s,/;% = /7% kui v > 2. Olgu Y Lambert’i W x T(0,1,v)

jaotusest juhuslik suurus.

Kasutades valemeid (7) ja (8), kus votame vastavalt ux = 0, saame leida Y tihedusfunkt-

siooni
(
0, kui y < —2%;
y vl
L) (] 4 (hG2ox)? )™ 2 exp(=Wo(y2)
N0 22 LW (72)
Rl =4Sy e
—r;(u) (1 + ¢ ‘l(jzf,)UX) ) —exfi_w ;Ziz)z)), kui _% <y<O0;
VT b —
r() (Wolr2)020)? ) ™% exp(=Wo(y2)) -
|y (1 9582 5) 7 = kuiy >0,
millest saame leida jaotusfunktsiooni
(
0, kui y < =25

r(4) Wolrox)?\ T ( Wolrt)ox
oy Sy (1 B ) = a (o)
+1

Fy (y|0) = e
T(HE) e W ()ox)?\ ™ 2 wfl(vt)ax) . .
(%) f_% (1 + H) d (—7 , kul —ZX <y <0;
r(4t) = Wor)ox)2\ ™ 2 5 ( Wolyox :
[ VoD (%) f—% <1+ Vv ) d( Y ) kuiy > 0,

kus 0 = (8,7) = (0,1,v,7), ox = \/;55 jaz = .

Votame tulemuste graafiliseks esitamiseks vabadusastmete arvuks v = 5, siis oy = /2

3
ning asiimmeetriaparameetrite viairtusteks v € {0,0.1,0.2,0.4}.

Joonistel 6 ja 15 toodud vastavad Lambert’i W x N(0,1) ja Lambert’t W x T'(0,1,5)
jaotusfunktsioonide kujud asiimmeetriaparameetrite v € {0,0.1,0.2,0.4} korral ndevad
viga sarnased vilja. Nimetatud jaotuste tihedusfunktsioone joonistel 7 ja 16 uurides, on
niha, et t-jaotuse puhul on funktsiooni tipud madalamad nagu ka juhul kui asiimmeetri-

lisus puudub. Kui z laheneb punktile —% paremalt, siis kasvab Lambert’i W x T'(0,1,5)
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tihedusfunktsioon kiiremini kui sama asiimmeetrilisusega Lambert’i W x N(0,1) tihe-
dus. Niiteks parameetri v = 0.2 korral pidime Lambert’t W x N(0,1) tiheduse graafikut

vaatama viga ldhedalt, joonisel 16 on see aga selgelt eristuv.
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Joonis 15: Lambert’it W x T'(0,1,5) jaotusfunktsioon erinevate asiimmeetriaparameetri

vaartuste korral

Lo
- — =0
- — YZoa
— y=0.2
y=04
o
> —
e}
—
=)
>
— Lo
o
N \\
© T T T T T T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Joonis 16: Lambert’i W x T'(0,1,5) tihedusfunktsioon erinevate asiimmeetriaparameetri

vaartuste korral

Mida viiksem on t-jaotuse vabadusastmete arv, seda raskemad on selle jaotuse sabad.
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Kuna meie niites on voetud v = 5, siis pohjustab Lambert’i W rakendamine méaaramis-

piirkonna piirangu téttu normaaljaotusega vorreldes raskema saba éra 1dikamist. Araloi-

gatud saba tdendosusmass koondub punkti —- parempoolsesse iimbrusesse, pohjustades
ye

seal tiheduse kiirema kasvu kui Lambert’i W x N(0, 1) korral.
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3 Jaotuste sobitamine andmetele

Selles alapunktis vaatame eelneva teooria praktikas kasutamist. Kuna asiimmeetrilised
andmed esinevad tihti kindlustusvaldkonnas, siis antud magistritoo rakendamiseks selles
vallas, tootame reaalse kahjusummade andmestikuga. Nimelt sobitame kahjusummadele
Lambert’i W x Exp(\), Lambert’i W x N(ux, ox) jaotust ning vordluseks asukoha-skaala,
astimmeetrilist normaaljaotust. Uurime, milline jaotus paremini andmeid kirjeldab ning
vordleme saadud tulemusi ka teiste kindlustuses laialt levinud jaotustega. Esmalt uurime

Goerg’i (2011) artikli pohjal parameetrite hindamist suurima téepéra meetodiga.

3.1 Parameetrite hindamine

Lambert’i W x Fx jaotuse andmetele sobitamiseks peame leidma parameetritele hinnan-
gud. Kasutame selleks suurima toepira meetodit. Eeldame, et on antud valim suurusega N
soltumatute sama jaotusega juhuslike suuruste vaatlusi y = (y1, y9, . . ., yn), mis parinevad
transformatsioonist (4). Seega tuleb leida hinnangud parameetervektori  komponentidele,

st sisendjaotuse parameetri(te)le 5 ja astimmeetriaparameetrile .

Olgu Lambert’i W x F'x jaotusest juhusliku suuruse Y tihedusfunktsioon fy (y|3,~) antud

valemiga (8). Siis valimi log-toepéra funktsioon on kujul

UOly) = 3 In(fy (1:16)).

Suurima toepédra hinnangud parameetritele saadakse log-toepédra maksimiseerimisel iile

voimalike 6 viartuste ehk leitakse selline éMLE = (BMLE, AmrLe) nii, et
Ovrip = argmeaxl(@\y).

Edasi arvutatakse suurima tdepéra hinnangud sisendjaotuse tihedusest séltuvalt. Uldjuhul
pole kahe haru véédrtusi kasutades rohkem avaldist lihtsustada voimalik. Saame mitteli-

neaarse optimiseerimisiilesande, mille lahendamiseks tuleb kasutada numbrilisi meetodeid.
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3.2 Simulatsioonid

Selles alapunktis vordleme asiimmeetrilist normaaljaotust ja Lambert’i W x N(ux,ox)
jaotust 1abi simulatsioonide. Jaotuste sobitamisel kdesolevas ja jargnevas alapunktis ka-
sutame definitsioonis 6 defineeritud asukoha-skaala asiimmeetrilist normaaljaotust ning
Lambert’i W x N(ux,ox) jaotust. Genereerime andmeid asiimmeetrilisest normaaljaotu-
sest ning sobitame neile nii jaotust ennast kui ka Lambert’i W x N (ux, ox) ning vastupidi.
Uurime, kas genereeritud vaartustele iihest jaotusest voib teine alternatiiv sobida sama
hésti. Sobivuse hindamiseks kasutame Kolmogorov-Smirnovi (K-S) statistikut ja Akaike

informatsiooni kriteeriumit (AIC).

Genereerime esmalt astimmeetriakordajaga v = 0.1 Lambert’i W x N (0, 1) jaotusest 1000
juhuslikku realisatsiooni. Vaatame esmalt kummagi jaotuse sobivust tiheduse histogram-

milt.

_ I --- Lambert'i W*N
_ --- Asummeetriline N

0.5

0.4

Sagedus

Joonis 17: Lambert’i W x N(0, 1) jaotuse realisatsioonidele sobitatud jaotused

Jaotuse tiheduse koverad on viga sarnased, silmaga peaaegu eristamatud. Esitame kok-
kuvétlikult tabeli kujul sobitamisel saadud parameetrid ja sobivuse néitajad (vt tabel 1).
Nieme, et nii AIC kui Kolmogorov-Smirnovi statistiku pohjal sobituvad jaotused enam-
vahem sama histi, asiimmeetriline normaaljaotus sobitub natuke kehvemini. Lambert’i
W x N sobitamisel saadi iisna teoreetilise jaotuse lihedased parameetrid. Seega andme-
te viikese asiimmeetrilisuse korral leidub erineva parametriseeringuga sarnaseid tiheduse

kujusid.
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Tabel 1: Lambert’i W x N(0,1) jaotuse juhuslikele realisatsioonidele sobitatud jaotuste

hinnatud parameetrid ja jaotuste sobivuse statistikud

Asiimmeetrilise
Lambert’i W x N
normaaljaotuse
sobitamine
sobitamine
Asukohaparameeter & = —1.036428 w = —0.022900
Skaalaparameeter w = 1.502930 o = 0.973540
Asiimmeetriaparameeter a = 2.628544 ~v = 0.106280
Kolmogorov-Smirnovi statistik 0.015494 0.012572
K-S statistiku p-véartus 0.9700 0.9974
AIC 2781.076 2778.768

Genereerime niiiid standardsest asiimmeetrilisest normaaljaotusest samuti 1000 juhus-
likku véartust. Astimmeetriaparameetriks valime o = 6, et andmed oleks suurema asiim-
meetriaga. Uurime, kui héisti siis kumbki jaotus sobitub. Vaatame molema jaotuse sobivust

esmalt graafiliselt.
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Joonis 18: Asiimmeetrilise normaaljaotuse realisatsioonidele sobitatud jaotused

Sel korral on tiheduse graafikud juba selgemini eristuvad. Taas toome sobitamisel saa-
dud parameetrite hinnangud ja sobivuse néiitajad tabeli kujul (vt tabel 2). Sobitamisel
nieme, et asiimmeetriline normaaljaotus on vaid veidi parem kui alternatiivne jaotus,

Kolmogorov-Smirnovi statistiku ja AIC vidrtused on praktiliselt vordsed.
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Tabel 2: Asiimmeetrilise normaaljaotuse juhuslikele realisatsioonidele sobitatud jaotuste

hinnatud parameetrid ja jaotuste sobivuse statistikud

Asiimmeetrilise
Lambert’i W x N
normaaljaotuse
sobitamine
sobitamine
Asukohaparameeter ¢ = 0.006949 u = 0.662500
Skaalaparameeter w = 0.979599 o = 0.564140
Asiimmeetriaparameeter o = 5.752658 ~v = 0.185990
Kolmogorov-Smirnovi statistik 0.020769 0.022579
K-S statistiku p-véartus 0.7815 0.6878
AIC 1660.954 1662.574

Néaeme, et teostatud simulatsioonide pohjal on jaotused viiga sarnased. Sobivuse niitajad
olid molemal juhul enam-vihem vordsed. Jaotus, millest juhuslikud vaédrtused olid generee-
ritud, sobitus vaevumargatavalt paremini, kui vastav alternatiiv. Ka graafiliselt on niha,
et silmnahtavalt sobitusid molemad jaotused andmetele hésti. Lambert’i W x N (0, 1) jao-
tusest genereeritud vaartuste korral kehtib see ainult viiksemate asiimmeetriaparameetrite
v korral, tulenevalt alapunktis 2.3.4 teostatud analiiiisist, milles selgus selle tiheduse eri-
parane kuju. Ka asiimmeetrilisest normaaljaotusest genereeritud viartuste puhul muutus
Lambert’i W x N jaotus suurema asiimmeetrilisuse puhul vihem sobivamaks. Lambert’i
W x N jaotus pakub hea alternatiivi traditsioonilisele asiimmeetrilisele normaaljaotu-
sele, olles viiksema asiimmeetrilisuse korral iisna sarnane, kuid voimaldades kirjeldada

andmeid ka suurema asiimmeetriaga.

3.3 Jaotuste sobitamine kahjusummadele

Selle alapunkti eesmérk on tutvustada Lambert’i W x Fx juhuslike suuruste teooria ra-
kendamisvoimalusi kindlustusvaldkonnas. Meil on andmestik 2 797 kahju suurusega. Mi-
nimaalne kahju on 15.27 ning maksimaalne 1 166 171 iihikut. Keskmise kahjusumma suu-
rus on 6 671.067 ning mediaan 952.97. Kahjusummade varieeruvus on vaga suur iiksikute

suurte ({ile 200 000 iihiku suuruste) kahjude tottu, mida on kokku 13 tiikki.
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Joonis 19: Kahjusummade histogramm (tihedus) ja empiiriline jaotus

Samale andmestikule on Puksand oma 2015. aastal valminud magistrit6os sobitanud le-
vinumaid kahjujaotusi: eksponentjaotust, log-normaalset jaotust, Pareto jaotust, gamma-
jaotust ja Weibulli jaotust (Puksand (2015)). Sobitame samale andmestikule ka antud
magistritdos kasitletud jaotuseid ja vordleme sobivuse nditajaid erinevate jaotuste korral
Kolmogorov-Smirnovi statistiku ja Akaike informatsiooni kriteeriumi (AIC) pohjal. Sobi-
tame Lambert’i W x N(ux,ox) jaotust ning vordluseks asukoha-skaala asiimmeetrilist
normaaljaotust eelmise alapunkti analiiiisi jatkuks. Puksandi magistritoos selgus, et so-
bitatavatest jaotustest kirjeldas andmeid koige kehvemini eksponentjaotus, seega uurime,
kas asiimmeetriline Lambert’i W x Exp(\) voiks olla parem alternatiiv traditsioonilisele

eksponentjaotusele. Leiame parameetritele hinnangud (vt tabel 3).

Visualiseerime esmalt saadud jaotused joonisel koos andmete histogrammiga. Jdtame joo-
niselt vilja andmestiku saba, kuhu jadvad iiksikud kahjud. Kuna jaotuseid on palju, siis
silmaga paremaks eristamiseks esitame sobitatud jaotused kahel joonisel. Joonisel 20 on
toodud Puksandi magistritoos kisitletud jaotused ning joonisel 21 on uued juurde toodud

jaotused koos eksponentjaotusega paremaks vordlemiseks.
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Tabel 3: Sobitatud jaotuste parameetrite hinnangud

kahjusumma

Skaala- Kuju- Asiimmeetria-
Jaotus
parameeter parameeter parameeter
Eksponentjaotus 6 =1/\=1/0.0001499
Log-normaalne jaotus w=6.973237 o =1.591730
Pareto jaotus £ = 1142.608739 v = 1.097637
Gammajaotus 0 =1/ =1/0.0000547 | ~ = 0.3645587
Weibulli jaotus A = 2462.2045795 k = 0.5383542
Astimmeetriline N & = —565.5660 w = 42593.6288 | o = 183.4461
Lambert’i W x N = 1440.338 o = 2273.747 v = 0.4536494
Lambert'i W x Exp | 6 =1/A\=1/10.11194 v = 0.5701995
:,l ---- Log-normaalne
© " Pareto
S - I ----  Gamma
< i Weibull
° e ---- Exp
q- I}
n O
> O 4
S O -
N |
s |l
S HilF
é _ { ‘H‘HW\ HTH:NH:::—%;F_H_;-;::#:F;: I AIIEEITIa o
[ I I 1
° 0 5000 10000 15000 20000

Joonis 20: Kahjusummadele sobitatud jaotused andmestiku sabata (1)
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I ---- Lambert'i W*Exp
© ! Exp .
8 _ ' ---- Lambert'i W*N
g ' Asimmeetriline normaaljaotus
< |-
n o
> O
T O b
g o
bS]
n 0
AN
o
o 4
S
o
o
8 | m—‘l:l-f'ﬂ_'f-éﬂ-Fﬁ*—-- P P— P
o
d [ I I I 1
0 5000 10000 15000 20000
kahjusumma

Joonis 21: Kahjusummadele sobitatud jaotused andmestiku sabata (2)

Edasi leiame headuse néitajad koigi eelnimetatud jaotuste jaoks.

Tabel 4: Sobitatud jaotuste sobivuse néiitajad

Kolmogorov-
Jaotus AIC
Smirnovi statistik

Eksponentjaotus 0.4277 3331.52
Log-normaalne jaotus 0.0335 -1972.61
Pareto jaotus 0.0428 -1959.62

Gammajaotus 0.2117 314.92
Weibulli jaotus 0.1177 -939.09
Asiimmeetriline N 0.75255 12181.602
Lambert’i W x N 0.16733 912.387
Lambert’i W x Exp 0.04563 -1932.818

Lambert’i W x N(ux,ox) jaotus osutus olulisemalt paremaks asiimmeetrilisest normaal-
jaotusest, mis sobitus andmetele koigist jaotustest halvemini molema headuse statisti-

ku pohjal. Samas osutus see AIC alusel paremaks veel vaid eksponentjaotusest ning
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Kolmogorov-Smirnovi statistiku alusel lisaks gammajaotusest.

Néeme, et eksponentjaotusega vorreldes kirjeldab andmeid oluliselt paremini Lambert’i
W funktsiooniga asiimmeetriliseks transformeeritud eksponentjaotus ning on koos log-
normaalse ja Pareto jaotusega parimad sobivuse kandidaadid antud andmestikule. Voi-
malik, et ka teisi antud magistritoos mitte kisitletud jaotusi (nt log-normaalset voi Pareto
jaotust) sisendina kasutades voiks Lambert’i W-ga transformeerides saada veelgi parema

sobivuse.

Vaatame kvantiil-kvantiil graafikut valitud jaotuste jaoks. Kui joonise 20 pohjal tundus
log-normaalne jaotus héasti sobivat, siis niiiid nideme, et see kirjeldab andmeid siiski halvas-
ti. Kui vaadata graafikut viiksemate kahjude korral (vt joonis 22, paremal), siis paistab
Pareto jaotus koige paremini sobivat. Kui aga vOtta arvesse ka jaotuse saba (vt joonis
22, vasakul), siis Pareto jaotuse saba andmestikule enam nii hésti ei vasta. Kiill tundub
aga Lambert’t W x Fxp saba andmestiku jaotuse sabaga veidi paremas kooskolas olevat.

Seega koige paremini andmetele sobiv jaotus voiks olla {iks kahest eelmainitust.

80 100 120
o
6]

Empiirilised kvantiilid (kiimn. tuhadetes)
60
|
Empiirilised kvantiilid (kimn. tuhadetes)
60 80 100 120
|

00 O
00 ®

00O

40
40

o Lambert'i W*EXxp

Exp

o Lambert'i W*N
Pareto

o Log—normaalne

T T T T T T T T T T T T

0 50 100 150 200 250 300 0 5 10 15 20

Teoreetilised kvantiilid (kimn. tuhendetes) Teoreetilised kvantiilid (kimn. tuhendetes)

MWDo 000 00
o
o

20
!

Joonis 22: Kvantiil-kvantiil graafik kogu teoreetilise jaotuse jaoks ja ilma jaotuse sabata

Selleks, et jaotuste sobivust edasi analiiiisida, vaatame ka empiirilise ja teoreetilise jaotuse

kvantiilide toendosusi graafikul.

Joonisel 23 vasakul on Lambert’i W x Exp()) ja Pareto jaotus peaaegu eristamatud.
Vaatame liahemalt jaotuste sabasid (joonis 23, paremal). Selle jargi tundub, et Pareto

jaotus osutub antud situatsioonis siiski paremaks.
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Joonis 23: Empiirilise ja teoreetilise jaotuse kvantiilide toendosused

Antud t60s uuritud paari levinuma sisendjaotuse juhud ei osutunud antud andmesti-
kule kiill koige paremateks sobivuse kandidaatideks, kuid illustreerisid hésti lihenemise
positiivseid aspekte. Veelgi rohkemaid Lambert’i W funktsiooniga transformeeritud alg-

jaotuseid uurides on kindlasti potentsiaali saada Pareto jaotusest parem sobivus.
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Kokkuvote

Kéesolevas magistritéos anti iilevaade Lambert’i W funktsioonist ja selle pohiomadus-
test ning tutvustati Lambert’i W juhuslike suuruste kasutamist jaotuste astimmeetriliseks
muutmisel. Kui muidu tootatakse konkreetse toendosusjaotuse jaoks vilja vastav asiim-
meetriline jaotus, siis antud t06s késitletud ldhenemine on universaalne, kuna algjaotus

voib olla suvaline.

Liihidalt késitleti juhtu, kus sisendiks oli eksponentjaotus ja t-jaotus. Pikemalt analiiiisiti
standardse normaaljaotuse juhtu ning analiiiisiti selle tihedusfunktsiooni kuju ldhtuvalt
astimmeetriaparameetri v vadrtustest. Jaotuse omadusi vorreldi asiimmeetrilise normaal-
jaotusega. T66 praktilises osas viidi 1dbi simulatsioone kummastki jaotusest genereeritud
vadrtustele vastavate asukoha-skaala jaotuste sobitamisega. Selgus, et eelnimetatud jao-
tused on iisna sarnased viikeste asiimmeetriakordajate korral, seejuures aga iisna erineva
parametriseeringuga. Lambert’i W x N osutus aga mitmekiilgsemaks, kuna voimaldab
kirjeldada andmeid suurema astimmeetrilisusega ning selle tihedus on teatud astimmeet-

riaparameetri vahemikus iihe sabaga monotoonselt kahanev funktsioon.

T66 rakendusliku néitena kisitleti kahjusummade andmestikku, millele sobitati Lambert’i
W x N(ux,o0x), Lambert’i W x Exp(\) ja asukoha-skaala asimmeetrilist normaaljaotust
ning nende korval ka tuntumaid kahjujaotusi: eksponentjaotust, log-normaalset jaotust,
Pareto jaotust, gammajaotust ja Weibulli jaotust. Suurima toepira meetodiga leiti pa-
rameetritele hinnangud ning analiiiisiti jaotuste sobivust andmetele. Lambert’i W-ga tei-
sendatud normaaljaotus osutus kiill tinu oma varieeruvale tiheduse kujule paremaks kui
aslimmeetriline normaaljaotus, mis sobitus andmetele koige halvemini, kuid jai siiski levi-
nud kahjujaotustele alla. Lambert’i W funktsiooniga transformeerimine muutis andmetele
halvasti sobiva kerge sabaga eksponentjaotuse iiheks parimaks sobivuse kandidaadiks ras-
ke sabaga Pareto jaotuse korvale. Voimalik, et monda antud magistritoos mitte kasitletud

jaotust sisendina kasutades, saaks veelgi parema tulemuse.

Kindlasti on Lambert’i W juhuslikud suurused uudne, mitmekiilgne ja huvipakkuv ldhe-
nemine asiimmeetriliste andmete kirjeldamisel ning véérib praktilist kasutamist kahjude

modelleerimisel ja edasist uurimist teiste sisendjaotuste korral.
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Lisa A Toos kasutatud programmid R-s

#pakett Lambert’i W jaoks
install . packages("LambertW")
library (LambertW)

A.1 Lambert’i W x Ezp(\) jaotusfunktsioon

pLambertWeksp = function (x,gamma, rate) { #rate:=lambda
y = rep(NA,length(x))
cl=(x>0)
v|cl|=pexp (W(x|cl]|+gammasrate)/(ratexgamma) rate=rate)
y

A.2 Lambert’i W x Exp(\) tihedusfunktsioon

dLambertWeksp = function (x,gamma, rate) { #rate:=lambda
y = rep(NA,length(x))
cl=(x>0)
v|cl|=dexp (W(x|cl]|+gammasrate)/(ratexgamma) rate=rate )xexp(—W(
gammaxkratexx|cl]))/(1+W(gammaxratexx|[cl]))

A.3 Lambert’i W x N(0,1) jaotusfunktsioon

# Lambert i WaN(0,1) jaotusfunktsiooni peaharu komponent
pLambertWnorm(0 = function (x,gamma mean=0,sd=1) {

y = rep(NA,length(x))

# purirkond 1

y [x<=(-1/ (gammaxexp (1) ) ) |-0

# piirkond 2

c2 = ((—1/(exp(1)*gamma)<x) )

v | ¢2|=pnorm (W(x | ¢2 | *gamma) /gamma, mean—mean, sd—sd )
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# Lambert i WaN(0,1) jaotusfunktsiooni korvalharu komponent
pLambertWnorml = function (x,gamma mean—0,sd=1) {

y = rep(NA,length(x))

# purirkond 1

y [x=~(~1/ (gammaxexp (1) ) ) | (x>0)] =0

# piirkond 2

c2 = ((—1/(exp(1)*gamma)<x )&(x<=0))

y|c2] = pnorm(W(x[c2|*gamma, branch=—1)/gamma, mean—=mean, sd=sd )

y

# Lambert i WaN(0,1) jaotusfunktsioon
pLambertWnorm = function (x,gamma mean=0,sd=1) {
y = rep(NA,length(x))
y=pLambertWnorm0 (x ,gamma, mean, sd )—pLambertWnorm1 ( x ,gamma, mean,
sd)

return (y)

A.4 Lambert’i W x N(0,1) tihedusfunktsioon

# Lambert i WaN(0,1) tihedusfunktsiooni peaharu komponent
dLambertWnorm0 = function (x,gamma, mean=0,sd=1) {

y = rep(NA,length(x))

# piirkond 1

y [x<=(-1/ (gammasxexp (1) ) ) |=0

# piirkond 2

¢2 — ((=1/(exp(1)*gamma)<x))

v | ¢2|=dnorm (W(x [ ¢2 | *gamma) /gamma, mean—mean, sd=sd ) xexp (—W(gamma

wx[€2])) /(14 W(gammax | c2]) )
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# Lambert i WaN(0,1) tihedusfunktsiooni kérvalharu komponent
dLambertWnorml = function (x,gamma mean=0,sd=1) {

y = rep(NA,length(x))

# prirkond 1

y [x<=(~1/ (gammaxexp (1) ) ) | (x>0)]=0

# pirirkond 2

c2 = ((—1/(exp (1) *gamma)<x )& (x<=0))

y|c2] = dnorm(W(x[c2 |*gamma, branch=—1)/gamma, mean—=mean, sd=sd ) *

exp(—W(gammaxx [ c2 |, branch=-1)) /(1+W(gammaxx [ ¢2 | , branch=-1))

# Lamberti WaN(0,1) tihedusfunktsioon
dLambertWnorm = function (x,gamma, mean—=0,sd=1) {
y = rep(NA,length(x))
y=dLambertWnorm0 ( x ,gamma, mean, sd )—dLambertWnorm1 ( x ,gamma, mean,
sd)

return (y)

A.5 Lambert’i W x T(0,1,r) jaotusfunktsioon

pLambertWt = function (x,gamma, df) { #df:=nu
y = rep(NA,length(x))
# standardhdlbe arvutamine
sigma=sqrt (df/(df-2))
# prirkond 1
y [x<—(-sigma,/ (gammarexp (1) ) )]0
# piirkond 2
c2 = ((—sigma/(exp (1) *gamma)<x )&(x<=0))
y|c2]=pt (W(x|[c2|+gamma/sigma )*sigma /gamma, df=df)—
pt (W(x|c2|*gamma/sigma , branch=—1)%sigma /gamma, df=df)
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# pirirkond 3

c3=(x>0)

yv[c3]=pt (W(x[c3]*gamma/sigma )*sigma /gamma, df=df)
y

}

A.6 Lambert’i W x T(0,1,r) tihedusfunktsioon

dLambertWt = function (x,gamma, df) { #df:=nu

y = rep(NA,length(x))

# standardhdlbe arvutamine

sigma=sqrt (df/(df-2))

# purirkond 1

y [x<=(-sigma /(gammaxexp (1)) )]=0

# piirkond 2

c2 = ((—sigma/(exp(1)*gamma)<x )&(x<=0))

v|c2]|=dt (W(x|c2|*gamma/sigma )*sigma /gamma, df=df) xexp(—W(gammasx
x[c2]/sigma))/(14W(gammaxx [ ¢2] /sigma ) )—
dt (W(x|c2|*gamma/sigma , branch=—1)%sigma /gamma, df=df) xexp(—-W(

gammaxkx | ¢2 ] /sigma , branch=-1)) /(1+W(gammasx [ c¢2 | /sigma ,

branch=-1))
# piirkond 3
c3=(x>0)

v|c3|=dt (W(x|c3|*gamma/sigma )*sigma /gamma, df=df) xexp(—W(gammasx
x[c3]/sigma))/(1+W(gammaxx [ ¢3] /sigma) )
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Lisa B Animeeritavad tihedused R-s

B.1 Lambert’i W x Exp()) tihedus

# Lambert i WeEzp (lambda) tihedusfunktsioon , muutuv lambda ja
asummetriaparameeter

install .packages("rpanel") # installime lisamooduli "rpanel”,
mis lubab joonisel parameetreid animeerida

library (tcltk) # "rpanel” kasutab lisamoodulit "tcltk"

library (rpanel)

# mddarame akna latuse

x11(width=8 height=8)

# anname etle x vadrtused

x=seq(0,10,0.001)

# funktisoon graafiku joonistamine

joonis = function (panel){
plot (x,dLambertWeksp (x , panel$gamma, panel$rate ) ,ylim=c(0,1) ,

bty="n" type="1", col="red"  lty=1, lwd=2,

ylab=expression (paste("f(y|" ,lambda,", " gamma ")")),
xlab=expression(y) ,
main = c¢(bquote(paste (gamma," = " |.(round(panel$gamma, 2)
)", " lambda," = " ,.(round(panel$rate, 2))))))
panel

}

# lisame paneeli ja madrame gamma ja lambda kontrollolekud
panel = rp.control(gamma = 0, beta=1)

# lisame gamma ja lambda muutmiseks liuguri

rp.slider (panel, gamma, 0, 2, joonis ,showvalue = TRUE)
rp.slider (panel, rate, 1, 10, joonis ,showvalue = TRUE)

# joonis tekib aknasse kui liigutada gamma voi lambda liugurit
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B.2 Lambert’i W x N(0,1) ja asiimmeetrilise normaaljaotuse ti-

hedused

install .packages("rpanel") # installime lisamooduli "rpanel”,
mis lubab joonisel parameetreid animeerida

library (tcltk) # "rpanel” kasutab lisamoodulit "tcltk"

library (rpanel)

# Astimmeetrilise normaaljaotuse tihedusfunktsioon

skewnormal pdf <— function(x,alpha){
f=2xdnorm (x ) *pnorm (alphas*x)
return (f)

}

# mddarame akna latuse

x11(width=8 height=8)

# anname ette x wvddrtused

x=seq (—3,3,0.0001)

fY=rep (NA,length(Z))

joonis = function (panel){ # muutuvad asimmetriaparameetrid
plot (x,skewnormal pdf(x,panel$alpha),ylim=c(0,0.9),

bty="n" type="1" col="red"  lty=1, lwd=2,xlab="y,z", ylab=
bquote (paste("f(y|0,1," ,gamma "), f(z]|",alpha,")")),

" . (round(panel$gamma, 2)

main = c(bquote (paste (gamma," =
), " "Jalpha," = " .(round(panel$alpha, 2))))))
lines (x,dLambertWnorm (x , panel$gamma) , ylim=c (0,1) ,
bty="n" type="1" lty=1, lwd=2)
panel
}
# lisame paneeli ja madrame alpha ja gamma kontrollolekud
panel = rp.control(gamma = 0,alpha=0)
# lisame alpha ja gamma muutmiseks liugurid
rp.slider (panel, gamma, 0, 5, joonis ,showvalue = TRUE)
rp.slider (panel, alpha, —8, 8, joonis ,showvalue = TRUE)

# joonis tekib aknasse kui litgutada alpha voi gamma liugurit
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