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todit, keskendudes kaheosalisele normaaljaotusele. Teoreetilises osas tuleta-
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Abstract

The aim of this bachelor’s thesis is to introduce the method of two-piece
distributions, focusing specifically on the two-piece normal distribution. In
the theoretical part, the most important functions of the two-piece normal
distribution are constructed, and its moments, skewness, and kurtosis are
derived. In the practical part, the parameters of the two-piece normal dist-
ribution are estimated and fitted to both simulated and real data. In both
cases, the goodness-of-fit is compared to other distributions using AIC values.
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Sissejuhatus

Andmeanaliiiisis on oluliseks méarksonaks jaotus, mis kirjeldab andmete paik-
nevust ja hajuvust mone arvkarakteristiku suhtes. Normaaljaotus on laialda-
selt kasutuses ning tuntud oma kellukese kuju ja heade teoreetiliste omaduste
poolest. Praktikas voib see aga anda eksitavaid tulemusi, kui péris andmed
ei vasta normaaljaotuse poolt eeldatud stimmeetriale ja kergetele sabade-
le. Andmete astimmeetriaga arvestamiseks on koostatud mitmeid meetodeid
ja tiks neist on kaheosalise normaaljaotuse (ingl two-piece normal distribu-
tion/ split-normal distribution) meetod. Selle t66pohimotteks on votta kahest
erineva hajuvuse, kuid sama keskvaartusega normaaljaotusest pool ning ska-

leerida need pooled pidevaks jaotuseks kokku.

Bakalaureuset6 eesmérgiks on tutvustada kaheosaliste jaotuste (ingl two-
piece distribution) meetodit, keskendudes kaheosalisele normaaljaotusele. An-
da iilevaade jaotuse toimimisest, matemaatilisest taustast ja sobitada seda

ka andmetele.

Kéesolev t66 koosneb kolmest suuremast peatiikist. Esimeses peatiikis an-
takse iilevaade kaheosaliste jaotuste meetodi ideest ning ajaloost. Lisaks tut-
vustatakse kaheosalise tihedusfunktsiooni iildkuju ning defineeritakse jaotuse
kirjeldamiseks vajalikud momendid, astimmeetriakordaja (ingl skewness) ja

jarsakuskordaja (ingl kurtosis).

Teises peatiikis keskendutakse kaheosalise normaaljaotuse teoreetilisele taus-
tale, tuletatakse selle tihedus-, jaotus- ja kvantiilfunktsiooni. Samuti leitak-
se kaheosalise normaaljaotuse teoreetilised momendid, asiimmeetria- ja jér-
sakuskordaja ning nende piirid. Tulemused pohinevad suuresti artiklil “A
Simple Skewed Distribution with Asset Pricing Applications” (Roon ja Ka-

rehnke, 2017). Tehakse ka numbriline néide, et demonstreerida parameetrite,



momentide ja kordajate tolgendamist.

Kolmandas peatiikis tutvustatakse kaheosalise normaaljaotuse parameetrite
hindamist ning rakendatakse seda genereeritud andmetel. Seejarel sobitatak-
se kaheosalist normaaljaotust ka reaalsetele kahjuandmetele. Jaotus sobivust

andmetega vorreldakse Akaike informatsioonikriteeriumiga (AIC).

Jooniste koostamiseks, arvutuste tegemiseks ning praktilise osa labiviimiseks
on kasutatud statistikatarkvara R (R Core Team, 2025). Allikate ja and-
mestike otsimiseks ning R-i koodi kirjutamiseks on kasutatud tehisintellekti
abi (Microsoft, 2026). T66 on kirjutatud ja vormistatud Overleaf keskkonnas
(Overleaf, 2026).



1 Kaheosaliste jaotuste meetod

Selles peatiikis anname iilevaate kaheosaliste jaotuste meetodi toimimisest,

taustast ning meetodi kasutamiseks vajalikest eelteadmistest.

1.1 Tutvustus

Jaotus néitab seda, kuidas andmed mone oma arvkarakteristiku timber paik-
nevad. Naiteks normaaljaotuse puhul on tegemist siimmeetrilise kellukeseku-
julise jaotusega. See tdhendab, et enim véartuseid asub jaotuse keskpunktis
ning molemale poole seda punkti jadb vordse hajuvusega jérjest vahem vaar-
tusi (sabad) ehk ddrmuslikke tulemusi esineb koige harvem. Normaaljaotus
tootab teoreetiliselt, kuid reaalsete andmete puhul ei esine alati siimmeetri-
lisust ning jaotuse sabad ei pruugi olla vordse raskusega. Sellises olukorras

voib toimida kaheosaliste jaotuste meetod. (Rubio ja Steel, 2020)

Kaheosalised jaotused said laiemalt tuntuks umbes 30 aastat tagasi, kuid
tegelikult péarineb see meetod 19. sajandi lopust. Esimest korda mainiti ka-
heosalist normaaljaotust G. T. Fechneri 1897. aasta teoses “Kollektivmassleh-
re”, kus Fechner esitas “Zweiseitige Gauss’sche Gesetz” ehk kahepoolse Gaussi
seaduse, mis lubab panna jaotuse vasakule ja paremale poolele erineva dis-
persiooni. Fechneri autorlust on hiljem kahtluse alla seadnud K. Pearson, kes
Véitis, et sarnaseid ideid ilmus teiste autorite poolt juba varemgi. K. F. Wal-
lis aga toestas, et Pearsoni spekulatsioonid ei olnud oiglased ning Fechneri
panust meetodi loomisel alahinnati. Parast Fechnerit on kaheosaliste jaotuste
ideed edasi arendanud néiteks F. Y. Edgeworth, hiljem on meetodit uurinud

veel mitmed statistikud ja ka fiitisikud. (Wallis, 2014)



1.2 Metoodika

Kaheosalise jaotuse loomise eelduseks on siimmeetriline tihedusfunktsioon
f, millel on asukohaparameeter u, skaalaparameeter o ja kujuparameeter ¢.
Baasjaotuse oige valik on viga oluline, sest see mojutab sabade kuju ning
sobivust andmetega. Murdes baasjaotuse keskelt pooleks ning skaleerides
pooled erinevalt, saamegi kaheosalise jaotuse. Péarast iihendatakse erineva-
te hajuvustega pooled taas kokku iiheks tihedusfunktsiooniks h, mille voib

iildkujul kirja panna jargmiselt:

ﬁf(%;(S)a kUIZESM,

h(x; p,01,02,0) =
UITQQJC(%?‘S)’ kui x > p.

Siin o1 ja 0y on skaalaparameetrid vastavalt vasaku ja parema poole jaoks
ning ¢ kirjeldab sabade kuju. Skaalaparameetrite vahelist suhet saab kasuta-
da sabade kaalumiseks ehk skaleerimiseks, et tihedus oleks oigesti normeeri-
tud. Selline meetod lisab modelleerimisele palju paindlikkust, sest voimaldab

jaotust andmetega paremini sobitada. (Rubio ja Steel, 2020)

Kaheosalise jaotuse koostamisel on eriti oluline kahe kombineeritava jaotuse
erinev hajuvus, mis pohjustab asiimmeetria. Saadud asiimmeetrilise jaotu-
se kuju kirjeldamiseks kasutatakse naiteks astimmeetriakordajat, mis naitab
jaotuse kallutatust ja jarsakuskordajat, mis néditab sabade raskust. (Rubio,

2013)
Selleks, et eelnimetatud kordajad leida, kasutame momente.
Definitsioon 1. Juhusliku suuruse X k-ndat jarku momendiks nimetame

arve my, = E(X)*, kus k on positiivne tiisarv.

Seejuures margime, et esimest jirku moment on vordne keskvaartusega EX



ning teist jirku momendi kaudu saab leida dispersiooni DX = my—m?. Pide-
va juhusliku suuruse X k-ndat jarku momendi leidmiseks kasutame jargmist

seost:
o

my = B(X)* = /_ 2% f(x)dax (1)

[e.9]

Edaspidi rakendame ka tsentraalmomente, mis moodavad hajuvust keskmise

umber.

Definitsioon 2. Juhusliku suuruse X k-ndat jarku tsentraalmomendiks ni-

metame arve E[(X — FX)F], kus k on positiivne téisarv.

Astimmeetriakordaja leiame kolmandat jarku tsentraalmomendi abil:

E[(X — EX)? = B[X? — 3X2EX + 3X(EX)? — (EX)?]
= E(X)* - (EX)? = 3EX[E(X)? — (EX)?
= B(X)® — (EX)® - 3EXDX. (2)

Standardiseerimata kordaja puhul voib andmete iihikute erinevus arvutusi
segada, seega jagame tulemuse standardhélbega, et kordaja standardiseerida,

ning edaspidi kasutame alljargnevat definitsiooni.

Definitsioon 3. Juhusliku suuruse X jaotuse asiimmeetriakordajaks nime-

o)

Jarsakuskordaja leiame analoogselt standardiseeritud neljandat jarku tsent-

tame suurust

_ E[(X - EX)" -
(VDX)*

raalmomendist:



E[(X — EX)Y = E[X*"-4X’EX + 6X*(EX)* —4X(EX)’ + (EX)*
= EBE(X)' —4EXE(X)*+6(EX)*E(X)* —4(EX)’EX + (EX)*
= B(X)* —4EXE(X)* +6(EX)*E(X)? - 3(EX)*. (4)

Definitsioon 4. Juhusliku suruse X jaotuse jarsakuskordajaks nimetame

suurust
Ll (X - EX\'| _ E(X - BEX)Y)
”‘E[( ) |- ©)

10



2 Kaheosaline normaaljaotus

Jargnevas peatiikis tutvustame kaheosaliste jaotuste meetodit teoreetiliselt,
normaaljaotuse pohjal. Konstrueerime kaheosalise normaaljaotuse tihedus-
funktsiooni, jaotusfunktsiooni ja kvantiilfunktsiooni ning leiame momendid,
tuginedes Rooni ja Karehnke’i artiklis “A Simple Skewed Distribution with
Asset Pricing Applications” esitatud tulemusele (Roon ja Karehnke, 2017).

2.1 Eelteadmised

Tuletame meelde normaaljaotuse tihedusfunktsiooni. Kui juhuslik suurus X
on normaaljaotusega X ~ N(u,0?), kus p on asukohaparameeter ehk an-
tud juhul keskva#rtus ning o on skaalaparameeter ehk standardhalve, siis

kirjutame tema tihedusfunktsiooni jargnevalt:

1 (z—p)?

flasp,0) = We_ﬁ. (6)

Margime ka &ra, et normaaljaotuse jaotusfunktsioon pannakse tavaliselt kirja
standardse normaaljaotuse Z ~ N(0,1) jaotusfunktsiooni ®(z) kaudu jérg-

nevalt:

g

Pno) = [ S =0 (T2L)). 7)

Hiljem kasutame jargmist teadmist normaaljaotuse absoluutse tsentraalmo-

mendi kohta:

\/2/m, kui k on paaritu,
BIIX — ult] = 0" (ks — 1)1 x )

1, kui k£ on paaris.

Siin & néitab mitmendat jirku momendiga on tegu ning (k — 1)!! tdhistab

11



sama paarsusega arvude korrutist kuni arvuni & — 1. (Winkelbauer, 2014)

2.2 Tihedusfunktsioon, jaotusfunktsioon ja kvantiilid

Kirjeldame kaheosalise normaaljaotusega juhusliku suuruse X tihedusfunkt-

siooni esialgu jargnevalt

f(l';,LL,O'l), kui x Sﬂ)
g*(x;:uao-hO-Q) -
f(x; p,09), kuiz > p.

Siin f tdhistab normaaljaotuste N (u, 0?) tihedusfunktsiooni, u keskviirtust
ning o; ja 0y on vastavalt esimese ja teise normaaljaotuse standardhélbed.
Olgugi, et g. koosneb kahest siimmeetrilisest jaotusest, siis kui nende stan-

dardhélbed omavahel ei vordu, on tegemist asitimmeetrilise jaotusega.

< 7 = Jaotuse N(0; 0,1) vasak pool
— Jaotuse N(0; 0,2) parem pool

Tihedus
2
I

04 02 0.0 02 04

Joonis 1: Kaks poolikut normaaljaotuse tihedusfunktsiooni

Sellisel kujul maaratud tihedusfunktsioon g, ei ole pidev punktis x = pu, sest
kahe poole tihedused ei iihti (Joonis 1). Seetottu skaleerime kummagi poole

vastavalt teguritega A; ja Ao (Joonis 2).

12



= 1 — Jaotuse N(0; 0,1) vasak pool
— Jaotuse N(0; 0,2) parem pool

Tihedus
2
I

T T T T T
04 02 0.0 02 04

X

Joonis 2: Kaks normaaljaotust skaleeritud pidevaks tihedusfunktsiooniks

Pidevuse jaoks nouame, et keskvadrtuse juures kahe normaaljaotuse tihedus-

funktsioonid tihtiksid

ALf (s ey 01) = Ao f (s 1, 02).

Nouame, et kohal x = 1 on molemad tihedusfunkstioonid vordsed, jarelikult

peab kehtima
A Ao

270} N \/27r0§.

Integreeruvuse tingimusest jareldame, et kuna normaaljaotus on siimmeetri-

line, siis kumbki pool peab andma

K 1 ) 0 1
/ Mf(zyp,00) = >\1§ ja / Ao f (x5 p, 02) = >\2§,
I

—0o0

seega

1 1
iy W Y
gt g

Eelnevat arvesse vottes saame, et

A1+A2:2®A1+A12=2®A1(1+9> Y W )
o2 o1 o1

13



Analoogselt ka teise konstandiga toimetades leiame skaleerimiskonstandid

201 ) 209
Ja )\2 = .
o1+ 09 01+ 09

A= (9)
Seega saame kaheosalise normaaljaotuse tihedusfunktsiooni 1oplikult definee-

rida jargnevalt:

M f(zsp, o), kuiz < p,
9(x; p1,01,09) = (10)
No [ (w5, 02), Kui @ > g

Selleks, et andmete paiknemist paremini kirjeldada, on abi kvantiilidest. Me-
diaan ehk 0, 5-kvantiil (¢o5) on védrtus, millest mélemale poole jadb sama
palju andmeid. Naiteks stimmeetrilise normaaljaotuse mediaan on vordne
keskvaartusega, kuid kaheosalise normaaljaotuse puhul saame mediaani vaar-
tusest teada, kummale poole on jaotus kaldu. Kvantiile saame leida kvantiil-
funktsiooni kaudu, mis on omakorda poordfunktsioon jaotusfunktsioonist.
Seega paneme esmalt kirja kaheosalise normaaljaotuse jaotusfunktsiooni G.
Selle tuletamiseks integreerime tihedusfunktsiooni g poolloigus (—oo, z]. Ku-
na tihedusfunktsioon on defineeritud tiikiti, jaguneb ka jaotusfunktsioon ka-
heks osaks vastavalt asukohaparameetrile p. Analoogselt tihedusfunktsiooni-
le, peame jaotusfunktsiooni pooled skaleerima vastavalt kummagi kaheosalise
jaotuse konstrueerimiseks kasutatud normaaljaotuse hajuvusele. Valemi (7)

pohjal néeb kaheosalise jaotusfunktsiooni vasak pool vélja jargmine:

Glz) = / M f (@, 00)da = M\ ® (‘C - “) .

o0 01

Punktis x = p saame vaartuseks kaheosalise jaotuse vasakpoolse saba toe-

14



ndosusmassi. Kuna normaaljaotus on siimmeetriline, siis

1 20 1 o
G(:U’):)\liz s = :

o1+ 02 2 0'1+0'2.

Jaotusfunktsiooni parem pool koosneb vasakpoolse saba toendosusmassist

G(p) ja sellele lisanduvast parema poole integraalist
G(z) = G(u) + / Ao f (t; pu, o0)dt.
”w

Integraali f; f(t; u, 09)dt saame kirjutada kujul @ <’”U;2“> —% (lahutame %, sest
muidu kasutaksime jaotuse vasakut poolt kaks korda). Kaheosalise jaotuse

parem pool avaldub seega nii:

! T — N _1
o= o fo(22) 1]

Eelneva pohjal saame kaheosalise normaaljaotuse jaotusfunktsiooni kirja pan-

na kujul:

A (%) , kui z < p,

G(xéﬂa 01,02) = (11)

Z— 4 Ay [@(u>—%}, kui z > p.

o1+02 02

Niiiid saame jaotusfunktsiooni pdorates kéitte kaheosalise normaaljaotuse kvan-

tiilfunktsiooni. Olgu g¢,, kus p € [0, 1] kvantiil, mida otsime. Kriitiliseks punk-

tiks on G(u) = 3 Kui p < 21—, kasutame jaotusfunktsiooni esimest

p:Alcp(“’_“).
01

Jagame \i-ga ja rakendame standardse normaaljaotuse kvantiilfunktsiooni

poolt

15



poordfunktsiooni &1

Siit leiame kvantiili g, véértuse:

r=p+od! ()\%) .

Juhul kui p > chjrlaz, kasutame jaotusfunktsiooni paremat poolt

o1 T — 1
= Ao | @ — .
p O’1+O’2+ 2|: ( 09 ) 2:|

Teades, et 01(20_2 = %)\1 jal— %)\1 = %)\2, saame vasakule jaotuse poolele

analoogselt leida, et

P— e 1
I:,Lt‘i‘O'Q(I)il ()\—1+2—|—§>
2

Kokku oleme leidnud kaheosalise normaaljaotuse kvantiilfunktsiooni

p+ o @ (%) ; kui p < ZL—,
Q(p;ll“’t’gl?O.Z) = . p_g‘ilg 1 ) " (12)
W+ o ® (#4_5), ku1p>alT102.

2.3 Momentide leidmine

Selleks, et moista seost kaheosalise normaaljaotusega juhusliku suuruse X
keskvéirtuse EX ja standarhélbe v/ DX ning selle jaotuse moodustamisel
aluseks olnud jaotuste parameetrite u, oy ja o9 vahel, leiame momendid. Need
aitavad kummagi kaheosalise normaaljaotuse poole kuju paremini kirjeldada
ning hiljem andmetega tootades tapseid parameetreid arvutada. Arvestame,

et kaheosalise normaaljaotusega juhuslikul suurusel X, on parameetrist pu

16



vasakule poole jadv toendosusmass %)\1 ning paremale poole jadv toendosus-
mass %/\2. Mérgime ara, et kui juhusliku suuruse keskvaértus vordub nulliga,
on tavalised momendid vordsed tsentraalmomentidega. Lisaks absoluutsete
tsentraalmomentide viirtus ei soltu normaaljaotuse korral valemit (8) arves-

tades lldse keskvéaartusest.

Leiame esmalt juhusliku suuruse X esimese momendi ehk keskvéértuse. Ol-
gu meil juhuslik suurus Y selline, et X =Y + u. Seega teame, et £ X =
E[Y + p] = EY + u. Vaatleme sellist kaheosalise normaaljaotusega juhuslik-
ku suurust Y, mis koosneb normaaljaotusest keskvaédrtusega 0. Nii on meil
lihtsam momente leida, arvestades, et juhul g # 0 erineb tulemus ainult
parameetri p nihke vorra. Seose (1) jirgi ja kaheosalise normaaljaotuse tihe-

dusfunktsioonist (10) saame, et

0

EY:/ y-g(y;O,al,az)dyz/

o0 —00

yM f(y; 0,01)dy +/ yXa f(y; 0, 00)dy.
0

Normaaljaotuse siimmeetria pohjal teame, et

0 ')
/ yf(y;0,01)dy = —/ yf(y;0,01)dy,
0

— 00

jarelikult
EY = _>\1/ yf(y;O,al)dy+Az/ yf(y;0,09)dy.
0 0

Miérgime, et kui Z ~ N (0, 0?) siis valemist (8) saame, et

oe 2
E||Z - EZ|) = E|Z| = / 2]+ f(2:0,0)dz = oy ) 2.
s

—00

17



Normaaljaotuse stimmeetria tottu

o 1
/ 2+ f(2;0,0)dz = <o
0 2

seega

2 (o) 2
AR e 2 2
11 T 5202 O’1+O’2 o1 7T+O'1—|—<7202 s
2 — — 2
= _(—02 01>_\/j((02 01)(02+01)>_\/j(02—01).
T\ 01+ 02 ™ o1+ 09 ™

Eelneva pohjal leiame, et kaheosalise normaaljaotusega juhusliku suuruse X

EX = \/g(ag —01) + L. (13)

Juhul o7 = 05 on tegemist tavalise siimmeetrilise normaaljaotusega, kus

keskvaartus vordub:

EX = p. Samas néiteks juhul o; < o9 nihkub keskviddrtus FX suurusest
i paremale ehk suurema hajuvusega komponentide poole. Vastupidiselt, kui

o1 > o9 nihkub keskvaartus vasakule.

Jargmiseks leiame juhusliku suuruse X dispersiooni. Kuna DX = D[Y +pu] =
DY = E(Y)? — (EY)?, siis on meil analoogselt suurusele EY vaja leida ka
E(Y)?. Kuna normaaljaotus on siimmeetriline ning y? on paarisfunktsioon,
SIS

EY? :/ y* - 9(y; 0,01, 00)dy = 2/ y* - g(y; 0,01, 00)dy
_ 0

o0

=/ y2A1f(y;0,01)dy+/ Y* Ao f(y; 0, 00)dy
0

0

:)\1/ y2f(y;0,01)dy+A2/ y2f(y; 0, 02)dy.
0 0

Integraal kujul fooo y?f(y;0,01)dy annab seose (1) jérgi poole normaaljaotu-
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se N(0,0?) teisest momendist ehk antud juhul dispersioonist. Analoogselt

I~ v?f(y;0,02)dy annab 1 normaaljaotuse N(0,03) dispersioonist, seega

1 1 o3+ o3
E(Y)? = Ms0} 4+ M50 = ——=.
( ) 1201+ 2202 0'1—|—0'2

Jarelikult kaheosalise normaaljaotusega juhusliku suuruse X dispersioon vor-

dub:

2
DX = DY = % - ( %(02 = 01)> = f j: f - %(02 — o)’ (14)
Astimmeetriakordaja jaoks peame leidma juhusliku suuruse X kolmanda
tsentraalmomendi. Méargime, et tsentraalmoment ei soltu nihke p vaartusest,
sest X —EX = (Y+u)—(E(Y+p) =Y+p—EY —p=Y —EY. Jarelikult
valemi (2) pohjal E[(X—EX)?] = E[(Y-FEY )3 = E(Y)}-(EY)3-3EY DY,
seega meil on lisaks olemasolevale vaja leida veel juhusliku suuruse Y kolmas

moment E(Y)?, mida saab teha analoogselt esimese momendi leidmisele:

E(Y)3—/ y* - g(y; 0,01, 02)dy

[e.9]

= _>\1/ y3f(y;0701)dy+kz/ Y f(y: 0, 02)dy.
0 0
Mirgime, et kui Z ~ N (0, 0?) siis valemist (8) saame, et

> 2
E[|Z — EZ]*] :E|Z|3:/ |z|3f(z;0,a)dz:203\/j.
o m

Kuna integraal vahemikus [0, 00) on tapselt pool absoluutsest tsentraalmo-

mendist, siis



seega

20'1 20’2
EY) =—-\o [+A o \/> [ —|— ol
%1 272 O'1+O'2 0'1+O'2 2
_ 2 —20t + 207 _ 9 2 oy — o}
T o1+ o9 m\o1+o02/)
Niid saame leida kolmanda tsentraalmomendi:
2 (ot ot \/5 3
_ 31 — 4 (09 1) L,
E[(X —EX)’] =2 77(01 +02) ( ﬂ_(ag 01)>
2 S4+o3 2
_ 3\/7(02 _ Ul)(al to; 20— 01)2>
7T 01+ 09 7T
2 2 /2
=220 )it 4 o) - 2y 2o -y
™ Y Y
2 2 9 2 2
-3 (02—01) o1 —0102—%02—;(02—01)

2 2
= \/;(02 —o01) [2(0% + a%) — ;(02 — 01)2 — 3(0% — 0109 + J%) +

2(02 - 01)2]

2 [ 4
= \[(02 —01) |20% + 20% — 307 + 30109 — 30% + —(02 — 01)2]
7T T
2 [ 2, 4. 2
= ;(02 —01) | =07 + 30102 — 05 + ;(01 — 20102 + 03)
2 (4 8
=/Z(02 — Zo1) (@240 +(3-2 .
\/;(02 o1) _<7r >(U1 +U2)+( 7r> 0’102}

Jarsakuskordaja v, jaoks peame leidma neljandat jarku tsentraalmomendi

FE[(X — EX)". Ka jdrsakuskordaja ei soltu asukohaparameetrist p, seega
piisab kui leiame juhusliku suuruse Y neljanda tsentraalmomendi valemi (4)

pohjal:

E(Y)4=/ yig(y; 0701,02)65?;:&/ y4f(y;0,01)dy+A2/ y' f(y; 0, 09)dy.
— 0 0
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Mirgime, et kui Z ~ N (0, 0?) siis valemist (8) saame, et
mw—Emﬂ:Ewﬁ:/ 12|* f(2;,0,0)dz = 30"

Integraal vahemikus [0, c0) on pool absoluutsest tsentraalmomendist

o0 3
(/ ﬁﬂ%QUMy=§f-
0

Jarelikult:
4 200 3, 200 3, 30]+303 o} + o3
EY) =—— -0+ =0y = ——— =3
o1+ 02 2 01+ 09 2 o1+ 09 o1+ 09
B 3(o1 + 03) (0} — 30y + 0202 — 7103 + 0F)
B o1+ 09

4_ 3 2 2 3., 4
= 3(0] — 0709 + 0105 — 0105 + 05).

Eelneva pohjal tuletame juhusliku suuruse X neljandat jarku tsentraalmo-

mendi:

E[(X — EX)Y = 3(0] — 0309 + 0302 — 0105 + 03)

E(Y)4
—4.12 ;(02—01)(01 +o03)]| - ;(02—01)
E?}C)S EY
2 4
+6-(0f — o102+ 03) - ;(02—01) -3 ;(02—01)
E(Y)?
(EY)? (BY)4
16
= 3(01l — a‘;’ag + U%O’% — alag’ + 03) — ?(02 — 01)2(0% + 05)
12 12
+ ?(O'% — 0102 + U%)(UQ — 0'1)2 — ﬁ(UQ — 01)4.
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2.4 Asiimmeetria- ning jarsakuskordaja

Leiame juhusliku suuruse X jaotuse asiimmeetriakordaja asendades momen-

did valemisse (3):

VEo =) [(2 1) (02 + o)+ (3— &) o)
1 = 3/2 . (15)
! [0} — 0102+ 03 — 2(02 — 01)?] /

Juhul kui 01 = 09, siis asiimmeetriakordaja v; = 0, mis on loogiline, sest tege-
mist oleks tavalise siimmeetrilise normaaljaotusega. Kui oo > 01 on tegemist
positiivse astimmeetriaga (Joonis 2), sest kaheosalise jaotuse parempoolne
saba on pikem. Analoogselt, kui o; > 05 on tegemist negatiivse asiimmeet-

riaga.

Andmetega sobitamisel peab ka jélgima, et arvutatud asiimmeetriakordaja
vaartus jadks lubatud piiridesse, vastasel juhul ei saa kaheosalist normaaljao-
tust nende andmete peal kasutada. Asiimmeetriakordaja piiride leidmiseks
eeldame, et kaheosaline normaaljaotus on maksimaalselt parempoolse astim-
metriaga ehk vasaku poole hajuvus ldheneb nullile:

\/202 (£ -1)03 05’\/2(% -1 \/%% — ~ 0,995. (16)

o150 1! (02 — 253)3° o1 2 (1= 2)2

Kui jaotus oleks maksimaalselt vasakpoolse asiimmeetriaga ehk 0o — 0, saak-
sime analoogse lahendusega asiimmeetriakordaja vaartuseks v; ~ —0,995.
Tulemused vastavad pool-normaaljaotuse (ingl half-normal distribution) astim-
meetriakordajale, mis on ka loogiline, sest kui iihe poole hajuvus ldheneb
nullile, ja&b alles pool normaaljaotust. Seega oleme leidnud kaheosalise nor-

maaljaotuse asiimmeetriakordaja piirid v; € (—0,995;0,995).

Leiame ka juhusliku suuruse X jaotuse jarsakuskordaja asendades momendid
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valemisse (5):

_ 3(of — d30y + 0303 — 0105 + 03) — %(02 —01)%(0? +03) + %(012 — 0109 + 03) (03 — 01)% — %(02 —op)?

Y2 = ; ; 5
[(Tf — 0109 + 03 — %(02 — (71)2]

(17)

Juhul o; = 09 saame, et 7 = 3, mis vordub tavalise siimmeetrilise noor-
maaljaotuse jarsakuskordajaga (ingl mesokurtic distribution). Kui v, < 3 on
jaotus normaaljaotusest lamedama tipuga (ingl platykurtic distribution) ehk
kergemate sabadega ning kui 75 > 3 on jaotus normaaljaotusest teravama
tipuga (ingl leptokurtic distribution) ehk raskemate sabadega. (Balanda ja
MacGillivray, 1988)

Kombineerides kaks normaaljaotust iiheks tuleb saadud kaheosalise jaotuse
tipp teravam normaaljaotuse tipust, seega jarsakuskordaja alumiseks piiriks
on 7, = 3. Ulemise piiri leidmiseks vaatleme taas olukorda, kus asiimmeetria

on maksimaalne:

i 305 — 2(03)” + Bo3(03) — B(03)°  033- 21— 1)
im vy, =

— 2/~ 3.869.
e (08— 203)’ A= T

Vastus tuleb sama kui votta oo — 0. Ka seekord vordub saadud tulemus
pool-normaaljaotuse jarsakuskordajaga.

Tasub ka vaadelda juhtu, kus iiks hajuvustest nt o; on fikseeritud ning teine

o1

léheneb lopmatusele 0o — 00. Defineerime suhtarvu k = or. Jagades jérsa-

kuskordaja valemis (17) lugeja ja nimetaja libi lilkmega o3, saame avaldise:

3 =K+ R —k+1) - LA kAR + )+ 2R -k + 11— k) - B(1—k)*
Yo = .
’ (2 —k+1—2(1— k)2

(18)
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Kuna k — 0, siis:

g_18,12_ 12 g4 4 12
li = T mm T m ™~ 3.869. 19
022110072 [1_%]2 (1_%)2 ) ( >

Jarelikult mojutab jarsakuskordajat mitte hajuvuste suuruse vahe, vaid nen-
de omavaheline suhe ZL. Oleme leidnud jérsakuskordaja piirid kaheosalise

normaaljaotuse jaoks v, € [3;3,869).

Nii astimmeetria- kui ka jarsakuskordaja piirid kaheosalise normaaljaotuse
jaoks on suhteliselt kitsad. Sellest saame jéreldada, et antud meetod sobib
kasutamiseks vaid véikese astimmeetriaga ning kergelt teravama tipuga and-

metel.

2.5 Numbriline naide

Naitlikustamaks eespool leitud tulemusi, rakendame konkreetseid parameetreid,
et illustreerida kaheosalise normaaljaotuse kuju. Olgu meil antud kaks nor-
maaljaotust N ~ (u = 2,07 = 0,8%) ja N ~ (u = 2,03 = 0,4?). Koostame

nende pohjal juhusliku suuruse X kaheosalise normaaljaotuse.

Esmalt leiame valemi (9) pohjal skaleerimiskonstandid:

W 208 16 _4 204 08 2
"T08+04 12 3 7T 08404 12 3

Kuna Ay > Ao, siis vasakpoolne osa on korgemale skaleeritud, et tagada

pidevus jaotuse tipus.

Jargmiseks leiame valemi (13) pohjal kaheosalise normaaljaotusega juhusliku

suuruse X keskvédrtuse ja valemi (14) pohjal dispersiooni:

2 2
EX =2+ \/j(0,4 —-0,8)=2-04- \/j ~2—0,3192 = 1,6808,
T T
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_08°404% 2 0,512+ 0,064 2

DX = —=(04-08)*= — 2(0,16) ~ 1.
a4 08 » ~(0.16) ~ 0,378

Nagu ndha, nihutab suurema hajuvusega vasakpoolne saba keskvéaartuse jao-
tuse tipust (u = 2) vasakule. Dispersioon jaab umbes komponentide disper-

sioonide o} = 0,64 ja o3 = 0,16 keskele.

Kuna o; > 05, ootame asiimmeetriakordajast negatiivset tulemust. Valemi

(15) pohjal:

m= (0,3781)3/2 ~ 0,802

Tulemus v; &~ —0,562 kinnitab moodukat vasakpoolset astimmeetriat. Asen-
dades parameetrid valemisse (17), saame kaheosalise normaaljaotusega ju-
husliku suruse X jéarsakuskordajaks v, &~ 3,21. See védrtus on suurem kui
3, mis tdhendab, et jaotuse tipp on teravam kui vastaval siimmeetrilisel nor-

maaljaotusel.

Leiame kaheosalise jaotuse mediaani gp 5. Ndeme, et jaotuse kriitiliseks punk-

tiks tuleb:
01 0,8 2
G(2) = ===
( ) 01 + 09 172 3

Kuna otsitav kvantiil p = 0,5 on vaiksem kui % = 0,667, asub mediaan jaotuse

vasakpoolses osas, seega kasutame kvantiilfunktsiooni (12) vastavalt:
3-0,5
Qo5 =2+08- 97" (T> —240,8-971(0,375).

Standardse normaaljaotuse tabelist leiame ®~1(0,375) &~ —0,3186, seega me-

diaani véértus tuleb: ¢o5 =2+ 0,8 - (—0,3186) ~ 2 — 0,2549 = 1,7451.
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1
o 1 -- EX(16808) ,
Mediaan (1.7451) 1
- = Mood (2) 1
— Kaheosaline normaaljactus :
Simmeetriline normaaljaotus
g _
w
T v
2 o7
£
™ —
o
= —
o

Joonis 3: Kaheosaline normaaljaotus, £ X = 1,6808 ja DX = 0,3781

Nagu ndha ka joonisel 3, kehtib antud niites negatiivsele asiimmeetriale oma-
ne jarjestus:

FEX(1,6808) < mediaan(1,7451) < mood(2).

Margime, et siimmeetrilise normaaljaotuse korral oleksid koik need néitajad
omavahel vordsed. See illustreerib, kuidas kaheosalise normaaljaotuse para-

meetrid oy ja o9 méaravad jaotuse kuju.
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3 Jaotuse sobitamine andmetele

Selles peatiikis rakendame eelnevalt saadud teoreetilisi tulemusi praktikas.
Esmalt anname iilevaate parameetrite hindamisest. Seejérel sobitame kahe-
osalist normaaljaotust nii genereeritud kui ka péris andmetele ning vordleme

molemal juhul tulemusi teiste tuntud jaotustega.

3.1 Parameetrite hindamine

Selleks, et kaheosalist normaaljaotust andmetele sobitada, peame valimi poh-
jal leidma jaotuse koostamiseks vajalike parameetrite hinnangud. Vaatleme
soltumatute sama jaotusega juhuslike suuruste valimit (Xi,...,X,,), mille
realisatsioon on x = (z1,...,x,). Kasutame suurima toepéra meetodit, mille
eesmérgiks on leida parameetrite u, oy ja oo vaartused nii, et toeparafunkt-
sioon L(u, o1, 09|x) oleks maksimaalne ehk olemasolevate andmete x esinemi-
ne oleks koige toenéolisem. Praktikas on lihtsam kasutada toepéarafunktsiooni
logaritmi:

U(p, 01, 02]x) = Zlﬂ 9(xi; p, 01, 02),
i=1

kus kaheosalise normaaljaotuse tihedusfunktsioon g on defineeritud valemiga

(10) ja n on valimimaht.

Toeparafunktsiooni logaritmi maksimeerimisel iile voimalike parameetrite p,

01 ja oy vaartuste, saame nende suurima toepéra hinnangud:

(f1,01,09) e = arg max £(p, o1, 09|X).
H,01,02

Hinnangute véljaarvutamiseks kasutame rakendustarkvara R sisseehitatud

paketi stats funktsiooni mle (R Core Team, 2025).
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3.2 Jaotuse sobitamine genereeritud andmetele

Esmalt proovime labi kaheosalise normaaljaotuse parameetrite hindamist ge-
nereeritud andmetel. See tdhendab, et teame andmete oiget jaotust ning
saame parameetrite hinnangute tdpsust kontrollida. Andmeid genereerime
kahest erineva hajuvusega pool-normaaljaotusest, paigutades neid vastavalt
kummalegi poole moodi. Nii saamegi kaheosalise normaaljaotusega andmed.
Jaotuse sobivust andmetele hindame sobivusnéitajaga AIC; mida madalam
on AIC, seda paremini sobib jaotus andmetele. Néidiskood andmete gene-

reerimisest, parameetrite hindamisest ja AIC-i arvutamisest on leitav lisast

A.

Genereeritud andmetele sobitame kolm jaotust: kaheosaline normaaljaotus,
normaaljaotus ning astimmeetriline normaaljaotus (skew-normal distribution).
Viimane on Adelchi Azzalini poolt tuletatud jaotus, mis votab tavalise nor-
maaljaotuse ning muudab astimmeetriaparameetri « abil iihe saba raskemaks
(Azzalini, 1985). Kaheosalist ja asiimmeetrilist normaaljaotust on hea oma-
vahel vorrelda, sest molemad rohuvad asiimmeetrilistele andmetele, sailitades
normaaljaotusele omase kellukese kuju. Astimmeetrilise jaotuse tihedusfunkt-

siooni jaoks kasutame eraldi rakendustarkvara R paketti sn (Azzalini, 2026).

Joonisel 4 olevate andmete genereerimiseks kasutame parameetreid p = 0,
o1 = 0,6 ja 09 = 0,8. Nende andmete astimmeetriakordaja tuleb v, = 0,225 ja
jarsakuskordaja v = 3,036. Parameetrite hindamisel proovime algvaartuse-
na mitmeid parameetrite komplekte. Saame kaheosalise normaaljaotuse para-
meetrite hinnanguteks alati i = —0,022, g, = 0,588 ja g5 = 0,798. Edaspidi
kasutame algviartusena andmete tiheduse tuumahinnangu maksimumpunk-
ti kaudu leitud moodi ning sellest kummalgi poole jaanud standardhélbeid,

sest tavaliselt ei ole andmete jaotus meile teada.
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Joonis 4: Kaheosalise normaaljaotusega andmed: u =0, o; = 0,6, 09 = 0,8
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Genereeritud andmed

Joonis 5: Kaheosalise normaaljaotusega andmed: p =0, oy = 1,5, 05 = 0,3
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Tabel 1: Genereeritud andmetele sobitatud jaotuste AIC

Kaheosaline- Asiimmeetriline- Normaaljaotus

Joonis 4 4214,17 4216,14 423341
Joonis 5 5202,84 5205,08 5603,79

Joonisel 5 olevate andmete genereerimiseks kasutame parameetreid p = 0,
o1 = 1,5 ja 09 = 0,3. Nende andmete astimmeetriakordaja tuleb v = —0,841
ja jarsakuskordaja v, = 3,562. Kaheosalise normaaljaotuse parameetrite hin-
nangud tulevad seekord f = 0,002, o1 = 1,496 ja g5 = 0,279. Voime Selda,

et parameetrite hindamine suurime toepara meetodil on onnestunud.

Tabelist 1 ndeme, et genereeritud andmetele sobib kaheosaline normaaljaotus
koige paremini, mis on ka oodatav. Asiimmeetrilise normaaljaotuse AIC on
molemal néite korral umbes kahe punkti vorra korgem ehk sobitub natuke
vihem. Normaaljaotuse AIC on palju suurem, mis on ka loogiline, sest see ei

kajasta andmete astimmeetriat.

3.3 Jaotuse sobitamine reaalsetele kahjuandmetele

Jargnevas alapeatiikis katsetame kaheosalist normaaljaotust paris andmetel.
Tehisintellekti abiga leidsime kiimmekond andmestikku, mida voiks kaheosa-
line normaaljaotus hésti kirjeldada. Sobitasime R-is erinevaid jaotusi nen-
dele andmetele ning koigil juhtudel oli kas astimmeetrilise normaaljaotuse
voi astimmeetrilise t-jaotuse AIC madaliam. Paraku ei onnestunud leida an-
mestikku, millele kaheosaline normaaljaotus sobiks koige paremini. Seetottu

toome tulemused vélja vaid iihe reaalse andmestiku kohta.

Martin Eling on 2012. aastal kirjutanud artikli sellest, kui hésti sobituvad
astimmeetrilised jaotused kahjuandmetele (Eling, 2012). Ta kasutas raken-

dustarkvara R sisseehitatud paketi copula andmestikku nimega loss (Ho-
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fert et al., 2026), mis sisaldab USA kahjusummasid (USA dollarites) aastast
1998. Andmestikus on 1500 kahjusummat, millest minimaalne kahju on 10,
maksimaalne on 2173595, keskmine kahju suurus on 41208 ning mediaan
on 12000 USA dollarit. Kaheosaline normaaljaotus transformeerimata ku-
jul andmetele (Joonis 6) ei sobi, sest artiklis esitatud astimmeetriakordaja
v1 = 9,15 on véljaspool kaheosalise normaaljaotuse astimmeetriakordaja piire
(—0,995;0,995). Eling viis kahjuandmetel 14bi logaritmilise teisenduse, mil-
le tulemusena v; = —0,15, seega logaritmitud andmetele (Joonis 7) voime

kaheosalist normaaljaotust sobitada.

0015
025

020

Tihedus
0.005 0010
Tihed:
0.10 015

005

0.000
0.00

T T T 1
0 500 1000 1500 2000 0 2 4 6 8 10 12

Kahjusumma log(Kahjusumma)

Joonis 6: Kahjuandmed Joonis 7: Logaritmitud kahjuandmed

Esmalt peame hindama kaheosalise normaaljaotuse parameetrid kahjuand-
mete pohjal. Saame, et i = 7,210, 0, = 1,724 ja g5 = 1,549. Parameetrid vii-
tavad jaotuse kergele vasakpoolsele asiimmeetriale, mida voib aimata ka joo-
niselt 7. Jooniselt 8 ndeme, et kaheosalise normaaljaotuse tihedusfunktsioon
katab andmeid péris hésti. Arvutades d; ja gy pohjal vélja asiimmeetria- ja
jarsakuskordaja, saame tulemuseks vastavalt v; = —0,085 ja v = 3,005. Kor-
dajate vadrtused kajastavad kaheosalise normaaljaotuse tihedusfunktsiooni
kuju joonisel 8. Jarelikult oli parameetrite hindamine edukas ning kaheosa-

list normaaljaotust saaks kasutada nende andmete jaotuse kirjeldamiseks.
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Joonis 8: Andmetele sobitatud kaheosaline normaaljaotus

Eling on USA kahjuandmetele sobitanud asiimeetrilist normaaljaotust ning
asiimmeetrilist ¢-jaotust, vorreldes tulemusi teiste jaotuste sobivusnaitajaga
AIC. Artiklis uuritud jaotuste ja kaheosalise normaaljaotuse AIC suurused on
vélja toodud lisas B. Tulemuste pohjal ndeme, et kaheosalist normaaljaotust
kiill saab kasutada, kuid see ei ole andmetega koige paremini sobituv jaotus.
Kaheosalise normaaljaotuse sobivusnaitaja AIC on 5740,38, mis paigutab
selle jaotuste paremusjérjestuses kiimnendale kohale 20-st, tavalise normaal-
jaotuse ette. Koige tdpsemalt kirjeldaks USA kahjuandmeid lisas B esitatud

jaotustest asiimmeetriline normaaljaotus.
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Kokkuvote

Kaéesoleva bakalaureuset66 eesméargiks oli uurida kaheosaliste jaotuste mee-
todit, keskendudes kaheosalisele normaaljaotusele. T66 kiigus konstrueeriti
kaheosalise normaaljaotuse tihedus-, jaotus-, ja kvantiilfunktsioon; tuletati
momendid ning astimmeetria- ja jarsakuskordaja. Samuti testiti jaotuse so-

bivust nii genereeritud kui ka péris andmetel.

Teoreetilisest osast selgus, et kaheosalise normaaljaotuse kuju on méaratud
tema koostamiseks kasutatud normaaljaotuste hajuvuste pohjal. Kui vasa-
kul pool kasutatud normaaljaotuse hajuvus on suurem, siis on ka kaheosa-
line normaaljaotus vasakpoolse asiimmeetriaga. Lisaks leiti, et kaheosalise
normaaljaotuse asiimmeetriakordaja peab jadma vahemikku (—0,995;0,995)
ning jarsakuskordaja poolloiku [3;3,869). See tahendab, et kaheosaline nor-
maaljaotus sobib kasutamiseks andmetel, mis on kerge asiimmeetriaga ning

natukene normaaljaotusest teravama tipuga (leptokurtic distribution).

Praktilises osas tutvustati kaheosalise normaaljaotuse parameetrite hinda-
mist ning sobitati jaotust andmetele. Genereeritud andmete pohjal kontrolliti
parameetrite hindamise tdpsust, mis osutus edukaks. Kaheosaline jaotus so-
bis AIC néitaja pohjal nendele andmetele astimmeetrilisest normaaljaotusest
ning tavalisest normaaljaotusest paremini, mis oli ka oodatav. Lisaks sobitati
kaheosalist normaaljaotust reaalsetele kahjuandmetele ja vorreldi sobivust 19
teise jaotusega. Kaheosaline normaaljaotus jii paremusjérjestuses keskele: se-
da saaks kiill andmete kirjeldamiseks kasutada, kuid néiteks astimmeetriline

normaaljaotus sobis konkreetsetele andmetele paremini.

Toos tutvustati jaotust, mida saab kasutada astimmeetriliste andmete kir-
jeldamiseks. Tehisintellekti abiga leiti kiimmekond andmestikku, mis oleksid

potensiaalselt voinud olla kaheosalise normaaljaotusega. Paraku selgus koi-
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gil juhtudel, et astimmeetriline normaaljaotus voi asiimmeetriline t-jaotus
sobivad andmetele paremini. Edasiarendusena tasuks konstrueerida ka ka-
heosaline t-jaotus, sest paljudel andmestikel on kaheosalise normaaljaotuse

jaoks liiga rasked sabad.
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Lisa A: Kaheosalise normaaljaotusega andmete

genereerimine ja parameetrite hindamine

#kaheosalise normaaljaotuse tihedusfunktsioon
dtwopiece_pdf <- function(x, mu, sigmal, sigma2) {
lamdal <- 2 * sigmal / (sigmal + sigma2)
lamda2 <- 2 * sigma2 / (sigmal + sigma2)

ifelse(x < mu,

lamdal * dnorm(x, mean = mu, sd = sigmal),

lamda2 * dnorm(x, mean = mu, sd = sigma2))
X
library(stats4) f#suurima tdepdra hinnangu jaoks
library(sn) #Azzalini asiimmeetrilise normaaljaotuse pakett
#genereerime mélemale poole mu-d vastavast pool-normaaljaotusest
rtwopiece <- function(n, mu, sigmal, sigma2) {
p_vasak <- sigmal / (sigmal + sigma2) #vasaku poole osakaal
u <- runif(n) # genereerime n juhuslikku arvu ilhtlasest jaotusest
#genereerime standardse normaal jaotuse absoluutvddrtuse ehk pool-

normaal jaotuse ja liidame/lahutame need keskvddrtusest

andmed <- ifelse(u < p_vasak,

mu - abs(rnorm(n, mean = 0, sd = sigmal)), #vasak pool

mu + abs(rnorm(n, mean = 0, sd = sigma2))) #parem pool

return(andmed)
b
set.seed(222) # tulemuste kordamiseks
#genereerime andmed
andmed <- rtwopiece(n = 2000, mu = O, sigmal = 0.6, sigma2 = 0.8)
#hindame kaheosalise normaaljaotuse parameetrid
# log-tdeparafunktsioon parameetrite leidmiseks
11_tpn <- function(mu, sigmal, sigma2) {
pdf_vals <- dtwopiece_pdf(andmed, mu, sigmal, sigma2)
-sum(log(pdf_vals))}
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#arvutame vaartused, millest algoritmi alustada

tihedus <- density(andmed)#leiame andmete tiheduse hinnangu

#leiame punkti, kus tihedus on kdige suurem

mood <- tihedus$x[which.max(tihedus$y)]

sl <- sd(andmed[andmed < mood])

s2 <- sd(andmed[andmed >= mood])

# parameetrite hindamine (mle)

#algvadrtus <- list(mu = O, sigmal = 0.6, sigma2 = 0.8)

#algvadrtus <- list(mu = median(andmed), sigmal = sd(andmed), sigma2 = sd(
andmed) )

algvddrtus <- list(mu = mood, sigmal = sl, sigma2 = s2)

fit_tpn <- mle(1ll_tpn, start = algvédértus,

method = "L-BFGS-B", #et saaksime lisada alumise piiri ja v
dltida negatiivseid sigmasid
lower = c(-Inf, 0, 0))

hinnang_tpn <- coef(fit_tpn)

aic_tpn <- AIC(fit_tpn)

#hindame azzalini aslimmeetrilise normaaljaotuse parameetrid, sisseehitatud
paketi sn abil

fit_sn <- selm(andmed ~ 1, family = "SN")

aic_sn <- AIC(fit_sn)

hinnang_azz <- coef(fit_sn, "DP")

# tavalise normaaljaotuse parameetrid andmete pdhjal

mu_n <- mean(andmed)

sd_n <- sd(andmed)

# aic normaaljaotuse jaoks

11 _n <- sum(dnorm(andmed, mean = mu_n, sd = sd_n, log = TRUE))

aic_n <- -2 % 11 _n + 2 x 2
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Lisa B: Logaritmitud kahjuandmetele sobitatud
20 jaotuse AIC sobivusnaitajad

Jaotus AIC
Kaheosaline normaal- 5740,38
Normaal- 5 740,44
Astimmeetriline normaal- 5 737,79
Asiimmeetriline hiiperboolne 5738,16
Asiimmeetriline normaalne Gaussi poord- 5 738,12
Asiimmeetriline dispersiooni-gamma- 5738,61
Astimmeetriline iildistatud hiiperboolne 5740,43
Astimmeetriline t- 5738,06
Asiimmeetriline tldistatud hiiperboolne 5740,61
Eksponent- 8 869,95
Gamma- 6 442,22
Log-normaalne 8 895,12
Logistiline 5 753,92
Weibull 5923,95
Cauchy 6 264,44
Pareto 8871,95
Stimmeetriline hiiperboolne 5738,41
Stimmeetriline normaalne Gaussi poord- — 5738,38
Stimmeetriline dispersiooni-gamma- 5 738,65
Studenti t- 5738,12
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