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Liihikokkuvote. Bakalaureusetods esitatakse rea Y (=1)"f(n)|sinnral, kus o
n=1
on irratsionaalarv ja f:[1,00) - (0, 00) on pidev ja kahanev, koonduvuseks piisava

tingimuse iiksikasjalik toestus ning jéreldusena koonduvus erijuhul, kus o = 1/7 ja
f(n) =1/n. Lisaks on esitatud mainitud rea koonduvuseks tarvilik ja piisav tingi-
mus juhul, kui « on ratsionaalarv. T66s esitatud toestus toetub A. V. Kumchevi
artiklis On the convergence of some alternating series (The Ramanujan Journal,
2013) esitatule.
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Abstract. The objective of this bachelor’s thesis is to present a detailed proof

of the sufficient condition for the convergence of the series Y (-1)"f(n)|sinnma,
n=1
where « is irrational and f:[1,00) — (0,00) is continuous and decreasing, and

a proof of the convergence in the special case where o = 1/m and f(n) = 1/n.
In addition we give the proof of the necessary and sufficient condition for the
aforementioned series, where « is rational. The exposition is based on the proof
presented in the article On the convergence of some alternating series (The Ra-
manujan Journal, 2013) by A. V. Kumchev.

CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier analysis, functional analy-
sis

Key words. Alternating series, partial sums, continued fractions, convergents,
irrationality measure.



Sisukord

Sissejuhatus
1 Vajalikud eelteadmised
2 Koonduvus juhul, kui o« on ratsionaalarv

3 Koonduvus juhul, kui « on irratsionaalarv
3.1 Pohiteoreem ja tema toestus . . . . ... ... L
3.1.1 V;(a;m) hinnang viikese j korral . .. ... ..........
3.1.2  Vj(a;m) hinnang paaritu ¢; korral . . . ... ... .......
3.1.3  Vj(a;m) hinnang paaris ¢; korral . . . . .. ... ... ... ..
3.1.4 Toestuse lopuosa . . . . . ... ...

4 Jareldused

Kirjandus

11

16
19
22
22
24
25

29

32



Sissejuhatus

Matemaatilise analiiiisi kursusest on tuntud sellised read, nagu

< (- & sinn| . & sin(ne)
L Slsinnl g, it
n=1 n=1

n=1 n

millest esimene koondub Leibnizi tunnuse pohjal, teine hajub, sest liites ja la-
hutades lugejas |sin(n — 1)| ning korrutades lugeja ja nimetaja kahega, saab rea
eraldada kaheks osaks, millest iiks osa koondub ja teine hajub, ning kolmas mai-

-
nitud ridadest koondub, sest on funktsiooni f(z) = 5 TE [0,27] Fourier’ rea
summa.

Kursuste késitlusest jadb aga vilja nimetatud ridu kombineerides saadav rida kujul

i (-1)"|sinn| (1)
n=1 n
kuna selle koonduvuse uurimiseks ei piisa Fourier’ analiiiisist, Leibnizi vahelduvate
miérkidega rea koonduvustunnusest ega Abeli voi Dirichlet’ koonduvustunnustest.

Tahistagu § selliste pidevate kahanevate funktsioonide f:[1,00) — R hulka, mille
korral

Ir—>00

lim f(z) =0, floo f(x)dz = .

Kui f € §, siis f on positiivne funktsioon ja rida Z(—l)"f(n) koondub tingimisi.
Selles t60s on pohilisel kohal read kujul !

Z:l(—l)"f(n)lsin(nﬂa)l, (2)
kus « on reaalarv ja f € §.

Kéesoleva bakalaureusetod eesmirk on toestada rea (1) koonduvus. Selleks tdes-
tame pohitulemusena ridade kujul (2), kus a on irratsionaalarv, koonduvuseks

piisava tingimuse ning jareldame erijuhul o = — ja f(n) = — rea (1) koonduvuse.
T n
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Lisaks toestame tarviliku ja piisava tingimuse ridade (2) koonduvuseks juhul, kui
« on ratsionaalarv.

To606 koosneb neljast peatiikist. Esimeses peatiikis tutvustatakse t66s kasutatavaid
tahistusi ning tuletatakse meelde vajaminevaid viiteid matemaatilisest analiiii-
sist ridade ja nende koonduvuse kohta ning arvuteooriast kongruentsuse kohta,
mida kasutatakse ridade imberjirjestamiseks. Samuti tutvustatakse irratsionaal-
susmoodu moistet ning ahelmurde, 1dhismurde ja nende omadusi. Pohjalikum iile-
vaade ahelmurdudest ning nende ldhismurdudest on leitav Khinchini raamatust
Continued Fractions (1997) [4].

Teine peatiikk on piihendatud ridade (2) koonduvuse uurimisele, kui a on ratsio-
naalarv. Selgub, et koonduvus soltub ratsionaalarvu nimetaja paarsusest.

Kolmandas peatiikis esitatakse bakalaureuset6d pohitulemus, mille toestuse idee
on jireldada uuritava rea koonduvus Cauchy kriteeriumist, kasutades osasummade
hindamiseks funktsiooni f omadusi ja irratsionaalarvu « ahelmurru ldhismurdu-
de nimetajate omadusi. Pohitulemus on omakorda jaotatud osadeks, alustades
osasumma teisendamisest, jitkates osasummade hindamisega kolmes osas soltu-
valt arvu « ldhismurdude nimetajate suurusest ja paarsusest ning lopetades leitud
hinnangute rakendamise ning Cauchy kriteeriumi kehtivuse niitamisega.

T66 viimases peatiikis jareldatakse pohitulemusest rea (1) koonduvus, milleks ka-

1

sutame arvu — ldhismurdude omadusi ning arvu 7 irratsionaalsusmootu, millele
vy

andis esmakordselt hinnangu Mahler aastal 1953 [6].

Konealuses t00s kasutatakse mitmeid iildtunnustatud tahistusi: koigi reaalarvude
hulka tdhistatakse siimboliga R, naturaalarvude hulka siimboliga N, tdisarvude

hulka siimboliga Z, ratsionaalarvude hulka siimboliga Q ning koigi kompleksarvude
N

hulka stimboliga C. Rea Z U, summaks nimetame piirviartust ]\lfim Z Uy,
n=-oo T n=—N

Kéesolev bakalaureusetoo on referatiivne ning pohineb Angel V. Kumchevi artiklil
[5]. Lisaks on kasutatud raamatuid [2]-[4] ja [7].



1. Vajalikud eelteadmised

Selles peatiikis tutvustame t66s kasutatud tdhistusi ning tuletame meelde mo-
ningad matemaatilise analiiiisi kursustest tuntud tulemused ridade ning nende
koonduvuse kohta. Lisaks vajame ridade teisendamiseks kongruentsi moistet ning
kompleksarve, milleks defineerime ka eraldi funktsiooni, mis voimaldab asju liihe-
malt kirja panna.

Defineerime funktsiooni e:R — C nii, et e(a) = cos (2ra) + isin(2ra) iga a € R
korral.

Lause 1.1. Kui o, B € R, siis

e(a+0) = e(a)e(h).

Toestus. Olgu a, 3 € R. Siis kasutades kahe nurga summa siinuse ja koosinuse
valemeid, saame

e(a+p) =cos2m(a+f)) +isin(2r(a+ B))
= cos(2ma) cos(2m ) — sin(2war) sin(275) + i sin(27wa) cos(2w5) + i cos(2ma) sin(273)
= cos(2ma)(cos(2mB) +isin(27w3)) + isin(2wa) (cos(273) + isin(27f3))
= (cos(2mar) + isin(2ma) )e(B) = e(a)e(B).
U

Tahistagu »x» reaalarvu x kaugust ldhima tdisarvuni. Tegemist ei ole normiga,
kuid saab ndidata, et kehtib kolmnurga vorratus.

Lemma 1.2. Olgu o, 5 € R. Siis
Nao+ BN < nan +nBn. (1.1)

Toestus. Kuna nx +n» = nxy iga x € R,n € Z korral, siis lihtsuse mottes toes-
tame tingimuse juhul, kui 0 < «a, 8 < 1. Olgu aq, s, B, P2 € R sellised, et nay» =
ap, NP1 =P, ash =1 —ag, By =1- P (vt. joonis 1.1).
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1. 2. 3. 4.
A i G2 fy 1 1

v

N

Joonis 1.1: Vaadeldavad punktid ja erinevad juhud.

Kuna 0 < na+ fB» < = iga o, € R korral, siis vaatleme ainult juhtusid, kus

DO | —

1
nan + NGy < 5

1. Kui0<a1+ﬁl<§, siis

Nap + Bl =aq + B =Nag) + WP,

1 .

2. Kui B <oy + P <1, siis
Nog + Pah =1 = (a1 + f2) = = + (1= B2) < nagh + NN,

. I .

3. Kui 1<y +52<1§,sus
Nop+ Pod =aq + Pa— 1=y — (1= F2) < nagh +»Pa).

o1 ..

4. Kui 1§<a2+62<2, siis
Nag + Pl =2 = (g + fa2) = Nagh + 0 o).

Jéarelikult vorratus (1.1) kehtib. O

Definitsioon 1.3. Olgu a,b € Z ja n € N. Oeldakse, et a ja b on kongruentsed
mooduli n jirgi (ja kirjutatakse a =b (mod n)), kui n | b—a, s.t. kui leidub selline
keZ,et b=a+kn ehk a=b+ (-k)n.

Definitsioon 1.4. Transtsendentseks nimetatakse reaal- voi kompleksarvu, mis ei
ole algebraline, s.t. mis ei ole nullist erineva ratsionaalsete kordajatega poliinoomi
juur.

Jargnevad definitsioonid ja tulemused ning pohjalikum iilevaade ahelmurdude ning
nende ldhismurdude kohta on leitavad Khinchini raamatust [4].



Definitsioon 1.5. Avaldist

1
aop + —, (1.2)
a1 a T
2+a3+“
kus ag on téisarv ja aq, as, ... on positiivsed taisarvud, nimetatakse harilikuks ahel-

murruks.

Iga reaalarvu saab esitada ahelmurruna, kusjuures iga ratsionaalarv avaldub 16p-
liku ahelmurruna ning iga irratsionaalarv lopmatu ahelmurruna.

Definitsioon 1.6. Defineerime jadad (p,) ja (g,) vordustega:
P-1= 1’ q-1 = Oa Po=ap, (o= 15

Pn+1 = ApPn + Pn-1,
Qn+1 = QnQn + 4n-1
n > 1. Siis murde &(n € N) nimetatakse ahelmurru (1.2) ldhismurdudeks ehk

aproksimantideks.

Lemma 1.7. Olgu (p,/qn)sy arvu « lihismurdude jada. Siis n > 1 korral kehtivad

omadused
1

2GnGn+1

1
Andn+1

Pn
o — —

an

51,

< <

Jja  qp 22

Bakalaureuset66 viimases peatiikis on kasutatud ka irratsionaalsusmoodu moistet,
mis on leitav Alekseyevi artiklist [1].

Definitsioon 1.8. Olgu x reaalarv ja olgu R positiivsete reaalarvude g hulk, mille

korral vorratusel 1
0< |:c - Z—)| < —
q'  q*
on iilimalt 15plik arv lahendeid p/q, kus p € Z, g € N ja SUT(p, q) = 1. Irratsionaal-
susmoot, mida monikord nimetatakse Liouville-Roth konstandiks, on defineeritud

vordusega

p(w) = inf pi.

Teisisonu, irratsionaalsusmoot niitab, kui hésti on voimalik reaalarvu x ldhendada
ratsionaalarvudega.



Markus 1.9. Kui hulk R on tiihi, siis defineeritakse p(z) = oo ja reaalarvu x nime-
tatakse Liouville’i arvuks. Mittetiihja R korral on kolm voimalust:

u(x) =1, kui x on ratsionaalarv,
u(x) =2, kui x on algebraline arv, mis ei ole ratsionaalarv, (1.3)
u(x) =22, kui x on transtsendentne.

Jargmised véited périnevad Kangro matemaatilise analiiiisi opikutest [2] ja [3].

Definitsioon 1.10. Funktsionaalrida

% + > ag cos(kx) + by sin(kz),
k=1
kus kordajad ag, ay, by (k € N) on maaratud seostega

akzifwf(x)cos(kx)dx (k=0,1,2,...),

=T

bkzifwf(x)sin(kx)daz (k=1,2,...),

™

nimetatakse funktsiooni f Fourier’ reaks 16igus [-m, ].

Teoreem 1.11. Kui absoluutselt integreeruv funktsioon f(x) on perioodiline pe-
rioodiga 27, siis igas punktis x, kus on olemas tihepoolsed tuletised

u—>0+

f'(a+) = tim £ (““)u‘ J@) 0 plam) = i L0 2 S@7)

u—0— u

koondub funktsiooni f(x) Fourier’ rida summaks

oS
2

Lause 1.12 (Cauchy kriteerium ridade jaoks). Arvrida )  wy koondub para-
F

jasti siis, kui
m

5

k=n+1

Ve>0dNeN:m>n> N = <e.

Lemma 1.13 (Leibnizi vahelduvate méirkidega rea jadkliikme hinnang).
Kui 0 <uy |0, siis

| i (—l)kuk|<|un+1|.

k=n+1



Lemma 1.14 (Abeli teisendus). Suvaliste arvude uy, ..., u, ja vy,...,v, korral
kehtib vordus

n n-1
> ke = Y (Vg = Ups1) Sk + UnSn,
k=1 k=1

kus sg=ui+...+ux (k=1,...,n).

Lause 1.15 (d’Alemberti tunnus). Rida Y wy, koondub absoluutselt, kui eksis-
F

U .
teerib purvdadrtus d = l}im ‘ﬂ‘ ning d<1. Kui d > 1, sis rida Zuk hajub.

Lause 1.16 (Ridade vordluslause). Leidugu ridade Y uy, ja Y vy puhul selline
% %
K eN, et 0<ug < 1ga k> K korral.

1. Kui rida ka koondub, siis koondub ka rida Zuk
k k

2. Kui rida Zuk hajub, siis hajub ka rida ka.
ki %
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2. Koonduvus juhul, kui « on ratsio-
naalarv

Selles peatiikis toestame ridade ) (-1)"f(n)|sin(nra)|, kus a on ratsionaalarv
n=1
ja f € §, koonduvuseks tarviliku ja piisava tingimuse. Eelnevalt toestame moned

tulemust toetavad laused ja lemmad.

Lause 2.1. Olgu g, N,M e N, 1<h<gq, fe§. Siis

N+M

Y e [ f@de] < a0, 2.)

n=N+1
n=h (mod q)

Toestus. Olgu h € {1,...,q} suvaline. Olgu p € {1,2,...,¢q} selline, et N +p =
min {N +i | N+i=h (mod ¢)} ning olgu ¢ € N selline, et N +p+tq = 1max{N+i |

1<isM <isM

N +i=h (mod q)}. Paneme tihele, et kui N +1<k<I<N + M, siis

l

> i)~ [ e <ar(N).

n=k
n=h (mod q)

Hindame antud vahe absoluutvaértust kolmes osas, kasutades f monotoonsust ning
kolmnurga vorratust (vt. joonist 2.1).

11



*********

0 N N+p N+p+q N+p+2q N+p+t¢g N+ M z

Joonis 2.1: Funktsiooni f graafik ja vaadeldav summa.

Saame

N+M

> o) [ fyds

n=N+1
n=h (mod q)

N+M
S (N4 p) s af (N +psa) s vaf(Nepstg)= [ fa)da

_ qf(N+p)+...+(N+M-(N+p+tq))f(N+p+tq)—fN]j;Mf(x)da;
+(N+p+(t+1)q—(N+M))f(N+p+tq)—[NNﬂ)f(:L‘)dx
[VN+pf(x)dx

(p+(t+1)g-M)f(N +p+tq)

+

< GV e+ SN pta) - [ fayds

+ <qf(N)+qf(N)+qf(N)=3qf(N).

Seega tingimus (2.1) kehtib.
U

Mdrkus 2.2. Eelnevas lauses on voimalik tuletada ¢f(N) ees olevale konstandile
viiksem védrtus (niiteks 2, arvestades, et tekkivate ristkiilikute summa ning integ-
raali vahe on viiksem kui ¢ f(NV)), mis annab absoluutvéértusele parema hinnangu,
kuid on siinkohal ebavajalik.
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Lemma 2.3. Olgu n,h,qeN, peZ jan=h (mod q). Siis

N . mph
|sm—| |51 —|

q q

Toestus. Kuna n = h (mod ¢), siis leidub ¢ € Z nii, et n = gt + h (vt. definitsioon
1.3). Asendades saame

t+h h ph
|sm 7Tpn| | in m| |sm(7rpt) cos =L 4 cos(mpt) sin o
q q q
h h
=|O+sinm-1 |sin&| O
q q
Lemma 2.4. Olgu q € N. Suis
(e G oz
sin sin &
Z sin(hx) = 2
sin £

q

Toestus. Tahistame S, := Z sin(hx). Korrutades vorduse molemad pooled sing
h=1

14dbi, saame

S S1n — ZSIH.TSIH——FSIHQ.TSIH— +...+squsm—.
1779 2 2 2

1
Kasutades valemit sin(mzx) sin g = é(cos ((m-=)z)—cos((m+ é)x)), saame te-

2
leskoopsumma,
1
Sy sin 5 = —(cos 5 ~cos ((g+= )SL’)) - sin & ? sin w,
kust jareldub soovitud valem. O

Teoreem 2.5. Olgu f € § ja o = p selline, et pe Z, q € N ja SUT(p,q) =1. Siis
q

rida )" (-1)"f(n)|sin(nma)| koondub parajasti siis, kui q on paaritu.

Téestus. Cauchy kriteeriumi kohaselt rida )  (-1)" f(n)|sin(nra)| koondub para-
n=1

jasti siis, kui

M+N
Ve >03NyeN: M>N>N0=>| > (- 1)”f(n)|sin(n7ra)||< €.
n=N+1

13



Vaatleme summat
N+M

S(a; M,N):= > (-1) f(n)‘sm—

n=N+1
kus M, N e N. Jarjestades rea n jadgiklasside mooduli ¢ jargi iimber, saame

q N+M

. onm

S(a; M,N) = Z Z (—1)”f(n)|sm—p

h=1 n=N+1 q
n=h (mod q)

N+M

i TE| S (1)

n=N+1
n=h (mod q)
kus viimane vordus kehtib lemma 2.3 pohjal.
Esiteks, olgu ¢ paaritu. Siis summa iile n vorduses (2.2) on vahelduvate mérkidega,
seega Leibnizi vahelduvate markidega rea jadkliitkme hinnangu (vt. lemma 1.13)
pohjal tokestatud oma esimese liikmega, mis on maksimaalselt f(N). Teame ka,

.
et |smi‘< 1, seega
q

S(ai MV Y1 S(V) = af (V) — 0,
h=1

mis on viiksem igast reaalarvust € > 0, mis tdhendab, et rida koondub.
Teiseks, olgu ¢ paaris. Kuna SUT(p,q) = 1, siis on p paaritu ja n = h (mod q)
tottu (=1)" = (=1)7*" = (=1)9(-1)" = (=1)" = (=1)?", kus t € Z. Seega

q N+M
S(a; M,N) = Z(—1)ph|sin%h| >, [
h=1 n;hn:fvnfold q)
Lause 2.1 pohjal
N+M
S(o; M,N) = Z( 1)ph|sm ﬂ§h|;( > Qf(”)_[f+[f)
nEhnzg\Ifn+01d q)
q ' h I 71 ‘ h N+M
< Z(—l)ph|sm%|;f+zg|sm%| |Qf(” If| (2.3)
h=1 h=1 nzh fvnfold q)
I; & hl TR
_ ; Z p |SlIl T|+3Qf(N),

N+M
kus I; = I;(M, N) = f f()da.
.. N
Kuna SUT(p,q) = 1, siis hulgad {p,2p,...,qp} ja {1,2,...,q} on mooduli ¢ jirgi

14



vordsed. Seega

q hi q q 1
Z(—l)ph|sin@|— > (- l)hsm— = Z cos(mh) sin 2 = Z 1n7rh(1 + —).
h=1 R | h=1 h=1 q
Hindame viimast summat, kasutades valemit (tuletatud lemmas 2.4)
(g+D)z )l“ o a
sin ~£2= gin £
Z sin(hx) = 2
sin §
saame lihtsustades
Z( 1)ph| 7Tph| sin((g+ 1)F(1+ 7)) sin (F(1+7))
sin (2(1+1))
T mq ?rq (24)
sin g cos (5 + ) cos G T
= = —tan —.
cos 2—q 2q
Asendades (2.4) vorduse (2.3) paremasse poolde, saame
1
S(a; M, N) < ——tan 21[f(M, N) +3q¢f(N),
q q
Kuna f f(z)dx = oo, siis ka rida hajub. O
N

15



3. Koonduvus juhul, kui o on irrat-
sionaalarv

Selles peatiikis anname piisava tingimuse rea Y (-1)"f(n)|sin(nra)| koonduvu-

n=1
seks, kus « on irratsionaalarv ja f € §. Alustame mone pohitulemust toetava lemma,
toestusega.

Lemma 3.1. Iga x € R korral

|sing|= 2 4 i

T ka1

cos (kz) 2 i cos(kx)
4k2-1 1, 4k2-1

Toestus. Arendame funktsiooni f(z) = |sin g| Fourier’ reaks (vt. definitsioon 1.10).

Kuna |sin §| on paarisfunktsioon, siis by = 0 iga k = 1,2, ... korral. Leiame kordajad
ag, k=0,1,2..., saame
1, 2 [ 2 !
aoz—f sinz|dx=—f sin =dz = = cos = =—
T J-n 2 m Jo 2 s 2|, ™

ay = % [: sing‘ cos(kx)dx = %[Oﬂ (sin (;1:(% + k)) + sin (;1:(% - k)))daz

1, 1 1 1 1 " 4
:_;(1+2k cos(x(§+k))+ T on cos(:p(ﬁ—k:)) 0) = —7r(1—4k2)'

Kuna f on 16igus [-m, 7] pidev (seega f(x-) = f(z+) = f(z)) ning

1
f'(x) = §sgnxcosg, x#0,

siis (teoreemi 1.11 pohjal) funktsiooni f Fourier’ rida koondub punktis z summaks

S = f(“);f(x_) - f(z) = |sin§‘. Jirelikult




Kuna cos(-kx) = cos(kx), siis

|sm—| ——( 1+ 2210}:2(kx)

=—g(—1+ i cos(kx) COSO):_E i cos(kx)

™ oAk -1 -1 T AR -1
]
Jargmine lemma pohineb peatiikil 3.2 Montgomery raamatus [7].
Lemma 3.2. OlguneN, a e R\Z. Siis
N-1 -1
Z e(an) = 76((1”)
n=0 6(0&) -1
kusjuures
1
| Z e(om)| < mln(N — —).
N-1
Téestus. Paneme téhele, et > e(an) on N liikmest koosnev 16plik geomeetriline
n=0
. _ o Lo _am(l-q")
jada, kus ¢q = e(«). Leiame jada summa, kasutades valemit S,, = —_, - saame,
—q
et
Ni:l e(an) = 1-(1-e(an)) _ e(an) - 1.
—e(a)  e(@)-1
Seega
e(an)—1; (e(Ng)(e(Ng)-e(-N$g))
| Z 6(Ozn)| | | - | a a o |
e(a) - e(5)(e(5) —e(-%))
1

‘((N 1) )sm(mroz)‘ |sin(N7ra) .

sin () sin(7wa) ‘ h |sin (rar)|’

Kuna |sin(7wa)| graafik on igas intervallis n < a < n + 1,n € Z kumer ja 2»a) on
|sin(ma)| 16ikaja, siis |sin(wa)| > 2nan. Kuna |e(an)| < 1, siis on N kolmnurga
vorratuse tottu antud summa mooduli triviaalne toke. Seega

‘Ze(an)‘ mm( L ) O

"2nan
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Lemma 3.3. Olgu p,q,7 € Z, SUT(p,q) =1, 3<q<r, 1<h<2q, 2+ h. Siis

1 0
Z 2 S5
q<4k<r 4k* -1 q
2pk=h (mod q)
1
Toestus. Hindame summat Z ————. Olgu £ selline, et ¢ < 4k < r ja
q<4k<r 4k? -1

2pk=h (mod q)
2pk = h (mod q). Olgu t € Z vihim téisarv, mille korral 2p(k +t) = h (mod q), siis
2pt =0 (mod ¢). Kuna SUT(p,q) =1 ja g on paaritu, siis

t=0 (modgq) = qlt,

seega t on ¢ kordne ehk ¢ = ¢, mis tdhendab, et k esineb summas iga ¢ tagant. Olgu
ko summas esimene selline k, mille korral kehtivad ¢ < 4k <7 ja 2pky = h (mod q).
Kirjutame 2k = (gl + 2kq), [ e Nu {0} ning hindame summat

s 1 1
l:ZO (ql+2k0)2—1 - (2]€0)2—1 (q+2]{}0)2—1 Z (ql+2]€0
1 1 00 dx
< + +
(2k0)? -1  (q+2ko)?2-1 1 (qx +2ky)? -
B 1 . 1 . 1
C(2k0)2-1 (q+2ko-1)(q+2ko+1) q(q+2ko—1)

8 1 1 10
sest

f - im f”( dz ~ dz )
1 (qr+2ko)2 -1 noooJi \2(qr+2ko—1)  2(qz+2ko+1)

n

)

1 1 1
= 5 lim ( In(qz + 2ky - 1) — = In(qz + 2k + 1)
q

1

= 2— lim (In(gn + 2kg — 1) = In(q + 2ko — 1)
qn—)oo
—In(gn +2ko+ 1) +In(q + 2k + 1))

_ %( I m(w) Hn(w))

n—>co qn+2k0+1 q+2ky—1
1 +2ky +1 +2kg+1 1
z_n(qio) (qio 1)2—
2q \q+2ky-17  2q\q+2ky-1 q(q+2kq—1)
3
ja pannes tahele, et 2kq > g §>1 siis
1 <1 N 1 <1 . 1 <8 0
— <= ———————< - ning ——<—.
g+2k -1 ¢ g+2ko+1 g " k-1 g
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Lemma 3.4. Olgu pe Z, q.k € N, q paaris ja SUT(p,q) =1. Kui 2q + 2k — q, stis
2q + 2pk +q.

Téestus. Oletame vastuviiteliselt, et 2¢ | 2pk+q¢. Kuna SUT(p, ¢) = 1, siis leiduvad
u,v € Z nii, et up +vq =1, kus u on paaritu, seega

2q 4 2k(up + vq) — q = 2upk + 2vgk — ¢ = 2q + 2upk - q.
Kuna 2q | 2pk + q, siis 2q | u(2pk + q) = 2upk + ug. Jarelikult
2q 4 2upk + uq - (2upk - q) = (u+1)g,

millega oleme saanud vastuolu, sest u+1 on paarisarv, seega 2q | (u+1)q. Jarelikult
2q + 2pk + q. U

Lemma 3.5. Olgu k,qeN, peZ, q paaritu ja 1 < h < 2q, h paaritu. Siis
2pk+q=h (mod2q) < 2pk=h (mod q).

Toestus. ,=* Kui 2pk + ¢ = h (mod 2q), siis definitsiooni pohjal leidub ¢ € Z nii,
et 2pk + q = 2tq + h. Siis aga leidub [ = 2t + 1 € Z nii, et 2pk = lq + h ehk 2pk = h

(mod q).

»<" Kui 2pk = h (mod q), siis definitsiooni pohjal leidub ¢ € Z nii, et 2pk = tq + h,
i : : . : +1 .
kusjuures ¢ on paaritu, sest h on paaritu. Siis aga leidub [ = - € 7 nii, et
2pk + q = 2lg + h ehk 2pk + ¢ = h (mod 2q). O]

3.1 Pohiteoreem ja tema toestus

Teoreem 3.6. Olgu f €§, a € R\Q ja olgu (¢, )pry arvu « ahelmurru lihismurdude

nimetajate jada. Kui rida
/ f(x)dx (3.1)
n= 1 Qn

2|gn

koondub, siis ka rida ) (-1)" f(n)|sin(nra)| koondub.
n=1

Téoestus. Néitame, et rida Z( )" f(n)|sin(nwa)| koondub. Selleks niitame, et

tema osasummade jada S(a M N) on Cauchy jada, s.t.

Ve> 03Ny e N:M > N 2 Ny = |S(a; M, N)| < e.
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dn+1
Fikseerime suvalise € > 0. Kasutades rea Z f f(z)dx koonduvust, leiame

n=1 n
2|qn

sellise indeksi jo = jo(¢), et

qj+1 T g
d =
f fx)de <55

J =jo qJ
QMJ
Hindame taas summat
N+M
S(a; M,N) = > (-1)"f(n)|sin(nra).
n=N+1

Voime lihtsuse mottes eeldada, et N on paaris, sest kui oleme hinnanud summat
mingi 3 > 0 abil paaris N korral, siis paaritu /N jaoks kehtib

S(a; M, N) :S(a;M,N+1)+2f(N)<%+2f(N)—>O,

sest eelduse kohaselt lim f(z) = 0. Arendame funktsiooni |sin(nma)| Fourier’ ritta,
saame lemma 3.1 pohjal

ad 2rak 2 & k
|sin(nra)| = -— Z cos( 7ra1n) —;kzoo Z(;; n) Vo e[-m, ],
sest sin(—2makn) = —sin(2wakn). Perioodilisuse tottu kehtib eelnev iga = € R

korral. Asendades summasse, saame, et,

2 oo -1 N+M

S(a; M,N) = Z T Z (-1)"f(n)e(akn).

n=N+1

Kui k = 0, siis Leibnizi vahelduvate mérkidega rea jadakliitkme hinnangut (vt. lemma
1.13) ja f monotoonsust kasutades, saame

2% ] =2 5 oo - NiM (170
<2 ;5 DUIOIEIDY NMl( 1" f(n))

2PV 1)+ (N + M +1) < f(N) =

20



Kombineerides rea liikmeid, kui k£ = +m, saame iga m > 1 korral, et

2 _1 N+M
;(m n:]ZV:H(—l)"f(n)(cos (2mamn) +isin(2ramn))
-1 N+M

> (-1)"f(n)(cos (2ramn) - isin(27romm)))

e
4m? -1, 5

= g( _21_ NiM (-1)"f(n)2cos (2ramn) ) = é Re 21 Ni:M (-D)"f(n)e(amn)
m\Am® — 1, 5 4m? -1, 5

ning jouame vorratuseni

(o) _1 N+M

S(a; M,N) < %Re{z > (—1)"f(n)e(akn)} + 77 (3.2)

2
k=1 4k* - n=N+1

Hindame rea liikmeid, mille korral £ > M. Kolmnurga vorratuse ja f monotoonsuse
pohjal

| ; 1(—1)”f(n)e(akn)|< ; F)le(akn)| < MFV),

seega

i ﬁ > (1)nf(n)€(akn)|< i Mf(Nl)

» >
k=M+1 n= N+1 k=M+1 4k

_Mf(N) 5 ( 1 )
2 4 k-1 2k+1
:Mf(N)( 1 . 1 . ) Mf(N) f(N)
2 M +1 2M+3 2M+3 2M+5 "~/ 4AM+2 4
Téhistame 75 := 79 + f(i\f) Kuna N on paaris ning e(ak(N +1)) = e(akN)e(akt)

iga 1 <t < M korral, siis vorratusest (3.2) saame

S(a: M.N) < %R {kzl Zz(;kN 3 Drg(n)e(akn)} +m,  (33)

kus g(z) = f(N +x).
Kasutame Abeli teisendust, vottes lemmas 1.14 n:= M, k :=n, u, = (-1)"e(akn)
ja v, := g(n), saame

> (-1)"g(n)e(akn) = g(M)U (kM) = 33 Ag(m)U(aksm), (3.4
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kus Ag(m) =g(m+1)-g(m) ja

U(ak;n) = ij: Yre(akn) = i(cos (nm) +isin(nm))e(akn)
= 723 ( )e(akn) nil ((ak+ ) )
Asendame (3.4) vordusesse (3.3), saame
S(a; M,N) < %Re{g(M)V(a;M lel Ag(m)V (a; m)} + T, (3.5)
kus u
V(a;m) = ]; %U(ka;m).

Et hinnata vorratuse (3.5) paremat poolt, I6hume summa V' (a;m) tiikkkideks vas-
tavalt ldhismurdude nimetajatele o ahelmurru esituses. Olgu (p,/qn)ne arvu «
ahelmurru ldhismurdude jada. Jagame V' («;m) osadeks V;(a;m), mis on definee-

ritud vordusega

—e(akN)

Vilsm) = ¥ =S80 (kaim), (3.6)

kekC; (M)

kus /C;(M) on hulk, mis koosneb positiivsetest taisarvudest k < M, mille korral
¢; < 4k < ¢j+1. Leiame kolm erinevat hinnangut summa V;(a;m) jaoks, soltuvalt
g; suurusest ning paarsusest.

3.1.1 V;(a;m) hinnang véiikese j korral

Kui j on mingi konstandiga iilevalt tokestatud, siis saame lemma 3.2 abil hinnangu

Vi) 3 !

q;<4k<q;j+1 m)
1

< qj<4%<:qj+1 (8k2 Q)Eika ; %Ei = Kj(a).

1 :
g
(3.7)

3.1.2 Vj(a;m) hinnang paaritu ¢; korral

Olgu ¢; paaritu ja piisavalt suur, s.t. kehtigu ¢; > 2 > \/e. Olgu 8 := o — &. Kui

qj
q; < 4k < gj41, siis saame lemma 1.7 pohjal
1 ; k k ; 1 1
0< b < K|p| < <L 2
8¢j+1 8¢iqi1 24304 4%+1 4454 4q; 2
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Seega nkfGn = k||
Kuna g¢; on paaritu, siis 2¢; + (2p;k +¢;) ja

o1 2p:k + q; 1
by o2 e, 1
4G 2 2q; 2q;
Kolmnurga vorratuse (vt. lemma 1.2) tottu
I pj Dj 1 B 1
Op;.q; (k) = +—+k:6 k3 k;+k:6+§ wkpBn = k:a+ kB,
j j
seega
]- p] QJ( )
kao+ B Opj.q; (k) = kBl > Opj.q; (k) = 4(]]' 9
Kasutades jille lemmat 3.2 U(ka;m) hindamiseks, saame, et
]- p 5 (k)
[Vi(a;m)| < < #
S 2@ ke s 8] iy -
— Z Z p] q; (k)
1<h<2g; q;<4k<q;j+1 Ak? - (38)
2+h ijkH—qJ'Eh (mod QQj)
- hopt 3 _
1<h<2g; 2q_7 qj<4k<qj1 4k* -1 ’
2+h 2pjk=h (mod g;)

kus viimane vordus kehtib tdnu lemmale 3.5.
Hindame summat iile k& vorduse (3.8) paremas pooles, kasutades lemmat 3.3 ja
saame, et

qj<4k<qj+1
2pjk=h (mod gq;)

1 10

< .
4k2 -1 qu

Kuna
N T S Egzh—1 -1 ggth T %
TR DU §2h—1 21 ggth 2
2 2q; 24, 24, -(2h-1)
ning
@R 2, i %
o 2h=1 Sy 24— (2h - 1)
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siis kasutades eeldust ¢; > /e, millest 1 < 2Ing;, saame vordusest (3.8):

10 & y2h-1y7" 10 @R 2
Vi(a;m)] < e :
) 40 ((IJ+1)/2 1 40(1 N /‘(qj+1)/2 dx ) (39)
S 2h-1 g ! 2r-1

4 1 1001ng;
0(1+ In q]')é Il(]J.
d; 4a;

3.1.3 V;(a;m) hinnang paaris ¢; korral

Olgu ¢; paaris ja § nagu osas 3.1.2. Kui 2k # ¢; (mod 2¢;), siis lemma 3.4 pohjal
2q; + (2psk + ;) Jja - 1
+
5,0 (F) = gu
2¢q; 2%

Jarelikult on paaris ¢; korral voimalik arutleda sarnaselt osaga 3.1.2, vélja arvatud
juhul, kui 2k = ¢; (mod 2¢;). Seega

1001n g;
V;(a;m)| < |V (a;m)] + ———2 (3.10)
qj
kus (k)
, -e(a

q;j<4k<qj+1
2k=q; (mod 2q;)

Kui 2k = ¢; (mod 2¢;), siis voime kirjutada 2k = (2t +1)q;, t € Z ja

Ms

U(ka;m) =) e((ka+ %)n) = 26(1{:(6 + %)n + g) = i e(ﬁkn)e(nk‘%)e(g)

J n=1 J

3
il
—_

NIE

3
il
—_

e(ﬁk:n)(—l)"( Cos (27?711{:%) +isin (27mk§—j))

e(ﬁk:n)( 1)"(cos (mnp; (2t + 1)) + isin(mnp; (2t +1)))

MS i MS

6(ﬁlm)( )" (=1 = Ze(ﬁkn),

n=1

3
il

sest pj(2t + 1) on paaritu. Kasutades lemmat 3.2, saame, et

|U(ka;m)| < mm( ) < min(m, 4gj4+1) < 4min(m, g;.1),

1 :
s 2>>Bk>>) ) mm( 2k:|6|
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1 2
sest — < — ja lemma 1.7 pohjal — < 2¢;q;,1.
2k q; IBI T

Analoogiliselt lemmaga 3.3 on summa jaoks iile k£ voimalik tuletada hinnang

> Eoce
q;<4k<qj1 4]{;2 -1 q]2 ’

2k=q; (mod 2g;)

seega
dmin(m, ¢;+1) _ 40min(m,gj.+1)
Vi6amie  y SRR (IR g
2/{,‘5(;; (I;]ZJJIQ(]J') ’
Kokkuvottes 0w 1001
|V7(O[7m)| < mln(ma qj+1) i ng; ) (313)

q; 4
Juhul, kui 2¢; > g;,1, siis peaksid korraga kehtima

q2ﬂ<2k<q], o%k=gq; (mod 2g),

mis on voimatu, seega summas Vj'(a; m) pole iihtegi liidetavat, ja viimase vorratuse
paremal pool esimene liige on iileliigne.

3.1.4 Toestuse lopuosa

Olgu
. jO*lK ) igka+ %ig_l
= ]:z% ](O[) _4k§]0 8]{:2_2

(jo médrati lehekiiljel 19). Kasutame valemit (3.7), et hinnata V («a;m) alamsum-
masid V;(a;m), kui j < jo ning valemeid (3.9) ja (3.13), et hinnata summasid
Vi(a;m), kui j > jo ja ¢; on vastavalt paaritu voi paaris. Olgu Z, (M) selliste j > jo
hulk, mille korral ¢; on paaris ning rahuldab vorratusi ¢; < M ja 2¢; < gj.1. Siis

|V (a;m))| |ZV(0z m)|< K +100 )" nqj > @min(m,qﬁl).

, 2
izjo  4j ]eIa(M) 5

Niitame, et Inz < /z iga > 0 korral. Olgu fi:(0,00) — R selline, et fi(z) :=
vz -Inz. Kuna
V-2

2¢

ey =+ L
fl(x)_Q\/E T
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siis f; on kahanev, kui 0 < z < 4 ja kasvav, kui x > 4. Paneme tihele, et ekstree-
mumkohas f;(4) = V4 -1n4 = 2111% > 0, jarelikult

fitx)=vx-Inz>0 V>0,

nagu soovitud. Kuna g; > 2%‘1, kui j > 1, ja Ing; < \/qg; siis

100v/2

Téahistame ¢; := , siis
40 .
V(m)|[ <K+ +2 Y —min(m,r;), (3.14)
jeZa(M) 95
kus r; = [QJ;]. Hindame summat

M-1

S(a; M,N) < %Re{g(M)V(a; M) - 2::1 Ag(m)V (a; m)} + To.

Paneme tahele, et f monotoonsuse tottu
[Kg(M)| = Kf(N+M)<Kf(N), l|eag(M)|=cif(N+M)<ef(N),

|[KAg(m)| = K(f(N+m)~f(N+m+1)) <Kf(N),
lciAg(m)| = ci(f(N +m) = f(N+m+1)) <c f(N),
ja
|Ag(m)| = |g(m +1) —g(m)| = g(m) - g(m+1) =-Ag(m),
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seega
5(0; M, V)| < =[g(M)V (a: M) + > Ag(m)V (i m)| +7
(g(M)|V(0z M) 21 Ag(m)|V («; m)|) + Ty

40
<S—(g(M) K +c1+2 — min(M, r;
7T( ( 1 jelg(:M) q]2 ( ]))
M-1
>

Ag(m) (K+cl+2 Z gmin(m,rj)))wtrg

m=1 jeza(M) 9
8 40 . M1 40 .
;(g(M) Z —len(M,Tj)— Z Ag(m) Z —len(m,rj))JrTQ
jeZa (M) 45 m=1 jeZa(M) 45
8 40 M1 .
=— Z (g(M) min(M,r;) - Z Ag(m) mm(m,rj)) + To.
T jeza(m) 4 m=1

(3.15)
Kasutades f monotoonsust ja Abeli teisendust (vt. lemma 1.14), kus n = M,

k=m, vy, = g(m), sp, i=min(m,r;) ja uy, = Spm—5Sp-1 = min(m, r;) —min(m-1,r;),
saame

(M) min(M.r5) = 3 Agm)min(n.)

- g(M)min(M, ;) + :[zjg(m) — g(m+ 1)) minGm,7;)
- 3, () Gain(m. ;) - min( ~ 1,1,)) € 3 g(o0)
<fo”g(a;)dx=flr’“f(mzv—ndxsflqj”f(a;)dx,

sest min(m,r;) —min(m - 1,7;) < 1. Jéarelikult

qj+1
S(a: M, N) <22 3 izf F(z)dz + 7. (3.16)
Q Jj€Za (M) q] 1
Kuna
1 qj+1 qj+1
>, —2f f(x)dz < f f(x)dr < —
jeatan) G 71 J2‘J0 g 3202
aj

siis saame kogu summa hinnanguks

1S(a; M, N)| < g .
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kus
4

1
To = (; + Z)f(N)
Paneme téhele, et lim f(x) =0 (sest f € F), seega
Ve'>0 INy>0: N>Ny=|f(N)|<e.

Vétame &' == ——— Siis M > N > N, korral

2(3+13)

ENIS
PN

|S(a;M,N)|<%+%:s.

Sellega oleme niiidanud, et rida )" (-1)" f(n)|sin(nma)| koondub.
n=1
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4. Jareldused

1)*|sinn
Selles peatiikis jareldame teoreemist 3.6 rea Z M koonduvuse. Toestuses

n=1 n
kasutame lahismurdude omadusi (vt lemma 1.7) ja Mahleri poolt leitud hinnangut
7 irratsionaalsusmoodule.

Mdirkus 4.1. Seni parim iilemine toke arvu 7 irratsionaalsusmoodule on 7,6063. . .,
mille on andnud Salikhov aastal 2008 [8]. Kuna arv 7 on transtsendentne, on tema
irratsionaalsusmoot kindlasti suurem kui 2 voi vordne sellega (vt. irratsionaalsus-
mo6odu definitsioonile jargnev mérkus 1.9), kuid vihimat iilemist toket ei ole seni
suudetud leida.

Jareldus 4.2. Rida Z M
n=1

n

koondub.

1 1
Toestus. Rakendame teoreemi 3.6 juhule, kus o = — ja f(x) = —. Vaja on niidata,
s x

an+1 ]_
1 qn x

ZMn

et rida

koondub. Mahler on téestanud aastal 1953 (vt. [6]), et suvaliste tiisarvude p,q,
kus ¢ > 2, korral kehtib

1
|7T - g Z E
| . 1
Olgu (pn/qn)so arvu — ldhismurdude jada. Arendame — ahelmurruks, saame
T T
1 1 1
aoz[;]=0, Tl:%_OZTF’ a; =[r] =3, n=_—s as =[ra] =7,

seega ldhismurrud avalduvad definitsiooni 1.6 kohaselt kujul

1
Z&Z — O.+ —

In 3+ 7+%+ 1

¢ An-1
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ehk
p 1 pa T D3 _ 106

—:O’ —:—’ —:—7 —_7
do a3 qa 22 q3 333
Paneme tahele, et
1_ P_n
™ |(qn TDn)Pn | _ | Pn | _ Pn
T (TPn — qn)! 17qn! Ty
Kuna ldhismurdude korral kehtib omadus
1
@<@<...<—<...<]§<&,
do Q2 ™ 3 G
siis n > 1 korral
Do P2 T

TG, TG 221
Téanu eelnevalt mainitud = omadusele, teadmisele, et p, < ¢, ja lemmale 1.7

1 1 p, 7 Gn 7 7
S|l—=——|> |7 - —|2 > ;
dnQdn+1 ™ dn 227 Pn 2271']9?%2 227“]32
22
mistottu g, < %q‘”. Siis

dn+1 o 1n(22ﬂ- 41)

o0
h’l Qn+1
= 2: 2 < 2: 2
1 x n=1 qn n=1 Qn n=1 qn
2lqn 2lqn 2lqn 2lqn

© In 227r+411nqn 27 &1
<In

= +41 -
nzl a 7 nzl 4 nzl an’
2|gn 2|gn 2|gn

sest Inq, < ¢, — 1 < g,. Hindame antud ridade liikmeid, kasutades ldhismurdude
omadust (vt. lemma 1.7)

Gn 2 2571 = i <277 = % < 2%,
dn 4n

Rakendame d’Alembert’i tunnust ridadele Z 227" ja Z 2173 saame

n=1 n=1
22—(n+1) 1
lim =5 <1
n—00 22*71 2
ja
2l 1
lim || = — <1,
n—oo 21*5 2




mis tdhendab, et antud read koonduvad.

1 > 1
Ridade vordluslause pohjal koonduvad ka read Z — ja Z —-

n=1 4n n=14n

2|gn 2|gn
n+1 1
Kokkuvottes oleme naidanud, et Z f —d:c koondub, seega koondub ka rida
n=1 qn
Q‘Qn
Z - |sm n| 0
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