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Liihikokkuvote

Greeni-Tao teoreem, 21. sajandi tuntumaid tulemusi arvuteooria valdkonnas,
iitleb, et algarvude hulgas leidub kuitahes pikki mittekonstantseid aritmee-
tilisi jadasid. Esitame Greeni-Tao teoreemi monevorra moodsama toestuse,
mis on originaaltoestusest lihtsam, lithem ja vihem tehniline.
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GREEN-TAO THEOREM
Bachelor thesis
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Abstract

The Green-Tao theorem, one of the more famous results of 21st century
number theory, states that the prime numbers contain arbitrarily long non-
constant arithmetic progressions. We present a simpler, shorter and less tech-
nical modern proof of the theorem.

CERCS research specialisation: P120 Number theory, field theory, al-
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Sissejuhatus

Selles t60s esitame toestuse Greeni-Tao teoreemile. Teoreemi sonastus on jargmine:

Teoreem (Green-Tao). Algarvude hulgas leidub kuitahes pikki mittekonstantseid

aritmeetilisi jadasid.

Teoreemi toestasid esmakordselt briti matemaatik Ben Green ja austraalia mate-
maatik Terence Tao 2004. aastal. Lihtsa sonastuse ja tabava véite tottu oli tegemist
tuntud hiipoteesiga juba ammu enne seda, kui see toestati. Seetottu kogus uudis
teoreemi toestusest rohkelt tdhelepanu ning paljud matemaatikud on pohjalikult
uurinud toestuse koiki osi. Téanu sellele tdhelepanule on erinevatel matemaatiku-
tel onnestunud esmase toestuse leidmisest saati lihtsustada koiki toestuse pohilisi
osi. See t06 on taielikult referatiivne ja pohineb iiri matemaatiku David Conloni
ning ameerika matemaatikute Jacob Foxi ja Yufei Zhao 2014. aasta artiklil, mis
on kokkuvote selleks ajaks leitud lihtsustustest, sealhulgas autorite enda omadest.

(Conlon, Fox ja Zhao, 2014)

Téapsustame siinkohal, et Greeni-Tao teoreemi sonastuses esinev fraas ,leidub kui-
tahes pikki mittekonstantseid aritmeetilisi jadasid“ ei tdhenda lopmata pikkade
jadade olemasolu, vaid seda, et iga k € N korral leiduvad algarvud ay, ..., ay, nii et
ag—a1 =asz—as =...=ag — ax_1 7 0. Edaspidi nimetame sellist k-elemendilist
aritmeetilist jada k-jadaks. On kerge néha, et iga k-jada sisaldab endas iihtlasi ka

l-jadasid iga I < k jaoks.

Juhtudel £ = 1,2 on teoreemi viide ilmne, sest mistahes kaks arvu moodustavad
aritmeetilise jada. Ka juhul k£ = 3 leiame kergesti, et algarvud 3, 5,7 moodustavad
sobiva jada, kuid siis voime kiisida, kas 3-jadasid on 16pmata palju. Vastus sellele

kiisimusele pole enam ilmselge.
Teoreemi toestus pohineb Szemerédi teoreemil:

Teoreem (Szemerédi). Igas naturaalarvude hulgas A C N, mille ilemine astimp-

tootiline tihedus on positiivne, leidub iga k € N korral k-jadasid.



Peatiikis 1 sonastame vajalikud definitsioonid ning nédeme, et Szemerédi teoreemi
el saa rakendada otse algarvude hulgale. Sellest hoolimata votame t66s eelduseks
Szemerédi teoreemi kehtimise ning toestame selle pohjal sarnase vaite ka teatud
hulkade jaoks, mille iilemine asiimptootiline tihedus on 0, sealhulgas algarvude
hulga jaoks. Seda viidet hakkame nimetama suhteliseks Szemerédi teoreemiks. Eri-
juhul k = 3 nimetame tavalist ja suhtelist Szemerédi teoreemi vastavalt tavaliseks

ja suhteliseks Rothi teoreemiks.

Selle t66 peatiikis 1 tutvume ldhemalt matemaatiliste tooriistadega, mida meil
ldheb vaja Greeni-Tao teoreemi toestamiseks. Peatiikis 2 toestame Rothi teoree-
mi graafiteooria meetoditega. See toestus sisaldab graafikonstruktsiooni, mis viib
meid suhtelise Szemerédi teoreemi sonastuseni, esmalt peatiikis 3 juhul k£ = 3 ning
siis peatiikis 4 ka iildjuhul. Peatiikkides 5 ja 6 toestame vastavalt tiheda mudeli
teoreemi ja loenduslemma, mis on suhtelise Szemerédi teoreemi toestuse pohiosad
ning peatiikis 7 toestame nende pohjal suhtelise Szemerédi teoreemi. Peatiikkides
8 ja 9 konstrueerime algarvude hulgale tiheda mudeli ning niitame, et see toesti
rahuldab suhtelise Szemerédi teoreemi sonastuses esitatud tingimusi. Sellega saab

Greeni-Tao teoreem toestatud.

Szemerédi teoreem, mida t66s eeldame, on viga keeruline tulemus ning koik selle
teadaolevad toestused on mahukad ning kasutavad omakorda pohjalikke teadmi-
si teistest valdkondadest, néiteks Fourier’ analiiiisist voi hiipergraafide teooriast.
To66s eeldame veel Dirichlet’ teoreemi arvuteooria valdkonnast, Ruzsa-Szemerédi
teoreemi graafiteooriast ning mitmeid teoreeme matemaatilise analiiiisi erineva-
test alamvaldkondadest. Neist esimesed kaks on samuti tipriski mahuka ja keerulise

toestusega tulemused.

Autori panus t60sse on t66 pohiallika arutluskdikude pohjalikum lahtikirjutamine,
néiteks markus 1.3 ja lemmad 1.5, 7.1, 8.3 on olulisemad vaited, mis on allikas

esitatud ilma pohjenduseta.



1 Too teoreetiline taust

Szemerédi teoreemi sonastus kasutab naturaalarvude hulga alamhulga iilemise astimp-
tootilise tiheduse moistet. Hiljem vajame ka suhtelise iilemise astimptootilise tihe-

duse moistet.

Definitsioon 1.1 (Ulemine asiimptootiline tihedus). Hulga A C N dilemiseks

astimptootiliseks tiheduseks nimetame piirvaartust

limsupmN[N”, kus [N]:={1,2,...,N}.

N—oo

Definitsioon 1.2 (Suhteline iilemine asiimptootiline tihedus). Olgu A C S C
N. Hulga A suhteliseks dilemiseks astimptootiliseks tiheduseks hulgas S nimetame

piirvaartust
Nooo [SN[N]|

Markus 1.3. Szemerédi teoreemist jareldub tegelikult mitte ainult iihe k-jada, vaid
lopmata paljude k-jadade olemasolu iga k € N korral. Oletades vastuvéiteliselt, et
hulga A C N iilemine asiimptootiline tihedus on ¢ > 0, kuid mingi k korral on
k-jadasid loplik arv m, saame valida iga ¢ = 1,...,m korral . k-jadast vélja iihe

elemendi a; € N. Siis hulgas A’ := A\{a1,...,an} ei ole iihtegi k-jada.

Kuid teisalt saame néidata, et ka hulga A’ {ilemine astimptootiline tihedus on &.
Kuna iihelt poolt A’ C A, kuid teisalt on hulgas A’ vaid m elementi vihem kui

hulgas A, siis iga IV € N korral
|AN[N]| > ‘A’ﬁ [NH > |AN[N]| —m.

Siit saame jareldada, et iihelt poolt

o [ANIN] _ A" N [V]]
€ = limsup > lim sup ,
N—oo N—o00 N



samas kui teiselt poolt

: AN INY ANIN][-m _ . [AnIN] m

limsup ——— > limsup ——————— = limsup —— — limsup — = ¢.
N—o00 N N—oo N N—o00 N N—o0

See tahendab, et hulga A’ {ilemine asiimptootiline tihedus on &, nagu soovitud.

Jarelikult Szemerédi teoreemi pohjal leidub hulgas A’ k-jadasid, mis annab vastu-

olu. Seega on hulgas A k-jadasid 16pmata palju, mida tahtsimegi nédidata. Peaaegu

identne argument toimib ka suhtelise Szemerédi teoreemi jaoks.

Kuna algarvude hulga tilemine asiimptootiline tihedus on algarvude jaotuse teoree-
mi tottu lim sup ﬁ = 0, ei jareldu Szemerédi teoreemist otse Greeni-Tao teoreem.
V6rdlusek]s\7:uoflteline Szemerédi teoreem, mille sonastame peatiikis 4, kehtib juhul,
kui uuritav hulk A C N on positiivse suhtelise iilemise astimptootilise tihedusega
hulgas S C N, mis rahuldab teatud pseudojuhuslikkuse tingimusi. Pseudojuhuslik-
kuse all métleme seda, et hulga S poolt teatud reegli jargi konstrueeritud graaf
rahuldab teatud tingimusi, mida rahuldaks juhuslikult konstrueeritud sama serva-

de arvuga graaf. Téapsemalt tutvume kasutatava pseudojuhuslikkuse tingimusega

peatiikkides 3 ja 4.

Et jouda suhtelise Szemerédi teoreemi sonastuseni, uurime koigepealt Szemerédi
teoreemi erijuhtu £ = 3 ehk Rothi teoreemi. Rothi teoreemi sonastamiseks paneme
téahele, et Szemerédi teoreem on samavéirne viitega, et kui naturaalarvude hulgas
A C N ei leidu mingi k € N korral {ihtegi k-jada, siis hulga A iilemine asiimptooti-
line tihedus on 0 ehk A}gnoo ML]\ENH = 0. Peatiikis 2 uurime, kui suur saab olla hulk

A C [N], kui temas ei leidu iihtegi k-jada. Selle viljendamiseks kasutame jargnevat

tahistust:

Definitsioon 1.4. Olgu f,g: R — R.
1. Utleme, et f(x) = o(g(x)), kui

lim @ =
Z—00 g(x
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2. Utleme, et f(x) = O(g(x)), kui leiduvad sellised reaalarvud z ja M > 0, et
iga x > xg korral |f(z)] < M -|g(z)|, teisisonu kui

f(@)

g(w) < Q.

lim sup‘
T—00
Selle t66 valtel uurime funktsioonide astimptootilist kditumist peaaegu alati N

suhtes, vastasel juhul on vastav muutuja lisatud o voi O juurde alaindeksina.

Et sonastada ja toestada Rothi teoreemi ning suhtelist Szemerédi teoreemi, hakka-
me uurima [N] alamhulkade asemel hoopis Abeli rithma Zy := Z/NZ alamhulki.
Need on aritmeetiliste jadade mottes peaaegu identsed: iga aritmeetiline jada hul-

gas [N] on ilmselgelt ka aritmeetiline jada rithmas Zy.

Vastupidine kiill ilma lisaceldusteta ei kehti, niiteks on —1,0,1 3-jada riihmas
Zn, kuid vastavad hulga [N] elemendid N — 1, N, 1 ei moodusta 3-jada. Sellest
probleemist méodapéadsemiseks kasutame Greeni-Tao teoreemi toestuses jargnevat

lemmat:

Lemma 1.5. Olgu N € N ning moodustagu arvude ai,...,ar € NN [N/2,N)

jadgiklassid k-jada rihmas Zy. Siis ka arvud ay, .. ., a, ise moodustavad k-jada.
Toestus. Kui aq,...,a; moodustavad k-jada rithmas Zy, siis kehtib as —a; =
... =ag — ap_1 # 0. Jarelikult arvudest as—ay, ..., ap—aj_1 iga kahe vahe on arvu

N kordne. Kuid paneme tihele, et kuna iga i = 1,...,k korral a; € NN [N/2, N),
siis ag —ay,...,ar —ax—1 € ZN(—N/2,N/2), mistottu iihegi kahe vahe neist ei saa
olla nullist erinev arvu N kordne, teisisonu on nad koik vordsed. Samuti, kuna nad
ei kuulu jiigiklassi 0, ei ole nad vordsed nulliga. Seega as —ay = ...ar —ap_1 # 0

ehk arvud ay, ..., ar moodustavad k-jada, nagu soovitud. ]

Niiiid oleme valmis sonastama Rothi teoreemi.

Teoreem 1.6 (Roth). Olgu A C Zy selline, et temas ei leidu 3-jadasid. Siis
|A] = o(N).



Suhtelises Rothi ja Szemerédi teoreemis on meil vaja hulga A C Zy asemel hoopis
rithma Zpy elementidel maératud funktsiooni f, mille véartused on mittenegatiiv-
sed reaalarvud. See funktsionaalne késitlus on hulgateoreetilise késitluse ildistus,
sest mistahes hulga A C Zy voime samastada tema karakteristliku funktsiooni-
ga 14, mille vAdrtus on 1 hulga A elementidel ning 0 mujal, kuid funktsionaalne
késitlus lubab meil kasutada ka teistsuguseid, kaalutud funktsioone. Sellisel juhul
vajame aga analoogi hulga A aslimptootilise tiheduse maoistele. Selleks kasutame

funktsiooni keskvaartuse moistet:

Definitsioon 1.7 (Funktsiooni keskvéartus). Olgu f : X — R, kusjuures olgu | X|

loplik. Funktsiooni f keskvddrtuseks nimetame suurust

Evex/ = X[ f().

zeX

Keskvidrtust saame leida ka siis, kui f on mitme muutuja funktsioon, sel juhul on X
muutujate madramispiirkondade otsekorrutis. Kui méaramispiirkond on kontekstist

selge, jatame selle véalja kirjutamata.

Kasutame ka tahistust, kus jatame funktsioonide argumendid kirjutamata. Naiteks
kirjutades sama méaramispiirkonnaga X funktsioonide f,v jaoks f < v, motleme,
et f(z) < v(z) iga x € X korral. Samuti métleme 1 all funktsiooni, mille koik
vaartused on lihed ning funktsioonide korrutamise all motleme alati nende punk-

tiviisilist korrutamist, néiteks fv(z) = f(z) - v(z).



2 Rothi teoreemi toestus

Selles peatiikis toestame Rothi teoreemi. Selleks eeldame, et hulgas A C Zy ei leidu
3-jadasid ning néitame, et |A| = o(N). Selleks kasutame jargmist tuntud teoreemi

ekstremaalsest graafiteooriast:

Teoreem 2.1 (Ruzsa-Szemerédi). Olgu G graaf, milles on n tippu ning iga serv

osaleb maksimaalselt iihes kolmnurgas. Siis graafis G on o(n?) serva.

Rothi teoreemi toestus. Olgu G4 kolmealuseline graaf alustega X =Y = 7 = Zy,

kus servad graafi aluste vahel on defineeritud jargnevalt:

e Tippude paari (z,y) € X x Y vahel on serv parajasti siis, kui 2z +y € A;
e Tippude paari (z,2) € X x Z vahel on serv parajasti siis, kui x — z € A;

e Tippude paari (y,z) € Y x Z vahel on serv parajasti siis, kui —y — 2z € A.

Graafi on kujutatud joonisel 1. See ja koik jargnevad joonised périnevad t66 pohi-

allikast, kuid neid on tolgitud ja kohandatud.

Tippude (z,y,z) € X XY x Z vahelised servad moodustavad kolmnurga parajasti

siis, kui rithma Zpy koik kolm elementi
—y—2z, T—2z 2xr+y

kuuluvad hulka A. Need elemendid moodustavad aritmeetilise jada, mille vahe on
x + y + z. See tdhendab, et kolmnurk graafis G4 tippudega x,y, z vastab aritmee-

tilisele jadale —y — 2z, 2 — 2,2z + y vahega x + y + z rithmas Zy.

Rothi teoreemi eelduste pohjal ei ole rithmas Zy 3-jadasid. Seega ainsad aritmee-

tilised jadad rithmas Zy on need, kus jada vahe on xz +y 4+ z = 0.

Fikseerides © € X,y € Y, ndeme, et on téapselt {iks voimalus valida z € Z, nii et

x+y+2z=0,seeon z=—x—y. See tdhendab, et iga serv (z,y) € X x Y kuulub

9



Joonis 1: Rothi teoreemi toestuses kasutatav kolmealuseline graaf G 4.

tapselt iihte kolmnurka. Analoogselt kuulub ka iga serv (z,z) € X X Z ning iga

serv (y,z) € Y x Z tépselt iihte kolmnurka.

Ruzsa-Szemerédi teoreem (Teoreem 2.1) iitleb, et sellisel juhul on graafi G 4 servade
arv o(n?), kus n on graafi tippude arv. Kuna graafis G4 on 3|Zy| = 3N tippu, on

servade arv seega o((3IN)?) = 0(9N?) = o(N?).

Kuid teisalt paneme téhele, et iga x € X ja a € A jaoks leidub tépselt iiks y € Y,
nii et 2xr +y = a € A. See on y = a — 2z. See tihendab, et aluste X ja Y vahel
leidub tépselt |A| - |X| = |A|N serva. Analoogselt ndeme, et ka aluste X ja Z ning
aluste Y ja Z vahel leidub tépselt |A|N serva. Kokku on graafis G4 seega 3|A|N

serva.

Vottes need kaks tulemust kokku, saame et 3|A|N = o(N?) ehk |A| = o(NN), mida

tahtsimegi toestada. O

Kasutatud graafikonstruktsiooni abil 6nnestus meil hulga A C Zy liikmete aritmee-
tiliseks jadaks olemist kirjeldada lineaarvormide kaudu, millest igaiiks kasutab tap-
selt kahe muutujat kolmest, mis omakorda voimaldab meil kasutada graafiteoree-
tilisi meetodeid. Peatiikkides 3 ja 4 néeme, et sarnane (hiiper)graafikonstruktsioon
aitab meid ka nii Rothi kui Szemerédi teoreemide suhteliste versioonide sonasta-

misel ja toestamisel.
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3 Suhteline Rothi teoreem

Selles peatiikis sonastame suhtelise Rothi teoreemi.

Rothi teoreemis oli vaja 3-jadade olemasoluks seda, et rithma Zy alamhulk A oleks
positiivse iilemise astimptootilise tihedusega. Suhtelises Rothi teoreemis ei pea hulk
A olema positiivse iilemise asiimptootilise tihedusega. See-eest peab leiduma riithma

Zpy alamhulk S, nii et

1. ACS CZny,
2. A on positiivse suhtelise {ilemise astimptootilise tihedusega hulgas S,

3. S rahuldab teatud pseudojuhuslikkuse tingimusi.

Edaspidi kasutame rithma Zy alamhulkade A C S asemel riihma Zpy elementidel
médratud mittenegatiivsete reaalarvuliste vaartustega funktsioone. Olgu hulgale
A vastav funktsioon f ning hulgale S vastav funktsioon v. Eelnevalt sonastatud

tingimused 1 ja 2 sonastame iimber jargnevalt:

1. f < v, teisisonu iga x € Zy korral f(z) < v(z),

2. Funktsioonide f ja v keskvaartused rahuldavad mingi § > 0 jaoks tingimusi

Ev =1+ o(1),Ef > .

Markus 3.1. Motiveeriva naitena selle definitsiooni jaoks késitleme olukorda, kus
A C S C Zy korral defineerime v ja f vastavalt hulkade S ja A karakteristlike

funktsioonide kordsetena:

N N
V(@) = [gls(e), () = vala(e) = grlata)

Sel juhul

1 N
Ey:— 7:17 Ef:f _— = —,
N 2 s N 21818

11



Siis paneme tdhele, et tingimus Ef > ¢ kehtib mingi § > 0 ja iga N € N korral
parajasti siis, kui alati |A| > 0|S| ehk parajasti siis, kui hulk A on posiitivse

suhtelise iilemise tihedusega hulgas S.

Mirkus 3.2. Et tingimus Ev = 1 + o(1) omaks tdhendust, peab funktsioon v :
Zn — [0,00) olema defineeritud 16pmata paljude naturaalarvude N jaoks. Seega

on digem oelda, et v on tegelikult hoopis funktsioonide jada (vy)nen-

Viimane samm suhtelise Rothi teoreemi sonastamiseks on defineerida pseudoju-
huslikkuse tingimus, mida hulk S (ehk funktsionaalses késitluses funktsioon v)
rahuldama peab. Esmalt sonastame selle hulga S jaoks, seejirel asendame selle
funktsiooniga v.

Olgu p = % Defineerime kolmealuselise graafi Gg analoogselt graafiga G4 eel-

mises peatiikis. Nagu eelmises peatiikis paneme téhele, et iga x € X ja a € S korral
leidub tépselt {iks y € Y, nii et 22 + y = a. See tdhendab, et valides juhuslikult
paari (z,y) € X X Y, on toendosus tipselt p, et graafis Gg on nende tippude va-
hel serv. Analoogselt on ka iga serva (z,2) € X x Z ja (y,z) € Y x Z leidumise

toendosus graafis Gg tépselt p.

Selleks, et kontrollida graafi Gg pseudojuhuslikkust, vordleme teda juhuslikult ge-
nereeritud kolmealuselise graafiga R, kus aluste vahel on iga tipu toGmbamise toe-
nédosus p. Tapsemalt vordleme neid selle poolest, kas neis esineb sama alamgraafina
sama palju graafi Ko 92 ning koiki graafi Ko o alamgraafe. Graaf K322 on taielik
kolmealuseline graaf, mille iga alus koosneb kahest tipust. Graaf Ks 9o ning iiks

selle alamgraaf on toodud joonisel 2.

Et graafil K222 on 6 tippu ja 12 serva, on graafis R selliste alamgraafide arv
(14 0(1))N%p'2, sest iga tipu valikuks on (asiimptootiliselt) N voimalust ning iga
serva leidumise toendosus graafis R on p. Jarelikult tahame, et ka graafis Gg oleks

(1+0(1))N%p'? alamgraafi Ko 2.

Graafi K52 mistahes alamgraafi H jaoks, millel on v(H) < 6 tippu ja e(H) <

12



Pseudojuhuslikkuse tingimus hulga S C Zy jaoks:
Graafis Gg leidub astimptootiliselt vordselt graafiga R alamgraafe

Ks 29 ja selle
alamgraafe,
néiteks

Joonis 2: Pseudojuhuslikkuse tingimus suhtelises Rothi teoreemis.

12 serva, nieme analoogselt, et tahame, et graafis Gg oleks (1 + o(1))NVv(H)pe(H)
alamgraafi H.

Niiiid 1aheme {ile hulgateoreetiliselt késitluselt funktsionaalsele ehk hulgalt S iile
funktsioonile v. Selleks defineerime kaalutud kolmealuselise graafi v, kus servade

kaalud on méaratud funktsiooni v vaartuste pohjal jargmiste seostega:
o v(z,y) =v(2x+y), kui (z,y) € X xY;
o v(z,z) =v(x—2), kui (z,2) € X X Z;
o v(y,z) =v(—y—2z2), kui (y,2) €Y x Z.

Kirjutame eelnevad tingimused timber keskviartuste abil. Loomulik valik funktsioo-
ni v jaoks on v(z) = %15(:@. Sellisel juhul erinevad servade kaalud graafides Gg
ja v vaid konstantse kordaja poolest ning graafi tipud z,2’ € X,y,y €Y, 2,2/ € Z

moodustavad alamgraafi Ks 2o parajasti siis, kui nende vahel leiduvad koik servad

(z,9), ('), (x,9"), (z,2), (2, 2), (x,2), (', 2'), (y, 2), (¥, 2), (9, 2), (v, ).

Selleks peavad koik nendele servadele vastavad lineaarvormide vaartused kuuluma

hulka S ehk funktsiooni v vairtus nende lineaarvormide vaartustel olema ‘—g[' Seega
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leidub graafis (1 + o(1))N®p!? alamgraafi Ks 29 parajasti siis, kui

Elv(y, 2)v(y, 2)v(y, 2wy, 2 vz, 2)v(a, 2)v(z, 2 (', ")

vz (@ g,y v y)] =

1 1 N = —
= (N1 (14 0(1))N®p'2 . (S]) =1+o(1). (1)

Analoogselt ndeme, et selleks, et graafis Gg leiduks graafi K3 22 mingit alamgraafi
H (1 + o(1))N*WH)peH) tiikki, peab vordus (1) kehtima ka siis, kui eemaldada
itks voi rohkem selle vasaku poole teguritest. Seda pseudojuhuslikkuse tingimust
kasutamegi suhtelises Rothi teoreemis. Sonastame ta nii graafide kui funktsioonide

jaoks.

Definitsioon 3.3 (3-lineaarvormide tingimus). Utleme, et kaalutud kolmealuseline

graaf v, mille alused on X, Y ja Z, rahuldab 3-lineaarvormide tingimust, kui

Eewex, yyey, zzezlVy, vy, 2)v(y, 2wy, 2 v(z, 2)v(2, 2)v(z, 2 (a2, &)

(@ v yv(e,y vy =1+0(1) (2)

ning vordus (2) jaéb kehtima ka tihe voi enama teguri eemaldamisel keskvéaértusest.

Sarnaselt titleme, et funktsioon v: Zy — [0,00) rahuldab 3-lineaarvormide tingi-

must, kui

Ey o'y 22'eZn [v(—y — 22)1/(—3/ —22)v(—y — 22')1/(—3/ — 2z’)y(x — z)y(x’ —2)

v =2 =2 +y)v2e + y)v2r + ¢ )v(22 +9)] =1+ 0(1) (3)
ning vordus (3) jaab kehtima ka {ihe voi enama teguri eemaldamisel keskvaértusest.

Rothi teoreem viidab 3-jada olemasolu rithmas Zy ehk et leiduvad x € Zy,0 #
d € Zp, nii et koik kolm arvu x, x + d, x + 2d kuuluvad hulka A. See tdhendab, et
f(z), f(x+d), f(x + 2d) peavad olema positiivsed ehk f(z)f(x +d)f(z+2d) > 0.
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Suhteline Rothi teoreem véidab, et mingi konstandi ¢ > 0 jaoks kehtib

E[f(z)f(z+d)f(z +2d)] = ¢ = o(1),

sest siis on piisavalt suure N € N korral vorrandi (3) vasakul poolel olev keskvéértus

positiivne ehk peavad leiduma z,d € Zy, nii et f(z)f(z + d) f(z + 2d) > 0:

Teoreem 3.4 (Suhteline Rothi teoreem). Olgu v: Zy — [0,00) funktsioon, mis
rahuldab 3-lineaarvormide tingimust. Siis iga 6 > 0 korral leidub ¢ = ¢(d) > 0,
nii et iga funktsiooni f: Zy — [0,00) jaoks, mis rahuldab tingimusi 0 < f < v ja
Ef > 9, kehtib

By dezn |f(@) (2 + d)f (2 +24)] > ¢ — o(1).
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4 Suhteline Szemerédi teoreem

Selles peatiikis sonastame suhtelise Szemerédi teoreemi.

Suhtelise Rothi teoreemi (ehk suhtelise Szemerédi teoreemi juhu k& = 3) sonasta-
miseks konstrueerisime kaalutud kolmealuselise graafi, kus iga kahe erinevatesse
alustesse kuuluva tipu vahelise serva kaal soltub funktsiooni v: Zy — [0, c0) vadr-
tusest teatud lineaarvormil, mis soltub tépselt nendele kahele tipule vastavatest

rihma Zp elementidest.

Suhtelise Szemerédi teoreemi iildjuhul konstrueerime k-aluselise hiipergraafi v alus-
tega X1 = ... = X} = Zy, kus iga k—1 erinevatesse alustesse kuuluva tipu vahelise
serva kaal soltub funktsiooni v védrtusest tihel jargmistest lineaarvormidest (sel-

guse eesmérgil kirjutame vilja ka kordajad 0 ja 1):

00%1—1%2—...—(1{—1)%]{,
01x1+0$2—...—<k—2>$k,
[ ]

° (k—1)$2+(/€—2)$2+...+01‘k.

Teisisonu, iga j = 1,...,k korral soltub j. lineaarvorm koéigist muutujatest peale
x; ning lineaarvormid moodustavad aritmeetilise jada vahega x1 + ... + x. Kom-
paktsemalt kirjutades on graafi v servade kaalud méaaratud iga j = 1,...,k jaoks

lineaarvormidega

k
(Tl L1, L1y e TE) =V (Z(] — z)a:Z) i
i=1
Suhtelises Rothi teoreemis kasutatud 3-lineaarvormide tingimus seisnes selles, et
kolmealuselises kaalutud graafis v leiduks astimptootiliselt sama palju alamgraafi
K322 ning selle alamgraafe kui juhuslikult genereeritud sama servade tihedusega

kolmealuselises graafis.
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Uldjuhul uurime, kui palju on hiipergraafis v alamhiipergraafi K ,gk_l). See on k-
aluseline hiipergraaf, mille koik servad tihendavad k£ — 1 tippu, mis kuuluvad eri-
nevatesse alustesse. Tédpsemalt koosneb graafi K ,(ffl) iga alus kahest tipust ning
koikvoimalikud servad on tommatud.

Et graafi v tippudest xgo),xgl) € Xy,... ,x,(co),x,g) € X ja nendevahelistest ser-
vadest moodustuv alamgraaf oleks K ék—1)7 peab kehtima jargmine tingimus: alati,

kui valida

1. alustest Xi,..., Xy vélja k — 1 tiikki (see on samavéirne sellega, et valida

Jj €{1,...,k} ning siis koik alused peale X;),

2. iga valjavalitud aluse X; jaoks, kumba selle aluse elementi (xgo)

sisaldab,

(1)

voi x; ) serv

peab tekkinud serv olema ka hiipergraafis v. Seega saame jargneva tingimuse:

Definitsioon 4.1 (k-lineaarvormide tingimus). Utleme, et funktsioon v : Zy —

[0, 00) rahuldab k-lineaarvormide tingimust, kui kehtib vordus

k

k
. . (wl) nj"") _
Eo,o oo [T TT v(CG-0e)" ] =1400) @)

j=lwe{0, 1)\ i=1
koigi astendajate kombinatsioonide n;,, € {0,1} jaoks.

Me soovime hulgas A leida k-jadasid ehk siis elemente x,d € Zy,d # 0, nii et
elemendid z,z +d, ...,z + (k — 1)d kuuluksid koik hulka A. Teisisonu soovime, et
flx)f(x+d)... flx+ (k—1)d) > 0.

Teoreem 4.2 (Suhteline Szemerédi teoreem). Olgu k > 3 naturaalarv ning rahul-
dagu funktsioon v: Zn — [0,00) k-lineaarvormide tingimust. Siis leidub iga 6 > 0
jaoks ¢ = ¢(k,d) > 0, nii et iga funktsiooni f: Zny — [0,00) korral, mis rahuldab

tingimusi 0 < f < v ja Ef > 6, kehtib vorratus

Epaczylf(@)fx+d)f(x+2d)--- f(x+ (k—1)d)] > c—o(1). (5)
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Mairkus 4.3. Me kasutame suhtelise Szemerédi teoreemi toestamiseks Szemerédi
teoreemi. Kuna liksime hulgateoreetiliselt késitluselt iile funktsionaalsele, on meil
vaja ka Szemerédi teoreem sonastada funktsioonide keeles. Seega kasutame kaalu-

tud Szemerédi teoreemi:

Teoreem 4.4 (Kaalutud Szemerédi teoreem). Iga k > 3 ja § > 0 korral leidub
¢ =c(k,0) >0, nii et iga funktsioon f: Zn — [0, 1], mille korral Ef > 6, rahuldab

tingimust
Eegezy [f(2)f(x+d) f(x+2d)--- f(x+ (k= 1)d)] = c—o(1). (6)

Jargmises kolmes peatiikis toestame suhtelise Szemerédi teoreemi. Esitame siinko-

hal toestuse skeemi.

Peatiikis 5 toestame tiheda mudeli teoreems, mis iitleb, et leidub funktsioon f LN —

[0, 1], mis on teatud loikenormi poolest véiga lahedane funktsioonile f.

Peatiikis 6 toestame loenduslemma, mis iitleb, et kui funktsioonid f ja f on 16i-
kenormi poolest ldhedased, siis nad tekitavad hulgas Zy astimptootiliselt vordselt

k-jadasid, teisisonu et
By dlf () f(z+d) - f(z+(k=1)d)] = Bypalf(2) f(z+d) - - fz+ (k—1)d)] —o(1).

Viimaks, kuna kaalutud Szemerédi teoreemi (Teoreemi 4.4) pohjal on viimase vor-
randi parem pool mingi konstandi ¢ > 0 jaoks suurem-vordne avaldisest ¢ — o(1),

jareldub sama ka vasaku poole kohta, mis toestab suhtelise Szemerédi teoreemi.
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5 Tiheda mudeli teoreem

Selles peatiikis toestame tiheda mudeli teoreemi, mis iitleb, et funktsiooni f : Zy —
[0,00),Ef > 6 jaoks leidub funktsioon f: Zy — [0,1], mis on teatud ldikenormi

poolest viiga sarnane funktsioonile f, samuti rahuldab ta tingimust Ef > 6 — o(1).

Loikenormi méiste parineb graafiteooriast: kui kaalutud kahealuselise graafi g (alus-
tega X, Y) servade kaalud on méératud funktsiooniga g : X xY — R, siis nii graafi

kui funktsiooni g l6ikenorm ||g||5 on defineeritud seosega

lgllg:== sup [Ezexyevlo(z,y)la(z)lp(y)]|. (7)
ACX,BCY

Uldistame 16ikenormi méistet kaalutud k-aluselistele hiipergraafidele. Selleks vota-
me kasutusele uue téhistuse:

Olgu Xy,..., X hulgad ja x1 € X1,...,xr € X. Siis tdhistame iga i = 1,... )k
jaoks X_; 1= Hje[k}\{i} Xjjax_i:=(21,22,...,Ti-1,Tit1,.-.,2k) € X_;.

Niiiid defineerime iildistatud 16ikenormi nii hiipergraafide kui ka hulgal Zy mé&a-

ratud funktsioonide jaoks:

Definitsioon 5.1. Olgu g kaalutud r-aluseline hiipergraaf alustega Xi,..., X,

kus iga serv ithendab r tippu. Siis hiipergraafi g loikenorm ||g|;, on médratud

seosega
9oy = sup [Eeiexiarex [9(m1, - ae)la, (2-1)1ay(2-2) - - 1a, (2]
A, AT
(8)
ning kaalutud k-aluselises hiipergraafis g alustega X, ..., X, kus iga serv ithendab

k — 1 tippu, votame ||g|[,_y = max{[[g-1llqp_1, -, [l9-kllop_11}-

Olgu f: Zn — R ning olgu 7 > 2 naturaalarv. Siis funktsiooni f l6ikenorm || f||,
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on maaratud seosega

/1

or = Sup|Bay seemy[f(m 4+ an)la () Ta (@)l (9)
A1, AnCZ

Edasises kasutame funktsioonide Zy — R vektorruumil méaratud skalaarkorrutist

(f, ) = Ea[f () ()]

Teisendame vorrandis (9) esineva keskvéértuse sellisele kujule. Selleks kasutame

funktsioonide konwvolutsiooni. Defineerime kahe funktsiooni konvolutsiooni seosega

hi * ha(z) := Egz[hi(x)ha(z — x)].

Juhul r = 2 saame muutujavahetuse x + y = z abil kirjutada

Euylf (@ +y)1a(2)1(y)] = Bz o [f(2)1a(z)1p(2 — 2)] = (f,1a * 1) .

Olgu Py selliste funktsioonide ¢ : Zny — R hulk, mis esituvad mingite A, B C Zy

jaoks konvolutsioonina 14 * 1. Siis

[fllme= sup [(f,1a*1p)[= sup [(f,¥).
A,BCZnN pedo

Et minna juhult » = 2 iile {ildjuhule, kirjutame kahe funktsiooni konvolutsiooni

definitsiooni iimber kujul

h1 % ho(2) = Ex[hi(z)ha(z — 2)] = Eﬁ%@ [h1(x)ha(y)]-

Analoogselt defineerime r funktsiooni hq, ..., h.: Z’jv_l — R jaoks nende dldistatud

konvolutsiooni (hq,...,h,)*: Zny — R seosega

(h1y.oshe)™(2) = Eyy o yeezy (M (Y-1)h2(y—2) - - - B (y—1)]-

Y1t tyr=w
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Olgu &, selliste funktsioonide ¢ : Zy — R hulk, mis esituvad mingite Ay,..., A, C

Z';* korral iildistatud konvolutsioonina (14,, 14y, .., 14,)*. Siis
oy = sap [(f;(Qay, - 1a,)%) ] = sup [(f,9)].
Ay, A CZ! pEdD,

Jargmine lemma on iiks hulga ®, pohiomadusi.

Lemma 5.2. Hulk ®, on kinnine funktsioonide korrutamise suhtes.

Toestus. Piisab naidata, et kui ¢ = (14,,--,14,)* ja ¢ = (1p,,...,15.)*, kus
Ay, Ap, By, ..., B, CZN siis o' € @, Kirjutame iga vektoriy = (y1,...,y,) €
7'y jaoks Xy = y1 + -+ - + y,. Siis iga x € Zy korral

p@)¢' (@) =E yyezy, Ma(y-1)1s0) 14, (y-r)15, ()]
Sy=%y'=x

=E yeezy, [1a(y-1)1B,(y-1 +2-1) - 14, (y—r)1B, (y—r + 2—)]
Yy=z,22z=0

=E y.ezy, Qanmi-—-n@-1)1a,nB—2,)y-r)]
Yy=z,22z=0

=E.ezr [(LainBi—2_1) -+ Lasn(Br—z_p)) " (2)]-
Yz=0

Oleme funktsiooni p¢’ esitanud iildistatud konvolutsioonina, seega ¢’ € ®,.. [

Edasises fikseerime arvu r ning kirjutame |[|-[|5,. asemel [-[| ning ®, asemel ®.

Defineerime normi ||| duaalse normi [|9||* := supys<; (f,%). Tahistades f' = H%H’

kehtib || f’|| = 1, seega saame normi ||-||* definitsioonist |(f, )| = ||f|| [{f’, V)] <
LA

Néitame, et (kinnine) iihikkera B normi ||-||* suhtes on hulga X := ® U —® kumer

kate ehk hulk ch(X) := {tx1 + (1 —t)zo | t € [0,1], 21,22 € X }.

Hulga X iga element kuulub iihikkerasse, sest oletades vastuvéiteliselt, et mingi

p € @ |fll < 1korral [(f,0)| > 1, saame, et 1 > [|f]| = supyeq [(f,¢')] >
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| (f,¢)| > 1, vastuolu. Analoogselt ka hulga —® iga element kuulub tihikkerasse
ning kolmnurga vorratusest normi ||-||* jaoks saame, et iihikkerasse kuuluvad ka

lineaarkombinatsioonid tz1 + (1 — t)xa,t € [0,1],z1, 22 € X. Seega ch(X) C B.

Toestamaks, et B C ch(X), oletame vastuvéiteliselt, et ¢ € B, aga ¢ ¢ ch(X).
Jargmiseks kasutame analiiiisis tuntud teoreemi eraldavast hipertasandist (Boyd ja

Vandenberghe, 2004):

Teoreem 5.3 (Teoreem eraldavast hiipertasandist). Olgu B C R™ kumer ja kinni-
ne ning olgu a € R™, a ¢ B. Siis leidub vektor v € R™, nii et (a,v) > 1 ja (b,v) < 1

iga b € B korral.

Kuna vektorid ruumis R™ on samastatavad funktsioonidega Zy — R ning ska-
laarkorrutised ruumides erinevad vaid konstantse kordaja poolest, siis teoreemi 5.3
pohjal leidub funktsioon f, nii et [(f,¢)| < 1 iga ¢ € X jaoks ning (f,¢) > 1.
Kuid esimesest vorratusest jareldub, et ||f|| < 1 ning seega teisest, et ||¢||" > 1,
vastuolu eeldusega 1) € B. Seega B = ch(X). Kuna lemma 5.2 pohjal on ® ja seega
ka X = ®U—® kinnised funktsioonide korrutamise suhtes, siis ka B = ch(X) jaoks
saame, et kui z = ap; + (1 —a)pa,y = bps + (1 —b)p4, kus a,b € [0,1],¢; € X,i €
{1,2,3,4}, siis

zy = abp1pz + (1 — a)bpaps + a(l — b)p1ps + (1 — a)(1 — b)p2p4.

Kuna ¢;p; € X C B, kus 4,5 € {1,2,3,4}, siis |lpip;]|® < 1, seega kolmnurga
vorratuse pohjal ||zy|* < ab+ (1 —a)b+a(l—b)+ (1 —a)(1—>b) =1 ehk zy € B.
Seega iga i, Zuy — R korral [[(/ kel )/ [9II") | < 1 ehk

lwb 1™ < ol ™ [le1I” - (10)

Naitame, et [ < [, ja [l < [ kus £, == Elf(a)| ning [¢], ==

max |1)(x)|. Neist vorratustest esimene kehtib, sest kasutades asjaolu, et p(z) < 1
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iga ¢ € ®,x € Zy korral, saame

If[l = sup [(f, )] = sup [Eq f(z)p(z)] < Ealf ()] = [ f]l; -
ped ped

Teise vorratuse jaoks olgu 2’ selline, et 1) saavutab seal oma maksimumi ning defi-

N, kuiz =2,
neerime f(z) 1= Siis [(f, )] = [Ba f (2)p(2)| = | f(@)p(a")| =

0, muidu.

|p(2)], mistottu [| f[| < 1 ja
1Dl = [(f, )] = | ()] = [¥]]o -

Niiiid sonastame ja toestame tiheda mudeli teoreemi.

Teoreem 5.4 (Tiheda mudeli teoreem). Iga e > 0 korral leidub ' > 0, nii et alati
kuiv: Zn — [0,00) ja f: Zn — [0,00) rahuldavad tingimusi |v — 1o, < €' ja

f <w, leidub funktsioon f: Zy — [0,1], nii et || f — fHD,T <e.

Toestus. Olgu iildisust kitsendamata e < Piisab niidata, et mingi & > 0 ja

1
10
koigi teoreemi eeldusi rahuldavate v, f korral leidub f: Zy — (0,1 + §], nii et
If—fll < 5, sest siis rahuldaks oy —[0,1], f'(z) = f(z)(1 + 5)~! tingimust

If=FI<If=Fl+1f=FII<§+f— flh <e, nagu soovitud.

Oletame vastuvaiteliselt, et sellist f ei leidu. Siis olgu

~ 9 .
Ki:={f:Zn = [0,1+ 3]} Jja Kz:={h:Zy = RI[A] <5}

| ™

Siis K1, Ko on kumerad ja kinnised. Eelduse pohjal f ¢ K1 + Ko = {f+h: f €
Ki,h € Ky}. Kuid kuna ka K; + Ky on kumer ja kinnine, leidub teoreemi 5.3
pohjal ¢: Zn — R, nii et

(a) (fie) >1,
(b) (g9,v) < 1liga g € K1 + K5 korral.
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Vottes g = (1+5)1y>0 € K1 C K1+ Ko, defineerime z, := max{0, 2} ja 14 (z) :=
(@), seega saame (1,1) = (i, s ) < (1+5)71
Vottes aga g € Ko C Ky + Ky, saame, et iga ||g|| < § korral (g,9) < 1, seega iga
llgll <1 korral (g,v) < % Jarelikult [[¢], < [|[¢* < %

Jargmiseks kasutame tuntud Weierstrassi teoreemi funktsioonide ldhendatavusest

poliinoomidega:

Teoreem 5.5 (Weierstrass). Olgu f : [a,b] — R pidev. Siis iga € > 0 korral leidub
poliinoom P € R[X], nii et iga x € [a,b] korral | f(z) — P(z)| < e.

Teoreemi 5.5 pohjal leidub P € R[X], nii et |P(z) — 21| < § iga x € [—2, 2] korral.

. d
Olgu P(z) = paz? + -+ p1z +po ja R = |pa| (2)" + -+ + |p1] (2) + |pol.

Olgu Py(z) := P(¢)(x)). Kolmnurga vorratuse, vorrandi (10) ja omaduse ||7||* < %

pohjal saame

i} . d . 2\ *
Pel < Sl < ol Q) < 3ol () =
. > .

d d
1=0 7 =0

Kuna ||v — 1|| < &/, siis omaduse |(f,¥)| < ||f]| |¢]]" pohjal

(v = L PyY) < [lv = 1 [|PY]I" < £'R.

Kuna || < %, siis poliinoomi P definitsiooni pohjal [Py — ¢ | < §.

Jarelikult, kuna (1, f) = E[f(2)] = | f]l, < /], siis

—1
(v, PY) < (1, PY) + ER < (L) + < + R < (1+ g) +o+eR

Toestame, et ||1]|* = 1. Uhelt poolt ||1]* > [|1]|, = 1, kuid teisalt, kuna 1 € ,

siis [|f]| = supgeq [(f, 0)| = (f, 1), mistSttu [|L]" = supy s (f,1) < L.
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Omadusest |(f, )| < || £ [|[#|" koos kolmnurga vorratusega ja omadusega ||1]|* = 1

saame |||, = (v,1) < ||[v — 1| + 1 < 1 +¢€'. Jarelikult

(f;0) < (Frhg) < W hg) < 0 PO) + vl 1P — Pyl

-1
< (1+§) +o 4R+ (1+¢)

£
2 8 8

Kuna e < %, siis piisavalt viikese €’ korral on viimase avaldise vairtus maksimaal-
D -1 . .

selt 1, sest &/ = 0 korral on avaldise viartus (1 + %) + 3, mis oniga 0 < e < %

korral viiksem kui 1 ning avaldis on &’ suhtes pidev. See annab vastuolu tingimusega

(a), mis toestab tiheda mudeli teoreemi.
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6 Loenduslemma

Selles peatiikis sonastame ja toestame loenduslemma. Alustame loenduslemma so6-
nastamisest ja tOestamisest juhul k = 3, sest see késitleb hiipergraafide asemel
tavalisi graafe, mille korral on lihtsam né&ha argumentide taga olevat intuitsiooni.

Peatiiki 16pus nédeme, et toestus laieneb tildjuhule ilma uusi ideid lisamata.

Loenduslemma viidab, et kui kaalutud (hiiper)graafid on lahedased 16ikenormi poo-
lest, siis neis on sarnane kogus aritmeetilisi jadasid. Esmalt toestame loenduslemma

lihtsama juhu, kus molema graafi kaalud on tokestatud.

Lause 6.1 (Loenduslemma tokestatud funktsioonide jaoks). Olgu g ja g kaalutud
kolmealuselised graafid alustega X,Y, Z ja kaaludega hulgast [0,1]. Kui ||g — g||5 <

€, SUS

Erexyeyv,zezlg(z,y)9(x, 2)9(y, 2) — §(x, ) (7, 2)3(y, 2)]| < 3e.

Toestus. Toestame, et iga a: X — [0,1] ja b: Y — [0, 1] korral

[Ecexyey((9(z,y) — g(z,y))a(z)b(y)]| < e (11)

Kuna keskvéértus avaldises (11) on iga a(x) ja b(y) véértuse suhtes lineaarne,
omandab ta ekstreemumid siis, kui funktsioonide a, b koik vaartused kuuluvad hul-
ka {0,1} ehk a,b on mingite hulkade karakteristlikud funktsioonid. Kuid karakte-
ristlike funktsioonide jaoks saame loikenormi definitsioonist, et (11) kehtib, seega
kehtib (11) ka koigi a, b korral. Fikseerides ajutiselt z, kasutades (11) ning leides

seejarel keskvéartuse iile z, saame naha, et

Eeexyev,zezlg(z,v)9(x, 2)9(y, 2) — §(x,y)g(x, 2)g(y, 2)]| =

|E.ez[Erexyey[9(z,y)g(x, 2)g(y, 2) — §(=,y)g(x, 2)g(y, 2)]]| < e.
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Analoogselt ka

E[g(z,y)g(x, 2)9(y, 2) — §(z,y)g(x, 2)g(y, 2)]| < €

ja
IE[g(z,9)g(z, 2)g(y, 2) — g(z,)d(x, 2)3(y, 2)]| < e.

Soovitud véite saame liites vorrandid kokku ja rakendades kolmnurga vorratust. [

Edasises kasutame korduvalt tuntud Cauchy-Schwarzi vorratust keskvéértuste jaoks:

Teoreem 6.2 (Cauchy-Schwarzi vorratus). Olgu X,Y C R loplikud hulgad ja f :
X 5 R,g:Y — R. Siis

Evex[f(2)’|Byey [9()?) = Eocxyey f(2)g(y)].

Erijuhul X = Y,f = g votab Cauchy-Schwarzi vorratus kuju Egqex[f(x)?] >

[Erex f(2)]? = Eppex f(2)f(z'), mida kasutame mitmes jirgnevas lemmas.

Lemma 6.3. Olgu v, g,§ kaalutud kolmealuselised graafid alustega X,Y, Z. Rahul-

dagu v 3-lineaarvormide tingimust ning kehtigu 0 < g < v ja 0 < g < 1. Siis

ExEX,yEY,z,z’EZ[(V(xa y) - 1)9(337 z)g(a:, Z’)g(y, Z)g(yv Z/)] = 0(1)

ning tingimus jidb kehtima, kui ihes voi rohkemas teguritest funktsioon g asendada

funktsiooniga §.

Toestus. Esmalt toestame juhu, kus igas liikmes on funktsioon g. Cauchy-Schwarzi
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vorratusest saame

( (
vz (Bl (v(2,y *1)9(56,2)9(56,2’)]) 9(y,2)9(y, 2")] By 2 [9(y, 2)9(y, )]
( ( 1/( )] Yy,2,2" [V(yv Z)V(yv Z/)]

3-lineaarvormide tingimuse pohjal on teine liige maksimaalselt 140(1), seega piisab

uurida vaid esimest tegurit. Rakendades taas Cauchy-Schwarzi vorratust, saame

By - o [(Ea[(v(2,y) = Dg(w, 2)g(z, ) v (y, 2)v(y, )]
= ‘E:Jc,x’,y,z,z/ [(I/(ZL', y) - 1)(”('7}/7 y) - 1)9(:6? Z)g(x? Z/)g(xla z)g($/7 Z/)V(yv Z)V(yv Z/)] ‘2
= |yt 2 [y (v, y) = (!, y) = Dy, 2wy, 29, 2)g(w, 2 )g ', 2)g (!, )|

< Eoat o [(By[(v(m,y) — V(w2 y) — Dy, 2)v(y, 2)])g(x, 2)g(x, 2 )g(a, 2)g(a’, 2)]
)

—~
—_

S Eg otz [(By[(v(,y) —

~—
—_

3-lineaarvormide tingimuse pohjal on teine liige 1 + o(1). Esimeses liitkmes saame

Ep ot oo [(By[(v(z,y) = D((a',y) = Dly, 2)v(y, 2)]) v(z, 2)v(e, 2 v, 2)v(a’, 2')]
= Eoor iy [(V(2,y) = D((2,y) = D(z,y) = D' y) = Dely, 2)v(y, 2)

vy, 2 vy, 2 v(x, 2)v(z, 2 v, 2)v(a, )],

kus parast sulgude avamist on 3-lineaarvormide tingimuse pohjal koik 16 liiget
1 4 o(1). Neist miinusmérgiga on need, kus tépselt 1 voi 3 sulust on valitud —1,

seega on neid kokku 8. Jarelikult taanduvad tiihed vélja ja uuritav liige on o(1).

Kui mones liikmes on g asemel g, siis toestus kulgeb identselt, kuid hindame funkt-
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g z g
Elg(z,2)g(x, 2")g(y, 2)9(y, 2')] = Elg'(x, y)g(z, 2)g(y, 2)]

Joonis 3: Loenduslemma juhu k£ = 3 toestuses kasutatud graafikonstrukt-
sioon.

siooni ¢ {ilalt mitte funktsiooniga v, vaid funktsiooniga 1. O

Lemmas 6.3 uurisime neljast servast koosnevate tsiiklite (edaspidi 4-tsiiklite) hulka
graafis: By, . [9(x,2)g9(x, 2)g(y, 2)g(y, 2')]. Defineerime abigraafi ¢': X x Y —
[0, 00) seosega ¢'(z,y) := E.[g(z, 2)g(y, 2’)]. Joonisel 3 on kujutatud graafi ¢'.

Osutub, et funktsioon ¢’ kiditub viga sarnaselt tokestatud funktsiooniga, mille koh-
ta oleme loenduslemma juba toestanud (lause 6.1). Teisisonu oleme asendanud
kolmealuselises graafis g ithe komplekti servi gxy sobivama komplekti servadega

J'xy - Defineerime analoogselt ka servad gy, ja ¢ ;.
Sonastame ja toestame niitid loenduslemma juhul k£ = 3:
Teoreem 6.4 (Loenduslemma juhul & = 3). Olgu v, g,§ kaalutud kolmealuselised

graafid alustega X,Y, Z. Rohuldagu v 3-lineaarvormide tingimust ning kehtigu 0 <

g<vja0<g<1 Kuillg—g|lg=o(1), siis

|Erexyey,ezl9(z,y)9(z, 2)9(y, 2) — §(z,9)3(x, 2)g(y, 2)]| = o(1). (12

Téestus. Toestame viite matemaatilise induktsiooniga graafi v selliste komponen-
tide vxy,vxz,vyz arvu [ suhtes, mis ei ole vordsed funktsiooniga 1. Kui I = 0
ehk v = 1, jareldub lausest 6.1 soovitud véide. Kui [ > 0, eeldame véite kehtimist

[ — 1 jaoks, samuti olgu (vajadusel téhiseid permuteerides) vxy # 1. Defineerime
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abigraafid v/, ¢',§': X x Y — [0, 00) seostega

V/(J},y) = EZ[V(xv Z)V(yv Z)],
g'(x,y) :=E.[g(z, 2)g(y, 2)],
J'(x,y) = E.[g(x, 2)g(y, 2)]

Olgugi et v/ ja ¢’ vaidrtused ei ole iilalt tokestatud iihega, tokestame neid ,,jouga®
ning néitame, et selle moju on piisavalt véike. Defineerime ¢}, := min{g¢’,1} ja

vy, := min{//, 1}. Esmalt ndeme, et

Elg(z,y)9(z, 2)9(y, 2) — §(z,y)g(z, 2)§(y, 2)] = Elgg’ — 3]

=Elg(¢' - §)] +El(g — 97, (13)

kus esimene keskvidrtus on leitud ile z € X,y € Y,z € Z ning iilejdanud iile
xz € X,y € Y (ka ilejddnud peatiikis votame keskvddrtusi ile x € X,y € Y,
kui ei ole mérgitud teisiti). Vorrandi (13) parema poole teine liige on E[(g(x,y) —
9(x,v))g(x, 2)§(y, )], mille absoluutvddrtus on analoogselt vorrandi (11) toesta-
miseks kasutatud arutluskiiguga maksimaalne, kui g rolli viimases kahes tegu-
ris votta mingid karakteristlikud funktsioonid. Seega on see liige maksimaalselt
lg = gllg = o(1).

Jaab hinnata vorrandi (13) parema poole esimest liiget. Cauchy-Schwarzi vorratu-

sest saame
(Elg(¢' — §)))* <Elg(¢' — §)*] Elg] < Elv(¢' — §')*] E[v]

= Eoy[v(2,y)(E:lg(@, 2)9(y, 2) — §(2, 2)§(y, 2)]))°] Eaylv(2,y)],
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kus 3-lineaarvormide tingimusest E, ,[v(z,y)] = 1+ o(1). Esimeses teguris saame

Eeylv(z,y)(B:[g(z, 2)9(y, 2) — §(, 2)3(y, 2)])°]

= Ez,y,z,z’ [V(CU, y) (g(ﬁ, Z)g(y’ Z) - g(l‘, Z)g(yv Z))(g($, Z/)g(yv Z/) - g(l‘, Z/)g(yv Z/))]’

kus avades sulud ja rakendades korduvalt lemmat 6.3 néeme, et see erineb vaid

o(1) vorra avaldisest

Eu . [(9(2, 2)g(y, 2) — §(x, 2)3(y, 2)) (g(x, 2")g(y, 2') — 9(x, 2" )3 (y, 2))]

= Boyl(E:[g(x, 2)9(y. 2) — G2, 2)3(y, 2)])*] = El(¢' — 7)*]. (14)

3-lineaarvormide tingimusest saame, et E[v/] = 1+ o(1) ja E[t"?] = 1 + o(1), seega

Cauchy-Schwarzi vorratusest saame
(E[lv —1]])* <E[(v' - 1)%] = o(1). (15)
Tahame néidata, et vorrandi (14) parem pool on o(1). Selleks paneme téhele, et
El(g' — ) =El(y' — 3)(¢' — gp)] +El(¢' = 3)(gh1 — )]- (16)
Kuna 0 < ¢’ < v/, siis
0< ¢ — gy =max{¢ — 1,0} <max{r — 1,0} < }1/ — 1‘ . (17)

Vorranditest (15) ja (17) ning tingimustest 0 < ¢ < v ja 0 < g < 1 saame, et

vorrandi (16) parema poole esimese liikme absoluutvadrtus on maksimaalselt
E[(/ 4+1) | = 1] = E[(V' — 1) |/ — 1|] + 2E[|/ — 1]] = o(1).

Jargmiseks toestame, et

|97 — 9l = o(1). (18)
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Selleks paneme téhele, et iga A C X, B C Y korral kehtib
Esyl(gn1 — 9) (@, 9)1a(@)15(y)] = E[(gh1 — §')1axs]

= E[(gﬁ\l - 9/)1A><B] + E[(g/ - gl)leB]-
Vaérrandite (17) ja (15) pohjal on esimese litkme absoluutvéédrtus maksimaalselt

E[|v' — 1|]] = o(1). Teise liikme saame {imber kirjutada kujul

Ex,y,z[leB(fEa y)g(l‘7 Z)g(ya Z) - 1A><B(I7 y)g(xa Z)g(ya Z)]

See on aga (12), kus oleme asendanud vxy, gxy, gxy vastavalt funktsioonidega 1,
laxs, laxp. Seega oleme vihendanud arvu [ ithe vorra ehk uuritav liige on o(1)

induktsiooni eelduse pohjal. See toestab vorduse (18).

Vérrandi (16) parema poole teise litkme saame lahti kirjutada kujul

El(g' — §) (g — §)] = Eld'gp] — Elg'd] — El7' ghi] + E[57]. (19)

Tdestame, et koik keskviidrtused (19) paremal poolel on E[(§")?]+0(1). Téepoolest,

Elg'g0] — BI(§)%] = By :lgh (2, 9)9(x, 2)g(y, 2) — (2, 9)d(x, 2)3(y, 2)]-

See on aga (12), kus oleme asendanud vxy,gxy,gxy funktsioonidega 1,gh;,J’

ning mis jallegi kehtib induktsiooni eelduse pohjal. Analoogselt on ka teised kesk-
vidrtused vorrandi (19) paremal pool E[(§')?] + o(1). Seega vorrandi (19) parem

pool on o(1), mis téestab soovitud viite. O

Niiiid sonastame ja toestame loenduslemma tldjuhu.

Teoreem 6.5 (Loenduslemma). Olgu v, g, § kaalutud k-aluselised hiipergraafid (kus
iga serv thendab k — 1 tippu) alustega X1, ..., Xy. Rahuldagu v k-lineaarvormide
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tingimust ning kehtigu 0 < g < v ja 0 < g < 1. Kui ||g — g||5 = o(1), siis

[Elg(z-1)g(z—2) - g(z—1) — g(z-1)g(z—2) --- gz &) = o(1). (20)

Toestus. Toestus on pea taielikult analoogne juhu k = 3 toestusega. Toestame
viite matemaatilise induktsiooniga graafi v selliste komponentide v_1, ..., v_g arvu
[ suhtes, mis ei ole vordsed funktsiooniga 1. Kui [ = 0 ehk v = 1, jareldub lause 6.1
otsesest iildistusest soovitud véide. Kui [ > 0, eeldame vaite kehtimist [ — 1 jaoks,

samuti olgu (vajadusel téhiseid permuteerides) v_; # 1.

Ka lemmal 6.3 leidub otsene iildistus, mille toestamiseks peame lihtsalt rohkem
kordi analoogselt rakendama Cauchy-Schwarzi vorratust. Jargmiseks defineerime

abigraafid v/, ¢', '+ X_1 — [0, 00) seostega

V(xo1) = Eppexy [V(z—2) - v(z_p)],
g'(x-1) =Egyex, [9(z—2) -~ glz_p)],

§(x-1) =Egyex, [§(z—2) -~ glz_p)].

Siis taandame analoogselt juhu k& = 3 toestusega vorduse (20) toestuse vorduse
(20) kujule, kus oleme asendanud funktsiooni v_; funktsiooniga 1, mis jareldub

seega induktsiooni eeldusest. Seega oleme loenduslemma téestanud. O
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7 Suhtelise Szemerédi teoreemi toestus

Selles peatiikis toestame tiheda mudeli teoreemi ja loenduslemma abil suhtelise

Szemerédi teoreemi.

Lemma 7.1. Rahuldagu v k-lineaarvormide tingimust. Siis |[v — 1|5, = o(1).

Toestus. Olgu iildisust kitsendamata ||v —1{|q; ; = [[v—g — 1f|5,_;. Siis l6ike-

normi definitsiooni (8) pohjal piisab néidata, et iga Aj,..., Ax_1 C Z?V_2 korral

Ew1,~--,$k71€ZN[(V(x17 s 7‘7316*1) - 1)1A1 ($_1) T lAk—l(xf(kfl))] = 0(1>'

Rakendades k—1 korda Cauchy-Schwarzi vorratust ning kasutades vorratust 14 < 1

saame, et
By e [ 1) = Dl (1) -1y ()]
= |Eay,oapo LAy, (T (5—1))
By [, ) = Dl (1) Ly (ool
< |Bay,mna[lap, (@—5-1))
B0 (oo = Dla (@) Lag (@)

2k72

W@, ) = D1ay (am1) - a2 ea)]
<...

k
(w1) (Wr—1) .
g E$§O)7x§1)v---7$§€0_)1,J?;cl_)l |:H H (V (xl vt 7xk._1 1

J=1lwe{o,1}k-1]

Avades viimases avaldises avaldises sulud ndeme, et iga liige on k-lineaarvormide
tingimuse tottu 1+ o(1), kusjuures iithed koonduvad, sest tépselt pooled litkmetest
(ehk k-2F~2 liiget) on miinusmérgiga. Seega on uuritav avaldis o(1), nagu soovitud.

O
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Suhtelise Szemerédi teoreemi toestus. Lemma 7.1 pohjal [[v — 1|5, _; = o(1). See-

ga tiheda mudeli teoreemi pohjal leidub (funktsioonide jada) f: Zy — [0, 1], nii et
—f = o(1).

= Aoy =

Defineerime j = 1,..., k korral lineaarvormid ;: X_; — Zy seosega

Tﬂj(.%'l,...,a}j_17$j+1,...,xk) = Z (]—l)l‘z
ielk]\}

Konstrueerime kaalutud k-aluselised hiipergraafid v, g, g seostega
voj(z_g) = v(i(e_y), g-jle_j) = f(i(z—)), G-j(z3) == FW(zy)).

Soovime toestada, et
lv—j —1o=v—1|og1 (21)
ja

lg—; = G—jllo=|If = f|

Ok—1, (22)

kus molemas vorrandis iga j korral vasak pool viitab hiipergraafi 16ikenormile (8)
ning parem pool hulgal Zy méadratud funktsioonide l16ikenormile (9). Teeme ar-
gumendi néitlikustamiseks esmalt vorrandi (22) toestuse labi juhul & = j = 4.

Vorrandi vasak pool on

E[(f - f)(3£€1 + 229 + $3)1A1 (.%'2, .%'3)1A2 ($1,£L’3)1A3(.%'1,x2)] ) (23)

sup
A1,A2,A3CZ3,

ja parem pool on

E[(f — f)(z1 + 22 + x3) 1, (72, 23)1 B, (21, 23) 1 By (21, 902)]‘ . (24)

sup
Bi1,Ba,B3CZ3;

Eeldades, et arvud N ja (k — 1)! on iihistegurita (selliseid arve on 16pmata palju,
millest meile piisab), saame muuta avaldised vordseks muutujavahetustega 3x; <>

1 ja 2x9 <> T2, mis el mojuta supreemumit, sest teineteisele vastavad ka hulgad
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B ja A= {(21‘2,.%’3) ’ (.%'2,.%3) S Bl}.

Valides arvude k ja j kohale midagi muud, muutuvad ainult r viartus loikenormis
ning lineaarvorm, mis on vorrandis (23) funktsiooni f — f argumendiks, kuid aval-
dised erinevad endiselt vaid muutujavahetuste poolest, mida saame alati teha, sest
koigi lineaarvormide koik kordajad on téisarvud vahemikus [—(k—1), (k—1)]. Toes-
tades vorrandit (21), asendub vaid (f — f) funktsioniga v — 1, muu j&ib identseks.

Seega oleme toestanud vorrandid (21) ja (22).

Niiiid jéreldub vorrandist (22), et |lg — gllo = ||f — fllok_1 = o(1). Siis jareldub

loenduslemmast (Teoreem 6.5), et

Eer..apezi [9-1(@-1) - g-k(@p)] = By oezn [9-1(z-1) -+ gor(z—p)] + o(1).
(25)
Kasutades g definitsiooni ja asendades x = ¥1(x_1) ja d = x1 + - -+ + x, néeme,

et eelmise vorrandi vasak pool votab kuju

By onezt [f@1(z-1)) - f(@r(@-k))] = Bagezy [f(2) f(z+d) - - f(z+(k=1)d)].

Teisendades analoogselt ka vorrandi (25) paremat poolt, votab ta kuju

Eq ez [f(2)f(z+d) - f(a+(k=1)d)] = Eqaezy [f () f(a+d) - - fa+(k=1)d)]+0(1),

mis on kaalutud Szemerédi teoreemi (Teoreem 4.4) pohjal ¢(k,d) — o(1), mida

tahtsimegi toestada. O
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8 Algarvude hulga tihe mudel

Selles peatiikis kasutame suhtelist Szemerédi teoreemi, et toestada Greeni-Tao teo-

reem.

Selleks kasutame von Mangoldti funktsiooni:

Definitsioon 8.1 (von Mangoldti funktsioon). Von Mangoldti funktsioon A : N —

R on defineeritud seosega

logp, kuin=pF kuspeP keN,
A(n) =

0, muidu.

Siin ja edaspidi méotleme log(n) all alati naturaallogaritmi.

Meil on vaja funktsioon v defineerida nii, et ta rahuldaks k-lineaarvormide tin-
gimust ehk oleks piisavalt ,,juhuslik”. Funktsiooni A(n) véiirtused jaotuvad aga
ebaiihtlaselt arvu n erinevate jadgiklasside vahel erinevate moodulite jargi. Naiteks
mooduli 2 jargi ndeme, et ainult iiks algarv (p = 2) on paaris ning koik iilejaénud

algarvud on paaritud.

Selliste kalduvuste eemaldamiseks kasutame W-meetodit. Rahuldagu w = w(N)
tingimust limy_. w = oo, kuid kasvagu w viga aeglaselt N suhtes. Siis saame
valtida funktsiooni védartuste ebaiihtlast jaotust moodulite p < w jargi, vottes

W .= Hpgw,pelP’p ning defineerides modifitseeritud von Mangoldti funktsiooni kujul

N W og(Wn + 1) kui Wn + 1 € P,
A(n) =

0 muidu.

Néitame, et kehtib tingimus



Selleks kasutame Dirichlet’ teoreemi:

Teoreem 8.2 (Dirichlet’ teoreem). Olgu m € N. m jddgiklassi hulgast modulo m
leidub @(m) jadagiklassis lopmata palju algarve. Algarvud on jaotatud nende vahel

thtlaselt: iga jadgiklassi a jaoks, kus leidub lopmata palju algarve, kehtib

S Am) = (1+o(1)——

n<N,nePneca Qp(m)

Summeerides funktsiooni A iile arvude 1 < n < N , katame dra“ koik algarvud

vahemikus [1, WN + 1], mis kuuluvad modulo W jaégiklassi 1. Seega

S am=2 s A = A o) ML - 1o,
n<N n<WN+1,n€Pnel (’D( )

nagu soovitud.

Hiljem vajame veel jirgmist lemmat funktsiooni A kohta:

Lemma 8.3. Iga naturaalarvu k >3 korral Y. A(n)* = o(N?).

%<n<N

Toestus. Piisavalt suure IV jaoks saame, et iihelt poolt
%log(WN) = log(VIVN) < log(@ +1) <log(Wn+1)
ning teiselt poolt
log(Wn+1) <log(W(N —1)+1) <log(WN),

seega téhistades C' = %, kehtib § log(WN) < A(n) < Clog(WN) iga T <n<

N jaoks, mille korral A(n) # 0.

Vérrandi (26) pohjal piisavalt suure N korral " A(n) < (1+ o(1))N < 2N.,
N<n<N
2 ~

mis koos vorratusega A(n) > € log(WN) tihendab, et funktsioonil A on mak-

simaalselt nullist erinevat vaartust. Et igaiiks neist on maksimaalselt

AN
Clog(WN)
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C'log(WN), saame et

Y A Cbg‘(];/m (Clog(WN))F = 4N (C'log(WN))*!

N<n<N

Kui W kasvab piisavalt aeglaselt, siis log(WN)*~1 = o(N), sest kirjutades N =
e W < e™ saame log(WN)k 1 — (2m)k*1, mis on m suhtes poliinoom, seega ta

on o(e"™) = o(N).

Sel juhul aga

Z K(n)k = (QCk_l)Nlog(WN)k—l — 0(N2),

[z
N
3
A
=

nagu soovitud. O

Samuti kasutame Mébiuse funktsiooni p(n), mille viirtus on (—1)!, kui n on [ > 0
paarikaupa erineva algarvu korrutis (nimetame selliseid arve n ruuduvabadeks) ning

0 muidu. Funktsioon p on seotud von Mangoldti funktsiooniga A seosega

Zu )log(n/d).

dn

Selle pohjal konstrueerime veel iihe alternatiivkuju von Mangoldti funktsiooni jaoks:

Definitsioon 8.4. Olgu R > 0 ning olgu x: R — [0, 1] pidevalt diferentseeruv, nii

et x(x) > 0 parajasti loigus = € [1, —1]. Defineerime funktsiooni A, r(n) seosega

log d
Ar(n) =log RS ju(d)x (lgg R) .
dn

Lause 8.5. Olgu pidevalt diferentseeruva x: R — [0,1] korral x(x) > 0 parajasti
loigus * € [1,—1]. Olgu m,t € N. Olgu 1,...,0Ym: Z' — 7 lineaarkujutused,
millest iikski ei ole teise kordne. Olgu R(N) = o(NY10™)Y ning w(N) piisavalt
aeglaselt kasvavad funktsioonid. Olgu W =[] . p. Olgu 0;,i = 1,...,m sellised

pSw
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lineaarkujutused, et 0;(x) = Wipy(z) + 1 igai = 1,...,m ja x € Z' korral. Olgu

B .= Hle I, kus iga hulk I; koosneb vihemalt RYO™ jdrjestikusest tdisarvust. Siis

1 m
Wey ogR> , (27)

Exen[Ayr(01(x))* - Ay m(0m(%))%] = (1+0(1)) ( A7)

kus

Cy = /000 ‘X'(ac)|2 dx.

Toestus. Toestuse suure mahu ja keeruliste suurushinnangute tottu toestame lause

eraldi jargmises peatiikis. O

Lause 8.6. Olgu pidevalt diferentseeruva x: R — [0, 1] jaoks x(0) = 1 ning x(x) >
. Kasvagu w(N)

19—k-3

0 parajasti siis, kui x € [1,—1]. Olgu k > 3 ja R := N¥~

piisavalt aeglaselt ning olgu W := Hpgwp. Siis defineerides v: Zn — [0, 00) seosega

W) A rWnt)? g N N
I/(n) — w cx log R 2 3 (28)

1 mutdu,
rahuldab v k-lineaarvormaide tingimust.

Toestus. Meil on vaja naidata, et kehtib vordus

Bz, [v(1(x)) -+ v(¥m(x))] = 1 4 o(1), (29)

kui 91, . .., ¥m, m < k271 on erinevad lineaarvormid k-lineaarvormide tingimuses.

Olgu Q = Q(N) aeglaselt kasvav funktsioon. Jaotame hulga Zy @ peaaegu vord-
seks vahemikuks ning t-dimensionaalse kuubi Z%; (edaspidi nimetame ¢-dimensionaalseid

risttahukaid kastideks) Q! kastiks jargnevalt:

! N N .
Buh..-,ut:H uja,(uj—}—l)a NZy | CZy, ul,...,utEZQ.

Jj=1
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Kuna kastide suurused on peaaegu vordsed, on vorrandi (29) vasak pool

BuyurezoBxeBuy, o, [V($1(X)) - v(¢0m(x))]] + o(1).

Nimetame kasti By, . ., heaks, kuiiga j = 1,...,m korral {¢;(x) : x € By, v}

on kas hulga [4,

N) C Zy alamhulk vdi ei oma sellega tihtegi iihist elementi.
Vastasel juhul iitleme, et kast on halb. Eeldame, et () kasvab N suhtes piisavalt
aeglaselt, et % > R10™ = o(N). Siis nieme lause 8.5 ja funktsiooni v definitsiooni

pohjal, et heade kastide jaoks kehtib vordus

BxeBu,, o, [V($1(X)) - - v(hm(x))] = 1+ o(1).

(W) Ay, r(Wn+1)2

Halbade kastide jaoks kasutame vorratust v(n) < 14 55 o log R Kasutades

seda vorratust keskvaartuse igas liikmes ning rakendades igale liikmele ka lauset

8.5, saame

ExeBuy, o [V(1(%)) - v(m(x))] < 27 +0(1) = O(1).

Et néidata, et heade ja halbade kastide kokkupanemisel on keskvéértus 1 + o(1),

on meil vaja naidata, et halbade kastide osakaal koigist kastidest on o(1).

Olgu By, ... 4, halb kast. Siis mingi lineaarvormi v;, i € {1,...,t} korral omab kasti

kujutis elemente nii hulgas [

5, N) kui ka viljaspool seda. Kuna 1; on pidev koigi

muutujate suhtes, peab seega leiduma x € H;zl[uj%, (uj + 1)%) C (R/NZ), nii
et 1;(x) =0 voi g

Defineerides y := %x, nieme et y € H;zl[uj,uj +1) C (R/QZ)* rahuldab kas
vordust ¥;(y) = 0 voi g Siis, kuna y koik koordinaadid erinevad vastavatest

koordinaatidest (u1,...,us) maksimaalselt 1 vorra ning v; kordajad ei soltu arvust

N, peab 9;(u1,...,u;) olema kas O(1) voi % + O(1).

Kuna ; on lineaarvorm, mis ei ole samaselt null, siis maksimaalne osakaal koordi-
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naatide korteeze (uy,...,ut) € ZZQ’ mis seda tingimust rahuldavad, on O(é) Seda
sellepérast, et fikseerides koik koordinaadid peale iihe (niiteks sellise, mille kor-
daja lineaarvormis on +1), on viimase koordinaadi jaoks @ valikut, millest O(1)

annavad sobiva lineaarvormi viirtuse.

Vottes tihendi tile ¢ = 1, ..., ¢, ndeme, et halbade kastide osakaal on maksimaalselt

t- O(%) = 0(1), kuna ¢ € N on fikseeritud ning @) valiku tottu limy_, é =0. O

Jargmise lause abil nditame peagi, et lauses 8.6 konstrueeritud funktsioon v toesti

rahuldab tingimust v > f.

Lause 8.7. Iga k > 3 jaoks leidub 6 > 0, nii et piisavalt suure N korral leidub
funktsioon v: Zy — [0,00), mis rahuldab k-lineaarvormide tingimust ning tingi-

must v(n) > 0pA(n) iga § <n < N korral.

Toestus. Olgu & = k*12*k*4c;1 ning olgu v defineeritud lause 8.6 pohjal. Piisab

niidata, et piisavalt suure N korral kehtib 6,A(n) < v(n) iga % < n < N jaoks.

Funktsiooni K(n) definitsiooni pohjal piisab kisitleda juhtu, kus Wn+1 on algarv,
sest mujal on K(n) = 0. Kui w kasvab piisavalt aeglaselt, siis piisavalt suure N

korral
logR =k~ '27F31og N > k127" 1 log(WN + 1) = ¢, 03 log(WN 4+ 1).

Kui Wn+1 > R on algarv, kehtib Ay r(Wn + 1) =log R, seega

e(W)logR
w Cy N

SA(n) = 5;680&/1/‘/‘/) log(Wn+1) < 5k80§4/m log(WN +1) < v(n),

nagu soovitud. O

Niiid saame dra toestada Greeni-Tao teoreemi:
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Greeni-Tao teoreemi toestus. Olgu f: Zn — [0,00) defineeritud seosega

SkA(n) kui ¥ <n <N,
f(n) = i

0 muidu,

kus J;, on lausest 8.7 périnev konstant. Vorrandi (26) pohjal

Yo ofm)y= D GAm)= D GAM) - ) GA(n) =

1<n<N N<n<N 1<n<N 1<n<¥

— (14 0(1))5uN — (1 + 0(1))5,% — (1/2+ 0(1))8,N.

See tdhendab, et piisavalt suure N korral Ef > %’“ Kuna lause 8.7 pohjal 0 <

f < v ning v rahuldab k-lineaarvormide tingimust, jéreldub suhtelisest Szemerédi

teoreemist § = 0y /3 jaoks , et
Elf(@)f(z+d)--- flz + (k= 1)d)] = c(k, o) — o(1). (30)

Lemmast 8.3 néeme, et tingimust d = 0 rahuldavate liikmete moju keskvaartusele
on 56,0(N?) = o(1). Seega piisavalt suure N korral leiduvad d # 0 ja z € [§, N),
nii et f(x)f(z+d)--- f(x+(k—1)d) > 0. Kuna funktsioon f omandab positiivseid
vaartusi ainult vahemikus [%, N), jéreldub lemmast 1.5, et arvud z,x +d, ...,z +
(k — 1)d moodustavad k-jada mitte ainult rithmas Zy, vaid ka hulgas Z. Seega
arvud (z + jd)W + 1, kus j = 0,...,k — 1, on algarvudest koosnev k-jada, mida

tahtsimegi toestada. O
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9 Suurushinnangud

Meil on jéaadnud toestada lause 8.5. Selleks on vaja mitmeid suurushinnanguid. Et
avaldised ei ldheks liiga keeruliseks, teeme esmalt toestuse pohiosa labi vaid ,pea-
liikme* jaoks ning néitame peatiiki teises pooles, et iilejadnud liikmed (n6 ,vealiik-

med*) tulemust ei mojuta.

Kirjutades vorrandi (27) vasakus pooles igal pool vilja funktsiooni A, r definit-

siooni, saame avaldise

om i log d; / log d
(log R) > H 1(d;)x <logR) p(d;)x <logR> ElLa,.a10;(x) vil-
d1,d} ey, dl, €N\ =1

(31)
Kuna p(d) = 0, kui d jagub mingi algarvu ruuduga, kisitleme ainult liikmeid,
kus arvud dy,d}, ..., dn,d,, on ruuduvabad. Kuna funktsiooni x positiivsed var-
tused asuvad 16igus [—1, 1], siis voime eeldada, et di,d,...,dn,d,, < R. Olgu
D := VUK(dy,d},...,dm,d,,). Kuna kasti B laius igas mootmes on vihemalt
RO™ yGime kisitleda tema suurimat voimalikku alamkasti B’ C B, mille laius
igas mootmes jagub arvuga D < R?™. Siis saame B’ jagada omakorda alamkas-
tideks mootmetega D x D x ... x D, millest igaiihes on keskvaartus sama, mis
keskvédrtus iile x € Z%). Samuti vektorite x € B\B’ osakaal kogu kastis B on

. 2m _
vaiksem kui m - % = O(R™®™M), seega

—Sm)‘

Exen(la;a10;x)vi] = Bxent [La;,d10;(x) vi] + O(R

Seega, kuna arvude dy,d,, ..., dny,d,, jaoks on maksimaalselt R?*™ valikut, voime
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hinnata avaldist (31) kui

w5 (T (25) (29

d1,d, e sdim dl €N \J=1

Eoent a;,a10,0) vil: (32)

kus viga on maksimaalselt O(R~%™ (log R)*™).

Soovime siin imber kirjutada avaldisi x (fggé). Selleks kasutame Fourier’ pooret

ning selle tuntud omadusi (Stein ja Shakarchi, 2011):

Definitsioon 9.1 (Fourier’ poore). Funktsiooni f : R — R Fourier’ péordeks

f R — C nimetame funktsiooni

fl6) = [ s e

Lause 9.2 (Fourier’ po6rde omadused). Olgu f : R — R ja f tema Fourier’ poore.

1. Funktsioon f avaldub tema Fourier’ péorde f kaudu vorrandiga
fla) = [ Fepeeas

2. Kui funktsioon f on pidevalt diferentseeruv ning omab nullist erinevaid vadr-
tusi vaid loplikus vahemikus, siis funktsiooni €® f(x) Fourier’ podre rahuldab

tingimust (e* f)(£) = Oc((1+1£))=4) iga A > 0 korral.

3. Kui funktsioon f on pidevalt diferentseeruv ning omab nullist erinevaid vddr-
tusi vaid loplikus vahemikus, siis funktsiooni f'(x) Fourier’ péére on f'(£) =

2mi £ (€).
Olgu h funktsiooni e”x(z) Fourier’ péore. Siis lause 9.2.1 pohjal
exta) = [ mee e
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Asendades sinna z = 1284

ning vorrandit algebraliselt teisendades saame

log R
logd _L+ig
— [ d eerp(E) de.
(12h) = [ a e de
Et kasutada seda integraali avaldises (32), piirame teda 16igule I = [— (log R)% , (log R)%]

Kuna y on pidevalt diferentseeruv ning omab nullist erinevaid vaartusi vaid vahemi-

kus [—1, 1], siis lause 9.2.2 pohjal nieme, et h(§) = O¢((1+]¢])~4) iga A > 0 korral.

Seega viga integreerimispiirkonna muutmisest on (A > 1 korral) maksimaalselt

A—1
2

2 [7 R dg<o(amn [T ai) ) =0 mrog T,
( Qa

log R)2 og R) 3

kus voime asendada % — A, kuna véide kehtib iga A > 0 korral. Seega

logd\ — LHig - ir _A
X<IOgR>—/Id h(€) dé + O(d™ =7 (log R)~4). (33)

Siis x(logd/log R) = O(d_ﬁ), sest vealiilkme jaoks jdreldub hinnang sellest, et

(log R)~4 = o(1) ning integraali jaoks sellest, et

[a g de <amm [nede = amroq),

1 1

Teeme iga 7 = 1,...,m korral muutujavahetused
1+ . , 1+ig
zj = ja z; = .
log R log R
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Vorrandi (33) pohjal saame niitid

TNCONC ) DR

Jj=1

m

+0O | (logR)™ H 10;3 . (34)

Niitid hindame (34) pohjal avaldist (32) (vealitkmeid uurime hiljem):

longm/ / > Eeery [l e vil

d1,d} i dy, EN

T wld))d; ™ u(dy)dy 7 (e () déjdes. (35)

Me voisime siin dra vahetada summa ja integraali, sest summas on vaid 16plik
arv nullist erinevaid liikmeid. Jagades niiiid arvud dy,d}, . .., dny, d,, avaldises (35)

algarvude korrutisteks, saame
33) = oz )" [ - [T [ Meme)asds. @0
Kus € = (61,€L, -+, &ms €y € I*™ niing

m
Ey(§) = Z Exezt 14,010 H )d;_zé'
di,d) el i €{1,p} Jj=1
Kui p < w, siis W definitsiooni pohjal iga j korral p 1 0;(x) = W1;(x) + 1, see-
ga E,(§) = 1. Kui p > w, siis keskvéartus on 1, kui koik arvud d],d; on iihed,
keskvéartus on %, kui djd;- = 1 iga j korral peale tépselt iihe (sest siis tapselt
% vektoritest x € Z; rahuldavad vajalikku jaguvust), ning iilejddnud juhtudel on
keskvadrtus maksimaalselt 1% (sest maksimaalselt 1% vektoritest x € Z:f, rahulda-

vad vajalikke jaguvusi) ning korrutise vaartus O(1), kusjuures vastavaid liidetavaid

summas on < 22" = O(1).
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Jarelikult juhul p > w
Ep€) =1-p 'Y (077 +p 5 —p 7H) + O(p72) = (1+ O(p~2))E)(€),

J=1

kus iga algarvu p korral

m T _ 1z
E;(Q::H(l pE) A —p )

11—
i 1_plzjzj

Kuid siis

-1
[1E©=T]a+oe e =0+0@ ) [[[E©| TIE©.

p>w PSW

Selle vorrandi paremal poolel esineb korrutis [, £,(€).

Asendades siin sisse £,(£) definitsiooni ning vahetades &dra korrutiste jérjekorra,
néeme, et meil tekib hulganisti korrutisi kujul [,(1 — p~*)7, kus s € R. See on

aga Riemanni dzeetafunktsioon

¢s) =l -p "

p

Me kasutame Riemanni dzeetafunktsiooni jargnevat omadust:

Lemma 9.3. Purkonnas Re s > 1 rahuldab Riemanni dzeetafunktsioon ( tingimust
((s) = (s =)+ 0(1),

eeldusel, et s —1 = O(1).
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Lemma 9.3 {itleb meile, et

HE;’@:[[C(l+zJ 1-|—z 1;[ ”" (38)

kus ~ tdhendab erinemist o(1) vorra. (Siin kasutame arvudena &;,&},...&m, &, € I

1| =0((log R)~7).)

arve |z1],|21], ..., |zml|, |2

Algarvude p < w jaoks saame kasutada hinnangut E;,(g) ~ (1 —p~H™, kuna

z;, 2 = o(1) nende definitsiooni pohjal.

J

Seega

m

[TE©~]]0- H Pl <CP(MV/V)>m. (39)

pPSW PSW PSW

Asendades vorrandid (37), (38) ja (39) vorrandisse (36), ndeme, et (vealiiget uurime

hiljem)

(36)%(logR)2m< ) / /

Niitid on veel vaja vaid hinnata integraali

(§)h(&) d&;dg;. (40)

Fj%; B (1 +4&)(1 +4&)) e e e
/ﬂ%+gw7@mws mR//2+MH€)<mmwm%-

Me tahame siin asendada integreerimispiirkonna I = [— (log R)l/ > (log R)l/ %] reaal-
teljega R. Kuna suure |¢| korral hidibub h seose h(€) = O¢((1 + |€])™4) jirgi, siis
analoogselt vorrandi (33) toestusega nideme, et integreerimispiirkonna vahetus mo-

jutab integraali vartust vaid O(log= R) vérra iga A > 0 korral.

Siis tahame néidata, et

(14+46)(1+1£) , , o0 A
//R 2+Z§—i—§’) h(f)h(ﬁ)dfdf —/0 ‘X( )| d - (41)
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Kasutades vordust

1

_ [T aviee ey
s R A

saame vorrandi (41) vasaku poole iimber kirjutada kujul

/Ooo (/R h(€)(1 4 i€)e~ (1) d§>2 dz.

Sulgudes olev avaldis on lausete 9.2.1 ja 9.2.3 pohjal —y/(z), seega tingimus (41)
on toestatud. Niilid, asendades vorrandi (41) vorrandisse (40), olemegi toestanud

lause 8.5, nagu soovitud.

Niitid hindame tépsemalt vealiikmeid varasemas arutluskiigus, et veenduda selle

korrektsuses.

Hinnang vorrandis (35). Meil on vaja hinnata avaldiste (35) ja (32) vahet ehk
avaldise (34) vealilkme moju avaldisele (32). Vottes igast litkmest absoluutviartuse

ja kasutades asjaolu, et u(d) # 0 parajasti siis, kui d on ruuduvaba, saame hinnangu

__1 _
(log > > (O(D " (log R)™)) Exezy (14, 11,00 vi]
d1,d} ey, dly, €N

1
< (log R)O(l)—A Z ExGZ’b[ldj,dﬂ@j(X) Vj](dldll e dmd;n) log R

1, ool
ruuduvabad
1
= (lOgR)O(l)—AH Z Exezy[La;.a)10,(x) il (didy - - dmd,) " B R

P di,d),...dm,dy €{1,p}

Keskviirtus Exeze [1dj7d;_|9j(x) vj] on 1, kui arvud d;, d; on koik iithed, ning muidu
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maksimaalselt %. Seega saame uuritavat avaldist iilalt piirata avaldisega

(log R)POAT] [14p7" 3 (did, - - dpd., ) R
p dy,dy,....dm,d,, €{1,p}
dyd...d,, #1

= (1og R)POATT (14 p71((p mem + 1) — 1))
p

< (og O] (1 - 1-tn)
p

1
_ O()-Ap(q o)
(log R) C(1+ og R) i

Seega avaldiste (35) ja (32) vahe on O((log R)°M~4), mis on piisavalt suure A

korral piisavalt véike.

Hinnang vorrandis (38). Kuna [§;],]&;| < (logR)%, siis jérelikult |z;], 25| =
O((log R)%) Seega
ﬁ C(L+ 2z + 25) _ ﬁ (% + z;-)_1 +0(1))
S A+ 2)C(+2) 20 (27 + O(1))(z~! + 0(1))
(1+0((1 R)—%))ﬁ %% (42)
= (0] .
s it z

Hinnang vorrandis (39). Kuna algarvude p < w jaoks |z|logp = O(1), siis
L=p™17% = 1—p~le 777 = 1-p~ (140(|2| log p)) = (1-p~ ") (1+0(|z| p~" logp)).

Jarelikult koigi p < w ja &1,&], ..., &m, &, € I korral

Ey(€) = (1+0 (10” )) (1-pym
p(log R)

N
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ning seega ka

Meo-(rro( ")) Mo o

p<w lOg R)

N|=

Hinnang vorrandis (40). Kasutades vorrandeid (37), (42) ja (43), néeme, et vor-

randi (40) poolte jagatis on 1+ O(Z + 0 wR)1 ) =14 o(1), eeldusel, et w kasvab
ogR)2
N suhtes piisavalt aeglaselt.
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