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1 Sissejuhatus

1.1 Meetodi phiidee

Loplike elementide meetod (LEM) on numbriline meetdiste diferentsiaarrandite lahen-
damiseks aproksimeerimisega.

Vaatluse all olevatifusikalist probleemi &sitlev(ad) diferentsiaabrrand(id) kehtivad eelduse
kohaselt terves kindlalt piiritletud 1- (1D), 2- (2Dpv3-modtmelises (3D) piirkonnas. LEM-i
iseloomustavaks tunnuseks on see, et otsitakisenldit mitte kogu piirkonda jaoks, vaid see
piirkond jaotatakse aksemateks ehloplikeks elementideks ja lahend aproksimeeritakse iga
elemendi jaoks. Isegi kui muutujatéartused vivad vaadeldava®plikus piirkonnas varieeru-
da mittelineaarselt, tehakse suhteligeffustatud eeldus, et iga elemendi piires muutuvad need
vaartused lineaarselt. Sellist elementide kogumit nim&ssddplike elementide &rgustikuks
(mesh. Igale elemendile valitud aproksimatsiodiibile saadakse vastuseks selle elemendi
kaitumine. Igal elemendil teostatav aproksimatsioon ortedigielt lihtne. Kui l0igi elemen-
tide reaktsioon on teada, pannakse need teatud reefigiekpkku, Wdoimaldades nii arvutada
keha kui terviku ligikaudse reaktsiooni.

Aproksimatsioon on tavaliselt pihomiaalne, olles tegelikult teatud sorti interpolatsiabe
elemendi, kusjuures eeldatakse, et muut@arwsed on elemendi kindlates punktides teada.
Neid punkte nimetataks@knpunktideks ja tihti asuvad need iga elemendi piirkp§et viisi,
kuidas muutuja muudab omaartust \Brepunktist @repunkti, \Aljendatakse spetsiifilise ap-
roksimatsiooniga, misdib olla lineaarne, ruutuvus, kuup8ltuvus jne.

Muutuja ligikaudne @artus on teada kogu elemendi piires, kui see on tedudaMmedes,
mis nitd saavad probleemi tundmatuteks suurusteks. Aproksooaimeetodil pole siinko-
hal mingit mdju. Sel viisil asendatakse originaalse probleemi estédilgdhimotteliselt Bpmatu
hulk tundmatuid (pidev issteem) ehk vabadusastmetpliku arvu tundmatutega (diskreetne
siisteem).Uldiselt kehtib reegel, et mida rohkem tundmatuid, segzsém on ligikaudne la-
hend. Muutuja @artused dredlimedes saadaksérrandite sisteemi lahendeist. Kuna tavali-
selt DImab selline @steem sadu ja tuhandeid tundmatuid, sikub LEM suuresti kasutada
olevast arvutusdimsusest.

LEM-i vOib kohaldada suvalise diferentsia@tkandi ligikaudse lahendi saamiseks. Kuna mee-
tod on numbriline, siis ¥ib seda rakendadauga erinevateliisikalistele probleemidele. Nen-
deks \oivad olla raiteks soojusjuhtivus, elastset@liide vaane, diffusioon, phjavee voolami-
ne, 1D, 2D ja 3D kehade, kaasa arvatud tala ja plaadi elaaisenkise analis. Meetodit @ib
kohaldada ka suvalise kujuga ja suvalisest materjalistlieeh

1.2 Ajalugu ja areng

Nii vara nagu 1851 tehti esimene pinna jagamine kolmnurkagie kirjutati IOplike vahede
avaldis kogu diskreeditud piirkonna kohta. Seda tehtegsllet tuletada ruumis kinnisékera-

ga piiratud ala minimaalse pinna diferentsig@ahandid [10]. 1906. aastast hakatarkama,

et regulaarne kangide kogunaikub lahedaselt isotroopsele elastsele kehale. 1941 avaldati
t60 [11], milles rakendati &stituntud raamstruktuuride afiabi meetodit tasandi elastsus- ja
plaadipikusprobleemidele. Kuigi seda meetodit ei saa rakendagdise kujuga kehadele®ib

seda pidadadplike elementide anailisi (LEA) eelkaijaks.



LEM oma praegusel kujul gineb Courant’ 1943. aastadist, mis suuliselt kanti ette juba
1941 Ameerika Matemaatikaseltsis [12]. Courant jag@ssa Wlli jaikuse ndaramiseks sel-
le ristldike kolmnurkadeks ja interpoleeris pingefunktsiogrineaarselt Kigis kolmnurkades
nende Wrgusilmades olevatg vaartuste argi. Courant rarkis, et meetod @maldab laialdast
uldistamist, millega kaasneb suur paindlikkus ja arvestptaktiline \artus. Siiski ei ilmunud
praktilised rakendused enne, kui aeronautikainsenesusié meetodit arendam&etraoliselt
Courant’ Bbost mitteteadlikud olles.

1950-tel tegi narkimisvaarseid edusamme aeronautid@tus. USA-s leiti, et tavalised ana-
luUsimeetodid pole adekvaatsedikese Krguse ja laiuse suhtega tiibbade arvutamiseks, sestap
kavandas Turner kolmenodelise kolmnurkelemendi tivapimudeleerimiseks [13]. Sama tegi
Taig Inglismaal [14]. Saksamaal lisas Argyris LEApmMOtted maartriksarvutusidsitlevate
artiklite kogumisse [15]. Detaile leiab veel viidetest {1®].

“L Opliku elemendi” ndiste bi Clough 1960. Varsti @rast seda arendati suureattl intuitsioo-

nile fuusikalistele argumentidele tuginededja suur hulk uusi elemente pingeadiiisdi jaoks.
1963 sai LEA tunnustuse akadeemilises maailmas, kui selfgsara klassikalise Rayleigh-
Ritzi aproksimatsioonitehnikéiks vorme. Sellega omandas LEA tugeva matemaatilise baasi
olemaks laialt kasutatav meetod, mitte enam eritrikk pamgéitsis. 1965 ilmusid artiklid, mil-

les LEA-d kasutati soojusjuhtivuse ja immitseva voolusemisel. Uldotstarbelised LEA arvu-
tiporgrammid ilmusid 1960-tépus ja 1970-te alguses. Alates 19708ust, mil LEA tarkvara
hakkas kasutama arvutigraafika suurenevat judlust, miuEAspiisavalt ligittmbavaks reaal-
sete probleemide lahendamiseks. Kuni selle ajani oli nte@iidiksluine, et seda rakendati vaid
juba olemasolevate struktuuride kontrollik&ivabikukkunud struktuuride uurimiseks. Kuna
praktiline LEA Dltub otseselt arvutué¥msusest, siis pole juhus, et arvutustehnika ja program-
meerimiskeelte areng kulgefsikies varasema LEA arenguga. 1967 ilmus esimene LEA-d
kasitlev raamat [20].

1.3 Kasutamiswimalused

LEM-i kasutuswimalused on kirjeldamatult mitmekesised. Oma algusasgaetonatikast ja
kosmoseiostusest tiivad alla saanuna, adopteeriti meetod kiisgsstusmehaanika ja pideva
keskkonna mehaanika poolérgnesid rakendused Laplace’i ja Poissodirandite lahenda-
miseks. Rrast seda, kui B. A. Szaba, G. C. Lee 1969 ja O. C. Zienkevicz baitasid ja
toestasid, et meetodist tekkivaidrvandeid saab vaadelda Galerkini ghimruutude meetodi
erijuhuna, siis kadusid igasugused takistused LEMi kasisteks suvaliste diferentsiadéiran-
dite lahendamiseks.

Olgu siin loetletud mned valdkonnad neist paljudest, kus LEM-i kasutatakse:

tahkise-, ehitus- ja struktuurimehhaanika;

elektromagnetism ja elektrotehnika;

soojusilekanne;

akustika;

difusioon;

vedelike voolamine;



geoloogia;

keemilised reaktsioonid ja keemiatehnika;

mikroelektromehaanilisedisteemid (MEMS);

autobostus;

bio- ja meditsiinitehnika.

Tihtilugu on need valdkonnadksteisegadbi pdimunud, nii etiiks valdkond @ib olla mit-
me teise valdkonna alamosaksaitéks autaiostus ei saabi ei struktuurimehaanika ega soo-
justilekandeta.

1.3.1 Tahkise-, ehitus- ja struktuurimehaanika

LEM adopteeriti kahtlematadige kiiremini ja loige valutumalt tahkise-, ehitus- ja struktuu-
rimheaanikas. Ehitiste kontruktsioonid, talad, sillaifygddhkujad — ik need sisaldavad hul-
galiselt probleeme, mida saab LEM-i abil laialdaselt lateata. Probleemide loetel@imab
elastsust, plaatide ja kestade aiiai, kontiinumi vibratsioone (om@wnkesagedused ja nende
moodide kujud) [7], pingeid,dhkusid ja surveid.

1.3.2 Elektromagnetism ja elektrotehnika

LEM-i saab edukalt kasutada suurte elektrivoolu generatriturbiinide ja voolu muundavate
trafode simuleerimisel [21]. See on vajali&iteks magnet- ja elektri@lja jaotuse uurimiseks, et
trafo diain oleks @imalikult bkonoomne ja ohutu. Simulatsioonidega saaljavselgitada, kui
suuri koormusi materjalid taluvad, €thilodki ei toimuks, mis Wiks viia suurte kahjustusteni.

1.3.3 Autotbostus

Autotdostus filab saavutadaha paremaid tulemusi mitmes valdkonnas nagu massi minimee
rimine, autolldise toimimise parendamine ja tugevuse suurendamineesuohutus, vastupi-
davus ja kestvusijkonoomsus. Praktiliseltdik autos olevad issteemid saavad FEM-ist kasu
ligata, alates mootorist jaekandest kuni rataste, kolbide jt. detailidendiMalik on simulee-
rida naiteksdhuvoolu nddda auto kere ehk siis auto aetméamikat [4].

1.3.4 Soojusjuhtivus

Uldise soojusjuhtivusprobleemiaiteks on gaasturbiinmootor, milles temperatuuitsevad
vaga lorgele ja ndningaid sisedetaile tuleb jahutada edub@tagamiseks. Tavaliselt oropr-
leva osa kljes olevatel labadel sooned, millesse juhitakse labatghiseks jahedamétku.
Loplike elementide mudelit kasutatakse soonte arvu, sajeauasukoha @aramiseks, et laba
jahutamine oleks efektiivne.

1.3.5 Vedelike voolamine

Ideaalse vedeliku keerisevaba voolamist uuritakse dabtelaialdaselt, sest sellest aiiasist
saadakse infot voolu kohtamber nurkadéjle kalabkete, &bi konstruktsioonide jamber tiiba-

de. ldeaalne keerisevaba voolamine ahdndus, mis eeldab, et vedeliku ja pinna vahel pole
hoordumist ja et likumise ajal ei toimu vedelikuosakestépemist \bi moonutusi.



Vee voolamist maa see®ib samuti Ahendada keerisevaba voolamisedzhj&vee voolamise
analiiis on oluline regionaalplaneerimisel, sest sellé#ub asumite veevarustus. Samuti on
sellel analiusil oluline roll uurimaks vee voolamisébi tammide ja nende alt ning valgumist
kanalisatsiooni [7]. Voolamised, mida saab LEM abil sinenida, \0ivad olla ka keeriselised,
viskoossed ja kokkusurutud. Voolamis ja vedelikke iselastavad suuruseddwad uUksteist
mdjutada, viies nii keeruliste mittelineeaarse@@randiteni.

Omaette valdkonna moodustab magnétiredinaamika, mis tegeleb magnalja olemasolul
ulimalt juhtivate vedelike voolamistega. Selline lilkkumeigenereerib elektrivoolu, mis muudab
magnetalja ja hairitud vali omakorda tekitab mehaanilis&y, mis ndjutab voolulja [8].

1.3.6 Akustika

LEM:-i abil saab lahendada selliseid probleeme nagu laikerhine madalas vees ja akustilised
vibratsioonid suletud ruumides [7].
1.4 Eelised

LEM-i kasutamine ondnafaeval \aga laialdane ja oma osa on selles kindlasti meetodi ezliste
teiste numbriliste meetodite ees [2]:

e meetodi iseloomustab mitmilgsus ja paindlikkus probleemi defineerimisel,

e meetodi saab rakendada pedaEkkdele valjaprobleemidele, @iimates teiste seas soojus-
juhtivust, ©hu- ja pingeandlisi, magenet@lja probleeme jne.

e puuduvad geomeetrilised piirangud, nadéndab seda, et uuritav objekiily olla suva-
lise kujuga;

e aaretingimused pole piiratud, needivad olla katkevad ja mittestandardsed;

e Uhe ja sama objekti piiresdib olla piirkondi, millel on erinevadifusikalised omadused
ning kaitumine ja matemaatiline kirjeldus. Nii saab simuleekéaasid, mis koosnevad
mitmest erinevast materjalist javdetailist;

o |Oplike elementide moodustata@rgustik sarnaneb tegelikule kehal@ piirkonnale;
e aproksimatsiooni saab kergesti parandada meshi muutanmaggks selliselt, et suurema
gradiendiga piirkondadesse lisatakse rohkem elemente.
1.5 Puudused

Sarnaselt teiste arvutusmeetoditega, pole ka LEM vabaystest. Olgu siin f@ningad neist
nimetatud [22]:

e meetodi puudused on peamiselt seotud sellega, et arvuadteon suur ja arvutused on
keerukad; peamised piirid seab kasutatav arvi@mssus ning arvutuste keerukusuab
ka keerukate programmide koostamist;

e arvutused on mahukad nii vajatava protsessadjuse kui ka kasutatavaatu- ja salves-
tushulga poolest;
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e meetod Wib olla tpriski ebaefektiivne, kui tuleb diskreetiddisuur ruumala Grreldes
kogupindalaga;

¢ lahendi diferentseerimine, et saad#j&, annab numbriliselt kehva tulemuse; nt. mag-
netvalja tihedusaB leidmiseks tuleb arvutada vektorpotentsiaaliootor. Sel ajal, kuA
graafikud on siledad, oB graafikutes diferentseerimiséttu katkevused;
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2 Diskreetimine

2.1 \ork

LEM-i Uks @hikontseptsioone on matemaatilise mudeli jaganiksteisest eraldatud ja mitte-
kattuvateks lihtsa geomeetriaga komponentideks, midetaitaksedplikeks elementideks ehk
elementideks.

Uks esimesi samme LEA-s on valida elementidigptja sellele vastavark. Selleks pole ole-
mas fikseeritud reegleid. On selge, et antud elemaindiikorral kasvabdpsus elemendi suuru-
se ehenemiselUldiselt kasutatakseaikesi elemente piirkondades, kus tundmatu funktsioon,
naiteks temperatuur muutub tormakalt. Kuid see pole ainakikas elemendi suuruse jaiibi
valimisel. Iga analus blmab teatud ressursside kasutamist, olgu selleks sigsu@hoojoud.
Kuigi putieldakse maksimaalsediise lahendi poole, ei pea see olema suurem vajalikisteM
de probleemide korral on vajalik detailne info isegi lolsmést piirkondadest, samas teiste
probleemide korral ®ib piirduda ainultisnaildiste ja esmaste trendidega tervikditkmisest.
Enamgi veel, mined probleemid sisaldavad lihtsustusi juba iseenda te@onis. Sestap tuleb
valida tulemuste usaldu&arsuse ja kulukuse seisukohast optimaalne elemeritigeja Vork.
Tihti alustatakse lihtsadblike elementide mudeliga, mis on aluseks hilisematetkessema-
tele ja Bpsematele mudelitele.

Koik 16plikud elemendid phinevad tundmatute fuktsioonide suhteliselt lihtsatdlipomiaal-

setel interpolatsioonidel elemendi piires. Antud elemindbi jaoks Bhendab see seda, et mida
vaiksem element, seda suureapsus. Kuid see eeldab ka seda, et elemendi iga dimensioon
peab olema nii &ike kui WWimalik — mitte ainult suurus, vaid ka elemendi kuju on aleli

Elemendi suurima jadikseima nddtme suhet nimetatakse kuvasuhtekspect ratig ja heas
IBplike elementide drgus on seedimalikult lahedane 1-le.

Et saada efektiivne lahendusskeem, soovitakse kasutduzm elemente piirkondades, kus
tundmatu funktsioon muutub aeglaselt ja rohkem elemeratie lsgs muutused on kiired.

Arvutusefektiivsusedstmiseks tuleks maksimaalséita kasutadaisnmeetriaomadusi. (fn-
meetria ei Blma seejuures mitte ainult geomeetriat, vaid ka rakembkdormusi ja materjali
omadusi.

2.2 Elementide parameetrid

Elemenditiipidele wib omistada lokaalseid omadusksteisest &ltumatult. See ®imaldab
modulaarsete elemendibaaside moodustamist. Indivisei®hlelementidel orajgmised para-
meetrid:

Iseloomulik dimensionaalsus.Elemendid wivad olla 1-, 2- vi 3-mdotmelised. Dinaamilises
analilisis on aeg lisafdtmeks. Eksisteerivad ka spetsiaalsed elemendid, milie! ¢i-
mensiooni, Aiteks kokkusurutud vedrud, punktmassid, punktsoojiksalljne.

SOImpunktid. Igal elemendil on kogum iseloomulikke punkte, mida nimatae 8Impunkti-
deks ehk @dre®lmedeks. Nendel on kaks otstarvet: defineerida elemermingetria ja
vabadusastmete arv. Tavaliselt asuvad nad elemendi regkdicbtstes. Niinimetatud ra-
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fineeritud \0i kdrgemat@rku elementide@mpunktid \divad asuda ka servadeljlgedel,
tahkudel ja wimalik, et ka elemendi sees.

Geomeetria. Elemendi geomeetria defineeriblspunktide asetus. Praktiliselt kasutatavate
elementide geomeetria on suuremas osas suhteliselt.libihelemendid on tavaliselt
sirgldigud \WOi nende Kverad segmendid. 2D elemendid on kolmnurk&enelinurkse
kujuga. 3D elementidest on tavalisimad tetraheeder, peptéer (kiilud ja prismad) ja
heksaheedrid (kuboidid ehk “tellised”).

Vabadusastmete arv.Vabadusastmete arv (VAA) @aratleb elemendi oleku. Samuti on nende
ulesandeks on ollahendusdlliks kilgnevate elementide vahel. VAA on defineeritud kui
primaanalja vaartused (ja Gimaluse korral ka tuletisedpbnpunktides. Bhikriteeriu-
miks VAA valikul on pdhimuutuja olemus matemaatilises mudelis. Mehaanileabt-
mentide jaoks on@himuutujaks nihkegli ja paljude, aga mittedigi elementide VAA on
nihkekomponentide andémpunktides.

Vorestimede pud. Vorelimedes on alati olemasdyd, mis vastavadksiheselt vabadusast-
mete arvule. Mehaanilistes elementides on see vastaviuglsazergia kaudu.

Olemuslikud parameetrid. Mehaanikaliste elementide korral on nendeks seosed, mps-ki
davad materjali omadusi.&iteks lineaarse elastse kangi korral on piisav, kui ondantu
elastsuskoefitsient E ja termiline paisumiskoefitsient

Koosteparameetrid. Mehaanikaliste elementide korral on nendeks parameaetigtulenevad
elemendi dimensionaalsusestibleteks on kangi, tala jadli ristldike omadused, samuti
plaadi \0i kesta paksus.

2.3 Elementide liigitus
Loplikke elemente @ib liigitada jargmiste tunnustejgi:
1. geomeetria:

o 1D;
e 2D;
e 3D;

2. interpolatsioonifunktsiooniitip:

e polinoom;
e Lagrange’i polinoom;
e Hermite’i poliunoomid;

3. elementide koordinaadid:

e ristkoordinaadid;
e |lokaalkoordinaadid;

4. maaratud muutujate valik8medes:

e Lagrange’i perekond;
e Hermite'i perekond.
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Joonis 2.1: 1D piirkonna jaotamine elementideks

2.4 1D elemendid
2.4.1 Piirkonna jagamine lineaarelementideks
Lineaarelementi kasutataksaiteks WDBrrandi
d2
D—gZS +Q =0 (2.2)

dx?

ligikaudse lahendi saamiseks.

1D piirkond on joone segment ja selle jagamine alampiirkateks vi elementideks on suhte-
liselt sirgjooneline. Joone segment jagatakgeemateksdikudeks slmede abil (joonisel 2.1
). S0lmed nummerdatakse tavaliselt paremalt vasemale nagendidki, kusjuures viimaste
numbrid kirjutatakse paremale arusaamise huvides sutg&dkenede paigutamiseks ondmin-
gad reeglid:

1. DImed tuleks viiailksteisele dhemale piirkondades, kus tundmatu parameeter muutub
kiiresti ja Uksteisest lahku seal, kus tundmatu suurus on suhtelizedt&ntne;

2. asetada®m sellesse kohta, kus koefitsient D §a@ vorrandis (2.1) muutuvad astme-
liselt;

3. asetada®m sellesse kohta, kus vajatakse muuthjp@artust \orrandis (2.1) .

Esimene reegel eeldab, et kasutaja tidatie-teist sellest, kuidas tundmatu suurdiks kaituda.
Teine reegel muudab parameetréida () sisaldavate integraalide arvutamise lihtsamaks.

2.4.2 Lineaarelement

Muutujat¢ 1D elemendil&dhendav palnoom on kujul:
¢ =a;+ asr + asx® + agx® + - (2.2)

vOI
¢ = a1+ aj1a" (2.3)
kusi = 1 on lineaarvariatsioon,= 2 ruutvariatsioon jne g, a, jne. on konstandid.
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Joonis 2.2: 1D lineaarelement

Lineaarelement on [oik pikkusegal ja kahe 8lmega,ilks kummaskis otsas (joonis 2.2 ).
SOImi tahistatakse ja j-ga ning tundmatu suurus@artusi imedesd; ja ¢;-ga. Koor-
dinaadistiku nullpunkt on@mesti vasemal.

Parameetep* muutub $lmede vahel lineaarselt ja
¢ =ay + asx (2.4)
Koefitsiendida, ja a; saab leida@mtingimustest

o =P; kohal =z = X;

6—®, kohal z— X, (2:5)
et moodustadadrrandite paar:
q)i = + (IgXi
qu =ai + CZQXj (26)
millest saadakse
a4y = DX~ X;
27X
Asendades@rrandi (2.7) @wrrandisse (2.4) , saadakse
Xj — X Tr — Xz
= ®d, D 2.8
o= (S e (S @.8)

milles X; — X, on asendatud pikkuseda

Vorrand (2.8) on standardngdlike lementide kuju. 8imvaartused on korrutatud-i lineaar-
funktsioonidega, mida nimetatakse kujwiwnterpolatsioonifunktsioonideks N (indek&itab
sdlme, millega konkreetne kujufunktsioon on seotud). Kahistada
Xj — X . Tr — XZ

N, =

N, =
L L

(2.9)
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Joonis 2.3: Lineaarsed kujufunktsioonid ja V;

Vorrand (2.8) teisendub kujule
¢ = N;®; + N;®; (2.10)

jaka
¢ = [N|{®} (2.11)

kus[N] = [N; N,| on kujufunktsioonide reavektor ja

@-{3 )

on veeruvektor, mis sisaldab elementidénsede Bdartusi.

Moningaid kujufunktsioonide omadusi:
1. Igal kujufunktsioonil on #artus 1 enda@mes ja 0 teistesdmedes.
2. Kahe kujufunktsiooni summa on 1.

3. Kujufunktsioonid on alati sedasamipi polinoomid, mis esialgne interpolatsioofiiv
randki.

4. Kujufunktsioonide tuletised jargi annavad summaks 0.

Lineaarsed kujufunktsioonid on joonisel 2.3 .

2.4.3 MNaide

1D lineaarelementi kasutatakse temperatuurijaotiilseridamiseks radiaatoris. Laheréitab,

et temperatuur@medes ja j on vastavalt 120C ja 90 C. Maarata temperatuur 4 cm kaugusel
nullpunktist ja temperatuurigradient elemendi se@m®&di ja j on 1.5 ja 6 cm kaugusel null-
punktist joonisel 2.4 .

Temperatuur elemendi sees on antddandiga (2.8) . Elementide andmed on:
X, = 1.5em X; = 6.0cm

d, = 120°C ¢; =90°C
r = 4.0cm L =45em
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Joonis 2.4: Midisprobleemi&imvaartused

Asendamisel saadakse
¢ = () 120+ (4752) 90

¢ =103.3°C
Temperatuurigradient orovrandi (2.8) tuletis:
dp &, —P;
I 2.12
dx L ( )

Asendades@mvaartused, saadakse

do (90— 120 )

2.4.4 Tukati sile pidev vorrand

1D piirkonna tikati sileda pideva@randi saab mitme lineaawandiihendamisel. Iga neist
vorrandeist @ib anda kujul
¢ = N9, + N9, (2.13)
kus " "
N 2 TE e T A
! X, — X J X, - X;
Ulaindeks(e) elementide hulka. Protsesspletamiseks tuleb anda iga elemdi jadlgedq, j
ja e vaartused, mis saadaksérgust. Im i on elemendi vasakpoolserdls. Elemendiinfo
vOrgu jaoks joonisel 2.1 on

(2.14)

g b~ W N

A WN PR O®
DwN R —

Vorrand iga elemendi jaoks joonisel 2.1 on

oM = NV, + NV b,

69 = NPo, + N, 2.15
3 _ NG (3) (2.15)

o = NV, + NV,
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Joonis 2.5: 1D ruutelement

Siinkohal tuleb rarkida, etN{" ja N{” on erinevad &rrandid, ehkki nad Bimavad &lme 2.
Vorrandid nende kahe suuruse jaoks on

O l‘—Xl

N _ (2)_ Xg—.fll'
2 X5 — X

NB —
2 X3 — Xy

Vorrand (2.15) on meldudiksiku elemendi jaoks ega ole rakendat@jaspool elementi.
Esimene @rrand oleks korrektsel kujul

oW =NV, + NV, X, <z<X,
Vaiksel kokkuleppelgetakser-i piirkond ara.

Vorranditega (2.11) ja (2.13) on saadud formulatsioon, ma¢dab elemendi kujufunkt-
siooni kaudu toimiva geomeetriadju fulsikalise suuruseddmvaartuste kaudu toimivaifisika
mdjust. Siit argneb, et kohe, kui elemendi geomeetria on teada, saabddbhealdada elemen-
di kujufunktsioonid. See oluline omadus ahine loigile Ioplike elementideiiiipidele ja see
hdlbustab oluliselt meetodi kasutamist arvutil.

2.4.5 Ruutelement

Lihtsa lineaarse 1D elemendi asemeb@kergesti konstrueerida elemendi, kakéndusfunkt-
sioon sisaldab&rgemat @rku liikmeid. Ruuthhendus on kujul:

¢ = ar + arx + azz’® (2.16)

Element sisaldabiiiid kolme $Impunkti (joonisel 2.5). Et tagada muutuja pidevus naglieer
mentidega, asuvad kak8lme elemendi rdlemas otsas ja kolmas asub suvaliselt nende vahel.
Praktikas paigutatakse see tavaliselt elemendi keskele.

Olgu VBrrand (2.16) kujul ~
¢ = [N[{a} (2.17)
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kus

IN] =1 x 7%; {a} = |: a; ] (2.18)

as

Koefitsientidea,, (n = 1,2, 3) avaldamiseks tingimustest= ®; kohalx = X; (i = i,75, k)
saadaksedrrandid:

Q; = a1 + ax X; + az X}

(I)j =ay + QQX]' + (13)(]2

D = a1 + ax Xy + agX,g

{cbl-] 1 X Xf][all
o | =1 X; X7 as
Dy, 1 Xy X7 as
ehk

{®} = C{a} (2.19)
Siit jargneb, et

{a} =C'{®} (2.20)
ja selle asendamisebwandisse (2.17)

¢ = [NJC'{®} (2.21)
ehk

¢ = [N{®} (2.22)

Valides;j = 1, saab arvutada
detC = 1(X;X?— XkX]?) — (X, X7 — X X?) + 1(XiXJ2 - X;X?)
= X;Xip( Xy — X;) — Xi X0 (Xi — Xo) + X, X;(X; — X))
Joonis 2.5 annab
detC = %(Xij —2X + i X+ k+ X, X +j) = g[Xk(Xj - Xi) + Xi(X; — X3)]

2 3
- Ls-xy) = Foa-x) =&

5 X; X, —2X; X, XiX;
Cc!l= 7 —(X;+Xp) 2(Xi+ X)) —(Xi+Xj) (2.23)
1 —2 1
Asendades avaldised (2.18) ja (2.23) avaldisse (2.22)
IN] = [N9 N N (2.24)
kus
N = (e = Xj) (e = Xi)
N](e) = —%(l‘ — XZ)<£C — Xk) (225)
N = 2z — X)) (2 — X;)
Gradient 6 dN]
— = —{®} = [B{P 2.26
=S e} = [B{®) (2.26)
kus
dN© AN aN©@] 2

(2.27)
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Joonis 2.6: (a) Lineaarelement; (b) ruutelement
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Joonis 2.7: Kuupelement

2.4.6 Kuup- ja neljandat jarku elemendid - Lagrange’i interpolatsioon

Kuupelementi @ib lahendadagrgmiselt:
b = ay + asx + azx’® + asx® (2.28)

Kui lineaarelemendi jaoks on maatriksSipodrdmaatriksi leidmine suhteliselt lihtne, siis ruute-
lemendi korral on see juba kohmakas ja kuupelemendi koeelbvkeeulisem. Siiski on olemas
uldine tehnika,&nu millele saab elemendi kujufunktsioonid otse kirja @ann

Esmalt seatakse siss@mede lokaalne nummerdamine, mis pole miskitki moodisgaende
globaalse nummerdamisega. Lineaarelemendi jadksrsimbritega joonisel 2.6 (a) on kuju-

funktsioonid | |
M= 2@ =X NP =@ - X)) (2.29)

Analoogselt ruutelemendi jaokslsnnumbritega joonisel 2.6 (b)

N = 2z — X5)(z — X3); Ny = —zz(@ = Xi)(z = X3);

(2.30)
N§? = 2 (z — X1)(z — Xo)
Olgu kuupelement joonisel 2.7 . Elemendi kujufunktsiooalpkibama kirjutada
¢ = N0, + Ny + N®s + N9, (2.31)

Ka peavad elemendi kujufunktsioonid olemaijpmomid ja selle tingimuse&itumise annab
otseselt Lagrange’i interpolatsioonivalemantud punkti jaoks annab see valem- 1 jarku
vorrandi:

ln_l<.’1:) —_ (J}—Xl)(x—XQ)“'(I—Xk_1)(I—Xk+1)~--($—Xn)
k (Xp—X1)(Xp—X2) (X —Xp—1) (X —Xpg1- (X —Xn)
(2.32)
k=1,2,3,...,n
Tuleb mérkida, et liige( X} — X)) puudub nimetajas ja liiger — X} ) puudub nimetajas. limneb,
etl? (Xy) = 1jaly '(X;) = 0, kui k& # i. Kuna need omadused on kootks elemendi
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Joonis 2.8: (a) Lineraarne kolmnurkelement; (b) bilineaaistkilikelement

kujufunktsionide fundamentaalomadustega, siis saabezidikujufunktsioonid konstrueerida
otse, seades
N = k=12..n (2.33)

Lineaarelemendi korral joonisel 2.6 (&)= 2 ja avaldisest (2.33) tuleneb, et
N =1t k=12
Avaldisest (2.32) :
. Tr — X2 ) . Tr — X1
X - X Xy - X
ja kunaL = X, — X1, on tulemuseks avaldis (2.29) . Avaldisest (2.33) saab é&lempendi
kujufunktsioonid, kuin = 4 ja 4. jarku elemendi kujufunktsioonid, kui = 5. Seda rida saab

jatkatan suvalise @artuseni. Kuna &igi kasitletud 1D elementide kujufunktsioonid saab tuleta-
da Lagrange’i interpolatsioonivalemist, siis nimetatakeid elemente Lagrange’i elemntideks.

L ly

2.5 2D elemendid
2.5.1 2D wrk

Lineaarsel kolmnurkelemendil (joonisel 2.8 (a)) on sirgedijed ja $Im igas tipus. Skalaar-
suuruse interpolatsioonifunktsioon on

¢ = a1 + asxr + agy (2.34)

mis on &ielik lineaarne palnoom, sest sisaldab konstantset liigetgéikdimalikke lineaarseid
likmeid (x ja y). Kolmnurkelement @ib votta suvalise orientatsiooni ja rahuldadarkalele-
mente sisaldavaid pidevuséudeid.

Bilineaarsel nelinurkelemendil (joonisel 2.8 (b)) on sirgedikjed ja ©Im igas nurgas. Ska-
laarsuuruse interpolatsioonifunktsioon on

¢ = C1 + Cox + C3y + Cyzy (2.35)

See Wrrand sisaldab vaidhte kolmest Gimalikust 2. arku liikmest jaz?- ning y2-liikmete
puudumise @ttu ei saa seda suvaliselt orienteerida. Nelinurglgel peavadgama paralleel-
sekszy-koordinaadistikuga.
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(a) (b)

Joonis 2.9: Piirkondade jagamine kolmnurkelementideks

Joonis 2.10: Nelinurkpiirkonna jagamine kolmnurkelenaks

Nelinurkelementide &rku on lintne konstrueerida. d{gil elementidel, mis oruhes reas pa-
ralleelseltz-teljega, peab olema samargus. Kdigil elementidel, mis on veerus paralleelselt
y-teljega, peab olema sama laius. Nelinurkelement sobidpekparemini ruudu- & ristkuliku
kujulise piirkonna jaoks. Mitteregulaarsetes piirkonéatuleks kasutada nii neli- kui ka kolm-
nurkelemente. Mitteregulaargare mudeleerimiseks kasutatakse kolmnurkelemente.

Piirkonna jagamisel kolmnurkelementideks dride lihtsam see ene jagada suurteks nelinurk-
seteks kolmnurkseteks alampiirkondadeks. Kolmnurknenpiigkond jaotatakse elementideks
sel viisil, et pikki igat Kilge méaratakséihesugune anddmi ja siisihendatakse sobivadlsned
sirgjoontega ja asetataks@imied nende joont@lkumispunktidesse (joonis 2.9 (a)pl&ed ei
pea paiknema pikkildge Vordsetel kaugustel,dimaldades nii elementide suurusel varieeruda.
Kolmnurkses piirkonnas ofn — 1)? kolmnurkelementiif - sdimede arv kiljel).

Kui kolmnurksel piirkonnal on &verad Kiljed, siis ondareelementidel sirged servad. Joonisel
2.9 (b) on punktiirjoon esialgne kuju ja pidevjoorargib elemente.

Nelinurkse alampiirkonna jagamiseks kolmnurkelememsddendatakse diagonaalnurgad sirg-
Idikudega (joonis 2.10 ). Sisemisedlmed asetatakséikumispunktidesse. Sisemised ne-

linurgad Uhendataksellhimat diagonaali @da (joonis 2.11 ). Viimane on eelistatud, sest
vordkillgsemad kujud annavadpsemaid tulemusi kui pikad kitsad kolmnurgad.

SO0lmede arv pikki nelinurkse alampiirkonn@ruti olevaid Kilgi ei pea olema sama, kuid
elementide arv peab olema vastlgjedel \b0rdne, v.a. siis, kuidrku on peenendatud @vsuu-
rendatud). Nelinurgas di{n—1)(m—1) kolmnurkelementii, » - slmede arv Brvuti olevate
kullgede paaris).
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Joonis 2.11: Nelinurkelemendi (a) jagamine mittesoowitdi) ja soovitaval (c) viisil kolm-

nurkelemendiks

Joonis 2.12: Piirkonna jagamine alampiirkondadeks jeksiisinurkelementideks

BW(1)=13
1 2 3 4 5
) ‘ 6
13 14 15

12 11 10 9

BW(1)=4

1 4 7 10 13
(1) 14

N
15

Joonis 2.13: Kaks@@menumbrite grjekorda, mis annavad erinetrtkekandekiiruse



Joonis 2.14: Lineaarse kolmnurkelemendi parameetrid

Alampiirkondade piiril olevate @mede arv ja suhteline asend peavad olémasugused, et
kindlustadap pidevusile elemendi piiri. Joonisel 2.12 on kujutatud regioonikdegtimise
kontseptsioonid. Pikki nelinurgallgi muudetakse@mede vahekaugusi, et saadav&rduva
aare Bhikonnas @ikesmad elemendid.

Tihti leidub piirkondi, kus 8lmmuutuja on suhteliselt konstants@artusega ja saab kasutada
suuremaid elemente. Seega pole tihit ka vajadogwjarele, mis on regulaarne {gnesuuruste
elementidega. Kolmnurkelemendi oluline eelis ongimre muuta oma suurust. Lihtsaim viis
elemendi suuruse muutmiseks on luua nelinurkne piirkontle vastaskilgedel on erinev arv
solmi. Hea kombinatsioon on panna @me Gihel Kiljel iga 3 ©Ime kohta vastashjel (joonis
2.10).

S0lmede nummerdamineiks olla triviaalne operatsioon, kui see ebjutaks \0rrandigisteemi
ulekandekiirust NBW:
NBW = max[BW©)] + 1 (2.36)

kus BIW(©) on elemendi suurima jaakseima 8lmenumbri vahe. Joonisel 2.13 (a) ja 2.13 (b)
on BWW vaartused vastavalt 13 ja 4, suurimBdl (¢) vaartused 13 ja 5 ninglekandekiirused
on 14 ja 6.

2.5.2 Lineaarne kolmnurkelement

Lineaarsel kolmnurkelemendil (joonisel 2.14 ) on sirgedjdd ja 3 ®Ime, Uks igas tipus.
Jarjekindel 8lmede nummerdamine oratavajalik ja seda tehakse vasiepa alates suvaliselt
asetatud@mesti. ¢ sOimvaartused ord;, ®; ja ;.. SOIimede koordinaadid ofX;, Y;), (X}, Y;)

ja (Xk, YK)

Interpolatsioonipalnoom on

¢ = a1+ ax + azy (2.37)
koos ®Imtingimustega
¢:(I)z kOhal.T:Xl,y:}/Z
=&, kohalr =X;,y=Y;
qb:q)k kOh&'I:Xk,y:Yk
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Asendades needwandisse (2.37) , saadakd@arandisisteem

(I)i =y + OégXi + CY3Y;
q)j =1 + OéQXj + OégY}' (238)
D = a1 + Xy + a3y
millest saadakse
o = LA[(X Y — XiY;)®; + (XiY; — XiY5) @, + (X,Y; — X;Y,) ]
ay = ﬁ[(Y Yk><1> + (Yk —Y)®; 4 (Y; = Vj) Py
kus determinant

N

=24 (2.39)

alale
SO

ja A on kolmnurga pindala.

Asendades, as ja g vorrandisse (2.37) , saadaks@randg jaoks kujufunktsioonid@;, ®,
ja @, kaudu:

kus .
N; = oA —[a; + bz + ¢y (2.41)
1
Nj = ﬂ[aj + bjl' + ij] (242)
1
ning

a; = X;Y, — XY, bi:Yj—Yk, ¢ = X — X

a; = XY; — XiYy, bj =Y. -V, ¢=Xi—X;

a, = X;Y; = XY, k=YY, a=X;-X;
Skalaarsuurug on seotud 8Imvaartustega ja y suhtes lineaarsete kujufunktsiooonidega. See
tahendab, et gradiendith/0x ja 0¢ /0y on elemendi piires konstantsedaiteks

% = %];fiq% %@ + %@k (2.44)
kuid ONg  bs .
r aAd  PTRIE
Sestap
gi 2%4 [b;D; + b;P; + by D] (2.45)

Kunab;, b; ja b, on konstantsed (need fikseeritakse siis, ka@aratakse @mkoordinaadid)

ja ®;, ®; ning ¢, on ruumikoordinaatidest#tumatud, siis on tuletis konstantne. Konstantne
gradient elemendi seeditendab, et tuleb kasutada palgikesi elemente, et piisavagsusega
lahendada® kiiret muutumist.

Lineaarne kolmnurkelement oraga lihtne element, mis pakutalfa Turneri poolt 1956 ja
kuigi see paljuski rarkis LEM-i algust, on see siiski laialt kasutatav. Cadavajalik, et elemnt
vOiks \otta suvalise kolmnurga kuju, mis viitab sellele, et sis@almitteregulaarse 2D keha
geomeetriat saal@hendada niidpselt kui vaja. Seedime mudeleerida suvalisi geomeetriaid
on LEM-i ks phieeliseid.
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Joonis 2.15: Miteprobleemi parameetrid

2.5.3 Naide

Avaldada elemendi kujufunktsioon ja arvutadak punktis A joonisel 2.15, kuidmvaartused
on®; = 40N/cm?, ®; = 34N/em? ja @), = 46 N/cm?. Punkti A asukoht orf2, 1.5).

ROhk ¢ on antud Wrrandiga (2.40) ja kujufunktsiooni defineerivad (2.412.4Q) ja (2.43).
Koefitsiendid kujufunktsioonide jaoks on

a; = 4(5) — 2(0.5) = 19
a; =2(0)—0(5) =0
ar = 0(0.5) —4(0) = 0
b;=05—-5=—-4.5
bj=5-0=5
by =0—-05=-0.5
Cj =0—-2=-2
Cr = 4—-0=4
samas, kui
1 X 10 0
1 X 1 4 0.5
1 X, Y 12 5
Koefitsientide asendamine kujufunktsioonide avaldigessab:

~

Mol

2A =

<

19—4.52—2
N, = %gy
2

J 69
_ —0.5z+4y
Ni = 19

Markus:N; + N; + N, = 1. Rohuavaldis on

19 — 4.5z — 2y or — 2y —0.52 + 4y
= b, D — | P
¢ ( 19 ) * ( 19 ) it ( 19 g

¢ véartus punktisA = (2,1.5) on

7 7 5 2
o= (1—9> 40 + (1—9> 34 + <E) 46 = 39.4N/cm
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Kolmnurkelemendi jaoks defineeritud kujufunktsioonid ultavad samu @udeid, mida keh-
tivad 1D kujufunktsioonide kohta:

1. igal kujufunktsioonil on #artus 1 omas@mes ja Qilejganud kahes;
2. kolm kujufunktsiooni annavad alati summaks 1;

3. kujufunktsioon muutub lineaarselt pikkillgi oma $Ime jatlejganud kahe @me vahel,
s.t. N; muutub lineaarselt pikkildgi 5 ja ik;

4. kujufunktsioon on 0 pikki omadme vastasiilge, s.t./V; on 0 pikki killge j.

Esimese omaduséarelduseks on see, étmuutub lineaarselt pikki igat kolmellkge. Teiseks,
iga joon konstantsghi-ga on sirgjoon, misdikub elemendi kaheikjega (v.a. kui Kigil sdime-
del on sama &rtus). Need kaks omadusbimaldavad kergesti &irata kontuurjooni, nagu
naidataksegrgnevas aites.

2.5.4 Naide

Maaratad2 N /cm? kontuurjoone asukoht eelmisesites kasutatud kolmnurkelemendi jaoks.

ROhukontuurd2 N /cm? jaoks Bikab Kilgi ik ja jk. Koordinaatide @rtuste saamiseks kasuta-
takse lintsaid suhteid, segthk muutub lineaarselt pikki igatkge. Killje j% jaoks
46 —42 2—=x 4 2—x

6-81 2-4 12 2

xr = 2.67cm
ja
46—-42 55—y
46—-34 5-05
Sarnastest suhetedille ik jaoks:

=y = 3.5bem

Kontuurjoon on joonisel 2.15.

2.5.5 Bilineaarne ristkiilikelement. Isoparameetriline element

Bilineaarse ristllikelemendi pikkus or2b ja kdrgus2a. Solmed on, j, k jam ning DIm i on
alati alumises vasemas nurgas (joonis (2.43)).

Interpolatsioonidrrand (2.35) esitatakse lokaalkoordinaatidga ¢. Leidub vdhemasti kolm
vOimalust, et
¢ = C1+ Cos + Cst + Cyst (2.46)

oleks Kige kasulikum. Teised variandid asendakdiikme s? vdi t2-ga. Vorrandit (2.46) ka-
sutatakse se@past, ety on lineaarne pikki-i konstantse korral ja lineaarne pikki-d kons-
tantses korral. Nende omadustéttu nimetatakse elementi tihti bilineaarseks.

Lokaalkoordinaatide alguspunkt odlsesi, sest siis on kujufunktsioone lihtsam avaldada. Tei-
ne populaarne koordinaadistik gn alguspunktiga elemendi keskel (joonisel 2.16).
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Joonis 2.16: Bilineaarse risikkelemendi parameetrid

KoefitsiendidC,, C5, Cs ja Cy on saadud sdlmvaartuste ning 8lmkoordinaatide {t-koordi-
naadistikus) kaudu, et avaldada nérrandit:

¢ =0y
(I)k = CI + (Qb)CQ + 2(@)03 + (46Lb)C4
(I)m = Cl + (2@)03

Lahendamisel saadakse:

Cl - @1
CQ — %(q)J - (I)z)
Cy= L@, — @) (2.47)
04 - ﬁ(q)z - q)j +CI)k - q)m)
Susteemi (2.47) asendaminérvandisse (2.46) annab:
¢ = N;®; + N;®; + N, &y + N,,,®,,, (2.48)
kus .
JA\/(Z (81 0 %) t( ~3)
i = 2 \* T 24
Ny = 2 (2.49)

Kujufunktsioonide omadused sarnanevad kolmnurkelemamaidega:

1. iga kujufunktsioon muutub lineaarselt pikkilgi oma $Ime ja kahe naabdibne vahel,
naiteks,N; muutub lineaarselt pikkitgi ij jaim,;

2. iga kujufunktsioon on 0 pikkiklge, mida tema@m ei puuduta, s.tV; on 0 pikki killgi
jkjakm.

¢ lineaarne muutumine pikki risthik- ja kolmnurkelemendi élgi tahendab seda, et need kaks
elementi on omavahel kokkusobivad ja ned@lvkorvuti kasutada.
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X

Joonis 2.17: Miteprobleemi&lmkoordinaadid

Teisendusvalemigr- ja st-koordinaadigsteemi vahel on
s=b+q t=a+r (2.50)

Avaldiste (2.50) asendamin®rrandeisse (2.49) annab kujufunktsiooqigh » kaudu:

N=k1-H (-3
y=taefi-5)
Me=Lieh (4]
M= H =) (1)

Avaldistega (2.51) defineeritud kujufunktsioonid on seitelest kasulikud, et need viivad
loomuliku koordinaatgsteemini, mis @imaldab ristkilikul deformeerudaildiseks nelinurgaks.
Sellist elementi nimetatakse isoparmeetriliseks elenksndlimetus “isoparameetriline” tule-
neb sellest, et “sama” parameetrilist funktsiooni, migitab geomeetriat, saab kasutada muu-
tuja osaliste variatsioonide interpoleerimiseks elempniges. Kuna isoparameetriline element
kasutab mittedimensionalseid koordinaate, onidedokaalkoordinaatidega elemente.

~

<
s [
~

(2.51)

W~

Ristkillikelemendi kontuurjoon on tavaliselbker. Selle dikekohad servadega saab lineaarse
interpolatsiooniga. Lihtsaim viis saada kolmas punkt adse v0i ¢ kujufunktsiooni avaldises
nulliks ja lahendada@rand (2.48) teise koordinaadi suhtes, nagudataksegrgnevas aites.

2.5.6 Niide
Maarata kolm punkti joonisel 2.17 amdatud50°C' kontuurjoonel. $lmvaartused ond; =
42°C, @; = 54°C, &), = 56°C' ja ®,,, = 46°C

Kulgede pikkused on
2=X;,-X;=8-5=3
20=Y,-Y;,=5-3=2

Nende Aartuste asendamine avaldisse (2.49) annab kujufunkisioon

Ni:(1—5>, N =511
3 3 2



t
(1.2,2)
®
(1.64,1)
®
(2,0)

Joonis 2.1850°C' kontuurjoon

t ;
N, =2 Nﬁ:—<1—5>
6 SASE

Kuna 50°C' kontuurjoon dikab kilgi ij ja km, siis tuleb fikseerida vaartused ja arvutada
vaartused. Pikki klgeij t =0 ja

S S

—) B; + B, = 50

“b:(l_s 3

P, ja ®; asendamine annab lahenduseks 2.0. Pikki killgekm t = 2a = 2 ja

S S
~ 9 (1—-)%:50
¢ 3 kT 3

o, jad,, asendamine annab lahenduseks 1.2.

Kolmanda punkti saamiseks eeldada; eta = 1, siis

1 S S S 1 S
— - 1——)@ °p. 4+ 2 —(1——><1>m=50
¢ 2< 3) it YT T g 3

SBlmvaartuste asendamine annab
1
g(—42 544+ 56 — 46) + 5 (42 + 46) = 50 = s = L.64

st-koordinaadistikus on kolm punkiifalt alla) (1.2, 2), (1.64, 1) ja(2, 0). zy-koordinaadistikus
on need punktid6.2, 5), (6.64, 4) ja (7, 3). Sirgjoon punktis{6.2, 5) punkti (7, 3) labib punkii
(6.60, 4). Sestap pole kontuurjoon sirgjoon (joonis 2.18).

2.5.7 Tukati sile pidev vorrand

Vorranditega (2.40) & (2.48) defineeritud) elementide Grrandeidsaab kasutada suvali-
se kolmnurk- %i ristkulikelemendi jaoks, kui @aratai, j ja k voi i, 7, k ja m numbrilised
vaartused. Iga kolmnurkelemendilsn voib olla Dlimeks:, tahistades seda teistest erldamiseks
tarniga. Ristkilikelemendi 8lm ¢ on alatist-koordinaat@steemi alguspunktis.

Neljaelemendilise rgu elemendi@&@meinfo (joonisel 2.19) on:

e I J k m
1 1 45 2
2 2 5 6 3
3 3 6 7
4 8 3 7




1

2 3
\/
1) (2)
BV
4 5 6

Joonis 2.19: Neljaelemendiliné®rk koos $lmenumbritega

Elemendi 1 interpolatsioonifunktsioon:
oM = N0, + NV®, + NV s + NV, (2.52)

Elementide 8imede numbrid pole enararjestikku, mis on tavaline 2D elementide korral. Ku-
jufunktsioonid \orrandeis (2.49) on globaalkoordinaatide funktsioonitubiselles ndttes,
et

QbIXj—Xi:X4—X1
ja

20=Y,-Yi=Y2—-Y1

Interpolatsioonifunktsioon elemendi 4 jaoks on
oW = NVog + NV, + N o, (2.53)

Kujufunktsioonid avaldises (2.53) on globaalkoordindatiunktsioonid ja, j ja k spetsifikat-
sioon raitab kohe, milliseid koordinaate kasutada. OIQiIeksNé“. Avaldist (2.41) kasutades
saadakse

1
(@’ + bz + cMy)

N&
8 2A

kus
al’ = X3Y; — X7Ys
b =Y, — Yy
Cé(;l) = X7 — X3

kunaj = 3 jak = 7. Pindala A on neljanda elemendi pindala.

2.5.8 NMaiteid 2D elementidest

Nelja- ja kolmesdlmeline monoliit. 2D 4-DImelist monoliiti on nimetatud ka isoparameetri-
liseks nelinurkelemendiks. See bks kbige enimkasutatud elemente tahkete struktuuride
kahenddtmeliste pingeprobleemide ja ontamkesageduste uurimisel. Element eeldatak-
se olevabhuke sellise r@arani, et pinge suuruijk on konstantnéle elemendi paksuse.
Lisaks sellele, et elementi kasutatakse kaheteljelisggt@saelemendina, on tal ka raken-
dus tasapinnalise venituselemendina. Elemendil on kdksewabadusastet ja puuduvad
poorlemisvabadusastmedoimalik on defineerida temperatuurisitivaid otrotroopseid
materjaliomadusi.
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Joonis 2.21: (a) 8&dmeline prismaelement; (b) 2@sneline prismaelement

Isoparameetriline termiline monoliit. 2D isoparameetrilist termilist monoliiti saab kasutada
kaheteljelise tasaelemendd velgsimmeetrilise ringelemendina, millel on 2D termiline
juhtivus. Elemendil on 4@me, millest igal onilks vabadusaste - temperatuur. Element
on rakendatav 2D staatilises jarthamilises anatisis.

Kui mudelit, mis sisaldab isoparameetrilist temperatelernenti, tuleb analisida struk-
turaalselt, tuleb see element asendada ekvivalentsdiridkemendiga.

Elemendil ei tohi olla puuduvatdr negatiivset pindala. Nagudkgil teistel nelinurkse-
tel elementidel, tuleb ka sellel elemedil numerdadlans vastugaeva lokaalkoordinaatide
suhtes. Neid elemente saab kaasatakambrite, tilkkiplaatide ja jahutusradiaatorite mu-
delitesse.

Vedelikelement. 2D vedelikelement on isoparameetrilise monoliitelemenddifikatsioon.
See sobib &sti hidrostaatliste Ghkude ja vedelike vastagihu mudeleerimiseks. Ele-
mendil on 4 8lme, millest igal on 2 vabadusastet lokaalses x- ja y-ssiiai@medi pind-
ala peab olema positiivne jalni tuleb numerdada koordinaati®eemis vastigeva.
Labivoolava vedeliku kogus on piiratud hulgaga, mis @&hjpsta olulisi elemendi moo-
nutusi. Staatilistes rakendustes peab vaba pinna algtdeladasane.
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2.6 3D elemendid
2.6.1 3D element

3D ehk tahkiselemendid saab tuletada 2D elementide lagteda. Lihtsaim 3D element, tetra-
heeder joonisel 2.20 (a) on &imeline, vastatesahendusele

¢ = a1+ asx + azy + asz (2.54)

Kuueslmelise kolmnurgaildistusena saadakse 1@kweline tetraheeder joonisel 2.20 (b).
Lahendus selle jaoks on

b = a1 + aox + azy + asz + asx® + agy® + a7z + agry + agrz + aoyz (2.55)

mis on fielik polinoom.

Lihtne on tuletada prisma-ov tellisekujulisi 3D elemente (joonisel 2.21 ), millailked on
paralleelsed koordinaattelgedegaijteks 4- ja 8-8lmelistest elementidest, ja millahndus 8-
sdlmelise prisma jaoks on

¢ = a1 + asx + asy + asz + asxy + agrz + aryz + agxryz (2.56)
samas, kui aproksimatsioon 20hselise isoparameetrilise elemendi jaoks on

¢ = ay + asx + agy + asz + a5a:2 + a6y2 + a7z2 + agxy + agrz + apyz +
+ a11x2y + algng + a13x2z + a14x22 + a15y2z + a16y22 +

+ ar7ryz + arsr’yz + a0y’ z + agryz’ (2.57)

Isoparameetrilise formulatsiooni korrab¥ neid elemente kasutadésteisega sobituvalt ka
siis, kui nende kljed pole koordinaattelgedega paralleelsed.

2.6.2 Miteid 3D elementidest

KahesIimeline Drestik. 3D kaheslmeline $restikelement onaib-olla tiks lihtsamaid ele-
mente. Sellel on olemas riétkepindala,iuks Wbre®lm igas otsas. Vabadusastmete arv
on 3 ja see element poléwneline paindeks. Selle elemendi omadusébifavad 8Im-
joude, termilist jaihtlast kiirendust suvalises suunds kogis suundades korraga. Pinge
eeldatakse olevat konstantilee kogu elemendi. Sellistiiipi elemente kasutatakse olu-
kordades, kus seotud kal®Jjjiiget nagu tornide, sildade ja hoonete mudelites.

Kaheslmeline tala. 3D kahedlmeline tala lubab erinevaldsestikust painet. Elemendile saab
rakendada momente jaydusid lmedes ning vahepealsetes punktides; termilist, pidevat
ja vahepealse jaotusega koormust, fikseeribpgjoude ja kirendamist suvalises suunas
vOi kdigis suundades. Kasutaja peabBaratlema nii inertsimomendi lokaalses x- ja y-
suunas kui kadikealadel lokaalsuundades. Vabadusastmeteks on nibkedlsetes x-,
y- ja z-suundades ningdprdediumber lokaalsuundade. Tala ei tohi olla nullist pikkust
vi pindala. Samasaib inertsimoment olla 0. Talaldib olla suvaline ristikepindala,
mille jaoks saab arvutada inertsimomendi. Seda elemestititakse reaalprobleemide
mudelites, kus tuleb simuleerida reaalset taktaks kolmerddtmeliste raamide nagu
sildade ja korstnate mudelites.
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Neljasdlmeline membraanplaat. 3D nelja®lemeline plaat ja selle variatsioonid on kasulikud
mudelites, mille kujutatav struktuur vajab paindumistgulatasandist &lja ja/Ndi kus
membraani (plaaditasandis) olevtes pingetel on olulifielgal sdlmel on kuus vabadus-
astet: nihe iga lokaaltelje suunas jape imber iga lokaaltelje. Kasutja pealdanatlema
plaadi paksuse. Selliseid elemente kasutatakse desdilid®statud struktuuride jaoks
nagu telgid ja suurhoonetediteks staadiumide katused.

Kaheksa®lmeline tahke tellis. 3D 8-0lmelisel tahkel tellisel on kolm nihkevabadusastat s
me kohta. Mittelihtegi @ordvabadusastet pole lubatud. See on kasulik element polti
de, seibide, tugevate metallraamide ja praktiliselt ige&kéastruktuuri modelleerimisel.
See on lineaarelement, kus gradiendid pole mitte kongdntaidiihe koordinaadisuuna
lineaarfunktsioon. Neist elementidest saab koostad&eratgbiinilabadeaarikute jne.
mudeleid, kui lisada isotrroopiliste materjalide omaduse

Plaat/kestelement.Need on 3- ja 4&melised elemendid 3D ruumis. Elementidel on ig& s
me kohta 5 vabadusastet: 3 nihet ja#@pet, mis Wwimaldavad paindumist plaadi tasandist
valja. Selle elemendi jaoks ei defineeri@pemist plaadi tasandis. Iga elemendirse-
dele saab automaatselt lisada plaadi tasanabslgmispikuse. \bimalik on defineerida
veel ortotroopilise materjali omadused. Neid elementeitedakse dhukambrite, elekt-
roonikavarjestite ja automootorite detailide mudele&eks.

Aareelement. 3D 2-DImeline dareelement dib liikuda igas lokaalsuunas. Ainus vajalik pa-
rameeter on elemendaikus. See element on kasulik olukorras, kus konkreet$geied
pole kindlat usivust. Koostos teiste elementidega lisava@elemendid mudeliléjkust
voi elastsustUkskik kummale $lmele \8i mdlemale korraga saab rakendadémet \Oi
nihet.

Termiline element. Nende 3D elementide materjalide omadusénad olla ortotroopilised ja
sdltuda temperatuurist. Elementi koormatakse sisemisgise@enereerimise, pinnajuh-
tivuse, radiatsiooni jaijsiva ®Imetemperatuuriga.

Temperatuuri aareelement. Need ihe®Iimelised elemendiddimaldavad rdaratleda 8lme
temperatuurdaretingimused. Elementi kasutatakse koos 2D ja 3D terti@iéikementide-

ga.

2.7 Koordinaadisisteemid
2.7.1 Lokaalkoordinaatide disteem

Lineaarne kujufunktsioon

Nj(z) = — : (2.58)

on moeldud elemendi jaoks, mille koordinaatide nullpunkt asolmest: vasemal. Need on
uldised wrrandid, mis kehtivad®igi lineaarelementide jaok®kumata nende asukohast. Nen-
de kujufunktsioonide puudused ilmnevad kujufunktsioenkrrutisi sisaldavate integraalide
nagu

X; X;
/ N;(x)Nj(x)dx / NZ(z)dx (2.59)
Xi Xi

(2.59) lintsustatakse uute kujufunktsioonide definees@ga koordinaaisteemi suhtes, mille
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Joonis 2.22: 1D elemendi lokaalkoordinaatidsteemid

nullpunkt on elemendil. Sellisisteemi nimetatakse lokaalkoordinaatidsteemiks.

1D elemendi jaoks kakdikge tavalisemat lokaalkoordinaatidisseemi sellised, mille nulpunkt
on kas 8lmesi voi elemendi keskel (joonis 2.22).

Kujufunktsioonid koordinaadissteemi jaoks, mille nullpunkt oronesi, saadakse avaldistest
(2.58) asendades seal= X; + s, saades:
X;—z X, —(Xi+s) s

Nis) = = = - =1-7 (2.60)

ja

{E—XZ _Xl*FS—XZ B S
L L L

See kujufunktsioon on 1 tema omdsmes ja 0 teisesddmes. Mblema summa annab tulemu-

seks 1.

N;(s) = (2.61)

Elemendi keskel oleva koordinaatteemi kujufunktsoonid saadakse avaldisest (2.58) , kui
seal asendada= X; + (L/2) + q. Siis kujufunktsioonid avalduvad kujul:

va=(3-1)  Nao=(3+1) 262

kus koordinaatmuutujaon piirides—L /2 kuni L /2.

Kujufunktsioonid (2.60) , (2.61) ja paar (2.62) on kasutkwaid siis, kui muudetakse
integreerimismuutujat. Selleks on valem

/abf(ﬂf)dﬂ«“ = /: flg(p)) {M] dp (2.63)

dp

kusp on uus koordinaatmuutuja jap) on vdrrand, mis seob ja p, ehk siisz = g(p).

Avaldise (2.63) interpretatsioon koordinaditeemi suhtes joonisel 2.22 onaittjnev. koor-
dinaadis jaoks, kusr = X; + s,

% _[mdXit+s), [*
/Xi f(ﬂn)da:—/51 Tds-/o h(s)ds (2.64)

kush(s) on s kaudu avaldatudf(x). Intergeerimisrajad saadakse asendamisek; ja X,-ga
kui x = X; + s ja lahendamisegasuhtes.
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Joonis 2.23: 1D elemendi loomulike koordinaatidsteemid

koordinaadi; jaoks, kust = X; + L/2 + ¢

Xj a2 , L/2
[ st [T TS = [ gy (265)

kusr(q) onq kaudu avaldatud (z).

Avaldiste (2.64) ja (2.65) kasulikkus avaldub sellisteegraalide nagu

X
/ Nfdx
X;

arvutamisel. Kasutades koordinaatmuugjat

X; L2 L2 g\ I
/ N (z)dx = N7 (g)dg = / (— - —) dg = 3
X, —L/2 2 \2 L 3

2.7.2 Loomulike koordinaatide sisteem

Lokaalkoordinaaissteemids ja ¢ saab konverteerida loomulike koordinaatidesteemdesse.
Loomulike koordinaatideissteem on lokaalnéateem, mis lubab &irata elemendi sees punkte
dimensioonita arvudega, mille absoluutne suldsgitleta kunagiihikulist.

Alustadesg-koordinaadiga jooniselt 2.22 ja suhtegd L/2) = 2q/L = (, siis¢ muutub -1
kuni +1 (joonis 2.23 (a)). Kujufunktsioonid (2.62) saabjkiada( kaudu, kui teha asendus

q=CL/2:

N(QO=50-0  NQ=5(1+0 (2.66)
Integreerimismuutjate vahetusel:
b I NS 70 B Y
[, rwda= [ o TR ac= 3 [ o (267)

kusg(¢) on ¢ kaudu avaldatud(q).

Koordinaatmuutuj& eeliseks on integreerimisrajad -1 ja 1. Enamus arvutipnogne kasutab

elemendimaatriksite arvutamiseks numbrilist integreest. LOoplike elementide programmides
on kasutusel Gaussi-Legendre’i numbrilise integreeenskeem, millel on proovipunktid ja
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kaalukoefitsiendid defineeritud intervallis [-1,1].

Teine huvitav loomulike koordinaatidéisteem sisaldab pikkussuhete paari (joonis 2.23 (b)).
Kui s on kaugus 8lmestz, siis/; ja [, on defineeritud kui suhted

L—s s
I, = 7 ly = - (2.68)
See koordinaatide paar polélwmatu, sest
Lhi+l=1 (2.69)

(2.68) ja (2.69) &htsaim karkteristik on see, ktja [, on identsed kujufunktsioonidega (2.60)
ja (2.61) . Nende koordinaatide kasulikkus ilmnalgmistitpi integraalide arvutamisel:

L
/ N{(s)N?(s)ds (2.70)
0
mis sisaldavad kujufunktsioonide korrutisi.

Muutujavahetus ja suhted;(s) = [y, N;(s) = ls, s = Ly jads/dl; = L annavad

1
/ N (s)Nb(s)ds = / 1915 Ldl, (2.71)
0
Paremal poolel olev integraali saab teisendada kujule
1
L/ (1 — Iy)*l5dly (2.72)
0
kasutades avaldist (2.69) . Integraal (2.72) angmist tiipi:
! I'(z)0
/ N - td = L) (w) (2.73)
0 ['(z +w)
kusI'(n + 1) = nl. Seega
! [(a+1)T(b+1) a!b!
L[| 1ft5dly =L =L 2.74
/0 12 Tla+b+1+1 (a+0b+1)! (2.74)

Vorrand (2.74) on kasulik selle poolest, et see kinnitakisata keerulisi integraale saab aval-
dada Wrranditena, mis sisaldavad vaid elementide pikkusi jakmes olevaid astmeid.

X; L
/ N (x)dx = / N?(s)ds
X; 0
g ! 210! L
/ N?(s)ds = L/ Elydly = L—O =—
o 0 2+0+1)! 3

1 12 L
/ N3(s ds—L/ li’l%dZQ:Lg—:—
0 (34+2+1) 60

1D lineaarelemendi koordinaadsteemid, kujufunktsioonid ja integreerimisrajad on swerim
tud tabelis 2.1.

Alustades @rrandist

annab (2.69)

Teine raide on
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Taop Koordinaat Kujufunktsioonid Integreerimisrajad

globaalne T N; = %22 N = =X X, X
lokaalne s Ni=1-%,N; =% 0,L
okealne ¢ N=(3-1),N=(1+%) -kt
looomulik ¢ Niz(1 =), Niz(1+¢) —-1,1
loomulik ly N; =1, N; =1, 0,1

Tabel 2.1: 1D elemendi koordinaadseemid ja integreerimisrajad

Joonis 2.24: Ristillikelemendi loomulike koordinaatidéisteem

2.7.3 Ristkilikelement

Loomulike koordinaatideissteeme saab defineerida ka 2D elementide jaoks, mispumdibn
samad eelised, mis 1D elementide puhul. Nad on mugavamadatiiitilisel kui ka numbrili-
sel integreerimisel.

Ristkulikelemendi loomulike koordinaatidéisteem on joonisel 2.24 . See asub elemendi tsent-
ris ja koordinaadid on pikkuse suhted

(=3 == (2.75)

kusq jar on lokaalkoordinaadid. Kujufunktsioonid (2.51) saab lestgteisendada loomulike
koordinaatide gsteemi:

N=31(1-00=n), N=301+¢01-n
Ny, = g(l +0)(+mn),  Nn :4}1(1 —O)(1+7n) (2.76)
-1<¢<1 -1<n<1

2.7.4 Kolmnurkelement: pindalakoordinaadid

Kolmnurkelemendi loomilike koordinaatidéisteem saadakse kolme pikkussuhie L, ja Ls
defineerimisega (joonis 2.25 (a)). lga koordinaatibe Kiljega risti oleva kaugusesuhe sama
kilje kdrgusega: (joonis 2.25 (b)). lga koordinaat on pikkuse suhe, mis mitya 1 vahel.
Joonisel 2.25 (c) on jooned konstanfsega. Iga neist joontest on paralleelndjkga, millest
L,-e mbddetakse.
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i
()
L,=0.25

L,=0.75 1

Joonis 2.25: Kolmnurkelemendi 3 pindalakoordinaatiglstsemi

Joonis 2.26: Pindalakoordinaatidele vastavateks piddatjagatud kolmnurk

KoordinaateL,, L, ja L3 nimetatakse pindalakoordinaatideks, sest neré@etwsed annavad
alamkolmnurga ja kolmnurga kogupindala suhte. Olgu punkbdhisel 2.26 . Kolmnurga
kogupindala A:

bh

A=
2

samas, kui viirutatud kolmnurgaB, j, k) pindala on

Ay = bs (2.77)
2
Suhe 4
1S _
T=7 Ly (2.78)
Pindalakoordinaat; on viirutatud ala ja kogupindala suhe. Sarnaselt:
Ay A
Ly =— Ly— 2.79
o= Ly (2.79)
KunaA; + Ay + Az = A, siis
Li+ Lo+ Ls=1 (2.80)

Kuna koordinaadid poledtumatud, siis piisab punkti &ramiseks kahest koordinaadist.
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Joonis 2.27: Pindalakoordinaatid punkti jaoks kolmnueyaal

Avaldise (2.78) saab viia teisele kujule, kui korrutadagljiadg ja nimetajat kahega

24,
= -— 2. 1
=53 (2.81)
Kasutade2 A, jaoks determinantlaiendust
1 =z vy
1 Xp Y
VOi
241 = (X;Ve = X3Y5) + (V; = Vi) + (X — X;)y (2.82)
kusz jay on punkti B koordinaadid. (2.82) asendamine avaldisselj2ahnab
1
Ly = o (XY = X)) + (¥ = Yi)z + (Xp — X;)y] (2.83)
Avaldis (2.83) onidentne avaldisega (2.41) , seega
Analoogiliselt
Ly, = N; L3 = N, (2.85)

Seega on lineaarse kolmnurkelemendi pindalakoordinaddidsed kujufunktsioonidega.

pindalakoordinaatideiUsteemi kasutamise eeliseks on integreerignsandi olemasolu, mis
lihntsustab pindalaintegraalide arvutamist. See intdgdaeand on seotud avaldisega (2.74) ,
olles:

ble!
LOLALSdA = — 2.86
/A e (a+b+c+2) (2.86)
Avaldise (2.86) kasulikkustatab kujufunktsioonide korrutise
/ Ni(z,y)N,(z,y)da (2.87)
A
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arvutamineile kolmnurga pindala. Pinnaintegraal on

11110! B 24 A
(1+1+0+2) 77 4 12

/NideA:/L}LéLgdA:
A A

Pindalakoordinaadid, ja L, saab asendada vastavaltd ja V;-i. kuna N, pole Korutises, siis
on L3 kaasatud nullise astmega. Nulli faktoriaal on 1.

Tuletatudaaretingimuste @i pinnakoormuste kaasamin@plike elementide analisi vajab in-
tegraalide arvutamist pikki elemendi piiri. Neid integean lihtne arvutada, kui on teada,
kuidas pindalakoordinaadicikuvad serval. Olgu punkt Biltjel ij joonisel 2.27 . Koordinaat
L3 = 0 ja L; on viirutatud ala ning kogupindala suhe. Defineeritaksedioaats, mis on pa-
ralleelne Kilhegai;j ja mida nbddetakse@mesti. Kui punkti B koordinaat on ja kilje pikkus

b, siis

24, hb=s)  j _ g s
L1:2A: ﬁ == :1—5 (2.88)
2
Pindalakoordinaat s
Ly = ; (2.89)

Pindalakoordinaadid,; ja L, taanduvad 1D kujufunktsioonidekg;(s) ja N;(s), mis on defi-
neeritud avaldistega (2.60) ning (2.61) . Kasutades 1D ldikke koordinaaté; ja l,, mis on
defineeritud avaldisega (2.68) , saadakse

Seosed teisteikgede jaoks on:
Ly=1l, L3y=1 kiljel j — & (2.91)

Seoste (2.90), (2.91) ja (2.92xhtsus seisneb selles, et iga integrakdikolmnurkelemendi
serva Wib asendada joonintegraaliga avaldatusijea/, kaudu:

L 1
[ f@Lazayir = [ gts)as = [ nii)a (2.93)
r 0 0
ja arvutada faktoriaalavaldist (2.74) kasutades. 2D etelingir onT".

2.7.5 MNaide

Arvutada)intr[N]TdT Ule lineaarse kolmnurkelemendilie ik. Integraal on

1 N; I
/ [N]"dl = Ly, / N; pdly= Ly / Ly pdly
r 0 Nk 0 L3

kuna lineaarse kolmnurga kujufunktsioonid ja pindalakiimeadid on ekvivalentsed. Pikkilk
geik Ly =1y, Ly = 0jaLs =I5, Seega

1
L;
/F[N]TdF—Lik/ 0 pdy= 2’“ 0
0




Joonis 2.28: 2-elemendilinéik

2.7.6 Pidevus

o(z,y)-i lahendusfunktsioonid sisaldavaikati siledate pidevate funktsioonide kogumit, mil-
lest igalks on defineeritudihe elemendi jaoks. Vajadus neid funktsioone integredalltab
ndudeid elementidevahelise pidevuaggule. Integraal

on defineeritud vaid siis, kul pidevusegrk on(n — 1). See kindlustab, et r&jku tuletises ek-
siteerivad vaiddpliku hiippega katkevused. Seeéue tithendab, elhendusfunktsiooni esimest
jarku tuletis peab olema elementide vahel pidev, kui in@gran 2. arku likmed @ = 2).
Enamus vaadeldavaist elementidest sisaldavad esiamnksttpletisi, sestap peabolema pidev

elementide vahel, kuid tema tuletised ei pea olema pidéuadtiste pidevus on vajalik talaele-
mendi jaoks.

¢ pidevus on 1D elemendis kindlustatud, kuna kahel naabaezidil oniihine ®Im. ¢ pide-
vust on pikki kahe ristidlikelemendiuhist piiri suhteliselt lihntneé&stada¢ pidevus pikki kahe
suvaliselt orienteeritud kolmnurkelemeridiist piiri on on néarksa keerulisem.

Olgu 2 korvutist elementi (joonis 2.28 ), mille koordinaatide agunkt on 8lmes 1. 8Im-
vaartused onby, ®,, P; ja Py.

oM = NV + Ny dy + NV, (2.94)

(2) — N(Q)(I) N(z)q) N(Q)(I) '

Cb 1 1+ 2 2+ 3 3

Kujufunktsioonide omadused viitavad, 8% = N{" = 0 pikki thist piiri. Kasutades kuju-

funktsioonide ja pindalakoordinaatide vahelistdsust (2.84) , (2.85) , saadaks@nandeist
(2.94):

oW =LV, + LMo,

¢(2) — L§2)(I)1 + L;(f)‘ba

Siinkohal tuleb narkida, et pindalakoordinaatide alaindeksid pole seadldede numbritega.

(2.95)
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Joonis 2.29: Pindalakoordinaa(ﬂél) ja L?) pikki Ghist piiri

KunaL{’ = L{? = 0, siis kasutades avaldist (2.80):

o0~ L8, 41— L), 295)
@ = 1P, 4+ (1 - LY)® '
¢ = L7 01 + ( 1)Ps

Toestus on tehtud, kui oréidatud, etZ!" = L{?,

Joonisel 2.29 ofihisel piiril naidatud punkt koos viirutatud pindadegﬁ) ja ng). Defineeri-
des kauguse punktist B nodesse 3 kja kulje 1-3 pikkuse kub, siis

1 ch(1)
24

(1 _c
L= = mm =
2
ja
2 2¢h(?)
Lo 240 Ee e g
Y (IO
2
m.o.t.t.
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3 Rajaulesanded

LOplike elementide aproksimatsioonid tulenevad konketetdiferentsiaarrandite integraal-
formuleeringutest, @rides paljud omadige ihaldus@arsematest karakteristikutest integraalfor-
muleeringute fundamentaalomadustest.

3.1 Lihtsarajatlesandetugeviahend

Olgu lihtne probleem, mille diferentsia@rand avaldub kujul:
d*u
bl A
702 f(z) a<z<b (3.2)

aaretingimusega:
u(a) = u(b) =0 (3.2)

kus f(x) on pidev funktsioon.

“ Aareprobleem” koosneb diferentsia@irandist ja sobivasiretingimuste komplektist. Antud
lihtne d&areprobleem ®ib muu hulgas esindada

e elastse vedru staatilist ristnihet pikkuséga- o) koormusef (x) mdjul;
e jahutusradiaatori homogeense ribi staatilist tempergaatust f ().

Selle dareprobleemi lahend (tehnilisegligeviahend) defineeritakse kui funktsioatix), mis
rahuldab @rgmisi tingimusi:

u(zx) -l on pidevad esimest ja teigirku tuletised piirkonnag:, b| (3.3)
u(a) = u(b) =0 (3.4)

d’*u
=i (x) Va € [a,b] (3.5)

Kriteeriumid (3.3) ja (3.4) defineerivad funktsioonide $$&(CZ[a, b]), mille hulka lahendi-
funktsioonu(z) kuulub, ehk siis:

CZ[a,b] = {u(x) : u-lon 1. ja 2. jarku pidevad tuletised piirkonnas [a, b] ja
u(a) = u(b) = 0}

Seda lahendite klassi kutsutakse antud probleemi lahandiks.

Vaatleme kriteeriumi (3.5) :
d*u
@:f(:c) Va € [a, b]

e Kriteeriumi (3.5) on tunduvalt raskem rahuldada kui knitemeid (3.3) i (3.4), sest
on palju raskem konstrueerida integraaléi (eida diferentsiaal®rranditldlahendit) kui
teist jarku pidevaid diferentseeritavaid funktsioone.

e Peamine raskus selle tingimuse rahuldamisel seisnels setlentervallis (a,b) onaga
palju vaartusi x jaoks (tehniliseltdpmatult palju). Seega on see tingim@atugevtin-
gimus funktsiooniu(z) jaoks.
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0 4 -

X=a u(x) x=b x=a u(x) x=b

(@) (b)

Joonis 3.1: Vedrudbipaine: (a) pidev koormus; (b) punktkoormus.

e Leidub palju funktsioone, mis rahuldavatheaegselt nii tingimust (3.3) kui ka (3.4)
, kuid ainulttiks funktsioonu(x), mis rahuldab &iki kolme tingimust, s.t. selle lihtsa
aareprobleemi jaoks unikaalne lahend.

Koiki neid kolme tingimust rahuldavat funktsiooni nimeteta selle rajalesandetugevaks
lahendiks Kui on olemastugevlahend, peab ilmselgelt olema olemas ka selletitagande
ndrk lahend. See saadakse tingimuse (3.5) leevendamise tgeliKldt ilmneb, et reaalsete
ulesannete lahendamisel pdrk lahenemisviis parem ktiigev Lisaks neile kahele eksisteerib
veel selle rajalesande jaoksariatsioonilinelahend. Praktikas on igal lahendlitil oma eeli-
sed. lgal rajaprobleemil, millel leidub klassikalihegeviahend, on olemas kadrk lahend, mis
on omavahel identsed. Kui on rahuldatud teatud antud peatile aluseks olevad matemaati-
lised immeetriatingimused on rahuldatud, leidub probleemilgdwatsioonilinelahend, mis
on sama kutugevvoi nork lahend. Bnu \Wimalusele mitmekesiselt probleemi formuleerida,
saab valida sellise matemaatilise raamistiku, ndig& paindlikumalt karakteriseerib lahendit.

3.2 Lihtsarajatilesandendrgadlahendid

Kuna lihtne rajéilesanne &ib kujutada @iteks vedrudbipainet (koos sobivalt normaliseeritud
telgjaikusega) risu f () mojul (joonisel 3.1), siis on loomulik arvestada juhtu, nigitikoor-
mus on rakendatud kontsentreeritddfpatihte punkti.

Vedru bipaindelu(z) pole kontsentreeritud koormuse Kkorraltte Uhtegipidevat tuletist ja
seega pole sellel probleemile kagevatlahendit. See pisutdiriv, sest selliseid punktkoormusi
ja sarnaseid singulaarsusiofV'diskreetsusi”) esineb tehnikas massilisekjteks @hjaveeal-
likad, punktpud mehaanikas, kontsentreeritud allikas soojusjuhtisyse. Seega paistab, et
lihtsa rajalleandetugevalahendi teooria deserteerub just siis, kui ilmnevad huweitreaalsed
probleemid.

lImselgelt on vaja uut raamistikku diskreetseid andmesdlsiavate probleemide lahendite jaoks.
On kaksuiksteisega seotud suunda, milles edasi minna:

1. defineerida tehtud arvutuséchber distributsiooniteooria terminitessédjstatud funkt-
sioonid);

2. arendadadlja “ndrgem” struktuur lahenditelexdrgadlahendid).
Defineerime lihtsa rajdlesandendrga lahendi, asendades tingimuse (3.5) dtihevaga:

b 2 b
/a%v(x)dx:/a f(@)v(x)dx (3.6)
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H(x)

Joonis 3.2: Heaviside'i astmefunktsioon

iga pidevav(z) korral nii, et
v(a) =v(b) =0 (3.7)

Mdlemad tingimused (3.5) ja (3.6) sisaldavad nn. “iga..r&dravaldust:tugevalahendi
korral “iga punktiz korral piirkonnaga, b)” ja “iga pideva funktsioonv(x) korral, mis rahuldab
tingimustv(a) = v(b) = 0” ndrgalahendi jaoks. Viimasel juhul nimetatakse funktsioetie)
testfunktsioonideks ja nad moodustavad testfunktsia@mnigdimi, konkreetselt funktsioonide
klassi loigist pidevatest funktsioonidest, mill@rtus on 0®pp-punktides: ja b.

3.3 Diraci deltafunktsioon

Diraci deltafunktsioory(z) voimaldab lsitleda teatud liiki punktandmeid tuttavegevala-
hendi raamistikus, samas minnesadda suhteliselt keerulisest matemaatikast, lihtsustades
kasitlust. Diraci funktsiooni defineerimisega saab seldenaiks viibndrk formuleering suu-
rema ja huvitavama lahendatavate probleemide klassiriuigevformuleering.

Diraci deltafunktsioon defineeritakse kui Heaviside’inastunktsiooni (joonisel 3.2)

{1 %5t

tuletis H'(z). On selge, et see tuletis peab olemadikjal, valja arvatud nullpunktis, kus on ta
sellisel viisil [bpmatu, et saab rakendada teoreemi:

’ R B [0 V<O
[ o= [ wei—nm={] 5] (3.9
Teine Bhenemisviis on defineerida deltafunktsioon tema omadkastéu (joonis 3.3 ):

d(z)=0 Vr#0 (3.10)

¢ 0 Va < 0
. d(z)dr = { 1 Vo > 0 (3.11)

¢ 0 Va <0
/_OO d(z)v(z)dr = { 2(0) Vo> 0 (3.12)

Deltafunktsiooni ndju on Wimalik nihutada pikki x-telge punktt = ¢, saades tulemuseks
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A(S(X)

T
v

x=0

Joonis 3.3: Diraci deltafunktsioon

‘ F
W‘l
u(x)
X=a X=C x=b

Joonis 3.4: Punktkoormus F punktis= ¢

d(z — ¢). Seelldistatud funktsioom (z — ¢) esitablihikimpulsi (Wi Uhikkoormusejihikallika
jne) rakendatuna punktis= c. See annab sobivé@isbolismi esindamaks diskreetseidisteid
probleemides, mis sisaldavad osaliselt pidevaid ja adatisskreetseid andmeid nagu massijao-
tus, Deraosusjaotus ja lihtsate réj@sannete allikad. See on funktsioon, mili@&stus on null
kdikjal, v.a. punktist = c. Selles punktis on taaartus bpmatu sellisel viisil, et tema integraal
—oo-st kuni suvalise-st suurema arvuni ondrdneiihega.

Seni, kuni deltafunktsioon on integrandiks, saab kasutewadusi (3.11) ja (3.12), et seda
sisaldavaid integraale arvutada.

3.4 Lihtne rajaulesanne. atk

Vaatleme “punktkoormuse” probleemi lahendifunktsioofit) kaitumist eemal sellest punktist,
millele koormus on rakendatud. Kui rakendada vedrule kastrsuurusegé’ punktisz = ¢
jaa < ¢ < b (joonisel 3.4), siisitleb futisikaline intuitsioon, et.(z) tuletised rahuldavad
jargmist kaheosalist definitsioonti, (ja ¢, on konstandid):

Pu_ o du_ . _ ue-u(a)
dz2 dr — -

(3.13)
a<xr<c
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2y _ du _ . _ ud)—u(c)
dz? 07 = 2= b—c

(3.14)
c<x<b

Seega kaol(x) teist jarku tuletis igal pool piirkonnag, b], v.a. punktisc, kus rakendatakse
ristijoudu.

Punktisz = ¢ onu esimestérku tuletise bipe, mille suurugjrk on(c, —c¢q). Siit tuleneb oluline
tahelepanek:

% kaitub nagu deltafunktsioon §(x — c) vOi tapsemalt, nagu jaotugces — ¢1)d(x — ¢)

Kunad(z — ¢) on vaid matemaatilinelenbolism punktisc = ¢ rakendatudihikkoormusele, siis
saab siit tuletadatenboolselttugevavormi vaadeldavale lihtsale rajlesandele, mis sisaldab
koormust suurusega:
% = Fé(x —c)
u(a) =u(b) =0

Diraci funktsiooni korrutataks@’-ga, sest koormuse suurus én See henemine oiildiselt
sarnane Greeni funktsioonidéstlusega.

(3.15)

Kahjuks ei oma selline probleemi formuleerimin&tet traditsioonilises @ites, sest siin puu-
dub pidev funktsioory (x), mida saaks lahendifunktsioonfx) saamiseks kaks korda integree-
rida. See viib @relduseni, et selle probleemile pole tavalise algebnaeastugevatiahendit.

Lihtsa rajallesanda0rk formuleering deltafunktsiooni kaudu:

b 52
/ %v(m)dw = /bF(S(x — c)v(x)dx = Fou(z) Yo(x) (3.16)
Kuna deltafunktsioon ilmub ainult integrandis, siis saategraali kergelt arvutada deltafunkt-
siooni omaduse (3.12) abil. Diraci deltafunktsioodilvvajadusel unustada ja asendada punkt-
koormused diskreetsete suurustega nagic). Kui v(x) vaadeldakse nihkena analoogselt)-

ga, siis integraalil ond dimensioon jaF'v(c) on nn. virtuaalse nihke(z) pdhjustanud ju
poolt tehtud 0. Seega omdrga formulatsiooni raiteks elementaarmehaanikast tuntud vir-
tuaalbo moiste.

3.5 Tugevaja ndrgavormi ekvivalentsus

Nagu raidatud, tekivad dningad probleemid seal, ktisgevatiahendit pole, aga siiski ombrk
lahend fastidefineeritud. Seegaarib ndrk lahend &hemat uurimist, kuid kohe kerkivades
kaks ilmset Kisimust:

e kas on probleeme, ktiugeviahend on olemas jadrka pole?
e kas on probleeme, kui @dkemad lahendid eksisteerivad, kuid on erinevad?

Vastus esimeselellksimusele orei: mitte midagi ei 8he kaduma, kui kasutatakisérka lahen-
dit.

Vastus teisele lisimusele on samudii, kuid selle destamine on pisut huvitavariNdrga ja tu-
gevalahendi samadarsuse aitamine @uabjaagifunktsioonsissetoomist.
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Lahendite ekvivalentsusédstamine on suhteliselt lihtne ja selle raskeim dsaineb elemen-
taaralgebras tihti kasutataval pidevuse argumendilt&galiselt on lihtsamdestada, et “iga
tugevlahend onndrk lahend” ja “igandrk lahend ontugevlahend” kui et tugevja nork on
samad”, mis on palju raskem, kuigi loogiliselt ekvivalegitn

lga lihtsa raja tilesandetugevlahend on kanodrk lahend (ugev=- nork)

Olguu(z) lihtsa rajallesandd@ugeviahend. Siis on kriteerium (3.5) rahuldatud, nii et

d*u

@:f(:c) Va € [a, b]
Korrutades selle &duse ndlemaid pooli suvalise funktsiooniggx) (ja konkreetselt pideva
funktsioonigav(z), kusjuures(a) = v(b) = 0) ei muuda sedadrdsust ning samuti ei muuda
seda nende tlema \brdse poole integreerimine= a-st kuniz = b-ni, saadakse:

/ d?uv(:c)dx = (z)v(z)dx (3.17)

a

v(a) =v(b) =0 (3.18)

Kuna see on just kriteerium (3.6) (mis on tuntud ka k@rga lahendi definitsioon), siis on
naidatud, et igaugeviahend on kandrk lahend.

lga lihtsa raja tilesandendrk lahend on katugevlahend
Olguu(x) lihtsa rajaillesandendrk lahend, nii et kriteerium (3.6) on rahuldatud. Sa@ébstada,
et sean0rk lahend on kdaugevlahend eeldades, et speleja siis raidates, et selline eeldus viib

vastuoluni. Sellist tehnikat nimtatak®estuseks vastuolu kaudu

Eeldame, et(z) pole selle rajdéilesandgugevlahend, nii et leidub &hemastilks punkt {)
piirkonnas(a, b), kusu(x) teine tuletispolevordne f(x)-ga:

2
T 4 flao). me (@) (319)
Defineerime funktsiooni
d*u
r(z) = i (x) (3.20)
nii, et pdhieelduseks oleks, et
r(zo) # 0 (3.22)

Siinkohal tasubéhele panna, et x) sOltub u(z)-st ja nDnikord Bhutatakse sed@kuvust no-
teeringugar(x, u). Funktsioonir(z) nimetatakse selle diferentsiadlvandijaagifunktsiooniks
ja see on @ti “Galerkini lahendusele”. Neeéhendused moodustavadiposaihest Kige ta-
valisemastdplike elementide mudelist. Tulebarkida, et tingimus #(z) = 0 kdigi = korral

piirkonnas(a, b)” on ekvivalentne kriteeriumiga (3.5) ,nii et réjesandeéugevalahendi oleks
voinud defineerida kui funktsiooni, mis ellimineerg@pifunktsioonir(x) kogu piirkonnas.

Eeldus, etu(z) ei oletugevlahend, &hendab, et(z,) # 0 mdne punktiz, jaoks piirkonnas
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r(xg)#0

r(x)

o —

x=p

Joonis 3.5: (a)aagifunktsioon r(x); (b) suurendatud vaade piirkonnag

(a,b). See tingimus on joonisel 3.5 (a), kusry) on kujutatud positiivsena (ilméaldistatust
kaotamata). On teada, &tr) on pidev funktsioon, kuna see on kahe pideva funktsioonéyah
nii et peab leiduma intervallo, 3), kusa < x < [, tle mille r(x) > 0). See naabrus on
suurendatult joonisel 3.5 (b).

V0t saavutamaks soovitud vastuolu @ma kasutadadrga lahendi definitsiooni “iga testfunkt-
siooni korral” aspekti. Kui suudetaks leida testfunktsiedzx), etr(x) jav(x) korrutise integ-
raal pole 0, siis on&datud, et

/b rodr = /b[% — flvdx #0 (3.22)
mis annab raista, et
b d2u b
/a o v(a)ds # / F@)o(x)da (3.23)

See viimane mittedrdsus peaks olema vastuoligoteesiga, et(x) on ndrk lahend. Korrates
vastuolu kaududestamise mehaanikat, et kui selline vastuolu on saadal fsestada, etrfork
ja mittetuget on vaar, mis loogikareeglitegrgi on sama kui etridrk ontugev on tdene.

On lihtne konstrueerida funktsioon{x) nii, et korrutisr(x)v(x) on positiivne piirkonnasgx, [3)

ja nulligal pool mujal. Joonisel 3.6 on selline testfun&tsii, kusy muutub nullist kohak = «
kuni positiivse \dartuseni kohak = z, ja naaseb tagasi nulli kohal = 3. Selle funktsiooni
v(z) efekt on “testida” nullist erinevaiddgke alamintervalliga, 5), misBttu seda nimetatakse
testfunktsiooniks. See konkreetne testfunktsioon anmaloisitava vastuolu.

Kunar(z)v(z) > 0 Ule («, 8) jar(x)v(x) = 0 muudel juhtudel, siis

b b 2
/arvdx:/a [%— Jvdx >0 (3.24)
nii, et , ,
d2
/a[d—;;v(x)dx>/a f(z)v(z)dx (3.25)

See mittedrdsus on vastuolus faktiga, etr) on rajallesandendrk lahend ja seega eeldus, et
u(z) pole tugevahend, on vale. Siit tuleneval{z) ontugeviahend ja ondestatud, et igadrk
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L X0 L
X=a e o Yt B x=b
N
(b) I | | | I
L X0 L
X=a e o Yt B x=b

Joonis 3.6: (a)aagifunktsioon; (b) testfunktsioon.

lahend on kaugevlahend. Kui pannatuigevtoob kaasandrga’ ja “ ndrk toob kaasdugevd
tulemused kokku, saadakse soovitud tulemus lihtséilegande jaoks:

Igal lintsal rajatlesandel, millel on olemas tugev lahend, on olemas Karkilahend ja need
kaks lahendit on identsed

Sellesse olulisse tulemusse lisat@ha “igal” voimaldab juhtumeid, kus pokegevatlahendit
elementaaralgebra raames, ent leid@ikk lahend eespool konstrueeritud “kaheosalise” definit-
siooni raol. Lopuks selgub ka, etifisikalise reaalsuse jaoks takistavad matemaatiliste lteide
arendamist tihti tavalisteugevatelahendite kaalutlused, sestafitstakse siisndrkadest(vOi
variatsioonilistest) formuleeringutest lighedaste lahendite konstrueerimisel.

Sellest destusest koorus mitu olulist tulemust. Esitekddati, et Wwimes lahendada diferent-
siaal\drrandeid ei kaotata mitte midagi, kui nei@rvandeid Rsitletaksendrga formulatsioo-
ni raames selle asemel, et kasutada analodggevatelahendite teooriat. Leidub huvitavaid
probleeme (sisaldades mittepidevaid andmeid), miSenaldatugevaidlahendeid, @hemasti
mitte tavaliste tuletiste ja integraalidedmtes. Veeldhtsam on see, ebrgad lahendid viivad
loomulikul viisil ligil ahedaste lahendustehnikateni, mida on kergem kasutadéuslikeks
lahendamisteks kui neid, mi§pinevadugevallahenemisel.

Uldiselt kehtib, et mida keerukamaks muutub probleem, gegaukamaks muutub kagkide

kuju. Galerkini bplike elementide aproksimatsiooni konstrueerimiselibaluline korrektse
jaagifunktsiooni moodustaminélldiselt, kui probleemi jaoks ondimalik konstrueerida ter-
viklik j @&agifunktsioon, siis saab konstrueerida &plike elementide mudeli.

Jaagifunktsiooni fiisikaliseks interpretatsiooniks aliferentsiaaldrrandi lahendamisel tekkiv
viga. Kui u(x) on diferentsiaal@rrandi tipne lahend, siig(x) on identselt null ja lahendil viga
pole. Olguu(z) 1ahend &psele lahendile(z), siis jaak r(z, u) pole identselt null, v.a. siis, kui
u = u, Mis ondige ainult sellisel ebaeraolisel juhul, mil Bhendus ondpselt sama, mis la-
hendki. Kui Bhend poledpne, pole-(z, @) identselt null ja diferentsiaabrrandi lahendamisel
tekib viga. Tekkib veel viga, — @, mis on tegelikdhendamisviga.

On oluline teha neil kahel veal vahet, sékt neist, dak, on miski, mida on ®malik maarata,
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samas kui teine dhendamisviga, orahtis tehtud dhendusedpsuse @dduna ja seda ei saa
uldiselt maatata. Kui Wwimetus ndarata Ahendamisviga pole selge, siis tasuks meenutada, et
selle vea leidmine vajalapse lahendi(x) teadmist ja siis ei oldéldiselt henduste leidmi-
sest huvitatud. Enamus tavaligplike elementidedhendusi, mida rakendatakse suurele hulga-
le rajaprobleemidele, lubavad minimiseeridade ligittmbavama kujugaahendusviga: — @
jéaker toodeldes. See tulemu$b olla raskestirbistetav, ent on sellist sortahtis praktiline
tulemus, &nu millele on dplike elementide mudelid laialt kasutatavad. Anidik saab kasu-
tada arvutit, etdodelda lttesaadavagggifunktsiooni, et minimiseerida muidu liggasmatut
viga lahendusprotsessisahendusi, millel on antud minimaalne veain nimetatakse vastava
matemaatilise terminiga “parim” ja antud juhul on mateniaa tahendusdpselt sama, mis
idiomaatiline. Neean parimad.

LOpetuseks on heaks harjutusetiestada, etdrgalahendi alternatiivseks definitsiooniks on:

u(z) onndrk lahend, kui

b
/ r(x,u)v(z)dr =0 You(z) (3.26)

3.6 Lisandusi lihtsa rajaiilesandendrgalevormile

Jaagifunktsioonir(z) definitsioon, mis 8ltub lahendifunktsioonist(x), vdimaldab taasaval-
dada kriteeriumidugevatga norkadelahendite defineerimiseks:

Tugev lahend

r(z,u) = % — f(z) =0 Va € (a,b) (3.27)
Nork lahend ,
/ r(z,u)v(x)de =0 Yo(x) (3.28)

Kui iga voimaliku lahendiu(z) korral r(z) on identselt null, siis om(x) tugeviahend.Norka
vormi valjendatakse integraali kujul (matemaatiliselt on s@g ja v(x) skalaarkorrutis). Kuna
matemaatiliseks ortogonaalsuse tingimuseks on skalaatise \0rdumine nulliga, s.t. et kaks
vektorita jag on ortogonaalsed, kui nende skalaarkorrutis

- b=0 (3.29)
siis tuleb narkida, et probleemmdrga tlesseade®b anda kagargmiselt:

“nork lahendu(z) on lahend, mis annaldgir(z, ), mis on ortogonaalnedigi
testfunktsioonidega(z)”.

Teine vaatenurkdrgale probleemiseadele orakitleda testfunktsioongx) kui “kaale”, mida
saab kasutaddgkide “proovimiseks” intervalli erinevates osades. Sellinterpretatsioon on
sarnane varasenmdrk = tugevtdestusega. Praegusel juhul nimetatakse ja v(z) integraale
kaalutud pakidekga selline terminoloogia oiildiselt kasutuses.

Norga probleemiasetusiéks muresid selle praegusel kujul on see, et see vajab amdig.(z)
teist jarku tuletist, kuid testfunktsioonidelt x) ainult lihtsat pidevust. Sestap tuleb silma peal
hoida kahel ruumil, millestihes asuvad vast@etavad lahendid (funktsioonidgx) ruum) ja
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teises testfunktsioonid (funktsioonidér) ruum). Paljudiglasermdrgadeklaratsiooni versioon
oleks \Bhendada:(x)-ga seotud tuletiste arvu j@dta seda(z) jaoks. Selle versioonidib
saada “osadejgi integreerimisest”:

0= ffr(x)v(x)dx = fab %v(w)dw — ff f(z)v(z)dr =

= D]l — [Tudigy — [T f(2)o(a)da

Kunawv(a) = v(b) = 0 on varjatud testfunktsioonide ruumi definitsioonis (seetegelikult
pdhjus, miks see testfunktsioonide tingimus on selle perigaoks vajalik), kaol&areliige
osade kaupa integreerimisesty, pttes @rgi ekvivalentse, ent lihtsamarga deklaratsiooni

kuju:
b
/@@d;ﬁ /f dx_/[@@Jrfu]dx:o (3.31)
dx dx

kdigi testfunktsioonide(x) korral.

(3.30)

Et sellenBrgakuju deklaratsiooni &igil integraalidel oleks rtet, peavad nii.(x)-l kui kav(x)-

| leiduma esimesed tuletised. Sédéndab, et lahendid ja testfunktsioonid saab valida gamas
funktsiooniruumist, nimelt nende seast, millel on sobieatmese tuletise integreeruvustingi-
mused.

Seega on lahendi(x) ndudeid bdvendatud kahelt pidevalt tuletiseigevalahendi jaoks) esi-
meste tuletiste korrutiste integreeruvusendirga lahendi viimatine kuju). \hendadesaudeid
lahendileu(x), vajatakse &iksema pidevusega lahendit ja seega suureneb lahenggtavb-
leemide spekter. Biteks “punktkoormusega vedru” probleem éimaldatugevatiahendit, ent
iimselgel lahendil, mis konstrueeritiifisikalist intuitsiooni kasutades, on kindlasti olemas esi
mest frku tuletis, mis on integreeritav (kuna see on punkthdesadtantne). Seega pole sellisel
kujul ndrgal lahendil mingeid probleeme kohaneda selle lihtsa probigemktkoormuse ver-
siooniga.

3.7 Ulevaade ndnedest kriteeriumidest lihtsa rajaillesande lahendami-
seks

1. Tugeviahend:
e peab rahuldamadrrandit

@ = f(x) Vo € (a,b) (3.32)
dz? ’ '
e nduab, etu(x)-l peab olema &hemalt 2.4rku pidevad tuletised ja et oleks rahulda-
tud tingimus:
u(a) = u(b) =0 (3.33)

e vdimaldab viimast tingimust leevendadapsustades, ef x)-l peab olema vaidks
pidev tuletis ilma tuletise @iste Umberdefineerimiseta. Seéimaldab ksitleda
osaliselt pidevaid allikaliikmeid lihtsa rajéesande mudelis, kuid ei luba punktal-
likate olemasolu.

2. Nork lahend (1):
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e peab rahuldamadrrandit

d*u

b
/a [@ — ] vdr =0 Yo(x) (3.34)

e nduab, etu(x)-l oleks integreeritav teiséyku tuletis ja et oleks rahuldatud tingimus
u(a) = u(b) =0 (3.35)

e see tingimus laiendab lahendite klassi nende funktsi@gaid mille teine tuletis
kaitub sarnaselt Diraci deltafunktsiooniga. Séawaldab ositi integreerimise kaudu
arvestada lihtsas rajeesandes punktallikaid ilma integraalide ja tuletisteatiste
definitsioonide blgamiseta. Siinkohal tuleb @nkida, et arvestatakse lahendir)
teist jarku tuletisi, kuid mittetihtegi tuletist proovifunktsiooni(x) jaoks. Sestap
pole veel selge, milline peaks olema testfunktsioonigde ruum.

3. Nork lahend (11):

e peab rahuldamadrrandit

b [dud
/a [d—§£+ fv} dr=0  Vo(z) (3.36)

e nduab, et niiu(z)-1 kui ka v(x)-I oleksid “ruutintegreeritavad” teistjku tuletised
ja et nad rahuldaksid tingimust

u(a) = v(a) = u(b) =v(b) =0 (3.37)

e See tingimus &imaldab vaadelda(z)-i ja v(x)-i kui sama “funktsiooniperekon-
na” likmeid, millel on &htsad tagéayjed peale ilmselge, et enam ei pea muretsema
mingi uue testfunktsioonide ruumapast. See formuleering viib karga lahendi
kriteeriumide lihtsafiisikalise interpretatsioonini, mihmab ©0d ja energiat.

Jargnevalt koostatakse ligikaudne lahend lihtsalellagandeleTugevaahendi tingimuste ka-
sutamine ligikaudse lahendi leidmiseks viiiplike vahede meetodinF{nite Difference Met-
hod FDM). Analoogne dhenemisviisidrga lahendi formuleeringut (I) kasutades annab tule-
museks kaalutudaakide meetodilethod of Weighted ResiduaMWR). LOpuks juhibndrga
lahendi formuleering (l1pldise Galerkinihhenduse ja konkreetsedplike elementide meetodi-
ni (Finite Element MethodFEM). Kunandrga lahendiga probleemide hulk on suuréngeva
lahendiga probleemide hulgast, siis saab FEM-i ja MWR-i kaddes lahendada palju “huvitava-
maid” probleeme kui FDM-ga. Alternatiivsariatsiooniliseformuleeringu abil saabartksema
jOupingutusega samahenduse.

3.8 Lihtsa rajatlesande ligikaudsed lahendid

NOrgad formuleeringud ortugevateskasulikumad, sestdimaldavad lahendada laiemat prob-
leemideklassi ja neil onikgedbmbavam fiuisikaline interpretatsioon. Kuidéraolisemalt ©ige
olulisem eelis on puhtalt praktiline: need viivad lihtsaenga paremini Rituvate numbriliste
lahenditeni. Kunaipselt lahenduvatedrgalt voi tugeval) “reaalmaailmaprobleemide” arv on
vaga \aike, siis tulebdhendamist dtta kui kbige tavalisemat viisi leidmaks vastuseid arial
sitavatele probleemidele.diteks selgub, et ligikaudsete lahendite klass, mida ksetG@aler-
kini lahendustenasisaldab paljude tavaliste probleemide jaoks lahendiigekefektiivsemaid
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lahendusi.

Esmalt tuleb defineerida@ningad terminid, et eristadahendusidpsetest lahendeist:
e u(z) on antud rajalesandedpne lahendr@rk voi tugey
¢ u(x) on antud rajélesande ligikaudne lahenddrk voi tugey

Lahendusti(z) vaadeldakseahendusfunktsioonide summana:

N
iz) = 3 aes() (3.38)

Kéaesoleval juhul &ljendatakse lahendithendusfunktsioonide;(x) summana, mida kaalu-
takse sobiva koefitsientide komplektiga, mis on valitudisat, et nad maksimeeriksid tulemu-
seks saadava ligikaudse lahengguse. psuse maksimeerimine peab toimuma ilma konk-
reetsete teadmistet@gse lahendi kujust, mis muudab sobituskoefitsientidensdi huvitavaks
Ulesandeks. &hendusfunktsioonig;(x), mida nimetatakse ka baasifunktsioonideks, sest nad
moodustavaddhenduse alamruumi baasi, peaksid kinitigma lahendi ruumilise muutlikku-
se, kui sobituskoefitsiendid on valitudldiselt on vajalik, et baasifunktsioonid rahuldaks igat
nullist u(z)-i daretingimust, nii et summa(x) rahuldaks neid samu tingimusi.

Kuna
N

di do;
j=1

siis sobituskoefitsiendid; pole z-i funktsioonid.

Ligikaudse lahendi esitamine baasifunktsioonide kadlgummana on suhteliselt standardne
tehnika matemaatik@&hendusteoorias ja numbrilises ariais. Nitena olgu toodud matemaa-
tilise fulsika teatud diferentsiad@vrandite lahend &rbitud Fourier’ ridade kaudu.

Naidislahendus:karbitud Fourier’ siinusrida
N i
u(x) = ;ajsm(%) (3.40)

Siin on baasifunktsiooni@,(z) siinused ja koefitsiendid onarde Fourier’ koefitsientidest.
Nende koefitsientide aaramiseks on olemas standardsed integraalvalemid jatdallpi 1a-
hendit kasutatakse tavaliselt teatud kindlateiigisannete lahendamiseks piirkonftad|.

Et luuandrkadelahendite konstruktsioon, asendatakse ligikaudsete datiedkuju rajallesande
ndrkaformuleeringusse:

N

b Tdu dv b do;
/Q{%%—Ffv}d.T:/a {[;%d—;

lga Dltumatu testfunktsiooni(x) valik annab integraafirrandi, mida saab kasutada, et aidata
maarata tundmatut sobituskoefitsientide komplekti. Vajaapselt N Sltumatut testfunktsioo-
ni v(z), et genereeridadrrandisisteem raaramaks unikaalset sobituskoefitsientide komplekti.

d_v + fv} dr =0 (3.41)
dx
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Kui need tarvilikud N testfunktsiooni ordes, asendatakse need eelmise8sandisse, et saa-
da allargnev integraafrrandite sisteem:

[{5w

J

d
d—v—l—fvi}dx—o i=1,2... N (3.42)
i

Lahemal vaatlusel osutub se@rrand NxN lineaarSrrandigisteemiks tundmatute sobituskoe-
fitsientideo; suhetes:

N
Z Bz-jozj = ¢ (343)
j=1
kus )
. d¢J dl}i
By; = / { T Ao } dx (3.44)
ja
b
¢ = —/ fuidx (3.45)

lImselt Hltuvad sobituskoefitsiendid baasi- ja testfunktsioon@éust. Lahendi kvaliteet &p-
sus) kui testfunktsioonide funktsioon arkskdige @ihtsamaid probleemedrkade lahendite
konstrueerimisel.

On olemas olulist kolm etappi antud probleemi ligikaudseetadi konstrueerimisel, kusjuures
need kehtivad peaaegu igihendusskeemi jaoks.

(1) Valida ligikaudsete lahendite pere. See etapp vastaSifoaktsioonide arvu jaitibi
valimisele. Ideaalselt peaks baasifunktsioonide arvueswdamisel vastavalthenduse
tapsus suurenema.

(2) Valida kriteerium ligikaudsete lahendite perest “paai likme selekteerimiseks. See
etapp vastab@tumatute testfunktsioonide valimisele, mille tavatisiaide on Galerkini
meetod.

(3) Lahendada saadu@wandid sobituskoefitsientide suhtes. Seda tehaksadelarvuti-
ga, ent ndnel juhul, raiteks piiratud arvu baasifunktsioonide korral dirnandisisteem
piisavalt \aike kasitsilahendamiseks.

Kuna lahend on ligikaudne, poléuatud, et gak oleks null (mis annaks anku tugevastahen-
dist) \Oi iseqi, et see kaoks igalt poolt piirkonnés b). Kull on ndutud, et §ak r(z, @) oleks
ortogonaalne &gi N testfunktsiooniv;(x)-ga. See tingimus on sobituskoefitsientid@nan-
disiisteemi allikaks.

Testfunktsioonidey(x) loomulik valik oleks kasutada baasifunktsioongx), kui mingil tei-

sel phjusel peale vaatluse ei selgu, et siis tuleks arvedihgadra vaiksema funktsiooni-
ruumide arvuga. Kui testfunktsioone kasutatakse ka haggsioonidena, nimetatakse saadud
lahendusskeentalerkini meetodiksSee ondplike elementide meetodks olulisimaid koos-
tisosi ja see omab teatud optimaalseid veaminimeerimidasiaGalerkini meetod annab sobi-
tuskoefitsientide @rrandisse 8mmeetrilise maatriksB.
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3.9 Lihtsa rajaprobleemi variatsiooniline formulatsioon

Alternatiivse formulatsiooni lihtsale rdjéesandele saab, kui siia probleem variatsioonilisele
kujule. Formuleering dlmab probleemidpse lahendi #jendamist @ilisikaliselt energiana in-
terpreteeritava skalaarsuuruse minimeerijana. Matelisaaparaatitugeva ndrga ja variat-
sioonilistevormide ekvivalentsuse taga nimetatakse variatsioomasels, mis moodustalhe
vanimatest ja mitmdkgsematest teemadest matemaatikésiduse huvides kontsentreerutak-
se allprgnevas &sitluses demonstreerimisele, et probleeamiatsioonilisespustitusest saadud
lahendused on identsed nendega, mis on saa@hgastvormist.

Olgu defineeritud skalaarfunktsionaal

1 [*(du\® b
H(u)zi/a (%) dx—l—/a fudx (3.46)

Funktsionaali saab defineerida kui funktsiooni, mille usabn reaalarvude kogum (skalaarid),
kuid mille méaramispiirkond on funktsioonide komplekt. Funktsionaal seega funktsioon
funktsioonidest. Killap kdige tuttavam funktsionaal on kaugus kahe punkti vahelksegus,
skalaar, 8ltub labitud teest nende kahe punkti vahel, mida sadjendada funktsiooniga. Ak-
sioom “luhim tee kahe punkti vahel on si@gk” ttleb, et sirgbik kahe punkti vahel on funkt-
sioon, mis &bib kahte punkti, minimeerides teepikkuse.

Siinne funktsionaal on tegelikult kahe liikmé&, ja V' vahe. Kui fitisikaline interpretatsioon
valida selline, et.(x) on deformeeritud vedrugikinihe (sobivaltiihikuliseks normaliseeritud
elastse takistusega), siis deformeeritud vedrusse sahwgspotentsiaalne energia on antud esi-

Z/ u . " axr 3-4;

Teine skalaal” valjendab rakendatud koormugér) potentsiaalse energia kadu, mis on kahe-
kordne selle koormuse poolt tehtu@btvedru nihutamiseks:

V(u) = —/ f(z)u(x)dx (3.48)

“~"-mark tuleneb faktist, et(x) on positiivnelllespoole f(z) aga positiivne allapoole. Selline
tava muudab probleertugevaformuleeringu pisut lintsamaks, aga lisab kerged komdike-

nid variatsioonilisseversiooni. 100 on positiivne, kui pud ja nihe on samasuunalised, sestap
on siin vaja miinusrarki, kuna need suurused on positiivsed vastassuundades.

Lihtsa rajallesandevariatsioonilinelahend on defineeritud kui:
funktsioon u(x), mis minimeeribII(u), alludes piirangule, etu(a) = u(b) = 0.

Seega rahuldabariatsioonilinelahendpiiratud minimeerimise printsiipiKui asendadaahen-
dus(z) probleemivariatsioonilisseformuleeringusse (3.46) ja otsidahledast minimeerijat
I1-le Ule lahendusepere, siis on tulemuseks N muutyjaninimeerimisprobleem:

A N\ 2
M) =1 2 (9 de + [ fade =1L [ <Z§v=1 aj%) d

+ [ f [Zjil ajgz)j(x)} dr (3.49)
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Funktsionaal minimiseeritakse tema sobituskoefitsientdgi voetud tuletiste &rdsustamisel

nulliga:
o

aOéi N

o (1t (SN dp\ O .
oy (5/ (Zaj%> dx+/af[;aj¢j(x)] dx)O i=1,2,...,N (3.51)

j=1

0 i=12,...,N (3.50)

Leibnitzi seadust kasutades saame tulemuseks: mininadéfid =

N b dé: do, b |
;O‘j/a (dx><%>dx+/Gf¢i(I)d$=0, i=12...N (352

Need \orrandid sobituskoefitsientide jaoks dipselt samad, mis saadud Galerkahénduse
jaoksnodrga probleemi juhul. Seléhelepanekul oilioluline praktiline htsus, sest tehnikas on
laialdaselt teada paljude probleemide jassatsioonilisedformuleeringud. Neegariatsioo-
nilised formuleeringud annavad arigatorile eriti lihtsa viisi konstrueerida Galerkidplike
elementidedhendid ja seega saada sedlbtsa ligikaudsete lahendite klassi jaoks optimaalsed
veakarakteristikud.

3.10 Ligikaudsete lahendite moodustamisedide
Olgu jargmine lihtne rajalesanne, kus piirkonnds, 1)

d*u
=" u(0)=0 u(l)=0 (3.53)

ja antud trigonomeetrilineahendustepere
u(z) = apsin(mx) + agsin(2mx) (3.54)
(1) Maarata selle rajaesandedpne lahend
(2) Maarata selle probleemi jaoks Galerkiahlendus
(3) Maarata kaalutudgakide Bhendus, kasutades testfunktsioone
vi(z) = z(1 —x) (3.55)
vy(z) = 2(1 — 2?) (3.56)

(4) Maarata koosesinemisgiendus, mis kaalutu@gkide Bhenduse erijuht Dirac’i delta-
funktsioonide kasutamisel kaalufunktsioonidena. Antudlj kasutada kahte deltafunkt-

siooni X
vi(x) = d(z — §) (3.57)
ve(x) = d(x — %) (3.58)

(5) Minimeerida sobiv funktsionadl, et saadaariatsioonilinelahendus. Marata, kas see
lahendus on sama, mis saadi Galerkini meetodit kasutades.

(6) Kujutada nende erinevate skeemide vead) — u(z) jaw'(x) — @' (x) eraldi graafikutel.
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3.11 Lahend

(1) Tapselahendi saab leidagpast kahekordset integreerimist ja selle tulemusel vekéi
integreerimiskonstantite leidmist kahégiretingimusestUldlahend kahe integreerimis-

konstandiga:
4

u(zr) = —% +car+c (3.59)
u0)=0 = =0 (3.60)
1
uw(l)=0 = ¢ = T (3.61)
Tapne lahend:
1
u(z) = 12(:6 —at) = 12(1 — %) (3.62)

On olemas terve valik valemeid, et Ieida Iahendeid osadbkéGO kuid sellel lihtsal

testfunktsioonist.

Tuleb markida, et

d*i d?

r(z,u) = proie (x) = e — [y sin(nz) + apsin(2nz)] — (—2?) (3.63)
r(z,0) = —aqm?sin(rr) — dagm’sin(2rr) + o (3.64)

(2) Galekini meetodi jaoksatta
vi(x) = ¢i(x) = sin(inz), i=1,2 (3.65)

See viib kahe samaaegsérrandini:

1 1 1
0= —/ a17r23in2(7r93)d1'—/ 40427T23m(27m)3m(7m)d$+/ v2sin(rx)dr (3.66)
0 0 0

1 1 1
0= —/ oyl sin(mx)sin(2r)dr — / 4oy sin® (2mx)dw +/ v?sin(2rx)dw
0 0 0

(3.67)
Parast integreerimist saadakse 2i@teem koefitsientide; jaoks(Galerkin):

2 m2—4
& 0 o 3 a; = 0.03860960. ..
2 — s
{0 2 ] {aQ} { -1 } 7 4y = —0.008062884 ... (3.68)

2

See Wrrandisisteem on diagonaalne, mis muudab koefitsientide leidmhitsaksiilesan-

deks. Nullid ldrvaldiagonaalidel tulenevad sellest, et kaks baasifio&hi on teinetei-
sega ortogonaalsed. Ortogonaalsuse tingimus on peangaedmeetrilistedhendustest
saadav kasu sellistes rakendustes nagu Fourier’ read.

(3) Kaalutud gakide skeemi jaoks tuleb testfunktsioon lisada vajalikkiegraali nagu eel-
mises osas, integreerida ja lahendada saaidstdesm. Protsess on koklkatlikult alljarg-
nev:

0=— fol aymisin(mz)[z(1 — x)]d:z; — fo daom?sin(2rx)|[x(1 — x)|do+

+f (1l —x)]dx (3.69)

59



(4)

(5)

(6)

0=— fol aymsin(rz)[z(1 — 2?)]dx — fol dapm?sin(2mx)[x(1 — 2?)]dz+

(3.70)
+ fol 22z (1 — 2?)]dz
Integreerides ja lahendades saadakse, et
a1 = 0.039269908 . . . ay = —0.008726646 . . . (3.71)

Koosesinemisskeemid on kaalut@dkide Bhendused, misaldivad integraalide lahen-
damist Dirac’i deltafunktsioonide kasutamisega testtsidonide genereerimiseks. Del-
tafunktsioonié(x) “nihke’omadusedttu kollapseerub tulemuseks saadav integraal disk-
reetseks liikmeks, mis esindaBékide valimit diskreetsel punktihulgal. Antud skeemi
lihtsuse Bttu saab arvutusi isegiakitsi teha. Kuna aga enamuplike elementide ar-
vutusi tehakse arvutil, kasutades lihtsaid ja efektiglsaimbrilise integreerimise mee-
tode ndrgasvormis varjatult sees olevate integraalide lahendamjssisspole koosesi-
nemisskeemi &sitsiarvutuse eelis kuigi kaalukas ja palgpsem Galerkinidhenemine
annablldiselt parema arvutuslik@henduse.

Igatahes, koosesinemi@vandid antakse kujul:

1

1 1
0= —/ oy sin(mx)d(x — 1)dx—/ 4oom?sin(2mx)6(z — %)dm—k 226(z — 1)dx
0 0

3 ) 3
(3.72)
b, 2 o 2 v 2

0=— [ agmsin(mx)d(z— §)dx_ dagmsin(2mx)d(x — g)dx—l— xo(x— g)dx

" " (3.73)
Kasutades deltafunktsiooni “nihke”omadust lahendada néerandid:

o . on 2
0= —aqm2sin(%) — daom?sin(Z + (1) a; = 0.032498785 . .. (3.74)

0= —0417252'71(%’7) - 4()42%252'71(%” + (%)2 oy = —0.004874%18 . ..

Arvutada potentsiaalifunktsionadlkasutades eelnevalt antud definitsiooni:

1 da? b ™, ., w—4 1
H(u)—i/a (%) d:v—l—/a —x udx—zal + a5 — = a1+%042 (3.75)

Diferentseerida funktsionadli koefitsientide &rgi, et leida lahend:

oIl 2 w2 —4
o oy = 3.76
Oay 0= g M 3 (3.76)
11 1
_8 =0 = 2rfay=—— (3.77)
Oy s

Need on samaddrrandid, mis saadi Galerkini meetodiga, seegaatsioonilinelahen-
dus on sama, mis Galerkini Bhendus.

Praktikas saab koosesinemisskeemid teha veigbgeimaks, kui @arata “optimaalsed”
koosesinemispunktid, kuidldiselt on Galerkini meetod “parim”, midadib leida suva-
list kaalutud gagiga skeemi kasutades (kaasa arvatud koosesinemine). MMfRused
on peaaegu sama head kui Galerkahéndus, kuid ilmselget kvaliteeti on raske garan-
teerida, kuna (&esoleval juhul) on kaks kaalufunktsiooni valitud nendeasusedttu
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tapsele lahendile.

Kui kujutada erinevatedhendustegagifunktsioonid graafikul, siis iga neist kaddpselt
kaks korda,x = 1/3 ja = 2/3 kohal, kuna neid tingimusi kasutati koosesinemise |
henduse saamiseks. On oluline teha vaéégifunktsioonilr(x) ja lahendi veak(x) =

u(z) — u(x) ning nende graafikuid tulehemalt uurida, et erinevusest aru saada. Koos-
esinemisskeem annab tulemusedggjfunktsiooni, mis on samaaike kui Galerkini &-
hendusel, ent Galerkini skeemi viga on olulisedtksem kui koosesinemise tulemusel.
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4 \ead

4.1 Veaallikad

Loplike elementide analisil arvutatud tulemused sisaldavad vigalj& arvatud juhtudel, mil
matemaatiline mudel on nidrd lihtne, et LEA on mittevajalik. “Vea” all mistetakse erinevust
LEA tulemuse ja matemaatilise mudefipse lahendi vaheladgnevas eeldatakse, et tarkva-
ra sobib antudilesande lahendamiseks ja lomgivaba; bplike elementide mudeli geomeetria,
aaretingimused, koormused ja materjalide omadused sopndieemiga; kasutaja pole teinud
napuvigu sisendandmetes; elemeniidttine tiip ondigesti valitud.

Ulejaéénud veaallikad on Bjutatud elemendifipide kitsamat ré&ratlemist, elementide suu-
rusest ja kujust, teatudaretingimuste ja piirangute rakendamisest. Need valikibigad li-
saks oma rojule diskreetimisveale suurendada vahendada numbrilisi vigu, mis on seotud
kiimnendkohtade arvu piiramisega tulemuste salvestamisel.

Vodimalikud veaallikad oleksid aljrgnevad:

Modelleerimisvead valjendavad erinevustifisikalise sisteemi ja selle matemaatilise mudeli
vahel. Analitisitakse mitte tegelikku probleemi, vaid selle matemigatihudelit, mis on
reaalprobleemi lihtsustusaheméahtsad detailid ongetud arvestamata jdejganud osa
probleemist kirjeldataks@dtunnustatud matemaatilise teooriaga@ieks soojusjuhtivuse
vorrandid \0i elastsusteooria jne. Suul@etraosusega ignoreeritaksahemasti esialgses
analiiisis mitmesuguseid pisidetaileaikseid auke, teisi geomeetrilisi koriatusi ja
vahethtsaid mittéhtsusi materjali omadustes. Koormusi lihtsustataé&estingimused
loetakse olevat ideaalsediiteks et toestused oaigjad. Probleem esitatakse tihti tasapin-
nalise, mitte kolmer@dtmelisena, lineaarsena mittelineaarse asefdiedjast &ltumatu-
na dinaamilise asemel. Kokkudtteks \aljendavad modelleerimisvead teadlikult tehtud
moistlikke ja kaalutletuddhendusi.

Kasutajavead on tarkvara kasutaja poolt tehtud veadrgst filisikalisest probleemist aru-
saamist andilisikisimuste fstitamisel ja sobiva matemaatilise mudeli loomisel. Siia
hulka kuuluvad valestivalitudidine elementidetiip, raiteks plaatelemendi kasutami-
ne seal, kus oleks vaja kestelementi, elementide jaoksstaleuse ja kuju valimine,
kdige bpuks lihtsad Apuvead sisendandmete sisestamisel, niliel tsisestatud mudel
pole see, mis kavandatud. Siiaiks arvata ka imetuse interpreteerida arvutustulemusi,
mistdttu varasemate vigade tagged pavad thelepanuta.

Bugid leiduvad tarkvarasBugvoib peatada programnmbd naiteks eelbotlusetapis. Ohtlikum
on bug mis WWimaldab programmilddd jatkata, kuid genereerib vea, mis @sine, kuid
mitte nii suur, et kohe silma torgata.

Diskreetimisviga tuleneb matemaatilise mudeli teisendamiségptike elementide mudeliks.
Matemaatilises mudelis on vabadusastmete @pwmilatu, kuid &plik I10plike elementide
mudelis. LEA lahendit rgjutab kasutatu elementide arglisiede arv elemendi kohta,
elemendi kujufunktsiooni iseloom, isoparameetriliseneéntidega kasutatud integreeri-
misreeglid ja muud elementide defineerimisel kasutataesaildl.

Umardamisvead valjendavad informatsioonikadu arvude salvestamisekstatms/ate rélu-
pesadedpliku arvu Bttu toimuvastimardamisestd kimnendkohtadedepimisest. See
viga on olemas juba enne lahendusalgoritmi rakendamisgju @hiteksx = 1.23456
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jay = 1.23455 6 tuvekohaga &ljendus arvudele, millel on tegelikult rohkem kui 6
tivekohta. Tulemus —y = 1E£— 5 on mitteusaldusdarne juba oméhe tivearvuga. Siin
ilmneb probleem peale lahutamist, aga selle allikas: ¢gy Umardamisviga hoolimata
nende viiest usaldugiirsestifivenumbrist.

T ootlusvead tekivad siis, kui @rrandid on®odeldud, @iteks tulemust@mardamisel &i kiim-
nendkohtadé@raptmisel. Seda sorti veadivad olla tihised, kui globaalseiddrrandeid
K|[{D} = {R} lahendatakse vaitlhe korra. Kuid mine dinaamilise ja mittelineaar-
se probleemi korral vajab igalgnev samm eelmise tulemusi ja ndivad Hotlusvead
kuhjuda.

Numbrilised vead on umardamis- jadotlusvigade summa.

Kuigi |oplike elementide arvutustes on veadltimatud, ei ole vabandustpjuseta vigadele.
Numbrilised konstandid nag jt. tuleb esitada sellisédpsusega nagu kasutatav arvutuskesk-
kond \WWimaldab. Tavaliselt vajab LEA 12... 14 bitti arvu kohtas&g tuleb arve salvestada ja
toodelda kahekordseapsust @imaldavas keskkonnas.

Veatestid. Kui avastatakse oluline numbriline viga, siis tuldiplike elementide mudelit re-
digeerida ja andlisi korrata. Olulisi diskreetimisvigu avastatakse tildiglbotluse kigus,
mistdttu tuleb Orku redigeerida ja anéilisi korrata. drelbotluse, Wrgu redigeerimise ja uue
analiusi tdikli voib teha automaatselt tarkvaraliselt, kudujakse kasutaja poolt defineeritud
veapiirini.

Numbriliste vigade korral kasutatakse tihti termipgthaloomulineMaatriksite korraldhendab
see, et maatriksi koefitsientidéaikesed muutused tekitavad suuri muutusi arvutustulemus-
tes. Siiski ei saa maatriksit enpahaloomulisekpidada, kuni pole selge, mis on maatriksi
ulesanne. Maatriks, mis dilimalt sobiv \drrandite lahendamisekspmw olla pahaloomuline
omawaartuste arvutamiseks ja vastupidi.

Pole olemadihtegi lollikindlat lahendi &psuse testi. Veatest, nmibes situatsioonis testib vea
ara, \0ib teises olukorras alt vedad&ivanda valehiret. Naivalt usaldussarne veatest &b
olla kasutu. Olgu &aiteks Hilberti maatrikgH]|, mille tldlige on H;; = 1/(i + j — 1). [H]

on kurikuulsaltpahaloomulinesorrandite lahendamiseks ja séegst kasutatakse seda vahete-
vahel testimiseksUhes katses [23] esitati 1Garku Hilberti maatrikdihekordse4dpsusega, ar-
vutati selle pordmaatriks/H]~! ja Idpuks esialgne maatriks uuesti kiiH]|~!)~!. Leiti, et
[H] = ([H]~!)~! seitsme kohadpsusega, omelil] ! koefitsientide viga oli seitse suurasku.

4.2 Pahaloomulisus

Vorrandisisteem orpahaloomulinegkui lahendivektor on tundlik &ikestele muutustele koefit-
sientide maatriksis@® konstantide vektoris. LEA-s tekitab koefitsientide niéat[K] suurema
tderaosusega muresid kui konstantide veldarVorrandigisteemi lahendamise suhtesha-
loomulinekoefitsientide maatriks on peaaegu singulaarne.

Olgu kahe vabadusastmega struktuur, mille globaalsedrdid K|{D} = {R} on
/{31 —l{il U1 o P
RN 4 NS @
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us uj
Healoomuline Pahaloomuline
Kis<kz (4.2)
4.3
(4.3) “
Uz us

(4.2)
() (b)

Joonis 4.1: Kahe vabadusastmegateem lineaarvedrudéal: (a) piga piirkonna poolt toeta-
tud painduv piirkond; (b) painduva piirkonna poolt toethfaik piirkond.

VoI
k1u1 — ]C1UQ =P (42)
—kiuy + (ky + k2)ug =0 (4.3)

Molemad wrrandid kujutavad sirgjoont; u,-koordinaadigsteemis. Need on kujutatud jooni-
sel 4.1 pidevjoonega. Varjutatud ribad nenidaeber on ebdtpsus, mis tuleneb asjaolust, et
arvutimalus esitatakse numbrilisi koefitsiedpliku arvu bittidega. &pne lahend on punkt, kus
pidevjooneddikuvad. Arvutatud lahend on punkt piirkonnas, kus vatjudaibad kattuvad. See
piirkond on\aike, kuik; << ko, kuid suur, kuik; >> k. Viimasel juhul onK]| read peaaegu
lineaarselt 8ltuvad ehkilks rida on peaaegu teise skalaarkordne. Sellisel jubljustab aike

ko vOi P muutus olulisiu; ja us muutusi.

Vorrandite (4.2) ja (4.3) liitmisel saamé&nrandist (4.3)
[(/{31 + kg) — ]{31] Uy = P (44)

mis oleks &pselt korrektne tulemusus, = P, kui k; ja ko oleksid esitatuddpmatu &psusega.
Aga kui maiteksk; = 1.000000 ja ko = 4.444444F — 6 ning arvuti salvestab andmeid 7 ko-
ha &psusega, siis valemist (4.4) tuleneb00004 — 1.000000 = 4F — 6 ehk ainultuks
tahendusega koh#aib. Kui arvude salvestamiseks oleks vaidadéndusega kohta, oleks tule-
museksl.00000 — 1.00000 = 0. Fuusikaliselt thendaks see, &tigal vedrul pole mingit tuge ja
see oleks vaba likumaijga kehana. Tarkvara peaks sellisele tulemusele reatgebdiatusega,
et koefitsientide maatriks on singulaarne. Tasubakeelle panna, et juhtum << k- ei tekita
sellist olukorda.

Ulalkirjeldatud vea allikaks on ebapiisav info esialgsé#kystegurites. @pse lahendi jaoks
vajaminev info Wib sisalduda vaid arvutis salvestatud arvonas viimases bitisalgnev dot-
lus, nii hoolikas ja laialdane kui see vaid olla saab, eitapauduvate #mnendkohtade kantud
infot.
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Suurimpahaloomulisusehte ei seisne mitte sellest, dirvandite lahendaminedib eb@nnes-
tuda, vaid et seedib olla edukas ilma igasuguste hoiatusteta tarkvara kfdatja andadsiste
vigadega tulemusi, mis esmapilguwivad gada narkamatuks.

Pahaloomulisuselealtid olukorrad. Struktuurmehaanikas on sellisekgisikaliseks olukor-
raks, mis Wib pdhjustada probleemaik piirkond, mida toetab palju painduvam piirkond (joo-
nis 4.1 (b)). Siis ongigemal piirkonnalgiga keha deformatsioonikomponent nii suur, et see
varjutab teised pingépseks arvutamiseks vajalikud deformatsioonikomporteddionisel 4.1
(b) olevaga analoogne olukoréiteks soojusjuhtivuses on suure soojusjuhtivusegaquiini ja
madala soojusjuhtivusega piirkonna puutepunkt, kus teatper on ette r@aratud. Kui struk-
tuurmehaanikasitheneb Poisson’ suhe tasapinnalise pinge ja tahkisepralie korral 0.5-le,
siis muutuvad elemendid erakordseligaks ruumala muutuste suhtes, kugiligavad \bime
deformeeruda muul viisil. Kigi paindlike piirkondade toetatudikade piirkondade probleemi-
de korral on esmayguline info salvestatud arvu viimastesse bittidessed M&b olla nii vahe,

et vahemasti rdined tulemused ordsiselt vigased.

Oodatud probleemid ei pruugiigneda, kui koormused on isetasakaalustuvadeks, kui joo-
nisel 4.1 (b) on vasakpoolne koorm#slisatud ®Imele 2, siis saabdmede 1 ja 2 suhtelist
nihet arvutadadpselt isegi siis, kuigiga keha nihkekomponendid ja u, sisaldavad olulist vi-
ga. Veeluldisemalt, isetasakaalustuvad koormused lubaviikord gradientide (@i pingete)
tapset arvutamist.

“Suhtelised” ja “hierarhilised” vabadusastmed. Toome probleemi jaoks joonisel 4.1 sisse
“suhtelise” vabadusastme = u; — uy vabadusastme, asemel. Seega asendudrrand (4.1)

alljargnevaga:
]ﬁ 0 Uy o P
elin-ir 9

Vorrandid (4.5) orhealoomulised:; ja ko kdigi vaartuste suhtes. Nee@wrandid saadakse.

kui vabadusastme sissetoomisega elemendi kirjeldudsealik, et teisendustedi standardse-

te elemendimaatriksite kaudu enne lahendat@raandigisteemi koostamist:,-i sissetoomi-
sest tuleb hoiduda lahendatav@randisisteemi (4.2), (4.3) teisendamise teel, sest koefitsient
k1 + ko sisaldab viga, mida soovitaksaltida.

p-viimistluse kontekstis on lisatud suhtelised vabadusadttuntud kui “hierarhilised” vaba-
dusastmed. Hierarhilised vabadusastmed ei asenda jubeasdevaid vabadusastmeid, vaid
need lisatakse elemendile, et suurendada sellepomialja jarku (nagu avaldises (4.27) ).

4.3 Seisundiarv

Maatriksi [K] seisundiarvC'(K) annab hinnanguapsuskohtade arvule, mi$ivad kaduma
minna drrandiK|{D} = {R} lahendamisel. Tegelik kaotus on hinnangust tavalisgksem,
sestap pol€’(K) tapne arvutamine vajalik.

Definitsioon ja arvutamine. Maatrikis [K] seisundiarv, mida vahel nimetatakse ka spektraal-
seisundiarvuks, defineeritakse kui
/\mam
C(K) = )\ (4.6)
Kus A4z J@ Amin ON [K| suurim ja \aikseim omagartus. Monel juhul \Wib C'(K) olla “kunst-
likult” k Orge selles rdttes, et siis ennustab ta suuren@gduse kadu kui tegelikult esinev. Kui
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naiteks joonisel 4.1 o@'(K) suurk; << ko korral ja siisk; >> ko korral, viib ainult juht

k1 >> ko numbrilise veani @rrandi lahendamisel. Saab nii korraldada, et seisundiarsuur
ainult siis, kui drrandid on dsiseltpahaloomulisedSelleks skaleeritakg&] selliselt, et tema
diagonaalelemendid dihed. Siis arvutataksg,,.. ja .., Skaleeritud maatriksisKs|. Ska-
leerimismaatrikgS] on diagonaalne ja see konstrueeritajsé diagonaalelementidest. Seega
omawaartusprobleemiks saab

([Ks] — All)) = {0} 4.7)
kus
[Ks] = [S][K][S]
ja
g — L

Siin [I] on Uhikmaatriks. Valemi (4.7) kuju saab muuta ilma or@atusi muutmata, kui teha
asendugD} = [S]7'{Ds} ja korrutada maatriksiggs| ~*. Seega

(K] =A[Ku Ky -+ Kul){Ds}={0} (4.8)

VoOnkumiste ndistetes ahendab valem (4.8) , et skaleeritud maatriisg] omawaartused
\; = w? saab ltte esialgsedikusmaatriksigdK] ja diagonaalse “massimaatriksiga”, mis on
lihtsalt [K] diagonaal, struktuuri om@nkesagedustest;. See vaatenurkaitab, miks isolee-
ritud jaik piirkond suurendab seisundiarvu: isoleeritud suurssidd;; vahendab madalaimat
sagedust, kuid tal onaike ndju kdrgeimale.

Omansartusprobleemi lahendamise arvutuslik hind on suurem &uiandeil K|{D} = {R}.
Onneks ei peanq. ja Amin Olema tipselt teada. Rahuldasgpriori hinnangu\,,,..-le vdib saa-
da Gerschgorini piirist [2, avaldis 11.12-17]. Siiski pdlg;,, a priori hinnang ligiehedaseltki
nii usaldus@arne. Skaleeritud maatrikHKs| seisundiarvu hinnang ofi(Ks) = (7;)maz, KUS
r; on diagonaalneddumissuhe (4.12) [24]. See hinnang on loomuliluttosterioriselle ase-
mel, et ollaa priori.

Interpretatsioon. Kuna koefitsiendimaatriksitK] tododeldakse &rrandi [ K[{D} = {R} la-
hendamisel, siis viib esialgset&ikusteguritearabikeviga modifitseeritud teguritépsuse &-
henemisele. Kui iga arvu jaoks kasutatakseumbrikohta, siis modifitseeritud koefitsientide
tapsus onl,.. numbrikohta, kusjuures

dacc =d— dloss (49)

milles
dloss S lOglOC(KS)

Seega, kuil = 14jaC(K) = 1E8, siisd,.. > 6.“<” simbol valemis 4.9 &itab, etog,,C(Ks)

vOib numbrikohtade kaotustle hinnata.C'(K) suurugrk on fitpiliselt miljon, kuid valemi
(4.9) \aidetud potentsiaalnépsuse kadu ei pruugi aset leidizks pdhjusi on see, et valem
(4.9) ei arvesta koormudiR}. Tapsuse kadu on enar@eraoline, kui{R} kuju sarnaneb
uhega viimastest omavektoritdsV }; valemis (4.10) @i on ligilahedaselt nende lineaarkom-
binatsioon, kuid sisaldab vigwvvaikesi koormusekomponente, et meenutab esimest omavek-
torit [25]. Praktikas sarnanefR }; kuju tihti rohkem ldige madalamate omavektorite lineaar-
kombinatsiooniga.

Teooria valemi (4.9) taga summeerubaigjnevalt [26]. OlguK| omawartused); ja vastavad
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omavektorid{ V}; normaliseeritud nii, efV}7{V}, = 1. Siisn x n maatriksi[K] jaoks, mis
on dimmeetriline ja positiivselt @ratud

K™ =2 5 {VEA{VE
[K]-s domineerib\, ., ja [K]'-S A\in- Amin arvutamiseks vajalik info sisaldub koefitsientide
K;; kdige parempoolsemates bittides. Sukig. /.., iga 10 astme jaoks o]~ madalaim

domineeriv mood esitatud umb@ke \brra vahema kohtade arvuga, kuna info liigule kasu-
tatavate bittide arvualja.

tikutega [27]:

C(K)=b (hm) N2 (4.11)
kus N
b = positivne arv
Ponaz, hmin. = mMaksimaalne ja minimaaln@lsnede vahekauguvwgus
N., = elementide arviplike elementide mudelis
2m = diferentsiaal@rrandi prk
n = |oplike elementide &rgu dimensionaalsus

Valem (4.11) Wib olla kasulik ennustamak8plike elementide mudeli muutuste efekt{K)-
le. Kui naiteks tala korral elementide pikkuste suhe,. /h,:» muutubl/1-It 10/1-le, siis suu-
renebC(K) 1000 korda. Kui elementide arv kahekordistub, suureridi§) 16 korda. Mblema
muudatuse korral suurenéiK) 16000 korda.

Leidub ka avaldig” (K) tlemise ja alumise piiri arvutamiseks [27], kuid see poléli&rkvara
jaoks kuigi ligitmbav, sest on arvutuslikult kulukas.

4.4 Diagonaalne lbdumistest

Allj argnevalt kirjeldatakse diagonaalsétdkmistesti kui viisi leida numbrilisi vigu &randi
K|[{D} = {R} lahendamisel Gaussklistamismeetodil. Sarnaselt teiste numbriliste vigade
testidega, pole ka see eksimatu, kuid on lihtne ja arvikuisiodav.

Olgu [K] simmeetriline ja positiivselt @ratud. Kui Wrrandid on lahendatud, s.t. tundmatud
korvaldatud, whendatakse lahutamise teel diagonaalelemenfjgemis vastavad vabadusast-
meteles, mis siiski tuleb drvaldada, @artusi suurugjrgu \0rra, ent needdaivad positiivseteks.
Selline Kitumine esineb @iteks [2, joonisel 2.8-3] ja avaldistes (4.1) ning (4.4usk;
kdrvaldamine teisendab teise diagonaaleleménéi ko kujule ;.

Diagonaalset &adumistesti rakendatakse igale diagonaalelemendile, é&ninaeid kasutatakse
teiste tundmatute ellimineerimiseks [28]. Olgy i-nda diagonaalelemend@éartus sel hetkel.
Koos selle elemendi originaalartusegay;; on diagonaalneddumissuhe

K

Pi'

Esialgsest diagonaalelemendigiily kaotsi minnar;-i kimnendastmegadvdne arv &pseid
tivekohti. Kuir; = 1E8, v0ib K;; kaotada kuni 8 kohta omapsusest selle aja jooksul, mil

(4.12)

r; =
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P,vA

Joonis 4.2: Konsooltala elementide nummerdamine tabkljuirde: (a)tip-to-root; (b) root-
to-tip.

Tabel 4.1: Arvutatud #lgtipu kdrvalekalded ja diagonaalsedddumissuhted; viimases kol-
mes todeldud Wrrandis ( = 2n — 2,7 = 2n — 1 jai = 2n) N, vOrdse pikkusega elemendist
koosneva konsooltala jaoks.

Kogupikkus = 1000
El = 8(10)
Vezact = 1.0000

tip-to-root root-to-tip
2n mittenullist vabadusastet 2n mittenullist vabadusastet
Elementide arv v Ton—2 Ton—1 Ton () Ton—2 Ton—1 Ton

Ngs=n=10 1.0000 80 20 80 1.0000 53 1{)0 4(10)
Ny =n=100 10000 80 20 80 09992 7.7 100 4(1¢)
Ngs=n=1000 1.0000 8.0 20 80 01197 80 2{0 2(10)

ta muutubP;;-ks ja teda kasutatakse i-nda tundmatunaldamiseks. Onaimalik saavutada
r; = oo, Mis raitab, etdaretingimused pole sobivad; struktuurmehaanika teresron bima-
lik jaiga keha liikumine. Tulemus = oo vOib ilmuda mitte enne viimast ellimineerimissam-
mu, sest viimase vabadusastme piirang rahuldakaléta nbnede probleemide korral singu-
laarsust. Mdnes programmis on olemasimalus lisadagaretingimus, kus; = oo saabumist
margatakse, rakendades nii programmeerija oletust, @tedliisikaline probleem oli tarkvara
kasutaja teadlik valik.

Tabel 4.1 iditab diagonaalsekiumistesti rakendamist. Antu@ite talaelemendid ei lub&ki
labipainet{D}-s on $Imede vabadustastmeiga ¢ = dv/dz jarjekord argmine:

{D} = [Ul 91 V2 e 9277,—2 Van ‘92n]T

Analuis viidi labi arvutil, mis eraldas arvu jaoks 11 kohta. Test on anthdljedukasr; muu-
tub suureks vaid otsas arvutat@dipaindev olulise vea korral[K| seisundiarv peale skaleeri-
mist valemi (4.7) argi on suurusjrgus 1E12 kuiV,;; = 1000, hoolimata sellest, ka$bnede
nummerdamigjrjekord ontip-to-root voi root-to-tip. Siiski ei ilmne Bsist ipsuse kadu, mida
ennustab selline suur seisundi drp;to-root nummerdamise korral.
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Naites tabelis 4.1 on elemendidndse pikkusega. Olguiiid N.;; = 1000 korral elementide
pikkused vahemikug = 0.99999 kuni L = 1.00001. Siis annalip-to-root nummerdamine ot-
sa Bbipaindeks = 1.027, samas kui diagonaalseddumissuhted ei muuda omaartusi 8.0
ja 2.0 tabelist 4.1. Seeg@ib jareldada, et diagonaaln@dumistest ei pruugi Argata olulist
tapsuse kadu.

Oluline on diagonaalkoefitsientid®&umine, mitte nendeaike \éartus. \aikesed diagonaal-
elemendid iseenesest ei tekita suuri vigu. Samalaadsie eseda ka suure@rtusega diago-
naalelemendid (nagu valemeis (4.1) ja (4.4) juhuk < k- isegi siis, kui 8lmede nummer-
damine vastupidiseks muuta). Kui aga suure diagonaalelénkérval on suured mittediago-
naalelemendid, siis toob nende ellimineerimine kaasastata/a diagonaals&#umise teistes
vOrrandites, mis samuti sisaldavad suuri mittediagoneadehte (nagu valemeis (4.1) ja (4.4)
juhul k1 >> ks).

4.5 Jaagid
Olgu Wrrand[K|{D} = {R} lahendatud D} suhtes. Siis saab arvutadagivektori{ AR }:
{AR} = {R} — [K]{D} (4.13)

Kui lahendivektoris{D} ei domineeri numbrilised vead, s{g\R} = {0}. Toeraolisemalt on
aga vead olemas, mille korral AR } vean®dduks. Selle skalaarkuju on
__ {D}{AR}
{D}"{R}

Flusikaliselt one jaadkkoormuse ja tegeliku koormuse, millesbiemad toimivad nihkg§ D}
kaudu, tehtudddde suhe.

(4.14)

Onnetuseks kipuvadigid olema #ikesed, kupahaloomulisivdrrandeid lahendatakse Gaus-
si ellimineerimismeetodil, @tumata sellest, kas lahendivektfD} on tapne bi mitte [29].

garanteeridpsust, on suAR} usaldus@arne indikaator selle kohta, et miski on valesti.

Struktuurmehaanikas seisnebikese{ AR} fuusikaline ndte selles, et rakendatud koormis
{R} on peaaeguisivas tasakaalus vastupidise®juvate pududegdK]{D}. Tasakaalutingi-
mus \0ib olla rahuldatud isegi siis, k§iD } on palju vaiksem, kui see peaks olemaisikalises
probleemis, seda liigselaiga diskreetimisedrast (fiteks [2, joonis 8-3.4-2]).

Vorrandite[K]{D} = {R} lahendi numbrilist viga saabéhendadagrgmise iteratiivse skee-
miga. Algse lahend{D}, jargi arvutatakse edukaléggivektor, juurdekasvud lahendivekto-
ris ja seegrel varskendatakse lahendivektorit. Arvutusi korratakse Kwondumiseni{ =
1,2,...,n).

{AR}; = {R}—[K[{D};

[K[{AD}; = {AR} (4.15)

{D}is1 = {D}i+{AD}
Et see protsess suurendakpgust, peaK| esitama esimesedkrandis (4.15) suurema
kiimnendkohtade arvuga kui esialgne lahendivekiok,. Teises @rrandis (4.15) &ib kasu-

tada originaalset ehkdhemépsetK]-d, mille tegurdatud kuju on juba olem&® }, lahenda-
misest. Koonduvus liigub&rrandite K|{D} = {R} lahendi poole seda enam, midgpsemalt
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on [K] esitatud.

Kui vorrandigisteem ondsiseltpahaloomulingon etem mudel olukorra parandamiséksber
ehitada, selle asemel, et teha kangelaslikgingutusi kehva lahendi parandamisel. “Kui asi
pole tegemist 8art, pole see &stitegemist &rt” [29].

4.6 Diskreetimisviga. Koonduvus.

Diskreetimisvigavaljendab erinevust matemaatilise mudeli ja selle diskee@dplike elemen-
tide) mudeli vahel. Bplike elementide tulemuste koondumine matemaatiliseaitidemuste
suunas eiltle iseenesest midagi selle kohta, késh matemaatiline mudeiyjendab tegelik-
kust.

Jargnevad argumendid on joonisega 4.9-2 [2] seotud argudeewiimistlus. Loplike elemen-
tide veaanalusi alus\ide on, et piisavalt peen@rgu korral saabdplike elementide lahendi
vea piiritleda veaga, mis tekitdbnpunktides apse kujufunktsiooni interpoleerimisel [30]. See
vaide ei vaja, etdplike elementide lahend peablsedes &pne olema; selline on olukord ai-
nult erijuhtudel [31]. See vajab piisavalt peerdrku, mille puhul saavutatakse vajalik koon-
duvusn@ar (vt. ka joonist 4.4 . Seegalstataksedplike elementide mudelid, millel on suur
diskreetimisviga (naguaiteks joonisel 3.4-1 [2]). Samuti on vajalik, €ilsjoud oleksid ra-
kendatud koodialiselt, nagu on kirjeldatud [2, ptk. 3.11].

VeaanaliUs. Diskreetimisviga saab @mikord ndarata veaanalisi suurusirgu kaudu. Olgu
telgsuunaliselt koormatughtlane varras joonisel 4.3 (a). Telgtasakaéhand onAo, , +q =
0. Kui asendadaghu-pinge suhe, = Eu ,, on tasakaalluirand

1

Ugr + AE — 0 (4.16)
Koosnegu dplike elementide mudel standardsetest kammaslistest varraselementidest. Kui
koormusintegraali arvutada kodshkliselt (avaldised (3.3-8) ja 4.8-15b [2] j& ning E on
konstandid, siis ondplike elementide mudeliddmede niheu; tapne [31]. Kunadpne lahend
pole punkthaaval lineaarne, esinevad lahendlisiede vahel vead.Vardaprobleemi vigade ole-
mus on omane ka palju keerulisematele ja realistlikumafgikke elementide probleemidele.
Allj argnev arutlus on otseselt rakendatav lineaarsele etgstshleemile, millel on sujuvad (aga
vOimalik, et muutuvad) elastsuskoefitsiendid koos pidevigierpunktkoormusega ja mille ke-
hades pole tugevaid singulaarsusi (praod puuduvad).

Vardaprobleemis aniilisitakse i-nda elemendi lineaarinterpolatsioonivighmedex; ja ;4
vahel. Nihkevigee = e(x):

e(z) = u(z) — [u (1 S ;x) F g (‘” ;x)} (4.17)

kusu(z) on tapne lahendh; = z;,1 — x; on elemendi pikkus. Samuti; = u(x;) ja u;41 =
u(z;yq). SOIMedese(z) = 0. Elementide pikkused ei pea olerihesugused. Elementide sees
on e(z) pidev funktsioon. 8lmedes on esimese tuletiséx) katkemised (joonisel 4.3 (c).
(Edaspidie, = €', e ., = € jne.)

e(z) Ulemine piir @hineb allprgnevale argumendile [30]. Olgutelgkoordinaat vahemikus
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i+l |

Tapne lahend u=u(x)
Lplik element (tiikati Ynaarn\e)

G(ox+doX)A

a=ax) i i+1
?—>||—>¢—> —>0—>0—>0—,
element i
(a)
e(x)

AT N
- X

(c)

Joonis 4.3: Vea &itumine telgjaotusega koormugell olevaihtlase vardadplike elementide
mudelis. Tapne telgnihe om = u(x) ja selle viga ore = e(x).

x; < z < x;yq nNii, ete'(z) = 0. Sellise punkti olemasolu on ilmne jooniselt 4.3 (b) ja see
tuleneb elementaaralgebra Rolle’i teoreemist. Edasidatbkeeldus, et (x) on Hlmed vahel
pidev.¢’(z) muutuse saal’ integreerimisel. Seega valemist (4.17) :

d(x)—ée(z)=¢€(z)= /ZI ¢"(s)ds = /: u"(s)ds (4.18)

seejuures on integreerimismuutuja ja(z) = 0. Avaldise (4.17) lineaarlikmed ei @juta
e”(x)-i. Samuti:

[ s

Seebttu on i-nda elemendi pingevig& x) piiratud jargmiselt:

T z+1
< / [u"(2)|ds < / |u"(2)|ds < h; ( max |u"(x)|> (4.19)

2 <T<Tit1

T <x<Tit1

le'(z)| < h; ( max |u"(m)|) (4.20)
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Saab ka réarata nihkevea(z) piiri, kui silmas pidada, et suurim nihe on kohal= z, kus
€’(z) = 0. Kui z pole elemendi keskpunkt, peab see ole&temalikskdik kasz;-le voi z; -
le. Olguz lahemalz;-le. e(z) saab arvutada kolmeliikmelisest Taylori reast kagsse gagiga
x = z Umber.

e(x;) =e(2) + (x; — 2)e'(2) + %(IZ — 2)%e"(s) (4.21)

s on jéagi arvutamise punkt elemendil i. Kurér;) = 0, €/(z) = 0 ja valemist (4.17)e"(s) =
u”(s), siis

e(z) = —%(a:, — 2)%"(s) (4.22)

Vastavalt eeldusele, eton lahemal:;-le kui z, 4 le, tuleneb, etz — z;| < h;/2. Seega on i-nda
elemendi nihkeviga(z)piiratud kui

e(r) < éh? ( max |u”(x)|> (4.23)

2 <z<Tit1

Saab destada, et tulemus on sama ka siis, kaleks Bhemalz; . -le.

Eelneva arutluse esilekerkivad punktid on:

1. lineaarelemendi pingeviga ordndeline elemendi suurusega ja nihkeviga @mdeline
elemendi suuruse ruuduga;

2. veahinnang ondardeline kujufunktsioonigrgustiihe \0rra suuremagrguga tuletistega
(teist jarku tuletised varda jaoks, mille kujufunktsioon on linewss;

3. nihked on Bige ipsemad@medes Bi nende vahetusheduses. Pinged olige &pse-
mad elemendi sees.

Kasutadesi@nbolit O jargu jaoks, saabelda, et valem (4.20) kujutab pinge diskreetimisviga
O(h) ja (4.23) kujutab nihke diskreetimisviga(h?). Seega, kuh = max(h;) poolitades teha
uhest elemendist 2, siis pingevigaheneb umbes 2 korda ja nihkeviga 4 korda.

Uldistused. Olgu defineeritud aljrgnevad émbolid:

h = elemendi ligikhedane “karakteristlik pikkus”; lineaarelemendi pikkpigkima joonseg-
mendi pikkus, mis mahub plaatévmonoliitelemendi sisse frmalikud on erinevad de-
finitsioonid);

p = elemendifiisikalise suuruseteliku polinoomi lorgeim prk;
2m = elemendi fiisikalise suuruse diferentsiaatvandi korgeimat arku tuletise grk.

p definitsioonis on@na “@ielik” oluline. Naiteksp = 1 pohilise 4-$Imelise tasaelemendi jaoks
(joonis 3.6-1 ja avaldis 3.6-1 [2]). Selles elemendis om@s l0ik konstandid ja lineaarliik-
med, kuid ainulty kolme ruutelemendi?, y? ja zy seast.

Element, mille aljatugevus sisaldakielikku p-jarku polinoomi, eksiktp + 1 ja kdrgemat @rku

polinomiaalsete likmete kujutamisel. Kui singulaarsusi €ne, siis on mistlik eeldada, et
suurem osa vigu tuleneb madalaingaguga liikme ehk liikme grgugap + 1 araptmisest.
Siit saab @reldada, et singulaarsuste puudumisel on diskreetias(¢@ koondumisi@Earad)

alljargnevad:
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e O(hP*1) esitab filisikalise suuruse viga;
e O(hP™1=7) esitab filisikalise suuruse r-nda tuletise viga;
e O(h2r+1-m)) esitab pingeenergia viga (struktuurimehaanikas)

Veajargu valemites sadbasendadagj/"-ga, kusN,, jan on vastavalt elementide ardglike
elementide mudelis ja mudeli dimensionaalsus. Aserigsstab see, ét on pdordvordeliselt
seotud Klgelementide arvuga’.,;, mis on IigikauduNellﬁ,”.

UhenBdtmelises Aites joonisel 4.3p = 1, r = 1 pingearvutustes jam = 2. Tasakehadel,
mida modelleeritakse kolmébneliste kolmnurkadega ja monoliitkehadel, mida modzltak-

se 4-®lmeliste tetraeedritega, oiifsikaline suurusdielik lineaarne palnoom, seega = 1.
Samutir = 1 gradiendi (pinge i rohk) arvutustes j&m = 2 selliste probleemide jaoks
nagu soojusjuhtivus jabhuanaliis. Samad arvud kehtivad tavaliste @lrseliste nelinurkade
ja 8-DImeliste telliste jaoks, millel pole sisemistdimeta” vabadusastet. Nendel elementidel
on rohkem padlnoomliikmeid kui kolmnurgal ja tetraeedril, kuid mitteigavalt, et moodus-
tada tielikke ruutpolinoome (joonis 3.9-1 [2]). Diskreetimisviga ogiksem ja seega koon-
duvusaste suurendkgemat @arku liikmete olemasolul. Kui tasandi probleemi korral g&dda
4-Blmelised elemendid 88dmeliste vastu, siis muutuliiisikalise suuruse veark O(h?)-st
O(h?)-ks. Kui vorgusilma suurust vahendada kaks korda, siis vigaheneb 4 korda 4&tmeli-

se \0rgu korral ja 8 korda 8@melise \0rgu korral. Varda jaoks = 3 standardse kahébnelise
varraselemendi korral, = 2 kumerusarvutustes fam = 4. Nihkeviga onO(h?) ja kumeru-
sest arvutatudaandemomendi viga 00 (h?). Tasub meenutada, et need hinnangud eeldavad
sdolmkoormuste koogKalist arvutamist. Sestdjhtlaselt koormatud konsooltala korral kannab
Uhtlase elementide paigutuse@gplike elementide mudelis tipdbn mojuvat jdudu ja hetke-
koormust.

Fllsikalise suuruse tuletiste veahinnangdd/ad olla pessimistlikud. Biteks varda korral joo-
nisel 4.3 tuleh:, veahinnangud arvutadalsmedes, kus viga on suurim, mitte keskpunktides,
kus viga on vaiksem, ollesD(h?) O(h) asemel. Teistedmadega koondub gradient varrasele-
mendi keskpunktis sama moodi naglisikaline suurus. Kuidplike elementide ®rgus leidub
punkte, milles pingete vigade suuréid§ on sama mis nihetel, siieldakse, et pinged on neis
punktides tilikoonduvad”.

LOpetuseks tuleks ankida, et nbned potentsiaalsed diskreetimisveatienevad, kui struktuuri
ruumala korrektselt edasi antakse. Kui tasapinnalise g&éhan ringikujuline ja seda modellee-
ritakse sirgete llgedega elementidest koosnevaguga, siis ei aswplike elementide mudeli
poliigonaalne &lispiir taielikult ei ringi sees ega kaaljaspool seda.

Singulaarsused Nagu rahtud, on veapiirid &rdelised fiusikalise suuruseipse @artuse(p +
1)-jarku osatuletisega &éiteks avaldised (4.20) ja (4.23) ). Kui lahendataval prehiil on
selle tuletise @artus Bpmatu, siis veapiirid rangelt ei kehtiaNeks pragudega kehades on nih-
ketuletis kuni teisegrguni Bpmatu prao tipus. Sestap isegi lineaarelementide, miltel 1,
korral ei kehti antud hinnangud prao tipahleduses. Kui madalaima singulaarse tuletisk |
pole teada, et saa hinnata, mitu korda vigheneb Grgusilmade suuruseéahendamisel.

Kuigi singulaarsused @ivad aeglaselt koonduda, eéldi teisest argust Kbrgemate tuletiste
singulaarsused koonduvustai€lik p-jarku polinoom sisaldab kindlastaielikku polinoomi
jargugap — p, kusjuured) < p < p. Kui tapse lahendip + 1 — p)-jarku tuletis on Brgeimat
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. B C
b, viga \
¢1 ¢1

Joonis 4.4: (ap viga on \0rdelineh?-ga. (b) Viga on mittemonotoonn@&ieral ABCD ja \0rde-
line h2-ga kdveral AE. Kbvera AF oiks kujutada sirgjoonena, kui abtsiss oléks

jarku mittesingulaarne tuletis, siis eelnevas veahinnasgalp asendada suurusega u. , saa-
des fitisikalise suuruse veahinnanguk&+'—*), selle esimese tuletise veahinnangGké?—+)
jne. Seegadpse lahendi iga singulaarger 1- voi vaiksematgrku tuletise korral &ib 10plike
elementide lahend kaotadai astmes. Hinnang on tihti pessimistlik. Aga kui see kehtib
elementidel@rgugap — 1 sama vedrk, mis elementidefrgugap, ent madalamaiyguga ele-
mendid on arvutuslikult odavamad.

Olgu maiteks glle telgsuunaliselt koormatud varras, kuid astmelise tisega elemendi sees.
Olgu elementide numbriga i ja i+1 jaoks < x, < z;41 ja telgkoormuse jaotus

¢=0,r<z, q=1lz>u, (4.24)

Valemist (4.16) saame, et,, on defineeritud &igi = vaartuste korralmazx |u"(z)| = 1/AE

ja avaldised (4.20) ning (4.23) on rakendatavad. Vastgsaltad veahinnangud sellisteks
nagu avaldised (4.20) ja (4.23htlevad, olgu siis element lineaarne, ruuti korgemat
jarku. O(h?) nihketipsust, mida &iks normalselt oodata ruutelemendi jaoks, ei ddémalik
saavutada. disipsus on taastatav, kui asetada elementidevaheline pirmkse muutumise
astmeleUldistades %ib oodata, etdpsuse olulist kahanemisbi oodata naabruses toimuvate
akiliste elemendisiseste koormuste, materjaliomadi@tpaksuse muutumisel.

4.7 Mitmekordse \Orgu ekstrapoleerimine

Olgu ¢ huvitav suurus, mida arvutataksplike elementide ®rgu mingis punktis. See suurus
vOib olla otsitav fiisikaline suurus iselks selle tuletistestdi naiteks pinge, mis ondardeline
tuletiste kombinatsiooniga. Olgl(h?) ¢ veahinnangugrk, kush on elemendi suuruse @ot.
Olgu eelduseks, et koonduvus on monotoonne ja @b teadas sOltuvuse graafiki?-st on
sirgjoon (joonis 4.4 (a)). Olgw; ja ¢, vaartused, mis on arvutatud kahebrgul, millel on
vastavalt ndddudh, ja hs. Lineaarse ekstrapoleerimisegdeljele saadakse

bo = G1hy — ¢ahi _ ¢1 — Pa(ha/hs)"
: hg — hi 1 — (h1/hs)?

kus ¢, vastab elemendi suurusele= 0 ehk Bpmatult peeneledrgule. Valem (4.25) on

tuntud kui Richardsoni ekstrapoleerimisvalem [32]. &lgnevalt on rdningad piirangud:

(4.25)
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Joonis 4.5: Tagaosas koormatud konsooltala regudaguwiimistlemine. Pidevjoonedhista-
vad N, = 8 vOrku. Pidev- ja kriipsjoonedahistavadV,;; = 32 vorku. Mdlemal juhul kasuta-
takse 4-8lmelist tasaelementi.

1. valem (4.25) 8ltub taielikult vorgu regulaarsest viimistlusest;

2. igal viimistlusel &ilitatakse samedama &rgu Hlmed ja elementidevahelised piirid, sel
ajal kui lisatakse uusi@mi, elemente ja@medevahelisi piire;

3. elementideitibid ei muutu;
4. nurgadlmed pavad nurga@medeks ja kljesdimed Kiljesdimedeks (joonis 4.5);

5. iga viimistluse @rel peab huvitav suurus ilmuma matemaatilises mudelisdiksid asu-
kohas ja elemendi suhtes fikseeritud positsioonis (aateks nurgadmes).

llma nende piiranguteta ei pruugi koonduvus olla monotegmmsjuhul (4.25) ei kehti.

Mittemonotoonne koonduvusdib pohjustada mittesobivate elementidegaku nagu @iteks
nelinurksed QM6 elemendid [2, ptk. 6.6]. Viimased sisa&th@ielikku ruutninke valemit ja
kaituvad nagu ruutelemendid. Kuid koos suureneva kujumiusega kipuvad nad kaotama
oma ruutomadusi jadituma rohkem nagu Q4 (lineaarsed) elemendid [2, ptk. 6Ndi] pdhjus-
tel ong-d suhteliselt raske ennustada.

Kui ¢ pole ette teada, saab sedaamata graafiliselt kui eksponenti, mille korgakdltuvush?-st

on sirgjoon. Vajatakseahemasti kolme erinevabvku, et eristadadverat sirgjoonest (nagu AF
AE-vastu joonisel 4.4 (b)). Kui originaadvk on liiga jame, ei pruugi selledrgu ¢ olla tihegi

q korral sirgjoonel. Kui arvutatakse liigagahe andmepunktedv kasutatakse mittekorrektset
vaartust, Wib ekstrapoleeritud tulemus oll@kemépsem kui lahend suvalises andmepunktis.
Eelistavam on arvestada suurust

e= @;;%100% (4.26)

kui ¢, suhtelist viga.

4.8 \orgu redigeerimise meetodid

Vorgu redigeerimisegaifitakse parandada tulemusi diadi jargmises tgklis. Eesnédrk on
saavutada vajalikdpsus nii aikese vajamineva vabadusastmete arvuga &imalik. Jooksva
vOrgu analiiisimine annab nii veahinnangu kui ka juhiseifitgu revideerimiseks. &gu redi-
geerimine &hendab tavalisela@medama &rgu peenemaks viimistlemist, kuid odimalik, et
mones piirkonnas tulebdrku ka pmedamaks teha.
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Joonis 4.6: (a) Ruudukujulise plaadi esialgrigkvkoos plaadisisese nurgakoormuségab)
Voimalik A-viimistlus. (c) VOimalik p-viimistlus. (d) Voimalik r-viimistlus.

4.8.1 h-viimistlus

h on siin elemendi suurust iseloomustav lineaardimensioaiieks elemendi suurim laius
vOi naiteks tasaelemendi pindala ruutjudi yonoliitelemendi ruumala kuupjuur. h-viimistlus
seisneb samaiiipi elementide lisamises (joonis 4.6 (b)). Joonis 4aiabihtlasth-viimistlust,
joonisel 4.6 (b) on aga mittétlaneh-viimistlus. Kui olemasolevaid elemente jagatakse kordu-
valt alamosadeks, nimetatakse sellist viimistlusinikord “rikastamiseks” [2, joonis 6.13-1b].

4.8.2 p-viimistlus

p on siin elemendi &ljatugevusedieliku polinoomi kdrgeim grk. p-viimistluses suurendatak-
sep vaartust elemendi sees ilma elementide arvu muutmiseteedaeib kaasneda olemas-
olevatele 8lmedele vabadusastmete lisaming@eede lisamine olemasolevatele elementide-
vahelistele piiridele ja/®i sisemiste vabadusastmete lisamin@iimistlus joonisel 4.6 (c) on
mittelihtlane, sest elemendid palate moodi viimistletud.

4.8.3 r-viimistlus

r tahendab imberkorraldamist” (ing. kiearrange. Sestap sisaldabviimistlus imedelim-
berpaigutamist ilma elementide arv@iwnende {fiisikalise suuruse p@homiaalsegrgu muut-
miseta (joonis 4.6 (d)).

76



4.8.4 Markused

Kasitsi arvutamisel ei vaja-viimistlus muudatusi olemasolevasse LEA tarkvarass€oAu
maatsel arvutamisel vajabviimistlus, et olemasolev LEA tarkvara, mida kasutatagaeast
taaswrgustamist, kohanek®vguga. Taaswgustamisel ei tohiksdstikohanenud elemente asen-
dada kahe ® enama halvasti kohanenud elemendiga. Nutika programmisega saab juhul,
kui viimistlust tuleb teha &ikeses dplike elementide mudeli osas,omingaid eelnevadrgu
jaoks saadud andsitulemusi, nagu Bjutamata elementidéijkusmaatriksid, taaskasutada
uuestiarvutamise asemelkviimistlust vbib korrata bpmatuseni. Piiravaks on ainult arvutus-
maksumus, andmesalvestusruum ja edasibeldav tipsuse kadu numbriliste vigadtt.

p-viimistluse automatiseeriminénab tavatarkvaras olulisi muudatusi. Viimistlust sashkata,
kasutadediksteise argi Uha lkdrgema @rguga elemendi kujufunktsioone, kuni on kasutusel
korgeimad tarkvarasse programmeeritagypd. Arvutuslikubkonoomsuse jaoks saab viimist-
letud \Ork taaskasutada @ningaid eelmise &gu jaoks tehtud arvutusi, kui lisatud kujufunkt-
sioonid dilitava oma “hierarhilise” kuju, s.t. olemasolevad elemiekujufunktsioonid ailita-
vad oma esialgse kuju [33].diteks valemid [2, 6.1-3] ja [2, 6.1-4] saab asendada vaami

u=[N]{d}:H§<1—£> (1-g) %(Hf)H Z (4.27)

kus as on hierarhiline vabadusaste, millalisikaliseks ahenduseks on suhteline nihgeja us
maaratud lineaarse variatsiooni suhtes. Seega ei muu@in2eise elemendi lineaarsed kuju-
funktsioonid hierarhilise kujufunktsiooni— ¢? lisamisel. Kui{d} vabadusastmed on selliselt
jarjestatud, et iga lisatud hierarhilise vabadusastmeaighitada nimekirjadppu, siis iga hie-
rarhilise vabadusastme lisamisegeenheb elementidéjkusmaatriks uute ridade ja veergudega
ilma, et juba olemasolevad read ja veerud muutuksid.

Parast vabadusastmete lisamisgewnimistlusel korgem koonduvusaste kitviimistlusel, eriti

kui esineb singulaarsusi [33]. Samuti toplviimistlus sama vabadusastmete arvu korral kaasa
madalamdK]| seisundiarvu kuh-viimistlus. Teisalt sobith-viimistlus paremini paralleelarvu-
tusteks, etiheaegselt genereerida tuhandeid sditiipitelemente [34]p-meetod kipub selek-
tiivselt lisatavate vabadusastmetega genereerima niitrodisi elemente.

r-meetod Wimaldab vaid piiratud arengut, sest vabadusastmete anuatu. Samuti on see
kallis ja harva tasuv, kuigi@dme asendi optimeerimine ordwnalik. Struktuurimehaanikas on
r-optimeeritud @rgul selline huvitav omadus, et elementidevaheliseddppiiliavad argida
peamist pingetrajektoori [34—36].

Loomulikult saab neid viimistlusmeetode kasutadéiksteisega kombineeritult ja tavaliselt se-
da ka tehakse:-viimistlust on titipiliselt aiendatud 8imedelimberpaigutamisega, saades see-
ga reaalselbr-viimistluse [2, joonised 6.14-2, 6.14-3 ja 9.7-4]. Teiriekdiivne kombinatsioon

on hp-viimistlus, mille koonduvusr@ar vabadusastmete lisamisel on suurenvkuiimistiusel

vOi p-viimistlusel eraldi.

4.8.5 Teised meetodid

Parast esialgset aridlsi V0ib valida osa originaalsesiplike elementide struktuurist ja viimist-
leda ainult seda osa. Isoleeritud osa piiril rakendataksdgsest andlisist arvutatud nihkeid.
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Seda nimetatakse osamodelleerimiseks [2, ptk. 10.10]tdéptuaalselt sarnane on meetod,
mille korral loplike elementide mudeli osa kaetaké@gehdava Grguga, millel on parandatud
omadused peendetailide lahendamiseks [37-39].

Mitmekordse @irgustikumeetodid on eelnevaga pealiskaudselt sarnased, kuid med kaldu-

takse pidama iteratiivsetek®wrandilahendamistehnikateks kuirgu viimistlustehnikateks [2,
Lisa B.3].
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Ay AX

(b) lP+AP

Joonis 5.1: Rippuva varda probleem

5 Mehaanika

5.1 1D teljesuunaline deformatsioon

Olgu rippuv sirgdihtlane varras erikaalugaja ristldikepindalagad (joonis 5.1 (a)). Vastavad
diferentsiaal@rrandid saab moodustadaipilise diferentsiaalelemendi vaba keha diagrammi
jargi mbudes, et see oleks tasakaaluoleRihiline futisikaline printsiip, mis kehtib sellises olu-
korras nihete japudude jaoks, on inertsimomendi tasakdasakaalu@rrand saadakse avaldi-
sest:
Y F,=—P+P+AP+ AyAz =0
VOi
P +Ay=0 (5.1)

Ulekantud pud on

P(x) = Ao = AFe = AEY (5.2)

kus A on pindala,E - Youngi mooduly - nihke teljesuunaline komponentjaon viimase tule-
tis x jargi. P ellimineerimine valemitest (5.1) ja (5.2) annab teed ndia tasakaaluwrandile
nihete kaudu &ljendatuna:

(AEY) +ay =0 (5.3)
Aaretingimusedilks kummagi otsa jaoks:
u(0) =0

ja
P(L) = AEJ/(L) = 0

Markusena, esimeré&retingimus on &davajalik, teine aga on loomulikiiSteemi potentsiaal-
set koguenergiataljendav funktsionaal:

L 2
V(u) :/0 (AE2u —Ayu) dx

Selle probleemidplike elementide mudel seatakisies ja lahendatakse dllgnevate sammu-
dega.

5.1.1 Diskreetimine

Olgu 2-elemendiline mudel (joonis 5.2), mille elementidel3 HIme ja elemendid isedrdse
pikkusega.
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Joonis 5.2: 8lmed ja elemendid — kahelemendiline mudel

5.1.2 Interpoleerimine

Selle mudeli korral saab kasutada lineaarset interpohégtilnterpolatsioonivektor lokaalkoor-

dinaatides
1§
NEO=| "
lc
koos
_1
vio - | 7]
le
kusl. = L/2.

5.1.3 Elementide formuleerimine

Elementide maatriksid on:

1

le

le 1
pe= | NAEN"d¢ = / [
0

— 1

(& €

AFE 1 -1
0 T -1 1

le
1
le
Qe = 0

1-§
fe:/le -
0 le

Nii p. kui ka f. erivormid on selle otsene ta@ag, et lahendit interpoleeritakse lineaarselt.

ja

A, [1
Avde = ; H

5.1.4 \Orrandisisteemi koostamine

Puhtas olekug, ja f. maatriksite koostamisel saadakse:

1 -1 0
2AF
PG:ZPG:T ~1 2 -1
c 0 -1 1
ja
o Np, 2L ;

Kogukaal AL, mis esialgses pidevas probleemis igitlaselt jaotatudile kogu pikkuse, on
nuid rakendatud diskreetsetéiwkontsentreeritudgududena @medes. Spetsiifilinedmjao-
tus, millele viitabF g, on lineaarse interpolatsiooni tulemus.
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Piiranguteta globaalnedvrandigisteem on:

1 -1 0| ¢
~1 2 —1|2¢
0 -1 1| ¢

kus¢ = vL*/8E.

5.1.5 Piirangud

Tarvilikud daretingimused kohat = 0 transleeruvaddplike elementide mudelisse kuj = 0,
mis siis asendatuna@wandisisteemi annavad:

1 0 0] 0
-1 2 —1|2¢
0 -1 1] ¢
Parast elementaarseid reaoperatsioone, et taadiataeetria:
1 0 0] O
0 2 —1|2¢
0 -1 1| ¢

5.1.6 Lahend

See fisteem on kergesti lahendatav, andes:

U1:0
3y L2
Uy =3¢ gE
4y L2
wa =46 = 3

5.1.7 Tuletatud muutujate arvutamine

Antud probleemi jaoks on tuletatud muutjalkekantud siseminépud
P = pu' AEY

ja selle saab arvutada iga elemendi jaoks.

Element 1. On kerge @ha, et} on

,:u2—u1 _Q(UQ—Ul)

I, L
ni et 2 3A~VIL? 3A~vL
ot v
noami - (7) ((55) -5
Element 2. Jalle,
r_ Uz — U2 _ Q(Ug—UQ)
l. L
nii et ) A2 A
p— [ J— fy fry —,y
e (3) () -5
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5.1.8 4-8lmeline mudel

Lineaarselt interpoleeritud 4bnelisel mudelil on 5 vabadusastet. Iga elemendi pikksigek
voetaksel /4. Koostatud piiranguteta globaalsedrkandid on

1 -1 0 0 0] ¢
-1 2 -1 0 02
0 -1 2 -1 0|2
0 0 -1 2 —1|2¢
0 0 0 -1 1| ¢

kus¢ = vL?/32E. Pannes peale piirangud ja lahendades §iisandid, saadakse

T yL?
=0 7 12 15 16|——=
e =| 1328
Sisemisedilekantud pud:
TAyL 5AyL
Pt R
3AyL A~L
Py = %5 Py =35

8-elemendiline lineaarselt interpoleeritud mudétdsete pikkustega L/8 annab tulemuseks:

L2
uc’ =[0 15 28 39 48 55 60 63 64] 1728E
ja
15A~vL 13A~L 11A~vL 9A~L
Py = = Py = =g Py = =g Py = =3
P5 _ TAyL P6 — 5AyL P7 _ 3A~L P8 — AL

16 16 16 16
Nende kolme edukalt poolitatudrkudega mudeli drdlemine ritab selget nihke- ja edasi-
antud pudude mustrit. Selle mustri uurimisel peaks saaanelflada, mis toimub, kui edasiste
edukate poolitamistegaytakse piirini.

5.1.9 Tulemuste analis

Nihketulemused on joonisel 5.3 apne lahend kujulk(z) = v(2Lx — z?) on parabool, mis
labib kbiki sBImi, nagu ragid ette ik [0plike elementide mudelid. Tulemused sisemidtedu-
de jaoks on joonisel 5.4 kooapse tulemusegB(z) = Ay(L — x).

Loplike elementide mudeli ennustatud sisemigadijon elemendi piires konstantsed ja nende
uleminekuliihest elemendist teise esinevad katkemised. Se&lbimatu tagajrg sellele, et
selle probleemi jaoks kasutati lineaarset interpolatsiofooniselt 5.4 ondha, et kasutades
keskmistamist tuletatud muutujd = AEwv' korral, saadakseapne Kver piki varda pikkust
ulekantud pu jaoks.

Suhteliseltdpetlik on joonistada &lja iga elemendi vaba keha diagrammid. Neljaelemendilise
mudeli jaoks on vaba keha diagrammid joonisel 5.5, Kus A~vL/8. Joonis 5.6 kujutab
olukorda, mil elemendid on rekombineeritud.

Diagrammidelt on &ha, et pu katkevus elementide sees @pselt Wrdne ja sellel kaugusel
pohjustatud igale@mele rakendatudalisest pust. Dlme 3 vaba keha diagrammilt (joonis 5.7
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o
(&)
ra o by

0.4
~ ]
5‘ 0.3
5 i
N -
0.2 tapne lahend

i +- .- -+ 2 elementi

. X — =X 4 elementi

0 1_' * - — % 8 elementi

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
x/L

Joonis 5.3: Bplike elementide nihked ja@apne nihe.

o
©

tapne lahend
----- 2 elementi
— — — 4 elementi
------ 8 elementi

o
oo

o
~

o
(o3}

o
N

o
w

o
N

P/ALY
o ¢ ¢ ¢ o ( ¢ ¢ ¢
'_\ U-I
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
x/L

Joonis 5.4: Bplike elementidedud ja &ipne pud.
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7f4— 1 [»7f 5fe— 2 [—»5f 3f4— 3 | »3f f <« 4 [—>f

Joonis 5.5: Neljaelemendilise mudeli elementide vaba kidngrammid.

7fe— —»2f —»2f —»2f >

Joonis 5.6Umberseatud varras.

), mis arvestab sed@ydu, on selge, d@ilekantud pu katkevus on tasakaalugélise puga sel-
lel sOImel. Lisaks on aha (joonis 5.6 ), et reaktsioo@lmel 1 on \0rdne \aliskoormustega,
mis on rakendatudd@medele toe all. Vardalalotsas olevatiyL /8 reaktsiooni ¥ib vaadelda
(AyL — AvL/8) summadena, mis on tegelikud reaktsioonid, millest on kiadt koormused,
mis kaotatakse piirangute rakendamisel. Seega tasakaatlle probleemiga seotu@bpiprint-

siip, on rahuldatud sisemistéydude ja @liskoormuste kaudu antudplike elementide mude-

lis. Esialgse pideva mudeli tasakaal ei ole saavutatudpmightav faktist, et antud elemendis
on joud konstantne pidevalise koormuse olemasolul.

5f4— 2f 3O —» 3f

Joonis 5.7: 8lme 3 vaba keha diagramm.
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6 Soojusetilekandmine

Uks esimesidplike elementide meetodi rakendusi mittestruktuursetesbleemidest oli soo-

juseillekanne soojusjuhtivuse ja konvektsiooni teel. Soojuskandumise probleemide lahen-
dused dplike elementide meetodil on eriti populaarsed termipggge probleemide uurijate

seas, sest soojuskekandumise probleemi lahend on pingeéiial probleemi sisendiks ning

molema probleemi lahendamiseks saab kasutada sarka.v

6.1 1D radiaatoriribi

1D radiaatoriribi soojusélekannet kirjeldabgrgmine diferentsiaaéurand:

2
kAd— —hP¢+ hPp; =0 (6.1)
dx?
kusk on soojusjuhtivus) - konvektsioonitegurA - ristldikepindala,P - radiaatoriribiumberndot
ja ¢ - temperatuur. Temperatuuril ani konkreetse @artuse jaoks ristlike igas punktigiks kin-
del vaartus. \brrandiga (6.1) seotudaretingimused antakse tavaliselt temperatuurina kohal
z=0:

$(0) = ¢o (6.2)
ja konvektsiooniline soojuskadu vabas otsas
d
—kAdgb hA(py — & f)|amnr (6.3)

kus ¢, on temperatuur radiaatodpus ja pole enne probleemi lahendamist teada. Konvektsioo
nitegur \Orrandis (6.3) @ib, aga ei pruugi olla sama, mi$rrandis (6.1) .

Diferentsiaal@rrandi (6.1) tldine kuju:

d2
Dd—f—GgHQ:o (6.4)

kusD = kA, G = hPjaQ = hP¢;. Elemendi panus Galerkiniggivdrrandissg R(¢} on:

(RO} = fX:[NTE 72 - Go+Q)do= ©5)

— — JOINT (D5 + Q) de+ [ GINTda

Esimene integraal valemis (6.5) ofirdne suurusegfl®} + [k(®){®} — {f(©}. Asendades

@) = [N]|{®} teise integraali, saadakse, et
X; X;
/ GINI pdz — ( / G[NﬂN]dx) (3} (6.6)
Xz’ Xi

Kuna integraal on korrutatud suurusef@(®)}, on see osa elemendiikusmaatriksist. Kui
defineerida

k&) = / " GINI [N (6.7)
siis l
RO} = {19} + (1] + k) {2} — (€5} (6.8)
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kus[kg)} on antud avaldisega [7, 4.11] {zﬁ((;)} avaldisega [7, 4.12].

Integraali valemis (6.7) on lihtne arvutada ri kui ka (1, [o-koordinaatésteemides. Saab

naidata, et
e GL |21
Tuletatudgaretingimus (6.3) lllitatakse formulatsiooni elementidevahelise vektofifa } [7,
4.10]:
D .
{19} = {_ D‘@‘ . } (6.10)
dr lz=X;

ja selle saab lahutada osadeks:

D% | 0
{10} = { dz x=Xz}+ (6.11)

mis on ekvivalentne valemiga

{19} = {1} + {1}
kus {1§€>} on elementidevaheline tingimus {égf)} on seotuddaretingimusega. Nullist erinev
lige {I1”)} on vrrandi (6.3) vasem pool. Seega

0= Lo o) = Lont )~ Lo €

kunag, on sama, mi®,. Vorrand (6.12) on ekvivalentnéwandiga

e R e P B L R S B O

K=o | 6 ={ 0, ) 619
Taieliku jaagivbrrandi saab &rrandis (6.8){I©)} asendamisel:
RO} = (T} + (Bg)] + k] + 9 D{@“) — {657} — (£} (6.15)
Elementidevahelise tingimus{éf.e)} hiilgamine annab
{RY} = K9{@} — {£} (6.16)

[kg\j)] panus[k(®)]-sse toimub ainult radiaatori viimase elemendi jaoks jal\sis, kuih on
radiaatori dpu jaoks nullist erinev. Biteks on[kgf}] null, kui radiaatori dpp on isoleeritud.

6.2 1D radiaatori illustreeriv naide

Ulesandeks on arvutada temperatuurijaotus 1D radiaiibjoonisel 6.1 antud iiiisikaliste
omadustega. Ribi on kujult nelinurkne, 8 cm pikk, 4 cm lai jani paks. Eelduseygi toimub
soojuskadu soojusjuhtivuse kaudu ridpls.
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80°C ll cm
(q |

T 1
- 8 cm < S
I | 4cm
(1) (2) (3) (4)
*—o—0o0—0 90

Joonis 6.1: Nelinurkne ribik = 322~ h = 0.1—%-—, ¢; = 20°C

cemeC? cm?2°C?

Ribi modelleeritakse 4 elemendiga, millestiga on 2 cm pikkune. Elementide maatriksid on

FA[ 1 —1] hPL[2 1 0 0
7 = k4 hPL
[k]_L{—l 1]*6 {1 2}*{0 hA]

-

kus kolmas maatrik§(®)]-s ja teine vektoff(®)}-s rakenduvad ainult neljandale elemendile.
Erinevate parameetrités@irtused:

ja

L 2 oC!

hPL  0.1(10)2 . W
= e = 0333

hA =0.1(4) = 0.400%

A _3(4) _ W

= 20W

hpLo;  0.1(10)(20)(2)
2 2
hAg; = 0.1(4)(20) = 8W

Elementide #artused on
6.666 —5.667 20
(e)] — (e —
) = { —5.667  6.666 } - A= {20}
esimese, teise ja kolmanda elemendi jaoks ning
6.666 —5.667 20
(] — (€ —
[1] [—5.667 7.066 }’ 7} {28}

neljanda elemendi jaoks. Elemendimaatriksite kokkupaotsksel aikusprotseduuril annab
vorrandigisteemi

6.666 —5.667 0 0 0 D, 20
—5.667  13.33 —5.667 0 0 ®, 40
0 —5.667 13.33 —5.667 0 O3 5> =4 40

0 0 —5.667 13.33 —5.667 D, 40

0 0 0 —5.667  7.006 023 28

87



0
w N

— — - Comsol 3D
arvutatud sélmvaartused

~
©

+ teoreetilised s6lmvaartused

g g o o N N
g © W N = O

Temperatuur / °C
w > b O
S W N R

w
(31

Nw
N P

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
Kaugus /m

Joonis 6.2: Nelinurkse ribi temperatuurjaotus

Esimese 8lme temperatuub,; = 80°C' on teada, seega tuleb esimeerand kustutada ja teisi
modifitseerida. Uueksarrandisisteemiks saab

13.33 —5.667 0 0 O 493
—5.667  13.33 —5.667 0 OB 40
0 —5.667 13.33 —5.667 o, [ 40

0 0 —5.667  7.006 023 28

Vaartused 8lmpunktides on
{®}T=1[80 539 399 328 30.3]
mis on igati \0rreldavad teoreetilisteg@rtustega (joonis 6.2 )

{®} =[80 54.3 402 33.2 30.6]

6.3 2D soojusvoog
2D soojusvodugevworm on antud kujul [1, 6.32...6.34]. Vastatink vorm on ([1, 6.46...6.47]

/ (Vv)TtDVTdA = — / vhtdL — /
A Ly Ly
T=g (6.18)

piirkonnasL,. Siin v on suvaline kaalufunktsioo) on soojusjuhtivuse maatriks, T - tempe-
ratuur, t - paksus, Q - soojusallikas @fsku ja keha ruumalzhiku kohta. Vooluvektoky on
maaratud Fourier’ seadusega [1, 6.4]:

vqntdL—i-/thdA (6.17)
A

q=-DVT (6.19)
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Joonis 6.3: Kahe@dtmeline piirkondA koos rajagal = Ly, + L.

kus temperatuurigradient

VT = or

Oy

ar
O ] (6.20)

\Voog g,, piirkonna rajal on antud joonisega 6.3 ja valemiga|[1, 6.3]:
¢ =q'n (6.21)

kusn on pinna normaalvektor j@, on positiivne, kui soojus lahkub kehast. Nagu joonisel 6.3
naidatud, koosneb piirkonna A piir L kahest osdst:ja L,. Rajal L, ¢, = h, kush on tuntud
suurus jaLg-l T = g, kusg on tuntud suurus.

Temperatuuril” lahendatakse [1, 7.137]aties, s.t.
T = Na (6.22)

kusN on globaalne kujufunktsiooni maatriksgasisaldab temperatuure keh@igis DIimpunk-
tides. Seedhendab, et

N :ILAG <A& ce ALJ; a = . (6.23)
Tn
kusn on kodu keha@mede arv ja komponen; sdltub z-st jay-st, s.t.N; = N;(z,y). VOrran-
dist (6.22)

VT = Ba, B = VN (6.24)
mis vihjab, et vastavalt avaldistele [1, 7.140 ja 7.142]
ON1 9Nz ONp
ox loz% to loz%
B = [ ] (6.25)
ON1  ONy ONp
e 8y oy

Asendades®randi (6.24) wrrandisse (6.17)

( /A (VV)TDBtdA> a=— /L vhtdL — /L
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Viimane samm on valida suvaline kaalufunktsiaoVastavalt Galerkini meetodile seatakse:
v = Nc (6.27)
Kunawv on suvaline, on ka maatrikssuvaline. \@rrandist (6.27) saadakse:
Vv = Bc (6.28)
Kunav = v7, siis saab @rrandi (6.27) kirja panna ka kujul
v=cINT (6.29)

Asendadesdrrandid (6.28) ja (6.29) &rrandisse (6.26) ja @rkides, etc on positsioonist
sOltumatu, saadakse:

c’ ( / BTDBtdA> a-+ / NThtdL + | NTq,tdL — / NTQtdA| =0
A Ly Ly A
Kuna see @rrand peab kehtima suvalise maatrikSikorral, siis:
( / BTDBtdA) a=— [ NThtdL— | NTq,tdL + / NTQtdA (6.30)
A Ly Ly A

mis on otsitud dplike elementide formuleering.

Kirjutamaks \0rrandit (6.30) veel kompaktsemal kujul, defineeritakésginised maatriksid:

K = [, B'DBtdA
fo = — [, NThtdL — [, NTq,tdL (6.31)
fi = [, NTQtdA

KunaD dimensioon or2 x 2 ja B dimensioon or2 x n, siis onK ruutmaatriks dimensiooniga
n X n ja seda nimetataks@ikusmaatriksiks. Samuti on nfj kui ka f; dimensioonn x 1,
kusjuures vektorid on ise vastavalt rajavektor ja koorneltyr. Koos Wrrandiga (6.31) saab
vorrandi (6.30) viia kujule:

Ka = fb + fl (632)
Jouvektorf defineeritakse kui
f=1+1 (6.33)
javorrand (6.32) teisendub kujule
Ka=f (6.34)

Jouvektorif dimensioon on [J/s].

Tanu soojusjuhtivuse maatrikB) simmeetriale [1, 6.10] tuleneldvrandist (6.31) , eK on
siimmeetriline:
K=KT" (6.35)

Sarnaselt [1, 9.38..9.40igneb sellele, & on singulaarne:

detK = 0 (6.36)

90



Enamgi veel, kun® on positiivselt ndaratud [1, 6.8], siis sarnaselt [1, 9.41..9.43] saadakse, e
K on osaliselt positiivselt @ratud:
a’Ka >0 (6.37)

koigi a # 0 korral ja vaid siis, kui temperatuurigradient on 0, §{I' = Ba = 0, onulalpool
olev ruutvorm null. Saab kaaidata, et iga osamaatrill§, mis saadaks&-st iihe \Bi ena-
ma rea ja vastavate veergude kustutamisegajiomeeetriline, mittesingulaarne ja positiivselt
maaratud. \Ahemastiithe $Impunkti temperatuuri peaéra kirjeldama, et saadaglike ele-
mentide Wrrandile unikaalset lahendit. Rajatingimusistemaatiline arvestamine on taas an-
tud avaldistes [1, 9.57..9.5%utatud viisil.

Jargneb destus, etuvektori komponendiddidavad @lle vordust [1, 9.68]. Kui vaatluse all on
piirkond A paksusega, siis tasakaaluprintsiip [1, 6.18}leb, et

/A QtdA = fé gutdL (6.38)

Olgu vorrand (6.33) kujul:
fi=fu+ fu; 1=1,...,n

Z fi= Z Foi + Z fii (6.39)

mis viib tulemuseni

Vastavalt Wrrandile (6.31)
Ly, Ly

Rajatingimused r@@aravad voay, = h piki piiri L;, samas kui voog,, piki L,-d on eelnevalt
maaramata. Sestap saafrkandi (6.40) kirjutada kujul:

L

Koormusvektori komponentdrrandist (6.31) on
fui = / N;QtdA (6.42)
A
Vorrandite (6.41) ja (6.42) kasutamin@rvandis (6.39) annab
> fi=- ]{ (Z Ni> gntdL + / (Z N,) QtdA
i=1 L \i= A \i=1
mis koos avaldisega [1, 7.139] annab

Zn: fi=— fé gordL + /A QtdA (6.43)

Vordlus orrandiga (6.38) aitab. et
> fi=0 (6.44)
=1

91



vastavalt [1, 9.68]. Seeahendab, et keha tasakaaluprintsiipljgndab fakt, etquvektori f
komponentide summa on null. Tulebhutada, et (6.44) kehtitapseltsdltumata asjaolust, et
IOplike elementide meetod oaHendusmeetod.

Koormusvektori komponendi on antudivandiga (6.42) . Olgu eeldus, et koormus Q on antud
lineaarallikana, kus soojusvarustus on koondungdiasandi punkti, milles on kirjeldatud soo-
jusvarustus), ajaihiku ja keha paksudehiku kohta(), on lineaarallika tugevus dimensiooniga
[J/(s m)]. Sellises olukorrasiib ()-d valjendada Diraci deltafunktsiooniga ( [1, 9.70...9.72])

Q=Qute =y -0 = & mlicel ol (645

kus (a,b) on joonallika positsioon. Definitsiooréigi

/ / Qdxdy = / / Qs6(x — a)d(y — b)dxdy = Qs (6.46)
Vorrandite (6.45) ja (6.46)ayqi:
bt at
/ / Qs6(x — a)d(y — b)dxdy = Q, (6.47)
b— a~
Sellise joonallika jaoks teiseneldwandiga (6.42) antud koormusvektori komponent kujule
= [, Ni(z,y)QtdA = f " Ni(2,9)Qs0(z — a)d(y — b)tdwdy = (6.48)
— Ni(a.b)t(a, b)Q,
Kui joonallika asukohta, b) kattub $Impunktigai, siis N;(a,b) = N;(x,y) = 1 ehk saadakse
Jii = Qst(xi, ys) (6.49)

Siitjargneb, et iga jaotatud koormuQevdib asendada joonallikatega, mis asetse@hagunk-
tides.

Globaalne aikusmaatrikK ja globaalne koormusvektdy, mis on antud @rrandiga (6.31) ,
on saadud integreerimisiéle kogu piirkonnad. Need integreerimisedb saada summana in-
tegreerimistedile iga elemendi. Sel viisifutakse lja laiendatud elemendiikusmaatriksini
K< elemendiv jaoks ja laiendatud elemendi koormusvektofifitielemendix jaoks:

K = [, B'DBtdA

flee — anaNTQtdA (6.50)
kus A, on elemendi piirkond. Siit jareldub otseselt, et
Nel ee
K =2 o1 Ka (6.51)

fee _ ZZell fee

kusn,; on elementide koguar¥K:© ja f2¢ aga nargivad elemendi asjakohaseid suurusi. Kont-
septuaalselt on@rrandid (6.50) ja (6.51) fundamentaal&htsusega, kuid viivadaga eba-
efektiivse arvutiprogrammini. Et identifitseerida otde$& ja f nullist erinevaid komponen-
te, WWetakse elemendi jaok&plike elementide formuleeringus arvesse vaid need vaiaestu
med, mis kuuluvad vastava elemendi juurde.
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Temperatuuridhendile iga elemendi on antud kui
T = N°a° (6.52)

kusN¢ on elemendi kujufunktsiooni maatriks §é sisaldab temperatuuri elemendimpunk-
tides, s.t.

Ne=[N{ N§ ...Ng | at=| (6.53)
T,

kusn, margib elemendi@mpunktide arvu. @rrandist (6.52) saadakse

VT =B‘® B°=VN¢ (6.54)
s.t.
AN ONg aNg,
B = | N SN 0 oRe (6.55)
a_y (9_y e By

Vordlus \Wrranditega (6.30).. (6.34) raitab otse, efihe elemendidplike elementide formu-
leering on antud kui
Kfa® = f¢ (6.56)

kus elemendiguvektorf® on antud kui
fe=1f +1f (6.57)

Enamgi veel, elemendajkusmaatrikK*, elemendi rajavektof; ja elemendi koormusvektor
f7 elemendiv jaoks on:

K = [, B'DB‘tdA
£y = — [, NThtdL — [, NTq,tdL (6.58)

fr = [, NTQtdA

kus A, on elemendi piirkond, L, on osa elemendi rajast, millel vogg = h on teda, samas
kui Ly, onulejganud osa elemendi rajast. Rajatingimused piki elemendliguitundmata, v.a.
juhul, kui elemendi piir langeb kokku keha piiriga.

Kolm erinevat bplike elementide formuleeringut — globaalne, laiendalenendi formulee-
ring ja elemendi formuleering — on illustreeritud joonisél4 . Globaalses formuleeringus
arvestatakse tervet keha jaetakse omaks kogu kehale kehtahéndusl” = Na. Laienda-
tud elemendi formuleeringus arvestatakit¢e elementi, kuid kasutatakse globaalabehdust
T = Na. LOpuks, elemendi formuleeringus, arvestatakiste elementi ja kasutatakse sellele
konkreetsele elemendile kehtivatlendusi’ = N¢a®

Arvutiprogrammis rdaratakse elemendaikus K¢ ja elemendi koormusvektdi® vorrandiga
(6.58) ja panus globaalsessgkusmaatriksissK ja globaalsesse koormusvektori§sgaadak-

se geomeetrilisi andmeid kasutades. Rajavelstrletatakse alatidrrandit (6.31) kasutades.
Kuna jaikusmaatrikd<, mis on antud @rrandiga (6.31) sisaldab globaalse kujuvektori esimest
jarku tuletisi, siis peavad need kujufunktsiooréitrnaC?-pidevuse duet [1, ptk. 9.7].
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T= Na K

e |

I
I

| L J_ : I
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A | : « |
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oo | T='Na K

(a) (b)

(c)

Joonis 6.4: Kolm erinevat Iplike elementide formuleeringa) globaalne; (b) laiendatud ele-
ment; (c) element.

y qn=h=30

EEXAX
k=4 /

Q=45
t=1 — > 2

A

YYVYYVY

q,=h=30

Joonis 6.5: Ruutpaneel soojusvooga.

Kui sdlmpunkti temperatuur aaratakse @rrandi (6.34) argi, siis on temperatudf antud
elemendi suvalises punkti®xrandiga (6.52) ja temperatuurigradi@ni on antud wrrandiga
(6.54) . Temperatuurigradiendist tuleneb, et vooveftesaadakse keha suvalises kohas Fourier’
seadusest (6.19) . Sestap, kupn VOrrandist (6.34) r@aratud, saabdiki huvitavaid suurusi
tuletada.

6.4 2D raide

Olgu ruudukujuline pannel joonisel 6.5, mille piir pilitelge on isoleeritud (s.t,, = h = 0)
ja konstantne voog, = h = 30J/(m?s) on piki piiri kohaly = 1m jay = —1m. Konstantne
temperatuufl’ = 10°C on piki z = 2m ja konstantne soojusallika@ = 45.J/(m?s) on ule
kogu paneeli. Plaadi paksus= 1m on konstantne. Materjal on eelduseggi isotroopne ja
homogeenne, s.t. vastavalt [1, 6.13...6.14] on soojusjusd maatrikd:

10
D_k[o 1}k:1 (6.59)
kus soojusjuhtivug = 4.J/(°C'ms).
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(a) (b)

Joonis 6.6: (a) Probleerimberformuleerimine; (bPplike elementide ark.

On selge, et soojusvoog paneelis ameneetriline x-telje suhtes, s.t. voogtteljega risti pole.
Siis Voib probleemiumber formuleerida, nagu kujutatud joonisel 6.6 (a).

Etlahendada seda probleenaiskisi bplike elementide meetodil, kasutatakse erakordse$idint
Iplike elementide mudelit, mis koosneb kahest kolbreglisest kolmnurgast 6.6 (b). Ele-
mentide ja 8lmede globaalsed numbrid on samuti joonis&Ebtiatud.

Elemendi gikusmaatrikK* ja elemendi koormusvektdf on antud @rrandiga (6.58) . Koos
vorrandiga (6.59) ja arvestades, Bt on konstantne maatriks koln@melise kolmnurga
jaoks [1, 7.99], saadakse, et

K¢ = kBBt A, (6.60)
kus .
e~ VY Y Y~ Yi Yi—UYj
B = 24, { Tp— T Ty — Ty Tj— T (6.61)

Kuna nii koormus kui ka paksug on konstantsed, siisvrandist (6.58) saadakse:
ff = Qt / NTdA (6.62)
Aa

Elemendi kujumaatriks on antudkrandiga [1, 7.92] ja &rrandi (6.62) saab arvutada
pindintegraali standardreeglitérgi. Antud juhul varieeruvad kujufunktsioonid lineadtsmis
tahendab, etérandi (6.62) saab arvutadaga lihtsal viisil. Selleks vaadelda keha joonisel
6.7 , ruumald” on tuntud kui

V= %hA (6.63)

kush on keha baasi moodustava kolmnurgedus jaA selle pindala.

Pilk joonisele [1, 7.23] &itab, et elemendi kujufunktsioonid varieeruvad joonié&l kujutatud
viisil, s.t. vorrandist (6.62) saadakse kod&rrandiga (6.63)

1
g = Qia, [ 1 ] (6.64)
3 1

See tulemus pole kindlagtilatav, sest seeditab, et konstantne koormigsannab vrdse pa-
nuse igasse@mpunkti.
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Joonis 6.7: Keha kolmnurkse alusega fadusegéa.

y y

1 X 1 X

(@ ° (b)

Joonis 6.8: Elemendi 1 (a) ja 2 (b) lokaalséthspunktid.
Kahe elemendi lokaalsednpunktid on joonisel 6.8 ja need ddrjestatud vastugeva. Esmalt
arvestatakse elementi 1, kiis- 1, j = 2 jak = 3, s.t.
z; =y, = 0; r;=2,y; =0; T =2,y =1

Nende \aartustega ja pindald; = 1 korral tuleneb @rrandist (6.61)

e 1] -1 10
gt 1] 669
Vorranditest (6.60) ja (6.64) ning paksusest 1 saadakse tulemus esimese elemendi jaoks:
1 -1 0 1
K'=| -1 5 —4|; f=15|1
0 -4 4 1

Kui vorrelda jooniseid 6.6 (b) ja 6.8 (a), siilmpunktid1, 2, 3 vastavad globaalsetelélm-
punktidelel, 2, 3. Seega, peale esimese elemendi panust on globaalkusmaatrikK ja glo-
baalne koormusvektdy:

1 -1 00 1
w | -1 5 -4 0] e |1

K=Ki=| o |, | f=fr=15, (6.66)
0 0 00 0

Jargnevalt arvestada elementi 2 joonisel 6.8 (b),kssl, j =2jak = 3, s.t.

x; =y; = 0; r;p=2,y; =1, 2y =0,y =1
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Kui pindalaA; = 1 ja B¢ on antud vrrandiga (6.61) , siis

1 01 -1
B¢ — 5 (6.67)

-2 0 2

Vorrandeist (6.60) ja (6.64)ajgnevad tulemused teise elemendi jaoks:

4 0 —4 1
K=| 0 1 —1|; f=15]1
—4 -1 5 1

Jooniste 6.6 (b) ja 6.8 (b)ovdlemisel selgub, et antud elemendi topoloogia on selehéo-
kaalsetele @mpunktidelel, 2, 3 vastavad globaalsednpunktid 1, 3, 4. Selguse huvides on
laiendatud elemendajkusmaatrik* ja laiendatud elemendi koormusvekfsf seda topo-
loogiat kasutades:

4 0 0 —4 1
ce 00 0 0] e 0
KX=1 00 1 1|7 =1,
-4 0 -1 ) 1
Lisades need tulemusedwandile (6.66)
5 -1 0 —4 2
—1 5 —4 0 1
K= 0 -4 5 —1|; fi=15 5 (6.68)
-4 0 -1 5 1

NuUd on aeg arvutada rajavektfy; mis on antud @rrandiga (6.31) . Jooniselt 6.6 saab
jareldada, et

f, = — / N7 htdL — / NThtdL — / NThtdL — N7q,tdL
Lap LDC Lap LBC
s.t.
f,=—t N'hdL —t N’ ¢,dL (6.69)
Lpce Lo
Ainsad kujufunktsioonid, mis pikki piirDC erinevad nullist, onV; ja N,. Enamgi veel, need
varieeruvad lineaarselt ja khi= 30 pikki DC'-d, siis

0 0
NThdL = 30 O Var=30]"Y (6.70)
Lpc Lpc N3 ].
f 1
Samamoodigrgneb, et
0
Noq,dL
NTgdL — | Jesc 2 (6.71)
Lpc fLBC NSQndL
0
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Kasutades drrandeid (6.69) — (6.71) ja paksust 1, siis piirivektor

0
£, = — 1,0 NagndL (6.72)
30+ [, N3ndL30

Keha bplike elementide &rrandid saadaksedwandeist (6.68) ja (6.72):

5 -1 0 -41[T 0 2
-1 5 —4 0 10 | Jipe NogndL 1
0 —4 5 =1 |10 || 30+, Negdl | T2 (6.73)
4 0 -1 5]||m 30 1

kusT, = T3 = 10. Esimesest ja neljandast reast saadakse
5 41[n] [10-0+307] T[40
—4 5 T, | | 10-30—15| | =5

[%ﬂ _ Hg]c (6.74)

Kasutades seda lahendit (6.73) teise ja kolmanda rea jsiks,

koos lahendiga

Nsq,dL = 25; N3q,dL =5 (6.75)

Lpc Lo

Kuna N, ja N3 on positiivsed funktsioonid, vihjavad seosed (6.75) g,ebn positiivne pikki
piiri BC', s.t saabgreldada, et hoida temperatuusiwtusell’ = 10 pikki piiri BC, peaks soojus
valjuma kehast pikki seda piiri. Koos tulemusega (6.75) nekedrrandist (6.73) , et keha
tasakaaluprintsiip on rahuldatud kod$ks \0rrandiga (6.44) . Viimaks éératakse voovektor
g igas elemendis. drrandeist (6.19) ja (6.54) saadakse

q=-DVT = —kVT = —kB°a“
kusk = 4. Elemendi 1 jaoks saadakse kodsnandiga (6.65) , et
20
B I1[-1 10 20 9
q_—4><§[ 0 —9 2] [10] —{ 0 1J/(ms)
10
ja elemendi 2 jaoks, kuna kehtib (6.67) :

a3 [ 35 ] |- [ 3]s

6.5 2D soojusvoog koos konvektsiooniga

Eelnevalt eeldati, et piil. koosneb kahest osadt;, ja L,, kus on vastavalt kirjeldatud voog
¢» jJa temperatuufi’. Olgu niud samuti eeldus, et konvektsioon toimub piiri osal Vastavalt
vorrandile (6.31) rbjutab see ainult rajavektofif, mille jaoks saadakse:

f,=— | NThtdL — | NTg,tdL — | NTg,tdL (6.76)

Ly Ly Le

98



Joonis 6.9: Kahe@dtmeline piirkond koos rajagh = Ly, + L, + L.

kus L, L, ja L. sisaldavad aid kogu piiri, nagu aidatud joonisel 6.9 . Konvektsioon pikki
L. on antud Newtoni konvektsiooni rajatingimusega [1, 9.143]

gn = (T —Ty) (6.77)

Et arvestada konvektsiooniaju, asendatakse tundmatu temperatlivalemis (6.77) suuru-
segdl’ = Na, saades
¢, = aNa — aT,

ning vorrand (6.76) saab kuju:

f, = — / NThtdL — | NTq,tdL — ( / aNTNtdL) a+ Ty [ NatdL
Ly Lg c

Le
Koos selle @rrandiga vtab Bplike elementide formuleering (6.32) kuju

(K+Koa=— [, N'htdL— [, NPq,tdL + T [, N'atdL +f;
(6.78)
K. = [, aN"NtdL

lImneb, et aikusmaatriks modifitseerub. See uakysmaatriks onisnmeetriline, nagu k&
ja mittesingulaarne:
det(K+K.) #0 (6.79)

Ldpetuks tuleb rarkida, et on Gimalik arvestada konvektsiooni pikki piirkonagkilgpindasid,
s.t.zy-tasandil. Seda olukorda saahsktleda koormusé& muutmisega, mis viib koormusvek-
tori f; modifitseerimiseni nagu seda tehti 1D soojusvoo kortatandeis [1, 9.152, 9.154 ja
9.155].

6.6 3D soojusvoog

3D soojusvoo ark vorm on antud &rranditega [1, 6.49 ja 6.50], s.t.

[,(Vv)'DVTdV = — fSh vhdS — fsq vGpdS + [, vQdV
| (6.80)
T=g

pinnal S,. Siin V' on keha ruumala j&' on piirpind, mis koosnels),-st ja S,-st, millel on
vastavalt antud voog, = h ja temperatuuil’ = g.
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Temperatuuridhendataksellegi jargmiselt:

T = Na (6.81)
kus
T
T
N=[N, N, ... N,Jja= ] (6.82)
T,

n on kogu keha @mpunktide arv ja komponenv; soltub niud z-st, y-st ja z-st, s.t. N, =
N;(z,y,z). Vorrandist (6.81) saadakse

VI=Ba;, B=VN (6.83)
s.t.
ox ox ox
B | M 4 . (6.84)
ON1 ON> . ONp,
0z 0z 0z

Loplike elementide formuleeringu tuletamin@xandist (6.80) kasutadétaltoodud &hendust
kombineerituna Galerkini meetodigargib sama rada, mis sama tuletus 2D soo0jusvoo jaoks.
Sestap @ib tulemuse kohealjendada kui

Ka=f (6.85)

kus
f=1+1 (6.86)
ja
K = fv BTDBdV
f, = — fsh NThdS — fsg N”q,dS (6.87)

f, = [, NTQdvV

Ka siin on puvektorif dimensiooniks [J/s]. Enamgi veel, 2D soojusvoo tuletararsgiuskiigu
saab otseselt 3D soojusvoalke kanda. Mirkuseks niipalju, et konvektsioon toimub vaébl
piirpinna osas,. Vastav piirvektorif, modifikatsioon on sarnane sellega, mis tehti 2D soojusvoo
korral.
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7 Difusioon

7.1 DifusioonivBrrandid

Difusiooniprotsess on kontsentratsiodhitlustamindihe faasi piires. Mittepoorses keskkonnas
on huvitavaks suuruseks difundeeruva materjali voolukiiMaterjali voolu tekitab aga kont-
sentratsioonigradientldjuhul osaleb protsessis kak&ivenam ainet, migittu on ka rohkem
kui Uks difusioonidrrand.

Olgu J aine hulk pindaléhiku ja ajaihiku kohta. Kuixz on koordinaat, mis on valitud risti
vordluspinnaga ja on difundeeruva aine kontsentratsioon, mis on antud algaha kuupsen-
timeetris, siis Ficki esimene difusiooniseadus on kujul:

J = —D@ (7.1)
ox
kus D on difusioonikonstaniihikutes ruutsentimeetrit sekundi kohta: / s). J-i vdib vaadelda
kui difusioonivoolu vektorina nii, et
J=—-DVe (7.2)

kusjuuresi = 1,2, 3 (vastavaltihe-, kahe- ja kolmeddtmeline ruum). lilhikese aja korral
saab kergestiadata, et )
dc _ o
ot 0x?
Seda nimetatakse Ficki teiseks difusiooniseadusksn siin konstant. Mitmei@btmelise di-
fusiooni korral omandab (7.4) kuju

(7.4)

Oc
— = DV?c = Dcy; 7.
o V?c = Dcy (7.5)

Juhul, kuiD pole konstantne, tuleneldrrandist (7.5)

0
a—j — V- (DVe) = (Dey). (7.6)
Kui D pole otseselt positsioonisbkuv, saadakse
oc oD
a = DCﬂ‘i + %cﬂ'qi (77)
Mitteisotroopse aine korral
dc d%c 9% 0

kusD,., D,, ja D, on vastavalt difusioonikonstandid, y- ja z-suunas.

Muutugu kontsentratsioon difusiooni@jul ja ilma valiste pudude vahelesegamisetahe-
moodtmelise probleemi korral
dc d%c dc
—=D— —v— 7.
ot~ ozt oz (7.9)
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kuswv on konvektsioonikiirus. Mitmei@dtmelise probleemi jaoks saadakse:

Oc

5= DV?c—v-Ve (7.10)
VoI 5
C

— = Dc.; —wv:c). i 7.11

v Cii — ViC), i (7.11)

Kui lahustunud molekulidele@i kolloidosakeste &i teatud sorti gaasimolekulideleGub z-
suunas #line joud f ja vaatluse all olevate osakeste liikkuvus n siis materjali koguvool
on

cfm=cv

Seega selle voolughjustatud kontsentratsiooni muutumise kiirus

dc Pc 0
ot~ Po o) (7.12)
Mitmemddtmelisel juhul
Jc
E = Dc,iz’ — (C’Ui)ﬂ' (713)

Kui Uiksiku komponendi kontsentratsiooni muutumise kiirusfutab osaliselt difusioon ja osa-
liselt keemiline reaktsioon, siis vastahendotmeline WBrrand omandab kuju

Oc 0%c
B —D@—Ff(c) (7.14)

kus f(c) on reaktsioonikiiruse seadus jais Sltuda teiste komponentide kontsentratsioonidest
ning valistest nbjudest nagu valgustatus.

7.2 Loplike elementide orrandid

Loplike elementide &rrandite formulatsioon@ib pdhineda wrranditel (7.5), (7.7), (7.8),
(7.11) Wi (7.13) mitmenddtmeliste probleemide korral. Olgaitena aluseksarrand (7.5)

¢ — Dc,ii =0
koos kontsentratsiooniga mida on Ahendatudgrgmiselt:
C = (I)NCN

Lokaalne dplike elementide &rrand saadaksélgmine:

Q

vOi
Anmén + Byven = fa (7.15)
kus
Any = / By Dy (7.16)
Q
Buar = / DOy ;@2 (7.17)
Q
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r r

SisendvooBartel on antudfy-ga \Orrandist (7.18) . Saab seada; = J, nii, et

fN:/JOCI)NdQ
Q

Kui difusiooni kirjeldab Wrrand (7.11) , siis saadakse

/(C - dCﬂ‘Z‘ + UiCJ‘)(I)NdQ =0 (719)
Q

Anménr + Byyven + Exnvenr = fy
kus
ENM = / UZ'(I)N(I)M’idQ
Q

kusjuuredilejganud suurused on samad, mis varemalsivkiirusv; maaratakse #lisjou f; ja
vaatluse all olevate osakeste liikuvuse korrutisena.

Vorrandis (7.19) olevad standardsed testfunktsiodnjdon identsed kasutatud proovifunkt-
sioonidega. Konvektsioonilikme olemasolu annab oma pariahendi ebastabiilsusess& v
ostsilleerumisse, kui@rgusilmi vaiksemaks tehakse. Sama@vad vastuvooluliseddplikud
elemendid kompenseerida selle raskuse ja anda monotoonsgergeeruvuse. Sedéib saa-
vutada spetsiaalsete testfunktsioonidega, rillke pn korgem kui proovifunktsioonidel. Sellisel
juhul:

/(C — DC,ii + UZ'CJ)WNCZQ =0 (720)
Q

koosc = dyc,, kus ®y-i vOib vaadelda standardse lineaarse interpolatsiooniiotina.
Siis testfunktsioon
Wy =0y + Ty (7.21)

kus ¥y Uhedimensionaalse juhu jaoks on antud kui

B1e"
\Ifl = ﬁl‘(l’ — h) \Ijl = —\Ijg

Kahedimensionaalsete isoparameetriliste elementides jaw soovitatud, et

Wy = [04(§) + Un(§][Pn(n) + Un(n)] (7.22)
B() = 24 1) = i (6) = ~ () = ~ 30
() = 2t - 1) = wal) = W) =~

kusjuuresa ja § margid kattuvad antuddme kiiruse narkidega. Erinevad &rrandi (7.20)
maatriksid on dud antud kui:

ANM:/WNq)MdQ BNM:/DWN7Z'<D]V[7¢CZQ ENM:/U—FY;WNCI)]W,Z'CZQ
Q Q Q
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Joonis 7.1: 1D difusioon ilma konvektsioonita. Sisendkentratsioon, = 1E£ — 5 eemalda-
takse peale esimest ajasammu= 0.1. Lineaarne interpolatsioon.

7.3 Naidisprobleemid
7.3.1 Difusioon ilma konvektsioonita

Olgu alul lintsuse rattestihenddtmeline difusioon koos konvektsiooniga. P@pimatu pikkuse
ja thikulise Abildikega silindri analttiline lahend on

2

Co T
= — 7.23
R s T ( 4Dt) (7.23)

kus ¢, on aine kogus kohat = 0, mis allub difusioonile. Praktilistes rakendustes olkaksi-
vitatud IOplikest piirkondadestai cy-i konstantsusest teatud ajaltel \Bi aine eemaldamisest
maaratud ajaks. Need omadusedily lisada bplike elementide lahendisse. Olgu illustreeri-
miseksuhen®dtmeline piirkond, mis koosneb 10 elemendist ja bimgest. Difusioonikoefit-
sientD = 0.1. Alg- ja &@retingimused on¢, = 1E — 5 kohalz = 1 ja dc¢/0x = 0 kohal

x = 10. Mblema otsagaikgnevad 8lmed on rohkemdhestikku viidud, et pareminajgida
valjundandmeid. Bites kasutatakse ajutist operaatorit [8, 3-54a] kbes 0 (taielik skeem).
OptimaalneAt on vahemikud s < At < 10s koos ostsilleerumisega, kit < 1s. Vahemike
At > 10s korral moonutatakse varasem kdp. Sisendkontsentratsioon eemaldataksagt
esimest ajasammu. Tulemused joonisel 7atgivad valemi (7.23)uldist trendi Bpmatu si-
lindri jaoks, kuid sellest aitest on silmahtav ka dpliku modtme efekt. Tasakaalulisse olekusse
joutakse umbes= 500s juures. Seda on kontrollituds = 1, 10, 100s korral.

Joonis 7.2 annab tulemused juhu jaoks, mil sisendkontssidoni ei eemaldata, vaid see
jéab piiramatuks. Siisgutakse tasakaalulisse olekusse 200@mst. Lahendt = 10s jaoks
jéavad kergelt maha tulemustést= 1s omadest, Gimalik, et varasemate sammude moonuta-
tud kaigu @arast, kuid aja kulgedesdyavad neilegrele.
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Kontsentratsioon /x 10" mol/m

+~—-——F+At=1s;t=10s
¥ —=kAt=1s;t=50s
== At=1s;t=100s
+——+At=10s;t=10s
*——* At=10s;t=50s
x—x At=10s;t=100s
At=10s;t=500s
—————— At=10s;t=2000s

Joonis 7.2: 1D difusioon ilma konvektsioonita. Sisendkentratsioon, = 1E — 5 eemalda-
takse peale esimest ajasammu= 0. Lineaarne interpolatsioon.

Antud thlpi ajutise operaatori korrabib 6t valik olla isna tundlikdt piirvaartuste ndaramiseks
tuleb jargidatldisi juhiseid sektsioonis [8, ptk. 3-3-3]. Tulebankida, et ndnel juhul &psus
suuremateleltat vaartuste korral halveneb, samas kui vastupidine toiralgjpanutel juhtu-
del. See on tingitud sellest, &t piirvaartused nii, nagu need ilmuvad laiendusmaatriksisse, on
mojutatud bplike elementide formulatsiooniifisikalistest ja geomeetrilistest parameetritest.

7.3.2 Konvektiivne difusioon (Neumanni-Dirichlet’ probleem)

Kaesoleva aite eesrargiks on demonstreerida konvektiivse likme ( (7.19) ja20j ) efekti.
Alg- ja daretingimused on samad, mis eelmisé#es. Koos lineaarsete proovifunktsioonide-
gady ja 2. jarku testfunktsioonidegd’/y omandavad mitmesugused maatriksidaatjpevad
kujud:

hi1l -1 D[ 1 -1 00
ANM:E{5 7} BNM:E[A 1] ONM:U{—l 1}

Valemis (7.22) orv =1

Lahend 10 @rdse elemendi;, = 1E — 5 kohalz = 0 ajavahemik) < t < oo jade/0t =0
kohalx = 10 korral on joonisel 7.3 . Suurem konvektsioonikiirigkab vastuse kiiresti ta-
sakaalulisse olekusse. Joonisel 7.4 on lahendi koondanaikteristikud @rgu viimistlusel
testfunktsioonided y ja Wy korral. Vastusuunalistedplike elementide, mis kasutavad test-
funktsioonelV efektiivsus pole antudaites kasutatudaretingimuste puhul nii ilmne. Vas-
tusuunaliste elementidedartus on aga seotud Dirichlet’ probleemiga ning sedsitletakse
jargmises aites.
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Joonis 7.3: Difusioon koos konvektsiooniga. lfrdse pikkusega lineaarelemenkit = 10s,
D = 0.1. Petrov-Galerkinuowind-difusioon narameetriaa 0.5.
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Joonis 7.4: Difusioon koos konvektsiooniga. l@rdse pikkusega lineaarelementit = 10s,
D = 0.1. Tavalised elemendid ja Petrov-Galerkimwind-difusioon parameetriga 0.5. Muutuv
elementide arv.

106



0.9—: ------ regulaarne; v=0m/s

0.8 ——— regulaarne; v=1m/s . Lk
3 — — — regulaarne; v=5m/s L 1

0.7 . — . — upwind; v=1m/s . f,

] - =+« upwind; v=5m/s

Kontsentratsioon
o
D
1

———— e e s el — N\

o
AT FRETI FRRTE FRET
|

'0.2 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Kaugus

Joonis 7.5: Difusioon koos konvektsioonig@0) = 0, ¢(1) = 1, D = 0.1, At = 10s. Kont-
sentratsioon ajahetkel= 2000s.
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Joonis 7.6: Difusioon koos konvektsioonig&)) = 0, ¢(1) = 1, D = 0.1, At = 10s. Koondu-
mine koos ¥rgu peenendamisega ajahetkel 2000s jav = 5m/s korral.
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7.3.3 Konvektiivne difusioon (kahepunktiline rajaprobleem)

Nii (7.19) kuika (7.20) lahendis olidaretingimusteks(0) = 0 jac(1) = 1. Kuigi tasakaalu-
olekussedutakse umbes= 50s kohal, integreeritaks@le aja kuni 2000 s jooksul (joonis 7.5
et veenduda, et tasakaal d@plik. Tasakaaluolekuapne lahend on

_ exp(Px) — 1
exp(P) — 1

kus P = v/D on Peclet’ arvo = 1(P = 10) jaoks on regulaars@&pliku elemendi ¢,,) lahend
peaaegu identn@pse tasakaaluoleku lahendiga, kuid see ostsillégdolalt, kuiv on jdudnud
vaartuseniv = 5(P = 50). Pilk joonisele 7.6 paljastab, et vastusuunali@ik element ('y)
annab monotoonse koonduvusgdseks lahendiks, samas kui tavalidplik element kukub
armetult Abi.
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8 Vooludinaamika. Kokkusurumata voolamine

8.1 Liikumisvorrandid ja ideaalse vedeliku pidevus

Ideaalse vedeliku liikumist kirjeldab Eulerbwand

. 1
=Vi+ ViV, = ;(Gi - P;) (8.1)
kus gravitatsioongud on defineeritud kui
G =pF, = —(pgH),; = —J, (8.2)

Siin g on raskuskiirendus j& on kdrgus maa suhtede teatud nullpunkti. Asendades valemi
(8.2) Wrrandisse (8.1)

: 1
Vit ViV = —;(P +J) (8.3)

vo! A% P J
(V- V=-V [+ = 8.4
or VY v (,0 " p) 4

Valemeist [8, 1-10b], (8.3) ja (8.4) tuleneb, et

oV V2 P J
a—E+V(7)—wa——V(;+;>

Stabiilse likumise korral
P v?
VXxw=V|—+—+gH
p 2
Mittepoorleva likumisew = 0 jaoks

P V?
V(—+—+gH):O
P 2

Parast integreerimist saadakse
P V2
—+ 5 +gH=T (8.5)
p 2

See on tuntud kui Bernoulli'@rand. Suuru§' on konstantne, kub = 0 voi V = 0. Bernoull’
vorrandi \0ib Uldistada, kaasates mitiggiva liikumise:

ov P V2
E—FV(;—F?—FQH)—O

Kasutades drdustV = V¢:

o6 PV B
V(E+;+7+9H>_O (8.6)
VOI 96 P v
o T, Ty TeH=T®) (8.7)
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8.2 2D mitteviskoosne vool
8.2.1 Loplike elementide formuleeringud

Vooluprobleemides arvutatakse kas voolufunktsiooriickiiruse potentsiaalid. Kiiruse jaotust
kirjeldab valem:

Vi = €9,
VoI
Vi=9,

Uldiselt Sltub valik kiiruse potentsiaali ja voolufunktsiooni vdhdplike elementide mudelis
sellest, kummaaretingimusi on lihntsam @ratleda. Kummalgi pole teise eest eelist, kui geo-
meetria on lihtne.

Vaatleme Laplace’i &rrandit [8, 4-71], kus voolufunktsiooni vdib lahendadadplikes ele-
mentides kujul

= PNy

koosN = 1,2,...,r (r on Dlmede koguarv elemendis),; on interpolatsioonifunktsioonid ja
1y onv vaartused 8lmedes. Olgu [8, 4-71pak vordne pagigac. Siis

V2 = ¢ (8.8)

NUud votta arvessedagiruumi (8.8) ortogonaalprojektsiooni alamruumi, midatéiendatud
interpolatsioonifunktsioonidega,y, mis kaituvad Galerkini mttes kaalufunktsioonidena:

(e, Pn) = /Q?/),z‘iCI’NdQ =0 (8.9)

Kasutades Greeni-Gaussi teoreemi, saadakse:

/1/),ini(i)NdF - / Y, Py ,dd =0
r Q

{ / @NJ@M,idQ}W = / ¥ in;®ndl (8.10)
Q I

Siin &, on interpolatsioonifunktsioon, mis vastahrevoolule ¥i voolufunktsiooni normaal-
gradiendile.

Lihtsustades:

Anmvn = Fy (8.11)
kus Ay ja Fiy on vastavalt koefitsientide maatriks ja vooluvektor:
Anp = / Oy Dy dQ2 (8.12)
Q
/ Y in;®ndl’ (8.13)
I

Vooluvektorit \dib valjendada alternatiivkujul:
Fy = / €;iVyni®ndl (8.14)
r
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Joonis 8.1: Rajakiirused: (a) voolufunktsiood&iretingimused; (b) potentsiaalifunktsiooni
aaretingimused.
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Olgu kiiruse jaotus kaldu olevatélsnede 1 ja 2 vahel joonisel 8.1 lineaartghikulise
paksuse jaoks

! !
Fy = / P Oyds = / {a—wéNcos(n, x) + a—wi)]\/cos(n,y)} ds (8.15)
0o o Oz dy

! !
Fy = / €;iVini®nds = / [Vi.cos(n,y) — V,cos(n, )] nds (8.16)
0 0

€;;V;n; esindab piirpinnaga joonisel 8.1 (a) paralleelse rajakérkomponente. Kui sissetu-
lev kiirusevektor on risti piirpinnaga, siis on selligar potentsiaalijooneks, millel peab asuma
€;;Vjn;. Sellisel juhul kaobFy hoolimatagare sisendpinna orientatsioonistitiSikaliselt on
Fy piirpinnaga paralleelse voolu suurus. limselt sellistlusaurust ei eksisteeriaiteks pa-
ralleelseltédare sisendiga, kui sisenev vool on risti sisendiga. Sissakies muutuva suuruse
suvaliste nurkade all olevatarekiiruste jaoks dib teha &henduse;;V;n; = ejié)MV;Mni, kus

b, =1-—s/ljady = s/1. Siis

1 1
FN = / ejZ-aniCT)Nds = / ejifﬁMV;MniCi)Nds
0 0

l
FN = / ((VPM‘/:E]\/[nQ — Ci)MVyMnl)CbNds
0

Integreerimine annab

2n
F 1| Viing — Vy1n1 + Vf”zzm — Vy2 -

Py = | 21 =5 | v v ) (8.17)
2 zT_yT‘i‘Vxnz—‘/ynl

Siin vastavad suunakoosinusedja n, solmkiirustele.

Kui voolufunktsiooni asemel kasutatakse kiiruse poteaisi siisp = ¢ y¢n. Tehesébi sama-
suguse arutluse nagu (8.8) ... (8.11) , saadakse

Anpdm = Fn (8.18)

kus A, Oon sama, mis (8.12) , kuiy on kujul:
r r
Vin; esindab pinna suhtes normagaiekiirusi (joonis 8.1 (b)). Sestain; saab &hendada
®,V:¥n;-ga, saades:
l
FN:/ (T)M‘/;Mnl(i)]vds
0
219
m L Vit Vng o St S

Fy| 3 | Ymoy lme y yey o v,

Fy = (8.20)

2
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Galerkini meetodi asemebib kasutada Rayleigh-Ritz'i meetodit, et saadplike elementide
analoog Laplace’i grrandile. Esmalt on vaja funktsionaali kujul:

1() = /Q (1,6, ,)d2 8.21)

milles Wistlevad funktsioonid)(z;) eeldavad eelnevalt @ratud pidevaid &rtusiy = (s)
regiooniS rajalI". Variatsiooniline funktsionaal on kujul

Flos ) = it (8.2

kus
@ZJ = (I)N@ZJN
(8.21) ja (8.22) valguses saadakse

1
_ L [y 8.23
5 vt 8.23)

Integraali varieerimine voolufunktsioonbbnvaartuste suhtes annab

Q

Green-Gaussi teoreemist saadakse:
51— ( [ vansbyar - [ w,n@NdQ> Oy = ( / rw,mmdr) ouy  (825)
I Q

Vorrandeist (8.24) ja (8.25):

{/ q)N,z'q)M,idQ}iﬂM = /w,mifl:)NdI‘
Q r

Anmom = Fy (8.26)

mis on identne valemiga (8.11) , mis saadi Galerkini mesto@n selge, et variatsioonilise

funktsionaali ndaramine selliselt nagu valemis (8.23) pol&de kergem, kui vastavad dife-

rentsiaaldrrandid on enam komplitseeritud. Séegst on Galerkini meetod palju mugavam,
kuna ei vaja selliseid funktsionaale.

vOi

Jargmiseks uuritaksaéaretingimuste kohtlemist 2D voolamis@inber paralleelsete plaatide va-
hel oleva silindri, nagu @datud joonisel 8.2 .

Voolufunktsiooni formuleerimine (joonised 8.2 (b,c)).Simmeetria dttu kasutatakse kvad-
ranti a-b-d-c-g Piirid a-g-cja b-d on voolujooned ja konstantseddkdluse eesirkidel olgu
1 = 0 pikki a-g-c Kuna sisendi vaba voolu kiirus on konstantne piki

Uy Yo
/ i = / V.dy (8.27)
Ya Ya



fl ¢=4¢(y)
b=4¢(y)
e
d¢/on=1 d¢/on=1
e

Joonis 8.2: Voolimber silindri: (a) terve piirkond; (b) kvadrandidaretingimused; (clilemise
poolety dretingimused; (d) kvadrangdidaretingimused; (elilemise pooles daaretingimused.

Integreerides saadakse:
wb - wa
Yo — Ya
Kunat), oli null, siis ¢, = 2 vaba voolu kiirusé/, = 1 jaoks, koos) vaartuste lineaarse muu-
tumisega 0-st 2-ma-b vahel jayy = 2 b-d vahel. Seega saabvaartusi pikki piireg-a-b-dkui
Dirichlet’ rajatingimusi. Koik vorrandist (8.17) arvutatud Neumanni rajatingimused otichul
(ny = 1,n9 = 0) pikki piire a-bjac-d

‘/Yx:

(8.28)

Kui vaba voolu kiirus pole konstantne, kuid siiski ristisggpasuga, siis tuleb integraali (8.17)
arvutamiselV,-i kasitleday funktsioonina. Kui vaba voolu kiirus pole risti sisg#guga, siis
Neumanni rajatingimusi esinddv pole null ja see tuleks arvutadawandist (8.17) Ndlemal
juhul Ammeetria ei ili ja kogu piirkonda tuleb anatisida. Seega saab Dirichlet’ rajatingimu-
si naguwy) = 0 maarata kas pikkillemist \0i alumist plaati.

Kiiruspotentsiaali formuleerimine (joonised 8.2 (d,e) Kui |dplike elementide &rrandeis ka-
sutatakse kiiruspotentsiaalifunktsiooni, siis on ilnse&jatingimuseks, et on konstant pikki
a-b ja d-c (kasutatakse vaid kvadranti).Owllus\éartusedy voib maarata kui Dirichlet’ tingi-
mused pikkid-c. Siiski kehtivad sisséj@su jaoks Neumanni tingimused (8.20) . Tingimust
¢ = const. ei pea pikkia-b rakendama, sest seal tuleb kasutada Neumanni tingimusgset
viia sisendinfot. Pikki piireb-d ja a-g-c on Neumanni tingimus ;n; = V;n; = 0 automaat-
selt rahuldatud, kufy = 0. Kui kasutatakse kogillemist poolpiirkonda, siis tuleb pikle-f
rakendada k&2 = v,
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Joonis 8.3: Diskreetimine voolu jaokisnber silindri (73 8lme, 111 elementi).

X 2.5 N

|2 |3
i 1 . 5659;7 1

1
o 3 |10 .
Vy=1 9 X

Joonis 8.4: dmedam @rk voolu jaoksimber silindri.

8.2.2 Arvutused kolmnurkelementidega

Olgu vaatluse all voolimber Bpmatult pika silindri, mis asubisnmeetriliselt kahedpmatu
ulatusega tasaplaadi vahel. Olgu valitud ekvivalentpeik piirkond, nagu aidatud joonisel
8.2 .0ige rajatingimuste valiku korral saab kasutada ainultaedit kogu piirkonnast.

Voolufunktsiooni formuleerimineDimensioonide valik voolu suunas on suvaline, kuid vaba
voolu kiirust eeldatakse olevat valdav piisavalt suur@ligustel silindrist. Siinsesaites ka-
sutatakse kolmnurkelemente jalmed on nummerdatudihemas suunas, ei tee siksakke ja
ligub samas suunas (joonis 8.3 ). Sellised skeeraldendavad &vutiste $lmede numbrite
erinevused miinimumini ja annavad panuse kitsaribalisgdatriksile, et oleks@malik saada
stabiilsem ja @psem lahend. Kuna realistlik diskreetimine, nagu jodn8& mnaidatud, viib
suure arvu @rranditeni, tuleks numbrilise demonstratsiooni huvidestiuse alla &itta toorem
lahendus joonisel 8.4 . Voolufunktsioon eeldatakse ol@vaabrselt varieeruv elemendi piires:

Y=oy (N =1,2,3) (8.29)
Vorrandist [8, 2-17]
by =any +byr +cyx (8.30)
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Joonis 8.5: Elementide 1 ja 2 lokaalsed ning globaal&éded.

a1323($2ys'—=r3y2)/2f4 a2 ::(I3y1-—~r1y3)/2f4 as ::(Jflyz'—xzyl)/Qf4
b = (y2 — y3)/24A by = (ys —11)/24A by = (y1 — y2)/2A (8.31)

C1 = (:1:’3—3:2)/2A 02:(.1'1—1'3)/214 C3 — (33'2—33'1)/214
kus A on kolmnurkelemendi pindala.dplike elementide &rand on kujul:

Anvou = Fy (8.32)
Laiendades:
All A12 A13 (bl Fl
A21 A22 A23 ¢2 == F2 (833)
A31 A32 A33 ¢3 F3
kus

Ay = / O, ,;01,4d) = /(<I>1,1<I>1,1 + Py 5®y)d2 :/
Q Q

(b2 + 2)dQ = / (b] + &) dxdydz
Q

Q

zy-tasandiga risti olevahikpaksuse jaoks:
Ay = ADT + ) (8.34)
Teised koefitsiendid aaratakse analoogselt, saades:

b2+t boby + cocy b3by + e3¢y
ANM =A b2b1 + cocq b% + C% bng + c3Co (835)
bgbl + c3Cq b3b2 + C3Co b% + C%

Et arvutadad v, koigi elementide jaoks, on esmalt vaja nummerdada eleméhdesl suvali-
selt, kuid vastupeva. Vastupeva nummerdamine on vajalik selleks, &ltida VOrrandis (8.30)
pindalaA muutumist negatiivseks. Kuna elemendi 1 koordinaadid oonjsed 8.4, 8.5)

ZL‘1:0 y1:2
272:0 y2:1
T3 =25 y3=2

siis arvutataksé-d jac-d nende koordinaatide jaoks ja saadakse elemendi 1 keefitdt maat-
riks
1.45 —1.25 —-0.2
(Aym)1 = | =125 1.25 0
—0.2 0 0.2
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Sarnaselt saadakse teiste elementide jaoks:

0.2 -0.2 0
(Ana)e= | =02 145 —1.25 (Anar)s =
0 —1.25 1.25
1.25 —1.25 0
(Anp)a= | —125 145 —0.2 (Avu)s =
0 -=0.2 0.2
0.5 0 —0.5 ]
(ANM)ﬁ == O 05 —05 (AN]V[)'y ==
| —0.5 —05 1
0.5 0 —0.5 ]
(ANM)g == 0 0.5 —0.5 (ANM)g ==
| —0.5 —05 1 I
1 -05 —0.5
(Ava)io= | =05 0.5 0
—0.5 0 0.5
Elementide maatriksid tulebifid theks koondada:
Aaﬁwﬂ - fa

e=10

Aos =) AQANLA,

e=1

0.2
0
—0.2

0.5
—0.5
0

0.5
—0.5
0

0.5
0
—0.5

0 —0.2
1.25 —1.2
~1.25 145
—05 0
1 —05
—05 0.5
—05 0]
1 —05
0.5 05 |
0 —05 ]
05 —0.5
05 1|

F, =Y F{AY,
T

(8.36)

N,M =1,2,3jaa,f = 1,2,...10. Kuna joon 8-9-10 on konstantne voolujooriily pikki
seda seada = 2. Seega pealp = 1 sOlmes 4 jary = 2 sOlmedes 1, 2 ja 3, nagu arvutatud
vorrandist (8.28) . Need on Dirichlet’ rajatingimuseddiK Neumanni rajatingimused on ra-
huldatud, kui seada ;n; = 0 v0i Fyy = 0 kdigi vertikaalpiiri Hlmede jaoks.

Koostatud globaalseidplike elementide &rrandeid (8.36) tuleb modifitseerida vastavalt

aaretingimustele, saadeaiteks:

1000 O 0 O (o
0100 O O O (5
0010 0 0 0 U3
0001 0 0 0 Yy | =
000049 -1 0 Vs
0000 -1 4 —1 Ve
0000 0 -1 2] [ ]| |
Jattes orvale 4 esimestdrandit, on vaja lahendada vaid
49 -1 0 Vs 2.9
-1 4 -1 ve | = 3
0 -1 2 W7 1
millest saadakse
5 = 0.845
e = 1.241
V¥ = 1.120
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y

Joonis 8.6: Kiiruse jaotus silindri harjal pikki vertikgabnt.

Kuna voolufunktsioon on eelduse kohaselt lineaa@lenede vahel, siis on kiirus konstantne
ja Blmedevaheline kiirus arvutatakse valemist (8.28%itéks pikki vertikaaljoon 10-7-3 saa-

dakse:
Ty — o 1.5—-1 '
— 2—1.12
(‘/1)377 _ ¢3 7v/J7 . —1.76

Ys — Yr N 2 — 1.5
Neid tulemusi saabdrrelda Bhendatud analitilise lahendiga kujutiste meetodi abil. Arvesta-
des, et joon 9-10 on ringikujuline segment, on voolufurddasi ja horisontaalkiirus antud kui

B L sinh?* (22) sin (—y)
o0 e L ) 39

o B sinh? () cos (222) Lsinh? (22) sin® (352)
U e ) e G| ©

kusz, y on koordinaadid silindri keskpunktigt,on raadius ja{ on kahe plaadi vaheline verti-
kaalkaugus. Joonisel 8.6 on antud simulatioonist saadudskd pikki vertikaaljoontilalpool
silindriharja.

Uldiselt loodetaksedplike elementide lahendipsuse paranemist koos peenerdayu ja Ior-
gemat @rku interpolatsioonifunktsioonidega. Mitteregulaandek koos rbelasarnaste elemen-
tidega \ahendavaddpsust.

Kiiruspotentsiaali formuleerimineArvutused kiiruspotentsiaali formuleeringu kaudu erewtv

vaid dige pisut voolufunktsiooni formuleeringu kasutamis€dbbaalselt koostatud koefitsien-
tide maatriksid on identsed. Erinevad ainult rajatingieduidrobleemi jaoks joonisel 8.401
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seadap; = ¢; = ¢,0 = 0 vOi suvalise sobiva dartuseg-le. Nuid on olemas Neumanni
aaretingimused 'y # 0:

FN :/¢7Z7’Ll(i)NdF:/Ulnzci)NdF
r r
Vorrandist (8.20) saadakse kods= 1,V, = 0,n; = 1,ny, = 0 jal = 1 piiride 1-4 ja 4-8

jaoks:
v, 1 11
F = —_— = —
=5l

K0igi teiste piiride jaokgy = 0 ja seega on koostatuéfundvektor

e e (1:1,2,...,10
Fa:ZFJ(V)ASV)a (E:1,2,...,10>

=1

a

F—1001000100T
“ 12 2

Seega omandavad globaalséurandid kuju:

[ 1.45 —02 0 —-1.25 0 0 0 0 0 0 01 0.5 ]
245 0 0 —1.25 —-1.0 0 0 0 0 ®2 0
1.0 0 0 —0.5 —-0.5 0 0 0 ?3 0
29 —-04 0 0 —1.25 0 0 04 1
49 —-1.0 0 0 —-1.75 —-0.5 o5 | 0
4.0 —-1.0 0 0 —0.5 b6 | 0
1.0 0 0 —0.5 o7 0
symm 145 —-0.2 0 Os 0.5
1.95 0 P9 0
1.5 010 0
) - (841

Kunaos = ¢7 = ¢19 = 0, siis saab @lja jatta 3., 7. ja 10. rea ning veerutitedega diagonaali-
del ja lahendadayelepanud7 x 7 vorrandit. Seega saadakse:

b1 =3.787, ¢ =1204, ¢3=0, ¢y=23841, ¢5=1261
dg =6.161, ¢7 =0, ¢s=23.827 ,¢g=1491, ¢19=0
Neist saab arvutada keskmiséiiruse $Iimede 6 ja 7 vahel:

o —p7  6.161 -0
Vi)e—r = = = 1.2322
(Va)o-1 Te — T 0.5

Kuna antud aites kasutatigmedat @rku, siis ei saa oodatadistlikke tulemusi.

Kiirusi saab arvutada iga elemendi raskuskeskmes kui

oY by
_ v _ 9% 42
Ve Iy Dy YN (8.42)
W 0y
Vi=—5,= n Yy (8.43)




Joonis 8.7: Veelaine liikumine basseinis.

1 formuleeringu jaoks ja
Vo dp 0Py

*= oy W¢N (8.44)
09 0Py
Vy = 8_y =y oOn (8.45)

¢ formuleeringu jaoks. Kui kasutatakse @hwelisi isoparmeetrilisi elemente, siis odimnalik
arvutada kiirusi 8lmedes pikki joont d-c, kui asendaddlmedele vastavad isoparameetrilised
koordinaadid 1, —1).

8.3 Laine liikumine madalas basseinis
8.3.1 Rhivorrandid

Laine liikumine madalas basseinis on paljude praktiligtentliste probleemide osaaiteks
lahe kujundamine. Lihtsusedttes eeldada ideaalset vedeliklkatt¢s Krvale piirihddrdumiste
hajutavad efektid. Konvektsiooniliigetljajattev liikumis\wdrrand eeldatakse olevat kujul

. 1
Vs Et P Wi=0 (8.46)

kus F; on vaike hairitusjoud, mis ndjub veele vaikese 8gavusegdi kanalis olevale veele,
nagu raidatud joonisel 8.7 . Vertikadly F; — F, vOib lugeda konstantseks, sestuutub O
kuni H-ni vaikese gravitatsioonikiirendugevaartuse muutumisegél; on tuulest tingitudgud

pinnal
T

W; = 8.47
H+¢ 8.47)

kus7; on tuule kiiruse ruut (¢ /s?). Hairituse @hjustatud ®hk on
P = pg(H + () (8.48)

kus ¢ on muutuv laineamplituudle keskmise veepinna (MWLmean water levelAsendades
vorrandi (8.48) @rrandisse (8.46) ja mitte arvestadesd:

V= W;+g¢i=0 (8.49)
Olgu((i = 1, 2) nihkekomponendid. Siis on kiirus:
Vi=§ (8.50)
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Kuna Hairitud ja hairimata olekute massid peavad olentedsed, siis

p(H + ) ( doy + 9%, dxq) | dxo + %dl'g = pHdzdx,
014 0xs

Selle laiendamine ja teistijku liikmete hilgamine annab

pC = —pH&; (8.51)
Vorrandi (8.51) diferentseerimine agr@ii annab koos@randiga [8, 10-5-103]

C+HVi; =0 (8.52)
Kui kdrgusH on muutuv, siis omandalbvrand (8.52) kuju

C+(HV;); =0 (8.53)
Loplike elementide analisis \0ib H votta vaikese elemendi piirevrandis (8.52) konstant-

seks ja lubada varieeruda elemendist elementi, kui eksigéel muutuvadiggavused.

LOpuks, diferentseeride®rmrandit (8.52) ajagrgi ja kasutadesdrrandit (8.49) , saadakse
(— P ii = —HW, (8.54)

kusc on levi- Vi lainekiirusc = /g H. kui valised fairitusjoud W; puuduvad, siis

C—c*,ii=0 (8.55)

See on standardne lair@vand lilpeboolsel kujul. Kuna etteennustatud liikumine on harmoo
niline, tuuakse sissedvdus
C(x;,t) = n(x;)coswt (8.56)

kusn(z;) on¢(x;,t) maksimumamplituud jas on laine liikumis sagedus
_ 2w
“TT
kusT on harmooniku periood. Asendades valemi (8.56)randisse (8.55) , saadakse Helm-

holtzi vorrand kujul
An+win =0 (8.57)

Loplike elementide anailisi Voib teha koos sobivatéaretingimustega nii &randil (8.54) ,
(8.55) Wi (8.57) baseerudes.

8.3.2 Loplike elementide formuleering

Tehnilistes rakenduste®ib lahendadadrrandi (8.54) , et rdarata laine amplituudid vastavalt
eelkirjeldatud RAiritusjpududele. Alternatiivselt saaldbrrandite (8.55) ja (8.57) baasil formu-
leerida omawartudilesande, et arvutada sagedused ja laine likumise mo&djdd omawaar-
tuste ja -vektorite lahendite kaudu.

Olgu esmalt vaatluse all likumiéwrand (8.54) . Sellearrandi variatsioonilise @himdtte saa-
miseks Wib kasutada mugavat Galerkini kaalutud keskmiste meetBdmalt Ahendatakse
laine amplituudin(z;) nagu tavaliselt

C(w;) = P ()Cn
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ja konstrueeritakse Galerkini integraal

/ (¢ = ¢ i+ HW; ;) PndQ =0 (8.58)
Q

Integreerides osade kaupadikasutades Green-Gaussi teoreemi:

[, DN P ardQ] Cur — fpvc2c,ini(bN,idP + [Jo, POniPar,id Cart

Kompaktses vormis )
AnmCur + ByuGu = Fy (8.59)

kus Ay, By ja Fiy onldiselt tuntud vastavalt kui massimaatrikiikusmaatriks jaguvek-
tor:

ANM:/(I)N(I)MCZQ
Q

BNM:/CZCDN,i(I)M,idQ
Q

Fy=Fy +FY + FY

koos

FiP) =— / HW;®y.dQ FP = — / HWin;®ydl FP = — / ¢ ®ydl
Q r r

Kui hairituspud puuduvad piirkonnas, kuid on rakendatud vaid piiridsdmstﬂ,l) onnull. dy
on W;n; ja (,n; variatsioonide interpolatsioonifunktsioon pikki piirEj(f) kaitub kui sundiv
joud, sams kuiF](VB) on Neumanniaretingimus. Pikki piire tuleb tagada, et tingimQig:; =
9¢/on = 0.

Vorrandi (8.59) lahendamisek®ib kasutada ajutistitperboolset operaatorit, nagu kirjel-
dab [8, ptk. 3-3-3]. Protseduur on sama nagu demonstreriiK. 5-6]. Tuleb rarkida, etiV;

on WBrrandis (8.47)(H + ¢)~! funktsioon, kuid seda saav hoida konstantsena iga ajasammu
piires ja \arskendada koos aja suurendamisedgaradndi (8.59) lahend annab vertika@ise-

lise laineamplituudid ja sellest infost saab arvutada Igenendi horisontaalnihked.dfrandite
(8.49) ja (8.50) seisukohast saab kiirenduskomponenitld leui

=W, —gl (r=1,2) (8.60)

Selle \orrandi saabgllegi arvutada sobivat ajutist operaatorit rakendadesyéarata horison-
taalnihkeds, vertikaalnihete), kaudu, mis on réaratud Wrrandist (8.59)

Alternatiivne formuleering viib samaaegsedinvandi (8.46) lahendini koos pidevuséran-
diga.Uldise rakenduse jaoksi(gav bassein) on vajalik kaasata konvektsiooni horisdiitga
Seega oleksidghivorrandid

Vit Vi Vi+gli—W; =0 (8.61)
Vii=0 (8.62)

Nende Wrrandite dplike elementide lahendid on identseatrandi [8, 5-93] omadega.
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8.3.3 Omavartuste lahendid

Praktilistes situatsioonides ei pruugi sisenevadivad joud F](Vl) ja Fﬁ) teada olla. Sestap on
tihti kasulik omadartusprobleemi lahendamisel leida sagedused ja lainéanomibe suhteli-
sed maksimumid. Selles suunas liikudes tehakseandi (8.59) homogeenses osé@srandi
(8.56) tiupi asendus:

(—w?Anar + Byar)nacoswt = 0

VoI
(Bym — w? Anar)n = 0 (8.63)

Peale elemendimaatriksi koostamist saadakse globaaitme vo
(Bz‘j — CUQAZ'J')T]J' = 0 (864)

Vorrand (8.63) on identnedplike elementide &rrandiga, mida ®ib tuletada @rrandeist

(8.55) Wi (8.57), v.a. rajatingimusE](Vi”) jaoks, mis on @rrandite (8.55) @i (8.57) osatule-

tistega likmete osade kaupa integreerimisel saadav kakgevus. lllustrerimiseks olgu vorm
(8.57)

/(6277,1'1' + W) dndQ =0 (8.65)
Q

koosn(z;) = &y (x;)ny. Jatkates tavagrasel viisil saadakse:
(BNM - LL}2ANM)77M = F](\?)

Selle tulemuse &b saada ka@randist (8.59) kooﬁfj”) sailitamisega. @rrandi (8.65) glo-
baalne vorm on
(Byj — w?Ayj)n; = F (8.66)

n.m; = 0 pikki piire ja seegaFi(?’) = 0. See viib Wrrandini (8.64) n; mittetriviaalse lahendi
jaoks \0rrandis (8.64) , peab sulgudes olevate liikmete detemtiol@ma O:
|Byj —w’Ail =0 (8.67)
vOi maatrikskujul:
B —w?A| =0 (8.68)
See on standardne onéévtusprobleem. Maatrikd,; on mittesingulaarne, samas kui maatriks
B,; on singulaarne. Sestap korrutatakéerandit (8.68) 4;,'-ga:
|AZ-_]€IB]€J‘ - wzéij| =0 (869)
VOiI
JA™'B - W =0 (8.70)

kusI on tihikmaatriks. Tuleb rarkida, etA ~'B on mittesimmeetriline, kuigiA ja A on mdle-
mad $immeetrilised. On eelistav muuta ' B summeetriliseks enne omaartuste lahendamist.
Selleks olguA kujul

A=LLT

kus L on madalam kolmnurkmaatriks, mille diagonaalitlpool on nullid ja7" margib trans-
poneerimist. Siis
A= (LHL (8.72)
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Kirjutades Wrrandi (8.64) maatrikskujul koo& ~! labikorrutatuna:
(A7'B —w’I)p =0 (8.72)
Asendades&rrandi (8.71) wrrandisse (8.72) ning korrutadks$-ga, siis

(LB - L =0

Olgu
L'n=Y
n= (LYY (8.73)
Tulemuseks on
(Z - T)Y =0

kus
Z=L"'BLH

Seega dtab oma#@artusprobleem kuju
|Z — W 1I|Y =0 (8.74)

NulUd on réha, et maatrik¥ on dimmeetriline. Omadartusilesande lahend koosneb oraax
tustew? ja omavektoriteZ maaramisest. Neist saadakse sagedusgdtegelikud omavektorid
n vorrandist (8.73) . Tule @rkida, et reaalselt huvitavad disaini emkidel vaid ndned mada-
lama sagedusega moodid.

Olgu naiteks ruudukujuline pind nagtardatud joonisel [8, 5-32]. Pind on jagatud 25 elemen-
diks 36 ®Imega. Lahendis kasutatakse isoparameetrilisi elemeetdades, et keskmine vee-
tase on konstantne jgH/ = 1000s~2, kusg = 32.174ft/s* ja H = 31.08ft, lahendatakse
omanaartusprobleem (8.67) , (8.68) Givens-Householderi meletod

Omanaartuste ruutudest saadud sagedused hertsides on sunuchésoielis (tab:10-5-4). Kuna
geomeetriaks on ruut, siis on vaid 6- moodi 36-8ltwmatud, iseloomulikud omairtused.
Nendeks on moodid 1, 4, 9, 16, 33 ja 36. Teised moodid esinegaddena. Kui geomeetrial
poleks simmeetriliste telgede paari, siis peaks iga mood oleditarmatult erinev ja identsete
omavéartustega paare ei tohiks esineda.

Moodikujud W0i omavektorid, mis vastavaddnedele omavektoritest on joonisel [8, 5-33]. Esi-
mene mood esindalipa keha liikumist koos kogu tasandi nihkumisédpe Uhiku vorrailes.
Joonis [8, 5-33] aitab graafikuid kolmanda jailknnenda moodi vahel. Nende moodide kujusid
vaadeldakse-teljest220° vastugaeva ja20° tlalpool tasandit. Omavektorid on ekstrapoleeritud
2. jarku vahimruutude meetodiga, milléeti 20 punkti pikkiz- ja y-telge.
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9 Helivdonkumised

Kui staatilise alja vorrandis

02 826
D, 2%+ p 2% - 1
vgar T Digs ~ G +Q =0 (9.1)

@ =0jaG <0, siis saadakse Helmholtzéwand
0%¢ 0%¢

Dy=—= + D, — = 9.2

x8$2+ yay2+G¢ 0 (9.2)

Vorrandiga (9.2) kirjeldatavaté@iisikaliste probleemide hulgas on lainetused madalas aees |
helivonkumised suletud ruumide®nsektsioonides.

Helmholtzi orrandi lahend vajab omaartudilesande lahendamist, séatetingimused on sel-
lised, et globaalneéduvektor{F} on null. Globaalne &rrandigisteem on kujulK]{®} = {0}.

9.1 1D \WWnkumised

Jaikade piiridega 2D ruumis olevate hdélivkumistega seotudhu\alja kirjeldavad diferent-
siaaldrrandid on kujul
¢  Pow2 0
oz Oy "
kus ¢ on dhu muutus mingiltimbritsevalt @artuselt,w on laine sagedus jaon laine liikumis-
kiirus aines Aaretingimuseks on "

on
Uhenddtmeline analoog&randile (9.3) on

(9.3)

0 (9.4)

¢ w?
+20=0 (9.5)

koos tingimusegde/dx = 0 igas otsas. ¥rrandi (9.5) Uldine kuju:

¢ B
D=~ Go=0 (9.6)

kusD = 1jaG = —w?/c?. Esimese likmei*>¢/dz? jaikusmaatriks on

K= 3 ) ©.7)

—G¢-liikme panus elemendgjkusmaatriksisse on

o L
=], 9.8)

Vorrandi (9.6) &ielik jaikusmaatriks on

_ 2y
[k<e>]:%{_1 ”—%HH (9.9)
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Joonis 9.1: Kaheelemendilin®sk 1D torule.

Elemendi puvektor {f(©)} koosneb nullidest, sesbwandis (9.6) poldihtegi allikaliiget ja
aaretingimusie/dr = 0 mdlemas otsas ei genereétitegi mittenullist liiget{f(¢)}-s.

Olgu suletud toru joonisel 9.1 dplike elementide mudel koosneb kahest elemendist. Asenda
desH/2 L-ivorrandis (9.9) ja korrutades sedarranditH /2-ga:

1 —1 2 1
(e) _
o= [ 22 ] 0.10)
kus 2172
w
7 = 12 (9.11)

Kahe elemendimaatriksi kombineerimine annab tulemuseksé\drrandiga gsteemi:

1 -1 0 D, 210 D, 0
-1 2 -1 d, Sz |1 41 Dy »={ 0 (9.12)
0 -1 1 D, 01 2 d, 0

VoI

([Kp] — Z[Ke]){®} = {0} (9.13)
Molemad maatriksifK | ja [K¢] on dimmeetrilised{K ] on positiivselt ndgaratud, samas kui
[Kp] on pooleldi positiivselt réaratud, sest sel on nulline determinant. O&gaituste teooria

utleb, et Bik omawdartused”;, mis rahuldavad &randeid (9.12) , on selged, reaalsed ja posi-
tiivsed arvud ning vastavad omavektofid® }; on Dltumatud.

Omanaartused”; on Z vaartused, mis teevadowrandeis (9.12) determinandi nulliks. Kahe
maatriksi kombineerimisel:

(1-22) —(1+2) 0 ®, 0
-14+2) (2-42) —(1+2) Dy p=1¢ 0 (9.14)
0 —(1+2) (1-22) Dy 0
Determinant on
2(1022)[(1 - 22)* - (1+ Z2)*] =0 (9.15)
millel on juurvaartused
Z1=0 Zy = % Z3 =2 (9.16)

Leidub iga (9.16) juurega seotud omavek{ap},, mille kolme komponenti on &malik
uheselt narata, sest@randisisteem on homogeenne. Tavaline protseduur on omisitaele
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komponendile suvalinedartus ja lahendadalejganud komponendid selle omistatuéavtuse
kaudu.

Omavektor{ ® }, mdaratakseZ; = 0 asendamisegadvrandeisse (9.14):

(I)l_ CI)Q :O
—Pi4+ 20, —P; = (9.17)
—P; +P3 =0

Esimene @rranditleb, et®; = ®,, samas kui kolmandast tuleneb,det = ®;. Seegad, =
®, = &3 ja omavektor on
(@ =1 1 1] (9.18)

kui ®; = 1 kasutatakse suvalis@artusena.

Asendades/, = 1/2 vordusesse (9.14):

—%(DQ - 0
—§<I)2 - 0

Esimene ja kolmas@rrand annavad teada,®t = 0 ja teisest tuleneb, di; = —®,. Kasutades
®, kui suvalist \Aartust, saadakse:

(@12 =]1 0 —1] (9.20)
Jaabule ainult raidata, et
(@} 7 =1 -1 1 (9.21)
Omawnkesageduste,, teoreetilised sartused on
nmwc
- 22
W, = (9.22)

w, arvutatud @artused saab valemi (9.16) antud juurte 7, ja Z3 asendamisegaivrandisse
(9.11) ja selle lahendamisegg suhteszw arvutatud @artused

0 3.464c 6.928¢
1 ) 2 o ) 3 H
on suhteliselt Asti Orreldavad teoreetilisteg@rtustega
0  3.142c ~ 6.283¢
w; = U, Wy = H ) w3 = H

arvestades seda, gink koosneb vaid kahest elemendist.
Teoreetilistel moodikujudel oiildine vormP = cos(nmx/H). Teoreetilised moodikujud ja

arvutatud omavektorid on joonisel 9.2 . Esimese moodi &oie ja arvutatud kuju langevad
kokku.
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¢ (x) — arvutatud

- — teoreetiline

¢ (x)
\
\

(C)&
®

\

\

//
/
.;X
/
\l

Joonis 9.2: 1D toru teoreetilised ja arvutatud moodid: @nene mood, (b) teine mood, (c)
kolmas mood.

Y1)

(3)

20m

Joonis 9.3: Neljaelemendilinédrk 2D ruumile.
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9.2 2D \wnkumised

2D helivdnkumiste wrrandid jaaaretingimused on antud valemitega (9.3) ja (9.4) . Elemen-
tide maatriksid on [7, 7.36] ja [7, 7.38] kolmnurkse elemigadks ning [7, 7.49] ja [7, 7.55]

nelinurkse elemendi jaoks.

Nelinurkne 20x10 m ruum on jagatud neljaks kolmnurkseksieladiks joonisel 9.3 . Definee-
ridesZ = w?/c? selgub, et globaalnedvrandigisteem on

(Kp] — Z[Ke]){®} = {0}

kus
10

3

Kp] = = 0
81 _3

—10

100
1 25
25
50
ja
{®}" = [,

Z1 — O7 {q)}{ -
Zy =0.030, {®} =

Zy=0.150, {®}T =

[
[
Z3=0.120, {®}I =]
[
[

3

10
-3
0
—10

25
100
25
0
20

Dy

)

)

0
-3
10

3
—10

0
25
100
25
50

-3
0

3

10
—10

25
0
25
100
20

O3 Py

7 véartuste , mis teeks determinan@ | — Z[K|) nulliks, kasitsiarvutamine ei ole Gtekas.
Selle asemel tuleks kasutada arvutiisgemi (9.23) 5 omaartust ja omavektorit on:

L
-1,

L,
—1,

—10
—10
—10
—10

40

20
20
20
50
200

;5]

L,

1, 1,
1, -1,
;L

1
Zs = 0450, {®}f =[-05, —0.5, —0.5, —0.5,

1

o O O

]
|
]
|
1]

(9.23)

(9.24)

(9.25)

(9.26)

(9.27)

Need \dartused on suhteliseltisti WrreldavadZ = w?/c? teoreetiliste @artustega

Z1 =0, Zy=0.0247, Z3=0.0987, Z,=0.123, Z5=0.395

Moodide kujud{®}, ja {®}, jaoks on graafiliselt kujutatud joonisel 9.4 .
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Joonis 9.4: 2D ruumi (a) teise ja (b) neljanda moodi kuju.kiiqooned asuvad:y-tasandil.
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10 Telgsimmeetria

Eksisteerib grupp 3Daljaprobleeme, mida saab lahendada kab@meliste elementide kasu-
tamisega. Neil probleemidel on oirameetria porlemistelje suhtes, misttu neid nimetatakse
telgsimmeetrilisteks & monikord radiaaldémmeetrilisteks probleemideks. N#retingimused
kui ka piirkonna geomeetria peavad olen@tismatud asukohasimber telje.

Galerkini formuleering ja elementidedxwandid on sarnased kahéatmelise probleemi oma-
dele, kuid erinedes neistane olulise aspekti poolest.

10.1 Diferentsiaaldrrand
Valjavdrrand silindrilistes koordinaatidés, ¢, z):

P¢  D,0p  Dyd¢ ¢ _
Dysg+ ot o Dy +Q =0 (10.1)

Telgsimmeetriline probleem oftst Dltumatu, sestap saadaks@anandist (10.1) :

9*¢ D, 0¢ ¢ B
Dyog+ o+ D +Q=0 (10.2)

mida \Bib kirjutada ka kujul:
1 0 ( 0¢ 0?¢ B
eeldades, eb, on konstant. brrandiga (10.3) seotughretingimused on

¢(I') = maaratud Aartused (10.4)

piiri osal, mida Wib tahistada kui'; ja

Dr%cose + dz%sinQ =—-Mb,+ S (10.5)
or 0z

10.2 Telgsimmeetrilised elemendid

Telgsdimmeetriline element saadakse kaldétmelise elemendigiramiselimberz-telje, moo-
dustades toroidi. See idee on kolmnurkelemendigeatud joonisel 10.1 .

Joonisel 10.2 oiiksik kolmnurkelementz-tasandil, olles identne tavalise kolmnurkelemen-
diga. Erinevus on vaid selles, et koordinaatmuutjateks @y asemel- ja z.

Uues koordinaatssteemis on muutuja ja kolmnurksed kujufunktsioonid kujul:
¢ = N;®; + N;®; + NPy, (10.6)

kus
Nz‘ = ﬁ(al + bﬂ' + CZ'Z)
N; = ?(aj +bjr +¢;z) (10.7)

Nk = ﬂ(ak + ka‘ + CkZ)

N
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Joonis 10.1: Telgammeetriline kolmnurkelement.

Joonis 10.2: Telgammeetriline kolmnurkelement-tasandil.
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Joonis 10.3: Telgeammeetriline nelinurkelement-tasandil.

milles

a; = RjZk — Rij, bl = Zj — Zk, C;, = Rk — R]'

a; = RkZZ — RZZk, bj = Zk - Zi, ¢ = Rz - Rk

ap = 1’:322J — RjZZ', bk = Zl — Zj, C — Rj — RZ
Uksik nelinurkelement rz-tasandil on joonisel 10.3 . Skiligifunktsioonid peavad olema suh-
telisedrz-koordinaaiisteemi nullpunkti suhtes.

Markides, et
r=R;+s z2=1Z;+1 (10.8)

korraldadegimber kujule
s=r—R; t=2z2— 7 (10.9)

jaasendadesjat vorrandisse (2.49), saadakse nelinurksed kujufunktstbenkoordinaatésteemis:

Ni = 155(Bj = 1)(Zm = 2)

(10.10)
N = 15(r — Ri) (2 — Z))
N = 35(R; =) (2 = Z;)
10.3 Galerkini meetod
Telgdimmeetrilise @ljaprobleemi kaalutuddagi integraal on ruumiintegraal
D, 0 ([ 0¢ D¢
(e — _ Tt 222 -
{R©)} /V N] ( AR <r at) #0504 Q) av (10.11)

Tuletislikmed tuleks muuta madalamadriku likmeteks, kasutades diferentseerimise korruta-
misreeglit ja Gaussi teoreemi.

Diferentseerimise korrutamisreegel annab:

%) 9o\ ¢ OIN]T 9¢
$<[N]TE)_[N]T@+ ey (10.12)
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Umber grupeerides:

0%¢ 0 0¢ IINT* 9¢
T v — TZY . ik
IN] 022 0z ([N] 82) Dz 0z (10.13)
Vorrandi (10.11) esimene liige asendatakse kohe, kui @ratud, et
1O (e, 92 _ L (OIN]" 99 9
ror ([N] Tﬁ) T r < ar | or i T[N] 87" “or (10.14)
Umbergrupeerimine annab:
r (10 (.09 10 (1,00 _ 9N 99
IN] <T ar \' or T ror [N) "or or Or (10.15)

Vorrandite (10.13) ja (10.15) asendamir@grandisse (10.11) annab:

R} = /< - T%“) [az]T%_[N]TQ)dV_

D, 0 0p 700
_/V (TE ({N] ar) +DZ£ ([N] 82)) av (10.16)
Teise ruumintegraali saab teisendada Gaussi teoreengintihtegraaliks:
/ <& ([N]T'r’%> cost + DZ[N]Ta—(I)sz'n9> ar (10.17)
r\ 7 or 0z
mis lihtsustub kujule
/[N]T (DT%COSQ + Dz@sme) dr (10.18)
r or 0z

Taielik jaagiintegraal on

O — OINI" 09  , OINI" 09 ) _
R }_/V(DT or 8r+DZ 0z 0z N['Q ) av

— / NE D,%COSMDZ@SM dl (10.19)
r 87“ 32

Kunag(® = [N]{®)}, 0¢/0r jad¢/0z vorrandi (10.19) esimeses integraalis saab asendada

suurustega
99 _ IIN] o0 9¢ _ IIN] &0
0z or o (@7} Dz Oz {7 (10.20)

T T
RO} = (fv( L2NIT AN | py oI 8[N>dv) (@)

— [, QIN]Tav (10.21)

siis

— JL[N]" (D, %2cos6 + D, 22 sinf) dT

Esimene integraaldrrandis (10.21) on korrutatudhb(®)}-ga. Seega on see integraal elemendi
jaikusmaatriks. Integraal, mis sisald@ed, muutub{f(?)}-ks samas, kui pindintegraal on ele-
mentidevaheliseks tingimuseks elementide sisepiiraltllptatucbaretingimusteks elementide
piiridel piirkonnasl’,. {R()} ildine kuju on

R} = {19} + K{2)]} — {15} (10.22)
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kus

{1} = / [N]” (DT%COSO + Dz%sinﬁ) dr’ (10.23)
€] — OIN]" O[N] ﬂNJT@)
k)] = /V (DT 5o TP |V (10.24)
ja
{£5)} = / QINJ"dv (10.25)
\%
Vorrandi (10.24) saab viia kompaktsele kujule:
k)] = / [B]”[D][B]dV (10.26)
\%
kus
9¢
{gv} = {&} = [B]{®@")} (10.27)
ja
[D] = {13 g] (10.28)

10.4 Elemendimaatriksid

Vahetu siht on arvutada ruumintegraalid, mis anndk4d] ja {f(®)}. Tuletatudaaretingimuse
panust nendesse integraalidesse arutatakgmjses sektsioonis. Arutlus on piiratud kolmnurk-
elementiga, sest selle integraale on lihtne arvutadanddelemendi integraale arvutatakse ta-
valiselt numbriliste tehnikate abil.

Koefitsiendid[ B] saadakse kujufunktsioonide diferentseerimisg z jargi. See annab maat-
riksi

1 [ b b by
B] =3 A[Ci y Ck] (10.29)

lga [B]-s olev koefitsient on konstant. KuriB®], nagu antud &rrandiga (10.28) , koosneb
samuti konstantsetest koefitsientidest, siis
k)= [ BIDIBV = B D)B) [ av = BIDIBY  (1030)
\% 1%

Umber z-telje porleva piirkonna ruumala off = 277 A, kus7 on piirkonna raskuskeskme
radiaalkaugus. Elemendiikusmaatriks on

k] = 277 A[B]? [D][B] (10.31)

Maatrikskorrutist on lihtne arvutada, saades tulemuseks

_ b2 b;b; bby _ e Cick
2 DT 1 1Y) 7 2 Dz i iCj i
k)= 00 | bty B b |+ T | ae ¢ e (10.32)
bibr  b;by, bi CiCr  CjCk ci
Radiaalkaugus kolmnurkelemendi massikeskmesse on
e w (10.33)
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Elemendi puvektor

{f = / QIN"aV = 2rQ / (10.34)
Nkr
kunadV = 2nrdA. Vorrandis (10.34) saab kujufunktsioonid asendada piirk&inordinaati-
dega ja radiaalkaugugeomandab kuju:
ja {fé;)} integraaliks on

Ly( LlR + LQR + L3Ry,
Ls( L R, +L2R + L3Ry,

Piirkonnakoordinaatide korrutiste integraalide arvusevalemi (2.86) abil saadakse:

2 11 R;

2 QA i
{Q€>}_ ”Q 121 R, (10.36)

11 2 Ry

Elementide piiresihtlane® ei ole £Imede vahelihtlaselt jaotunud nagu see juhtus kaldéime-
liste elementide korral. Igadtm saab oma os@kuvalt tema radiaalkaugusest nullpunktist.

10.5 lllustreeriv naide

Telgsimmeetrilisel kolmnurkelemendibémkoordinaatidega joonisel 10.4 d@gihtlane soojuse
eralduminey = 3W/cm?®. Arvutadalk @] ja {£5’}, kuiD, = D, = 1.5W/(cm °C)

Kasutades ®rrandit (10.7) , determinandbvrandit (2.39) ja (10.33), saadakse

G =-2, ¢=-2, ¢, =4
22 +26 + 24
7= L = 24cm
3
ja
24 = 18cm?

Korrutaja koefitsiendid on

2n7D, 277D,  2m(24)(1.5)

— = =2
4A 1A 2(18) g
2
TQA _ 27(3)(9) _45n
12 12
Elemendi aikusmaatriks on
16 —20 4 4 4 -8
k@) =27 | 20 25 -5 |+2n| 4 4 -8
4 =5 1 -8 —8 16
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-8 =26 34

2 1 17 ( R
(£ =45m| 1 2 1 R;
2 2

40 =32 -8
k@) =7n| —32 58 —26
Elemendi puvektor on

1

[ 2 1 ( 22
(£} =457 | 1 26
12 2 24

423
(£} =m{ 441
432

Kuna(@) on elemendi piires konstantne, on kogu eraldatud soojus

N —
—_ =

/ QAV = Q/ dV =277 AQ = 12967 W
v 1%

{fg)} komponendid summeeruvad sellekiastuseks, aga see suurus polEdselt ®Imede
vahel jaotunud.

10.6 Tuletatud rajatingimused

Elemendimaatriksid (10.32) ja (10.36) vastav&t’)] ja {fg)} jaoks kehtivad sisemiste
elementide jaoks ja rajaelementidele, ki, z) on rajal néaratud. Kui on réaratud tuletatud
rajatingimused (10.5) , saavékd®)] ja {fé;)} lisapanuse.

Tuletatudaaretingimustest tulenev panus elementidesse tulenelenteiavahelisest vektorist
(10.23) rarast selle suhte asendan@atetingimusse (10.5) . Eeldada,gt on pinnaelement
rajatingimusega

Lo} =- / [IN" (=M@, + S)dl (10.37)
Yol c
{I9) = [ M[N]"¢pdl — / S[N|Tdr (10.38)
e Voc

¢ vaartus rajakp, on antud kuip(®) = [N]{®®)}; sestap
{119} = ( / M[N}T[N]df) (@)} — / S[N]Tdr (10.39)
Tpe Fpe

Esimene integraal annab pan(iké&)]-sse, kuna seda korrutatakse(®)}-ga; teine liige{f(*)}-
sse. Mblemad integraalid@randis (10.39) on pindintegraalid. Integraali@rrandis (10.39)
on

k') = [ M[N][N]dr (10.40)

Tpe
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ja
(£ = [ S[N]Tdr (10.41)
Fbc
Integraal (10.41) ondige kergem arvutada, andes

N;

! Ly
{fée)} _ S/ N; pdl = ij;/ S< Ly 3 2mrdly (10.42)
1—‘bc Nk? 0 L3

eeldades, et integreeritakse pikilge j k. Piirkonnakoordinaadid muutuvadartusetks.; = 0,
Lo, =l ja Ly = [, piki seda Kilge ja integraaliks saadakse

! 0

(£} = 275 Ly, / Ly dl (10.43)
0 lQ?"

Rajal oleva punkti radiaalkaugus on

kunaN; = 0. r asendamine@randisse (10.43) annab

1 0
{9} = 275 L;), / L(LR; + 1bRy) % dly (10.45)
0 loy(hRj + 1Ry)
12,111, jal2 integraalid arvutatakse (2.74) abildpptulemus on:
(e) 2w SL ik 0
{fse } == Tj QRJ + Rk; (1046)
R, + 2R,

Kilgedeij jaik jaoks on{fée)} vastavalt

2R, + R; 2R; + Ry,
2 L ? J 2 L ?
(£ = &{ R; + 2R, } 5 ’“{ 0 } (10.47)

6 0 6 R, + 2R,

Pindintegraal (10.40) arvutatakse analoogsel viigillj&j % korral saadakse

(0) [0 L
M[NJT[NJdT = 27M L / I rdly
0 Iy

Cpe

(10 0 0
= 2rMLj, / 0 2 rhily | dl (10.48)
0 0 7’[1[2 Tlg

Asendades®rrandist (10.44)r-i ja kasutades faktoriaalvalemit (2.74) , saadakse

0 0 0
e 2rML;
k)] = =525 | 0 BR+R) (R + Ry) (10.49)
0 (RJ + Rk) (R] + 3Rk)
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k (24,15)

j (26,11)

i (22,19)

Joonis 10.4: Midisprobleemi kolmnurkelement.

Kilgedeij jaik korral on \orrandi (10.40) tulemuseks vastavalt

3R+ R;) (Ri+R;) 0
on MLy | ¢ ] /
ki) = =52 | (Ri+R) (Ri+3R;) 0 (10.50)
0 0 0
k()] = ME Lk 0 0 0 (10.51)
(Ri+Ry) 0 (R;+3R+k)

10.7 lllustreeriv naide
Arvutada[kﬁf}] ja {ff;”)} ij kulje elemendi jaoks joonisel 10.4 , ki = 4ja S = 3.

Asjakohased suurused on
R; = 22, R; = 26

ja

Lij = /(26 — 22)2 + (11 — 10)2 = 4.12cm
korrutavad konstandid on
2rM Li;  2(3.14)(4)(4.12)

= = 8.62
12 12 5.0
zmzLij _2B14)(3)(412)

samas kui
3R, + R; = 3(22) + 26 = 92

R+ R; =22 426 =48
R; +3R; = 22 + 3(26) = 100
2R, + R; =2(22) +26 =70
R, +2R; =22 +2(26) =74
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Elementide suurused on:

92 48 0 793 414 0
k'91=862] 48 100 0 | = | 414 862 0
0 00 0 00
ja
70 903
(£ =129 74 Y ={ 955
0 0

k] diagonaaléartused nagu kéf'} vaartused pole samad.
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Joonis 11.1: Konsooltala, mil@&retingimused@&tuvad probleemi lahendusest.

11 Mittelineaarsus

11.1 Mittelineaarsed probleemid

Mittelineaarne &itumine aktsepteerib laia valikut ilminguid, midivad interakteerudékstei-
sega ja igat neistdib olla raske formuleeridaOnnelikul kombel annavad lineaarsed mudelid
paljudele praktilist huvi pakkuvatele probleemidele rndlamaahendi. Kuid olulised &rvalekal-
ded lineaarsusest on suhteliselt tavaliseglit®éks soojusélekandumise anaiisis on materjali
omadused tihti temperatuurisblaivad; faasimuutus neelaldivwabastab kuumust ja muudab
materjali omadusi; Kiirgus teeb afidki eriti mittelineaarseks, sest sédtgb absoluutse tempe-
ratuuri neljandast astmest. Struktuurimehaanil@snaterjal painduda@ voolata; tihimikud
vOivad avanedad sulguda. Mittelineaarsed probleemiistavad raskuastethtuse kirjelda-
misel realistlike matemaatiliste mudelitega ja sellerusel mittelineaarsetéwandite lahen-
damisel. Samuti & suureneda arvutuskulukus, kuigi arvut@isasused pidevalt suurenevad.
Siiski vOetakse mittelineaarset aiéasi Uha enam ette, sest vastav tarkvaraiba \bimekam,
arvutusmaksumusaheneb, struktuuridele esitatakse suurema@uddmisi ja vajatakse enam
teadmisi botlemisprotsessist.

Mittelineaarsuseliibid hOlmavad argmisi réhtusi:

e materjali mittelineaarsusmille korral materjali omadused on pingéiwdhu funktsioo-
nid. Siia alla kuuluvad aiteks mittelineaarne elastsus ja plastilisus.

e kontakti mittelineaarsyamille korral Wib korvutiolevate osade vahel oledHe sulguda
vOi avaneda; kontaktpindala osade vahel muutub, kui kojitaétmuutuvad &i esineb
libisev kontakt koos 8ordepududega.

e geomeetriline mitelineaarsusnille korral on deformatsioon piisavalt suur, et tasakaa-
luvdrrandid peavad arvestama deformeeritud struktuuri gebmae Samuti divad koor-
mused muuta suunda, kui nad kasvavad, nagieks Dhk paisutab membraani.

e rajatingimuste mittelineaarsugkus rajatingimuse &artus \oi tiup Dltub probleemi la-
hendusest.

Viimase tiubi kohta on @ide joonisel 11.1 . Konsooltaladib kaituda selliselt, nagu tema
parem ostpunkt oleks vabd@ivnagu toestatud konsoolplsuvalt otsa nihke rargist. Sellisel
juhul muutub rajatingimuste fundamentaalne klassifikatsikoos nihkega ja lahendusskeemi
tuleb vastavalt muuta.

On voimalik selline probleem, kus materjali ja geomeetrilingtelineaarsus esinevad koos,

naiteks kaasnevad mitteelastse materjali mittelineategadihti plastiline vool, mis &b viia
suurte deformatsioonideni, mis teevaatvajalikuks mittelineaarsete venitus-nihiweandite
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kasutamise.

Mittelineaarsete probleemide lahendamiseks on paljeyviibti tundub neid olema isegi liiga
palju, peegeldades olulist fakti, et mittelineaarsetdl@emide lahendamidgdise teooria maht
on suhteliselt aike. Mittelineaarseid probleeme lahendatakse tavaitsehtsiooniskeemidega.
Olgu jargmine &histus:

u® =i-nda iteratsioonisammu lahend

Jargnevalt vaadeldakse kahiédist iteratsiooniskeemi mittelineaarsete probleematenda-
miseks:

e jargnevate asendamiste meetads blmab vastavate mittelineaarset@randite trans-
formeerimise iteratsioonide jaoks loomulikku vormi;

¢ Newtoni meetadmis on prgnevate asendamiste erijuht, mis oma kasulikkéasag éa-
rib eraldi kasitlemist.

Jargneva asendamise skeemithmevad aluseks oleva mittelineaarse operaatori poaki
kergesti bodeldavaks ja keerulisemaks komponendiks, kusjuuresasilpeetakse Galerkini
oplike elementide mudeli rakendamist. Teisel, Newtoni to@i& on ndned soovimatud joo-
ned, mis muudavad selle lihtsameelse kasutam@setnohtlikuks protsessiks.

Ara tuleb tuua ka kerge hoiatus terminoloogia vallasbriéd autorid nimetavaldewtoni mee-
todiksiteratsiooniskeemi, mis tuleneb mitteruutfunktsiond@lminimeerimisest, ateks nen-
de, mis katavad palju mittelineaarseid probleeme tahkebemnikas. Need autorid nimetavad
analoogset mittelineaars&wandigisteemi lahendamise tehnikat (migily, aga ei pea olema
funktsionaali ekstreemumiprobleemi tulemuseksyvton-Raphsoni iteratsioonikSiin nimeta-
takse lihtsuse @ites ndlematNewtoni meetodiksing tuuakse esile sarnasusediatsioonilise

ja ndrgaformuleeringu vahel, samutidemast meetodist tulenevadrvandigisteemid.

Olgu vaatluse all mittelineaarse skalaarderandi f(z) = 0 lahend. Skalaarkoordinaatj mis
rahuldab wrranditf(z) = 0, nimetatakse funktsioonfi juureks, mille siimnhtav geomeetriline
interpretatsioon oleks punkt, milles funktsioghgraafik kasdikab \0i puutub x-telge. Tavali-
seks viisiks on nimetadai nii sdltumatuks muutujaks kui ka juureks.

PBhiline idee pilide taga lahendada mittelineaarseétrandit f(x) on kujundada seedvrand
kujule, mis dImab uut funktsioonig(x) nii, et suvaline mittelineaarseduwandi f(z) = 0
juur lahendab ekvivalentsedxrandix = g¢(z). Tehniliselt saab &rrandiz = ¢(z) lahen-
dit nimetada funktsioonj(x) fikseeritud punktiks, sest see funktsioon asetab punkima
maaramispiirkonda samal ajal, kui seesama skalaar on ka temgumispiirkonnas. Fakt, et
juur z on g maaramis- ja ka muutumispiirkonnaspip pdhjustada probleeme ettevaatamatule
analiusijale, kes piilab lahendada mittelineaarsétrrandit. Funktsioory defineerib loomuliku
iteratsiooniskeemi, nii et kogu tuletusprotsess on midégirgnevat:

lahendadaf(z) = 0 < lahendadax = g(z) = defineerida iteratsiooniskeem

Et saada lahend(z) = 0-le, tuuakse sisse iteratsiooniskeefl = g(2(~1), mis loodetavasti
koondub soovitud lahendiksf8a “loodetavasti” on siinkohal sobiv, sest leidub paljjuamis
vOivad valesti minna. Alustseks ehk asjaolu, @ge fundamentaalsem erinevusshigistitatud
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lineaandrrandite ja mittelineaatrrandite vahel on see, et viimastel on tihti mitu lahendit.
Naiteks on mittelineaadrrandil f(z) = sin(x) ilmselgelt palju juuri, nimelttnr suvalise

n korral. Kui tuuakse sisse iteratsiooniskeem, tuleb vedagdet kui juur on leitud, oleks sellel
ka fuusikaline &hendus.

Teine mure on see, et funktsioopnidefineeritud iteratsioon kipub kalduma mingi piiri poole,
mida \®ib interpreteerida kui funktsioonf juurt. Kui g(z) = 22, siis iga esialgne hinnang,
mille suuruprk on suureniihikulisest, dpetab varem& hiljem Idpmatuses. Kuna leida on va-
ja funktsioonig fikseeritud punkte, siis tuleb abi saamisek®mluda teoreemide poole, mis
tegelevadr = ¢g(x) lahendi olemasolu ja unikaalsusega (Contraction Mappirgpiidm). Kui
g(x)-i muutumispiirkond sisaldup(z) maaramispiirkonnas ja(z) “suurus” on piisavalt koon-
duv, nii et kuiz jay on suvalised punktig maaramispiirkonnas, siigy(z) — g(y)| < p |z — y|
suvalisep < 1 korral, g-d nimetatakse kokkdtnbeks (ing. kcontractior) ning on \Wdimalik
tdestaday fikseeritud punktide olemasolu ja unikaalsus. Lihtsamglt,) toob punktid oma
maaramispiirkonnasiksteiseledhemale jadpuks punktide rida

nlingo ™ = nhrrolo gz V) = nhrglo PN = = nhrrolo g" () (11.2)
kusz(© on esialgne hinnanggib paigale piiravaleaartusele, mis on mittelineaarse funktsiooni
f(x) = 0 soovitud lahendg kokkutdmbuvuse piisavaks tingimuseks (peale iimselge muutumis-
ja maaramispiirkonna) on, ef (x) < p < 1 suvalise skalaayi korral. Naiteksg(x) = x? puhul
¢'(z) = 2x ja kui esialgne hinnang valida piirkondal /2 < z(*) < 1/2, siis saab garanteerida,
et iteratsioon koondub fikseeritud punktiks= 0. Ainet mdtisklusteks: kui esialgne hinnang on
laiemas intervalli§—1, 1), siis jputakse samasse fikseeritud punkti.

Uks lahenemisviise iteratsioonifunktsiooniz) konstrueerimiseks @imab funktsioonif ()
lahutamist “kergeks” ja “keeruliseks” osaks. “Kerge” osals defineerida kui sellisena, et seda

on konstant ja(z) sisaldab mittelineaarsustdi pdorata lineaarlikme, et saada vajalik kuju
g(x)-le:
b(x)

f(z) =ar+b(z) = ax = —b(x) =z = = g(x) (11.2)
Loodetavastiz? = g(z~Y) defineeritud iteratsioon koondub. On teada, etdguaiuutumis-
piirkond sisaldub tema &&ramispiirkonnas ja kut'(z)| < p|a| igal pool méaramispiirkonnas
suvalisep < 1 korral, siis prjestikkuste asendamistega saadud iteratsioon koondkaalses-
se fikseeritud punkti.

Olgu naiteks juhtum
f(z) =2* -3z +2 (11.3)

millel on juured
r=1 x =2 (11.4)

Kui eelpool soovitatud lahutaminalbi viia, siis saadakse alljgnevad tulemused:

2] 1 2
3

x® + 2 ; i
z=g(r) = —3 = 2V = g(@" ) =

¢ 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
z® 0 0.667 0.815 0.888 0.929 0.955 0.970 0.981 0.987 0.992 0.994
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Iteratsioon koondub juureks= 1, kuid mitte vaga kiiresti. Lisaks tuleb arkida, efg’(x)| < 1
piirkonnas(0, 1), sestap on alust oodata, et iteratsic@menebdpuksihele kahest juurest, aga
see meetod pole nii kasulik, kui seddik soovida.

11.2 Newtoni meetod

Newtoni meetod on tegelikulijjestikkuste asendamiste meetodi erijuht, aga see alssda
nutikat iteratsioonifunktsioonj(x) valimist. Olgu juht, kus on vaja leidg-i juur ja olemas on
hinnangulinez, mida soovitakseipsustadaUksikasjalisemalt eeldatakse, gtr) # 0, kuid
loodetakse leida “parandusdi‘samm”h nii, et skalaar: + h on f-i juur, milles f(z+h) = 0.
f-1 saab arendada Taylori reaks teada oleggartwser Umber:

0=f(x+h)=flx)+hf(x)+... (11.5)
Siin onh kdrgemat @rku liikmedara petud.

Seddineariseeritud Taylori rea arendusiaab lahendada pararidjaoks, et saada iteratsiooni-
skeem:

f(z) i i—1 i1 f(m(i_l))
nii, et f()
) =g I\ 11.7

g(x)-i konkreetne valik defineerib Newtoni meetodi. Eelnevaitena vaadeldud mittelineaarse
probleemi korral

i 0 1 2 3 4

2 0 0.677 0.933 0.996 1.000

Kaesoleval juhul on Newtoni meetodi koonduvus ruutkoonguseega @ib see toimudaaga
kiiresti, kui iteratsioon on hakanud juure naabruses fileuUks silmréhtav probleem New-
toni meetodi juures on see, #t(x)-ga jagamine @uab, et see tuletis ei kaoks soovitud juure
lahikonnas. Kuif (x) graafikul on lokaalne puutepunkt x-teljega soovitud juuvbd (s.t.f-il

on seal mitu juurt), siis®b Newtoni meetodi optimaalne koonduvuskiirus kadumanairKui
f'(x) on nullilahedane, siis@dib parandussammusuurus minna &ga suureks jayjestikkused
iteratsioonid Wivad olla laialt lahus.

See on Newtoni meetodi fundamentaalne probleem: kui sufétinuutub juure naabruses pii-
savalt \aikeseks, siis @b Newtoni iteratsioon viia soovitud fikseeritud punktistga kaugele.
Suurem osa praktilisi mittelineaarseid skeerd@ipeb &nag@eval Newtoni meetodil, sisalda-
desiihte \0i mitut parandid, et seéhtis skeem ei libiseks kaugele kohast, kus see peaks juurt
otsima.

Joonisel 11.2 on Newtoni meetodi geomeetriline interpsesan. Tegelik funktsioory (x)
on asendatud selle lokaalse lineariseeringuga, mis oruda&alylori seeria lineaarsest liik-
mest. Sellef(x)-i lineariseeritud versiooni ja x-telj@dikekoht on valitud iteratsiooniskeemi
jargmiseks sammuks. Antudites onf (x)-il lihtne juur ja graafik dikab telge ilma seda puu-
tumata.f’(z) # 0 juure ahikonnas ja mittelineaarse lahendi skeem koondub ruliisegargi.

Selle probleemi laiendus koos Newtoni meetodiga on andnwingaid huvitavaid tulemusi,
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Joonis 11.2: Newtoni iteratsioonimeetodi geomeetriliteripretatsioon.

mida saab kasutada meetodi probleemide esitamiseks gpelafiisil. Kui votta arvesse komp-
leksarve, siis neid®b kasitleda kui frjestatudz, y) paare, sarnanedes nii tasandil olevate vek-
toritega. Ometi on vektorite jaoks defineeritud algebeslismadused suhteliselfkeviljakad
vorreldes nendega, mis on defineeritud skalaaride jaoks.|&ead moodustavad algebralise
valja, mis on nii rikas kuilks numbrigisteem olla saab. Vektoralgebra on suhteliselt piiratud,
sest seal pole defineeritudgrdtehet korrutamisele, seega ei saa isdgjiatiselt jagamist teha.
Kompleksarvude ilu seisneb selles, et need skalaarid deivael \alja, silitades seega prak-
tiliselt kdik reaalarvude omadused (nagu jagamine)dhilselt kbik tavalised algebrareeglid
lahevad samultile sellesse olulisesse kah@dtmelisse juhtu. Tegelikult oréfjestamine ainus
reaalarvude omadus, mis @hle kompleksruumiile. Komplekset §rdsust saab kergesti defi-
neerida (vastavalt kahe kompleksarvu reaal- ja imagisassamaaegs®rdsuse kaudu), kuid
kahe kompleksarvu mittévdsust ei saa &arata selliste @istetaga nagu “suurem kui"ov
“vaiksem kui”. Peal selle piirangu kehtilbk reaalarvude kohta teadaolev ka kompleksarvude
jaoks. Ainus erinevus on, et kompleksarv koosneb kahetaiist, reaal- ja imaginaarosast:

z=(2,y)=x+iy, x=Real(z),y=1Im(z), *=-1

Uks olulisi mittelineaarsetedrrandite allikaid on algebraliste fisloomide &steem ehk funkt-
sioonid kujul
ful®) =ag+ax+ax® + ... +a,a” (a, #0) (11.8)

Algebra @hiteoreemniitleb, et igal ngirku polinoomil on &pseltn juurt (mis kbik ei pea kind-
lasti Uksteisest eristatavad olema) komplekstasandil. Seetjatsal taandatud pahoom\or-
randil

Z"—=1=0 z=x+1y (11.9)

kus x, y on reaalarvud,dpseltn juurt komplekstasandil. Viimasel juhul nimetatakse juoxi
jarkutihikjuurteks.n = 1 korral on kompleksare = 1 + Oy ehk paremini tuntud kui reaalarv
1, esimestdrku thikjuur. n = 2 puhul on kompleksarvud = 1 + 0y jaz = —1 + Oy teist
jarku tihikjuured. Viimane tulemus kinnitab lihtsalt laialtlevid teadmist, et arvul “1” on kaks
ruutjuurt (s.tm = 2): “1” ja “-1".
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Asi laheb deliselt huvitavaks, kuik > 2. Siis sisaldavadihikjuured arve imaginaarsete kom-
ponentidega. On kerge leida arku Uhikjuurt, sest need asuvadndsete vahedegahikringis
|z| = 1 komplekstasandil ja reaalarv “1” on alati komplekti kaashtEksisteerib lihtne valem
selle ihtsa mittelineaarseéwrandi lahendamiseks:

2"—1=0 (11.10)
onn juurt
kus o 0
rj = cos 22T yj = sin2I" (11.12)
n n
7=0,1,2,...,n—1Kui j =0, saadakse alati reaalarv “1”.

Kuna diferentseerimine ja jagamine kehtivad ka kompleksade suhtes, siis tullakse Newtoni
meetodi kasutamisest puhta nahaghaiihikjuurte leidmisega. Kui vaatluse all oleks arvu “1”
kuupjuurte leidmine, siis tuleks arvessgtta alljargnevat iteratsiooni:

3

, 4 (i=1)) . (z07V)" =1
8 gm0 en o JET) ey FTT) —E 11.13
f(z) == =z z F0D) z 3 (Z(z'fl))Q ( )

Kompleksne astendamine on lihtsalt korratud korrutamivag( reaalarvude puhul) ja komp-
lekse jagamise kasu kaasneb koos Newtoni iteratsioonsjdekineeritud jagatisega. Leidub
tapselt 3 juurt ja saabistitada huvitavaipoteesi:

lga punkti jaoks komplekstasandil koondub Newtoni skeém- 1 = 0 lahenda-
miseks kagiheks juureks @i ei koonduilldse (raiteks numbriliste raskustémast).
Kui votta regioon komplekstasandil jaawwida selle iga punkt vastavalt sellele,
milliseks juureks ta koondub, siis saadakse selle prohl¢goks Newtoni mee-
todi koonduvuskarakteristiku 4awviline kaart. Kolm varvi esitavad piirkondi, mis
koonduvadiheks kolmest juurest ja neljagnwkujutab punkte, mis ei koondugyv
hemasti mitte arvutiljihekski juureks.

Kuni viimase ajani peeti Newtoni meetodi koonduvuskaragtikuid suhteliselt lintsateks, kui-
gi neid onuldjuhul vaga raske karakteriseerida. Kui eelpool defineeritud kaeaks olema
lihtme, siis peaks selle kuupwrandi Newtoni meetodi&tumist olema lihtne i@ista. Ekspe-
rimenteerimisel selgub, et leidutaga \ahe punkte, mis ei koondu (ja midaib valja arvata),

kui tulemusena saadav kaart on oodatust palju keerulisem.

uhikkuupjuured asuvad hallis ringis ja kolm piirkonda onputatud argmiselt:

valge: kdik punktid, mis koonduvad juureks
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must: kdik punktid, mis koonduvad juureks

(Vaike osa punkte, mis ei koondwiteks piirkonnagimber nullpunkti, on samuti musta tooni.)

Piirid nende kolme piirkonna vahel on ilmselgefiga keerulise kujuga ja@nede huvitavate
omadustega. Esiteks kujutavad need fraktalit, sest neaitienkine pole loomu poolest mitte
lihtsalt Uhe- ega kaheddtmeline. Kui suurendada fraktali suvalist piirkondas saadud pilt
naeb \alja tapselt nagu suurendus, nii et see komplitseeritud strukitmub skaala kogu ula-
tuses. Enamgi veel, piirkondade vahelisel piiril on teipeer omadus: iga haabru$lgmata
sellest, kui aike see ka poleks), mis sisaldab punkte kahest naabenmidst, peab sisaldama
punkte ka kolmandast. See oleks nagu juhtum, kus Eestajavahelise piiri kaardil piir iga
punkt sisaldaks kaikikest Leedust. Lihtsa kuupwrandi Newtoni meetodi koonduvust iseloo-
mustava kaardi patoloogilineakumine viib olulise arusaamiseni: Newtoni meetod kodndu
kiiresti, kui esialgne hinnang on juur@Hiimbruses, kui rfdne teise algsartuse puhul @ib
see skeemaitudapahaloomulisenaViimane fakt tuleneb&helepanekust, et esialgse hinnangu
vaike halve \0ib viia leitud juurte suurte muutusteni.

Palju praktilisi Newtoni-sarnaseid skeeme on ajendatilittipst kompenseerida seda puudu-
jaéaki Newtoni meetodis. Kned skeemid {iilavad piirata piirkonda, kus Newtoni meeta@ily
juurt otsida, et fiida hoida Newtoni meetodi dikteerimast huvitavast piirkast lahtumist. Tei-
sed skeemidglle pliiavad Newtoni meetodit maha rahustada sammuulatuse petragagemida
saab kasutada, et garanteerida teadud progress juuraraisssuunas.

11.3 Iteratsiooniskeemid mittelineaarsete maatriks@rrandiststeemide
jaoks

Skalaarsete mittelineaarsetgrrandite jaoks esitatud meetode on lihtiidistadaN x N mit-
telineaarsete@rrandite sisteemide jaokdJIdjuht on tavaliselt defineeritudovrandivektoriga

r(u) =0 (11.14)

kus7 jau on N reaalse komponendiga vektorid. Antud juhul vaadeldak&toritu kui soovitud
vektorlahendit ja vektori komponendid on ig#ks« komponentide mittelineaarsed funktsioo-
nid. Ldplike elementide mudelite seadistustes digk tavalisent () kuju antud kui

ru)=Ku—f=0 (11.15)
kus eeldatakse, ehikus K ja koormusf voivad $ltuda lahendivektorisi.

Jarjestikkuse asendamise skeerib/saada katsegahkudak™ konstantseks ja mittekonstant-
seks komponendiks nii, et
K(@) = A+ B(a) (11.16)

Kui lahendaddy lineaarne osa, siis saadakse maatriksiteratsiooniskeem:
Aa® = f(i—l) _ B(a(i—l))g(i—l) (11.17)

kus B(u'~Y) = B arvutatuna iteratsioonil — 1.
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Selle skeemi eeliseks on see, maatrikdiaktoriseerimine tuleb teha vaiiks kord, seega on
see iteratsiooniskeem juba ette suhteliselt odav. Seletasliku lihtsuse kompromissiks on
tihti aeglasem koonduvuskiirus jis tavalisi skeemedimamaks palju “arskemat” iteratsioo-
niajalugu, on kasutadaijgmist alternatiivset iteratsiooniskeemi:

[A+ Bu")]a® = fi- (11.18)
kus B(u'"~Y) = B arvutatuna iteratsioonil— 1.

See skeem vajab igal iteratsioonisammul koefitsientidetmkaauut faktoriseerimist, kui tih-

ti kompenseerib selle ekstra kulutuse palju kiirem koongliimus. Kumbki neist skeemidest
pole kasulik, kui mittelineaarsused on tugevad. Viimashlj on paremaks valikuks Newtoni
meetodi variant &rrandite sisteemide jaoks. Newtoni skeemis soovitakse saada paagidu

torit &, nii et iteratsiooniskeem defineeritakse kui:

¥ =a" Y 4 h (11.19)

kush lahendab ésteemi:

P @Dk = [—87" (a; 1))] h=—r(@) (11.20)

Kaesoleva juhu jaoks on Newtoni meetodi tuletamine peaaamasugune kui skalaarjuhu
jaoks. Ainus oluline erinevus on see, et ei saa jagada esiatel maatriksiga, mis on defi-

neeritud kui: P
O )] 9] i N (11.21)
8u an

Kuna maatriksiga jagamine pole defineeritud, siis sellex@t&hendataksedrrandite sisteem,

annab kokku maatrikskorrutise inverteerimise (mis veeksljagamine kui mitte korrutise in-
verteerimine?). Rige tavalise (staatilise)}i kuju jaoks saab selle koefitsientide maatriksi arvu-

tada kui
or; 0K; of;
L — K; ” ! 11.22
Ou, 8uj [; intln = fl] Z Un (9uj ( )

Viimase \0rduse paremal poolel olevast kolmest I||kmest esimendhtsalt jaikusmaatriksi
(1, 7)-element. Viimane liige neist kolmestdddab, kuidas muutub koormusvektor koos la-
hendiga ja on tavaliselt null, v.a. siis, kui esinevad miiisgirti mittelineaarsed rajatingimused.
Keskmine liige sisaldab kolme alaindeksiga massiivi kistuahendivektoriga ja see oluline
lige naitab, kuidasgikusmaatriks&ltub lahendivektorist. Seda liiget on suhteliselt kergaia
tada elemendi tasemel, eeldades, et@malik arvutada mittelineaarsuse tuletisi. Paljudeljuh
tudel (mitteelastsuse mudeliditeks) on nende tuletiste arvutamine raskendatud vdstaleb
modifitseerida mittelineaarse iteratsiooni skeemi. Patateval kahe esimese liikme summal
on kaks vaba indeksit (i, j) ja seda nimetatak<@nikord puuteqikuseks.

Nii lahutamise kui ka Newtoni skeemi korral on oluliseks ts@ptsiooniks, millest tuleks aru
saada see, et igal iteratsioonil tuleb lahendadaandite fisteem ja et sellelisteemil on
sarnased karakteristikud (nagaiteks kokkupanek elementide panustegplike elementide
vorrandite lineaarseisteemiga. Programmi arhitektiuuri seisukohast saadaltselineaarne
IOplike elementide programm, kui lineaarrplike elementide programm lisatakse iteratsioo-
nitstiklisse.

148



11.4 Mittelineaarsete iteratsiooniskeemide koonduvustestid

Jarelepanud probleem mittelineaarse iteratsiooni rakendamisem@ramine, millal iterat-
siooniprotsess peatada. Mittelineaarse iteratsiooammk&oonduvuse testimiseks on kaks ilm-
set testi: kui @rjestikkused iteratsioonid erinevad vaid kerge{steisest &i kui jaagivektori

7 = Ku — f muutub \aikeseks. Nblemal neist testidest on omad eelised ja puudused. Kui
vorrelda lahendivektori muutusajjestikkustel sammudel, siis on koonduvustestiks:

- -]

[[a@]|

<e (11.23)

kuse on koonduvussallivus.

Uldiselt tuleks kasutada suhtelist veasallivust, sestd®tmelises ruumis kasvab vektori norm
N kasvades suureks. Lahendivektori pikkusega jagantnelkdab selle mittesoovitudiuvu-
se \Orrandigisteemi suurusest. Sellist sorti koonduvustesti on libtheviia ja see vajab ainult
minimaalset arvutudpdlust, kuid wib tuua kaasa “vale” positiivse otsuse, sest kui iteratsio
skeem koondub @i hajub) vaga aeglaselt,dib antud testdbi minna isegi siis, kui iteratsioon
pole koondunud.

KiulgeBbmbavaks alternatiiviks sellele “lahendi muutuse” testih kontrollida erinevusik'a, =

f lahendamisel palju otsesemal viisil. Sellisel juhul mostdtaksegagivektori = Ka — f

ja testitakse selle normi, etdarata, kui &hedal on olemasolev iteratsioonitulem, et rahuldada
valitsevat mittelineaarsetéxwandite komplekti. See test on lihtne (séstgivektor tuleb iterat-
siooni laigus niikuinii arvutada) jéldiselt on see rohkem usaldatavam kui esimene skeem, ent
pole selge, kuidasormaliseeridgaagivektorit, et saada suhteline (s.t. dimensioonitu) attias
vus. Paljude struktuuriprobleemide korrabtab fasti gagivektori \ordlemine esialgsé@pvek-

tori mdne osaga ja sedalienemist annab laiendada laiaks valikuks praktilistesh&uvustes-
tidest.
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12 Praktiline modelleerimine

12.1 Uldpilt

Tehniline disainimine on protsess, millaigus muudetakseaisteemi nddtmeid, kuju, materjali
jne., et leida parim (optimaalseim) konfiguratsio@nteemi funktsionaalsuse realiseerimiseks.
Analuiis on disaini abivahendphmates

1. matemaatilise mudeli loomist;
2. andmete kogumist @@tmistest;
3. numbrilist simuleerimist;
4

. tulemuste hindamist teadaoleva info ja matemaatilisgdetisse tehtud paranduste val-
guses.

Matemaatiline mudel luuakseiiisikaseaduste ja protsessiitkimise kohta tehtavate eeldus-
te pohjal. Andmed sisaldavadisteemi reaalseid parameetrid nagu geomeetria, koornjased
aaretingimused ja tuletatud omadusi. Viimasdianmavad raitena mitmesuguseid konstante,
juhtivusi jne., mida réaratakse katselisellldjuhul ei vBimalda matemaatiline mudel aié
tilist voi tapset lahendit geomeetrilise keerukusegamittelineaarsustedttu. Matemaatilises
mudelis tekivad mittelineaarsused geomeetiamaterjalide omaduste muutumistétt. See
osutub vajalikuks rakendada numbrilisi meetode, et adaitaatemaatilise mudeli ligikaudne
lahend Uheks selliseks, ja seejuureiga wimsaks numbriliseks meetodiks diplike elemen-
tide meetod.

Tuupiline 1Bplike elementide analls algab andlisieesrarkide seadmisega. Nendegéitsb
analiisi raskusaste ja idealisatsioon:

e 2-v0i 3-mddtmeline probleem;

e lineaarne @i mittelineaarne;

kui mittelineaarne, siis millistiiiipi mittelineaarsusi arvestada;

tuletatud mudeliitp;

e reaalse gsteemi koormuste j@retingimuste idealiseerimine;
e kaasnevate efektide arvestamine, kui neid esineb jne.

Kui siisteemi idealiseerimine ofpetatud ehk matemaatiline mudel paigas, tuleb valida Aumb
rilise lahendamisditip ja vastav tarkvara. Seélmab:

1. tundmatute suuruste valimist, mis omakorda@mavad dplike elementide mudeliitibi;
2. elementideiiiibi valimist;

3. vorgu tiubi valimist;

4. mittelineaarse aniilisi korral koormuse suurenemise suuangyl valimist;

5

. iteratsioonimeetodi valimist lahendamiseks;
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6. veakriteeriumide @aramist;
7. veataluvuspiiride kehtestamist;
8. maksimaalse iteratsioonide arv@amist, milleni pudes programm omada katkestab.

Viimasteks sammudeks arvutusmudeli loomisel on koodirdiimhine ja matemaatilise mude-

li valideerimine. Arvutusmudeli kontrollimisel veendute, et arvutusmudel oleks matemaa-
tilise mudeli ipne diskreetne analoog. Seega, kui anaplikust aritmeetikast tingitud vead
on ebaolulised, peaks arvutusmudel andma matemaaliliselirtapse lahendi. Valideerimine
sisaldabki numbriliste lahenditeddlemist teadaolevat@psete ja/ii katsetulemustega. Tei-
salt ndarab valideerimine, millisel @ral kajastab matemaatiline mudéisteemi @ilisikalist
reaalsust mudeli kavatsetava rakenduse seisukohagte®alnimisprotsess peab seega olema
koosldlas mudeli kasutuseesmgiga. Naiteks pole lineaarse elastsuse jaoks loodud mudel ka-
sutatav mittelineaarse koste jaoks. Valideerimid@maldab lisada matemaatilisse mudelisse
puuduvaid elemente, mis muudavad arvutustulemused ktadsemaks diisikalise kostega.
Tegelikult ei saa matemaatilist mudelit kunagi kinnitasiagla saab vaidmber Ukata. Uute ja
multifiisikaliste probleemide puhul tuleks alati teha valideerean

12.2 Riusikaline vs.elemendi kaitumine

Millist Gldist elemendiitipi kasutada — tala, plaati, kestai vahkist? Kui plaati, siis kas kolm-
nurkset i nelinurkset? Kasidjesdimedega @i ilma? Kui palju elemente ja kui keerukas peaks
olema Wrk? Sellised ksimused tekivad kohe matemaatilise mudeli diskreetimisgestused
neile kisimustele Guavad arusaamist sellest, kuidas struktud@i gelle matemaatiline mu-
de) téerdoliselt voiks kaituda. Kunadplike elementide meetod on oma olemusiékkhaaval
polinomiaalne interpoleerimine, siis ei saa element kandeukaeaid fisikaliste suuruste
variatsioone kui neid sisaldub elemendi formulatsioonis.

Elemendid, mis annavad edukalt edasi geomeetriat, ei paollagsobivad analutilisteks ees-
markideks. Arvutatuddplike elementide tulemused kipuvad olemade tapsemad siis, kui
elemendid on kompaktsed, mitte laialivalguvad, viltusedpnutatud @i kiivas. Sellised moo-
nutused (joonis 12.1 )ahendavad tavaliselpsust. Antud moonutus@épjustatudapsuse kao
suurus 8ltub elemendi iiiibist, Wdrgu Ulesehitusest jalfisikalisest probleemist. Moonutuste
kombinatsioonid @iva olla eriti kahjulikud. Moonutused kahjustavad tasalt gradiente roh-
kem kui nihkeid, oma@nkesagedusi, moodikujusidvtemperatuure. Moonutatud elemendid
vOivad ndnikord anda edasi lineaarvariatsioone, kui satu\athrkeerukamate variatsioonide
korral. Elemendid on kujumoonutuste suhtébemtundlikumad, kui neil on lisaks nurgése-
dele ka kilje- (vOi serva-) 8lmed. Samuti on &emtundlikumadhe \di mitme sisemise vaba-
dusastmega elemendid.

Ettekavatsetud moonutusedivadodigel kasitlemisel kasulikud olla. Elemendid, millel oiillesdimed,
sobivad paremini @&veratedartega, rreldes elementidega, millel on vaid nurgksed. Jooni-

sel 12.1 (g) kasutatakse nelinurkelementi veerandringiise kdvera tala modelleerimiseks,
millele on rakendatud koormu®/. Tavaliselt pole arukas kasutadaveraid Kilgi, mis moo-
dustavadaisnurga, kuid selle probleemi korral on arvutustulemuidtatav @ipsus [40]. Bhjus

on selles, et isoparameetriline transformatsioon anidakrkistsentrig) singulaarsuse, mis on
tapselt selleks kohaks, kus pingeaiieiteooria ennustaldpmatut pinget.

3D juhul ei suurenda kiivas pinnadsust. Kiivas pind®ib olla kesta geomeetria jaoks oluline,
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a N a>>b
[«——
(b)

Joonis 12.1: Elementide kujudeformatsioonid, mis taedtligahendavadapsust: (a) suur ku-
vasuhe; (b) peaaegu kolmnurk; (@lpaspool tsentrit olev@m; (d) dlimalt viltune; (e) kolm-
nurkne nelinurk; (f) tugevalt&verdunud serv; (g) suuredkerusraadiused; (h) ABCD-tahk on
suuresti kiivas; (i) kestelement ABCD on suuresti kiivas.

(a) (b)

Joonis 12.2: Muutused elemendi suuruses on (a) lagsud; (b) palju sujuvamad.

kuid mdjub halvasti tulemusteléhukese kesta korral.

Jarskudest elemendi suuruse muutustest tuleks hoidudaigjd®.2 ). Isegi kui “halvas” asetu-
ses on rahuldav kuvasuhe, ilmuvad sellise elemendisunnusguse naabruses gradieréjas
hairitused. Muutused elemeniditbis (raiteks kolmnurgast nelinurgaksgarfud suurus muu-
tused, halva kujuga elemendid ja kohatud elemeritigendused (joonis 12.3 Ywad kdik
tekitada kunstlikke gradiendija hairitusi, mida Wwidakse ekslikult pidadditisikalises rittes
realistlikuks. Eriti hoolikas tuleb selliste defektidensess olla piirkondades, kus gradiendid on
suured jadpsus oluline.

Koik paikapidavad elemendidlbivad paigatesti [2, ptk. 6.13]. Elemente, migtkvad fasti,
nimetatakse robustseteks. Selle afiefuakse seda, et need pole vabad mitte ainult fataalsetest
defektidest, vaid et need on ka suhtelisé@hgtundlikud &ikestele muutustele, mis pole seotud
fulsikalise probleemiga aiteks muutused elemendi geomeetrias ja koormuste jaotuse

Eelanalitis on keerulise probleemi lihtsustatud anel lihtsama mudeli jadiksemate eesan-
kidega. Sellega saab testida tarkvadameid tiismahuliseks aniilisiks, \0ib lisada isegi tead-
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Joonis 12.3: Mide sellest, kuidas elemente miiteendada.

likke vigu, et testida tarkvara veaavastandisneid. Eelanaliisi eeliseks &iksem sisendandme-

te maht, andes samas tulemuseks eelpildi strukt@itukisest, testmudeli idealisatsioonist na-
gu Uhendused jaaretingimused, &itabara rapuvead sisendandmetes ja annab vihjeid sobivate
simulatsiooniparameetrite kohta. Samuti @fjundi maht aiksem, mis @imaldab aismahulise
analilisi jaoks planeeridaaljundandmete mahtu ja struktuuri. Eelaiied on is@ranis kasulik
dinaamiliste ja mittelineaarsete probleemide korral, kiesust bib olla raske ettedha ja on
palju simulatsiooniparameetreid seada.

12.3 Materjali omadused

Isotroopsete materjalide andmeid on suhteliselt lintnektta ja programmile edastada. Prob-
leemid nBlemas osas tekivad mitteisotroopsete materjalide ko@kju raiteks pinge-ohu-
temperatuuri suhted ortotroopse materjali jaoks peartetgedega, v ja .

— 1 _ Yyz _ Vg — =y

o = T3;00 = 3, 0y — 50+ T Yoy = G
— _Vwy 1 Pz — Tyz

€y = "%, 0z T 5,0y 5 07T oy T Tyz = G,. (12.1)
— __ Vaz Vyz _ 1 — Tzx

€ = E. Og + E, Oy E, O + azT Yoz = Gax

Mitte kdik materjalikonstandid pole avaldistes (12.13ltsmatud. Maxwelli ordteoreemi
jargi peab konstantide maatriks olenigrsneetriline. Sestap

Eﬂ?yyx = EyV:cy Eyl/zy = Ezl/yz Eszz = Ezl/zx (122)

Avaldised (12.1) sisaldavdtheksat 8ltumatut elastsustegurit ja 8lsumatut termilist tegurit
(neis avaldistes eeldatakse temperatuufifumatust).Uldiselt on mitteisotroopsel materjalil
21 Dltumatut elastsustegurit. Ei pruugi lintne olla nendegknumbriliste \Aartuste hankimine,
samuti sisendandmetes korralik kirjeldamine ja ndifldseisest eristamine. Lisaks tulelbeéle
panna, phitelgede orientatsiooni struktuuri erinevates osatietroopsed materjaliddvad
olla kergelt mittelineaarsed ja tabelites toodw@nused oniitpiliselt keskmised. Omaduste
erinevust phjustavad muutused koostises, tootmismeetodis ja terpailine lasitlemine.

Monikord on analisis vaja teatud elemente teatud tingimusgiiéutmisel struktuurist eemal-

dada, @iteks osa struktuuri sulamisel. Tegelik eemaldaminesoigielik, kuid elemente saab
efektiivselt deaktiveerida, kui nende mooduli korrutaghisiingisuguse teguriga suurasyust
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(naidatud ristldikes) Tasand

(a) (b)

Joonis 12.4: (a) Tasapinnalist ja telgsmeetrilist bplike elementide mudelit ei sadendada.
(b) Hinge tekkimist ilemine joonis) saabaltida tala pikendamisega tasariligule.

naiteks 1E-6. Eelnevalt deaktiveeritud elemente saabesiistiveerida nende mooduli korruta-
misega teguriga suur@spus 1EG6, etaiteks modelleerida tahkestumigtivnaterjalile uue kihi
lisamist.

12.4 Uhendused struktuuris

Uhendused on sagelbige brgemateksillideks struktuuris ja nende elastn@i wnitteelastne
kaitumine \Bib oluliselt teiste struktuuriosadéitumist ndjutada.Uhendus %ib hdimata kee-
rulist geomeetriat, oddajoondusi, erinevaid materjale, eelpingeid, kontaktibodustamist
vOi I8hkumist, ordumist ja libisemist, plastilist muutust ja materjalingastumist \dande,
keevituse @i akude dttu. Neid keerukusi tavaliselt ignoreeritaks@i lihtsustatakse tublisti,
kui antuduhendus pole ise uurimisobjektiks. Lihtsustuse eggiks on tavaliseltdhendada
uhenduse efektilejaanud struktuurile ja®ib ilmuda \dahendatud elastsusteguriga standardele-
mendi raol.

Moningad vahesed erandidajja arvatud, oruhendus tasapinnalisedlike elementide mudeli
ja telgsimmeetrilise dplike elementide mudeli vahelifisikaliselt ndttetu, isegi kui tarkvara
aktsepteerib seda ilma kaebusteta. Sellisenduse @ide on joonisel 12.4 (a), kus tagai
esindab torul olevat jahutuslaba. Rasklel on telgsimmeetriline @rk kahenodtmeline, kuid
selle elemendid on ringid ja need, mis peaks oledimpunktid, on tegelikult@lmringid. Kui
sisendandmed vajavad telgsmeetrilist analisi, koheldakse ka tasasena kavandatoikw
tarkvara poolt telgsgmmeetrilisena.

Kui poordvabadusastmetega elemente kombineeritakse elemgatichillel @ordvabadusast-
med puuduvad, &tubiihendav 8Im hingena, mis ei pruugi olla esialgne kavatsus (joonist 12
(b)). Hingihendust saabaltida tala pikendamisega tagamgule. Sellistelhenduste naabruses
pole pinged realistlikud.

12.5 LOplike elementide programmitilesehitus
Tuupiline I1Bplike elementide programm koosneb kolmest osast:

1. eelprotsessor;

154



2. protsessor;
3. jarelprotsessor.
Eelprotsessor loeb jadvgenereerib probleemi sisendandmed:
e vaadeldava piirkonna geomeetria;
e analilsitingimused: staatiline, omaartusilesanne @i dunaamiline;

e analilisitava probleemi andmedaiteks diferentsiaalirrandite koefitsientide defineeri-
mine;

e aaretingimused,;

¢ |Oplike elementide info: elemendiiip, elementide arv, geomeetriline inférgu gene-
reerimiseks ja elementidéhendamiseks;

e jarelbotluse instruktsioonid: printiminedr mitteprintimine, arvutatavate suurusigibid
jne.

Jarelotlusel interpoleeritakse lahen@lsedevahelistesse punktidesse, arvutatakse tuletatud
suurused ja teisendatakse tulemused visualiseerimisbkssse formaati.

Protsessori @himoodulid on allargnevad:
1. elemendimaatriksite genereerimine numbrilise integneéisega,
2. elemendi@rrandite koostamine;
3. @retingimuste arvestamine;

4. pbhimuutujate algebralistedvrandite lahendaminébnede suhtes.

12.6 Uldised vead

Tavaliselt on eksimused mudeli koostamisel seotud elzjaitest teadmistest:
o flusikalisest probleemist;
¢ elemendi Kitumisest;
e analilisi piiridest;
e tarkvara kohta.

Vigade parandamise luhtumine tuleneb samad@gustest, migittu eiratakse tarkvara hoiatusi
ja samuti ebapiisavastijekindlusest arvutustulemuste kontrollimisel.

Elemendimaatriksk] on null, kui Uhine korrutaja, aiteks elemendi paksus on null. Kui ele-
mendi paksus on &&ramata, Gib see saadahikulise \Bartuse, ent seedftub tarkvarast. Kui
genereeritakse elementidiaiusmaatrikseid, ®b nulliga jagamine leida asetiteks siis, kui
Poisson’i suhe on 0.5 tasandi pinge, téliggneetrilise @i 3D tahkiseprobleemi korral. Singu-
laarse ¥i peaaegu singulaarse globaalse maatfiK$vdivad @hjustada alkirgnevad asjaolud,
millestdige mitmed on seotud eksimustega andmete sisestamisel:
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e materjalide omadused aiteks elastsustegurid, on nullidigil elementidel, millel on
uhine $Im;

e Uks \Oi mitu struktuuri®lme pole seotudhegi elemendiga;
e (ks \Oi mitu struktuuriosa pole seotlidejganutega;
e daretingimusi pole r@aratud Wi on need ebapiisavad,

e vOltsmood (—mehhanism) saabimalikuks inu ebaadekvaatsetéleendustele @teks
Sarniiihendus joonisel 12.4 (b));

e esinevad suured erinevuseakustes;
e 0sa struktuurist on paindunud,;

e mittelineaarses andilsis on tugeded Uhendustegikus on muutunud nulliks, misttu
kas kogu struktuur®i osa sellest ebaadekvaatselt toestatud.

Struktuuri ®ltumatult Wrgustatud osadeldivad olla kokkulangevad@med, kuid tarkvara-
le poledeldud, et neid kokkulangevaidlmi tuleks pidada identseteks. Selle aseraetgkse
need 8lmediuhendamata. 3D mudelite korral on lihntne unustadaiggj kehal on 6 &imalust
likumiseks, misbttu ununevad lisamata vajalikud toetingimused.

Kui tarkvara teatel onK]| singulaarne, kuid @hjus pole silmahtav, siis @ib abi olla, kui
analilisida mudelit selle madalaimaténkemoodide jaoks (kuni 6 moodi 3D probleemi kor-
ral). Vonkeanalisi korral ei pedK| olema mittesingulaarne. Iga nullise sagedusega mood on
voimalik piirangute dttu, mis pole adekvaatsed staatilise @ial jaoks. Sellise moodi animee-
ritud graafik \0ib kiiresti osutada, milliseid lisapiiranguid vajatakse

Singulaarne[K| valjastab tavaliselt veateate ja peatab progranéitinise. Kui programmi
taitmine peatub &i jatkub, ent annab imelikke tulemusi, siis on selge, et miadsgvalesti

ja osutub vajalikuks selle@hjuse otsimine. Olukord on enam ohtlik siis, kui olemagate

vead annavad esmapilguldmstliku tulemuse, mis on tegelikultigavalt vigane. Siia kuuluvad
alljargnevad vead:

e elemendid on valetitipi; naiteks kasutatakse kestelementi seal, kus on vaja 3D &&hkis
lementi;

¢ VvOrk on lilga jame \oi on elemendi Gimalused piiratud,;

e daretingimused on vales kohas, val@ipi voi vales suunas; tugesidw olla liiga vahe,
pdhjustades hingeefekti, aga ka liiga palju, muutes piifeoliga jaigaks;

e koormused on vales kohas, val@iipi, vales suunasor vale suurusirguga;

e kiimnendarvude komaddwad olla valel positsioonil & aetakse segamiiihikuid; ker-
ge on sisestada valelinendastmega andmeid; tuletatilsikud pole konverteeritud
pdhithikuteks Wi kasutatakseisteemialiseiduhikuid;

e element vib olla topeltdefineeritud; see ei pruu@rgukuvalt silma torgata, ent tegelikult
on mudelis siidiks “jaigem” koht;

o telggimmeetrilise analisi jaoks nbeldud andmed kasutavadmmeetriateljena-telge,
tarkvara aga-telge.
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Joonis 12.5: Tegelikudrgu (a) kokkubmmatud kuva (b) aitab, etilks element pole defineeri-
tud.

12.7 Mudeli kontrollimine

Mudelit tuleks kindlasti kontrollida enne arvutmist, eagatada suurem@eraosusega edu ja
valtida kontrolli edasilkkamisega selle keerulisemaks muutumist. Juba mudeliadthista-
mise ajal saab preprotsessori graafiliste vahenditegalikoletrollida. On lihntsam vead kohe
nende tekkimisel parandada, kusjuures ndéadad esinedadikjal, isegi l0ige lintsamates and-
metes.

Vork genereeritakse tavaliselt automaatselt sisendardérgi, millega ndaratletakse kasuta-
tava elemendittiip, vOrgustatav piirkond ja@rgu tihedus piirkonna valitud osadesdX tu-
leks sedirel kuvada ja vaadata, kas seieh \alja “Oige”: korrektnellldgeomeetria, parajad
vorgutihedused, suurte moonutusteta elementide kijlehi moonutatud elementides annab
tderaoliselt teada juba tarkvara, kuid viimane uuiiksikosi, andlisija aga aeb ka tervikut.
Vajadusel saab piirkonda uuestirgustada @i selle mitterahuldavaid detaile korrigeerida. Kui
peendetailid, nagu kindladbne asukoht, on olulised, tuleb lisaks graafilisele padilrida ka

numbrilist andmelistingut.

Graafiline pilt dimaldab laialivenitatud® kokkusurutud moodis, kus individuaalsete elemen-
tide suurust on &hendatud umbes 20 % (joonis 12.5 (b)) kokAdan puuduvaid elemente. 3D
mudelite puhul on &rgu kontrollimine raskem, ent saab rakendada dtad nagu risthiked
mudelist, vaated erinevatest suundadest, perspekti@lijd osa suurendamine. Toetingimusi
ja koormusi saab kuvada disbolitega, mis &itavad suunda jditipi. Tasapinnalise mudeli
aarte kuvamisel on @ha, kas esineb pragusid, mille korral cdnkutiasetsevaddi kattuvad
sdlmed kas tahtlikult @i tahtmatailhendamata.

Kommertstarkvara teeb teatud kontrollimisi automaatdddiiteks \Orreldakse elemendi geo-
meetriat seesmiselt talletatud numbrilise piiranguga dafineerib &lblikkuse néara. Koik,
mis seda réaratletab, [phjustab veateate. See piir on teatudti®s suhteline. See, mis on
aktsepteeritauihes olukorras, pole seda teises. Tarkvdigkentrollida jargmisi tingimusi:

e s0Im polelihendatudihegi elemendiga;

e s0lmed on &hestikku Wi isegi kokkulangevad, ent poléghendatud; see ei pruugi alati
viga olla; selline kontroll on eriti kasulik suurte 3D muidelkorral; ndni preprotsessor
uhendab automaatselilmed, mis ta leiab teiseteis&élleduses olevat;

¢ elemendid jagavaddéme, kuid ei kasuta sama vabadusastmete komplekti, @ins, s

e nurga- ja Kiljesdimed oniuihendatud ehk esineb “hallithendus, naguaidatud joonisel
12.3;
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e elementide kujud erinevad tugevasti ideaalsest (joonid %2
e mudelis ei esine koormusiaretingimusi @i materjali omadusi;

e enne programmiditmist peaks tarkvara oskama hinnatanhiseks kuluvat aega ja vaja-
minevat naluhulka.

Automaatkontroll ei pruugi siiskigreldada, kas tegelik probleem on defineeritud, materja-
li omadused korrektsed jahikud koosklalised, koormused ning todilgetes paikades jne.
Analliusija peab olema valvas.

12.8 Arvutustulemuste arvustus

Moningates valdkondadesivad disainivead olla kallid® isegi katastroofiliste tagajgedega,
sestap tuleks lahendit kontrollida nii erinevatel viidikiei vdimalik. Uksikut lahendit ei tohiks
usaldada. Esimene samm LEA tulemuste kontrollimisel sileadata, kas need ei tundu “ime-
likud”. Naiteks, kas nihked pole ootamatutes kohtades, ootamauteslades, dammastavalt
suured i vaikesed, toereaktsioonid ootamatus suunas, soojusvdedplnalt soojale jne.
Eelanalliis peaks andmaahemasti kvalitatiivsed eeldused sellise kontr@biviimiseks. Kui
midagi pole silm@ahtavalt valesti, saaliikata juba detailsema ja kvantitatiivsema kontrolliga.
Kui kahtlustatakse probleemi, tuleks selle allikdss leida, kas siigplike elementide lahen-
dist, aga ka eelnevast ailakist \0i probleemi filisikalisest distmisest. Igal juhul tuleb prob-
leem kindlaks teha jatevaldada ning simulatsiooni korrata. Kui jooksev diiigl annab rahul-
davaid tulemusi, tuleks otsustada, kas edasindiasain vajalik ja kui on, siis kuidas jooksev
analiis peaks seda®jutama.

Kui |oplike elementide tulemusitkvutatakse muudest allikatestahendid, Bsiraamatute vale-
mid, teine tarkvara, sarnased eksisteerivad struktuidi@tatse — hangitutega, siis tuleks veen-
duda, et alternatiivsetes allikates esitatud tulemusaengel oli tiiisikaline olukord sisuliselt
sama.
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