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Peatikk I.
Funktsiooni 2. tuletis.

Harjutis I:
Néhtuse kidigu kiirenduse mdiste.

1. 10, Kujutleme kerget kelku siledal rohtsal jai-
viljal. Anname kelgule touke. Katse niitab, et kelk,
1ouke saanud, liigub tiikk aega edasi nonda, et teekas-
vud on vordelised ajavahemikkudega,
milles nad omandatud. S#drast liikumist nimetatakse
iihtlaseks liikumiseks.

Olgu aegadeks t;, f, ja t kdidud teed vastavalt s,
S, ja s. Avalda tee s aja t funktsioonina. Missugusel
kujul esineb s-kidik t-s-diagrammis? Selgita selle kor-
daja tdhendust, mis seisab aja ¢t ees muutuja s avaldises.

20, Olgu tegemist kerge kelguga jadtunud méiendlva-
kul. Anname kelgule touke nolvaku kalde suunas. Katse
néitab, et kelk, touke saanud, liigub tiikk aega edasi
nonda, et kiiruskasvud on vordelised aja-
vahemikkudega, milles nad omandatud. Siiraselt
toimuvat liikumist nimetatakse iihtlaselt kiirene-
vaks liikumiseks.

Olgu aegadel t;, ¢, ja t liikumiskiirus vastavalt v,
v, ja v. Avalda kiirus » aja ¢ funktsioonina. Missugusel
kujul esineb »-kidik t-v-diagrammis? Selgita selle kordaja
tahendust, mis seisab aja t ees kiiruse v avaldises.

Rigo, Anal. ja stat. alged. 1
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2. Moodetagu pikkusi cm-tes, aegu sekundites, kii-
rusi vastavalt cm/sec-tes. Kuidas tuleb moista seda
stimbolit ecm/sec?

Kuidas tuleb méista stimbolit em/sec/sec

voi lithemalt
cm/sec2 ?

Mis tihenduses tuleb moista siimboleid
km/tund2 | m/min2 ?

3. Kujutagu méni koverjoon mitteiihtlaselt kiireneva
litkumise kiirusksiku. Olgu ¢ ja t 4+ At kaks ajamomenti
Jja v ning v ~+ 4v neile vastavad kiiruse visrtused. Avalda
ajavahele At vastav keskmine kiirendus.

Millena kujuneb see keskmine kiirendus kiiruskiigu
diagrammis ?

Keskmise kiirenduse piirvasrtust ajavahe A ¢ 16pmatul
vahenemise] ‘nimetatakse kiirenduseks ajamomendil ¢.
Anna eeskiri selle kiirenduse arvutamiseks, kui kiirus on
teada aja funktsioonina,

Millena kujuneb see kiirendus kiiruskiigu dia-
grammis ?

Arvuta kiirendus Jjuhtudel
19580 ==— (4, 2
20, v=—38.10,7 ¢t
3% v=10—12 ¢

4. Mees, kelle korgus on 1,75 m, sammub sirges joo-
nes piki konniteed. Konnitee kohal, 6 m korgusel, ripub
elektrilamp; selle kiired heidavad konniteele mehe varju.
Anna varju tipu liikumise seadus, teades, et mees liigub
seaduse jirgi s =s(t).

Siin tdhendab ¢ aega, s — selle ajani kiidud teed,
viimast ldhtekohast arvates.
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Néaited. 10. s=6t—0,01¢2
20, =28 —5t¢

Miéra varju liikumise kiirus ja kiirendus.

5. Auto séidab piki tdnavat (joonis 1). Auto laternast
L tulevad kiired heidavad telefoniposti P varju V maja
seinale. Anna varju liikumise seadus, kasutades joonisel
margitud andmeid ja teades, et auto liigub seaduse jargi

S=—=38(t).

Niaited 10, s=120-1 0,1¢2
20, s=—11—8t— 0,5 ¢
30, §=T-++2¢ ¢2

Midra varju liikumise kiirus ja kiirendus.

6.7 "10; Voolhutugevust veevirgitorus moddetakse
iihikutes 1/sec. Missuguses tahendu-
ses tuleb moista siimbolit 1/sec2?

raua roostetamise, vadavelhappe tekki-
mise jne.) kiirust moodetakse iihi-
kutes g/sec. Missuguses tiahenduses
tuleb méista siimbolit g/sec2?

20, Keemilise reaktsiooni (niit. 1 /
P

sdidusiht

L

7. Toimugu keha liikumine sir-
ges joones, Mojugu kehale samas sir- |.__ a__.|._ b_.|
ges joones joud. Newton’i teise
seaduse jargi Kkiirendab see joud
litkumist; sellejuures see joud F' on
vordeline tema tekitatud liikumise kiirendusega a.
Avalda joud F' kiirenduse ¢ kaudu, mérkides vordetegurit
tdhega m. Allpool on antud rida liikumiskiike : s tihendab
kdidud teed, ¢ — aega. Avalda kiirused v, kiirendused a
ia mojuvad joud F.

Joonis 1.

1%
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10, s=0,3t25
20, s=17— 4,5¢

30. s=0,6t2 + 1,5¢ 4 5,2
40, $=3,8t3 _ (,9¢

50. 8=0,07t3—1,2¢2 | 2,6¢

8. Olgu y=fF(x). Selle funktsiooni kasvamise
kiirus avaldub tuletisena Y =f"(x). Sama funktsiooni
kasvamise kiirendus avaldub tuletise tuletisena:
(¥')" =[f ()], ehk, liilhemalt, funktsiooni f(z) teise
tuletisena: y” —f7(z).

Anna jirgmiste funktsioonide kasvamise .kiirused
ja kiirendused :

10, y—azx +b

20, y=ux2 pxr+ q

30. y=oax3 | bx2 | cx -+ d
40, y—ax —%

50~ y=1V2px

9. Funktsiooni f(x) kiigu kujutisest (joonis 2) nieme
jargmist:

Kui funktsioon f(z) kasvab, siis on i ) Ve 1)

% 2 f(z) ' kahaneb,, ,, Fa( =205

Y Naita, et lause
lubab ennast poorata.

Kirjuta funktsi-

ooni f/(x) kasvamise

Jja kahanemise tunnu-
_/ sed. Sonasta funkt-
74 \ﬁx siooni f(z) kiirenda-
tud ja aeglustatud

Joonis 2, kasvamise tunnused.

Kujuta joonisel iiks kiirendatult ja iiks aeglustatult
kasvav funktsioon.

10. Niita, tuginedes Jjoonisele, et tilespoole kumera
kovera y = f (z) puhul argumendi kasvades f’(z) vaheneb,
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seega f”(x) < 0, iilespoole nogusa kovera puhul argumendi
kasvades f/(z) kasvab, seega f”(x) > 0.

Niita, et lause lubab ennast poorata.

Sonasta kovera y — f(x) kumeruse ja nogususe tun-
nused.

11. 10, Naiita, et kover

y=3x2—12x+1

on kogu oma ulatusel iilespoole ndogus. Médra kovera
madalaim tédpp. Vii koordinaatide algus sellesse tdppi,
telgede sihte muutmata jéittes, Missuguse kuju omandab
kovera vorrand uues teljestikus?

20, Naiita, et kover

Yy =—0,3 -+ 6 — 5x2

on kogu oma ulatusel iilespoole kumer. Leia kovera kor-
geim tiapp. Vii koordinaatide algus sellesse tappi, telgede
sihte muutmata jittes. Missuguse kuju omandab kovera
vorrand uues teljestikus?

12. Kovera tappi, mille ordinaat on maksimaalne voi
minimaalne, nimetame kovera poordetdpiks.

Olgu antud parabool

y=ax2 + bx + c.

Missugusel tingimusel on parabool iilespoole kumer?
— iilespoole nogus? Missugused ¢
on tema poordetipi koordinaadid?
Missuguse kuju omandab para-
booli vorrand, kui viia koordinaa-
tide algus parabooli poordetdppi, / x
telgede sihte muutmata jittes?

Joonis 3.

13. Miira piirkonnad, milles jargmised koverad on
iilespoole kumerad ja milles nad on iilespoole nogusad:

10, y=3x+5 50, y=—ax3—2

20, y=—22— Tz + 12 60, y=ua3—3x2 — 24z -+ 30
x —1

30, y=3 -+ 2x— a2 70, y:r+2

0, y=(z—1) (€+5) 8. y=ux24 -
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14. Téppi, mis lahutab kovera kumerat osa nogusast,
nimetatakse kévera k i dnutdpiks (joonis 3)-

Olgu joonisel kujutatud kovera vorrand Y'=2f(2);
Olgu funktsioonij f(x) esimene Ja teine tuletis pidevad
-1 funktsioonid. Niita, et kainutipist tileminekul FL T
omandab viirtuse null, muutes margi plussilt miinusele
voi limberposrdult,

15. Olgu antud kover oma vorrandiga
Y=2a3—2x2 -5z | ¢,
Jiargmine skeem néitab selle kévera kasanutipi
abstsissi leidmist,
Anna tarvilised seletused.
f(z) =3 —222 5z 1 ¢
F2y=38x2 —gop. 5
Fx) =62 — 4 — 2(3z—2)

2(82—2)=0; 322, T

Téhendagu £ mingit vabalt voetud kuitahes viikest
positiivset arvy, Siis on

2

Fg—h)= 2[8GG —h)—2l=2[—3h] < 0
Jja : j
f"(§+h)=2[3 (-§-+h)—2]=2[+3h]> 0.

Seega on 2 — +% kddnutipi abstsiss.

Kui suur on kaanutipi ordinaat?

16. Niita, et 1. Jja 2. astme joontel
Y=mzx +n
ja
=ax2 4 bx ¢
ei ole késdnutippe,

173 Maksimumitépis on koveral y — f () réhtsihiline
puutuja ja kéver on ise {ilespoole kumer, Miinimumi-
tépis on kéveral Y =f(x) rohtsihiline puutuja ja kover on
lilespoole nogus, Selgita asja Jjoonisega.
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Kas poordlaused on oiged?

Avalda funktsiooni f(x) maksimumi ja miinimumi
kiillaldased tingimused tuletiste f/(z) ja f”(x)
kaudu.

18. Olgu antud funktsioon

f(x) =a3 —3x2—9x + 2.
Jiargmine skeem niitab selle funktsiooni maksimumi ja
miinimumi leidmist, Pohjenda skeemi igat sammu.
f(x) =822 — 6x — 9 =3(22 —2x — 3)
f'(x) =6x—6=6(x—1)
3(x2—2x—38) =0, x22—2r—3=0,
z=1+4+V1+38=14V4,
xl_:1+2=3, x2=1—2——-—1.
f(xy) =8 (82—2-3—3) =0,
f(2) =8 [(—1)2—2-(—1) —38]=3(1+2—3)=0.
fr(x,)=6.(8—1)=6-2 >0,
fr(z;) =6 (—1+—1)=6"(—2) <0.

Seega siis annab z, = 3 funktsiooni f(x) miinimumi
ja &y = — 1 funktsiooni f(x) maksimumi.

Funktsiooni miinimum on 33—3:32—9-34+2=
— — 25, funktsiooni maksimum on (—1)3—3:(—1)2—

S o VR BNl o1y P YO,

19. Maidra jiargmiste koverate poorde- ning kédnu-
tapid ja valmista nende kiigust vabal kiel skits:
10, y=ua3—322—9x -+ 10
20, y=—8wx3 — 18x2 + bdx — 27
30, y=a8 —9x2 4 150 — 3
40, y=2a4—222 + 10
50, y=3w4—4x3 41
60, y=—ax4— 12x3 4 4822 — 50
20. Olgu
Yy=ax3 +bx2 +cx+d
iildine kolmanda astme kovera vorrand. Niita, et sellel
koveral on ikka olemas kiddnutdpp ja nimelt iiks ainus.
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Vii koordinaatide algus kddnutappi telgede sihte muut-
mata jittes.

Niita saadud vorrandi péhjal, et uuritav kéver on
ikka siimmeetriline oma k#dnutipi suhtes,

Jérelda siit, et juhul, kui sel koveral on olemas mak-
simumtéipp, siis temal on olemas ka miinimumtéipp. Kui-
das avalduvad miinimumtipj koordinaadid maksimumtipi
koordinaatide kaudu?

Harjutis 11:
Tuletise mdiste rakendusi.
1. Olgu antud funktsioon
Y=x3— 1202 | 455 — 48,
Tahetagu kujutada selle funktsiooni kiiky vahemikus
+2< 215,
- Olgu tarvitada leht paberit 10 X 10 em2,
Kui suur on y-vaiartuste koikumine ?
Kuidas tuleb valida mootiihikud ?
Kui peenelt saab Jjooniselt misrats y-vadrtusi?
Kuhu tuleh paberil paigutada z-telg?
Kas y-telg on paberil niha?

\\// L\/K\\

Joonis 4.

» 2. 10. Olgu f(x) mingi poliinoom. Joonis 4 nditab
vorrandi f(z) =0

kordsete lahendite (kahe ja kolme vordse lahendi) tekki-
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mist mitme erineva lahendi piiramatul lihenemisel {iks-
teisele, Vorrandi f(x) =0 kordse lahendi puhul on nii
funktsiooni enese viartus kui ka funktsiooni tuletise
‘vaartus 0, siimbolites:

f(z) =0, f'(x) =0.
Pohjenda seda geomeetriliselt.

20, Olgu vorrandil f(x)=0 kordne lahend x=u«;

siis voib teda ikka kirjutada kujus

(x—a)2.-g(2)=0;
teguri g (x) saame, jagades f(x) vahega x — a ja saadust
veel kord vahega # — a. Pohjenda seda. Niita, et tehtud

oletusel tédpis « = a toepoolest f’(x)=0.
*
3. Nagu eelmises iilesandes selgus, on vorrandj f(x)= ¢

kordse lahendi puhul
nii f(e)==10
kui ka i) ==10:

10, Tuleta sellest tingimus, mida peavad rahuldama
vorrandi .
@2 +4px+q=0
kordajad, et vorrandil oleks kaks vordset lahendit.

20, Sama iilesanne vorrandi puhul

ax2 -+ bx 4+ ¢ =20.
30, Sama iilesanne vorrandi puhul
28 + pxr 4+ q¢=0.

4. Tapes, mis kujutavad vorrandi f(x) = 0 kordseid
lahendeid, peab olema ka f’(z) = 0. Leia sellest markusest
lahtudes jargmiste vorrandite kordsed lahendid (kui nii-
sugused olemas) : ;

10, 922 4122 4 =0
20, 422 —4x 4} 1=0

30, #3—3x2}+-4=0

40, 3 —22—5r—3=0
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5. 10. Mssrs parabool
=0+ bx + cx2,
mis ldheb ]ibi tipi (0|4 3) ja mille miinimumtipp
asetseb kohal (- 1 |+ 2).
20, Misra parabool, mille tous kohal (4+2]0) on —1
Jja mille maksimumtipp asetseb kohal abstsissiga - 1,

6. On antud ruut kiiljega a. Kujuta temasse rist-
kiilik maksimaalse pindalaga.

7. Olgu ette antud silindri telgloike imbermést 2¢.
Kuidas tuleb valida silindri mooted, et silindri ruumala
saaks maksimaalne?

8. Missugused mooted peaksid olema meie kahekroo-
nisel hdberahal, kui tahaksime, et ta voimalikult vihe

kuluks (s. t. et tema pind oleks minimaalne antud kaalu
puhul) ? :

9. Olgu _Mmingi eseme kaugus optilisest lagtsest e,
ladtse antud kujutise kaugus p, liitse fokaalkaugus i
Missugusel korral on kaugus eseme ja tema pildi vahel
minimaalne?

10. Olgu antud ristkiilik, mille pikkus on 2a ja laius

ro 2b.  Kujuta tema tiimber

romb nénda, et rombi kiiljed

E\' liheksid 1sibi ristkiiliku tip-

‘“\ﬁ pude ja rombi pindala oleks

; L maksimaalne; — rombi {im-
Soonie's berméoot oleks minimaalne.

11. Koonuse aluse raadius on R, kirgus H. Missugu-
sed on maksimaalse ruumalaga silindri modted, mida saab
kujutada koonusesse?

12. Niita, et iihe ja sama imbermodduga ringsekto-
ritest suurim pindala on sellel, mille iimbermdsdu kver
0sa on vordne iimbermdddy sirgete osade summaga.
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13. Eelseisev 5. joonis kujutab kangi, mille kinnis-
tapiks on O ja millele on rakendatud kaks tasakaalustuvat
joudu P ja @, vastavalt kaugustele ¢ ja x. Kaalugu kangi
pikkusiihik %. Olgu joud P antud. Missuguse kauguse
2-i puhul on joud @ ekstremaalne?

Uuri juhtu, kus « > 0, ja juhtu, kus < 0.

14. On antud kera raadiusega R. Sellesse on kuju-

tatud maksimaalse ruumalaga e 22
koonus. Missugused on selle
mooted ?

15. On antud parabooli y2 =
—2px segment (joonis 6), mille
alus on risti teljega ja mille kor-
gus on h. Sellesse segmentisse on
kujutatud maksimaalse pindalaga
ristkiilik. Missugused on selle X A
ristkiiliku modted ? 5

Joonis 6.

Harjutis III:
Tuletisi kaudsel olenemisel

1. Naide 1. Veepaisu kogunenud vees peituv t6o-
varu V on veepinna korguse h funktsioon:
==V (h);
veepinna korgus k on omakord aja ¢ funktsioon:
h=h(t).
Nonda on siis téovaru
V=VI[h(t)],
kust ndhtub, et V oleneb t-st k a u d s elt, nimelt h kaudu.
Niaide 2. Pendli vénkekestus (periood) 7 on
pendli pikkuse [ funktsioon:
T=T);
pendli pikkus on omakord temperatuuri # funktsioon:
l=1(0).
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Nonda on siis pendli vonkekestus
== 5T,
kust néhtub, et 7 oleneb o-stkaud selt, nimelt [ kaudu.
Anna 5 uut kaudse olenemise niidet.

2. Olgu tegemist metallist kuubiga. Selle serv » on
temperatuuri z funktsioon: u =) :

10, Avalda kuubi tahu pind S ja maira kiirus, millega
see tahu pind kasvab temperatuuri kasvades.

Nipuniside Koosta skeem :

x u > —

z+ Az u—+ Au S+ A8 —

Az Aw AS =

1 £4 A3 At A
dzx Ax du  Adx

Mine iile piirile eeldusel, et 4z >0 ja iihes sellega
ka Au—>0. Selgita tiksikasjaliselt igat toimingut selles
skeemis,

20, Kontrolli tulemust, rakendades S avaldisele korru-
tise tuletisvalemit.

30. Missugustes méstudes tuleb modta u tuletist z-i
jargi, S tuletist w jargi ja S tuletist z-i jargi, kui pikku-
sed on moodetud em-tes ja temperatuurid kraadides?

40. Olgu u =1, (1--az). Leia w g

Missugune fiiiisikaline tdhendus on kordajatel u, ja o?

3. Olgu tegemist metallkuubiga, Selle serv u on
temperatuuri x funktsioon : % — {17 )7

10.  Avalda kuubi ruumala V Ja médra kiirus, millega
see ruumala kasvab temperatuuri kasvades.

20. Missuguses modus tuleb mo6ta leitud kiirust?

30. Olgu U=1uy (14 ax). Leia V.

4. Rakenda eelmistes lilesannetes leitud eeskirju
funktsioonide

[u(@)]2 ja [u(z)]s
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tuletiste leidmiseks jargmistel juhtudel:

10, (1 -+ 3x)2 50, (2z -+ 5)3
20, (3—2x)2 69. (1—=x)3
3. (1— ) 70, (14 22)3
40, (a -+ bx)?2 80. (a - bx2)s

Kontrolli tulemusi, avades andmeis esmalt sulud ja
rakendades saadusele poliinoomi tuletise leidmise @ ees-
kirja.

5. Olgu ilm vagune ja jarvepind peegelsile. Vis-
kame kivi jarve, Tekkinud Ilainetus levib radiaalselt.
Vilise ringlaine raadius on aja funktsioon: r=7(%).
Kui kiiresti kasvab lainetava vee pindala ajamomendil ¢?
Missuguses mododus on vastus antud, kui pikkusi modde-
takse em-tes ja aegu sekundites?

Niide. Olgu r=r,-+ ct. Miira lainetava pind-
ala kasvamise kiirus.

6. Olgu tegemist udus langeva kerakujulise rahe-
teraga. Udumullikeste jadtumisel kasvab tera jarjest,
nii et tera raadius on aja funktsioon: r=r(t). Olgu
jaa erikaal e. Kui kiiresti kasvab rahetera kaal ajamomen-
dil t? Missuguses moddus on vastus antud, kui pikkusi
moodetakse mm-tes, aega sekundites ja kaalu grammides?

Niaide. Olgu r=r,-4 ct. Médra rahetera kaalu
kasvamise Kkiirus.

7. Olgu tegemist pidevalt tootava kdiaga. Kaha-
negu tema kaal kulumise tottu {iihtlaselt kiirusega k&
g/min. Olgu kiia paksus 2 cm, tema aine erikaal e¢ g/cm?.
Olgu ajamomendil ¢ kdia raadius r=r(t). Madra kiia
raadiuse kahanemise kiirus momendil ¢. Kuidas see kiirus
oleneb raadiusest 7?

8. Miidra jargmiste avaldiste tuletised:

SR i % (at5)’

x

2°. (fw:rlgf e (2"
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9. Olgu

1

m)"

nii et % oleneb muutujast z funktsioonij v(x) Lkaudu.
Midra u tuletis z-i Jjargi,

Niapunigide, Rakenda 2. iilesandes tarvitatud
arvutusskeemi muutujate jaoks BT AU

10. Ohupallis on m kg vesinikku. Péikesepaistel kas-
vab tema ruumala seaduse jirgi V=" (1+ Bt), kus ¢
tdhendahb temperatuuri,

Gaasi tihedus “ on ruumala v funktsioon ja oleneb
selle kaudu temperatuurist ¢: “=pu(t). Miasira tiheduse
t muut du temperatuuri véikesel tousmisel vaartuselt ¢
vadrtusele ¢t 44 ¢, i

Mitu protsenti Au moodustab W vaartusest ?

11. Leia jirgmiste funktsioonide tuletised :
1 1

’ STl S O S
1 1+ 22 80 (1 — x)?
SIS ydd

1— g V.x

12. Lennukil asuva vaatleja silmapiiri raadius kilo-

meetrites on
=36V K,

kus & tdhendab lennuki kérgust tile maapinna meetrites.
Et & on aja funktsioon, siis on seda tema kaudu ka 7.

Olgu teada lennuki tousmise kiirus A’ ajal t. Missuguse
kiirusega laieneh lennukil asuva vaatleja silmapiir?

13, Katsed nditavad, et tiihjuses langeva keha kiirus
v oleneb langemiskaugusest s valemi jirgi:

v=)19,6s.
Et langemis-kaugus $ on aja funktsioon, siig on seda
ka kiirus ». Avalda langemise kiirendus olenevuses ajast t.
14. Olgu y =)/ u, kus U=u(x). Niita, et
X w
Vs 27;-
Nipunidide. Koosta tuletise Y arvutamise skeem
analoogiliselt 2, ilesandes antuga.
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15. Toricelli’ seaduse jargi on anuma august
voolava vee kiirus m/sec-tes
¢V 98 %,
kus . tahendab siligavust m-tes, mille vorra auk asetseb
allpool veepinda.
Tousku vee pideva juurdevoolu tottu vedeliku pind
anumas seaduse jargi
h=— hy =-kt,
kus ¢ tdhendab aega.
Mis tdahenduses esinevad siin kordajad A, ja k?
Avalda anumast voolava vee kiirendus.

16. Pendli vonkumisperiood sekundites

2w ¥

e V981 Vl >
kus [ tihendab pendli pikkust em-tes. Pendli pikkus ! on
temperatuuri funktsioon:

l=1y(1+}at).
Mille vorra muutub periood T temperatuuri kasvades
00-1t 150-le, kui pendel 00 temperatuuril mirgib tépsalt
sekundeid ja pendli aine jaoks on ¢=17:10%? Mille
vorra jadb kell 6opdeva viltel taha 150 soojas toas?

17. Leia jargmiste funktsioonide tuletised:
1. Vit =z 30, Vi4a—z2
20. }a2— g2 40, Y1 —x2
18. Olgu ¥y =y (u) ja u=wu(x). Tuleta valem
Y=y u e,
siin néitavad alumised mirgikesed muutujaid, mille jargi
vastavad tuletised on voetud.

Harjutis IV :
Tiiendavaid {ilesandeid tuletise moiste
rakendamiseks.
1. Kujuta kalendris leiduvate andmete jargi pideva
pikkuse muutumiskiik ajavahemikus 15. XII — 27. XII ja
15, VI — 27. VI.



Kui suur on pieva pikkuse muutumise kiirus 21, XI1?
=21 V2

Mis m36dus on kohane seda kiirust mo6ta ?

Kui suur on p#eva pikkuse muutumise kiirus 21, IX?
— 21. I11?

Kus asetsevad pieva pikkusekdigu kujujoone kiinu-
tapid? :

2. Olgu galvaanilise elemendi klemmide potentsiaalide
vahe e volti, elemendi seesmine takistus » oomi. Missuguse
vilistakistuse R puhul on ahelas tekkinud soojushulk
maksimaalne? ,

Napunidide, Joulej seaduse jiargi on juhtmes
sekundis tekkinud soojushulk kalorites

q9=:0,24 Ri2,
kus 7 tdhendab voolu tugevust amprites,
Rakenda edasi O h m’i seadust,

3 Kujufa ringisse raadiusega » maksimaalse {imber-
mooduga ristkiilik.

4. Olgu antud ellips, mille poolteljed on « ja b.
10. Kujuta sellesse ellipsisse ristkiilik maksimaalse

pindalaga. :
20. Kujuta sellesse ellipsisse ristkiilik maksimaalse
iimbermoodduga.

5. Kujuta ringisse raadiusega » vordhaarne kolm-
nurk maksimaalse pindalaga.

6. Olgu antud ellips pooltelgedega a ja b. Kujuta
temasse maksimaalse pindalaga vordhaarne kolmnurk,
mille alus oleks rocbik ellipsi suure teljega.

7. Kujuta antud koonusesse teine, tipuga esimese
pohja keskkohas, nii et selle teise koonuse ruumala oleks
maksimaalne.
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8. Missugused mooted peavad olema silindrikujulisel
liiter-moodul, kui tahame, et tema valmistamiseks kuluks
minimaalne hulk plekki?

9, 10, Missugusel silindritest etteantud pinnaga S on
maksimaalne ruumala?
20, Missugusel silindritest etteantud ruumalaga
¥V on minimaalne pind?

10. Missugusel argumendi vaidrtusel omandab
funktsioon
(x—a) (b —x)
yela=afs
maksimaalse ja missugusel minimaalse vidrtuse?
Kas uuritaval funktsioonil on olemas ko6ige suu-

rem vaartus?

11. Missugusel argumendi védrtusel omandab

funktsioon
a2 b2
Y= + A

maksimaalse ja missugusel minimaalse vadrtuse?

Kas uuritaval funktsioonil on olemas koige suu-
rem vidrtus?

12. Pikast plekitahvlist, mille laius on 30 cm, soovi-
takse valmistada lahtine renn trapetsitaolise ristiloikega,
nii et kiiljed ja pohi oleksid iihelaiused. Kui lai peab olema
renn iilevalt, et tema veemahutus oleks maksimaaine?

13, Tappidesse A, ja A, (joonis 7) on paigutatud
valguseallikad, mille tugevused on vastavalt I, ja I,. Kau-

gus A, A, = 1. Missuguses A A,
tapis A sirgel 4; 4, on
valgusetugevus maksi- '
maalne? Joonis 7.
2

Riégo, Anal. ja stat. alged.
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14. Koonusetaoline plekklehter peab mahutama V cms3
vedelikku. Missugused peab valima
tema modted, et tema peale kuluv
pleki hulk oleks minimaalne ?

15. Kahest iihesuurusest ringi-
taolisest plekk-lestast raadiusega » cm
ehitatakse  kaksikkoonus ujuvaks
poiuks (joonis 8). Missugused sekto-
rid peab vilja 16ikama plekk-lesta-
dest, et poiu ruumala saaks maksi-
maalne?

Joonis 8.

Harjutis V:
Funktsiooni kdiigu uurimise ilesandeid.

1. Olgu Y=71(z)=|V 25 —22|. _

Missugused kaks arvy on z-i muutumise téketeks?

Kas on f£(x) miiratud oma avaldisega iga x-i viir-
tuse jaoks nimetatud kahe tokke vahel? -

Missugune on f(x) midramise piirkond? Mirgi ta
joonisel. ]

Kas f(z) kiigukéver on stimmeetriline xz-telje suh-
tes? — y-telje suhtes? — alguse suhtes?

Missugusel z-i vadrtusel omandab f(x) oma koige
suurema vadrtuse? — koige viiksema vadrtuse?

Arvuta need f(x) vaidrtused.

Kas on funktsioonj f(2) muutumine tokestatud?

Mééra joonisel rohtne riba, milles asetseb kogu f(x)
kaigukover.,

Missuguses piirkonnas f(zx) kasvab? — kahaneb?

Kuidas muutub f(z) kdigukovera tous f(x) madra-
mise piirkonnas?

Kus on see kover kumer? — kusg nogus?

Valmista iilal-leitud andmeil kovera kdigu skits.

Missuguse koveraga on tegemist ?
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2. Olgu g(2)={—>.
Kas on g(z) maaratud oma avaldisega iga z-i viir-

tuse jaoks?

Mis moéte on iitlusel: ,,g(x) midramise vahemik on
piiramatu®?

Niita, et funktsioonil g(x) on piisiv mirk. Mis-
sugune nimelt?

Kas funktsiooni g¢(z) kiigukdver on siimmeetriline
a-telje suhtes? — y-telje suhtes? — alguse suhtes?

Kuidas muutub antud funktsioon x-i absoluutvair-
tuse kasvamisel? — kahanemisel ?

Missuguse z-i puhul on funktsioonil ¢(z) suurim
vaartus? Madra viimane.

Missuguste tokete y, ja ¥, vahel asetsevad koik
funktsiooni g(z) vadrtused? Kas need tokked kuuluvad
funktsiooni f(x) vaartuste hulka?

Kujuta z-y-tasapinnas rohtriba, milles asetseb
funktsiooni g (x) kéigukover koigi oma tidppidega.

Miééra piirkonnad, milles f(xz) kidigukover touseb; —
milles langeb; — milles ta on kumer ja milles nogus.

Midra f(z) kiigukdvera kidnutipid. :

Kui suur on kovera kalle neis tidpes?

Valmista f(z) kiigukovera skits.

3. Uuri eelmisis iilesandeis seletatud viisil funktsiooni

h(Z) T in.zz‘i

kaigukoverat ja valmista temast vabal kiel skits.

4. Olgu
x2

14+ a2

10, Uuri funktsiooni kidiku iilesandeis 1 ja 2 niida-
tud viisil ja valmista i(z) kaigukovera skits.

20, Mida voib Gelda funktsiooni i(x) vaidrtustest ja
mida vahe 1-—1i(x) viartustest piiramatult kasvava z-i
puhul ?

i(z) =
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Niapungide. Jaga lugejat ja nimetajat a-i kor-
gema astmega ja hinda nonds teisendatud i(2) avaldise
vaartust piiramatult kasvava a-i juhuks.

30. Olgu & mingi vabalt etteantud positiivne arv (nii
viike kui arvuvalija seda soovib). Ikka on siis véimalik
leida niisugust arvu N, et kui aga z > N, siis kindlasti

1—i(x)<e.

Niita seda.

Konesolev tosiasi avaldatakse sonades: i(x) kiigu-
joon ldheneb astimptootiliselt sirgele y=1. Sirge
Y=1 on kovers Yy=1i(z) asimptoot.

5. Niita, et igaiihel Jargmisist koveraist on astimptoo-
diks x-telg: : :

1 9
Te g el g
1 Sz
20. Y = T 50. Y = ﬁ‘;i
< 1 ) 1
30. N 60. i T e e
iy T g

6. Kas Iihenevad Jjargmised funktsioonid mingile 16p-
likule piirviidrtusele argumendi piiramatul kasvamisel?

Rty S 2 xR e
10, S8 5o, S
20, ZH‘S A
go 10z 5. . AN
a4 5 a2 —Ta k10
40 4 +x g0 2x2—5
e Vi 18 G gye o)
¢ 1
7. Olgu )=

o
Anna selle funktsiooni madramisvahemik,

Missugusel z-i visirtusel pole 7(x) méidratud?
Niita, et j () on piisiva margiga. Mis jirgneb siit
tema kidigukovera kohta?
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Kas j(x) kaigukover on stimmeettiline z-telje, y-telje,
alguse suhtes?

Kas j7(z) vairtused on tokestatud alt? — iilevalt?

Niita, et nii x-telg kui y-telg on j(x) kdigukovera
asiimptoodiks.

Kus on j(x) kiigukover kumer? — kus nogus?

Kus touseb see kover? — kus langeb?

Valmista uuritava kovera skits.

8. Uuri funktsiooni
Hloy— .910 -

kiaigukoverat, kaaludes jérgmisi kiisimusi: k(x) mééra-
mispiirkond ; z-i vairtused, millel %(xz) pole miaédratud;
k(z) mark x-i muutudes; k(x) kidigukovera slimmeetria
telgede ja alguse suhtes; k(x) kédik x-i tokestamata kasva-
misel; k(x) kiik k(x) midramatuse koha timbruses; k()
kovera asiimptoodid; k(x) ekstreemumid; Fk(x) kiaigu-
kovera tousmine ja langemine; k(z) kiigukovera kume-
rus, nogusus ja kaanukohad.

Saadud andmeil valmista k(xz) kiigukovera skits.

9. Liikugu tiapp P sirgel AB muutumatus suunas ikka
kaugemale ja kaugemale. Olgu 16igu AB pikkus a. Mis-

sugusele vaidrtusele liheneb suhe ‘;1;3 tipi P piiramatul
kaugenemisel ?

Napuniide. Avalda uuritav suhe kauguse BP
funktsioonina.

19. 10, Niita, et poliinoom -
)—cn +c11—1 C”—l‘{"‘ '—"—Cl.’l}-{—co
kasvab ule iga méidra x-i piiramatul kasvamisel.

Napuniide. Kirjuta poliinoom kujul
N — 1 Tl 4l C, 1
() = ou” [1+ e + CC" ‘502_11_...+,é:: =)
20, Pohjenda valde, et poli.inoomi kaigukoveral ei ole
ei piist- ega rohtasiimptoote.




Peatukk II.

Integraali méiste.

Harjutis VI:
Ligikaudseid valemeid pindalade ja
ruumalade middramiseks.

1. Joonista méne puu (pérna, vahtra, kase v6i méone
teise puu) lehe kontuur mm-paberile ja m#ira lehe pind-
ala ldhisviirtus puudusega, arvestades ainult neid ruut-
millimeetreid, mis tiielikult asetsevad kontuuri sees.

Méiéra lehe pindala léhisvidrtus liiaga, arvestades
tiie ette ka neid ruutmillimeetreid, mis osalt ulatuvad
iile lehe kontuuri.

Médra uus lehe pindala
lahisvidrtus, moodustades
eelmise kahe aritmeetilise
keskmise. Missuguse veaga
kujutab see viimane halve -
mal juhul Ilehe toelist
Joonis 9. pindala?

2. Plaan on tehtud modtkavas 1:1000. Plaanil on
moodetud teatav pindala Ja leitud sellena ¢ mm?2. Mis-
sugune pind sellele vastab valjal?

——

3. Méiira geograafilisel kaardil Peipsi jidrve pindala,
kattes kaarti libipaistva mm-paberiga ja loendades jarve
kontuuris asetsevaid ruutmillimeetreid.

4. Joonis 9 kujutab asunduse heinamaad suurtee, oja
ja kahe piirjoone vahel, mis moodustavad tee sihiga tiis-
nurgad. M#dra heinamaa pindala. Joonise méstkava
on 1:5000.
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5. Joonis 10-a niitab, kuidas kovera poolt piiratud
pindala saab mé#idrata ligikaudu, ldhendades seda pindala
ristkiilikute summaga :

U~y (Lg—2)+ Yo (Bg—T3)4 ... +
+ Yn—1° @p—2y _1)
voi lithemalt:
U~y ATy F Yo ATy oo Yy 1 ATy -

Joonis 10-b annab teise viisi sama pindala lahenda-
miseks., Anna vastav valem selle pindala arvutamiseks.

4 y I y 71/
Y |Ya2 Yo-1| Y Yi | Ya Yo | Ya
X Xg Xo1  Xn X X X Rl x
Joonis 10-a. Joonis 10-b.

Millise kuju omandavad viimased kaks ,ristkiilikute-
valemit®, kui jaotised on vdetud vordsete vahemikkude
takka, see tihendab A, —=Ada,= ... =4z, =Az?

Niapuniide. Tarvilikke ordinaatide summasid on
koige holpsam saada, mirkides ordinaadid, nagu nad vale-
mis esinevad, iiksteise jérele serpentiinpaelale ja mootes
saadud 16iku em-paelaga v6i m-puuga.

6. Moodusta eelmises iilesandes saadud pindala ligi-
kaudseist avaldisist aritmeetiline keskmine ja néita, mis-
sugune geomeetriline tihendus on nonda saadud uuel pind-
ala ligikaudsel valemil.

Missuguse kuju valem omandab, kui koik vahemikud
Az votta vordsetena:

Apy=Axyg=++=Axy_ =427
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7. Niita kohasel joonisel, et eelmises tilesandes leitud
s»trapetsite-valem‘ annab noutava pindala puudusega, kui
pinda piirav kéver (asetsedes tilalpool x-telge) on kumer
tilespoole, ja liiaga, kui see kéver on n 0 g u s iilespoole.

8. Allpool seisev tabel kujutab joe siigavuse moot-
mise tulemusi:

e e ) BT R
| Kangus kaldast o [ 510 15| 20 25/ 30 | 35| 40
i meetrites “ ’ ’ ]
| Stigavus . | E
| meetrites 0 6,7 | 80 | 7,6 | 6,6 ’ 47128] 0

10, Joonista nende andmete Jérgi joe ristildike profiil
Jja maédra selle ristildike pindala. '

20. Loike kohal niitab vooly kiiruseméotja kiirust
0,6 m/sec. Masra sekundi viltel Joe ristiloikest 14bi voolava
vee hulk.

9. Joonista poolring raadiusega 8 cm, jaga labiméot,
millele poolring toetub, 16 ossa ja rakenda selle poolringi
pindala midramiseks jirjest koiki 3 senini tundma 6pitud
ligikaudset valemit. >

Mééra iga valemi poolt antud viirtuse absoluutne ja
protsentuaalne viga.

10. Joonista ellips pooltelgedega 5 ja 8 c¢m, jaga suu-
rem telg 16 ossa ja rakenda ellipsi pindala arvutamiseks
koiki 3 senini tundma opitud ligikaudset valemit.

Miééra iga valemi poolt antud viirtuse absoluutne ja
protsentuaalne viga, teades, et ellipsi pindala tidppis viir-
tus on 5-8 - — 40 .

11, Missuguse pinna piirjoone puhul ristkiilikute-
valemi abil saab m#irata pindala t 4 p s a t vidrtust?

Missuguse pinna piirjoone puhul trapetsite-valemi
abil saab méiirata pindala t 4 psat vaartust?
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12. Joonisel 11 on kujutatud tiikk kallihinnalist
karusnahka., Selle naha pindala madramiseks kopeerime
naha kontuuri paberile, katame saadud joonise rohtjoonte
reaga ja paneme rea piistloike
silma jargi nonda, et jga kaks
sddrase piistldigu juures tekkivat
korraparatut kolmnurka oleksid
pindvordsed. Naha pindala saab
siis maadrata ristkiilikute sum-
mana. Joonis 11.

Rakenda votet niit. muti naha suuruse madramiseks.

13. Miira oma saapa- voi kingatalla pindala mitme
iilalkésiteldud votte abil.

14. Joonis 12 niitab veel iiht votet kovera, z-telje ja
kahe ordinaadi poolt piiratud pindala v madramiseks: on
voetud rida jaotisi,
B joonistatud neile vas-
~ tavad ordinaadid,libi
pandud silma jargi
\ rida rohtloike nonda,
et iileval- ja allpool
o neid tekkivad korra-
I l paratud kolmnurga-
B - % x kesed oleksid pind-
vordsed. Kui tahis-
tada nende abiloikude
ordinaadid jarjest i, ¥ *** Yn—1 , Siis saame valemi

<
~<i
>

<

Joonis 12.

u~y, - Az, + G 8%+ ... +Un—1 Azy g
voi lithemalt
uNSy-A:::.

Viimast siimbolit tuleb méista jargmise eeskirja
liihendusena: ,,Jaga vahemik, milles pindala méirad, all-
vahemikkudeks; olgu iiks neist 4z ; olgu selles vahemikus
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y teatav keskmine ordinaat ; moodusta korrutised y - A4z

Ja vota koigi nende summa.“

15. Rakenda eelmises iilesandes antud valem pool-
ringi pindala médramiseks. Poolringi raadiuseks véta niit.

X
Xn

Xn—1

Xa

Xy

Joonis 13.

6 cm, jagamistipid vota
iga cm takka.

Kui suur on tulemuse
protsentuaalne viga?

16. Joonis 13 kuju-
tab kartulite aurutamiseks
tarvitatava katla telg-
16iget. Méira selle katla
ruumala, lihendades vii-
mast silindrite summaga.
Méa6tkava on 1:100.

Olgu katla meridiaan-
kovera vorrand antud ku-
jus y=y(x). Anna ligi-
kaudne valem katla ruum-
ala méidramiseks.

17. Valmista endale teemasina telgloike joonis. Miira
selle jiargi teemasina veemahutavus.

18. Joonis 14 kuju-
tab liivakiinka réhtlsikeid
korgustel 0, 9,110 1558,
20 meetrit. Teades, et
1 ms3 liiva kaalub 1,8 ton-
ni, arvuta, mitu tonni
liiva tuleks #ra vedada,
kui tee-ehitamine né&uaks
kiinka eemaldamist,

Joonis 14.
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Harjutis VII:

Piiri moiste rakendusi pindalade ja
ruumalade arvutamisel.

1. Joonista moni tdisnurkne kolmnurk hésti suures
mootkavas, vottes iihe kaateti rohtsihis, teise piistsihis.
Olgu need kaatetid mérgitud vastavalt a ja h. Jaga roht-
kaatet m» vordseks osaks ja midra kolmnurga pindala,
rakendades ligikaudset 1. ristkiilikute-valemit. Niita
joonisel pindala, mis kujutab leitud ldhisvéartuse viga.

Vota niiiid jaotised 2 korda tihedamalt, kui eelmisel
juhul ja rakenda uuesti sama ristkiilikute-valemit. Naiita
joonisel pindala, mis kujutab leitud 2. lahisvéartuse viga.

Mida voib oelda vea pindala kohta, kui edasi votta
jaotised 4, 8, 16 jne. korda tihedamalt?

Miira antud kolmnurga pindala, moistes seda iilal-
leitud ldhisvidrtuse piirina arvu n piiramatul kasvamisel.

2. Sama iilesanne eeldusel, et tootatakse 2. ristkiilikute-
valemiga,

3. Rakenda 1. iilesandes tarvitatud votet pindala

midramiseks, mida piirab sirge
Y =mx,
a-telg ja kaks ordinaati x =a ja 2=0>.

4. Rakenda 1. iilesandes tarvitatud vétet pindala

midramiseks, mida piirab sirge
Y=mzx +n,
a-telg ja kaks ordinaati x =a ja ® =0.

5. Olgu antud parabool

Y = X2,

10, Avalda selle parabooli, z-telje ja ordinaadi = b/
poolt piiratud pindala ligikaudu 2. ristkiilikute-valemi abil,
vottes jaotised x-teljel z takka. Anna saadud valemile liht-
saim kuju.
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20. Toesta téielise induktsioonij viisil, ‘et valemis esi-
nev summa

P2+t d =12 dni=tnmt1)@n1),

30, Leia néutud pindala, méirates saadud ligikaudse
avaldise piirviirtus arva n piiramatul kasvamisel.

6. Kui suur on pind, mis asetseb parabooli
Yi— Cx2,
x-telje ja sirge x = b vahel?

7. Rakendades eelmises iilesandes leitud valemit,
madra parabooli segmenti pind, mida piirab parabool
Y= ox2
ja sirge U=
kui ¢>0 ja h > 0?
Missuguse osa see segmenti pind moodustab rist-
kiilikust, millel sama laius Jja korgus kui segmentilgi ?

8. Niita, et pind, mida piirab parabool
= cx2,
ordinaadid * = ¢ ja 2 — b Jja a-telg on vordne

& C—a)ly, + 1y, +y,),

kus ¥4, ¥y ja y, tidhendavad vastavalt ordinaate tipis
x=a, tipis x =19 ja kesktipis viimase kahe vahel.

9. Olgu antud parabool
Y2 =20,

Poorelgu see iimber x-telje. Vaatleme ruumala V,
mida piirab tekkiv poordpind ja tasapind risti z-teljega
tapis € = h. Selle V arvutamiseks jaga 16ik % n ossa, ehita
saadud vahemikkudel, kui korgustel, silindrid (joonis 15)
vavalda nende silindrite ruumalad, moodusta nende summa
ja leia selle summa piirvidrtus eeldusel, et n - oc.

Missuguse osa see poordparaboloidi segment moodus-
tab silindrist, millel on sama alus ja korgus?
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10. Sirge y=£x
poorleb timber z-telje, moodustades koonuse.
Midra ruumala, mida piirab see koonus ja tasapind,
mis pandud liabi tipi z= h risti x-teljega. Selleks jaga
16ik & n ossa, ehita saadud
vahemikkudel kui kérgustel I*
silindrid, avalda nende si- —
lindrite ruumalad, moodusta
nende viimaste summa ja
arvuta selle summa piirvaar-
tus, eeldusel, et n - oc. Mis-
suguse osa see koonus moo-
dustab silindrist, millel on

sama alus ja sama korgus? ¢ ]
11. Ring Joonis 15.
X2 4 Y2 = 72

poorleb iimber a-telje. Méiédra tekkiva keha ruumala,
rakendades eelmisis iilesandeis nédidatud votet.

12. Ellips 24 ¥ =1
poorleb iimber x-telje, moodustades lamendatud poord-
ellipsoidi., Miira selle pinna poolt piiratud ruumala.

13. Ellips Z =1

poorleb iimber z-telje, moodustades pikerguse poordellip-
soidi. Midra selle pinna poolt piiratud ruumala. :

Harjutis VIIIL:
Nihtuse kdigu médramine teadaolevast
kiiruskdigust.
1. Olgu antud liikkumise kiirus v aja ¢ funktsioonina:
v=12(%).
Noutagu liikumise seadust, s. t. noutagu sidet kididud
tee s ja aja t vahel.
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Liikumise seadus peab esinema kujus:

s=s(1);
teada aga on andmeist
S )

Nonda tuleb leida sdsirane aja ¢ funktsi.
oon, millel on ette antud tuletis v(t).

19 Niited ‘o) Olgu v(t) =b— konstant; sei
puhul on siig :

SH(t) —b. _

Uks aja funktsioon, mille tuletis on konstant b, on bt;
see pole aga ainus: ka bt +1, bt — 2,5, iildiselt bt L ¢,
kus ¢ on mingi konstant, rahuldab néuet. Miks?

Seega lahendab meie lilesannet nii funktsioon
8(t) =0bt, kui ka iildisemalt funktsioon s(t) = bt -+ ¢,
kus ¢ on vabalt valitav konstant.

#) Olgu v(t) =at; sel puhul on siisg

SULY—di
Uks aja. funktsioon, mis néuet rahuldab, on ; at2;

kuid néuet rahuldab ka% at? 4 ¢, kus ¢ on mingi konstant.
Miks?

Seega lahendab meie lilesannet nii funktsioon
s(t) :—é at2, kui ka iildisemalt s(t) :—é—ratz <+ ¢, kus ¢ on
mingi vabalt valitay konstant,

20. Kas miiravad antud kiiruskdigud litkumiskaigu
iheselt?

Mitu liikumiskiiku vastavad antud kiiruskiikudele?

30. Niita, et liikumiskiiik meie juhtudel on méaira-
tud téielikult, kui peale kiiruskiigu on teada veel liikuva
keha koht teataval ajal, niit. kui ajal ¢t — to keha koht on
madratud vordusega §=38,. Millega peab vérduma meje
néiteis konstant ¢, et oleks rahuldatud tingimus:

kui t = tOr siis 8§ = 80?

Harilikult tihendavad to ja s, ldhteaega ja lihte-

kaugust.
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2. Alljirgnevas tabelis on antud rida kiirus-
kidike iihes liikumise lihteaegadega ja lahte-
kohtadega. Miira noutavad liikumiskédigud.

Pikkused, ajad ja kiirused on mdeldud mdootudes m,
sec ja m/sec.

E NF b Kiiruskay Uldine tee | Lihte- | Lahte- | Liikumis-
1 avaldis aeg kaugus Ikdik
[ 10 Il v=5 s=>5t+c¢ e e M
20, v=— 15 8 10
320 [o=t+1 —s —50
40, v=2t—3 0 0
50, || v=10—4¢ L9 20

3. Olgu antud liikumise kiirendus aja funktsioonina :

Noutagu kiiruskiiku.
Kiiruskiik peab esinema kujus:

V= (B)
Andme ja noude vaheliiliks on vordus
W= (t):
Anna probleemi sonastus matemaatilises keeles.
10, Niited. a) w=—kt. B) w=Fk=konstant.

Anna kiiruse avaldised.
Mitu kiiruskidiku vastab andmeile a) ja f)?

20, Olgu peale kiirenduse avaldise veel teada ldhte -
kiirus: kui t==t,, olgu v =7v,. Kas kiirenduse avaldis
iihes ldhtekiiruse viidrtusega méidrab kiiruskédigu tihe-
selt? Toesta oma viide. '

4. Olgu teada liikuva keha kiirendus aja funktsioo-
nina:
w:w(t),

Olgu teada, et liikumise alul, momendil t,, keha liikus
kiirusega v, ja asetses kaugusel s, kauguste algusest.



32 VIIIL, 4—

Kuidas neist andmeist leida esiteks kiiruskiik v =v(t)
ja sealt edasi liikumiskiik s=s(t)?

Alljirgnevas tabelis on antud rida kiirenduskiike
tihes liikumise lihteaegade, lihtekiiruste ja lahtekohta-
dega. Méidra noutavad kiiruskdigud ja sealt edasi liiku-
miskéigud,

Pikkused, ajad, kiirused ja kiirendused on méeldud
mootudes: m, sec, m/sec, m/sec2.

NI Kiirendus- Lihte- | Lihte- | Kiirus- | Lihte- f Liikumis- |
kiik aeg | kiirus | kidik | kaugus ] kiik
19, W w'=3 + | 0 ; 10
20, |l p=_2 #8.1" 710 —20
| 3% lw=10-}1 20 | —80 —100
roa0s = 0,601 —10 —5 1 45
| 8% |w=—12t+8 0 10 | —60 |

5. Olgu t olenematy muutuja; otsitagu niisugust
funktsiooni

u=F(t),
mille tuletis

wW=f(%)
on teada.

Sédrast funktsiooni F(f) nimetatakse f(b)sale-
funktsiooniks.

10. Olgu F'(f) ja F,(t) kaks f(t) algfunktsiooni.
Niita, et nende vahe F'(t) — F,(t) tuletis on null iga t
vaartuse puhul.

20. Anna niitlik toestus lausele: ,, Kui funktsioon on
vahemikus ¢{=ga kuni ¢{=10 pidev ja funktsiooni tuletis
on null igal ¢ vaartusel selles vahemikus, siis on funktsioon
ise konstantne,‘

Kas pidevuse noue on oluline?

30. Joonisest 16 on niha, et

F(ty) —F (8)) = (t; —t;) - F/(¢*), kus t; < t* < t,.
Tdesta selle vorduse pohjal punkt 20. formuleeritud lause.
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40, Jirelda eelmisest, et iga kaks f(f)-le vastavat
algfunktsiooni F'(t) ja F,(t) voivad erineda vaid kons -
tandi vorra. ¢

50. Olgu kuidagi leitud iiks f(f) algfunktsioon
F'(t). Niita, et koik teised saadakse avaldisest

FAE) 4O,
kus C on vabalt valitav konstant.

=

t, t & t

F(t)

5

Joonis 16.

6. Olgu olenematu muutuja tihistatud t. Anna alg-
funktsioonide iildavaldised, mis vastavad jargmistele tule-
tisfunktsioonidele :

10, 2 60. 3t

20, % 70, Tl

30, ¢ 80. 83— 4t
40 11 90, at :
5o, 83—t 100. at 4 b

7. Olgu olenematu muutuja tahistatud z. Anna
algfunktsioonide avaldised, mis vastavad jargmistele
tuletisfunktsioonidele :

10, z2 60. x2— 3z

20, 3x2 70, 22 —gx 41
30. 0,9x2 80, x2—5x-6
4. 2 90, 202 — 8z —4
50, 2241 100, ax2 + bx - ¢

Rigo, Anal. ja stat. alged. 3
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8. 'Olgu olenematu muutuja tihistatud s. Anna
algfunktsioonide avaldised, mis vastavad jirgmistele tule-
tisfunktsioonidele :

L .
L B
3 1
200 ?2 60. ST ?s—'
i w o
S
5 2 s
9. 24 5 8°. 7§+ 7

9. Kujutagu kover 17. joonisel funktsiooni y —y(z)
kédiku. Olgu « kindel
y s antud abstsiss ja =z
mingisugune abstsiss.
Joonistame neil abst-
sissidel kaks ordinaati.
: y y+ay Uhiselt kovera ja z-tel-
jega need ordinaadid
‘piiravad teatava pinna;
' tdhistame selle suurust
* u; See on abstsissi z-i
Joonis 17. funktsioon ; siimbolites :
Uu=u(x). Miks?
Jiargmine skeem kujutab funktsiooni u(x) kasvamis-
kiiruse leidmist:
Joonisest saame:
Y Az < Au < (y 4 4dy) - Az
siit jareldame:

a X X+dX

du
Y < gz <yt+4y

: Au
1 —_—
Aalz >0 4 Y
u’:y,

Seleta igat motteksigu sammu ja sénasta tulemus.
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10. Olgu antud funktsioon y =y (x). Funktsiooni
kiaigukover, a-telg ja ordinaadid tdpes a ja x piiravad
teatava pinna; tdhistame tema suurust tdhega u; siis

W — ).

Eelmise iilesande lopptulemuse pohjal on selle pinna

kasvamiskiirus
w=y(x).

Peale selle on teada, et v =0, kui  =a.

Sonasta pinna # leidmise iilesanne analiiiisi keeles.

Mitu funktsiooni rahuldavad nouet, et nende tuletis
oleks antud funktsioon y(x)?

Kas on pind # méidratud iiheselt tema kasvamis-
kiirusega? — tema kasvamiskiirusega ja pinna ldhte-
suurusega?

Nidide. Olgu y=2z.ja a=1.

Anna pinna » kasvamiskiiruse avaldis; avalda edasi
tiks v (x) algfunktsioonidest, anna iildine y(x) algfunkt-
siooni avaldis ja midra selles esinev konstant nonda, et
oleks rahuldatud lahtetingimus: kui « =1, siis on % =0.

Kui suur on pind joone y = 2z, x-telje ja ordinaatide
vahel =1 ja x=5?

Kontrolli tulemust joonisel, rakendades tuntud pinna-
valemit. '

11. Miaéra jargmises tabelis noutavad pinnad:

N | Piirav joon Abstsissi | Abstsissi | pyo
=y(x) alamraja iilemraja
— ,, — —
10 |y=h (h>0) a x (x> a)
|20 | y=% a (a>0) h (h> a)
| 1
E =<zl +3 +38
| 49, | y=2a? | 0 z (2> 0)
50 | y=a2— 2 Frad | +4
| 60, }y=1+2w—x2i LD 5

3%
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. 12, Kujutagu kover 18. joonisel funktsiooni y =y ()
kalku Pooreldes timber x-’celJe moodustab see kover teatava
poordpinna. - Loikame

" —f ax f— . seda kahe tasapinnaga,
Lty mis véetud ldbi z-telje
‘ tappide @ ja =z risti

x-teljega. Olgu pinna
ja kahe tasapinna poolt
x - piiratad ruumala tihis-

tatud V. See V on x-i

! funktsioon :
: Ao =—NE( )N
X X+dX ; MlkS‘)
Joonis 18. : Kui suur on V viir-

tus -1 erivadrtusel a ?

Jargmine skeem kujutab funktsiooni V(z) kasvamis-
kiiruse leidmist:

Joonisest saame:

my? Az < AV < aw(y < Ay)?- Ax;
siit jareldame:

RSO | o
ay? < 7/;;<n(y+4y)2

. av 9

lim S Sy
A0 4%

Vi=samy-.

Seleta igat mottekdigu sammu ja sonasta tulemus.

13. Votame tdhised nagu eelmises iilesandes.
Olgu antud meridiaankdver oma vérrandiga

y=y(x)
ja noutagu poordpinna ruumala
AT A

Andme ja otsitava vaheliiliks on vordus
V= a [y(x)]2.
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Sonasta poordpinna ruumala leidmise iilesanne ana-
liiiisi keeles. Mitu funktsiooni rahuldavad néuet, et nende
tuletis oleks antud funktsiooni ¥ ruudu @ kordne?

Kas on poordpinna ruumala V midratud selle ruum-
ala kasvamiskiirusega? — tema kasvamiskiirusega ja
ruumala ldhtevdirtusega, s. t. ruumala védrtusega wx-i
erivaartusel a?

Niaide Olgu y=2—2 jaa=2.

Anna ruumala V kasvamiskiiruse avaldis; avalda
edasi iiks sellele vastav algfunktsioonidest, anna iildine
algfunktsiooni avaldis ja mé#ira selles konstant kokku-
kolas ldhtetingimusega: kui =2, on V =0.

Kui suur on uuritava poordpinna ruumala tasapindade
vahel, mis Idikavad x-telge tdpes v =2 ja ¢=7 ja on
risti z-teljega?

14, Midra jargmises tabelis noutavad poordpindade
ruumalad :

Meridiaankovera A Atk Poordkeha
Nr. vorrand alamraja iilemraja ruun}ala
el = o) Y
| 10, y=r (r>0) a x (x> a)
| 20, = 2% 0 h(h > 0)
3, y=3—1 A +4
%, i y=V=]| 0 4
50, <‘ Y= ; +1 + 10

Harjutis 1X:
Integraali mdiste.

1. Olgu kujutatud funktsiooni y = y(z) kiik. Joonis-
tame tipes # =—a ja = b ordinaadid. Funktsiooni kiigu-
kover, need kaks ordinaati ja x-telg piiravad teatava pinna;
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olgu selle tahiseks u. Jaotame méttes vahemiky ¢ < e b
viikesteks osadeks Az; olgu sdirase osa algustapile
vastav ordinaat y(x). Siis voime kirjutada u ~ Sy Az,
voi lile minnes piiramatult peenenevatele jaotistele:

b
w=Ilim Sy -Aaz.
dx >0 g,

Viimast siimbolit kirjutatakse liihemalt kujul
b

/y(x‘) ~dx

a

ja loetakse: , funktsiooni y(x) integraal rajast «
rajani b‘.

b
On kokku lepitud, et siimboli lim S asendamisel

b Az >0 4
siimboliga f endine kasvutihis Az asendatakse tihi-

a
sega dux.

Lahtudes siimbolj

b
[ y(x) - da

a
-geomeetrilisest tdhendusest niita, et

a
18, fy(x)-dx:O

a

b AT
20, f Y(@) - de = — J y(x) - dx
a b

30, fy(x) dx+f y(x) -dae = [y(%) dx ,

ku1a<c<b
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b b

40, fcy(x) ~dx=cf y(x) - da

a a

f[f<x>+g<x)] dx—J f(z) - dx+f 9(2) - dz

f[f(x)—g(x)] dr= ff(x) de — fg(x) d

2. Liahtudes integraali definitsioonist:
b b

f’.l/(x) cde = lim Sy@) - Az,

5 Ax -0 a

niita, et integraal kindlasti on > 0, kui vahemikus
a <z <b funktsioon y(z) > 0

ja et integraal kindlasti on < 0, kui vahemikus
a < z < b funktsioon y(x) < 0.

Esimesel juhul saab integraali tolgendada pinnana,
mida piirab kover y =y («), a-telg ja kaks ordinaati
x=—a ja =0>0. Sama tolgendamist saab rakendada ka
teisel juhul, ainult tuleb sel puhul plnda moista nega -
tiivsena.

3. Niita, arvestades integraali geomeetrilist tidhen-
dust, et
b b b

jy(x)-dx: [y(t)-dt: fy(s)-ds:..
a ;l a
Sonasta nende vorduste reas peituv lause.

4. Olgu antud funktsioon y =y(x). Tee joonis, mis
selgitab siimboli b
j y(x) - dx

a

tahendust.
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Kinnista mottes raja ¢ ja muuda raja b. Niita,
et sel puhul meie integraal on b funktsioon. Olgu viimane
tahistatud «(d).

Niita, et

u(b) =0, kui b=q
% w(b) =y (b) igal b viirtusel.
Et b niiiid on lihtsalt mingi 2-i vddrtus, siis voib
funktsiooni % omadusi nénda kirjutada:

u(x) =0, kui v =uqa
4 w(x) =y (x) igal 2-i vagrtusel.
Sonasta need funktsiooni » omadused.

Pohjenda nendega jiargmine eeskiri

/)
fy(x)»-dx

a
madramiseks

»Leia iiks y(x)-le vastavaist algfunktsioonest; anna
iildine y(x)-le vastava algfunktsiooni avaldis; méidra
selles esinev konstant nonda, et avaldis saaks nulliks
vadrtusel # =a; asenda saaduses tiht x tihega b.

Nidited. Arvuta eelseisva eeskirja jargi jargmised
integraalid:
b 10

10, e 40, f ' & - do,
2 5
a 0
b .25
20, f iy’ 5°, f ae;
g J Vol
a
b -+10
3, fdzf 6e. f(x2+x-|-1)-dx
.. w‘ L

a —10
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5. Olgu antud funktsioon y=y(x). Selle alg-
funktsiooni iildavaldist tdhistatakse siimboliga

fy(x) < s
Nii on

f(1+x2)dx=x+%3+0,

kus C tdhendab mingit konstanti.
Selle vabaltvoetava konstandi C tottu, mis esineb
y(z) - dx avaldises, nimetatakse seda siimbolit funkt-
siooni y(z) maaramatuks integraaliks.
b
Siimbol ] y(x) -dx on saadud siimbolist f y(x) - dx

a
rajamarke a ja b dra jattes.

Anna jargmiste midramatute integraalide aval-
dised, mdistes z-i muutujana, teisi tdhti aga konstanti-
dena.

19, fN- dx 89, f(Qx—— 1)-dx
20, f 0-.dz 60, f(3x‘3 —4).dz
3% fpx dx s f(x - 1)2.dx

40, f a d 80, f @+1)(z— 3)- dx
6. Olgu fy(x) cde="F(z) -+ C.
Niita, et b
f?/(x) rde=F(b) —F(a).

a

Rigo, Anal. ja stat. alged. 4
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Paremat kitt seisvat vahet kirjutatakse sageli teisiti
nonda: :
F(x)]' — F(z)
xr=U

r=a

voi, lihemalt, %
F(x)

5
Nidide. Noutagu /(1 — ) - dx vairtust.

%
j(l——x)-dx= fdz— fx-do:;w—%z o

f(l—x)-dx=(x—%2) :

9

x 5
= z(1 —7)

b} -
=5(l—§)_2(l“ﬁ)=—‘

o] o

Arvuta jargmised integraalid :

.a .4a
10, /(a — x)dzx 40, f_‘f)f‘id?
3 Ve

~Q

29, J x (o + z) dx g
59, f da
0 Ly 1t
22
.a a
39, fx (a®> — 2?) dx
0
7. Vordus

/f(x) == ()L C
tahendab sama, mis vordus

f(z) =F'(x) .
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Nonda on ikka
fF’(x) cde =)y 2.0,
Stimbolit (z) - da

nimetatakse funktsiooni F(x) elemendiks ehk
differentsiaaliks ja seda kirjutatakse ka d F'(x) :
d B ()=l n)ssd..
Kokkukolas sellega nimetatakse stimbolit dz ole-
nematu muutuja elemendiks ehk differentsiaaliks.

Olgu antud funktsioonid

1 i
.’L'2, e V:L

Anna nende elementide avaldised.

8. Anna funktsiooni elemendi definitsioon eeldades,
et on teada funktsiooni kasvamise kiirus.

Niaited. 10. Liikugu keha seaduse jargi

8= -S'(t) %

Missugust motet avaldab vordus

ds—s'(t) -dt ?

20, Tahendagu ¢ vee kaalu lahtises anumas. Auru-
mise tottu viheneb see kaal jarjest. Avaldugu vee kaalu
kiaik aja muutudes kujul

q=q(t).

Missugust motet avaldab vordus

dq=¢q'(t) -dt ?

30, Ohu rohumine b antud kohal on korguse 2 funkt-
sioon, korgust merepinnast arvates:

b=>b(h).
Missugust motet avaldab vordus
db ="b'(h) -dh ?
Téaienda nididete rida .3 uue niitega.
4t
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9. Olgu tegemist funktsiooniga ¥ =y (x). Tdhen-
dagu Az viikest x-i kasvu ja Ay sellele vastavat y kasvu.
Siis on

Ay ~ y'(x) - Az
ja see vordus on maksev seda tdpsamalt, mis viiksem
on Az. Kogu viimases lauses avaldatud moétet kirjutame
lithemalt kujus

Y — () dr:s

Naited. 10. Olgu ¥y =y(x) mingi kover z-y-tasa-
pinnas. Votame kaks ordinaati abstsissidel a ja z. Kovera,
selle kahe ordinaadi ja a-telje vahel olev pindala
u=u(x). Missuguses mottes tuleb moista vordust

du=y(z)- -dx ?

20, Poorelgu kover y =y (x) limber a-telje. Votame
kaks tasapinda tdpes a ja « risti z-teljega. Tekkinud
poordpind ja need kaks tasapinda piiravad teatava ruum-
ala V="V(x). Missuguses mottes tuleb méoista vordust

aV—wly(s)]2 de 2

Harjutis X :
Integraali moiste rakendusi.
1. M#dra integreerimise teel kolmnurga pindala,
mida piiravad sirged ;
y=2x-+1, y=—17(15—3x), T
2. Méara integreerimise teel pindala, mida piiravad

koverad : :
L o Rty

Ja - sirgeix=—=6",

3. Miira pindala, mida piiravad
kover — (242) (38— 1)
ja sirge P e aimy

Tee vabal kiel otsitava pinna skits.
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4. Miira integreerimise teel jargmiste koverate ja
z-telje poolt piiratud pindalad:
10, y=(x—3)(x—T) 40, y=4 + 3x — x2
20, y= (x—2)(x-+3) 50, y=ux (r—4)2
30, y=u2—"Tx 410 60. y= (x —2)(x—5)2

5. Poorelgu kover y2 — 2px iimber xz-telje.

Msiira integreerimise teel ruumala, mida piirab tekki-
nud pind ja selle ristiloige tdpis e =5 .

Vordle tulemust ennemalt iilesandes VII, 9 leitud tule-
musega.

6. Kover y =V 2 — & poorleb iimber z-telje.

Missuguse ruumala piirab tekkiv pind ja kaks tasa-
pinda, mis pandud lébi tdppide z=a ja x=0>0 risti
ax-teljega?

7. On antud jooned
Yy=x
! Bl
Kumbki moodustab poorlemisel iimber z-telje poord-

pinna. Méira keha ruumala, mida piiravad need kaks
poordpinda,

8. Maidra integreerimise teel ruumala, mida piirab
pind, mis tekib kovera
42 + y2 =4

poorlemisel timber xz-telje.
Sama tilesanne juhuks, et kover poorleb timber y-telje.

9. Hiiperbool 2 -—4y2=—1 poorleb ilimber x-telje.
Misdra ruumala ristiloigete vahel, mille abstsissid on
r=2 ja x =4. Kui palju erineb see ruumala tiivikoonuse
ruumalast, mis madratud samade ristiloigetega?
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10. Mééra integreerimise teel ruumala, mida piirab
pind, mis tekib kovera
X2 _|_ Y2 — 12
poorlemisel imber z-telje,

11. M&&ra integreerimise teel ruumala, mida piirab
pind, mis tekib kovera

22 4 y2 —2ax =0
poorlemisel timber z-telje.
12. Ringi #2 4 y2 =172 osa sirgete vahel 2 —7r—%

Ja =1 pooérleb iimber z-telje, Miira tekkiva keraseg-
menti ruumala.

13, Kover Y

poorleb timber z-telje. M#ira ruumala, mida piirab tekkiv
pind ja selle ristildige kohas & —h .

Valmista poordpinna skits.

14. Olgu antud kaks erikujulist pinda z-y-tasapinnas
kahe piistsirge vahel tipes t=—a ja z—=5 (joonis 19).
Loikame neid pindu mingi sirgega, mis on risti z-teljega.
Olgu /(%) ja ly(x) kaks nonda saadud pindade laiust.

Niita, et pindade suurused u; ja u, avalduvad integ-
raalidena :

b b
Uy = f ll (x) ~dx ja, Uy = fl_; (x) -da.
a a

Olgu erijuhul iga 2-i puhul
Li(z) =Ily(x) .
Niita, et siis g =2 Mg,

Sonasta vastav lause.
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15. Olgu antud kaks keha tasapindade vahel, mis ldbi-
vad tippe * —a ja * =10 ja on risti z-teljega (joonis 20).
Loikame kehi mingi vahepealse tasapinnaga, mis on samuti
risti z-teljega. Olgu selle poolt tekitatud ristildigete
suurused S; () ja So(x). Niita, et kehade mahud on siis

D b
Vl — [Sl(x) 'dx ja V2= [S2($) 'dx .
a ‘ Z

Olgu erijuhuliga 2-i puhul
Si(x) =8,(x) .

Ay

Joonis 19. Joonis 20.

Niita, et siis ka |
Sonasta vastav lause.
Lause kannab Cavalieri printsiibi nime,

16. Olgu traatspiraali (vedru) pikkus venitamata ole-
kus l,. Katse niitab, et spiraali pikenemine venitava jou
méjul on vordeline venitava jouga. Venigu spiraal 1 kg
jou mojul & em vorra. Kui suurt to6d nduab spiraali
venitamine pikkuselt /, pikkusele [ ?

Napunidide. Olgu x mingi spiraali vahepealne
pikkus, Kui suurt jéudu peab rakendama spiraalile, et ta
omandaks selle pikkuse? Kui suurt tood néuab spiraali
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edaspidine venitamine pikkuskasvu dz vorra? Siit edasi
maara noutud to0.

17. Olgu antud laiem anum veega (niit. pesukauss)
(joonis 21). Kui suurt t66d nduab korgi vettesurumine,
kui korgi 1d4bimo6t on D, pikkus [ ja erikaal o ?

Avalda noutud t66 ka korgi ruumala V, erikaalu o
ja korgi pikkuse ! kaudu. : ; .
Néadpundide. Olgukork
surutud vette siigavuseni z. Kui
suur torjejoud mojub korgile?
Kui suurt tood nouab korgi
edaspidine vettesurumine siiga-
vuskasvu dx vorra?
Siit edasi midra noutud to6.

Joonis 21.

18. Olgu antud anum mingi 6liga. Olgu selle 8li eri-
kaal ¢ = Paigutame tahi otsaga G6lisse. Olgu vilja-
ulatuva tahiosa pikkus /. Olgu tahi laius n ja paksus m ja
votku tahi kiudaine enda alla p protsenti tahi ruumalast.
Kui suure t66 teevad kapillaarsusjoud, mille mojul taht
imbub 0li tdis?

Nipundide. Votame mingi korgusel = ribaele-
mendi pikkusega dx. Kui suure hulga 8li see riba osa ene-
sesse mahutab? Kui palju see osa 6li kaalub? Kui suure
to6 ndudis selle osakese tostmine korgusele z ? Siit edasi
madra noutud too.

19. Olgu teada, et 1 em pikkune, 1 em? ristiloikega
raudvarras pikeneb 1-kilogrammise venitava jou mojul
4 em vorra. Mille vorra pikeneb oma kaalu mojul piisti
rippuv raudvarras, mille pikkus rohtseisus médtes on
h em, mille ristildige on S em2 ja mille aine erikaal on &?

Avalda arvutatud varda pikenemine varda kaalu,
varda ristildike ja varda pikkuse kaudu.
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Napunéaide. Olgu voetud kaugusel x kinnisotsast
arvates varda elemendike pikkusega dx. Missugune joud
venitab seda osakest? Mille vorra voetud elemendike pike-
neb selle jou mojul? Siit edasi méadra kogu varda
pikenemine.

20. Joonis 22. naitab tugiseina, mida iihelt poolt rohub
vesi. Olgu seina pikkus ¢ m, korgus b m, paksus ¢ m ja
vee korgus i meetrit. Olgu s selle kivi erikaal, millest sein
valmistatud. Kui paks peab sein viahemalt olema, et vee
rohk teda ei paiskaks timber?

Niapunédide. Olgu z mingi siigavus. Vota sellel
seina rohtriba paksusega dz.
Kui suur on vee rohk sellele I

ribale? Kui suur on selle rohu- = -:;Ff_‘;_::_:_';:
osa moment telje suhtes, mille HL TR e
iimber sein kalduks? Kui suur 1_: —————

on kogu veerohu moment? Kui
suur on seina omakaalu mo-
ment sama telje suhtes? Joonis 22.

Viimati-leitud vastustest saab tuletada noutud
lahendust.

21. Olgu tegemist vardaga, mille pikkus «; olgu
varda pikkusiihiku mass 4. Poorelgu varras iihtlaselt
imber telje, mis risti vardaga. Tehku varras N tiiru
sekundis. Miédra varda hoog.

Niapunidide. Vota mingil kaugusel x varda osake,
mille pikkus dz, ja avalda selle osa mass, kiirus ja hoog.
Leia saadud avaldise integreerimise teel terve varda hoog.



Peatiukk III.

Siinusfunktsiooni ja logaritm-
funktsiooni tuletised.
Harjutis XII:
Siinusfunktsiooni tuletis.

1. Joonis 23-a niitab, kuidas kohal abstsissiga z
saab konstrueerida ordinaadist y ordinaati T

yL]_'y

T 5
il

y

/]

y:ix
4

fe— | X X

e— 1 —»f X

Joonis 23-a. Joonis 23-b.

Joonis 23-b niitab, kuidas samal kohal abstsissiga 2

saab konstrueerida ordinaadist ¥ ordinaati % :
Pohjenda votted.

2. Joonista eelmises iilesandes niidatud vétte abil
koverad

APt 5 W g

Kirjelda saadud koveraid.
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3. Olgu gfe)= T sinie;

10. Kas on a-i vairtusi, millel g(x) pole maaratud?
Anna funktsiooni ¢g(x) madramise piirkond.

Missugustel -1 vaartustel g(z) =07

Niita, et funktsioon g(z) muudab oma mérki piira-
matu hulk kordi.

Kas kover y=g(x)
on siimmeetriline z-telje suhtes? — uy-telje suhtes? —
koordinaatide alguse suhtes?

Kuidas muutub funktsioon ¢(x) muutuja z-i abso-
luutvéirtuse kasvamisel ? — kahanemisel ?

Niita, et kover jadb kogu oma ulatusel nurka, mida
piiravadisivged Pe=w a8y —i Lo

20, Joonista kover

=S o]

vottes tarvilikud sin x viadrtused tihikringist.

Konstrueeri, saadud joonisest lahtudes, kover

Y= SN

Kas joonis kinnitab tulemusi, millele joudsid punk-
tis 107

30, Kas funktsiooni ¢(z) viirtused on tokestatud
iilalt? — on tokestatud alt?

Kas on lim | - sin &|=oc ?
x —>co

Miks ei?

Kas on

lim |2 -sin2|=0?
z—> 0
Pohjenda oma viited.

sin @

4. Olgu h(z) = — -

10, Kas on 2-i véaidrtusi, millel 2(z) pole madratud?
Anna funktsiooni k(x) midramise piirkond.

Missugustel z-i vidrtustel A(z)=0 ?

TARTU ULIKOOLI
RAAMATUKOGU
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Niita, et funktsioon 2(z) muudab oma mirki piira-
matu hulk kordi.

Kas on kover et h (%)

stimmeetriline 2-telje suhtes? — y-telje suhtes? — koordi-
naatide alguse suhtes?

Kuidas muutub antud funktsioon z-i absoluutvisir-
tuse kasvamisel? — kahanemisel ?

Niita, et kover jasib ribasse, mida piiravad jooned

% SN o 1
Yo AR Y e
Kas alguspunkti iimbruses kéver y=—h(z) ulatub
- : <My} 1
koverateni y — o i y;~ o o

20, Joonista kover
Y SIn
vottes tarvilikud sin # visrtused iihikringist.
Konstrueeri saadud joonisest lihtudes kover

Kas saadud joonis kinnitab tulemusi, millele joudsid
punktis 10?

30. Kas néhtub joonisest, et funktsiooni % (z) viir-
tused on tokestatud iilalt? — on tdkestatud alt?

Niita, et
lim £22 -0 |
& —»CO 2
Mis iitleb joonis piirvidrtuse
lim 252
P G T
kohta?

5. Jargmine skeem niitab piirviasrtuse
lim 212
x—>0
leidmist, kusjuures esimene vordus on kirjutatud 24. joo-
nise pohjal.
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Pohjenda igat sammu selles mottekdigus, eriti viimast

i L 2sina < 2x < 2tanz

sSinr<ae<tanz
& 1

Ig sin @ cos &
1>s”;w>005x
lim cosz=1
x—>0
N L el e
B D
6. Vordust
li sina
x>0

voib kirjutada ka kujus:

Sonasta selles vorduses
peituv lause ainult kaare ja
koolu moisteid tarvitades
(vt. joonist 24).

Joonis 24.

7. Jargmine skeem kujutab funktsiooni
Yy=sinzg
tuletise leidmist. Pohjenda igat mottekdigu sammu ja
sonasta tulemus.
y + 4y =sin (2 4 4x)
Ay =sin (x 4+ A4x) —sin

oL 4
=2 sin g-cos(x—{—-;)

p sin A;‘Z" b

Y A 2

= 2 Ja 08 (z 4 5 )
dx

Bl —-
2 Az
Ja " €08 (x 50

5
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-lim cos (z + 4'?)

Ax—>0 2

A R0 Ax—>0

Jarelda siit sin z tuletisvalem :
(sin )’ = cos z.

8. Leia jargmiste funktsioonide tuletised:
10, sin2x 50, sin (a4 z)
2, sin 2 60. sin (¢ — )
30, sinpzx 70, sin (px + q)
40, A sin 2aNz 80. A sin (px 4 q)

9. On teada, et

COS T sin(g- g )

Jarelda siit cos « tuletisvalem.

Tee sama ldhtudes valemist

cos & =sin (& + =) .

10. Leia jargmiste funktsioonide tuletised:

10, tan x 49, sin2 z

200 cot x 50, sin2 x - cos2 x
o » o L

30, sinx-cosz 6° 1—cos? -

11. Nurgaks kovera ja sirge vahel nimetatakse
seda nurka, mida moodustab sirge iihes puutujaga, mis
tommatud koverale kovera ja sirge iihistipis.

Kui suured on nurgad, mida moodustavad kéverad

1) = Sy Ye—iCOS e Y=rtan @
I6ikumisel a-teljega?
Sama kiisimus koverate puhul
Y=sinaxr ,  Yy=cos % Jiy==ultan Nz,

12, Missuguse kuju omandab sina tuletisvalem, kui
pole antud absoluutmo6ddus, nagu senini eeldatud, vaid on
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antud kraadides? — on antud minutites? — on antud
sekundites ?

13. Leia pindala, mida piirab kdvera y —sin & pool
lainet iihiselt x-teljega.

14. Leia pindala, mida piiravad koverad y =sinz. ,.

y = cos z ja a-telje 16ik % Lz m

Harjutis XIII:

Trigdnomeetriliste funktsioonide
tuletiste rakendusi.

1. Leia jargmiste funktsioonide maksimumid ja:
miinimumid :
10. sinx -+ cos & 30, sin & + cos 2%
20, sinz-cosx 40, sinz-sin (a — ).

2. On antud koimnurga kiilg a ja selle vastas olev
nurk a. Kui suured peab valima kaks teist nurka f ja 7,
et kolmnurga pindala saaks maksimaalpe?

3. Kujuta poolringi iimber vordhaarne kolmnurk
minimaalse pinnaga.
Niapunidide. Muutujaks vota alusnurk.

4, Kujuta poolringisse diameetrile toetuv trapets
maksimaalse pindalaga.

Napuniaide. Muutujaks vota nurk suurema aluse
" juures.

5. Rida lapsi tootab, istudes iimber iimmarguse laua,
mille 13bimoot on d. Laua keskpaiga kohal ripub korgu-
sel 7 lamp. Kuidas peab valima selle korguse k&, et laua
ddrel, kus asetsevad lahtilé6dud raamatud ja vihud, val-
gustus oleks maksimaalne?

Nipunidide. Muutujaks vali valgusekiirte kalde-
nurk a laua ddre kohal.
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6. Tiirelgu tépp P iihtlaselt ringi . mooda, mille
raadius on a. Tehku tépp N tiiru sekundis. Olgu tapp
aja alul ringi ja rohtdiameetri 16ikepunktis. Olgu ringil
tiirleva tapi projektsioon piistdiameetril'e tahistatud Q.
Vota see diameeter z-teljeks.

10, Anng tapi Q liikumise seadus, s. t. side aja ¢t ja
sellele vastava koordinaadi z vahel. :

Missugustes piirides toimub liikumine?

Kuidas esineb graafilises kujutuses t-x-side?

Kisiteldavat liikumist nimetatakse harmoonili-
seks vonkumiseks.

20, M#sra liikumise kiirus. Seleta iiksikasjaliselt,
kuidas kiirus muutub ajaga.

30. Maidra liikumise kiirendus, Avalda see tapi @
asendi ja tasakaalukoha vahelise kauguse abil.

40. Olgu liikuva tidpi mass m. Missuguse jou mojul
1app @ liiguks seletatud viisil?

7. Liikugu tdpp @ a-teljel seaduse jirgi
t=a-cos2aN t
Jja a-telg samal ajal y-telje sihis seaduse jirgi
Yy=a-sin2mw Nt .

10. Leia tdpi @ poolt kujutatud koévera, s. o. téapi
Q orbiidi vorrand.

20, Mitu tiiru tdpp teeb 1 sekundi viltel?

Olgu aeg, mida tipp vajab tdie tiiru ‘tegemiseks,
téhistatud 7. Seda aega nimetatakse perioodiks.
Avalda see aeg tiirude arvu N kaudu.

30. Leia tdpi kiiruse osad - ja y-telje sihis.

Avalda need kiiruse osad tdpi koordinaatide kaudu
Jja ndita, et tdpi kiirus on igal ajamomendil sihitud
orbiidi puutujat méoda. Leia kiiruse suurus ». Kas see
on ajaga muutuv?

40. Leia tdpi kiirenduse osad z- ja y-telje sihis.
Avalda need osad tdpi koordinaatide kaudu. Naita,
et kiirendus on igal ajamomendil sihitud ringi keskkoha
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poole. Kui suur on see kiirendus? Kas ta on suuruselt
muutuv?

Niita, et kiirendus uuritud liikumises avaldub kujul
v2:0 .

50, Olgu liikuva tdpi mass m. Missuguse jou peaks
tapile rakendama, et ta selle jou mojul liiguks praegu-
kirjeldatud wviisil?

8. Taisnurkne kolmnurk on antud oma kaatetiga
b (= AD) ja selle ldhisnurgaga o (= 4a). Kui korgele
voib kiilindida teise kaateti ¢ mi#dramise viga?

Niide. bi=138.6¢==20,2) ; a— 40028/ (-2},
Méara Aa. .

9. Pidikese korguse (nurga k) mootmiseks (joo-
nis 25) tarvitati juba vanal ajal nn. gnoomonit. Olgu

Joonis 25. Joonis 26.

selle korgus g. Mobtes gnoomoni varju pikkust p, leiame
tan 7 = Z . Olgu meetrites g=3,46 (+ 0,02) ning
p=5,2 (£ 0,5). Kui tidpsalt saab miirata nurka h?
Nipundide. Leia jagatise ]g) alammadr, iilem-
méér, nende aritmeetiline keskmine ¢ ja viimase voimalik

viga da. Rakendades edasi vea arvutamise pohivalemit,
avalda viga Ah vea A4a kaudu.

10. Kuu kaugus maakerast miiratakse valemi pohjal
(joonis 26):

r

T §ina

Rigo, Anal. ja stat. alged. 5
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Maakera raadius 7 on Kkilomeetrites 6370, nurk
a=>57. Kui suur viga voib tekkida kauguse a méiira-
misel nurga kindlusetuse tottu poole minuti vorra?

Harjutis XIV:
Logaritmfunktsiooni ja eksponent-
funktsiooni tuletis.
1. 10, Tahistame arvu z kiimnendlogaritmi téhega V)
Y-—log B
Selle funktsiooni vaartusi saab votta tabehtesn
Jargmine skeem néiitab selle logamtmfunktsmoni

tuletise leidmist. Pohjenda igat sammu, eriti viimast
kahte. y=log &
Y+ Ay =log (x + Ax)

Ay = log (z 4 Az) — log = log (1 + 2

dx
dy 198015 ) 105 (1 4 w)

Az P x . 0x
Ayt e lrlogs (i do)i
Az~ =z ox

’ 1 1
lim # Lo e &%ﬂw)
Az —> 0 Z s3>0 %

Viimasel piiriavaldisel on lihtne tdhendus:
: log (1 + dx) ’
lim —=————— = (log=
2> 0 LR L adtd £
Naiita seda tuletise definitsiooni rakendades.
Seda (log x)’x _, vaidrtust tahistame tdhega M.

20, Joonista voimalikult hoolsalt kover
y=logx (001 < 2= 10)
hésti suures mootkavas (ndit. lehel 20 < 5 em2) ja méaara
saadud jooniselt
(log =) il
vaartus.
Tapsam M vairtus on 0,4343.
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30, Kiimnendlogaritmi tuletisvalem omandab vare-
mini-6eldu pohjal kuju
(log )" = ~
Sonasta tulemus.

Kuidas oleneb log z kasvamiskiirus argumendi viir-
tusest?

2. 10. Olgu tegemist kahe logarltmsusteemlga mille
alused on vastavalt ¢ ja 10.

Niita logaritmi definitsioonivérrandist lihtudes, et
logy @
logyy a
20. Anna valem (log z) miédramiseks.

logax =

30. Valem omandab lihtsaima kuju, kui temas esinev

kordaja saab vordseks 1-ga. Missuguse aluse a puhul see
on nonda?
Seda alust mirgitakse siimboliga e ; arvu e tapsam
vadrtus on (kuuekohaliselt)
2,71828.

Logaritme, mis voetud sellel alusel, nimetatakse
naturaalseiks.

40. Naturaalse logaritmi tuletis on eelmise péhjal

Al
(log, #)' = — .
Sonasta tulemus.

3. Naturaalse logaritmi tuletisvalemi erakordne liht-
sus on pohjuseks, miks analiiiisis pea eranditult toota-
takse just naturaalse logaritmiga. Seda viimast kirju-
tame edasi siimboliga log, alust ¢ mirkimata jittes.

Arvutamisele asudes tuleb iile minna kiimnendloga-
ritmidele: need on kohasemad arvutamiseks, mispérast
ka tabelites just need logaritmid esinevad.

Anna valem iileminekuks naturaalseilt logaritmelt
kiimnendlogaritmele.

H#
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4. Olgu » mingi z-i funktsioon: u=wu(x). Siis on
logu(x) z-st kaudselt olenev funktsioon. Jérelda siit
valem:

[log u(@)l = 5

Kuidas oleneb funktsiooni logaritmi kasvamiskiirus

funktsiooni vaartusest?

5. Madra jargmiste funktsioonide tuletised:

10, log 5z 50, xzlogax—ux
20, log 3 60. log (a -+ )
30, log 3 70, log (ax + b)
49, log ax2 80, log (x2—3x+1)
6. Maira jargmiste funktsioonide tuletised:
10, log sin 49, log cot
297, log cos ax 50. log sin (& — bx)
30. logtanz 6 log tan (—920« + %)
7. Maidra jargmiste funktsioonide tuletised:
1° log = 30, logVzx
14 s
A ol 49, log V1 + 22

8. 10. Niita, lihtudes naturaallogaritmi tuletis-
valemist, et ¥

dx
-a;-=10gN .

Joonista funktsiooni valgkéiiguk(”)ver ja tolgenda vii-
mati-leitud vordust graafiliselt.

20, Olgu ¢ mingi arv. Naita, et

¢ N N
dx dx
oy xz
1

. Tolgenda asi graafiliselt,
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9, Joonista histi suures mootkavas vordhaarne
hiiperbool
1
T ok

Arvestades vordust

210
d.
iff: log 10 ,

midra mingi ligikaudse votte abil 10 naturaallogaritm
ja selle pohjal logme ning edasi e.

10. Olgu tegemist eksponentfunktsiooniga
y-==a¥
Vota moélemal pool naturaalne logaritm ja rakenda
selle logaritmi tuletisvalem. Leia siit eksponentfunktsiooni
tuletisvalem.
Kuidas oleneb funktsiooni ¢® kasvamiskiirus funktsi-
ooni enese suurusest?

11. Rakenda eelmises iilesandes leitud valem a” tule-
tise leidmiseks erijuhul a=e.

Kuidas on seotud funktsiooni ¢* kasvamiskiirus selle
funktsiooni vaartusega?

12. Midra jargmiste funktsioonide tuletised:

10, 2¢° LY 79, .5
20, e 8%,  xe® 80, ¢— ha?
30, 60 he @ R, L+eT)
13. Arvestades vordust
oM — ploga" — gnloga

niita, et valem

(2 it %

on maksev igasuguse n-i puhul.
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Harjutis XV :
Vea hindamise kiisimusi.

1. Olgu y'—=Tlog; 5 -

10, Olgu z-i védrtus saadud moGtmise teel ja olgu
Az mootmistulemuse voimalik viga. Kui suure vea see
Az tingib tabelist voetavas a-i logaritmis?

20, Oletame, et z-i m66tmisviga ulatub p protsendini
z-i vadrtusest. Niita, et siis z-i logaritmi viga

Mp
A log‘mx — 100 * ‘

kus M tahendab log,e = 043429 ~ 0,43 .

30. Koosta endale tabel:

j 2 : § 7'3 ‘\ 5 SW 10

\ "
W }

12

My
|

|
im
|

Missugusest p viartusest peale viga Az annab ennast
tunda juba logaritmi sajandikkudes? — logaritmi
kiimnendikkudes ?

40, Mitu kohta iilimalt on motet votta tootamiseks
logaritmidega, kui logaritmitavate arvude relatiivne viga
iiletab 2% ? — iiletab 11% ?

2. Logaritmide tabelid koostatakse harilikult nonda,
et tabelis seisvad logaritmid ei erine odigetest enam kui

% vorra viimse kiimnendkoha iihikust. Selle tottu nelja-

kohalisest tabelist voetud logaritmide viga on < 0,00005.

Kui tapsalt (protsentuaalselt) peavad andmed olema
teada, et oleks kohane nende logaritmimisel kasutada
kolmekohalisi tabeleid? — neljakohalisi tabeleid? — viie-
kohalisi tabeleid?
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Nédpunédide. Rakenda eelmises iilesandes tuleta-
tud valemit Adlog,,x jaoks.

3. 10, Olgu arv z antud nelja kohaga, nii et arvu

viga ei iileta ;—neljand‘a koha iihikust. Nidita, et arvu

relatiivne viga kiilinib siis halvemal juhul 5000 ~Di.

Niita, et sddrane viga arvu logaritmi tuhandendikke
veel ei mojusta, kiill aga kiimnetuhandendikke (halvemal
juhul 2 vorra). Mitme kohaga tuleb votta arvu z loga-
ritm?

20, Olgu tarvitada neljakohalised logaritmide
tabelid. Sealt saadavate logaritmide viga Alog z ei iileta
0,00005. Niita, et logaritmi jargi midratava arvu z rela-
tiivne viga voib kiitindida timmarguselt 0,0001-ni. Mitme
kohaga saab sel puhul miirata arvu x ?

4, Niita, et iildiselt tuleb tarvitada nii mitme koha-
lisi logaritme, kui mitme maksva kohaga on antud arvud.

5. Olgu tegemist logaritmilise arvutusliikatiga, mille
skaala on valmistatud pikkusmoo-

dus ! mm. Skaala konstruktsiooni- i 4
printsiip on néha joonisest: 27: 1 x
méargime mingi tdpi sirgel arvuga Joonis 27.

1, kanname seilest tapist alates
sirgele 1oigu [-log,ox ja kirjutame Idigu Iopukriipsu
juurde argumendi z vaartuse.

10, Olgu minimaalne pikkusvahe, mida veel skaalal
selgesti ndha suudame, mirgitud 2 mm. Selle 4 mm
vorra voib skaalal niidiseade digest erineda, ilma et silm
seda miarkaks. Olgu sellest silma lahutusvoime puudulikku-
sest tekkiv x-i lugemi viga Az ja sellega x-i lugemi rela-
tiivne viga Zf . Avalda viimane Z ja [ kaudu.

20, Niita saadud avaldise pohjal, et skaalal méargi-

tud arvude lugemite relatiivne viga on kogu skaalal
konstantne,
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30, Niita, et tootamisel logaritmilise arvutusliika-
tiga saaduste tdpsus on vordeline mootiihikuga, milles
skaala ehitatud, ja vordeline silma lahutusvéimega,

Niited. a) Olgu mm-tes [ =125, 4 =0,2. Md&ira
lugemite voimalik protsentuaalne viga.

¢) Missuguse pikkusmoodu I peab valima, et arvu-
tusliikat voimaldaks iimmarguselt sama tdpsuse, mis
neljakohalised logaritmide tabelid?

6. Funktsiooni f(z) naturaallogaritmi tuletis aval-
dub kujul

1"(®)
[log =) = ey -
Olgu u=1u(x) ja v —v(x) muutuja z-i funktsioonid.
Leia avaldiste
W ie n
uv , o la w
tuletised, vottes esiti nende avaldiste logaritmid ja leides
nende logaritmide tuletised.

7. Madratagu suurus & otsese mootmise teel;
méadratagu suurus u selle mootmise saadusest kaudselt
valemi pohjal:

W ==l ()

Olgu z-i mootmisel tehtud viga Az, sellest/ tingitud

u viga Au ja u naturaallogaritmi madramise viga Alog u.

Naita, et suuruse wu naturaallogaritmi viga on
vordne suuruse u relatiivse veaga.

8. Olgu :
S = a2
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Midratagu suurus z otsese modtmise teel ja olgu
Az selle modotmissaaduse voimalik viga. Avalda suuruste
S, V, ... W voimalikud protsentuaalsed vead -i protsen-
tuaalse vea kaudu.

Niapunidide Rakenda eelmises iilesandes tuleta-
tud lauset, :

Niaited. Midra sel teel ruudu pindala ja kuubi
ruumala relatiivne viga.

9. Midratagu nurk o otsese mootmise teel ja arvu-
tatagu suurused
D, ¢ jar
valemite abil
p=a-sina, g=0b-cosa, r=c-tana,
kus @, b ja ¢ on tidpsalt teada olevad konstandid.

Ulatugu @ modtmisviga Ae-ni. Anna valemid p, ¢
ja r protsentuaalsete vigade arvutamiseks juhuks, et ¢ on

moodetud nurga absoluutmoodus; — juhuks, et @ on
moodetud kraadides; — juhuks, et a on moodetud
sekundites.

Niapuniaide. Rakenda eelviimases iilesandes tule-
tatud lauset.

10. Olgu ristkiiliku mooted ¢ ja h temperatuuri ¢
funktsioonid. Siis on seda ka ristkiiliku pindala:

S(t) =a(t) - h(t).
Kasvagu temperatuur A4t vorra. Avalda pinna S
relatiivne kasv kiilgede a ja h relatiivsete kasvude kaudu.

Niapundide. Logaritmi S(¢) avaldist, vota saa-
duse tuletis ja korruta leitud vorduse molemad pooled
At-ga.

11. Olgu
__u(x) - v(z)
0 w(m)
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Ulatugu u-viga halvemal juhul Au-ni, v-viga Av-ni
ja w-viga Aw-ni. Niita, et

k%] 4] 2],

Nipuniide, Vota 2 naturaallogaritm; see koos-
neb kolmest liikmest, Iga liikme viga saab avaldada and-
meis. Halvemal juhul liituvad koéik kolm viga.

{Az fdu

| 2

12. 10. Tiisnurkses kolmnurgas on mosdetud hiipo-
tenuus ¢ meetrites ja nurk o kraadides. Hiipotenuusi
mo6otmisviga ulatub halvemal juhul 4e-ni, nurga ¢ méot-
misviga Aa-ni. Anna kaateti ¢ arvutamistulemuse voi-
malik relatiivne viga.

20, Taisnurkses kolmnurgas on mdddetud kaatet b
sentimeetrites ja nurk a kraadides. Voéimalikud moot-
misvead kiiiinivad vastavalt 4b-ni ja Ae-ni. Anna kaateti
a arvutamistulemuse relatiivne viga.

Nédited a) c=384,7 (=0,3); a=280 (= 00,5) .

Ada
Maara Gl

b) b=T8,6 (+02); @ =620 (= 00,2). Mara 2.

13. Kaldnurkses kolmnurgas on moddetud iiks kiilg
ja kaks selle lahisnurka. Modtmistulemused on vastavalt

b(+4b), a(=*4da), y (= 4y),)
Anna kiilje ¢ arvutamistulemuse v6irﬁ/alik relatiivne
‘viga,
Nidide. b=120,6 (=0,4); 0=2605 (= 00,1);
y="T804 (00,2). Maiira 2

14. Olgu moodetud kaldnurkse kolmnurga kaks kiilge
ja nende vahel olev nurk, Olgu mootmistulemused
vastavalt

a(=4a), b(=db), 7(=4y).
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Neist andmeist saab arvutada kolmnurga pindala S.
Milleni v6ib timmarguselt kiiiindida pindala arvutamis-
tulemuse relatiivne viga?

Niide. a=0,78 (=0,04); b=048 (= 0,02);
y =13405 (= 00,2). Mara 2o .



Peatukk 1V.
Poliilnoomide rakendamine arvutus-

abinouna.

Harjutis XVI:
Newton’i binoomvalem.

1. Vottes tuletise funktsiooni y(x) 1. tuletisest saame
funktsiooni 2. tuletise, vottes tuletise sellest saame
funktsiooni 3. tuletise, vottes tuletise sellest viimasest
saame funktsiooni 4. tuletise jne. Esimesi kolme kirju-
tatakse ¥, y”, y” ; k-jargu tuletist kirjutatakse juhul,
kui k> 3, y®

10, Méaidra funktsiooni y=x2 esimesed 4 tuletist.
Missugused on koik jargmised?

20. Madra funktsiooni y=0ax2 -+ bx -} ¢ esimesed
3 tuletist. Missugused on koik jargmised?

2, Olgu y = a" Anna ¥, ¥”, v, ... y® avaldised.
Anna y™ avaldis.

Missugune on ¥ ®+1 ja kéik jargmised tuletised?

3. Niita, et n-da astme poliinoomi (7 - 1)-ne tuletis
ja koik sellele jargnevad on nullid.

4, Korrutist 1-2.3.-.n
mérgitakse liihemalt siimboliga
n!
(loe:n-faktoriaal).
Anna funktsiooni n! vidrtuste tabel vahemiku jaoks
1 <n<10. Kujuta selle funktsiooni kiik graafiliselt.
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5. Olgu ¥ =% A 011 ) T O T y® avaldised.

6. Kasvagu summa ¢ krooni liitprotsendili-
selt ja olgu kapitali tuluprotsent aasta kohta p. Anna
iiksliikmeline avaldis kapitali suuruse jaoks

1. a. 16pul, 2. a. 16pul, 3. a. lopul, ... n-da a. 1opul.

Anna tulemusele iilevaatlikum kuju, mérkides murd

1—1)06 liilhemalt ». Missuguse summani s kasvab 1 kroon

n-da aasta 1opuks?

Niaited. Arvuta s erijuhtudel :
n=—10; =38, p=56, p=10.

7. Olgu raadiolambi ruumala V cm3. Lambi tiihjen-
damiseks ohust iihendatakse ta Shupumbaga. Viimane
imeb iga kiigu puhul p protsenti lambis olevast ohust.
Kui palju ohku jadb lampi peale 1. kaiku, 2. kiiku,
3. kaiku, ... n-dat kdiku? Vastused anna iiksliikme
kujus.

Kirjuta tulemused iilevaatlikumalt, miarkides murd

—1%0 liithemalt 7. Missugusé kuju omandavad saadud aval-
dised erijuhul V=12
Niide. Olgu V=1, p=90. Kui palju dhku jaab

raadiolampi peale pumba 10, kiiku?
8. Avaldis 1-+a2 on 1. astme poliinoom;
” (1 + x) 2 » 2’ ”»” "

” (1+x)3 ” 3’ ” ”
nagu seda niitavad 2. ja 3. avaldise arendised. Toesta

tiielise induktsiooni viisil, et avaldis (14 2)" on n-da
astme poliinoom.
9. Avaldis (1 -+ 2)" on n-da astme poliinoom. Selle-
parast voib kirjutada:
(14 2)" =eo+ e+ a2® + -+ -+ Cua”
kus kordajad ¢y, ¢;, €2, ... €, On esiotsa teadmata. Leia
need kordajad.
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Népunidide. Viimatikirjutatud vérdus peab
olema maksev iga 2-i puhul. Samuti on maksvad i ga
#-1 puhul koik need vérdused, mis saame, kui vdtame
eelmise vorduse mélema poole 1., 2., 3., ... n-da jirgu
tuletise. Asetades antud ja saadud vordustes x-i asemele
mingi vaartuse, niiteks nulli, saame méérata kordajad e.

Leia need kordajad ja anna iildine valem avaldise
(14 2)" arendamiseks.

Saadud valem kannab Newton’i binoom-
valemi nime.

10. Avaldist (« 4 8)" véib ikka kirjutada kujul
2 b
e+ 50]"

voi kujul

a" (14 %)" y
Tuginedes sellele mirkusele anna valem
(a -y
arendamiseks.

11. Niita, et Newton’i binoomvalemi kordajate
summa on 2"

Nipunidide. Arenda avaldis (1—{—1)" A

12. Anna valem avaldise (1— z)¥ arendamiseks.

Niita, et saadud arendise kordajate summa on null.

13. Arenda N e w t o n’i binoomvalemi abil jargmised
avaldised :

19 (14 a)p 50. (14t
20, (14 ) 6% (+ap
30. (l {0y CL)2 7? (1 —_— 'r)G

4, (1—ap 8. (w0 -
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14. Arvuta jargmised astmed peenelt neljanda
kohani, rakendades selleks Newton’i binoomvalemit.
Arendisest vota ainult tarvilik hulk litkmeid.

10, .¢1.1)° 40, (0,95)°
20, (1,05)? 50, (0,99)°
30, (1,002)"° 60. (0,998)%°

15. Kordajat ¢;; N e wton’i binoomvalemis, nimelt
nem—1)-m—2).--(n—k+41)
R B LT Pl ’
kus k tdhendab iiht arvudest 1, 2, 3, ... n, mirgitakse
lithemalt stimboliga (n)
k

Kirjuta Newton'i binoomvalem, méirkides kordajaid
praeguniidatud viisil,

(loe: n iile k).

16. Anna jargmiste siimbolite arvuline viirtus:

goudbfs | 15T e
. (1) o (B

17. Niita, et siimbolit (7‘) saab kirjutada kujus

n!

=0

(8) = a2

Rakenda viimast valemit jargmiste siimbolite vadr-
tuse arvutamiseks:
12
(¥) -

(7} <i%A%)
18. Laienda siimboli (") mdiste juhule k= 0. Mis.

k
vaartus tuleks anda siimbolile (8)?

Jarelda siit, et

Mis vidrtus tuleks anda siimbolile 0! ?
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19. Naita, et
n n _|n41).
(%) + (e 50) = (3F1)
20. Rakenda eelmises iilesandes seisvat valemit N e w -
t 0 n’i binoomlause toestamiseks taielise induktsiooni viisil.

Niapunidide. Eelda, et
o= () (1) (1) 4+ (2]
naita, et siis kindlasti :
(1+x)n+1=(n-gl)+(n-i—1)_x+(n;-1)_x2+
_|_...+(::i}).xn+l;

veendu, et eeldus on maksev n-i erivadrtusel 1; jarelda
eelkiivast, et valem on maksev iga n-i puhul.

Siin esitatud N e w t o n’i binoomvalemi tuletamisviis
ei eelda tuletise moiste tundmist.

Harjutis XVIIL:
Avaldiste lihendamine poliinvomidega.

1. Olgu valmistatud hobedast ruutdetsimeetri mudel.
Olgu selle mudeli kiilje pikkus 00 temperatuuril parajasti
1 dm. Hobeda joonpaisumistegur on 20 - 10790

10, Avalda mudeli pindala S temperatuuri funkt-
sioonina. Anna selle pindala avaldis ar/éndatud kujul.

20, Koikugu temperatuur 0 ja 100 kraadi vahel.
Kui suured on 1. ja 2. astme liikkmed minimaalselt ja
maksimaalselt? Mitu korda vihemalt 1. astme liige iiletab
2. astme liikme?

30, Olgu valmistatud ¢-S-diagramm. Olgu tempera-
tuuriteljel pikkuseiihikuks 10 mm ja pindala-teljel 100 mm.
Kas on joonisel ndha 2. astme liikmelt antud lisa?

Kuidas toimetada kdige otstarbekohasemalt S-kidigu
graafilist kujutamist?
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49, Poliinoomi S; =14 40-10"°¢
nimetatakse poliinoomi
S=1+440.10""%440.1071¢
lahispoliinoomiks. Miks? :

2. Olgu valmistatud tsingist kuupdetsimeetri mudel.
Olgu selle mudeli kiilg 00 temperatuuril parajasti 1 dm.
Tsingi joonpaisumistegur on 30-10 °.

10, Avalda mudeli ruumala V temperatuuri funkt-
sioonina. Anna selle ruumala avaldis arendatud kujul.

20. Koikugu temperatuur 0 ja 100 kraadi vahel.
Kui suured on 1., 2, ja 3. astme liikmed minimaalselt ja
maksimaalselt? Mitu korda vihemalt 1. astme liige
tiletab 2. ja 3. astme liikmed? Mitu korda vihemalt
2. astme liige iiletab 3. astme liikme?

30. Olgu valmistatud ¢-V-diagramm. Olgu tempera-
tuuriteljel pikkusiihikuks 1 cm, ruumala-teljel 100 cm.
Missuguste pikkustena kujunevad 2. ja 3. astme liikmete
maksimumid? Kuidas toimetada kéige otstarbekohase-
malt V-kdigu graafilist kujutamist?

40, Missugused on V esimesed kaks lahispoliinoomi
V, ja Vy?

3. 1°. Kandku raha aastas p protsenti tulu. Mis-
suguse summani » kasvab 1 kroon n-da aasta 16puks, kui
tulu arvestada lihtprotsendiliselt?

Missuguse summani v kasvab 1 kroon n-da aasta
16puks, kui tulu arvestada liitprotsendiliselt?

Missuguse kuju omandavad leitud valemid, kui lgU

mirkida lilhemalt tidhega »?
20, Arenda v avaldis. Mille vérra (limmarguselt)
erinevad teineteisest » ja wu?

30. Olgu protsendimiir p=—>5. Mis aastast peale

sel juhul hakkab ennast tunda andma arendise 2. liige
nnh—1) ,
7 r 3

P

Régo, Anal, ja stat. alged.
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s. t. mis aastast peale annab see liige vihemalt 1-sendise
lisandi? Missuguse n vidrtuseni voib meie juhul ldhen-
dada eksponentfunktsiooni
v=(1+4 ’I')"
poliinoomiga
: =1+ ?

40, Arvuta otseselt jargmises tabelis noutavad suu-
rused, vottes r=10,05:

‘n 12345)6\7 8 |

n [ | | ”{ 1
() | | | l

A

Kujuta nende andmete pohjal 1 krooni kasvamiskéik
5-protsendise aastatulu puhul juhuks, et kasvamine toi-
mub lihtprotsendiliselt, ja juhuks, et see toimub liitprot-
sendiliselt. Molemad joonised valmista iihes ja samas
koordinaatvorgus.

4. 10. Olgu vedeliku ruumpaisumistegur . Olgu
vedeliku tihedus 00 temperatuuril d,. Niita, et siis tema
tihedus %0 temperatuuril

d= b

i VR
20, Naita otsese jagamise teel, et

— Gyl —pipr— )" £

Viimane sulgudes seisev liige kannab avaldise ‘_;I!-?;’?
arendise jaadkliikme nime.
Kontrolli viimatikirjutatud vordust korrutamise teel.
30, Piirituse puhul on dy= 0,80, f=1-10"".

Koikugu temperatuur ¢ 0 ja 50 kraadi vahel. Kui
suured on 1., 2. ja 3. astme liilkmed maksimaalselt? Kas
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2. ja 3. astme liifkmed mojustavad oluliselt tiheduse d
vaartust? Mida voib elda 4. ja jirgmiste, eriti ka jadk-
liikme méojustuse kohta?
40, Avaldis
do(1—pBt)
on murdratsionaalse funktsiooni
dy

lahisavaldiseks. 144t
Niita, et viga, millega avaldis do(1— ff) kujutab

~

funktsiooni %lg—t on limmarguselt vordne d,32t2.

50. Kuidas esineks ¢-d-olenevus vahemikus 0 < ¢ < 50,
kui seda olenevust saaks graafiliselt kujutada tdpsalt?
Millena ta esineb 1. ldhenduses?

5. 10. Olgu antud murdratsionaalne funktsioon

Niita otsese jagamise teel, et
! : 21
y=l+atoft a0

Kontrolli tulemust korrutamise teel.

Niita, et viga, millega poliinoom

m=1l+z+4a*+... 42"
kujutab funktsiooni y, on viikese #-i puhul iimmarguselt
a1

20, Poliinoomid

=14z, yp=1+42+22, .
Yn=1+z+2*+ b SRl
on funktsiooni y ldhispoliinoomideks.

Kujuta graafiliselt funktsiooni y kiik vahemikus
—2 <z < +1. Kujuta samas koordinaatvérgus polii-
noomi y, kiik, sellest ldhtudes y, kidik ning edasi y; kiik.

Missuguses vahemikus joonisel pole vdimalik eral-
dada y- ja y;-koverat? — y- ja y.-koverat? — y- ja
ys-koverat?

6%
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30, Vahed
HW=Y—Y1, =YY, Yg=Y ilas T
on Ve ad, millega poliinoomid ¥y, ¥>, ¥z - -« kujutavad

funktsiooni y.

Kujuta uues koordinaatvorgus nende vigade kaik -1
muutudes, vottes vigade vidrtused endiselt jooniselt ja
kujutades «-i vaartusi samas moodus, milles endiselgi
joonisel.

6. 19 (_)lgu

x
Yy=13="

Anna selle murdratsionaalse funktsiooni 1., 3. ja
5. astme ldhispoliinoomid.

20, Kujuta graafiliselt funktsiooni y kéik vahemikus
—3 < & <+ 3. Kujuta samas koordinaatvorgus funkt-
siooni y ldhispoliinoomide ¥, , ¥s ja ¥s kdik vahemlkus
e S

30, Missuguses vahemikus joonisel langevad iihte
Y- ja ys-kiigukoverad? — y- ja y5-kiigukoverad?

L0107 HOlou

1
Y=1x="

Anna selle murdratsionaalse funktsiooni 0. astme,
2., 4, ja 6. astme ldhispoliinoomid. o

20, Kujuta graafiliselt murdratsmnaalse funktsiooni
y kaik vahemikus —3 <@ < + 3.

. Kujuta samas koordinaatvﬁrgus lahispoliinoomide
Yo, Y2, Ys Ja Ys kaik vahemikus — 1,6 < < + 1,5.

Missuguses vahemikus joonisel pole vdimalik eral-
dada y- ja yo-joont? — y- ja yy,-koverat? — y- ja y,-kove-
rat? — y- ja yg-koverat?

30. Mida iitleb joonis kiisimuse kohta, kas uuritavat
lihendamist meie poliinoomidega ¥,, Y2, Y4, Yg JN€. ON
voimalik teostada iga a-i puhul, voi ainult teatud vahe-
mikus?
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8. Koigil varemini-kisiteldud juhtudel lihendasime
funktsioone poliinoomidega ja nimelt tdpi « = 0 iimbruses.
Saarast ldhendamist on aga ka voimalik teostada iga teise
tapi limbruses. Selleks tarvitseb vaid iile viia koordinaa-
tide algus sellesse téappi, teisendada vastavalt sellele antud
funktsiooni avaldis ja toimetada, nagu varemini niidatud.

Olgu

1 .
V=1if="
Lahenda see funktsioon 1., 2., 3. ja 4. astme poliinoo-
miga punkti z = 1 iimbruses.

9. Olgu antud irratsionaalne funktsioon

1
y=V1itaz=(1+z)?

Moistame selle y all vorrandi y2— (1 -+ 2)=0posi-
tiivset lahendit. Lihendagu teda teatud x-i vahemikus
poliinoom

= €+ &+ 6% 4+ -+ 4 2"

Olgu viga, millega see poliinoom kuJ utab funktsiooni y,
margitud v,, (x).

Siis on

y(2)=y(x)+ vy () .

Kordajaid ¢ saab méaérata, seades tdiendavaid noudeid.
Nouame, niiteks, et 2-i erivéddrtusel x =0 ldhendus ¥,
omandaks sama vaartuse, mis y-gi: y=y,, ; siis on vn(0)=0
ja ¢o=1. Kui nouame edasi, et erivididrtusel x =0 ka
¥ =1, , siis saame v(0)=0 ja ¢, =~$ . Kui nouame
edasi; et eriv'aiéirtusel =10 olelis Y/—=Va". W’ =4" ~jue

( ) Jn , saame jarjest madrata koik kordajad c. Tee
seda

Kujuta funktsiooni y kidik vahemikus — 1 < x < + 3.

Kujuta samas vorgus lidhispoliinoomide v, , ¥, ¥5 , ¥4
kédik vahemikus —2 < ¢ < + 2.

Mis iitleb joonis nende lihenduste headuse kohta?
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10. Olgu <
y=)1—r=@0—x)%

Moistame selle y all vorrandi y2— (1 —2x)=0posi-
tiivset lahendit.

Anna selle funktsiooni esimesed 4 lahispoliinoomi.

11, 10. Eelmises kahes iilesandes leidsime:
Vifz ~ 1—|——x——x2—l—7x3—§§x

ja ]/mfwl—%m—%—xz—i%ﬁ——o—x
Valemid on seda tipsamad, mida viiksem on x. Miks?
Olgu niiteks « < 0,1. Kui suure lisandi annab halve-
mal juhul 3. astme liige? — 4. astme liige? :
" Kui peenelt saab maiirata Vl—JFGc_ ja V11—« vale-
mite jargi
VIFe~ltyo—gatis Vimo~1l—go—ga?
juhul, et « ei kiitini 0,1-ni?
20, Maara viimati-antud valemite abil jargmised
ruutjuured ja kontrolli saadused:

21 - 37 -
je Y107 T V0,92 .
12, Eelmises iilesandes naidatud votet ruutjuurte
madramiseks saab rakendada iga juurealuse puhul. Tuleb

vaid esiotsa ruutjuur vastavalt teisendada. Jargmised nai-
ted selgitavad, kuidas seda teha:

Ve =VoiF 1=} 640+ g =8 1+
V41_]/HT5 LY1025 = L y12df 1=

—1 V1024(1+m) =211 It
> 3.16 lb
V3= "= ]/48_~1/49—-1—~—V49(1—E

=TV1_4_9

Sonasta vote.
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Arvuta siin antud kolm ruutjuurt ja kontrolli saa-
dused.
Arvuta sama votte abil

AN ST o g v i O

3 e
13. 10, Olgu y=V1+z=(1+x)° .
Anna selle funktsiooni 3 esimest ldhispoliinoomi.
20, Rakenda 3. astme lahispoliinoom 3

3 3
)345 ja 2 arvutamiseks.

Niapunéidide.

3 3
S 2 1 e
43 2 =V343(1-{—m)=7‘l/1+%

2. 64 sl Aol Ak
=T VIB= V1% =

3
_l,]/
PR

30. Sonasta iildine eeskiri J a leidmiseks praegu-
niaidatud viisil.

<=
ol
I
< -
b (L

3
< AT 5 T
1250+ ) =5/ 1+ -
3

14. 10, Olgu
U = sinres

Anna selle funktsiooni 1., 2., 3., 4. ja 5. ldhispoliinoo-
mid ¥y, Yo, Ys, Ys Ja Y5 .

Kas poliinoomid ¥, ja ¥4 erinevad vastavalt poliinoo-
midest ¥, ja y3 ?

20, Kujuta mm-paberil (25 < 25 ecm2) sin « kidik vahe-
mikus — 27 < ® < 4+ 27 ja samal joonisel ka sin x esi-
mese lahispoliinoomi kiik. Sellest ldhtudes kujuta y; kéik
ja edasi y; kaik. .

Missuguses vahemikus joonisel pole voimalik eraldada
sin 2 ja y; kdigujooni? — sin z ja ys kiigujooni? — sinz
ja y; kiaigujooni?
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30. Kujuta uues koordinaatvorgus, samas méootkavas
mis vareminigi, vigade v, (), v3(x) ja vs(x) kiigud.
Tarvilikud andmed selleks véota eelmiselt jooniselt.

15,19, - Olgu
Y —cosd.,

Anna selle funktsiooni 0., 1., 2., 3. ja 4. lihispoliinoo-
mid Yo, Y1, Yo, Y3 ja Y, .

Kas poliinoomid y, ja ys erinevad vastavalt poliinoo-
midest ¥y ja ¥y ?

20. Kujuta mm-paberil (25X 25cm?2) cosz kiik
vahemikus — 27 < < -+ 27 ja samal joonisel ka cos
ldhispoliinoomi y, kdik. Sellest lihtudes kujuta Y, kiik
ja edasi y, kiik,

Missuguses vahemikus joonisel pole véimalik eraldada
cos z ja ¥y, kdigujooni? — cos z ja y, kiigujooni?



Peatukk V.
Statistilise meetodi alged.

Harjutis XVIII:
Nédhtuse toendosuse moiste.

1. 10, Vota méng kaarte, sega nad histi ldbi, tomba
moni kaart ja mérgi tulemus. Pane tulnud kaart teiste
sekka, sega kaardid uuesti ldbi, témba kaart ja mirgi
tulemus. Korda katset samal viisil monikiimmend korda.

Poorame tdhelepanu tulnud kaardi varvile. Kas
on mérgata mingit seaduspédrasust musta ja
punase kaardi esinemiste reas?

Poorame tdhelepanu kaardi pildile. Kas on mir-
gata mingit seaduspadrasustkuninga,emanda
ja teiste kaartide esinemiste reas?

20, Vota 25-sendine raha, sea ta #irega lauale, pane
ta poorlema, oota, kuni ta poorlemise l6ppedes lauale
langeb, ja margi tulemus: vapp voi kiri. Korda katset
veel paarkiimmend korda. Kas on mirgata mingit
korraparasust vapi ja kirja esinemiste reas?

30. Vota taring, viska ta lauale ja mirgi tulnud
silmade arv. Korda katset monikiimmend korda. Kas on
mérgata mingit reeglipédrasust silmade 1, 2, 3, 4,
5 ja 6 esinemiste reas?

2. Olgu tegemist mingi katsega; kordame teda hulk
kordi; jargnegu saadud katseteseerias katsetulemused iiks-
teisele reeglipdratult, allumata mingile seadusele voi
korrale; sel puhul kirjutame katse tulemuse
juhusemidngu arvele,.
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10. Kas on vbdimalik ette delda, missugune kaart just
tuleb esile, kui hasti 1dbi segatud kaartide mingust votta
iiks kaart?

Kas on voimalik ette delda, missugune silmade arv
Jjust ilmub taringul tema 5., 8., 21., 99., N-dal viskel ?

Olgu. vappkiri-midngu puhul teada esimese n katse
tulemus. Kas on voimalik ette delda, missuguse tulemuse
annab (n 4 1)-ne katse? — mingi muu kindla jirje-
numbriga katse?

20, Kana muneb aasta jooksul teatava hulga mune.
Kas neil munadel on koigil tidpsalt sama kaal? Kas saab,
teades esimese » muna kaalu, kindlasti ette delda, mis-
suguse kaaluga saab olema (n - 1)-ne muna? — mingi
teine suurema jarjenumbriga muna?

30, Moodame sammudega kooli ja kodu vahelise tee
pikkust. Kordame seda mootmist mitmel korral. Kas
jouame igal juhul iihele ja samale tulemusele? Miks?

Kas on voimalik, teades n mddtmise tulemust, ette
delda, missugune on mingi suurema jirjenumbriga moot-
mise tulemus?

40, Taringu viskel tulev silmade arv, kana muna
kaal ja kauguse mootmise tulemus on juhusest ole-
nevad suurused. Anna uusi juhusest oleneva
suuruse niiteid,

3. Korda vappkiri-mingu 10 korda; miara selles
katseteseerias vapi esinemise sagedus a, ja vapi

. . . a . .
. esinemise relatiivne sagedus 111) . Pikenda katsete rida
veel 10 katse vorra, miidra vapi esinemise sagedus a,

niitid juba 20 katses ja vastav relatiivne sagedus % .

Jatka katsete rida ja miidra vapi esinemise relatiivne
sagedus jirjest 30, 40, 50, ... 100 katses. Kujuta nende
relatiivsete sageduste kiik graafiliselt. Mida vdiks joo-
nise pohjal oletada vapi esinemise relatiivse sageduse
kohta katseteseeria edaspidisel pikendamisel?
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4. ,Eesti Statistika“ andmeil on Eestis 1928. a.
stindinud lapsi:

Maakond iihes sinna

kuuluvate linnadega Poeglapsi Titarlapsi
Viru 1495 1343
Jarva 574 571
Harju 1565 1683
Ladne 748 702
Saare 586 586
Parnu 857 808
Viljandi 664 640
Tartu 1596 1453
Valga 357 340
Voru 849 819
Petseri 930 898

Kui suur on neil andmeil poeglaste esinemise rela-
tiivne sagedus vastsiindinute hulgas Viru maakonnas? —
Viru ja Jiarva maakonnas? — esimeses kolmes tabelis
méargitud maakonnas? — esimeses neljas maakonnas? —
viies? — kuues? — iiheteistkiimnes?

Kujuta leitud relatiivsete sageduste kaik graafiliselt.

Noutud véadrtused anna nelja kohaga.

Mida voiks joonise pohjal oletada poeglaste esinemise
relatiivse sageduse kohta vastsiindinute registri edas-
pidisel pikendamisel (n&it. Liti maakondi juurde vottes) ?

5. Vota moni eestikeelne kirjanduslik teos ja 166 ta
monel lehekiiljel lahti; vota sellel lehekiiljel 5 triikirida,
loenda neis esinevate tahtede hulk ja médra selles hulgas
esineva a-tihe sagedus. ‘

Kui suur on a-tihe relatiivne sagedus voetud 5 reas?

Vota veel 5 rida juurde. Kui suur on a-tihe relatiivne
sagedus voetud 10 reas? Maiidra edasi a-tdhe relatiivne
sagedus 15 reas; — 20 reas; — tervel lehekiiljel. Kujuta
leitud a-tdhe relatiivsed sagedused graafiliselt nende ole-
nevuses voetud ridade arvust.
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Kui suur on timmarguselt a-tihe relatiivhe sagedus
eesti keeles?

Kuidas saaks noutud arvu maéadrata ikka tdpsamalt
ja tipsamalt?

6. Maara korvu eelmises iilesandes leitud a-tihe rela-
tiivse sagedusega eesti keeles ka veel h-tihe relatiivne
sagedus.

Mis jargneb oeldust tdhtede « ja A tarviliku tiilipide
hulga kohta triikikoja ladumiskastis?

7, 10. Olgu tegemist pika voidusoiduteega. Olgu
seal iga 10. kilomeeter mérgitud s u u r e m a postiga, koik
teised kilomeetrid viiksemate postidega. Kui suur
on suurte km-postide relatiivne sagedus? — viikeste km-
postide relatiivne sagedus?

20, Eraldame koigist 'km-postide hulgast osa-
hulga, vottes sinna niit. 0., 2., 4. jne. km-posti. Kui
suur on selles osahulgas suurte km-postide relatiivae
sagedus?

30, Eraldame koigist km-postidest osahulga, vottes
sinna need, millel mirgitud algarvulised km-te
arvud. Kui suur on selles osahulgas suurte km-postide
relatiivne sagedus?

40. Vastuste vordlemine néitab, et suurte km-postide
relatiivne sagedus oluliselt muutub, kui iile minna iihelt
kindlalt osahulgalt teisele. See asjaolu on tingitud tdsi-
asjast, et viikesed ja suured km-postid vahelduvad
. kindla korra jargi. Pohjenda seda viidet.

8. 10. Vota mingi pikem téringuvisete seeria, niit.
100-viskeline seeria. Kas on mirgata mingit korrapira-
sust ,,3 silma“ esinemistes? Kui suur on ,,3 silma“ esine-
miste relatiivne sagedus?

20. Vali antud seeriast osaseeria, vottes sinna
ndit. ainult need silmaarvud, mis vastavad paaris-
arvulistele visetele. Kas selles osaseerias on
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mirgata mingit korrapirasust ,,3 silma“ esinemistes? Kui
suur on selles osaseerias ,,3 silma‘ esinemiste relatiivne
sagedus?

30, Samad kiisimused osaseeria kohta, milles esine-
vad vaid algarvulise jarjenumbriga katsed.

40, Samad kiisimused osaseeria kohta, milles esine-
vad vaid nende jarjenumbritega katsed, mis saadud jérje-
numbrite loosimise teel. }

50, Kas jadb meie niites maksvaks ,korrapédra-
tuse nahtus“ ka osaseeriate kohta? Kas jadb neis
osaseeriais maksvaks ,relatiivse sageduse pi-
sivuse“ nihtus?

9, Ulesandes XVIII, 5 midrati a-tdhe relatiivne sage-
dus, toimetades téhtede loendamist ridade kaupa. Téhe
sagedust saab aga ka teisiti médrata. Uks tee on jarg-
mine: vota leht ldbipaistvat paberit, joonista sellele histi
keeruline joon, aseta paber varemini-uuritud lehekiiljele
ja loenda koigi joonele langevate tihtede arv ja samale
joonele langevate a-tihtede arv. Kas nonda saadud a-téhe
relatiivne sagedus erineb tunduvalt varemini-leitust?

Kas selle juhuslikult valitud joone kuju oluliselt
mdojustab a-tihe relatiivse sageduse médramise tulemust?

Milles tuleb esile ,a-tihe relatiivse sageduse piisi-
vuse nihtus eestikeelses tekstis?

10. Kirglikud 6nnemingijad on harilikult arvamusel,
et on voimalik onnemingul (tdringuméng, ruletimidng
jne.) piiramatult rikastuda, kui aga leida ,méngu-
siisteem* mille rakendamine viib jéarjekindlalt voi-
dule. Millega on seletatav, et senini ii k s k i esitatud loen-
damatuist ,,méngusiisteemest pole tiditnud temale pandud
Jlootusi?

11. Olgu tegemist katsega, mida pohimatteliselt on
voimalik korrata piiramatu arv kordi. (Niisugusteks
,katseteks“ on niit. silmade arvu mééramine taringu-
visetel, sirelidite dielehekeste arvu loendamine, noorsodu-
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rite kasvu méétmine, vastsiindinud laste kaalumine jne.).
Olgu katse tulemuseks ndhtus A vdi niahtus B voi moni
muu, ja médraku juhus katsetulemuse. Esinegu see-
rias, milles s katset, ndhtus A a korda; siis kujutab murd

% néhtuse A relatiivset sagedust.
Loendamatud kogemused dnnemingude, modtmiste ja

muude massiliste nidhtuste alalt niditavad, et murd %
kiillalt suure s puhul omandab piisiva viddrtus e,

St U % vaartus ei muutu kuigi tunduvalt katsete

arvu edaspidisel kasvamisel. Seda murru - busivat vaar-

tust nimetatakse nd4htuse 4 t6endosuseks.
Tosiasja, et nihtuse relatiivne sagedus pikas katsete-
reas on ligikaudu olenematu katsete hulgast, nimetatakse
ssuurte arvude seaduseks*.
Tdendosust, et kones-oleva katse tulemuseks osutub

nidhtus A, voiks defineerida kujul
Hiny s
B> 100

Sonasta vastav definitsioon.

Just nagu iga eseme mooteid, kaalu, temperatuuri ja
teisi omadusi saab ikka midrata vaid ligikaudu,
nonda saab ka nihtuse téendosust leida ikka vaid ligi -
kaudu. Miks?

12, Peenrale kiilitud 200 kurgiseemneterast ida-
nes 185. Kui suur on kurgiseemne idanemisprotsent?

Mida voib oletada iilejddnud seemnetagavara
* idanemisvéime kohta? Kui suur on sellest tagavarast
voetud seemnetera idanemise tdendosus? ;

13. Redisepeenralt voeti prooviks 350 redist. Nende
labiloikamisel selgus, et neist 107 oli ussidest rikutud. Kui -
suur on tervete rediste protsent? Kui suur on toendosus,
et peenralt vabalt voetud redis on s66miskolblik? Mitu
soomiskolblikku redist voib oodata peenralt voetud 10 kim-
bus, kui igasse kimpu on pandud 8 redist?
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14. Rahvaviekomisjon vottis teataval paeval 340 isi-
kut noorsoduriteks vastu, kdik 21 aasta vanuses. Leia
raamatu 16pul leiduva suremustabeli jargi, kui suur on
21-aastase mehe toendosus surra jargmise aasta viltel.
Kui suur on oodatavate loomulikkude surmajuhtumite arv
340 noorsdduri peres jargmise aasta kestel?

15. Miks pole mingit kindlat métet iitlustel: ,homse,
Mukdeni all loodava lahingu vditmise tdeniosus®,
»toendosus, et 6pilane Kuusk kiesoleval kevadel
oiendab kiipsuseksami®, ,toendiosus, et Karu dri sel
kuul jadb maksujouetuks®, ,téendosus, et 6petaja
Saddsk jargmisel aastal sureb*? Sonasta eeldused, mis
peavad olema tédidetud, et iildse saaks ridkida nidhtuse
toendosusest.

Harjutis XIX:

Toendosuste arvutamine juhtude loen-
damise teel.

1. Olgu tegemist hoolsalt valmistatud méingutirin-
guga. Viskame ta lauale. Pealmisel tahul voib tdringul
esile tulla kas 1 v6i 2 v6i 3 ... vdi 6 silma. Toimetame
pika seeria saddraseid viskeid ja miidrame iga silmade
arvu sageduse. Katse niitab, et koik silmade arvud
1, 2, 3, 4, 5 ja 6 ilmuvad selles seerias ligikaudu vérd -
sagedasti,igailiks immarguselt iihel kuuendikul koigist
juhtudest. Nidib loomulik olevat viikesed korvalekaldu-
mised sellest arvust panna juhuse mingu arvele, Utleme
siis, et silmade 1, 2, 3, ... 6 esiletulekud on vord-
sagedad voi vordtoendosed voi vordvoi-
malikud.

Téringut, mille puhul see tingimus tdidetud, nimetame
oigeks. ;

Kuidas toimetada tdringu proovimist tema miangu -
kolblikkuse suhtes?

Kas proov annab absoluutselt maksva vastuse?
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2. 10, Olgu tegemist loterii urniga, milles on suurem
arv loose, iitleme, n tiikki. Olgu need loosid nummerda-
tud 1, 2, 3, ... n. Segame loosid labi, votame pimesi iihe
neist, mérgime ta numbri; paneme loosi tagasi, segame
loosid lébi, votame pimesi iihe neist, mirgime ta numbri
ja kordame katset samal viisil suur hulk kordi, niit.
N korda. Senini korjatud kogemused niitavad, et sel
puhul koéik loosid ilmuvad ligikaudu vordsagedasti,

iga loos iimmarguselt% korda. Niib loomulik olevat sele-
tada véikesi korvalekaldumisi sellest arvust juhuse méin-
guga ja lugeda koigi looside esiletulemisi vordvéoima -
likkudeks.

20, Olgu meie urnis m loosi, mis toovad véidu. Mitu
korda iimmarguselt esineb voit seerias N loositombest?
Kui suur on voidu relatiivne sagedus ses tommete seerias?
Kui suur on téendosus p, et pimesi voetud loos toob voidu?

30, Urnis on meil iildse n loosi, millest m toovad
voidu. Ko6iki voimalusiloosi votta onn, voidule
soodsaid voimalusi m. Sonasta valemis

m

n
peituv eeskiri téendosuse p arvutamiseks, et pimesi voetud

Joos toob voidu.

3. Vandeseltsis on 15 meest ja 10 naist. Vandeseltsi
otsuse tdidesaatja miaratakse loosiga. Kui suur on tde-
néosus, et otsuse tdidesaatmine langeb meesliikmele? —
. et otsuse tdidesaatmine langeb naisliikmele?

4. Olgu tegemist loteriiga, milles iga loos toob vdidu.
Kui suur on tdendosus, et voit langeb pimesi voetud
loosile?

Kui suur on kindlasti esineva siindmuse tdendosus?
Kui suur on kindlasti mitte esineva siindmuse tdensosus?

5. Viskame korraga kaks tiringut. Kui suur-on toe-
néosus, et kummalgi neist esile tuleb 6 silma?



—XIX, 10 89

Néapunidide. Kirjuta iiles koik voimalikud sil-
made kombinatsioonid,

6. Visatakse korraga 3 iihesugust raha. Kui suur on
toendosus, et viskel ilmub 3 vappi? — 2 vappi ja 1 kiri? —
1 vapp ja 2 kirja? — 3 kirja?

Kui suur on koigi nende téendosuste summa?

Néapunédaide. Kirjuta iiles koik voimalikud kombi-
natsioonid, milles voivad meie juhul esineda vapp ja kiri,
lilhendades sona ,,vapp‘ tihega v ja sona ,,kiri* tdhega k.

7. Olgu olemas 5 kaarti, mis méirgitud vastavalt
tahtedega
PN ) e B0
Kaardid segatakse ja laotakse lauale iiksteise jarele.
Kui suur on toendosus, et esile tuleb nimi
o B B O

8. On olemas 6 kaarti, mis mérgitud vastavalt tihte-
dega
EEEPRTE,
Kaardid segatakse ja laotakse lauale ritta iiksteise
jarele. Kui suur on toeniosus, et esile tuleb nimi
mPE B AR 52

9. Viskame 25-sendise raha kaks korda jargemooda
lauale. Kui suur on tdéenéosus, et vihemalt iiks kord esile
tulek vapp?

10. Niahtuse toendosust, mis miadratud moeldavate
vordvoimalikkude juhtude loendamise teel, nimetatakse
ndhtuse teoreetiliseks toendosuseks,

Néhtuse toendosust, mis midratud nihtuse relatiivse
sagedusena pikkade katseridade alusel, nimetatakse n 4 h -
tuse statistiliseks toendosuseks.

10, Buffon a. 1777 korraldas 4040 katset rahaga:
2048 korda ilmus vapp, 1992 korda kiri. Anna vapi ja
kirja relatiivsed sagedused peenelt 0,001-ni.

Riégo, Anal. ja stat. alged.
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Mille vorra vapi esiletulemise statistiline téen#osus
erineb teoreetilisest toendosusest?

20, Moodunud sajandi 1opul Westergaard kor-
raldas 10 000 tommet urnist, milles oli vordselt valgeid
ja musti kuule. Iga tulnud kuul pandi enne uut katset
urni tagasi ning segati urni sisu pohjalikult Idbi.

Valge kuuli tuleku statistiline toendosus osutus 0,5011.

Mille vorra see arv erineb valge kuuli tuleku teoreetilisest
toendosusest ? :

11. Suuremas osas praktiliselt tahtsaist juhtumeist
saab ndhtuse toendosust madrata ainult statistilisel
teel. See on nonda niiteks rahekahju toendosusega mingis
maakonnas, onnetu surma saamise tdendosusega auto-
matkal jne. Miks pole voimalik neil juhtudel radkida
teoreetilisest toendosusest?

Harjutis XX :
Toendosuste liitmis- ja korrutamis-
laused.

1. Suremustabelist ndeme, et I, mehest, kelle vana-
dus on x aastat, elab iihe aasta jarel veel I, ) meest.
Kui palju neist 7, mehest sureb (x - 1). aasta viltel?
Méargime nende viimaste meeste arvu d,.

Kui suur on toendosus, et  aastat vana mees on iihe
aasta parast veel elus? — on iihe aasta parast juba
_surnud?

Kui suur on molema téendosuse summa?

2. Olgu urnis m iihesugust musta kuuli ja » tdpsalt
samasugust valget kuuli. Segame nad histi 1abi ja votame
pimesi tihe kuuli, Olgu oodatavaks siindmuseks valge
kuuli tulek. Siis on musta kuuli tulek selle vastas-
stindmus. Niita, et siindmuse ja vastassiindmuse toe-
niosuste summa on 1.
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3. Olgu kirja kaotsimineku téendosus meie postiasu-
tistes @. Kui suur on téendosus, et kiri adressaadile kitte
jouab?

4. Olgu tegemist mone gnneminguga. Loppegu ming
eranditult kas voidu voi kaotusega. Olgu tdendosus
mingu voita 0,6. Kui suur on téendosus mingu kaotada?

5. Olgu urnis » valget, m musta ja p punast kuuli,
mis muus ei erine kui virvis. Kuulid segatakse libi ja
voetakse pimesi iiks neist. Kui suur on tdeniosus, et
tombe tulemuseks on valge kuul? — et tombe tulemuseks
on must kuul? — et tombe tulemuseks on ka s valge v i
must kuul?

Kuidas on kolm leitud tdeniosust seotud iiksteisega?

6. Kallihinnaline ese loositakse villja heategevuse
otstarbeks. Looside arv on I. Mees ostab endale m loosi
Jja oma naisele » loosi, Kui suur on téendosus, et voit langeb
abielupaarile, s. t. voit langeb kas mehele voi naisele?

7. Raha visatakse jirjestikku kaks korda lauale. Kui
suur on toendosus, et vapp tuleb esile kas 1. voi 2. viskel?

Kas saab lahendada meie iilesannet vapi ja kirja
esiletulemiste toendosuste liitmise teel? Miks? Kas vapi
esiletulek 1. ja 2. viskel on teineteist eemaldavad
stindmused ?

8. Olgu tegemist katsega, mille tulemus vé6ib olla kas
siindmus S; voi siindmus S, voi mitte mingi neist. Olgu
stindmused S; ja S, teineteist eemaldavad siind-
mused, nii et nad iihiselt esineda ei saa.

Olgu a juhtu soodsad selleks, et tuleb esile S,, kuid ei
tule esile S, .

Olgu b juhtu soodsad selleks, et ei tule esile S; ja
tuleb esile S, . ‘

Olgu ¢ juhtu soodsad selleks, et ei tule esile S; ega
tule esile S, .
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Niita, et toendosus, et esile tuleb k as siindmus S;
v0i Sy, on vordne nende toendosuste summaga, et esile
tuleb S; ja esile tuleb S, ; siimbolites:

Pi—iD =5 .
Lause kannab toendosuste liitmislause
nime. :

9. Olgu antud kaks mangu kaarte, milles kummaski
on 52 kaarti. Kumbki ming segatakse hiasti labi ja
tommatakse pimesi iliks kaart tihest ja iiks kaart teisest
mangust. Kui suur on téendosus, et tombel nii 1. kui
ka 2. mingust esile tuleb kuningas?

Kuidas avaldub see toen#dosus mnende toendosuste
kaudu, et kuningas tuleb 1. mingust ja kuningas tuleb
2. mangust?

Kas viimatinimetatud siindmused onteineteisest
olenevad?

Napunédide. Mitu kaardipaari on voimalik moo-
dustada, vottes iihe kaardi 1. ja iihe kaardi 2. mangust?
Mitu kuningapaari on voimalik moodustada, vottes iihe
kuninga 1. mangust ja iihe kuninga 2. méngust?

10. Olgu antud kaks urni; olgu esimeses v, valget
ja my; musta kuuli ja teises v, valget ja m, musta kuuli.
Votame pimesi ilihe kuuli iihest urnist ja iihe kuuli teisest.
Kui suur on toéendosus, et 1. urnist tulnud kuul on
valge? — et 2. urnist tulnud kuul on valge? — et nii
1. kui ka 2. urnist tulnud kuul on valge?

Miargime toensosused, et 1. urnist tuleb valge kuul,
et 2. urnist tuleb valge kuul jaet nii 1. kui ka 2. urnist
tuleb valge kuul vastavalt p(S;), »(S,) ja »(S) .

Niita, et
p(S) =p0(S1) p(S,) .
Sonasta viimases vorduses peituv t6endosuste
korrutamislause.
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11. Eksam koqsneb kolmest katsest: emakeeles,
voimlemises ja matemaatikas. Voib ette arvata, et esimese
diendab rahuldavalt 90% katsutavaist, teise 80% ja kol-
manda 60%. Mitu % katsutavaist arvatavasti oiendab
rahuldavalt koik 3 katset?

12. Urnis on w» valget ja m musta kuuli. Urnist
voetakse pimesi kuul ja mérgitakse tema varv. Kuul
pannakse tagasi urni, seal olevad kuulid segatakse lébi
ja voetakse pimesi uuesti kuul. Kui suur on toendosus, et
nii 1. kui ka 2. katsel tulnud kuul on valge?

13. 10, Kui suur on toendosus, et vappkiri-mangu-
seerias 10 korda jargemooda esile tuleb vapp?

20, Vappkiri-miangus on vapp esile tulnud jarjest
9 korda, Kui suur on téendosus, et vapp esile tuleb ka veel
jargmisel 10. viskel?

Pohjenda oma vastuseid iiksikasjaliselt.

14. Kui suur on toendosus saada kahe taringu viska-
nisel n korda jargemooda ikka 7 silma?

Kui suur on toendosus, et selles katsetereas 7 silma
ei esine ainustki korda? :

15. Loteriis on 90 loosi, millest 5 toovad voidu. Kui
suur on toendosus,

10, et iihele ostetud loosile parajasti langeb voit?

20, et kahest ostetud loosist kas esimene vo6i teine

toob voidu?

30, et nii esimene kui teine loosidest toob véidu?

40, et esimesele langeb voit, teisele mitte?

50, et viahemalt iihele kahest loosist langeb vo6it?

16. Kahest sobrast on iliks 33, teine 39 aastat vana.
Kui suur on toendosus,

10. et 10 aasta pidrast on esimene neist veel elus?

20, — on teine neist veel elus?

30, - on moélemad, s. t. nii iiks kui
teine elus?

40, — on iiks neist surnud, teine elus?

Niapunidide Kasuta suremustabelit.
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17. Olgu tegemist kolme sama lennu tilikoolilopeta-
jaga, kelle ead on 20, 24 ja 29 aastat. Kui suur on tde-
naosus, et vihemalt iiks neist on veel elus 30 aasta jirel?

Nidpundide. Midra suremustabelist iga isiku
jaoks surma tdeniosus, siis toendosus, et nad koik sur-
nud on 30 aasta pidrast, ja siit edasi tGendosus, et nad
veel koik surnud pole.

18. Tehtagu 25-sendise rahaga n viset. Kui suur on
toendosus, et vihemalt {iks kord selles seerias esineb vapp?

Nédpunédide. Kui suur on {0endosus, et selles
seerias vappi ei esine?

19. Maingitakse vappkiri-miangu. Mitu viset vihe-
malt peab endale noutama, et saaks toendosusega suure-

maga km? oodata vapi esinemist mingitud seerias vihe-
malt iiks kord? §

Napunidide. Miargi noutud arv tdhega n ja
kasuta eelmise iilesande lahendit.

20. Mingitakse taringuga. Mitu viset vihemalt peab

5 o o
endale noutama, et saaks tdendosusega suuremaga kui -
oodata 6 silma esinemist mangitud seerias vihemalt iiks

kord? (Chevalier de Méré Pascalile a. 1654.)

Harjutis XXT:
Kindlustusmatemaatika alged.

1. Postipakki voib saata kadumise vastu kindlusta-
tult. Viimasel korral votab post paki pealt teatavat kind-
lustusmaksu, kohustudes paki vasrtust tasuma, kui pakk
peaks kaduma.

Niidaku pika aastaterea jooksul korjatud statistilised
andmed, et saadetud postipakkidest (varguse tottu, onne-
tuse tottu ja teadmata pohjustel) kaduma liheb m 0/00
pakkide koguarvust, Oletame lihtsuse mottes, et koik
postipakid on vordkallilt hinnatud. Kui korge vahemalt
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tuleks siis médrata postipaki kindlustusmaks, seda maksu
paki véddrtuse promillides arvates?

Naita, tuginedes suurte arvude seadusele, et ka posti-
pakkide erinevate viirtuste puhul kindlustusmaksu neilt
tuleks votta endise promillide misra kohaselt.

2. Niidaku aastaid toimunud vaatlused, et Lé&édne-
merel ristlevaist purjekaist aasta kestel hukkub tormi
kies n 9/, nende soidukite koguarvust. Kui korge vihe-
malt peaks olema purjeka hukkumise vastu kindlustami-
seks tasutav aastamaks (preemial), seda maksu
purjeka vadrtuse promillides arvates?

Millele toetad oma viidet?

3. Naidaku pikema aja jooksul korjatud andmed, et
Tallinnas aasta jooksul mitmesugustel pohjustel (énnetus-
juhtumite tottu, sissemurdmise puhul voi ulakuse taga-
jarjel) puruneb keskmiselt p 0/, dride vaateaknaid. Kui
korge viahemalt peaks midratama vaateakende purune-
mise vastu kindlustamiseks tasutav aastamaks, seda maksu
kindlustatava eseme hinna promillides arvates? Pohjenda
oma vaidet iiksikasjaliselt.

4. 10, Peaaegu iga aasta kannatavad Tartu linnas
Emajoe madalamatel kallastel asetsevad monedkiimned
majad liigvee (iileujutamise) all. Veidi kdorgemal asetse-
vate majadeni ei ulatu aga vesi iialgi. Kas on moeldav,
et Tartu linnas kunagi asutatakse liigvee vastu kindlus-
tamise selts? Miks ei?

20, Miks oleks lootusetu asutada 5—6 naabervallas
rahe vastu kindlustamise seltsi, see aga oleks histi moel-
dav iilemaalises ulatuses?

1 Olgu tdhendatud, et sona ,preemia*“ sageli tarvitatakse
vales mottes, nimelt kindlustusvotjale makstava summa moéttes.
Kindlustusalal moistetakse ,,preemia® all eranditult summat, mida
kindlustusvotja tasub kindlustusseltsile aasta vo6i poolaasta vo6i
kuu viisi.
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30, Laulupeo vo6i néiituse kindlustamist vihma vastu
saab votta ainult ,,onneménguna‘ kindlustusandja poolt.
Miks?

5. Kindlustusselts avab murdvarguse vastu kindlus-
tamise osakonna. Kuidas leitakse aastamaksu alamméir,
mida tuleb votta varanduse kindlustamisel murdvarguse
vastu?

6. 10. Kasvagu teatav kapital & krooni liitprotsendi-
liselt. Moodustagu aastakasu p protsenti tulutoova kapi-
tali suurusest. Missuguse suuruseni K kasvab kapital 7-
da aasta lopuks?

Missuguse kuju omandab leitud valem, kui murdu

100 mérkida tahega ¢ ?
20, Missuguse kapitali'k krooni peab praegu panema
hoiule liitprotsendiliselt, et n aasta parast ta moodustaks

iihiselt toodud tuluga summa K krooni?

Missuguse kuju omandab viimane valem, kui suurust
(1 4-42)—! markida tihega v ?

30, Teatav kapital kasvab liitprotsendiliselt, kandes
tulu p% aastas; n aasta parast ta on K krooni suur. Mis-
sugune on kapitali praegune vairtus?

Missugune viartus oli tal m aastat tagasi?

Suurust (14 2)~! ehk (1 —{—J% )~! nimetatakse dis -

kontivaks teguriks ja tdhistatakse ».

Avalda iilalleitud kapitali praegune vaidrtus » funkt-
sioonina.

Néaide. Olgu p=4. Arvuta suurused »2, v3, v4 ja
v, »2 o3 wv* viie kohaga. Vordle tulemusi v ast-
mete vadrtustega, mis leitud logaritmide abil.

7. Suremustabeliks nimetatakse tabelit, mis
nditab, kui palju on veel elus [, isikust z-aastases eas
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1, 2, 3... aastat hiljem. Seda tabelit voiks kirjutada niit.
nonda:
+20 21 22...2 241 z+2 ... o1
cho by by erlp Ly e -0, 0
Siin tdhendab - 1 iga, milleks kik tabelisse voetud
isikud on surnud. Harilikult véetakse w-ks arv 100.

Kas on I, arvu x funktsioon? Miks?
Kui suur on 7, lot2, lyis jne.?

Kas on I,, kasvav véi vihenev z-i funktsioon?

8. P.S. Laplace (1749—1827) pani ette koostada
suremustabelit jéargmisel teel: votame niit. 10 000 samal
aastal siindinut, jilgime nende elukiiku surmant, kustu-
tame oma nimestikust iga surnu ja loendame iga aasta
Iopuks veel elusolevad.

Kui palju aastaid néuaks suremustabeli koostamine
seletatud teel?

Kas sédrane suremustabel niitaks meile inimeste sure-
muskorda, mis praegu valitseb?

Kas praeguse aja elava liiklemise ja kohast kohale
rédndamise puhul iildse oleks méeldav 10 000 inimese elu-
kédigu pidev jilgimine?

Kas Laplace’i ettepanek on tehniliselt libiviiday ?

9. Tegelik suremustabeli koostamine toimub sel teel,
et statistiliselt miiratakse ,,téendosus q, surra eas x ja
2+ 1 aasta vahel”“ ja arvudest g, leitakse téeniosus Vs
et z-aastane inimene elab ka veel # 4+ 1 aasta vanuseks.
Edasi voetakse vabalt arv lq, mis tdhendab mingit suure-
mat arvu (néit. 10 000) inimesi, eas a aastat, ja tuletatakse
arvude p,, payy, Pa+2 5 ... abil jarjest arvud

la+1 s Za+2 ’ la+3v %l
Anna valem p, méiiramiseks, kui ¢, teada.
Anna valemid o4y, loio, lyy3, +++ I, midiramiseks.

Rigo, Anal, ja stat. alged. 8
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Missugused paremused on suremustabeli kirjeldatud
koostamisviisil vorreldes eelmises iilesandes kisitletud
vottega?

Eelmarkus. Koik allpool jargnevad -elukindlustusiiles-,
anded lahenevad hoélpsasti, kui tugineda jargmistele oletustele:

a) Kindlustuslepingu s6lmib mitte iiks ainus « aastat vana
kindlustusvotja, vaid iga [, suremustabelis seisvatest isikutest
(kindlustusvotjate fiktiivihing);

b) igal ajal on kindlustusvotjate fiktiivithingu ja kindlustus-
seltsi kohustised tasakaalus.

Vordlusajaks on kohane votta [, isiku iihist stindimis-
aega.

Parema iilevaate saamiseks maksude jadast on kohane abiks
votta piistsihis aja telg, aastamirkidega 0, 1, 2, ... =z, =+ 1,
v+2, .. 0.

Nende markide vastu kirjutatakse iithes tulbas o6iendatavad
maksud, teises nende maksude ,vaartus kindlustatute siindimisajal,
kolmandas kindlustusseltsi kohustised ja neljandas nende kohustiste
koguvadrtus kindlustusvotjate siindimisajal.

10. 10. Olgu tegemist [/, inimesega x-aastases eas.
Maksku igaiiks neist kindlustusseltsile 1 kroon. Kui suur
on kogu sissemaks kindlustusseltsile ?

Kui suur on selle sissemaksu vadrtus nende ., inimese
siindimisajal?

Korrutist 70" tdhistatakse D,. Selle D, viirtused
leiduvad protsentmaidra p=4 puhul suremustabeli 4.
tulbas.

20, Olgu tegemist 1, inimesega x-aastases eas. Maksku
igaiiks neist kindlustusseltsile 1 kroon otsekohe ja samuti
edasi iga-aastaselt ette, kuni surmani. Kui suur on kogu
sissemakstud summa? Kui suur on selle summa viirtus
nende /,. inimese siindimisajal?

Summat D, 4D, + ... + D, mirgitakse liihe-
malt N, . Selle N, viddrtused leiduvad suremustabeli
5. tulbas. ;

11. 10, Kindlustusseltsi tegevusaastal sureb d, ini-
mest zr-aastases eas. Olgu igaiiks neist kindlustanud oma



5S 6 (I 99

parijaile summa 1 kroon. Kui suur on kindlustusseltsi
kogukohustis nende pirijate vastu? Kui suur on selle
kohustise védrtus nende d, surnute siindimisajal, kui eel-
dada, et kindlustusselts Giendab oma kohustise kindlus-
tatu suremisaasta Iopul?

Korrutist d, 1! tihistatakse C,. Selle C, viirtu-
sed leiduvad suremustabeli 6. tulbas.

20. Igaiiks [, isikust, eas x aastat, kindlustab oma
surma puhuks oma périjaile 1 krooni. Kui suur on kind-
lustusseltsi kogukohustis ja selle kohustise viirtus nende
isikute stindimisajal?

Summat C, 4 C,y; + ... 4+ C, mirgitakse M, .
Selle M, vaartused leiduvad suremustabeli 7. tulbas.

12. 109, Kindlustusselts maksab x aastat vanale [,
isikule surmani iga aasta alul igaiihele 1 kroon, Kui suur
on seltsi kogukohustis ja selle kohustise viirtus nende
isikute siindimisajal? :

20, 1, isikut z-aasta vanuses on kindlustanud endile
iga-aastase 1-kroonise pajuki alates (x4 n)-dast aastast
surmani. Kui suur on kindlustusseltsi kogukohustis ja
selle kohustise vidrtus nende isikute siindimisajal?

30. 1, isikut x aasta vanuses on kindlustanud endile
iga-aastase 1-kroonise pajuki, mille maksmine kohe algab
ja m aasta piarast 1opeb. Kui suur on kindlustusseltsi
kogukohustis ja selle vidrtus nende isikute siindimisajal?

13. Olgu tegemist x aastat vana terve isikuga. Mis-
suguse iihekordse maksu £ krooni ta peab kohe 6iendama
kindlustusseltsile, et tema ise vo6i surma korral pirijad
seltsilt n aasta moodumisel saaksid iihekordse toetuse
1 krooni suuruses? — s krooni suuruses?

Napuniide. Eelda, et tegemist on fiktiivithinguga
!, kindlustajast.
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14. Missuguse iihekordse maksu A peab tasuma =z
aastat vana isik, et surma puhuks kindlustada oma péiri-
jaile 1 krooni? — s krooni?

Napunidide. Eelda, et tegemist on fiktiiv-
ithinguga [, kindlustajast. '

15. Olgu tegemist x aastat vana isikuga. Missuguse
tihekordse maksu E ta peaks tasuma, et saada kindlustus-
seltsilt eluaegselt pajukit 1 krooni suuruses aastas?

~ 16. Kui suure aastase sissemaksu (preemia) P peab
x-aastane isik Giendama kindlustusseltsile, et kindlustada
oma parijaile surma korraks K krooni?

17. 38-aastane isik maksab aastas 60 krooni pree-
miana oma pere aineliseks kindlustuseks oma surma
juhuks. Kui suure iihekordse preemiaga voiks asendada
iga-aastasi makse?

18. 36-aastane mees kindlustab oma surma juhuks
perele 10 000 krooni. Kui suur aastapreemia tuleb tal
maksta?

Kui suure iihekordse maksuga ta voiks asendada oma
iga-aastase preemia maksmise?

19. Keegi maksab kindlustusseltsile 28 aasta vanuselt
kr. 2000, 5 aasta parast veel kr. 1500 ja jargmise 5 aasta
péarast veel kr. 1000, Kui suur summa oleks tema pirijaile
kindlustatud surma juhuks?

20. Isa kindlustab oma 20-aastasele tiitrele oma
surma juhuks iga-aastase toetussumma, mida tuleb tasuda
tiitre surmani. Kui suur on see summa, kui kindlustus-
lepingu solmimisel isa on 50 aastat vana ja ta kavatseb
oma surmani tasuda iga aasta preemia kr. 2507

21. 40-aastane pereisa kohustub maksma kindlustus-
seltsile ellujaamisel 15 aasta jooksul, muidu aga surmani,
preemiat 250 krooni aastas. Kui suure summa saab
kindlustusselts maksta perele isa surma puhul?
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22. Keegi 40-aastases eas maksab kindlustusseltsile
summa 5000 krooni tingimusega, et selts temale arvates
55. eluaastast 15 aasta jooksul maksaks kindla aasta-
pajuki. Kui suur see on? .

23. Missuguse aastamaksu peab maksma matuse-
kassale 40-, 45-, 50-, 55- ja 60-aastane isik, et kindlustada
oma surma korraks matusekulud 200 krooni suuruses?

Harjutis XXII:

Statistilise rea keskvddrtusi ja haju-
mismoote.

1. 10, Suuremate loteriide loosimisel madratakse
loosiga koige pealt voidu suurus (kr. 10, 50, 100, ...), siis
alles pileti nu'mber, millele see voit langeb. Olgu tulnud
voidu suurused jarjest kr. 10, 50, 10, 10, 100, 10 000,
250, 10, ... Me iitleme siis, et loosimisel tulev vo6it on
juhusest olenev suurus. Selle vaidrtused 10,
50, 10, 10, 100, ... moodustavad statistilise rea.

20, Moo6dunud nddala paevadel puddus klassis opilasi

G Gl TniodaniG. -Coiie gl

Need arvud moodustavad statistilise rea. Miks?

30, Moodame sammudega kauguse kodust kooli.
Kordame seda iga pdev terve kuu jooksul. Mootmistule-
mused moodustavad statistilise rea. Miks?

40, Anna 5 uut statistilise rea néidet.

2. 10, Olgu tegemist statistilise reaga, milles pole
vordseid liikmeid, ndit. reaga

;G 00 ol o8y #9110 §d i R

Korraldades need arvud suuruse jargi

ko 22k e i T Y R 10,
ndeme, et viiksemaid arvust 6 on sama palju liikmeid kui
suuremaid temast, Arv 6 on meie reasmediaanviaar-
tuseks,.
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20, Olgu tegemist reaga
AN Y. N AT R

¥
Vahemik arvust 7 arvuni 8 on meie reas mediaan -
vahemikuks: kui selles votame mingi véirtuse, niit.
7,2, siis on sama palju viiksemaid sellest kui temast
suuremaid.

30. Uldista eelmist méttekiiku ja anna mediaanvisir-
tuse ja mediaanvahemiku definitsioon ning véte nende
maaramiseks.

40. Oletame, et statistilises reas elemendid on jirjes-
tatud suuruse jirgi:

1B SR g By el S DS
esinegu nad vastavalt sagedustega
fl ) f;’ ) fd ’ "‘fn-—l ’ fn‘

Sel puhul miirame rea mediaani jargmiselt: moo-
dustame summa f; + fo 4 ... 4 f,,, votame selle summa
poole f, moodustame jirjest summad f, + fo, f1+Fo+
+ /3, ... kuni jouame summani f, +f, + ... - f 1, mis
tiletab f. Siis on x;_; mediaanvidrtus, voi vahemik
Z—1 kuni zj; mediaanvahemik.

3. Vota mingi statistiline rida (niit. riigi  kulud
aastail 1920—1930, sademetehulgad moésdunud kuu pae-
vadel, oma klassi opilaste kaalud jne.) ja maira rea
mediaanviirtus voi mediaanvahemik.

4. Middra suremustabeli jiargi inimese elupikkuse
mediaanvidrtus ehk inimese nn. téendone elui g a.
Anna selle arvu definitsioon,

5. Olgu a arv, mis voetud selleks, et immar gu-
selt kujutada statistilise rea arve:

xl, Ty .1'3,"'.'}),,1.
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Mingi a-dest, ndit. z;, erineb sellest arvust e hdlbe
a— &
vorra, voi, absoluutselt voetult,
‘ a — Xy "
vorra.

On arusaadav, et arv ¢ kujutab igat x-i seda pare-
mini, mida viiksem on hilbe absoluutvdirtus |¢—z|;
arv a kujutab 2-de ko gu seda paremini, mida véiksem
on nende absoluutvidrtuste summa:

S=la—= | + [ a—xﬂ—{—----{—‘a——xn] :

See summa iseloomustab z-i vidrtustekogu haju-
mist vadrtuse a iimber. Selgita seda graafiliselt.

Numbriline ndaide. On antud kaks statistilist
rida:
S A 10, 65 14, s
ja S0 56, 15, 19, 21 b 14 .

Molema rea ulatus (lilkkmete arv) on sama.

Esitame igat rida iimmarguselt tema mediaaniga.
Kui suur see on iihel ja teisel juhul? Missugusel real on
suurem h a jumine mediaani suhtes? Kujuta kummagi
rea andmed graafiliselt kahel roobikul teljel.

6. Olgu tegemist kahe statistilise reaga, mille ula-

tused erinevad:
Ty, Zy, Xg, ‘'t Ty

Yis Y25 Yss °°: Ym -
Olgu nende mediaanviirtused vastavalt ¢ ja b. Et
vorrelda nende liilkmete hajumisi, médrame iga rea jaoks
lineaarse hajumismoodu:

o= | + [a—aa |+ -+ [a—a

ja | g | b bEegy Popisse o P lh g 1

m

Mida néitab lineaarne hajumismoot?
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Niaide:

w-rida: 85 6 98 80 4 =bo 0 120
J-rida: 43 0: 6, 7. A%

Miidra lineaarsed hajumismésdud.

7. Olgu antud statistiline rida:
Byt Lol iy < M

Tema liikmete hajumismodtu voib méasrata iga arvu
A suhtes. Niita, et lineaarne hajumismaot omandab mini-
maalse viidrtuse arvu A iihtumisel rea mediaanviir-
tusega a .

Niapundide. Kujuta z-d kasvavas jarjekorras
x-teljel ja uuri hajumismoé6du muutumist o kasvades VAAr-
tustelt allapoole viiksemat z-i viirtustele tilespoole suure-
mat z-i.

8. 10. Olgu tegemist loteriiga, milles
fo piletit toob véidu 0 krooni

fl ” ” ”» 7)1 ”
f2 ”»” ”» ” Vo ”
s 5 RS DEKPOON]

Olgu koigi piletite arv N. Niita, et voidu aritmeeti-
line keskmine ehk véidu keskmine vidrtu s v aval-
dub véidu suuruste 0, v,, v,, ... vy, ja nende esile-
tulemiste téendosuste p,, p,, Do, ... Py, kaudu kujul:

’:O"po+”1‘p1+vz‘p2+ e MR T

20. Olgu klassis N gpilast. Nende sportlikkude voi-
mete katsumisel on saanud f1 opilast v; punkti igaiiks,
fo opilast v, punkti, ... fn Opilast v, punkti.

Kui suur on &pilase saavutatud keskmine punktide
arv v ? ’

Avalda see arv punktide v,, v, , -.. U, relatiivsete
sageduste p;, p,, ... p, kaudu.
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30. Olgu z suurus, mille vadrtused midrab juhus.
Olgu nende vairtuste

O oG e e s e
toendosused vastavalt
ply p27 p37 -'-pn'

Avalda x-de keskmine vairtus z .

9. Olgu antud kaks kohta soisel maal ja noutagu
nendevahelist kaugust. Olgu mooteriistaks niit. meeter-
sirkel. Kaugust korduvalt mootes leiame iildiselt lahku-
minevad andmed, niiteks

1246, 1255, 1239, 1242, 1258,

Missugune on kauguse toeline viadrtus, seda
meie ei tea ega saagi teada. Miks?

Kauguse arvatav vaartus peitub nihtavasti
1239 ja 1258 meetri vahel. Temaks voetakse harilikult
mootesaaduste keskmine. Kui suur on see
meie korral?

Olgu sama kauguse mootmisel mootepaelaga saadud
arvud : ¢

1249 5 1248 , ~11245:, 5 126058 1248~

Kui suur on kauguse arvatav viédrtus nen d e moote-
saaduste pohjal? Kujuta molema mootmisterea andmed
samal teljel (dra jéattes 1200): 1. rea andmed ja nende
keskmine iilespoole joonistatud kriipsukeste abil, 2. rea
andmed ja nende keskmine allapoole joonistatud kriipsu-
keste abil. Missugune kahest mootmistereast niitab pare-
mat mootesaaduste kokkukola? — suuremat moote-
saaduste ha jumist, seda hajumist mootesaaduste kesk-
mise suhtes arvates?

10. Olgu « suurus, mille vddrtused madarab juhus.
Olgu #y, #,, ... x, rilhm suuruse & erivdirtusi ja «
mingi arv. z-i vadrtuste hilbed, arvates sellest «, on siis

A—Zy , O — Ty, ++* A—T, .
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Hélvete ruutude summa on
(o — 23)® -+ (o = o )2 o0 (ass gl
hélbe ruudu keskmine
e R L i e i G

n
ja hdlbe ruutkeskmine

VA e 7 e R B e

Niita, et hilbe ruutkeskmine omandab minimaalse
vaartuse, kui arvuna a votta z-de keskmine vairtus.

Néidpunidide Loe arve ruutkeskmise avaldises
muutuvaks ja rakenda tingimust, millel juurealune avaldis
saab miinimumiks. '

11. Olgu méni suurus (ndit. moni kaugus) modde-
tud korduvalt, kokku » korda. Olgu médtesaadused vasta—
valt

FFRGT SR S PR

Harilikult 1dhevad need iiksteisest lahku ja kujutavad
suuruse ,,0iget” vidrtust « vaid ligikaudu (méned puu-
dusega, teised liiaga). Mootmisvead on vastavalt

T ==y, TS5y, g, B xS,
ja viimaste ruutude summa
S=(2—2,)2 +-(& —25)2 (2 —25)2 + ... (v —2z,)2

Suuruse ,,01geks*“ vairtuseks loetakse seda, mille -
suhtes arvutatud vead annavad minimaalse ruutude
summa.

Niita, et nonda méératud suuruse ,,6ige viirtus lan-
geb lihte mootesaaduste aritmeetilise keskmisega.

12. Olgu x;, %5, ... x, juhusest oleneva suuruse
erivddrtuste rida ja = z-de keskmine vidrtus. Arvu

0=V(5_x1)2+(5—-7'2)2—}‘""—{—(1:——.1'”)2

nimetatakse siis rea ruut-hajumismoéoduks ehk liihidalt
hajumismooduks,
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Kui suur on see 0, kui koik 2-d iihte langevad?
Mitmekordseks see o kasvab, kui koik z-d kasvavad
k-kordseks ?

Arvuta o vadrtus 9. iilesande 1. ja 2. rea andmeil.

13. Avalda rea
i e O
ruut-hajumismoot, eeldades, et need x-i vidrtused esine-
vad vastavalt sagedustega

f19 f2’ ---fn'

14. Koolis on kaks paralleelklassi A ja B. Molemad
klassid kirjutavad sama kirjaliku to6. Hinnangud viga
hea, hea, rahuldav, nork, vidga nork mirgitakse numbri-
tega 5, 4, 3, 2, 1. Tootulemused on jargmised:

A B
Hinnang | Opilasi Hinnang Opila’siiﬂ
5 1 A : 5 5
4 10 4 7
3 19 3 8
2 8 2 6
i 0 1 4

Kui korge on opilase keskmine hinnang klassis 4 ja
klassis B? Missugune neist klassidest on ihtlasema
koostisega ? '

15. Kaks &ari A ja B niitavad nadala kestel jargmisi
péevasissetulekuid :

Nidalapiev | E ent ik S e e L

4 sissetulek g
krooni ;»

|

e |
B sissetulek I
krooni \}

341 360

|
| |
| ’ |
238 ‘ 312 | 208 ] 373 | 435 | 528
|

360 337
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Kui suur on dride keskmine pievane sissetulek? Mis-
sugusel kahest drist A ja Bon rahulikum kiik?

16. Teatud tunnuse muutlikkust mingis indi-
viidide kogus iseloomustatakse sageli selle protsendiga,
mida tunnuse hajumismo6ot moodustab tunnuse keskmisest
vadrtusest.

Vota 10 oma kaasopilast, mooda igaiihe pikkus, rinna-
imbermdo6t ja kaal. Missugune neist kolmest tunnusest
on kdoige muutlikum? — on kdige piisivam?

Harjutis XXIII:
Sagedusjaotusi.
1. Koolivalitsus korraldas mitmes linnaalgkoolis iihe.

ja sama klassi opilastele arvutamistesti 100 iilesandest.
Selle testi tulemused on jargmised:

0— 10 iilesannet lahendas 1
10— 20 B % 5
20— 30 4 X 9
30— 40 5 5 18
40 — 50 ¥ 5 30
50 — 60 i % 46
60— 170 i b 62
70— 80 15 3 38
80 —. 90 g, 5 22
90 — 100 & - 9

Kujuta.andmed sammasdiagrammi viisil, vottes sam-
bad vahedeta.

Joonisel saadud ,treppjoon niitab Gpilaste sage -
dusjaotust nende arvutamisvoime jargi.

Mida kujutab pind saadud treppjoone all, kui eel-
dada, et lahendatud iilesannete arv on 1. rilhmas keskmi-
selt 5, 2, rithmas 15, 3. rilhmas 25 jne.?
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Kui suur on Lahendatud tilesannete mediaan? —
lahendatud iilesannete keskmine? — lahendatud iiles-
annete hajumismoot?

2. Et selgusele jouda kiilitud hernesordi viljakuse
kohta, voeti karbitdis kaunu ja loeti &dra terade hulk
igas kaunas. To66 tulemuseks oli tabel:

Teraderarv.y .0 71 2 35S Eaisbas@is 940 (1112
Kaunte arv: 3 6 14 17 34 45 70 94 75 48 23 28 5

Kujuta andmed tulpdiagrammis.

Téaienda joonist murdjoonega, mille tipud on
tulpade 16pupunktid. See murdjoon niitab kaunte sa ge -
dusjaotust herneterade arvu jiargi.

Lisa moélemal pool saadud joonist veel iiks lisainter-
vall ja pikenda murdjoon nende intervallide keskpunkti-
deni. Kui suur on saadud murdjoone poolt piiratud
pindala?

Kui suur on herneterade hulga mediaan?

Missugust osa mingib sellele vastav ordinaat joo-
nisel ?

Kui suur on herneterade hulga keskmine?

Kui suur on herneterade hulga hajumismoot?

3. Noorsodurite jaotus nédgemisteravuse  jargi,
ametnikkude jaotus palgaastme jiargi, linna elanikkude
jeotus vanaduse jirgi on sagedusjaotuse niited.
Anna veel 5 sddrast niidet,

4. Viskame korraga 2 taringut. Taringutel esile
tulevate silmade koguarv koigub 2 ja 12 vahel. Maéiéra
koigi nende summade esinemiste toendosused. Kujuta
need toendosused graafiliselt tulpdiagrammina.

Kujutame ette pika seeria viskeid kahe tadringuga.
Ennemalt valmistatud joonis niditab ka silmadesummade
2, 3,4, ... 11, 12 sagedusjaotust meie visete seerias.
Péhjenda seda.
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5. Olgu tegemist katsega, mille tulemuseks on kas
stindmus 4 voi siindmus B. Olgu siindmuse A esiletule-
mise téendosus p, siindmuse B oma ¢, nii et p + ¢=1.
Kordame katset samul tingimusil 2, 3, 4, ... korda.

Arvuta toenzosused, et katse kordamisel siindmuste
A ja B esinemiste jirg on:

AA, AAB, AABA, AABAB, AABABB,
AABABBB, AABABBBA, ...

Missuguse valemi saame otsitava tdendosuse jaoks

tildjuhul AABABBBA ... AB,
kus A esineb ¢ korda, B esineb b korda, mélemad ette -
kirjutatud kindlas jarjekorras?

6. Olgu tegemist katsega, mille tulemuseks on kas
stindmus A v6i siindmus B. Kordame katset s korda.
Tdhendagu AABABBBA ... AB tulemusrida. Esi-
negu siindmus A selles reas a korda, siindmus B vasta-

valt b korda, nii et @ + b =s. Niita, et on 'd{%! iiksteisest

erinevat rida tdhtedest A ja B, milles igaiihes A esineb
a korda ja B esineb b korda.

Niapunidide. Olgu otsitav ridadearv z. Mitmel
viisil saab imber paigutada A-sid omavahel, ilma et rea
ilme muutuks? — mitmel B-sid? — mitmel nii A-sid kui -
B-sid? Mitu rida saab siis iildse tuletada elementide
limberpaigutamise teel z erinevast reast lihtudes? Mitu
timberpaigutust on vodimalik teha reas s elemendist?
Viimase kahe kiisimuse vastusest leia .

7. Olgu tegemist katsega, mille tulemuseks on kas
stindmus 4 vo6i siindmus B. Olgu siindmuse A esiletule-
mise téendosus p, siindmuse B esiletulemise toendosus ¢,
nii et p 4 g=1. Kordame katset s korda. Esinegu saa-
dud katseseerias siindmus A a korda, siindmus B b korda,
nii et a + b=s. Toen#osus, et reas s katsest siindmus
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A tuleb esile just a, korda, siindmus B just b korda, need
siindmused aga mistahes jdrjekorras, on vordne
s! a b
L Al AW

Niita seda, rakendades eelmise iilesande tulemust ja
toendosuste liitmislauset.

8. Olgu tegemist katsega, mille tulemuseks on kas
siindmus A voi siindmus B. Olgu siindmuse A esiletule-
mise toendosus p, siindmuse B esiletulemise téendosus ¢,
nii et p + ¢g=1.

Kirjuta toendosuste avaldised juhuks, et s katsest
koosnevas seerias siindmus A esineb parajasti

88— v - g 2o f ~v05kordas

Niita, et mneed toendosuste avaldised saadakse
binoomi

(v + q)

arendise liikmeina.

9. Mingitagu mingit Oonneméngu. Olgu maéngija
5 .

?3”.

miangust voidab 57?

M voidu toendosus - Kui suur on toenidosus, et ta 7-st

10. Mingitakse vappkiri-mangu. Milleks on enam
Sansse, kas voita neljast miangust kolm voi kaheksast
méngust viis?

11. Pikemaaegsed vaatlused on ndidanud, et lapse
stindimisel vo6ib toendosusega 0,51 oodata poeglast.
Avalda toenidosus, et 100 siindivast lapsest 55 on poeg-
lapsed.

12. Olgu pikemaajalised vaatlused néidanud, et
2 protsenti lastest on vasakukéelised. Koolis on 320 last.
Avalda toenidosus, et nende laste seas pole vasakukéelisi;
— et niisuguseid on just 1; — et niisuguseid on 3; —
et niisuguseid on 10.
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13. Kui suur on tdendosus, et kiimnes rahaviskes
vapp tuleb esile just

LOPERI: TR w5 i 6
korda?

Kujuta nende toeniosuste kidik graafiliselt.

Saadud joonis illustreerib sageduste 10, 9,
1520 ;binomiaalset jaotusts

7 Dureslis S Sna P Ll ()

14. Urnis on 3 valget ja 5 musta kuuli. Urnist
toimetatakse kuuli votmist 7 korda, iga kord tulnud
kuuli tagasi pannes ja kuule ldbi segades.

Kui suur on toendosus, et valge kuul esile tuleb selles
seerias 7-st katsest just

" 7oLl ad

’ )

) 37 27 17 O

korda?
" Kujuta nende toendosuste kidik graafiliselt.

15, Mangitakse vappkiri-midngu. Arvuta 1, 2,
3 Jne. vapi esiletulemise toendosuste jaotustabelid
juhuks, et visete arv on 5, 9, 13. Kujuta iihel ja samal
joonisel, ilihes ja samas modtkavas leitud tdendosuste
jaotusjooned.

Mida iitleb joonis koige tdendosema sageduse ja
selle sageduse toendosuse kohta katseteseeria pikenemisel ?

Mida diitleb joonis kujutatud tdeniosuste hajumise
kohta katseteseeria pikenemisel?

16. Olgu tegemist katsega, mille tulemus on kas
néhtus A v6i nahtus B. Maidraku katsetulemuse juhus.
Olgu ndhtuse A esiletulemise toeniiosus ». Kordame
katset s korda. Olgu meie katseteseerias nihtuse A sage-
dus a. Niita toendosuste binomiaalset jaotust aluseks
vottes,

10, et sageduse @ keskmine vadrtus a—=—sp ;

20. et sageduse ¢ hajumismést o = J sp(l — p) .

Kuidas muutub sageduse « hajumismoot katsete-
seeria piiramatul kasvamisel?
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9

Napunidide. , Hilbe @ —a toendosus on sama,
mis sageduse a-gi oma. Avalda o, vaota iihised tegurid
sulgud- ette ja teisenda o avaldis noutud kujuliseks.

17. "Esinegu nahtus A a korda seerias s katsest.
Olgu ndhtuse A toendosus p. Niita, et relatiivse sageduse

hajumismoot b ] /p(0—p)
S

Kuidas muutub relatiivse sageduse hajumismoot
katseteseeria piiramatul kasvamisel?

Kas on tulemus kokkukodlas ,,suurte arvude seaduse*
viaitega?

18. Siigavam binomiaalse jaotuse uurimine on néii-
danud jargmist:

toendosus, et juhuslik hilve [z—z| ei kiilini éa(ac)-ni, on 0,3830

” ” ” ” ” ) ” o (x)’ni ”» 0’6826
» ” » ” ” ” » 2 G(x)'ni ” 0)9544
” ” ” ” ” ” ” 3 O(w)-lli ” 0;9974

Koosta tabel, kust saaks votta toendosused, et juhus-
lik hélve |z —x| iiletab
7]2— allm)s " 6(n)., 20z 86 (2)

Kas saab kergel kiel kirjutada juhuseméngu arvele
nahtust, kus hélve iiletab kolmekordse hajumismoodu?
Miks?

19. Katsepollult voeti prooviks 10 naerist. Nende
kaalumine andis grammides (iimmardatult) :
260 250 250 240 170 260 280 230 240 240.
Missuguste proovide puhul kaalu erinemist kesk-
misest kaalust voib seletada juhuseménguga, missuguste
proovide puhul sddrane seletus oleks kahtlane?
Millisel korral oleksid digustatud iitlused: ,2tundu-
valt iile keskmise“ ,tunduvalt alla kesk-
mise“?
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Suremustabel ja kindlustusarvatuste abiarvud.

D [

8

1 M,

X

x lx dx x N’o \ z | g
20 | 100000 327 45639 | 935157 | 143,5 | 96715 |20
21 | 99673 326 43740 | 889518 137.5 | 95280 |21
22 | 99347 326 41920 | 845778 | 1322 | 93905 |22
23 | 99021 326 40176 803 858 127,17 " 502583 |23
24 | 98695 326 38503 | 763682 122,6 | 9I3L,2 |24
25 | 98369 329 36900 | 7235179 118,5 | 90086 |25
26 | 98 o40 330 35362 | 688279 114,6 88go,1 |26
27 [ 977710 833 33887 652917 TIdGT 8775.5 |27
28 |- 97 377 338 32473 | 619030 108,3 8664.4 |28
29 | 97039 346 317116 | 586557 | 1065 8556,1 |29
30| 96693 357 29812 | 555441 | 1058 | 84496 |30
31 | 96336 372 28560 ‘| 525629 | 106,3 8343,8 |31
32 | 95964 394 27355 | 497069 | 1070 | 8237.5 |32
331 95570 420 26195 | 469714 | 1106 | 81296 |33
34 | 95159 452 25077 .| 443 519 114,5 8or9,0 |34
35| 94698 | 489 | 230998 | 418442 | 1193 | 79045 |35
36 | 94209 530 | 22056 | 394444 | 1241 | 77852 |36
37| 93679 BIL 4 SLETF. ST4N00 oRe L] G008 3] |
38 | 93108 613 | 20976 | 349539 | 132,7 | 75324 |38
39 | 92495 655 | 20036 | 328563 | 1364 | 7399,7 |39
40| o180 | 697 | 19120 | 308527 | 1306 | 72633 |40
41 | 91 143 738 | 18254 | 289308 | 1422 | 71237 |41
| 42 | 90 405 7oy e B 0y R o i e R A 144,6 6081,5 |42
43 | 89624 827 16596 | 253734 | 147,3 | 6836,9 |43
44 | 88797 878 15810 | 237138 | 1502 6689,6 |44
45| 87919 932 15052 | 221328 | 1536 | 6539,4 145
46 | 86987 995 | 14319 | 206276 | 1574 | 63858 [46
47 | 85992 1061 13611 | 191957 161,5 62284 |47
48 | 840931 1132 12 926 178 346 165,7 6066,9 |48
49 | 83799 1206 12263 | 165420 169,7 5901,2 |49
50| 82503 1282 11622 | 153157 173:4 573L5 (50
5T 81311 1360 I1002 | I4I535 177,0 5558,1 |51
52. | \7995L 1442 I0 401 | 130 533 180,4 53811 |52
53 | 78599 1527 982r | 120132 | 1837 5200,7 |53
54 | 76982 1616 9260 | 11o031r | 186,9 5017,0 |54
55 | 75366 1708 8716 | 101051 \ 190,0 | 4830,1 |55
56| 73658 | 1806 8191 92335 3 193.0 1‘ 4640,1 |56
57 | 71852 | 1903 7683 | 84144 | 1958 | 44471 |57
| 58 | 69947 | 2006 7 192 76 461 198,3 4251.3 |38
| 59 | 67941 | 2109 6717 | 69269 | 2005 | 40530 |59
60| 65832 | 2213 6258 | 62352 202,4 3852,5 |60
x S L D W M, |=x




‘ |
61 | 63619 , 2319 ‘ 5815 56 294 203,8 | 3650,1 61
62 | 61300 | 2418 | 5388 30 479 204,4 | 3446,3 62 |
63 | 58882 ' 2508 | 4976 45091 203,8 | 3241,9 63 |
64 | 56374 | 2585 | 4581 40115 202,0 | 3038,1 64 |
65 | 53789 | 2647 | 4203 | 35534 1989 | 2836,1 | 65
66 | 51142 | 2700 | 3842 J 3I 331 1950 | 2637,2 66
67 | 48442 | 2746 | 3499 | 27489 1008 | 24422 | 67
68 | 45696 | 2790 | 3174 l 23990 1863 | 22514 |68
69 | 42906 | 2832 ’ 2 866 | 20816 181,9 ‘ 2063, 1 69 |
70 ( 40074 | 2869 | 2574 | 17950 1772 | 18832 |70 |
71| 37205 | 28go | 2297 ’ 15376 ‘ 171,6 i 1706,0 7T |
| 72| 34315 | 2885 | 2037 13079 1647 | 15344 | 72 |
73 | 31430 | 2848 | 1704 IT 042 156,4 | 1369,7 - | 73 |
74 | 28582 | 2791 I5 9248 | 147.3 | 12133 74
75 | 25791 | 2710 1361 7679 i 137,6 | 1066,0 75 ;
76 | 23081 J 2613 ‘ I I 6318 127.5 928,4 76 |
77 | 20468 | 2495 | 9989 51474 | II7.I 8oo,9 | 77
78 | 17973 | 2362 | 8434 41485 | 1065 | 6838 |78 |
79 | 15611 | 2209 | Toh4 3305,T 95,88 | 577,26 | 79 |
80| 13402 | 2044 | 581,4 2 600,7 85,27 | 481,38 |80
‘ ] 1
8r | 11358 | 1867 ;‘ 473,8 2019,3 I 7487 | 306,11 | 81 |
82| 9491 | 1680 380,7 I'545,5 64,78 | 321,24 | 82 |
83 7811 | 1485 301,3 1 164,8 5510 | 256,46 | 83 |
84 6326 | 1202 | 234,6 863.5 46,05 | 201,36 | 84 |
85| 5034 | ML 1195 ) e 37.79 [ 15531 | 85
86 3932 ; 22 | 134,8 449,4 | 30,40 117,52 | 86 |
87| 3010 | 756 99,22 314,59 | 2395 | 87,12 | 87
88 2254 | 5 71,46 215,37 18,44 63,17 | 88
89| 1649 | 472 50,27 143,91 | 13,85 | 44,73 | 89 |
98| 1177 | 360 | 3449 9361 | 1013 | 3088 |90
91 817 | 256 23,03 59,15 [ 7,20 | . 2075 | o1
92 551 192 | 14,04 36,12 | 501 | 1355 |92
93 359 | - 185} 9,35 21,18 | 339 | 854 |03
94 224 | 92 5,60 11,83 | 2,20 5I5 | 94
95 132 | 59 | 3,18 623 | 137 295 |05
96 73 ‘ 36 ‘ 1,70 3,05 0,80 1,58 | g6 |
97 37 20 | 0,83 1,35 | 044 0,78 | 97
98 17 | 1 0,36 0,52 0,22 0.34 | o8
99 6 4 0.13 0,16 0,09 0,12 | 99
100 2 2 0,03 0,03 0,03 | 0.03 100
x Z, d, D, N C, M, x|
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