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3I533UHATUS

Courier* #eot,ua UunmutUS ®4Г<1а Jlricnlet

34] 1829.aastal, et iteeMMwefce шгХше ^^xut Luleu 

vahet teha tingimisi- Ja absoluutaelt" «oonduvate ri4<*oe 

vahel, ning töestas, et arvrea tingimisi koonduvus on 

väurne mitteabsoluutsei koonauvusega.

1853.aastal,teostades aamuti uurimuai Fourier’ ri- 

aade alal, käsitles sama küsimust Riemann 112] • *Lc Ior-

muleeris ja töestas teoreemi tingimisi koonduva arvrea uu- 

berjarjestatavusest mistahes etteantud reaalarvuka koon­

duvaks reaks» Nimetatua teoreem kuulub praegu Rienanni 

teoreemi nime all matemaatilise analuüsi parm aura une

191C* ja 1911.aastail täpsustas leu 4 e 1

Sierpinski L 70, 71] ,kea näit s, et riau võio nii и uber 

"У
Cingimisi koonuuvaks reika nimctatakse nllsugust Koon­

duvat rida, miile summa söltub liikmete järjestusest /vt. 
aef. 1.l.1 J# le2e)/e

“ Absoluutselt koonauvaks ninetatakse nilsugust rida, uxiie 
liikmnete atuoluutväär tustest I’lJ-4 koonduu.

3
Mitteabsoluutselt koonduvaks nimetatakse nilaugust koon­

duvat rids, mis ei ole absoluutaclt koonduv* * 
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järjestada, et lähtereas jäävad paigale kas kõik positiiv­

sed või Kõik negatiivsed liikmed, sõltuvalt sellest, kas ette­

antud reaalarv on lähterea summast suurem või väiksem. Seda 

tõsiasja kasutatakse ka käesolevas töös teoreemi 3.1.1 kona- 

truktiivsel toestamisel1.

1
Teoreemide, definitsioonide ja valemite numeratsioonis 

tähistab esimene arv peatüki, teine paragrahvi ning kolmas 
vastava teoreemi, definitsiooni või valemi numbrit.Nii on 
käesolev teoreem 3.peatüki 1.paragrahvi 1.teoreem.
2 
hea ümberjärjestamisel saadud ridu nimetatakse edaspidi rea 

ümberjärjestuseks /vt. def. 1.2.1/.

1УО5. aastal ilmus P-Levy [51] too,milles autor ulais- 

tab Riemanni tulemuse kompleksarvulistele ridadele ja näitab, 

et kompleksarvulise tingimisi koonduva rea ümberjärjestamisel 

saadud ridade summade hulk ehk summade piirkond /vt. def. 

1.2.5/ moodustab kas kogu komplekstasandi või ühe sirge sel­

lel tasandil; lisaks väidab Levy, et tulemus on üldistatav 

n-dimensionaalsesse eukleidilisse ruumi, kusjuures rea sum­

made piirkonnaks on sel juhul m-dimenaionaalne eukleidiline 

ruum, О < n $ n.

Lvy töö ilmumisega enam-vähem samaaegselt alustas oma 

uurimusi ka E. nitz [2 J ,kes oma mahukas j likus

töös parandas Lv у tõestuskäikudes esinevad puudused esi* 

tas vastandina oma eelkäija lakoonilisusele,korrektse ja 

põhjaliku, tõsi kull, kaunis pika tõestuse teoreemile, mida 

hilisemad autorid nimetavad kas Lvy-Steinitzi või 1 2 
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lihtsalt Steinitzi teoreemi K8, ja ЯХ8 OH SOflaStutud 

nevalt: Tingimisi koonauva vektorrea summade piirkonnata 

п-4ХяепзХогш«*1аев eukleldiliaea ruumis on B-dimeasionaalne 

eukleidiline ruum, 0«men •

Jube Steinitzi töö ilmumise ajel oli oleaas aa*a teoree- 

ei jrgmine, tunduvalt kompaktsem töestus, mis kuulus Enrel- 

failile •75]; Huid veel enne Threlfalli töd jõudsia tru­

kis ilmuaa Grossi [37] ü*HPleW MUg Bergströmi [õu, 31 №• 

tikiid, mis kõik anusid uuel, lühemaid tõestusi ^t^-wt einit zi 

teoreemile,

Olggu ear^itud, et kõik need tüöd, samuti nagu köik J*^- 

nevadki /Škljarski [<.)] , Kadetsi [$] /sama teo tõestu­

sed põhinesid teatavale geomeetrilise iseloomuga lemmale,nn. 

"lemmale murdjoonest". See lemma väidab, et iga tökestatud 

lülipikkusega kinnise murdjoone lülisid on võlmalik ümber 

järjestada /vt, def. 1,1,1 Ja 1,2,1/ nii, et saadud muru- 

Joon sisalduks sfääris, mille raadius sõltub ainult ruumi 

dimensioonist Ja lülipikkuse tõkkest, ei olene s^a lüliae 

arvust murdjoones. Lemmale murajoontest tugineb kaks olulist 

momenti Lfcvy-^teinit zi teoreemi tõestuskäigus: esiteks näi­

datakse margitud lemma põhjal, et rea kõigi ümberjarjestuste 
1Kõlgi Kuhjumispunktide hulk langeb Ühte rea köigi uiuu- 

vate ümberjärjestuste hulgaga, moouustades summade piirkonna 
1

Vt, viide lk,31.
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/vt. леГ, l»k*4 ja l*a«5 / snkn^ et auvaline punkt C , 

mia asub kahe summade piirkonaa <UuluV» punktiga Qja- unel 

sirgel /eritiinende_xahelisel löigul/, kuulub samuti sunaade 

piirkonda.

Lemnat murajoontest on uurinua terve rida autoreid 

/Hadwiger 3#J ,Kuueta [8] , Bergström [31] / , <es on 

kindlaks teinud , et murdjoont sisaldava saari raadiu ruu­

mi dimensiooni tökestamatul taevemiwel luneneb löpmatusele 

/«ura joone lülipikkuse tökke konstantsuse punul/.See asja- 

oiu auudaD võimatuks leama uidistamse löpmatudimensionaal- 

sesse ruumi.

Hilisematest uurimustest marsiksime are Ptaki 

töö. Kes kasutas lemmet murajoontest pidevate funktsioonide 

aproksimeerimisel. .

Kasutaues rea kuhjumispunkte, võib defineerida suumade 

piirkonna ö ka hajuvate e Jaoks /vt. Mfe 1. kus­

juures selliselt defineeritud summade piirkond tingiuisi 

koonduvate riuade korral laneb ühte varem uefineeritud 

suumaue piirkonnaga, tuisuluse definitsiooni andis Jarnik 

[46 J , kes käsitle» hajuvaid ridu kowplekstananail, ning 

näita», et selliselt defineeritud summade piirkonnal vöib 

komplekstasandil olla 7 erinevat kuju, nimelt peale punuti, 

sirge ja tasandi, mia on iseloomulikud absoluutselt ja tin-

gimisi koonduvatele ridadele, võib suumade piirkond olla 



veel tühi hulk või omandada mitmesuguseid *võre* kujusid, mille • 

dega kohtume ka hiljem, üheks sellistest võredest on näiteks 

hulk {o +/ v» : \)e 7 j , (kus I on kõigi täisarvude nulk), s.0. 

ekvidistantsete punktide hulk sirgel.

Jarniki tulemustele andis süstemaatilisem* ning kompaktsema 

esituse Behrend £*29 J , kes, muide, к titles summade piirkonda 

mis tahes eukleidilises h -dimensionaalses ruumis*

Lähemalt uuris hajuvate ridade summade piirkondi veel 

Ružika [13] ,kes määras summade piirkonna kuju sõltuvalt kon- 

areetsest reast, ning tegi kindlaks käesolevas tõus edaspidi 

olulise fakti, et summade piirkonna struktuur sõltub nimelt 

rea liikmete vahede hulgast. Muuhulgas näitas Ružika, et 

n-dimensionaalses ruumis on summade piirkonna erinevate võima­

like kujude arvuks “n1,n*2
Kõrvuti summade piirkonna kuju uurimisega hakati otsima 

vastust küsimusele - millisel juhul rea summa ümber järjesta­

misel üldse muutub. Kuna rea liikmetele esitatavate tingimuste 

osas oli küsimus põhiliselt juba Dirichlet® Ja Hiemanni töö­

dega lahendatud, hakati põhjalikumalt uurima substitutsioone 

/vt. def. 1.1.1 /, mis määravad rea ümberjär jestusea / vt* 

def* 1.2*1/.

Erinevate substitutsioonide võrdlemiseks defineeris a*dwi(ser 

f44j ümoerjärjestustugevuse ning eraldas substitutsioonide 

hulgast "tähtsusetud* /Wirkunglose/ substitutsioonid, s.o. atu- 
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lised, mite ei muuda ühegi tingimisi koonduva rea sum Л, 

Ülejäänud substitutsioonid aga Jaotate tugevuse Järgi klaasi­

desse. Sarnase klassifikatsiooni võttis kasutusele ka Kronrod 

[lo] , kes defineeris olulise substitutsiooni kui sellise , ale 

muudab vähemalt ühe tingimisi koonduva rea summat,ning япил» 

tarvilikud Ja piisavad tingimused substitutsiooni olulisuseks 

reaalarvulise ja ka kompleksarvulise rea jaoks /definitsiooni- 

na 1.1.7 me esitamegi Kronrodi tarviliku ja piisava tingi­

muse/. Kronrodi tulemused on autori poolt üldistatud n-dimeriaio» 

naalsesse eukleidilisse ruumi[76]. Sarnased tingiuused on 

tuletatud erinevas vormis veel ka x.evi [50] ja Žitomirski ["?] 

poolt /olgu margitud, et nende tingimuste matemaatiline esi- 

tub on küllaltki komplitseeritud/.

dasistes toudes on Käsitletud rea ümberjärjestuste koon, 

duvust ning summa muutuvust sõltuvana nüdäbti substitutsi­

oonist kui ka reast. Nimetaksime siin järgnevaid töid.Szüsz 

[74] /naitub, et vastavalt igale etteantud substitutsioonile 

leidub rida, mille summat see substitutsioon ei muuda/;Jasek 

[47] /näitab piisava,kuid mitte tarviliku tingimuse selleks, et 

kompleksarvulise rea puhul substitutsioon säilitaks koonduvuse 

ja summa/ , Cano Caravaca Езз] /näitab tarviliku ja piisava 

tingimuse rea kommutatiivsuseks“/; Ka raal ic [48] /uurib rea

1 Kommutatiivseks nimetab Cano Caravaca rida, mille liikmete 
jada on nulljada ning mnis ei ole tingimisi kounauv ega Ka tingi­
misi hajuv /vt.def.122 ja 123/, seega säilitades mistanes u u­
berjarjestuse korral oma lõpliku või lõpmatu summa.
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positiivsete j» negatiivsete liikmete osajadadest tulenevaid 

tingimusi rea tingimisi koonduvuseks/. Substitutsioonidele 

esitatavaid tingimusi on uudutanud veel Rado Eb<] Ja Bourbaki 

[1]; Stenberg [73] küsitleb osajadade vahede tMtwlM rea 

ümberjärjestanisel, Rajagopal[65] annab Ma valemi rea ümber­
järjestuse summa arvutamiseks; Agnew[26] näitab piisava tin­

gimuse substitutsioon säilitaks lahtere# su ^aa*

Substitutsioonide omaduste uurimisel on kasutatud ila 

f unkt sionaalanalüüsi meetodeid. Sengupta [68 , o^j, ^nee[ci>J 

ning I Al Lszlo [i>9jdefineerisid substitutsioonide hulga Aul 

ruumi 6 Freenet’ meetri к iga

,,3 •

‘ue ja {y:)., on naturaalarvude jada mngia

ümberjärjestused /vt. def. 12.1/. Vaadelaes nüüd mingit tin­

gimisi koonduvat rida ei »osutub, et Igale ruumi 6 punk­

tile vastab rea IL c: mingi ümberjärjestus, ning nuvipakkuv
ü=i

on uurida, millistele punktidele vaatab koonduv, millistele hajuv Oo
ümberjärjestus, s»o, vaadelda rea käitumist ruumi 6 ÄMM» 

tides. Autorid said ruumi C Ja koonduvatele ümberjärjestustele 

vastava nulg# -4 J aoks terve rea huvitavaia tulemusi. Cões- 

tatakse, et niinasti 6 kui ka 6-4 on 11 kategooria nulg a, 

et 6 on kontiinuumi võimsusega Ja et iga punkt nulgas C> on 

kuhjumispunktiks kontiinuumi võimsusega punktide nulgale ruu—



• 9 -

els 6 milledest igaühele vastab rea- 2 Cv kitumine ette- 
ü- 1

antud viisil /koondumine, najumine teatavate kuhjumispunktide 

olemasolul jne./ » nulk 4 osutub hulga köikjal tinedaks 

alamhulgaks.

Kõik neea tulemused kajastavad teatud märal töslasja, et 

rea ümberjrjestamise puhul lõplik substitutsioon /vt. defi-

nitsioon 1.1.5/ ei mõju rea koonduvusele. Kuid Freenet1 meet­

rikas määrab punkt idevahelise kauguse lõplik arv jada /autud 

juhul substitutsiooni/ esimesi liikmeid, mis seega vastab ni- 

selt lõplikule substitutsioonile; seetõttu ei ole nimetatud 

meetrika kõige sobivam kaugemaleulatuvate uurimuste teosta­
. 2miseks. .

1

2

ning

oO

Edaspidi kasutame

Võral< ae näiteks 
У Ja 3 „kusjuures 

§,

Yi * *i, = .
4 е

kahte substitutsioonide paari Xja Y 
у ning г on määratud järgnevalt:

<,* 3,4,...; siis ilmselt ;

2 # X; 5,4,..., siis
\ 3, (*)

sõltumatult i,c,... konkreetsest aefinitsi t.lga tin­
gimisi koonauva rea 

puhul le i а b aset seos -
Z: ег(х) =£. et ^),

s.te rida (**) käitub ühteviisi punktides x Ja y , кипа aga vas­
tavalt igale reale(**) Ja igale etteantud arvule Лои völmalik 
valida punkt a nii, et see rahuldab tingimust (*) 
ning leiab aset seos

/ z. Ce -Z-ecCaJl^Af, . C ^*2
siinjuures on võimalik seos (*) asendaaa kuitahes range 

eeoeeea
aiwiU vot-es -v5v, mis w*M vorratust(k).
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Kesolevas töös huvitavad ka meid mitmesugused substitutel- 

oonide eritüübid; paragrahvis 1*1 on antud meile sobiv substi­

tutsioonide klassifikatsioon Г1$] • Et töös Käsitletakse 

suurelt osalt summeeruvate ridade ümberjärjestamist, ei sobi

meile kirjanduses varem esitatud substitutsioonide Klassl- 

fiktsioonid, nagu Hadwigeri 44 j oma, sest summeeruva rea 

summa muutmiseks on substitutsioonide tarvis esitada vanem

rangeid nõudeid. Edaspidi iseloomustame /peatükkides 11 ja 111/ 

käsitletavaid substitutsioone meie poolt esitatud klassiti» 

katsiooni alusel. Ainsa kirjanduses vare® tuntud klassina 

kuulub meie klassifikatsiooni Kronrodi Г107 oluliste substitut­

sioonide klaas /vt. aef.1.1.8/. Eriklassi moodustavad jadadega 

määratud lihtsubstitutsioonid, millede omaduste uurimisele 

on pühendatud paragrahv 1.3 .Ka sellisel viisil defineeritud 

substitutsioone ega jadadeklassi mõistet /vt. aef.1.3.1 - 

1.3.6, jär. 1.3.1-1.3.5/ ei ole utor к rjanauses Varem kona- 

nud.

Üldiselt on dissertatsioonis viidetega varustamata ainult 

üldtuntud mõisted /substitutsioon, maatriksmenetlus jne./, 

mis on paigutatud 1 peatükki tõu loetavuse huvides, ning käes­

olevas töös esmakordselt kasutatavad mõisted /sõltumatu 

substitutsioon, parandrida jne./.

öee,et Levy-steinitzi teoreemi nende autorite poolt kasuta­

tud meetodiga, mida löplikudimensionaalses ruumis ka kõik j**ä- 

nevad uurijad ainult väheoluliselt muutsid, ei saa löpmatu-
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dimensionaalsesse ruumi üldistada, selgus juba murdjoonte lem­

ma mitteüldistatavuse töestusest Г 40 , 42 J • Kuid uute meeto­

dite otsingud on jätkunud»

Esimeseks oluliseks sammuks, enne kui asuda steinitzi teo­

reemi üldistamisele lõpmatudimensionaalses ruumis, oli Koondu­

vuse erinevate liikide vahekorra selgitamine sellises ruumis. 

Siin tuleb märkida tervet rida uurijaid alates s. Banachist 

kes tegi kindlaks, et tingimatu ja absoluutne koonduvus löpmatu- 

dimensionaalses ruumis ei lange alati ühte, ja orliczist f j* 

58 J , kes näitas, et ruumis • leidub mitteahsoluutselt, Kuid 

tingimatult koonduvaid ridu. Samale probleemile pühendasia oma 

tähelepanu veel pettis 63], Moore [^5 j ja Hildebrandt 45; 
viimane võttis kokku oma eelkäijate tulemused tingimisi, tingi­

matu, absoluutse ja mitteabsoluutse koondumise kohta, ning näi­

tas erinevate määrangute ekvivalentsust lineaarses normeeritud 

ruumis.

Sammu edasi astus Hadwiger [43], kes Hilbert i ruu­

mis kuue erineva koonduvusliigi olemasolu, lisades eelpooldefi- 

neerituile veel eriklassidena read, mis erinevais umuerji*! jestus- 

tes võivad erinevaiks summadeks koonduda, ning read, mis erine­

vais ümberjärjestustes võivad kas hajuda või koonduda, viimasel 

juhul aga omavad ainult ühte summadest / bedingte Summe, unbe- 

ainete Summe/.

Banachi ruumis käsitleb sama tingimust veel Macphail 53], 
kes näitab, et ruumidesja C ei lange tingimatu ja absoluut- 



ne toonuuvue tinte /esimene tulemus kordab õieti Orliczit [_ 57. /• 
Alasi võite märkida veel Munroe Ja Šmuljani L24) MM# 

tee vaatlevad koonduvuse vahekordi mõningate erijuhtude jaoks, 

kuna Dvoretzky ja Rogers [зз] tõestavad täielikult, et abso­

luutne Ja tingimatu koonduvus langevad tinte ainult lõpliku- 

dimensionaalses ruumis. Gelbaum uurib tingimisi Ja tingi­

matu koonduvuse vahekordi rühmateooria meetodite abil*

Siia hulka kuulub ka Besicovitchi tõu [kJ , kes konst ruk- 

tiivselt nai tab selli ete funkt sionaalridade olemasolu, mis koon­

duvad iga ümberjärjestuse korral, koondumata sealjuures abso­

luutselt, ning Hadwigeri töö J^41J •

Oluline erinevus lõpliku- ning lõpmatudimensionaalsete 

ruumide vahel tingimatu ning absoluutse koonduvuse seisukohalt 

kajastub ka summade piirkondade uurimisega seotud töödes. Järg­

nevaks raskuspunktiks ongi summade piirkonna aefineerimine 

lõpmatudimensionaalses ruumis.

Nagu mürgitud, defineeritakse löplikudimensionaalses ruu­

mis summade piirkond rea koonduvate ümberjärjestuste suumade 

hulgana, kuid tõestuskäigus näidatakse murdjoonte lemma pöh- 

Jal, et selliselt defineeritud summade piirkond langeb ante 

kõigi ümberjärjestuste kõigi kuhjumispunktide hulgaga, niidist 

asjaolu kasutatakse Steinitzi teoreemi tõestamisel.

Löpmatudimensionaalses ruumis ei lange nimetatud huigad 

tinte: leidub riiu ^4<:J , millede к e be r jar j eatust el

on üksainus summa, kuid mis võivad teatavate ümberjr jestuste
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pUhUl Oil* hajuvad. Sete nende ünberjürjestuste kuhju mispunk­

tide nulk sisaldab rohkem punkte kui koonduvate ümberjärjes­

tuste summade hulk. See annab meile loogilise vöimaluse к ahe 

erinev* summade piirkonna defineerimiseks, miua toe käeaolevas 

tous teemegi [18] •

Summade piirkonnaks kitsam* mõttes ^5/vt* dei.x^> / 

nimetame rea kõigi koonduvate ürcberjur jest uste nulka, summaue 

piirkonnaks laiemas mõttes AS /vt.def. - rea kõigi ümber­

Järjestuste kõigi kuhjumispunktide hulka* Viimast nulka uuris 

ka Hadwiger,kuid ainult Hilberti ruumis ridade puhul, .rulle 

liikmete jaa* on nulljada. Sellisest kitsenausest loobumine 

summa . irkonna *5 defineerimisel võiwaldas meid erijuhu- 
c * na uurida ka Jarnik-öehrend- RužiKa su .«ae piir*.unaa О , 

keileie tulemused erijuhuna jürelduvaa meie tulemustest •

samuti kui ka Hadwiger’i tulemused. Viimane too pakub ncile 

erilist huvi sellepärast, et selles on püstitatud esmakoraseit 

lõpmatudimensionaalses ruumis küsimus: milline on summad* pi ir- 

konna • struktuur siis, kui te ei ole alauruum. Hadwiger £<«.] 

leiab, et <5 on moodul, e*o. hulk, millesse koos kolme punktiga 

ъи t nr jaw kuulub alati ka punkt u+U- лаГ *

Huiga *5 struktuuri täielik kindlakstegemine lineaarses 

normeeritud iloenduva ba a siga ruumis on dissex tatsiooni - gea- 

tüki üheks ülesandeks. Teiseks, tunduv alt keerukamaks ülesanaeks 

on hulga § struktuuri selgitamine loen au va baasiga ruumis*
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Selle kohta ei ole kirjanduses eeni ühtki viidet Ainsateks 

töödeks summade piirkonna 5 kohta on Kadetsi • 9 J tou ruumis 

milles uuritakse, mi asutustel kitsendustel ridadele osu­

tub Y alamruumiks, ning Talal jani £U] tou, nais näitab ruumis 

rea olemasolu, mille summade piirkonnaka on möötuvate 

funktsioonide ruum /koonduvast mõistetakse mõödu järgi Koon­

duvusena/; sellist rida nimetab töö autor ümberjärjestuste 

suhtes universaalseks.

Summade piirkondade uurimise probleemiga Banachi ruumis 

on tihedasti seotud terve rida töid Banachi ruumi geomeetria 

alal, kus autorid käsitlevad mitmesuguseid projekteerimisega 

seotud küsimusi /Steinitzi tõestus on oma iseloomult punt- 

geomeetriline,baseerudes ndimensionaalse ruumi „rojektce- 

rimik>ele(n - lj - dimensionaalsesse ruumi/. Siia nulka kuulu­

vad -Pelczynswi ja bessaga [o0 , 61] toed, Grünbaumi [38]

ja Schäfferi [67] uurimused, samuti G&poBkini[2,4], Olevski 

fllj , Grinbljumi [5] ja GurevitBi [б] tööd, lõpuks ka Ulja- 

novi[l9- 22] tööd tingimatu koonduvuse ja tingimatu summeeru- 

vuse kohta. Kuna aga kõigi autorite tulemused piirduvad pöhi- 

Ilselt tingimatu koonduvusega, me neil pikemalt ei peatu.

Seega on,hoolimata probleemi küllaltki ulatuslikust aja­

loost, materjali hulk, millele vöime tugineda summade piir­

kondade 5 ja S uurimisel lõpmatudimensionaalses ruumis.

üsnagi piiratud.
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Summade piirkonna uurimise lineaarses normeeritud ruumis 

3 taandame me II peatüki algul summade piirkonna ja käsitle­
tava ruumi suvalise sirge ühisosa uurimisele; tõestame kõi­

gepealt /§ 2*1/, et kahe punkti X ja olemasolust summade 

piirkonnas ^^Zv^Aaetavalt 5 järeldub *’47ST**{x-th^-x 

olemasolu selles summade piirkonnas /tõestus on Konstruktiiv­

ne, kuid sarnaneb summade piirkonna 5 (24,) jaoks tõestusega 

Steinitzi teoreemis/* Samasuguse tulemuse saame nn* f-ridido' 

juhul summadepiirkonna ^^^У jaoks* Edasi /9 analüü­

sime olukorda, kus summade piirkond sisaldab mitut üksteisele 

asetatud võret ühel sirgel, mis sõltuvalt nende võrede konk­
reetsest konstruktsioonist taandub kas üheks võreks või sellel 
sirgel kõikjal tihedaks hulgaks* Lõpuks teeme kindlaks olulise 

erinevuse summade piirkondade 5 (24, ) ja v j hel:

5(2%)on alati kinnine,kuna 5(22)jaoks ei saa seda valta* 

Sellest tuleneb /§2.3/, et 50/7 jaoks kõikvõimalike kujuue 

hulk, kus /] on suvaline sirge ruumist ja rida 24 ~ F-rida, 

on järgmine: l.tühl hulk; 2.ainus punkt; 3* *võre*/^-/#ö ; #6 7}; 

4.sirgel Л kõikjal tihe hulk},,:,/,/,-,/// lõplik 

või lõpmatu/; 5* sirged; kuna 5/4 jaoks on võimalikud 

ainult kujud 1,2,3 ja 5*
Loenduva baasiga lineaarses normeeritud ruumis 3 on 

võimalik välja kirjutada ka summade piirkonna ja

a- rea jaoks ka 5 üldaval dtsed /Vt. teoreem ^.3.1/.
Need oleksid järgnevad: ------- _

s()- {2La,.^.3 s(44,)-y.2
kus {k]7.. on ruumi baas, ja reaalarvudx4z (, »k,J 

võivad omandada väärtusi, mis vastavae ülalmärgitud kujudele 1-5; 
* vt-. Lk - 4^ -
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ku# reaalarvud • X,.,... ) vöivad omandada vaartusi,mla

vastavaa kujudele 1 - 4еж

• ...4/ toome iBIBel# #u i sad epi irkonna o »1в»еащы»м

kujuae kohta; . В oo eel- s C, , kusjuuz - - •

VI on valitud sirge ^Azü, 0,... ) eN*14ete iwelujau МНИ» 

tu on arvutused, kuigi eleroentaaroet laadi, küllaltki koapiit- 

seerituu.

Гехпе ил be г j аг jestus probleemi ae uurimissuund,millel *e »• 

tu®e, on seotud ko,n4uwti6>:Ttöxete üldistamisega vuaeKs.

melt vaatle»# mingit teatud nia.it riKeaenetluee^a A uu»®*.

vat rida ; sclle rea A - Ш e pi . te / vt.
u = 1

L<3»l aefineerine rea Kõigi V)- summeeruvat erjär jestuste

4 - summade hulgana.

х-ьхаеьека tööks eel alal on 6ixuri töö utoz

näitab, et C- summce ru va rea suumaae pi 1 x konnaks on tökeata- 

tud lil kaete jadaga rea puhul Kae ainu# pun<t või sirge, ivrul. 

Riemanni teoreemiga Koonduvate ridade jaoks!/ ШЦд et »ee 

tulemus on üldistatav Ka Abeli menetlusega au«»eeruvatfcle ri­

dadele.

Jrgmine too kuulub Bage mihlile Ja ärdösile [rj j , кеь 

— däituvad,- et—Ci-suzmeeruva rea sumaae pii rkonnal vüib olla

Vt. viiae lk,6H.
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veel kuju 0t8•: V€ / J toodud vöimalustega p oki 

C-summeeruvate ridade köikvõimalike C,- #u;nmk. Me

Järgmiseks huvipakkuvaks touks on Lorerzi ja uurimus

[52], kes näitavad, et iga maatriksmenetluse + kcorral on 

4-summeeruva res 4 ^summade piirkonnaks analüütiline nulkx , ja 

vaetavalt igale ettean analüütilisele hulgale on võimalk 

konstrueerida rida reaks valivad autorid spetsiaalse kiiresti 

kasvavate liikmetega rea/ eeetrits^ nii, et e rea 

H-summade piirkond langeb ühte ette antud analüütilise ^а^а. 

______ Mõningaid huvipakKuvaid tulemusi on veel Robert sonil

Analüütilised nulgaa /ka Q- nulgaa, aefineeritakse jürgnevalt : 
ulgu meil antud mingis ruumis alamhulkade süsteem •
olgu igale lõplikule järjestatud täisarvude hulgale

• • • Лр
seatud vastavusse hulk

^4 •.b^ 6 {4} * , ,
8 vastab igale täisarv ?ie 6,, C,,-. süsteemi {A {kuu­

luvate hulkade jada .. . .
uulk > / / 8

$ U. 1 ' ' 4;, Ь» 1 • • • A?h . (c,, ^,"7 л»* 4 * Ffkus summa on võetud Jada . kõik-V Like substi­
tutsioonide järgi, on analüütiline hulk.

Analüütilised hulgad topoloogilises ruumis sisaldavad eri- 
juhuna kolki lahtisi ja kinnisi hulki,samuti Boreli nulkx.

Analüütilised hulgad sirgei derineeritakse, võttes hulk 3- 
deks up lõigud sellel sirgel.
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ices uuris, millistel tingimustel rea ümberjärjestused sällitavad 

sumale* ruvüfce. nari-. nii [49] ,K*t pmreUmdlmelt tingimat ?.

vusega vaatles tingimatu summeeruvuse küsimusi, Gapokinil ju 

Olevskil 3 , 4 , 11] ,kes vaat . la ri­

du Banachi ruumis. Kuna aga kõik mainitud uurijad piiruuvad tin­

gimatu summeeruvuse küsimustega, jääb kokkupuutepind käesoleva 

too probleemidega väga kitsaks, mistõttu me neil rohkem aega

ei pühenda.

Käesoleva tou lil peatükis Vaatleme multi plikat li vse menet­

lusega 4 summeeruv ate ridade summade plirkondi VSU-

tuü, et < rid de ^г.‘ ning erineva kujuga menetluste 

puhul võib Wd olla väga mitmesugune. Tou seisukohalt osutus 

otstarbekaks jaotada köik H- summeeruvad read i ate bunnueH 

alusel klassidesse,ning uurida eraldi üksikutesse klassidesse 

kuuluvate ridade H - summade piirkondi. Nii on § 5.1 pünenda- 

tud ridadele, mille liikmete jadaks on null jada, ning kindlaks 

tehtud, et kõigi nende ridade summade piirkonnaks on arvsirge[157. 

Olukord on keerukam tõkestatud liikmete jadaga ridade puhul.Sel- 

liseia ridu on uuritud paragrahvides 5.2- 3.7 ^lo , 177 • üsutub, 

et selliste ridade A- summade piirkona võib elli uvalt 

lusest А ,küllaltki neelevalase kujuga, alluaes aga teatavatele 

üldreeglitele; juhul,kui ei ole tegemist tünja huiga või 

punktiga, sisaldab H-summade piirkond kinalasti vuret {xt3Vrye73 

/9 5.2/./See asjaolu ex väljasta võimalust, et aummaae риг&опа

langeb Kokku arvsirgega /^3.3//. Seliise tulemuse saavut miseks
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on meil tarvis uurida tõkestatud liikmetejadadega ridade eri­

juhte (f-c)' -ridu (y>-ja (P-C) riau- ,

millede summade piirkonnad on suhteliseit lihtsalt müratavad 

/ 5 3.4/ • Nii on Ž) -rea A-summade piirkona alati *

tatav üldvalemiga

(6’ + Cb( A + ^Xf* г N e J/ c S J, 

kus £) on lõigul £ü,lj sisalduv ■ meelevaldne analüütiline nuia, 

ainus punkt või ka koüu lõik[0,1] /5 3.5/.

Mitmete nende erijuhtude kohta on esitatud näiteid para­

grahvis 1Ü L17] •

sutades(p-7)- ridade kohta saadud tulemusi, saame /ваше- 

selt mõttekal к uuele peatuki ii paragra nviaes k ja3 / teha 

järeldusi ka mis tahes tõkestatud liikmete jadaga /?- su 0 -

vate riaade R- summade piirkonna konta.seda olema t 

paragrahvis 3.7, kusjuures rakendame ka paragrahvis 3.0 saa­

dud tulemusi(P-C- )- ridadele on C) - ridade vanetuks

üldistuseks. .

Kasvava liikmete jadaga ridadest on põhjalikumalt uuri­

tud ridu, kus rea liikmete vahede jadaks on nulljada /9 5e^/

[15 J , ning on naidatud , et selliste ridade summade piirk

sisaldub alati poolsirge , 9 3,8 on pühendatud lõpmatu arit- 

«eetilise rea summade piirkonna Vantlemisele. Selle rea summade

*1
Vt. definitsioonid 3.2.1, 3.3.1, 3.4.1, 3.4.3.

2
4. def. 1.6.1.
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piirkonna uurimisel saab ulatuslikult kasutada const antide ja­

dasid sisaldavate, s.o, - G) - ridade summade piirkonaaae kel* 

ta kindlaks tehtud tõsiasju.Osutub, et selliste ridade su Laue 

piirkond on Juba küllaltki meelevaldse kujuga.

Kõigi vaadeldud »ummade piirkondade kohta esitatud näited 

on koondatud paragrahvi 3,10.

Mis puutub veelgi kiiremini kasvava liikmete Jadaga rida­

desse, siis,nagu näitasid Lorerz Ja Zeller, leidub nenue nul- 

gas ridu, milleae Л - summade piirkond veelgi üldisemate 

maatriksmenetluste korral võib omandada kõiki summade piir­

kondade võimalikke kujusid, seega ei paku edasine uurimine 

enam erilist huvi.

Samuti menetlustele esitatavate kitsenduste ärajtmisel 

/koregulaarsed ning konull-menetlused/ suureneb summade piir­

konna meelevaldsus.

Lõpuks puudutaksime lühidalt käesolevas töös esinevat 

viidete süsteemi.

Teoreemid, definitsioonid Jne,, samuti valemid on nummerda­

tud paragrahvide кайра, alates Ühest, Viidetes sama paragranvi 

ulatuses kasutame valemi või teoreemi numbrit üksi, nii nagu 

see on vastavalt nummerdamise Juures mürgitud /teoreem 3, 

valem (x'c) /. Viidetes sama peatüki teisele paragrahvile, 

paigutame valemi või teoreemi numbri ette paragrahvi numbri 

/teoreem 4 • 3, valem (b*12) /. Viidates teisele peatukile,

lisame ka peatüki numbri /teoreem 1,4,8, valem(3.5.12], para­
grahv 3,2,eraldades numbrid omavahel punktidega.



I PÕHILISI MÕISTSID

§ 1. SubstitutsiOon

ösimeses peatükis esitame edaspidiseks tööks vajalike 

mõistete definitsioonid, siinjuures on töö loetavuse nuviues 

ara toodud Ka mõningad olulisemad Kirjanduses varem tunt.ua 

määratlused, nagu i substitutsioon jne. Samuti koondasime 

sellesse peatükki rea definitsioonidest vahetult järelduvaid 

abitulemusi, mis leiavad kasutamist töö 11 ja III peatükis.

Alustame substitutsiooni definitsioonist:

definitsioon 1, Substitutsiooniks nimetame operaatorit 
N, mis kujutab köigi naturaalarvude nulga /2 uKaunw 

selt iseeneseks.

Substitutsioonide Korrutise ja astmed defineerime all­

järgnevate seoste kaudu:

(x, • K../ -
- N6) ; «* = «**,7

definitsioon 3. Ütleme, et substitutsiooniae daial

(1)
eksisteerib lõpmatu Korrutis

tunt.ua


parajasti iga naturaalarvu *v Jaoks а ■ к.»

ja natura larv n nn,et

y=k.+1,-, (3)
1r0,]n.) - h.. (4)

V=1
defineerime iga h jaoks aeo*ega^ 

, k,. , .
' • n j(w) (*- 1, • - •). (5)

un lihtne kontrollida, et selliselt 4et»neentu4 operaator

Kon sutstitutsi oon: töepoolest, on määratud iga naturaal-

arvu jaoks, ning tcma väärtuste nulgaks on naturaalarvude пуак.

eb veel kontrolliaa . toridüksüncsust. Föestame ae

vastuviteliselt. Oletame kõigepealt, et U ei oie ипепе.мее
*täncndab, et leidub naturaalarv hAj punul lelavad aset

VÕr4Ub€4 /
dx? (h.*) = A/u,

\/ ( Kx,*= /vu > 
kusjuures

/1А, 2=- Nu .
Kasuta4ea aefinitsioonivalemit (5) , saame

V- 1 б и)

b)

. kusjuures kentivad eelduse (l) konaselt ьеоьеа

Kabutaões Ik.-l 8 esitatud meetri Kat, ning tunistades

seega

näeme et

tOvuuu ecLEika *B0tLe&
,ni^g siit on lintne nüidata, et - C h. п (к\ 

Za. , V
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4, (m *) = , (V = K,.* +1, «,- *, -)(8)

4,(4*)= n* (9)

Tähistame
ncOx ( Io--* k, = * U Ю* x 14/ > "V / • ,

ning defineerime lõpliku korrutise
• ,, khee , 

= п v.
\)=7

j/H г \ / \xKi on su bstitut ei oon* teoste st (6) -(9/ järeluuvad voruused:
. / I Ck,-* ,/ 1 / *1A/**) -rn j <--) - [п <<, п «,з<~; - 

^•1 ' V=K<+A
<п

=4 V=K/Ä*,,

ale on vastuolus substitutsiooni vK ühesusega, ja see^a luK­
e / >kavad ümber meie väitevastase oltusee >ubstitutälooni чК/

üksühesuse tõestame sarnase mõttekäigu varal.

Substitutsioonide korrutamine ci ole alal selt kormuta- 

tiivne. Vaatleme,millisel juhul siiski esineb korrutise kom-

mutatiivsus.Selleks defineerime veel mõningad mõisted:

Dernitsioon3. Nimetlame substitutsloone - tu- 

matuteks, kui kehtivad seosed: - .

kui , (n)+ N , siis U(~)=h,

kui (~)4 n , siis N, .

Substitutsioonide süsteemNj., , kus substitutai 0o- 

nia.ja3, on sõltumatud Pilati,Kui c 4у 

sõltumatuks.

Jadade puhul kasutame sageli sümbolit *
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Definitsioonist 3 ning substitutsioonide KOrrutaaiat ees­

kirjast Järeldub;

Järeldus lj Sõltumatute substitutsioonide korrutis on 

kommutatiivne.

. Teoreemist 1 Ja definitsioonist 3 Järeldub veel:

Jüreldus_2. sõltumatu substitutsioonide süsteemi (1^ 

korrutis ^2; eksisteerib alati* .

Tuepoole&ti sõltumatu süsteemi punul vastab igale naturaai 

arvule A selline indeks , t

K,()= -1 ,ku1 ;

võttes siis ,, - A , ning

/7 K, " 3'•n,. ;

*n' - K*. 4/, 
millisea suurused on alati määratud, on tingimusea (3)

Ja (4^ taidetud.

Definitsion_4. Substitutsiooni K nimetame lihtsubst- 

tutsiooniks, Kui ;

/ч/2- <Vй * l»2#e«e )•

Lihtsubstitutsiooni puhul kasutame sümbolit < >- ;

Liht substitutsioonide puhul on Õige:

Jareluus 3# Sõltumatute lihtsubstitutsiooniae süst ee i

Korrutis on lihtsubstitutsioon.

Tõestame nüüd järgneva teoreemi.

Г e о г e e ■ 1. Iga substitutsioon I on esitatav kahe
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< . HZlihtsubstitutsiooni ja vx#4j Korrutiscnae

Tõestu »• Olgu antud mingi substitutaiooname
Anaekek c, Gargnevalt : «(^) ~ • / v ' ■ • • / 6° А/ (^o co ( °

. . 4
Mae! iefineerime indeksid Vs%‘,i<,... järgnevalt : 0lgu

^(<->9= t / =,7■ • •)■ un *ох81 voin -i.. »t:

1°. leidub V 7 1 nii, et - •y‘,

2°. leidub v‘,, nii, et

3°. ei leidu ТорИкки indeksit V ' ega VH , mille punul AMM»

aset 1° või 2°

Jefineerime kõigepealt lihtsubstitutbioonid

või • ,v\ või v= 1,2.4 -4

v *> <-,94(1
/

sõltuvnlt sellest, kas jada _ 1 и - 0 seos 1 , &Korral Kehtib

või 3U, ning samuti 
z/y , < . *

-V*Z või

Näeme, et

või =

fänistame esimese naturaalarvu lLhe
, ПаП^ määrame jada { <}sümboliga Lo

/ V omandab lõpliku vol lõ n- tu nulga Vütrtusi sarnaselt V -ga

jalas vt. junud l°-3°/

Kui meil on mätiratud jadad 1Л,... ,1-1) ,
Co kui esimese. ■iile punul “)4u ja ei. ei kuulu ünes-

A, •-.j-А •
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f .J’ . ч

Vaetavalt igale test r^J^i ЧМ,Л'' / ***** 
substitutsioonia 4.^' ülalkirjeldatud vilsil. siis

kentib seos

липа ig l , uraalarv у/ 

täpselt ühte jadadest
1/)jaoks määratud LI viisil • ja

mille punul , Kuulub

), on seega iga u

Sellisel viisil defineeritud substitutsi ja

moodustavad vastavalt söltumatud süsteemia ja seega

teerivad järelduse põhjal substitutsi 4 Ja

on defineeritud lõpmatute Korrutistena:

X - П ~ - П «," .
jH * Г-1

i 'Ü)^/(i) • „ -/arijuhul võib olla ubstitutsioone,•, Ka lõplik arv, j ='M/,*-/, 

sel juhul on meil tegemist lõpliku korrutisega, kuid kogu mötte-

käik üldiselt jääb samaks/. Järelduse 3 põhjal on ja

lihtsubstitutsioonia. Helpooltõestatu põhjal leidub iga

korral jada nü, et ue{cj},ja on ölge:

^4 ‘ «4() ~ 4,0 -34), -
ning kuna substitutsioonid N,, A,° ( =1Л,...) . V4d üm­

ber ainult selliseid naturaalarve A , millede punul Lu)*M / 
on õige ka seos

4, ■««, (+) .

Sellega on õige, et
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Ja meie teoreem on töestatud.

nname nüüd mõningad definitsioonid, oie 1 seloomustav Ы

substitutsioone:

Definitsioon_ 5л Lõplikuks subatilutsiooniKä niüet 000 
sellist »ubž>titotsiooni K , «iile puhul leidub niit>uüuue natu- 

ranlarv N , et K(~) = h / n - 1/ N * •/1 * • •

. Substitutsiooni , mis ei oie lõplik, nimetame löpma- 

tuks.

petini oti oon__ 6. Cökestatua substitutsiooniks aimet me 

sellist substitutsiooni K , mille puhul leiaub niisügune na- 

turaalarv O , et Kehtib seos

Д'- ct(k=4,»„ • ••) (10)

Substitutsiooni R , rais ei ole tõx<. . netame tö-

estamatuks.

De 11 nit siooniaest (6) J relaub:

Järeldub 4. lga lõplik substitutsioon on tökestatud.

deflnitsioon_7. ^4/ - <ог4»екв substitutsiooniks nimetame 

••1 tutsiooni N, Jill iUl leiaub niisugune natu-

realarv / , et iga naturaalarvu A, ,, n=/,N+2,., ( tib 

seos
(v) x A - v i

ülimalt A<, naturaalarvu V korral, kusjuures leiaub seiline 

lõpmatu Jala N , mille puhul vörratust (11,) ranuldavaid arve 

on täpselt h .

Kui substitutsioon ei ole hu-kordne ühegi rvu
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4puhul, on ta lõpmatu^korane.

Järeldus 5e iga tõkestatud substitutsioon on h-kordne,

M -d
Г Õest ame nüüd järgneva teoreemi:

T e о r e e ■ 2 . Iga h- kordne lintsubstitutsioon on 

esitatav hU sõltumatu ühekordse lihtsubstitut siooni korruti-

sena.
( 1Г õ e s t u s. defineerime jada ) v. r. järgnevalt: c - •C= 4

on selline naturaalarv, et kehtivad seosed

K(,z%‘
Kui on määratud siis defineerime v, nii, et

v; >K(vf1) ,kusjuures kehtivad seosed
d (u) s4 ' f4' K( v,‘ - ■, *

ning substitutsiooni WR, defineerime seostega v,‘ +-

5Ц..^Мав1 defineerime jada (V^l sarnaselt jadaga i va-

Iides selle jada liikmed hulgast [ n } * / v°} , ja

derineerime substitutsiooni , seostega v‘ -Z(e) •

Jätkame selliselt,defineerides

ületame Vastuväiteliselt, et eksisteerib 
titutsioon N..., • Siis peaks leiduma jada 

et oleks defineeritud seostega v / h +4

ka lõpmatu SUUb-

mi,

Definitsioonivalemite kohaselt peaks iga indessi jaoks

siis leiduma naturaalarvud Va;, fc» nii, et

kehtiksid võrratused
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kula see viib vastuoluni eeldusega substitutslooni - 

6U£est,®is tõestabki meie väite. Uhtlasi jüreiduD valemitest 

(la) ja substitutsioonide ,,. z RA aelinltsioonist 

nende substitutsiooniae bültUBälüo* on teoreei töes-

tatud.

Teoreemidest 2 ja 3 järelauvad:

Järeldu® b* Iga ч-korine substitutsioon R on esitatav 

ühekordse lihtsubstitutsiooni korrutisena, 4 =

Järelaus 7» Iga lihtsubstitutsioon on esitatav sõltumatute 

ühekordsete lihtsubstitutsioonide korrutisena.

Järeldun 8.__ Iga substitutsioon on esit tav ühekorasete 

11 nt substitutsioonide korrutisena.

Гооше siin ära veel Kronrodi 10] poolt antud olulise subg- 

titutsiooni mõiste* Jelleks on meil tarvis aefineerida jrg- 

mised lisamõisted:

Olgu neil antud substitutsioonj ■ uraalarv >v . 

tarne sümbolitega

^4 (n ) 4 €, . 2 (w)

kõik sellised naturaalarvud, millede puhul
&,)sh Ja K 1 (€(~)) (i = . ,40)),

ning sümbolitega

kõik sellised naturaalarvud, millede puhul 
,/-l / ।

k, a- (2=1,2,,())

Arvud C, . » *oo dustavad -VI 6v) naturaalarvuli-t
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lõiku; arvud m,,.,

Tähistame
,(~)siis

-Д^М.

naturaslarvulist iõiKu.

Definitsioon_8. itutsiooni K nimetame oluliseks. Kui

~ 00 x (15)
'

S 2 • H e a eummade piirkond

Olgu meil antud rida4

J>L .
c 0)

Hea osasuimad tähistame edaspidi
* Im

> л % = 4, .

Peatükis IlI R on reaalarvude hulk /arvsirge/.
peatukis IX - lineaarne normeeritud ruum 3C , Kusv ea-

tüki il paragrahvis ) nõuame veel, et 3C oleks loenduva baasiga.

Koonduvusena ruumis ЭС mõistame alati,kui pole märgitud muua.

tugevat koonduvast.

Definitsioon_l. (19 - ümberjärjestuseks /enk liht

salt ümberjärjestuseks/ nimetame rida

3
Kus ’^'9on substitutsioon /Vt. aer. 1.1/.

Vt.viide lk. у
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Ühe rea erinevate ümberjirä estuste vördlemiseks on meil

otstarbekss Kasutada järgnevaid seoseld:
;u mell antud lühterida 2* je selle mingi UteOtr- 

järjestus 22 .

Ütleme, et
{r,}" (a)

kui indeksite kui naturaalarvude vahel kehtib seos

bk-, al^L. .

Sel korral saame defineerida ka vahe

f )k r ,e r e-g .
/ 4 j. i%A = (5)
C Jc=/I ( = i t 7ch~i ) v '

mis kujutab E-k esimest liiget mingist uuest ümbe rjärj
ymlile hiiKm me ümboliga4‘9 •

definitsioon 2 Himetame rida (1) tinggimisi hajuvaks.

kui tal on kaks /erinevat või ühtelangevat/ ümberjärjestust

jaZt"
c c

nii, et rea 2; osasurmaae jadal löp-

lik ku spunkt- , rea MWMÄeM 1 {löplik
L

kun Kt & , <ъ4^»

Selline tingi nisi hajuva rea deflinitsloon on üldiste kul 

onrodi [1 J oolt antua ruumis R, ,ku.p le nõutud tingimuse

täidetult; Kronrodi tingimisi hajuvad read osutuvad üntlasi 

tingimisi koonauvaks ruumis R, ,kuna aga löpmatudlmensionaal- 

ses ruumis ЭС ei piisaks ka tingimuse rahuldamisest selleks 

et tingi-taa, najuv rida f 1) oleks üntlasi tingimisi koonauv
1 Rea kunjualspunkti Ks niaetamc rea Oaasuumade jaua 

punkte*
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/vt. aefinitsioon J/e le-o /t4 ‘

Definitsioon_3. Nimetame ride (1) tingi uisi К ’8,Kui
tal leidub kaks erinevateks eumoadeks koonduvat ümberjärjes­

tust 5 n! - q z 2

Jefinitsioon ei lange päris kokku suure osa autorite puult 

antud tingimisi Koonduva roa definitsiooniga. Kuna sageli nöu- 

takse et real oleks üks Koonduv üaberjai jestus ja mingi 

ümberjärjestus, siili eaeHi punktiks ei koondu /või и olla ка najuv/;

meie teoreemide tõestamiseks on Vajalik esitada lisanöue, et 

leiduks vanemalt Kaks erinevat Koonduvat ümberjärjestust,seega 

Kitsendame tingimisi koonduvate ridade klassi nii, et see хеш- 

де ti ruumis Ühte Hadwigeri [43]klassigal>.

pefanitsioon_4.Nimetame (i) su№ . irkonnaka lalcmas 
möttes 3(^г;^геа (1) kõigi ümberjurjestuste kõigi löplke кип- 

jumispunktide hulka.

' definitsioon Nimetame rea (1) summade р11гкошшКь kitsa- 

aas mõttes 3^^) rea (1^) kölgi koonauvate ümberjüx jestuate 

summade hulka.

,u A un^x maatriksmenetlus.sdaspiai eelaame , et ta on

. koonauvuat sallitav, s.t. rahuldab tingimusi

1° Ue = ot J Q, ,
•7e v ( / )

" "° la Q,0 * CL9

3 / Q,) / " / (>v = " )
Käesolevas toos teeme menetluste jaoks lisaeelause, et n m on 

multiplikatiivsed, s.0. rahuldavad järgnevaid tingimusi
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' C 4- о > 

о = . (s)

jell nitsioon be Nimetame rea(1) -sumade

гм (1) kõigi -sucmeeruvate üsberjärjestuste 

hulka.-

Käesoleva paragrohvi definitsioonidest l^b tuletame järeldu­

sed:

Järeldus Ле Tarvilik Ja piisav tingimus selleks, et rea (1)

WH | nd S(21;) sisaldaks vähemalt ühe punkti, on et

NtiiMrlt une rea (1) ümberj . _ stuse osasummade J Mai olcks 

lOpllk kuhjumispunkt ,

Järeldus_2. Tarvilik ja piisav tingimus selleks,et re 5 (1) 
summaae piirkona 5(2ti) ka väne - alt 2 punkti, on, et

rida (1) oleks tingimisi hajuv*

Järeldus 3» arvilik Ja piisav tingimus selleks,et re (1) 

summade piirkond 5 (2 г:) sai i iks v Lt ühe punkt 1, et* 4 C 7
real (1) oleks koonduv ümberjärjestus,

Junul, kui real on koonuv ümberjärjestus, loeme selle länte- 

reaks, ning seega rea (1) koc i vaks. .

Q*)
Järeldus 4* Tarvilik Ja piisav tingimus selleks, et rea (1^ 

summade piirkond S(4t) ais il i -Kt? vähemalt 2 punkti, on, et rida 

(1) oleks tinggimisi koonduv.

Tarvilik Ja piisav tingimus selleks, et rea (1^ 

4-surmade piirkond “4(H ti) si saldoks vähemalt ühe ,ui, on, 

real (1) oleks vähemalt 1 H- summeeruv ümberjärjestus.

Vt. I 27/ ,152/ ,
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Juhul,kui real (X) on mingiA-summeeruv ümberj

ne selle ümbex stuee lähtereaks,ning I * (x)

Л- Sun-tit eruvaks. Га:«1 siis

ДИчЬ6- ^v)
- c

§ 3. N а t и г а а 1 а г v и d е j а а а

olgu (о-{с} natur | alarvude jada {л#} kõg lõpmatute 

osajadade hulk.

Vastavalt .. le e aefineerime tüi ta €

seosega „
(1)

Kõigi selliste jadaie hulka, millede puhul

eed e,9 (2 on tüni hulk ) (a)
tcinLbtame sümboliga £ »

Jada € saame esitada ka naturnalarvuliste loikude e;

x asitame jadade e kohta möned NtilkeklzNäixe le
44,a,Hl4SlM,w,-. }*’ Ur.6,40,44, =1,19 ]

9, - 1, 6, = , &,- %,- ?
^17= 4 &k : } ' I 6, ?, ■ ■ - J

e, =lc^e'4 Л^З^Т}= [t 3, и, f, 9, 40, 44, U, 43, 44, IJ-,46,,31 33 3

e, = {:‘ У ■ < е 7} = р V), & »,... j

*Н 11, ■ • J

) e,, ,



/tähistust kasutame ainult neil juhtudel, к sel

korral oleks karta arusaamatusi/.

Jada e oleks lõikude jadana esitatav J it:

6..; te&te te, 41,, (7.*6 4*7-7 'л-4,)*)

Kehtivad seosed:

Kui 9,=1 ,eile 9, ja h, ei oie iääratud,kuid

9. ' &--7 1, / k = Л 3r.. у
Ku1?71 , .xi. je

e, • {3,3, 4. h 8,9, 43,43, /6,

2-4, k"4 , Л4-9,^4-L4= 43, 11,

_ 4 6
6 °

3b - , ■ t - / , L = 1,ZI... .
4 - ^,je6 1} - {Z/ 41 „Z. 3

q - j {k -&, /" *4, õ = 4 . Г
‘“7*

jJle- 4о,.-з
° 9." :*s, ‘ * 1'л-- • ; lv j

“ i ^in , ^iv e 6
, ^Лб.^еб.

e Ja €^ei ole ortogonaalsed,sest
e7 n ^hi o A • ke J 3 ; k.^ '

Ja e,, on ortogonaalsed, best 
= ; (rjee

1/7 ja ^on sõltuv d,sest

e- J® e, on söõltumatud,sest seos (1) ei kenti ünegi к ega 
C korral.
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Köigi selliste jadade {e} nulka,mille ae уеймД

%,,-2,s ?

thistame sümboliga ё* .

Definitsioon_1. Nimetame jadasid jae,, OrtO^OriaalbatfcKb,

kui
e, he, 6 , või е,/7сл *9 .

Definitsioon 2. Jadssid ja e, nieeta^e söltuvsteks slis, e» -* - -w ни «и nii ee — ew • w Jy , O° o
kui lelauvad löpmatud indeksite jad»d {^}t=4 ja {0:}., mx, et

e 1 G, i
911 voa (1)

Kui jadad e, ja e, tsi ole söltuvad,nimetame neid uöltuma- 

tuteks.

Vahetult definitsioonidest tuleneb

, 1, urto^ona:ilbea jadad on sõltumatud.

Definitsioon_3. Nimetame jaaade süsteemi {ej},e; e 6 ,t
1ее1ьекь,ки1 .

П %.6 6, I Cv;A S2
Lt, ‘ *•-<-71

jada {c} iga löpliku vi jutt osajaaa /•:} /võib ka / *=/ 

korral.

Järeldub 2» Paralleelses süsteemis ei leidu ortogonaalscte 

jadade paari.

efinitaioon_4. Nimetame j?i ле süsteemije,e€6, »ultus:.at u*a, 

kui iga jadedepaar sellest süsteemist on söltumatu.

tbioon Jadade süsteemi {e;} nimetame monotoonaeks,kui

kehtib seos
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C änist «ле

k /= ил/бъаб К,. ( /

9," - • ,
Jetinitsipon, b* Nimetame jadnde süsteemi {ec}korrapärasek

kui ta on paralieelne Ja monotoonne, ning Kehtib se0s:

g’etiga e korral,kui e * Пси ,киа с,4 4 .
с = 4

ИХ.» näide 2/-.

1

Mäide-2
steem e,j „kus

C,

on korrapärane.

Tõepoolest, / / E; • 2 “ 
1=4

ьее^а süsteem on paralleelne
c , . )Y t t . j ,ьее^<» süsteei on lUiiutvui-ja

ilmselt kehtib seoe (10) •
eem {e; } ,KU8

C

ei ole paralleelne, sest

=4
Kuid on monotoonnc. Kuna €.

Г *2~üsteeni 2 Jiga ümberjärjestus r > Э2 Ci J li ole mO

•’^lere^a viimatimärgitud süsteemia ei ole Ka когга^агааеа.
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Klassi 6 kuuluvate jadade ja lõpmatute ühekordsete liht- 

substitutsioonide hulga vahel on üksühene vastavus, mis reali- 

p eerub vale ni na
) = 9.♦1 (*-41, ) (1)

Tähistame edaspidi lõpmatuid ühekoraseid lihtsubstitutsi- 
seoone sümboliga v , kus € on vaadeldavale liht substitutsioonile 

vastav naturaalarvude jada»

Järeldus Sõltumatute j ; ie e, ja puhul on substitut- 
je,e, sioonid ja • sõltumatud.

Järeldus 4. Kui <L € 65 ,siis on . tökest atud.

Olgu meil antud mingi maatriksmenetlus 4 Ja jada e £ 6 e
ge Г C 7Tähistame sümboliga -7 menetluse mis on defineeritud

järgneva eeskirja abil; 
eJ Qny ' Q,v / Ve e »

( a,5 ' О ) vte;h-i,

Järeldus 5. Kui on multiplikatiivne menetlus, siis on 

mentluse 4 multiplikatiivsuseks tarvilik ja piisav, et eksis­

teerib o [Лг] * О /vt. 27/.



59 -

S 4, Rea summa muutumine

ümberjirjest e m 1 eel

Lefi nitsioon_l • Substitutsiooni VU poolt määratud parand-

resks nimetame rida

X/-Х (txcji), 
c C

(1)
mis võib sõltumatult lähterea koonduVusest olla nuon.iuv vöi

hajuv*

Koonduva parandrea puhul tähist selle sunma su:.uuixoa 2’,

kuna alsti

. 1 rea /г-da оьэшииа arvut i te II sutame suurusi

Ja secga

Kuna me tingimisi koonduva геч puhul eeldasime länterea 

koonduvust, on tin^j.rai#i koonauva rea K- ümb jestuae 

koonduvuseks tarvilik Ja piisav K-parnndrea koonauvus.: 

osmuti on 4-summeeruva rea punul - ümberjürjestuse Я' sum- 

meeruvuseks tarvilik Ja piisav ^"риг^плеа A-surmeeruvus.
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Siis

61942//
briti lihtne on olukora koonduva par n.ire?2 puhul; Kuu# 4 

on eeldatud koonauvustsäilitava menetlusena, on siis par nd- 

rida kindlasti ^-eu^eeruv.

Hultiplikatii vse menetluse korral avelaub koonduva par nd- 

rea 7? P punul ümberjarjestuse 4 - suwuna jargne valt ;

(-ua) - . (e)
millist seost me kasutamegi edaspidi /ptKalii^ 1/ korauvalt.

Suhteliselt lihtne on tulet 3da surmamuutuse valemit ka
t/Cühekordse lihtsuostitutsiooni Jaoks. Naggu Järel lub V defl- 

ni tsi oonist ,kehtr D seos

,<ui 5.5**7
g ~( 2k-

kust järeldub, et

Fu, - R,
metame jada e ?°-jadaks rea (2.1) suhtes,kui kehtib

seos 

(9)
m (8) lihtsustuo,kui e on rea (2«1) suhtes 0“-jada

л võttes arvesse 4 definitsiooni /j.lJ av laub viim
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valem järgnevalt '

4 *,*o -6-
Tuletatud valemi põhjal on lihtne tõestada jrgnev teoreem:

reoreem 1 , olgu meil 0МШ1 rida (*«1Д ?" jada в 

selle rea suntes , Ja selline multiplikatil vne Л ,et

ocl A =ad.Siis kel itib seos

a( ; 6 ra ^х)
Tõestuseks tuleb vaia valemi sse (o) palgutaaa ~LA J 

väärtus /Vt. ^*0 / •

Järeldub 1 ♦ Olgu utel 1 antud rida (2.1) • selle raa aunt ea 

ortogonaalsed jadad J® e, ,mr^ аеИлпе multiplikatiivne

menetlus 9 , et oü l A J ' ja o [<4^ j - od,, • lis

kehtib seos:

4/2 "e,g6(c)? = 6+ 4). (kt)
Järeldusest 1 tuleneb omakorda tugevam järelaus;

Järelaua üe Olgu meil rida C»l) , sõltumatud T

•ella rea suhtes Ja lining seliine multipiiKatiivne ea;

ius A , et oU / ]= axR ja oG L A5/=ad euiA6 к».. L*b
seos ^lc ) e

Järelaus_3- meil rida ^.1) , ault uim tud 3-j* ,

&elle rea auhtes Ja e, ning multi pli Katii vne menetlua R .

Jiis kanti c> seos
944*9*)) - 6**F***4*4)

alati,Kui eusisteerib parempoolne piirvürtus vörauses
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(13) шиигишХ,*

J<relau» 4» Olgu meil rida '^2.1 ) ,e6Hvmat^ T - jadaae
-1 О»

teem je,jc=q selle rea suhtes ning multiplikatii vne

•umee»ri®i»»enetiu6 A еВМ» kentib seos

alabiekui parempoolne piirvitrtus eksisteerib, <u»juure»

/sellise löpmatu korrutise olemasolu tuleneb jreldustest

1.2 Ja 3.4 / .
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II S и Ы У А D A PllfcKOSdAJbiSt

LINEAAASsS N U Я М € Ь г. 1 Г U U Н U и к л L

§ 1 Võre У и m 18 a 4 е рХ1ГИ0П4Н4е

^5(51.) ja 5 (ŽL X,;) К о и й t 1 ь о ь а п а
с с /

K»e»oX»wa« tüki» vaatleme surnmaue piilt •

4а struktuuri, кие juuresс '
л?6Х . (1)

JC on lineaarne MiwerXMM ruum, paragrahvis 3 aga ■

lo uj va baasiga, lineaarne normeerita. | 3 •

Kõigepealt teeme kin41aks, et iga tingimisi koonauva /vt.

jar. 1.^*4/ rea (1) eu»s*4e

(u;), (J

ja iga tingiMei hajuva rea (1) summade ригкипа /vt. jr. 1.2.2/

б'Ы U)
C

,aitoüi4;iVa4 "võret", SeOe punktide hulka kujuga

kus aö € K , e ЭС.

Alustame vajalike lewmade tõestusega:

Lemma 1 Kui real (1) on sake erinevat kuhjumispunkti- «

Ja M ,a*ia leidub vaatavalt igale täisarvule usclle rea

1
Vt. vil4e Lk,31
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järjestus

2*°)()-<6 >
mille kuhjumispunktiks on punkt

(i)

(b)

Tõe st U 5. Valitee monotoonselt nullile laheneva 

jada {k} use põhjal leiauvaa inaeksite jadad {n+ ja 

{k,y nil» h, - h-hg+4 (=1,2,), ja KiiiUI.4 vörratu-

sed

(')

Siis on õige ka t

e ' h,+ 1
kgH /w>Oe' loodustame rea(1) ümberjäz jestuse (5) ell, et 

g ) ooleiduka jada lke, mille puhul Kehtite seos:

11Ы - (7,-0)
C = 1

Vblane kasutusele järgnevad tänistused:
m, ' ; M, sc (10)

“ *, /ek+i = I V 1,2, - A , k# -4^ J
Qefineerime nuüd ümberjärjestuse ^5) liikmea

järgnevalt:

Oleme nüüd õlgustatud tegema induktsiooni eelaust. et

£ - 4

meil mingi k punul (k Ä u,l,r;,... ) on aefineeritua rea (5) 

liikmed cuA ), ning defineerime rea (s) liiknea 

*,,*,*, eeobte«$e;

- (11)
"*= (c-1,,),.32,;v=0,,,2-,)
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aga lxxКnaa Uye.,, > tea *eni *
Л/ <+ 1

eata jüänud liKmed Kuni indeksini Ло esialgses jüJe5- 

tuses.

Seega slsaldab rea (5) llikmete jada Kuni ina . /o 
tappelt neidsamu liikmeid, mis Ka rida (1) Kuni sama 1о4ва»*п1,

ja on õige võrdus: NKt4
По n°

22 - 2 ni .
i-1

See aga ta pseose ^7 J põnjai,et

02 € il ~ /
CM X

Valemit ja aetinit8iouniee»Klrju (10) ja(l1) arv*

võttes saame aga siit k
\\2 -G-/(y-«)/]/412,« - ‘

*/ V
+2. ’

it/v-,*1 c"<

+/2*-(y-1)/<2(V,1)6,. L-M, .)-

rändetane *(*9c-~"2,
ja vötame • * A , ning nõutav vörratus (8) ongi täiuet

Juhul A<Oon töestuseks põhiliselt #ава konstruktai-

pon, kusjuures ainult valemis (10) on suurus Hc^awena^tua 
, 1 1 •Buurusega N , aga hu - indeksiga ^K,tA

on lem$a 1 täielikult tõestatud.

reoreem 1. Kui xeS(2; )
_ / Z

8118 v5 ( "i) D +/( ,.e5} .
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Tõestus, легаша 1 tulemusi arveb^e võttes pakub iLe.-

le huvi vaid juhtum, кие % nin^ I on erinevate ümberjärjes­
tuste kuhjumispunktideks.

oletame Lihtsuse mõtte», et « on lante rea (1) kuhjumia-

punktiks, kuna у on ümberjärjestuse

kuhjumispunktiKs.

Valime monotoonselt nulliks kahaneva jada -

kohaselt eksisteerivad siis sellisea jadad {h,} ja{nu‘

et , h,
1)^ R -x // - «, / -4 I* - г<- .

4Nli.neeri.me nuu a jadad {m,j ja järgnevalt
^-1= и,;

, /kuna on minimaalne indeks

musi

/vt« seoseid

, mis rahuldab tini-

mis rahuldab tingimusi

Saime seega seosed;

, 7 ^*1, 
**Vt4 , g • O 7(, = Л C

‘&f1
*4

“tf

millede põhjal defineerime rid de ^1J ja(2) liikmete 
hulgad Ja {("f, (t«t4,...);

(il) 2 /
. J >1

’c$i
?04

Saadui hulkade abil konstrueerime nüüd rea (^1) senise

%

11

1

%
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usher Jar jest use
2 **(2) г‘ • '

mille kuhjumispunktideks oleksid niihästi punkt N tui ka
punkt у , s.t .auksia jadaa { mk 3, {h, } J* {e},e-o

uXleat kentiksid seosed
>и*, mL

C~1 L" *
Rea (16/ defineerime järgnevate seoste abil

Samuti

L-1 1-1
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•eega tõepoolest seoste ^15) ja^!4) pönjal kehtivad vörratused 

(17),ning rida (1б) rahuldab lewma 1 eeldusi, selle le :.m« puü- 

jal aga leidub iga M jaoka rea (16) ,ühtlasi aga ka lante rea 

(1^ selline ümberjärjestus ,ille kuhjumispunktika an 6) 

ja sellega ongi meie teoreem tõestatud.

Teoreem 2, Substitutsioon ei ole oluline.kui 
lahte rea liikmed rahuldavaa tingi mu et on Nöpmat u-

tus. Vastavalt meie konstruktsioonile kentib

+6]) "° ( , 
ole taidetud tingimus (1.1.15), ning K ei oie

vastuvüit eilselt, et rea (1) liikmed t a 
tingimust (1.2.6) , ning „n L -kordne.

kordne.

Tões

siis

ja seega ei

oluline.

Oletame

Tähistame
Aa/"L-,w ,

«11» (1.2.6) põhjal

Kuna k iga /v korral /vt, 

järeldub valemist (1,4,4^:

L 4

Ja seega 4 P ' - O ,mis viib vastuollu meie eeldu-
c

sega substitutsiooni Künta,

Teoreem < on sellega tõestatud.
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Summadepiirkonda 5 /2*;) vaatleme edaspidi ainult 

selliste ridade (1) puhul, milledel leiduvad alati,kui eksis­

teerib 2 koonduvat ümberjärjestust (V) ja (12) , indeksite 

jadad {a;j ja {af ®t vaetavalt igale inaeksile ¥

j Ait, J ja eksisteerivad

indeksid ja nõnda, et iga naturaalarvu

kus £ ° • konstant ei sõltu indeksist - e

Seoste ^19^ — (22^ kehtivus juhul , kui A= 0 ,

järeldub ridade (1^ Ja (12/ koonduvusest.

Selliseid ridu (1 ) , millede puhul seosed (19) — 

(22 ) kehtivad iga A väärtuse puhul, nimetame g *1 . .

Kõik kirjanduses käsitletud read /sealhulgas ka näide- 

tee 1 ja 2 /lk.65/ defineeritud read kuuluv g - ridade 

hulka.

Tõestame nüld järgneva teoreemi:

Teoreem

kus 24, on

3 .Kui X J 9 •

s- rida, alia ka

Tõestus. Olgu lähterea summaks X , aga ümber­

järjestuse (12 )summaks /siin on erinevalt teoree-
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mist 1 eeldatud rea (12)koonduvust*T ngimus (1.2.6) 

mis on piisav löpmatudimensionaalses ruumis, osutub siin 

mittepi 1 sa va ks/.

Olgu meil antud suvaline täisarv 4 •

Rakendame nüüd meie reale teoreemis 1 antud konstruktsi­

ooni, kusjuures kasutame Jadasid ‘ 4,j ja .

mis on antud E- rea definitsioonis*

Teoreemi 1 kohaselt eksisteerib real (17 ümber­

järjestus (5) , mille kuhjumispunktiks on (б7, s*t. 

leidub selline jada kehtib seos ( эЛ

Tarvis on veel tõestada, et rida (5 7 seab ümber 

järjestada nii, et saadud rida

/ = 2 CZJ}

rahuldab seoseid .

Ja
и

Seostest , ^24^ Ja järeUubki, et rida

(^23 ) rahuldab meie teoreemi nõudeid*

Selleks teostame ümberjärjestuse ainult rea (5) liik­

mete hulkades

jättes hulkade K esialgse omavahelise paigutuse muut-
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matuks, seega on garanteeritud весе (24) •

Võrratus© (^25) tõestamisel kasutame ära eeldust, st

rida (1) on E-rida. Vastavalt raa ^5) konstruktsi-
, . / ~ CA**; 244*4

oonile on*._, t ", J* =1 Ä

tühistame

<6 ~ Ft., ~ 4,

ning defineerime rea (23) liikmed järgnevalt:

Arvestades seoseid ((hüeme, et

ЯГ VCX)
t; Hz

4eco

kCX)4 fe X z. </6a<; + A (vca)

Mage saadud rida ^23 ) rahuldab tingimusi (22) ^(гъ)» ku 

võtta < =A, (4e if ning meie teoreem on tõestatud.
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Teoreem 4 Substitutaioon on oxuixne.

Selle teoreemi tõestus sarnaneb vostava teoreemi tõestu-

ЫЦВ komplekstasanail / vt*/"lu/ /f®i»tÕttu me Nea«i ei eekte*

Seega oleme Kindlaks teinud, et kui kumbki sumuade piirkon- 

daoest (2) ja(3) sisalasb kante punkti Xjay i*il ta **»al- 

dab ka nende punktide abil moodustatud *võret* (4) , mis

asub neia punkte laol vai sirgel. ulgu märgitud, et evore* aval-

ais on - ja 1 suhtes alhmmueetri linej töepooleat *iga / <ocxa-

kehtib seos

5 2 . Hitmest võrest ua0odustatud 

au^uade piirkonnad

Käesolevas paragrahvis vaatleme Juhtumit, kus rea

Fu / (X)

/ 3 on lineaarne normeeritud ruum/ summade piirkonaa kuulu­

vaid punkte on antud rohkem kui kaks* Olgu selliseid pu kte 

kõigepealt kola* Tõestame järgwise teoreemi

Teoreem 1 * kul X € 6 (2 e ), > eS(g 2 € 5 (2 +i 

ella St],-*),-*)*,,, e 1}

Tõestus, ulgu pununa x,Y ja 2 vastavalt lanterea

(x ) .ümberjürjestuse 27г/ Ja ümberjarjeabuae 27 \ summadeka, 
v “ г
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S.t., kehtlvad seosed _
21^=^, 2-4*9 • ^4-г.

6 ‘flulgu antud monotoonne nulljada (Ckj.
lime sile indeksite jadad J,lu 1 ’et

ning jätkame konstruktsiooni nagu teoreemi 1*2 tüestuses.

millega käesolev teoreem osutubki t^ectatuks.

Järeldus 1 • Kui x€S(c:),-ye5(4*,2e5ja =
on taandumatu müra, siis

{x +^.^e7^ € 5 (21 4.) 'kue

õelle järelduse tuletamiseks ksutame tuntu.i x kti, e .

vastavalt etteantud täisarvudele Mhja 9 on vöiaeliii Va- 

■ • täisarvud ja h, nn, et vöraus (a)k htiks
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(2)

Teoreemist 1 Ja jreldusest 1 tulencvad Vahetult ve .1

järgnevad huvitavad jüreldused:

Jrelaus2. { e 5 /A/) Ди leidub

selline ruumi 3 elemnent w‘ , ning ühistegurita täisarvud 

h, = nii, et kehtivad seosed

siis
{e, +uMu e }c5(2 X.),

Järeldus 3. Kui Xj eS(2*) (/= 1Л, ) , ning lelauvad

i 9C elemendid 4, . ja indekaid C, (ю-иг, vol

4 = l, ... 4 C, 4 e,-, 4 ■ • • ) nii, et

on ühistegurita tiisarvude hulk, Ja

u, ~ 0ej W ,kusK,ei ole ratsionaalarv, kui j 7“

si is &

/Kvõib olla lõplik või+o /,

Tõestuse käigust jürelaub vahetult, et s masugused tule- 

eusea kentivad ta summade рипюппа \5 (2, ti) jaoks* 
c .

me neist kõige üldisema; .

Järeldus 4, Kui e Q-- ) ,ningleluu-

vad ruumi 3€ elemenaid w, ja inaeksia , («=,,2,.-. ,

või 6=1,,. у 1=€,44-4.,-)n, et

*,-š-/* .«“• p onunis-
tegurita täisarvud, Ja
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kus ei ole г atsionaalarv,Kui ?c

siis &
/ +2 u, :U, e I LS ^2Z tt )

/Kvõib olla löplik vui +00 /.

Kuid summade piirkonna *5^^ Kohta saab töestada ron- 

kemgi Kui surmade рлхгкоппа -(2ti) il
teoreem 2. Summade piirkond s. (2 ti) on Kiuline 

ruumis <35,

Tõestub* jelle teoreemi toestus sarnaneb sama Le0- 

reemi tõestusega loplikudimensionaals^s ruumis ivt. L^3

Olgu meil jada ! ^£5(22.ч), 4.-, 
4 с

Olgu (, lühtere» (1) kuhj ks« Teoreemi 1.1 koha-

selt saame mood le (1 у sein ье ümbe rjür jest use
т-2. /t(, ■ • et saadud re a kunjumispunktideks n ( • •
i / x У- )Ol^u meil saadud rea (1 ) üuberjarjestus »шххле

kuhjumib(/unkt raeks on 1,, (( ;teoreemi 1 pbnjal
5- (z-1) saame soodustada sama rea ümberjärjestuse A
6

punktidega (, , ‘1, .. .л/v, (к.-1г,... )
— VO*-/Konstruktsiooni piiramatult jätkates saame rea 2— •

kuhjumispunktidega /V I _.i -1Г (k-MtV Ji Vastavalt • , ! kv ) L "f A L * *
mingile etteantud jadale

■ • ,bo palju osasummasid ~
k

lõpmata palju osasummasid

О leidub real 2- z(0° 10, ta 
h,
2. nii, et - у- // ,
y= . <­

•,6 nii, et - ^//^,

jne,s.t. iga V korral lõpmata palju osasumm /0 (V) nii, et
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^O1,) ' J. äee6a

+II~-4;/<d,, 4й seega ongi punkt Vlähterea osa-

summaae jada kuhjumispunktiks.

Summade piirkonna ö(21^c) kohta sarnast teoreemi 
c '

üldiselt tõestada ei saa, kuigi see lõplikudimensionaalses 

ruumis aset leiab /*72 ] , Siit tulenebki erinevus summade 

piirkondade хЗ(Хч/^)^а S (2 U ) vahel löpmatudlmensionaalses 

ruumis*

§3. Sum .aade piirkonna Ulaine 

kuju 1 0 e nd u v a baasiga linear» 

ses, normeeritud ruumis.c

Eelmises paragrahvis tõestatud teoreemide ja neist tentud 

järelduste põhjal saame kindlaks teha summade piirkonna 

üldise struktuuri ühes osas lineaarsetest normeeritud ruumi» 

lest nimelt loenauva baasiga ruumis 3 •

Tõestame järgnevad lemmad /mõned neist veel üldises Une» 

äärset normeeritud ruumis 3 / gto .
Lemma 1* K°i hulk S(Pr )Лл , kus 2 e 3C ja J) 

on meelevaldne sirge lineaarses normeeritud ruumis 3C ,on 

ülimalt loenduv, omab ta ühte järgnevatest kujudest:

. 1° tüni huik,

2° üks punkt, .
3° võre { uW j (4)

4° sirgelt kõikjal tihe hulk lx*ŽL ьчИ;: *4 * 5*3 (2)

( >v ~ N Või h/Ш 1,2, •** ) :
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Tõestus, Olgu 5(41;)/1=3 Lga • jaoks on 

järgnevad võimalused:

1. J on ШШВ1 nulk. oee juhtum on kuoskulas meie lenma 

väitega.

- 2. 3 sisaldab lõpliku hulga punkte; sile peab koos­

nema ainsast punktist, kuna vastasel kori ai ta sisaldaks teo­

reemi 1,2 põhjal lõpmatu hulga punkte,

- 3, • sisaldab loenduva hulga Kte* Vaatleme lahemalt 

seda juntu,

ime suvalise punkti e • ja moouustame nulga
•o - {x * Xo ■:x , Seame igale punktile X € 8o v sta-

vusse klassi J( € $o kuulub klassi J(x/ sus 

ja ainult siis, kui leidub selline täisarv h , et kentib 

võrdus mi-х . ükski klass 5(x‘) ei ole tüni, kuna sisal-

aab vähemalt punkti X ,nin^ iga klass võib alaejbMBa löp- 

liku arvu või lõpmatu /eelduse põhjal aga loenuuva/ hulga 

punkte,

Jaotame hulga Fo kaheks osaks; huika ? kuuluvad kõlk 

sellised elemendid X€- ,eilieie jaoks slsalaab

lõpliku hulga elemente; hulka £ kuuluv л köik sellised punk­

tid x€To , millede punul J (x) sisalaab lõpmatu

hulga elemente, ■
A

Ärgu olgu hulk / tühi.Siis tal leidub selline mittetühi 
aiamhulk 3 ,mib sisalaab selliseid punkte { ,et J ({) 

koosneb ainsast punktist X , Jrjestame hulga ? liikmea



on ülimalt loenduv hulK, kuna x<r ja • oli loenduV пын/, 

ning moodustame summad
Ž. m; , (})
C -1 z

m; - 0/4,X,) - / h/- <AT fkui - on lõplik hulk, mis sisaldab • 

elementi, või h= 1Л/ • ,kui t on lõpmatu. Hulga iga 

punkt on h: n sobiva valiku korral esitatav

valemina ( 3) •
-*• " * jfõepoolebt, kuulugu X hulka • •Vaatleme klassi J (X / 

Kuna klass J({*) sisaldas lõpliku arvu elemente jeelduse pöh-

Jal hulga + jaoks/, siis on nende hulgas ka normi poolest 

minimaalne, olgu selleks Az .Vaatleme klassi J( " ; see 
~ * 

peab koosnema ainsast elemendist /vastasel korral leiduks X C
(pet _ ,, /v*« A и ~* y °** ■**/С J (х ) , Иа, > 4 ( X X ( Ц X / М, И / X с J( K/mis

viib vastuoluni/, s.t.,leidub selline indeks у * et x 
x = * = 

ning siis leidub selline täisarv h- ,et X - x * • </
seda oligi meil tarvis tõestada. 

<vigu nuud nulk £ mittetühi. Moodustame vastavalt lgale 

hulga I alemenaile X hulga ^€(X) Järgneval viisil ; g € К (x) 

siis ja ainult siis,kui leidub ratsionaalarv A nii , et kentiD 

võrdus X = x, ,

Valime mingisuguse 9 ning vaatleme klassi J({‘ . 
_ / / Järjestame kõik selle klassi elemendid mingil viisil: K,,K2,--)

ning moodustame summad:
h‘,, *

2. ¥ (n,' e J ; \
1-1

Hulga (x‘) iga element avaldub summana indeksite
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/Hc'ja а/ sobival valikul. Tähistame 4t(x/• 1 .Juhul,kui

hulk •-e, on mittetüni, valime mingi Az/e , tühistame nulga

, ning mooaustame summad 2. h .Jütkame
c f /

seda protsessi. Kuna hulki «, on ülimalt loenduv nuik, aval­

duvad summana
g,A, (ю) G) / / <g) Г* e . A

2, _he , h = 4,^ ..., dL' * ■ )
ke1 C=4 

kõik hulga a elemendid.
7 &) , . .Tänistades kolk Xi , -e (k=4,,- / , sümboliga "e ,

saamegi summa ( «.) .
r -hrijunul,kui • koosneb ainsast punktist,Kuid 3 on Сшл 

nulk, saame oluKorra,kus F omab kuju (1 j Lerma on tões­

tatud.

Vaatleme nüüd juhtu, kus hulk sisaldab mingit lõiku.

^emma 2. Kui nulk г-З^г^ПЛ sisaldab mingit lõiku

Lwo,w,], siis langeb ta ühte kogu sirgega Л .

Tõestus, eelduse kohaselt hulk sisaldab iga punkti 

w ,mis avaldub kujul
uT^ UTa -o (04 z m).

Näitame, et sel juhul hulk e langeb ühte srgega / .

Tõepoolest, iga punkti • € 7 jaoks leiduvad sellised arvud 
* _ •— -7

he / naturaalarv/ ja C* * LO( J , et

-w*-w0 +(m*, г*)
Tähistame 1^0 ' ivo^ =v ja avaldame W punkti

w kaudu;
4 * = 47 4 ) - n." (u)o - • ).
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Siin w*, W», Wte 4- , Ja •Ице teoreemi 2.l Kohase-t 
1* —W e e Lemma on õüstatuda

Järgne va leuma tõestomisel tuleb ecldada. et ruuv 3C QitlU

loenduva baasiga.
ьетта Hulk 5(1)1/ ,kua V? gn meelevalane sirge 

lineaarses normeeritud loenduva baasiga ruumi a , on

analüütiline hulk.-
T 8 e a t и s. Taniatame baesi ruumis 3 sümboliga {43. 

Hea 2’; saame esitada baasielementiae keuau järgnevalt:

27 ч 
i l

Juhuluul rida 4 i on Koonduv, leiavad aset seosed

3 £ (=,4).
2 r; * (R, 4 , • • ■ ), 

ning koonduvuseks on tarvilik, et eksisteeriksid summad
&( - 44 - ) mng e 3 •

Vaetavalt igale ümberjürjestusele K saame rea 2

mille summa, junul kui ta on koonuuv, tähi at ame 1~() .

Tähistame kõigi selliste ümberjärjestuste hulka “ ,

millede punul summaa 2() eksisteerivaa Л* *!»<-,..• ) , ja 
oo —

sümboliga I •Sel Junul avalaub meiu huvitav ШпМ

> t 2_ х,>^ПЛ järgmiselt:
1 5(4u)1/-{8.(«,)4-

kui sirge .? on sirge o 4; Nt . Л 6» £ o < oo ).

Sarnaselt Lorentz-Zelleri teoreemi tõestusega on 
võimalik näidata, et selline hulk on analüütiline hulk,

1 Vt. viide Lk, 17
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Kitsenaus, et sirge 7 avaldub basslelemenai $ kauau, ел 

ole oluline* Seega on (rtc)A analuutiline nulk i»a sirge 

J) € 3 Korral* Lemma on töestatud.

lemma 4* Kui nulk еци* /1 on auvaline
sirge lineaarses normeeritud loenauva baasiga ruumis N,e3 

on mitteloenauv, langeb ta ante kogu ьлгдс^а // •

Г о e s t u a* Kasutades ära eelmist lemwat, on Phisav, 

kui me töestame, et alati kui F on mitteloenauv, slsalaab te 

mingit lõiku •

Lemma 3 pönjal jürelaub, eton analüütiline nulk. Järe­

likult sisaldab ta mitteloenduvuse tõttu perfektset alamnuika

7” * Uldsust kitsendamata- vöime eeldada, et lei aub 101k
/vral. L^o! W,7 lemmas 2/ nii, et J C l V J, 4,€ 4

•eega ei ole nulga isoleeritud punktideks, nuie ° »Bwe ta 

ei sisalda lõiku /Vastasel korral oleks lemmi töestus trivi-
•aine/, on moodustatud 1öigustLu,c7 loenauva nulga Lke

8 ) Soo ) , o ООО /^004 > So 0 oo • • • /nulga I 9, /

eraldamisel/. Hulk 18,) on täielikult järjestatud.Kui ee

maaraee minr emiku 8, e P* , kus c • О 
ha,

Vol

2, 1* 1,1,*•*,/<, , on ühtlasi määr atud КЛ nulk (7 oO, ,S*t*
, v=1

kõigi setliste vahemike Ny nulk ^,S9o»So^r- c
Т л c- (
x о о õ

Kui on tõkestamatu, tuleb meil / asemel ia mingi 19
tökest atua perfektne osahulk
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U{De,e, = с*. с =

Valime mingi punkti X e Ги, e) •

Nüüd on kaks võimalust: xe? , või leidub selline vane- 

I i к ,et Ke 9n, .Esimesel juhul oleks meie väiae otse­

kohe tõestatud. Vaatleme teist juntu, sume uuri . i nulka ~ >4 ;
=[u,v]- U 5)^ . .Tähistame vahemiku 0^ alumine raja tanega 

=4 1
v, . Kindlasti leidub hulgas /2 lõik [4,,1;7c7, , kus*

juures h,c” .Siis leiaub ka naturaalarv h,7 / nn, et

Kuna 1, € P ja cc#^. P ,siie kuulub teoreemi 1.3 

põhjal koos iga punktiga «1 eQ=?/R, ka punkt 6-^-f k^l/» ~<Z1 'j 

hulka •

seega leidub punkt x,el nii, et x -x, 4 «, * ■

1Да»1 on jglle kaks vöimalust: leidul kt 1^6 G, nii,et 

4(,+h,(4;-,)=N tmillisel juhul meie teoreem oleks tões­

tatud, või sellist punkti ei leidu. Siis aga leidub kindlasti 

mingi vahemik o,,nii, et x ' - u,) c .Vaatleme
- ",

nüüd nulka ‘a L4,v/-,8 •selles hulgas sisaluuvaa kind­

lasti punktid A, - x , ning u,€ J? nii, et
„ • to,
/ * 7 0 Л*Л/

t c ju * Jälle naturaalarvu nii,et

X4 4^4 - «.^4X6= X,+ -4,).

Jällegi kuulub koos iga punktiga 6 Q, - ^/2^ 

hulka - ka punkt 34w,
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Juhul,Kui leidub punkt 13 6 Q, nn, et 1, 4 K,

on sellega konstruktsioon lõppenud. Kui ei, riKseeriee vaid 

punkti x,€ F z - u, , ning jätkame kon»truKt~

siooni eelpool kirjeldatud viisil.

Vastavalt igale pUhKtlle X,, ОП defineerida
,() , 

substitute! oon " lõpmatul hulgal Viibidel iVte teoreem 2.1/, 
kuna jada {n, .vastavalt kah,} on vöimalk eaarata lop- 

matul hulgal erinevatel vi к si del .Seega on võimalik valida 

substitutsioonia k nii, et eksisteeran Ka utnie 1и...лЛ^

rut is

/vt. teoreem 1.1.1/, ning rahuldab tlng!oust

(°

kus

Konstruktsiooni põhjal Kehtivad seosed

V-(,- ° .

Seostest (6) , (7 ) ja (8) järeldub, et

2- x + ° , kui V Лгд,
c - 4 v >

kus 0,* Q t ja seega

mis tähendabki, et {e2 , ja sellega on meie lemma

tõestatud.
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Tõestatud lemmadest tulenevad järgmised teoreemid.

Teoreem 1.2-Rea *e summade

piirkonnaks loenauva baasiga lineaarses normeeritua

ruumis O on hulk , 00 4

Kus reaalarvude ^<(2» Ц-jeuhtes on järgmised võimalused /ja ainult 

need/:

1° U,- ei omanda ainsatki reaalarvulist väärtust, 

s /fikseeritul arv/,
3°4€§«+m/:me-2 / 0,/3 fiiceeerxtud / ” nn* "vöre" »

4°^, € ^06 *22 //; rm65} / «,/; nikece riiud, -1,2,... , 

А/ lõplik või löpmatu/- kõikjal tine nulk 

sirgel

5°^, =T, - 00 < • /sirge/.

Tõestus tuleneb vahetult lemmadest 1-4 .

Samasugusea lemmad võib tõestada ka summaae piirkonna S(2t) 
c 

jaoks. Kasutades neid, ja teoreemi 2.2, saame tõestada järgnev®

teoreemi.

Teoreem 2. Rea 1 ■ hajuv re 2л- summade piir­
i

konnaks 562X9 lineaarses normeeritud loenauva Ьа^ыоа ruumis

kus reaalarvude Vi (<-* 4,^,,... ) suhtes on järgmised või-

Sümboliga thistatakse huiga X sulundit vaadeldavas 
ruumis. .

*
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malused / ja ainult need/ •

1° V ei MMMKle ainsatki reaalarvuliat

V:=o /fikseertud arv/,
3° 5 f ( НееегЛиа) n ."võre

4° Ve = 0, - < oo ( sirge )

$4. N ü 1 t e 1 a

IllustratsiooniKs paragrahvides 1-3 tõestatud Leoreeai- 

aele esitame mõningaid nüiteid

Näitena toodavad тепл on defineeritud ruumis “g kusjuures

Näide X,__ Defineerime rea

C; nii
c - /

Heä liikaete aefineerimiseks kasutame abisuurusi , il-
LL

hede Kaudu reallikmed avalli vad järgnevatest seostest:
L = 1Л>. - • ?),

Suurused {a,.3 6^-1,...,^' on samuti j auaa

ruumi® Ч& :
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L kusjuures suurused Owe avalduvad järgnevalt:

. " (, cL «(,k /

кие maaratud valemitega
у

(

К.

(. 
о

- 1Л,- - • / N-0/
4 = (2, *

ülejäänud Juhtudel

I Ce määrame järgnevalt:

-t
(h- «h-k)(-k+1)

4^-')!-*h-(k,-l)4k. " $-,)/ +k ! ■ > k--1 ■

Selliselt määratud suurused Cc M iteks vui i

t ee i ile, mille eaa nc avaldisest

L 

аллее шдек^Ие k värtused K = f .

Arvutme veel mõned edaspidi век» vajalikud suurused '

Suurused Л£‘оп esitatud tabelis i; kuna ьеал on Ka

kordajate väärtused, on suurused o; selle t beli pMdel 

lintsalt arvut tavad; väljaarvuatud suurused on esitatud
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tabelis 11

Masi näitame, et selliselt defineeritud real leidub 2 Koon-

duvat ümberjrjestust 2, l
Lähterida on hajuV,ku5-

juures,nagu on kerge kontrolilda, kehtivad seosed: 
(2.)

</

d'4
Tähista не

ning defineerime
«* ,f ‘hk,

0{ ( k,k)+1+1 .1R

iis’btC'/zv) (2v)

5 q.

kuid 4-(~t4x-1+1

j=t(k,n)t 1

Hea defineerime seostega
2 _

/C

1)^-3
nln saame

2
kusjuures

1
Tabelid 1 ja Ц on Käesoleva § löpus, lk.76 ja 77.
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Tüestuse lõpuleviimiseks on tarvis näidata, et

Cnu U^ll = О 
hv Co

(ii#;

Vaatleee kõigepealt piirvätrtust

iefinitsiooni

Lnvlo,, ! .
h * 0o

(5) ,(4) ,(5) ja) kohaselt, vöttes arvesse

vördust (8) ,tua h - V ja i и seos

kust

S.t yvl gllä,VöLLe5 arv^*»e

^=<3 ..

seost (6) , Keni а и võraus

Kuna aga valemite

-

millega jreldubki seostest (20) ja(a1) seos у . .

5 " . — =ie Z-'b; ja 2 C koonauvua on tcätatud. 
G t

Teoreemi b seega vaetavalt lg«j Hfce*

antud täisarvule N defineerida rea 2. ъ- »elix*e ünber-
/ </

järje# tüse, uis koonaub punktiks (h, 0, 0(... у *Kun« teorees

tõestatud kon#truKti ivaeit, on aellegu üntlasi antud бе#мп

Vastava näite konstrueerimiseks, miaa me siinkonal koraaea ei 

hakka*
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jäo küsimus: к s ieiaub selline re j A arv <Tz0< de
et rea (1) summadpiirkonda kuuluks punkt (<T,0,0, *).

Selle küaixuse 1апепла:ъ1аек& Vaatleme ed spidi paralleel-

selt reaga (1) ridu

Z\- / h ' 1,2, - - ,(3+1).’
/-1 • *

Samuti leidub iga JeMe aelline J

kuna igale d‘(L sd± vüz tusele vastava rea summa
//

lamiseks <a&ut«’ae ИШГЫМе defnit ist järelauvat

seost //

Näitame, et alati leiab aset võrratus

ae. .

ArVutame
*

ma ~ °”
h, <Й k9 väärtused vastavalt h

//1

h k 3 h ?-le on arvututtiv^a \ 3L
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(2 ) kauau/; eaae^iai 4 7tänistame lintsait GL „ == Q,, , ja * iulame

definitsioonist - (6) järelduvat vöraust 
au 7 hu, л*

// //

-  ( ---------- «V 4--- ------- 
j=1-------- k,-t " k.-i

AValdame indeksi h.‘) järgnevalt
h /

ning aefineerime suurused

( v,Kul "v(m)= -0
, j v-hu(no), '

,ки1 m,(w/*0,
\ ülej inud juhtuael,

Г v-1 ,KU1 = M-..>4, Q
i r 1 j

\ ulejäänud Junu- .xeX,

Kõk need auurused on alati mittenegatiivsd. Kasutades 

vastaefineeritud suurusi, saame avaiaeOa va. • (a) ”(uj 

aefineeritud suurused Järgnevalt /vral. tabelitega 1,11/

((-1 et' v ,

/ A ülejäänud juhtuael*
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ül^u meil hi fikseeri tud; sel juhul ame 1» nt aust $ Umi

sümboolikat; , Лс/'н? ' Ao jntie

Kasutades valeeela /30J - (jStT) , аааее

Ae use nüüd võrratu#* (28) töeetaaiaelaeMarsime, et iga *v 

punul leiaub inaeks u nii , et b(m) - h *

Juhul,kui 4* О |MMI vorausest (ЭТ/ suma uate

Ja A-4-1 mittenegatiivsuse tuttu {vt. valea(3j); juhul u=1 »
"u+,= =O haneD teine -hidetav ära//

2," " Л") , Ku Л z3,

tust (2B ) jureldubki vahetult valemite (23) Ja (26) kaudu.

Kui “ga lu - О , on «ell Järgnevad vöimalused

a/ hu(*)=.. • 0 • ,U| (30) põnjal 0, je еШв

eekause копааелХ Ka "sh,= O » Juntum on triviaaine.

°/ ha.*0,/,=/-=4, /-4 4 •• • )/^ 4 > /4;- v-i z o,

V=3,3,,u-1 ; ku14?2, on rakendatav

mõttekäik; junul M, - 1 kasutame seost ( <Д) .

Ьаа#1#еК» sammuks on töestaaa võrratusc (28 ) kent vus <a 

rea (1) iga ümberjärjestuse korral.

Selleka piinab,Kui meil õnnestub kontrollida järgneva 

võrratuse õigaust



- Id -

Vörratuse vasak pool väljendab rea (1) suvalise ümberjarjes 

tuse suvalist osasummat; summaa on siin sobivalt umoer jürjes-

tatud. Kusjuures summad, mille puhul h< k,4 ,vörauva4 deinit-

siooni kohaselt nulliga.

Vaatleme summat (38^ капе» osas

Lihtsuse parast vaatleme selle asemel ainult suramat 

/2 «-'Vw j.
Suuruste ■ # * definitsiooni põhjal kentib võrdus

ning scetöttu vorme arvutuste lihtsustamiseks arvutada summa

(39 j asemel summa

, An
(/2 J VÕ1 lntsalt //2 a," -# a // .k/M 1 ' Ю»,
Tõestame vörratuse 

h // // h4 1 ,II2 a," * a". II z H 2L < jj
kust 8115 ammugi Järeldub (28) •

Avaldame saadud sucmad valemite H- (34) Käudue Marsime

selleks,

Lihtsuse mõttes tähistame valemite» f 2j ) - ( 54



Sjis kentivad seosea

ülejütnud juhtude .

Seejärel arvutame saadud summa normi ruudu
m , гГ1 (v-1+4

/2,**4//724,"/2e(**/e1,.,.,



(4

ja normide ruutude vahe

Kui )3 .

Viimane võrratus on saadud kaunis tülikate ja mahukate,кuaäi 

täiesti elementaarsete arvutuste tulemusena, kusjuures г кеп- 

datakse ainult valemeid (2) -(7) 

Samal viisil* on võimalik tõestada võrratus

ja (28) - (36) .

Vaadeldajäsb veel juhtum, kuiikõik indeksid A/t- on üksteisest

erinevad.

Lihtsuse parast võtame lähtealuseks jälle suuma

1Z< 
k-1

" П
+ Qn, Ц •

Ulgu n,-h, ; siis võib definitsiooni (2 J - (_ / ) põnjal

kirjutada

Edasine tõestuskäik langeb ühte eelneva juhuga, к õhiliselt

sarnane on toestus Ka juhul,kui seega Võime 

lugeda võrratuse pS) tõestatuks, ning on töestatud, et ühegi
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ümber jürjestuse tulemusena ei ole saavutatav

koonduks punktiks ^0,0, .. ) ,kus õz 1 e
Näide & Defineerime rea iula et •(43)/

1I- Llmselt 5(29)-/, ^n> fiddti

_ </ -j
°5(4i) , ning S(Z- %) on kinnine. Kuesolevaga on untlasi 

toodud näide rea kohta, mille jaoks 5 (26) #5(2,,.)
- " J j Z *

Rea 2 j aefineerime naite (x) juoks sie®etou4u4
J

suuruste abil ■;

d uA-4 ’

\ 6,’ (=1,2,)
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Tabel I
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MIk n

1 
г1 

з 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
Ю 
II 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31

7 8 9 10 //12

С.

i I 
n' к 3 4

2
/6?

354/-613

167 333 -707

(36 493/333
ее из-за

83 1зе-зве

88 <53

S3 (36 193 333

83 <36 <33-333-иг п?

-т83 <36-366

42 83 -408

136 <93 33388 <53
<36 из-ззз-4243

<36-3*

88 <53

-42-35

<36-3*42-85

•ем
136 193 33;21 •П742-63

/36 193-333
2^-42-83 <36 -386/77

-62

-42
86-153

88 to 
\-т

83
83

86-/53
88 -153

136 193 333
ее 193-333

88<53

68 КЗ

88 153

88 <53

356613

356-611

•Ж

167 ЗЯ

42 83

-ЗВ 356 6<3

167 Л 

/67-л 

<67-33

131415161718192021

33

35
36
37
38

2
3
4 
5
6

2 
3
4
5 
6

Л 9 
ю 
и
а 
13 
14 
15 
16
17
18
19
20

24

2
3
4

8

8 17

8 -17

/36 193 333

136 КЗ -л
136 -386
-408

-/7

8 -/7

/77

7 ’
51 66 <86

51 138

1-27 -39-67

-27-39 -67

-27-39-67

-27-39-67

-27-39-67

51 66 93 <61

51 66 93 -61
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111 SUMMbi.RU VATI R 1 D A J л

4-SUMMADE PIIRKONDADLST

§ 1. Read, mille liikmed moodus*

tavad nulljada

Käesolevas peatükis vaatleme summeeruvaid arvridu.Käsit- 

luse otstarbekuse huvides jaotame need read sobivate tunnuste 

alusel klassidesse, milledest esimesena asume vaatlema ridade 

klassi, kuhu kuuluvad reid , mille liikmed moodustavad null* 

jada.

Nende ridade ümberjärjestustega on mõnes mõttes kõige 

lihtsam opereerida, kuna saame sageli kasutada koonduvaid 

parandridu /vt. def. 1.4.1 , valemid (1.4.2) ja fl.4.bj , 

millede konstruktsioon sarnaneb Riemanni teoreemis 12 J antud 

konstruktsiooniga, osalt ka Sierpinski konstruktsioonidega 

M. In] •
Vaatleme seega riau 

* ,, • t:e 4- c 1 * (1)

mis rahuldavad tingimust

. (:) 
ning eeldame, et rida (1/ on summeeruv multi pli katu vse 

/vt. (1.2.7) , (1.2.8) , (1.2.10) menetluse A abil .

SUMMbi.RU
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Menetluse 4 multiplikatiivsuse tõttu ьа^ше Hieman 

teoreemist järeldada absoluutselt koonauv ate ila ae konta

järgneva teoreemi.

Absoluutselt koonduva rea 4 • summaae piirkonnata on 

üksainus punkt - lähterea A-summa 6»

Edaspidi pakuvad meile huvi ainult absoluutselt ultte- 

koonduvad /s.t. mitteabsoluutselt koonduvad ja najuvad / re»d.x

Jaotame rea (1) liikmed kahte klaasi

V >0 / (3)
Vaatavalt igale inaeksilenieiauvad täisarvua /(n) 4» Q(w) 
nii, et

. Q*
22 n; =22 naa * 22 . P(~) 4. - tv.L-Л к - 1 C - 4

Tähistame
/"u I ; 6^ o.

Järjestame nuui jadai"jmonotoonselt,ning tähistame saa­

dud ümberjärjestuse sümboliga {k*f .Seega
< *< . (A)" ct1 x

tõestame nüüd möned edaspidiseks vajalikud lemmade

N^WLIle Kui 2.n.-0o ,siia leidub vaatavalt igale
i / ‘

negatiivsele reaalarvule e (e 4 o) substi tutsioon mx,*t 
V? ° - O .

Tõestus. Vastavalt igale negatiivsele arvule C
leidub selline indeks h, , et 

-

Vt. viide lk* 2.



Indeksi h, määrame seosest

ning defineerime nüüd ümberjärjestuse

esimesed h, liiget •’
%u(,) = m,*-d (c’1, *• • ■ ■' ' *« ( 9)- ‘‘*'

Nagu näha, jätsime kõik mittepositiivsed realiikmed oma 

endistele Kohtadele, sarnaselt Sierpinski tõestusele Riemanni

teoreemi täienduseks 71] •
Saame Л)11 summa, mille tähistame sümboliga S *:

Nii suume
!<rj 4

Olgu mingil viisil määratud indeksid

neile vastavad ümberjär jestuse ^4) liikmed nii, et kentiks vöz-

ratus

/0/*n, ,kue q-2,*-e ( g)
c- 1 *

Näitame, et siis saab määrata indeksi h,., ja realiikmeid 

,,, . * nii,et seosed f 5) jüksid kehtima ka

indeksi * asendamisel indeksiga .

Tähistame

phu 1 
____________________________________________________________

Vt, ( 1.4.1) , fleteSj

(7)

1
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s.o. jada ^7 makaimaalne /vänina indeksiga / element, mi a

ei sisalau rea (*) llikiete

Defineerime siis indeksi ^*,*4 nii;et kehtika seos
her, )

.R.J2; -(*G)- (8)

ning tähi st ame seejärel

1 ,
indeksi määrame ega nii, et oleksid ra uldatud võrratusea

Indeksi h, põhjal saame määrata ka h ;
Lm r

twa(4) järgmised hk,,-h, liiget määrame icv.it
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kust järeldub

Sete,

ning seega ongi tõestatud seose( 5) kehtivus indeksi k asenda­

misel indeksiga k+4 .

Valime nüüd suvalise indeksi V, V- hu+ 4 •

Vaatleme vahet ,

- W* Ч +6, + I4L

kust tuleneb võrratus

+46,, , 
et "u” O K tõkestamatul kasvamise eelduse (г) tõttu, on 

õige

-° (0=12,), (1£)
ning meie lemma on tõestatud.

Lemma_2. &ui 2. L,, • = ja 2 ~ О /уЬе
valem (3 J/, siis leidub vastavalt igale positiivseis arvule 6 

selline Д - summeeruv ümberjärjestus

1 Vt. valemit (1.2.10)
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Tõestu#* Defineerime
‘C

"n О,

Sile avaldub igs

!
I., о.

realiige /bj summana

/, = • А, • * 
“e fv*

kuna summade vahel kohtivad järgmised vördused 

Q()

— О c
* < о = о

C*

kusjuures iga nullist erineva realiikme T;korral on õige

seos ,
* ‘n •

nead 2ja ,, . on mõlemad А - summeeruvad

6-a4-6,)

Defineerime kõigepealt sobiva substitutsioorirea 27г • 
l r0

jaota. Näitame, et iga <T puhul, leidub selline substi-

tutaioon , et kentivad vöraused
2) %)
,*,*7*/**°/(‘-*,) (as)

Indeksi h, määrame nii, et vahe
<M 4 )

>7 A,, - A,, * /A-- A n‘“efh,
ral uldaks vörratust .

Siin on’defineeritud seostega ($ J ,ning indeks valitud 

nii, et
C h, 1

Vt. seost 3 .
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Nüüd võime defineerida ümberjärjestuse liikmed

järgnevalt:

Tähistame 1 t
7-v,)-1
Г г* =V

i * / ‘ ,
Kuna kehtib võrratus ^j/^.siis saame ava IW

ja silt
/0,‘/ 4,., .

lõestuskäigu jätkamiseks teeme samuti kui lemmas ж kindlaks

et kui on defineeritud indeksid rea Шксьеа ,(

nUt et ^ttat,ue

I 6.,,
kus

, ^4j) G•e)
~>•' Ui)

siis järgnevad liikmed

(•,j-, ), ""' *+,(*.-,, )

saab ***rata nii, et seos (15^ < ka indeksi kasendami- 

sel indeksiga k+4 .

selleks *ü*ra*e ", seosest (»), võtte» vaia liikmete

ec,,, 1... A, ., asemele liikmed Ъ _ . *
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aga indeksi defineerime nii, et on õiged järgnevad seo-

8ed ,

} ‘ &,g., / А 7)
1

seejärel defineerime suurused 3., , V. ja vastavalt
1 ' ^*k, * 4

määratud suurustele ka ümberjärjestuse kiikmed

A, г. а „ ) valemitest (11)/^) ja (10).

Kasutades valemeid(9)- (11) ja(16), saame suuruse <T^4 jaoks 

j а rö mi se hi nnangu /
, ?(,,,) , « 1 '

"4r(-) ' ‘2,=<Гъ 6’ u«*X

kust järelaubki võrratute (16) õigsus indeksi k asendamisel 

indeksiga k+1.

Seos (15) tõestatakse sarnaselt seosega (12).

le ulgu meil antud suvaline positiivne arv 6 * Valime min­

gi arvu cT(O^cT^'f) ning defineerime sellise substitutsiooni 

k , et oleks tidetud (15).

rähi&tame ■ sümboliga A järgneva avaldise

(18)
Vaatleme kõigepealt juhtu, kus L 9 О

Defineerime sellise substitutsiooni , et
%) %2 , "

, 2,-6‘=4, kusjuures a"-*° (9=12,..
belleks määrame kõigepealt sellise indeksi A, , et kentiksia

Vt. seost (14)
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seejärel defineerime realiikmed "a,() seosega 

" anud ,
‘ba) . , .

2*&,()-2 - <•?--
jätkame ümberjärjestuse 27 , . j liikmete defineerimist

i (Л/
valemite(6) - (s) 4r(lu) Kohütiekt, sarnaselt lemmasl esitatud

konstruktsioonidega, asendades vaid valemites esinevad ^uuru- 
~ r* vsea Ok,)*2k ja realiikmed ‘h Vastavalt suurustega °e , 

ja realiikmetega
Ühtlasi on õige Ka seos 

) R) ,,v
XM 2 %(/■.) "1 ■ *‘ M)

Sellega on defineeritud substitutsioon • 

jaoks. Substitutsiooni «defineerime nii, et koi к rea ^k) 

tiivsed liikmed jätame nende vanadele kohtadele, кипа rea vk) 

positiivsete liikmete jadale, uis langeb ühte rea2t, nullist 

erinevate, а*о* positiivsete liikmete Jadaga, rakendamine substi­

tutsiooni K, •

Seega oleks siis substitutsiooni K, definitsioon Järg­

mine
, 'ьг&о,

vt.
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kust valemite(4,48)põhjal tulenebki seos

= -<Tf*-+ouQ *

*ox<** af 6)- 6-a,

je meie lemma on tõestatud juhuks & 7 О.

Se Juhul kui A 4 O , mooaustame re-le 2, z i^Mi 1
E , •

jal belliye parandrea Z? P: ,et

2,*- *'
Saame sel juhul seose

R?) % j
*7°

ml» langeb ühte valemiga (19) | edasine töestuskik on müleaa 

juhu jaöka Unine, kusjuures juhtum &=Oon triviaalne: alis

Seega on lemma 2 tõestotud.

lik tingiwus seileks, et rea (1^ substitutsi­

oonile vastava parandrea

C

suama erineks nullist, on suostitutsiooni <K, Xw

fõestus. ületame Vastuvaiteliseit, et subst itutsloon on 

hv -Kordne.

änistame N.2 7. / - ;v» n “ ()‘‘ ^1-

Eelduse (k) pönjal Cenu * о 
• K< ■* oo •

Kunat(~)=n l4a A korral /Wefi.jUllj , (1.1.14) /1*11»

järeldub V ile rist (1.4.4)

l, /' 4 (,, -
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ja seega 2 P: * О , aga siis ka menetluse 4 multiplika- 

c

tiivsuse tõttu

C

ja meie lemma ongi tõest Лид,

Lemmade 1-3 põhjal tõestame järgneva teoreemi:

teoreem 1. ringimust (2) гапидл va absoluutselt 

mittekoonduva rea (1) 4 -summade piirkonnaks on arvsirge. 

Kusjuures rea 4 summa muutub ainult löpmatukordse suDsti- 

tutslooni toimel.
tõestus. Vaatleme eraldi järgnevaid juntumeid

1. ' 2‘.--0

-gu meil antud suvaline reaalarv .Kui —— < О » 

siis rakendame lemmet 1, mille põhjal leidun vastavalt igale 

negatiivsele arvule C p^r^nirx la 4. = C
7-6 ‘Kui ------->0 • saame rakebdada sama lemmat , Kasutades

O

vaid osa jada 2.%,. asemel osa jada 2. 0. »ping ®eeK®с Г* C 7°
saame vastavalt igale positiivsele arvule & Konstrueerida 

_ , g ту*- 6*
par andrea Л7P: "= 8 •Juhul, kui —- 0t 6ja 0 € °4 

eelduse põhjal.

Seega vastan tõesti igale reaalarvule 0‘ senine substi-
, et 4 1230

2- 4"" e, ? *,.=Q
Kui A o t rakendame lemmat i.

Kui 0-6 z o , rak ewde me lemmat a.
Q
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Ülejäänud mõttekäik on analoogiline juhuga 1.

3.2.4, = P, /7* =-oo . Tõestus samasugune kui juhul Ж* 
c ‘ € Ri

Sellega ongi ammendatud kõik ridade (1),(^) j

kus rida (1) ei koondu absoluutselt.

Teoreemi teine väide tuleneb vahetult lemmast 3*

Järeldus !• Kui rea (1) liikmete jada sisaldab osa.

},mis rahuldab tingimusi

ning i "u :} ,mis rahuldab tingimusi

siis iga multiplikatii vse menetluse Л korral on selle rea

4-summade piirkonnaks arvsirge.

Järeldus 2. Kui rea (1) liikmete Jada sisaldab sellist

ова j ida /;} 2,*,,=0,

on J-summeeruv, kus t,‘= , kui 4,4{*,f_,ja 4,‘=o
- /V 7°°

kui “v l u,=, • siis selle rea Asummade PiirK

on arvsirge, ■

Järeldus 3. Kui rea (1j liikmete jada sisaldab osajada 

fA. IVI/l _oow,-Q,siis selle rea Л — summade piirkond l " ‘‘
sisaldab poolsirget.

Järeldus 4. Kui rea (1) liikmed avalauvad kujul 

1?-O , ja leiduvad sellised jada fti osajadad {"A,} 

ja 1*k,2 , et 2-4 =o ,siis re« fl)

maae piirkond on arvsirge.

Järeldus 5« Kui rea liikmete jada sisaldab osajadan,.
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mis avaldub kujul

eile rea (1) Л- summad e piirkon sisaldab poolsirget (700»
vöi [6,00) ♦

Järelaus6. olgu CZ ^6 )sS1 ning koondugu rida - 

absoluutselt, Z » 2 •Siis rea 2_ * * i 8u com ide purruna

avaldub järgnevalt

О- Л = {« 65,}.

S <• Võre C) - г e a

piirkonnas

summade

Kesolevas paragrahvis vaadeldavale ridade tüübile esitame

erilaadse kitsenduse; sisaldau uuritava rea liikmete jada 

konstantseid osajadasid.

definitsioon !• Nine tame rida

Fs <4
Гу^-^/геака, kui leiduvad sellised indeksite jadad ja ;

et kehtivad seosed:

А < 6 - > («.)

*e- г/ X = У г (з)
Käesoleva / aga samuti ka järgnevate - 3t4»5,4. para­

grahvi vältel loeme iga rida (k) , mille kutitõ pole midagi 

/
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muud margitud, (P-c)- re хк а.

Niisugune tlK^lmUb on püstitatud sellepärast , eet Л ahte 

erinevat konstantide jada sis | liiknetejadaga Л- su nmee- 

ruva rea summade pirkond sisaldab alati "võret", s.O. huika 

kujuga"
(6+ ma(p-*c): fne Г J ( )

/vt. valemeid ja(1.2.10) ; märgitud tulenus on suhte-

iibelt kerggesti saavutatav , ja jääb aluseks kõigiks ed spiuis- 

teks uurimusteks tõkestatud liikmetejadaga ridade j^oks. Toee- 

tame i teoreemi.

Teoreem 1. Vastavalt igale (P-C/reale (1), multipliu- 

tiivsele menetlusele 74 ja täisarvule m leidub selline sub6- 
Ay/(m) titutsioon Л, , et

6^у-г). (5)

Tõestus. olgu Defineerime substitutsiooni Kfm)

Sellest definitsioonist järeldub, et 
h

Seda on märkinud juba Lorerz ja Zeller [527 tqpUerN menet- 
luse4 punul,kuid tõestuseta. Кипч tõestus p= tkK,eyxtime 
selle siin.



= 6" <X*vw (f-Z).
Seega on võrana (5) tõ«fettui positiivse А/ г .

Negatiivse А/ j oks aaaae kasutada MMi valemeid (o) , 
vahetalee neis omavahel ümber jadad ja {e;} .Vöttes sila

А/ aseuele И/ЯГ-А/ „saame

Seega on teoreem taielikult tõestatud. Teoreemi X lhlustree-

rivad näited 1-12 /S 10./

Teoreemist 1 tulenevad v alt jüreldused • 
le Substitutsioon &" ОП Ь -korane.

Järel 2. (p-G-rea (1) Д- summaue , MM multiplika-

tiivse menetluse A pu 4ul sisalaub alati *võret*, e.u. ЙШ

(7)

Kasutades § X tulemusi, saame tõestada järgneva teoreemi.

teoreem 2» Leidugu 4-summeeruva rea (1) liikmete jadal 

osajadad ja l‘u? tui, et on taxae.ua tngimus (2) ja 

tingimus

kusjuures z

C
Siia rea (X) aumsade piirkona Mi b vöret (4).-

I . . _
teoreem täpsustab veidi üht tulecust tooy l^ij • »

jaotavad Bagemihl Ja Erdös klass idesse, eraldaues re»a, 
kusl;*o,ningread, kus } kui %,о •

Viimasesse klassi sobivad sisuliselt ka re^a, ais on fc»i« 
tavad kujul,+&; , киь €/;/co ,kuii. (Г «Mul
;*0,seat ka пепле suimi . . olla Mre*e

Sellistele rid dele a<a autosid ei ole tunelepanu osutanud.

taxae.ua
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T Õ в 5 L U S. mell anbua ein^i Läisarv ‘ eJelineeriae
• ,6)

eeskirja (4) kohaselt substitutaiooni •

kui vaid köik reäLx 8® 4-summeeruvad,
/ ) 4^)

■ ни reale ^6 J substituts Л/ ja summeerime men

luse Д abil, Saame alia

Rida 21^; on (j>-C)-rl-ла» beoreetel põhjal ш<»мC
-Al{**)} 1 -Al4 * o <f'c)•

na rida2"on absoluutselt koonduv. Kehtib seos

4{4 ] - A {£ ~:},
ja se€gd aaatse z ".

4/2 *e‘) 3=4/23-4a
ja meie teoreem on töestatud.
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(/- 6) * г е а а§ 3 mille punul а и я m a d

piirkonnaks on arvsirge

Käesolevas paraggrahvis Vastleme, milistel eeluustel

menetluse 4 jaoks on (f-oj rea 

. 2,; ,

/mille liikmete konta me midagi muud ei et summade piirkonn 

arvsirge.

Kuna (P-C)-rea summade piirkond sisaldab alati võret (<-.4 

on belleks, et summade piirkond oleks arvsirge, Pi 1 saV, Kul

summade piirkond sisaldab veel lõiku , kusjuures 

iga selle lõigu punkt olgu sanvutat av rx nete pjac oma­

vaheliste ümberpaigutuse tulemusena.
Jaa*l e (vt. 1, 5 3^ , kus a-9. - с (*,«

on T-jadad rea (1) suhtes,ning пепле jaoks on пк< vad

teoreem 1,4,1 ja järeldused 1,4,1 - ,

Näeme , et piisav tingimus selleks, et rea fl^ ^-summdie 

piirkond sis . ku [0, t on vaetavalt

igale reaal arvule d ( О c <T< 1) sellise jada 6°^ ekais-

teen nine, et

C

Lähtudes sellest tõsiasjast tõestamegi järgneva teoreemi

Г e о r e e m 1, Piisavad tingimused selleks, et

rea (1) summade piirkonnaks oleks multipiikatiivse

menetluse J? punul arvsirge, on järgnevad :
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Г й е ь t u e« £öe»tuseKs on vastavait etteantud euuru

aele сГ^О^сГ^ sellise (p-G)-jada e konstrueerimine.

et

Seileks Konstrueerime Kö iM senise -jada e , et

( . I
^4 (5)
U, - /

°*w>
x V' 1 L

seejärel aga näidatakse, et seostest (5) järeldub

2-*. Q,> * ( (6)A-oe
aga ühtlasi seose (3) põhjal

tõestame kõigepealt teoreemi erijunul. Kui kentib tin-

gimus
<hct7 4
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Tõestuse teostame matemaatilise induktsiooni meetodil.

Olgu meil antud mingi <^O<- dV 4, nin^ mingil viisil

määratud >9^ nii, et
•o k,-4 R,

L.
ui me tahist ame 2 "g, y * 0, mis ei ole meie 

y=1 '
siooniga vastuolus, kuna indeks Lo ei ole seni märatud.

kehtib seos (9) ka л väärtusel 4 /.

Määrame nüüd indeksi nii, et kehtivad võrratused
> e ;,4 V

4=4 v=4 2, кл 7 ' (xuj

kus

= Aa E]4 £,.
indeks &, on võimalik nii maarata menetluse 4 multi

plikatiivsuse tõttu.

Tähistame

Seejärel määrame nii, et kehtiksid võrratused
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KUS
.4.

seoste (1?) «larasin» on samuti 4 muiti . tiivsuse

võimslik

(9) põhjal ub axis seoseat (lj) '

//
A,

hindamiseks anname Kõigepealt hinnatu

suurusele

dub, et kantib võrratus Q7
j. — ЛА
•^4 4 1

4,4
ning menetluse

o?

muitiplikatiivsuse töttu kehtiD seos

y=1 d,
Avhidame nüüd

Q,"N -1,^ —‘lp, -<.vI y=1 / “‘1

/ "J,, 1=(4-
a, «)g.,-1

-4

■ _ Wj 
dn,,71

ja Kasutame seost ( , ning 83 4®»

Siis on öige Ka võrdus

z huOX ( I L -WtH 4

L k

4

e
X

%

4

4

^-4

------------------ / V-
"1 4 /

г1'1

ning me
“k

saame seosest
-1, 4 '

г.-#
( 1^) hinnangu suurusele //

г 11
V- / <k )

Suuruse hindemiseks kasutame jaa e Gäiendjäda

definitsioonist /vt•fl.3.17/ tulenevat seost



xuna tingimused (13) vastavad tir^imusteie flu»n) jada 

e puhuks, jürelaub seosest (lo) ka seos d, ж О'(^) see­
ga ongi vördused (5) tõestatud.

Defineerime nüüd iga indeksi /v Jaota suuruse QA :

h tQ,, - Qd. (1
V-4 _

Olgu meil nüüd antud suvaline 6 к/<.
kentivad võrratused

eldub siit, etQo </ lahenemisel löpmatusele Ige K, 
punul,

Samuti seab jada c vahendusel tõestada, et ,a n 

punul, R, ± ~ «- leiab aset seos frOj , seega ongi tões­

tatud seos (6) ja ühtlasi ka 6?? multi tiivae menetluse 

4 jaoks, mis rahuldad tingimusi (a) 4» (^з)#

Selleks et tõestada teoreemi üldjuhul, on meil oUtrveMc 

t eostada praegu mõningad arvutused.
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jl^u meile antul suvsline naturai larvude ^-^о<

4~v4h,< • ■ • . Arvutage v шел

V 5Су ~ 4, 2 j •« • )*

Seosest (?) jreldub võrdus
.. M*1 .
5 (2 - •2 <^) - o(")

•X, = 1 V-na-, -mz-1 
jada {ma}valikust sõltumatult.

Vaatleme nüüd Juhtu, <us (8) ei dxc täiaetua. M is

leidub selliste inueksite jala 4 ha - ha- • • 1 et
$o,,.v r ,

. - e 2 4 (ю- ) (*<4 ).
ž-^.v (• a/. . a)). _

^116 laidub aga ka niisuguste indeksite jaua л m,4n, 4-
• gk J E D kning rvude J^da * “}o - ‘k •), ‘ . et

ui kA tuleneb silt

Ceostades Jada e konstruktsiooni ülalkirjelaatua 

weetoail valenite G19() Ja pnjel, saame ea*aeuttu.e
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ninnanggu kõigi indeksite Nu pühtote, Änmuti J

siit, nagu eelnevalgi juhul новел (6) ja Ql j, ning seilaja

ongi teoreem tüielikult tõestatud. XlluetratbiooniKfc selie 

kohta, et tingimuste (1) ja (з) oittetkitmisel ei oie aun- 

maie piirkonnaks arvsirge, on n«*4.tea 1 Ja 2 /5 10/ •

. kus ♦ fingimuste (2) ja (3) täiaetust on raske kont­

rollida, kuna naa söltuvad niinüsti menetlusest 4 ÄÄ ka 

reset (1.1). ■

selleks et vltida kahepoolset aöltuvust ning tuletada 

efektiivseid tingimusi, defineerime (p-c) - ridsae Ki,asa*.

Qatnitalaon_1 (p-) -rida (1.1) (f-o) '

reaks, kui leidub vähemalt Uks (f^) -jada e selle rea 

suhtes nii, et ee /W* definitsioon 1.3«5/.

- ridaae jaoks saame teha teoreemist 4 rakenaus-

teke sobiva järelduse:

Järeldus_l. Piisavad tinoiaused selieks, et iga -suu- 
1 X Лmeeruva (P- ) - rea (1 A -summade piirkon mHW

muitiplikatiivse menetluse 4 korral olek# arvsirge, on j*i*-

mi sea

1. LuhAJ a,... * o, (19)
~Pce

O~.7 _ *1 _ *f7 ( , \ r \C* ----------- -----  - --------- --------- * € « (V£L<Wu) V«-v)
Qw • - у '

poolest, tingiavuteat (20)3 reldub alati (2), ja ku! e€6" 

ja 4 on kolmnurkne, iaub tingimustest (19)ja Q»v) ka 

tingimus ^2).
I w

Tingimus on nn. keskvirtusteoreemi jaoks plis-v 
tingimus M lj •
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м€11е kohta, et tingimus, et ridn oiuks (p - C)*- m«, 

on oluline, soolo nüiteks Bageminl-}rdösi [a7] nai де 2* öe- 

poolest, menetlus rahuldab tingimusi fl^ ja(20), MmI* 

defineeritud rids ei ole гк4а, kuigi on E) -rida

(f-O,r» -1), ja seega ei ole summade piirkonnata vaia
võre.

Menetluse puhul saab sellist (P *G) -rida, eilin 

ükski ümberjurjestus, mis on(p-C)reaks, • CN- WWW* 
ruv, konstrueerida sinult löpmstult kaovava /ja küllalt k*i- 

resti kasvava/ rea likmete osejada abil; seetõttu on tökcsta- 

tud liikmete jadaga rea puhul summsde piirkonnaks ainult kas 

punkt või arvsirge 54].

ringimusi (1) ja (3) saab nõrgendnda, kui es

muutuvad ned komplitseeritumaks. Näiteks volt nõuda, et tingi- 

®us (<) /või (20)/ Oleka täiaetua menetluste VI ja A 

jaoks eraldi, kus e on mingi (p-c) *Jaua, 4* 45 ning A‘
oleksid muitiplikatiivsed. delline olukoru on näiuetes lv ja 

11, kus aga ei ole täidetua (3) ega Cli) < nalae 12 aga töestab, 

et tingimused ja (з^ ei ole üldiselt tarvilikua, vaia võio 

Konstrueerida spetsiaalsele reale vastava maatrksi A , 6ie 

ei rahulda tingimusi (1) ja (3), kuid su»® . irkonnaka on 

arvsirge.

M* R ids, mille summade piir- 

к о n n а к s on võre

Käesolevas paragrahvis vaatleme selliseid riau, mx aa#
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liikmete jada koosneb kahest konstantsest osajadast. иеП» 

neerime vastava ridadeklassi.

Definitsioon_1 5L ч^с (1)

netame (p-t ) -reaks siis, kui selle rea kõik lliknea vör- 

duvad ünega konstantidest P ja 7,P45 , Kusjuures mõle­

mad konstantide Jadad on lõpmatud»

Käesolevas paragranvis tanistab meie rida (1) al ti 

rida.

Niisugune Kitsendus on tehtud selleparast, et kiesolevas 

paragranvis seame, eelnevatest paragrahvidest erinevalt, endile 

eesmrgiks määrata rea summade piirkond täielikult, s»t«, 

garanteerida, et summade piirkond ei sisalda peale võrepunktide 

ainsatki muud punkti; seda on aga võimalik tagada ainult siis, 

kui rea Kõik liikmed on fikseeritud, mida me lihtsamal võima­

likul viisil tegimegi.

L) -ridade kohta saame tõestada lisate paragranvis 

LI tõestatud teoreemidele veel järgneva lemma.

Lemma 1. -rea (1) punul on mistahes Ыц ünekordse
,e, je,‘ intsubstitutsiooni ~ ja Korrutis Л/ ‘N teisendatavp » д N

капе sõltumatu ühekoruse liht substitutsiooni jav

korrutiseks nii, et Kehtib seos

‘ V = <K> -J< . (2)
Eõestus. ^j>- ) -rea puhul saame iga Jada e, esi­

tada Järgneva su , .ana*.

e;*
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kus c/on (P-P)- jada, с<7 - (с-с) - jada, с? - (f-c)- jada 

ja f) - jada, äsitus on иКЬЦП^Пве

Seega on õx&e seos „ + , * + »4 e++ge ' - 1 "‘5 ••v W • •V V‘

Viimane vördus tuleneb summamuutuse valemist (1.4.10) , 

mille põnjal P-P ) * ja (t - c) - - substitutsi x rea 

sumat ei muuda.

Kuna (f-o)- ja (E-P)- jadad e, ja e,** , agu

üa substitutsioonid « 1 ja on söltumatud, võime edasise
d/< , r-)

möttekäigu Juuree lihtsuse mõttes eeldada, et • on 

-euostxtutsioon •

Jadade ja e, osa jadade suhtes on meil nüüd jrgnevad 

võimalused.

Võivad leiduda:

1 • Osa j ad ad 2 ki}, / 1 ‘
93* e,S

definitsioonist järeldub, et
e"*()v, Ш

seega aefineerides jadasia e"ja
// / * ee

<. Osajadad 162,15} ,mlkXe
õ* / /

= 9,*, kuia 
<

iga osa j aota {m},

^<7,mille punul kentivaa sec
' p e, / • , , j; c "* (< * <-t, .

*vee /

e," , - a

punul Kehtib seos

5 (j Ж leCewe /.
/
punul.
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Meie definitsiooni kohaselt shis

/ E,,A jaoks on KitKfc võimalust ,
V € ' , / 6 '* и/ e, / e,‘ ) // e,€, ) s 7а» R • " E Sel junul onK (9,, ■ /- 94 /5 >

' »
ja võime defineerida jada <, : 

Ja siis

b. Teine võmalus on

kuna h j oks kehtib jälle seos (3 ) .K v

/ i

jäänud juhtudel jadade e, ja €, Sõltuvuse punul,nxmelt ,kux

Analoogiliselt on Konstruktsioon Võimalik ka tu^il üle-

ning defineerida sarnaselt jadadega e,* je e," jadad </* *

eega saame eraldada kõik Jadad,ralliedei ümberjärjestused 

0/ Ja €, on söltuvad,kuna Jadad
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Ja _
e, = - 6 *_ e *- о * *4 < • * ej -£4

on sõltumatud.

Konstruktsiooni põhjal on sõltumatud ka jadsd

• j» « ja a* ning ja
Defineerides

e,"=0,+e+e*,
V - «

saeme jadsd, mis rahuldavad meie lemma väi let, к uni kehtib Ka

seos e ) •

Äsjatõestatud lemma ja teoreemi 1,1,2 põhjal ea ;ше jürel 

dada

Järeldus 1 l j>- g ) - r idade punul on iga substi tutsioon
у/ <•

esitatav sõltumatute ühekordsete lihtsubst itutsioonide oo
korrutisena I\ &Л' jkorrutis vöib olla ka 1 k,eriti juhul, =4
kui substitutsioon on A-kordne/ .

Edaspidiseks on meil otstarbekae eraldada (P- T) - ridade

hulgast üks eriti lihtne klass,.ms aga vajab teistest eri­

nevat käsitlust.

_^e tini t ei о и n 2, Kida (x) , mis alates mingist inaeksist

omab kuju <t

nimetame reaks.
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fi nit ьх oo I 3 . (j - t) -rida, ale ei ole f/"A^ -rida, 

nx.net зле (f- 1) -reaks. (p-C) -rea punul kehtit 

lihtne lemma.

. e- nm-j 2 (p- C) -ridade punul on öige uks järgnevatest 

seostest

СиЬл, 4^ = (4)

vöi leiaub hulgal {o,,)0 vühemalt kolm erinevat kunjumis- 

punkti
. / 11 
‘

Tõestust me selle lihtsuse tõttu ei esita.

Käesoleva paragrahvi põhitulemuseks on järgnev teoreem

Геогеев 1. I | (P-E) -rida, arvud

6* Ja A± O.tiiis leidub selline kolmnurkne multiplikatiivne

Bõestus. Tõestuse esitsme kahes osas.

1. Kõigepealt Vaatleme sellist rida (1), mille punul sen 

tib seos (4). v>bt v-.lt igale indeksile А/ defineerime siis 

indeksi he(n) nii, et

ui» leiduvad alati indeksid k,z4 Ja k,»1 nii, et

О)

nx.net
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Koostame vörrandsüstecmi

j (o
1**-)7-6 ( } (

s.eiie «oli 1 it maatriksi 4 •
- W

Q., ~/ = ^/
= О

belM on lemas seoste (3) pönjal; iemist

osest (9) järelaub, et sii

vt J

u. Л multi lik tiivsua on Uüw ja seosest (S)

tuleneb, et Q mistõttu teoreemi 21 pönjal

Vglme .Siis Leidub selline

Aleti eidub täisarv

Kuna

Об nii, et

-ree 1^8 ümberjürjestus on s80l0

rsKfcna%4a teorccmi 2«1, ja konstrucerlus

substitutsiooni nii, et

Д2? *^{2 ^(9 j^{žl4*} 6-+a(p-44)
- tleee substitutsiooni .

Jrelause 1 põhj tl av utsioon korrutisena
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<иь j on (p-C)-jada, - (E-P) jadn. Slinjuures vaatiewe

<o<ruclfet löpmatuna, kuna lõplik erijunt tuleneb biit v hetult.

Jürelause i.4.4 /He valem (1.4«14^/ pö Ц 1 a ehtib *tie

a{2 ' 6 * ^'^/4- , (a,3,-0,3)](-c)« i (i-)3 n-oo </ V
Vaatleme пцца suudat

. 2_x ( Q,v Qw) / •
/ V

Sõltumatuse tõttu leiuub vaatavalt igale inueksile V 

sitiivne või negatiivne/ täisarv к, (v) nii, et kettib ei
—> , e,‛ e," I _2. 2. - Ou^ / -2- k(‛)Qn> - . 13)
j 9 ‛ 17

fähistades *
. j kl) # ku_ k (v)7 о t

( 0 , k.. k,U) 4 o;

J/l

t" = / °>
с 0 ( —— k(v) z о f

saame summa esitadn Kujul

Ja ^1з) pönjal kentib jürgmine vördus

V7 — / e;" g -
z2 2_Д<хм ' Q,, )=2^ k, 42- k-v Q,v. • V V У0

vaatlene nüÜ4 ssadud 6U:sroat, mille jaoks valemite(12)
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Mell on selle piirvaärtuse аг vut amisel jürgneved Vüima- 

lused

1. ui»u K, 4 О ainult lõpliku arvu eksite • «orral, 

ainult lõplik . eksite • коггпж.

Siis L.n. La, ^1) O,, +2, k, — 0 
A-> Soy v y '

jn /=-0.

õel J uhul xe16 ^ncx, (P-G):me 1j .
2. Olgu k,= О sinult lõpliku orvu indeksite V Ж0ИЧ1.

siis pe-'L k 4 0 ainult U|U»I arvu indeksite ' tW* 

ral, ja

[2 +5 k; a,, J - edn [4 a,,- 2 (4, " 4),,9 •P V •
_a. O... (k, “ 0 o, /

kus On.2(k,-1)0,z0 kui selline piirvdurtus ui4»e
Д/ -=> o v )

eksisteerib /vt« Ka juhuseid 3 ja 4/, seega saime vastuolu 

eeldusega, et ) - 7 .

3* Olgu k, 4 О ainult löpliku arvu indeksite korral, ja 
lot * 1 . k.. yc c ce £ .

Siis E.t. 1 k, O,,, + 27 k7 J ~ e.. 2. o,C
K,V V к,-> oo V /

kuid vastavalt menetlusekonstrukt siooniie
, 7“ <2. _ _
Ae‘L. > C, ) = <70

A, 4Ž> V

i лх, Kui ge £ seega piirväärtust ei ei eeri.

4.V. a> k, 4 О ainuit lõpliku arvu indeksite korral, ja Ic^O 

kui V6 e , Q. . e = 2 x
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öiis aarnaselt celnevale juhule

_ a,, k, >A- ~P v

e.. 51 a, °
h-co V

quna suurust k, aseme Ktaitieda sarnaseit suurusega

k,,ainsa erinevusega, et t, on negatlivne, 1 üle-

jnud juhtude puhui arutlused meid samuti vastuolule, mis

Kinnitab, et ainus võimalus on

}-O,
miliegs meie teoreem on vaadeldaval juhul tõestatud.

vaatiemne ei u, kus ( N = 1, 2 z.. ) . Lemma

2 pönjal lelab siit Kinii96ti aset scos(4). Henge IMwtM 

jadad 1j6y ,ръ) 3» {w,y
Rhu . - /0 . Eeku

<! <,—> ex’

X „“i N HQrt-1 mu ix me hjak scostega

nii, et

0 = wQ ( 4, > ^31
<i^ Лкл ~ h

«- - C (%, /J^ 

/4 1 6, ) w, 4 k

ninE noQdustame Jällegl vörrandsüstecmi

j 
(«4+ ” 6,

noka on meie eehauatel lanenauv alates N vaartusest

аве msatriksifmaärata seostega:
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a, - • '
a 5 = 41

"°. v , /+5 •
Ka «ее m^atrilfcsmenetXu« osutub multiplikatil vseks, nii

et teorecmi 1«4»X phjal

55, (2*) 3 { +om(-E) •67,
kuna vastupidise «6066

• (2 o ) C 1 6 -I- (-Tj:
toestus sarnaneb vaatavale tõestusele eeineval juhul.

UXejaanu4 juntuael on tõestus põhimtteliselt samn sugune.

Nideteka ridade ja menetluste kohta, millede puhul äu№»

made piirkonnaks on võre, on näited X, 2 ja XX p г grahvist

Xü«



5» ( P - C - ridade 6 и я .i d а е

piirkonna ü X а i n е kuju

Vaatleme nüüd, siidiseid vöüeaiubi (P-C)- ridaue 

suoKBätae piirkonna jaoks on veel olemas. Naüu eelnevaski 

paragrahvis, nii kasutame ka siin kontruktiivaet tõestusmee- 

boalt, andes ette te tava hulga /uis allub wõningatele 

kit senuav tele tingimustele, näiteks sisaldab / »

ning konstrueeritut vastavalt etteantua (P-C)- 
ning nulgale sellise kolanurkse multiplikatlivse ®a trikai

4 , et va adelaav . re Д- summaae piirkond langeks

ühte etteantua hulgaga.

T e о г t e ■ 1. neil antud (p" E) * rida

(i) L 
ja arvud ^,^^=0 leidub stiilne kolunurkne

multiplikatiivne summeerimismenetlus.4 ,et

'4) (21:)-/6 •- mef,8,9), (2)

Tõestus. a/Vaatieme köigepealt juhtu, kus on 

tklaetud tingimus (4.3) .Sel juhul võime teoreeni väidet 
■ / — i * *veelgi tugevdada, andes ette meelevaldse (p-g у - jada e , 

ning konstrueerides menetluse 4 I .et

Tanlätaoe
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A., = I^L-ouJb V

9£. n 

yce*

h, ~ •
\) K#
V€: *

; h, * hQ. 0.

3, -
V €

К

Kunae"e,siis (tt.l.).^ , jüreldub NüM (*)

ja alia ka4.3) põhjal

k oo
Kasutame Jällegi võrranditesüsteemi

&, An, + CA/^ * ad* 4,,
If r* (7- " - C~ + oud - Q . v

Alates minggist h värtusest (V;41e (4«7^y eksisteeri-

vad lahendid
_ f. +C.. 7 WXA]

• / • o,,-0,, *

Menetluse 4 müürame menetluate 4 Ja Л6 euÄüanaiv

mased defineerime Valemitega

f e*I Q, E e" 4 -
<o,. - L

( )e*-‘nv "O , V+h,,hs,

Sellieel viisil mätratud menetlus 4 on kolmnurkne. Д on

multiplikatiivne, ning seega järelaub ^eo^eat (7^ ka (j)

M»*i tuleb meil nidata menetluse Л eultlplAiiatilvau»t •

1° De finit ei ooni valemist (10^ , tõtte» arvesse »eo*el4 (5)

^a (b ) ,Järeliub, et

Cnu Q, . ~ О .
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2° Seosest (в J järeldub, et ^/"-^7=6L-

3° Kuna rida (1) on (-cj-rida,kehtivad järgnevad vörra-

tused /vt. 1.3.5/;

/,,-4,/4 Rau l /pl, !cl) i 0n, ~ Ic))
Kuid seoste (4 У põhjal on siis õiged ka võrdused

Ufv^ i— = 4 ; Eh. _0,  =2
h*° 4n, - 03 h • o0 “n, "

0,
(n, " a,

ja eksisteerivad piirväärtused

& = &, * 2c '
N -» OO

-cl(o d*),
Ja seega seoste (9) ja (lo) põhjal Kehtib ka võrratus

ning menetluse 4 multi plikatilvaus on tõestatud.81la aga

leiab aset seos

Vastupidise seose tõestamine langeb põhimõtteliselt ühte

samasuunalise seose tõestamisega teoreemis 4.1 .Seega on

õige (2^, ning ühtlasi järeldub konstruktsioonist ka(3).

b. Vaatleme nüüd juhtu,kus

Olgu meil antud selline (P -C)-jada e* , et1

en. * 4^ ,2 ; E.. * ec... (13)
^-►00 a,-»oo • -------- •

Sellist U7 - jada ,mille punul kehtib (13^ on 
võimalik iga -rea jaoks leida,mis rahuldab tingiauat
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Sii* saame vAita, et kehtib seos (*) •

tühi st мае

: &.. 1 < .h9 Л,^ ОО А, DO
Leiauvad sellisea ort ogonaalsed jadad e, , e, • C, Ja

et б'.ЧЛАб ja
e, Je, c e*, 2; Ut^ce. * LCka. 4^’ - o, ■ &n. 4^- 4t ,

nPoo A -#»"<yo
_ /v ..U ы = ^4 ; Ecnod,=, , kusjuures 4 42 4,^.

n -> Ъ<3 Лг Do *
Thistame veel

hva h * h,1 , mQ n, . hQx hi - ; >wa^ w = ,
hth hn . *vi-/v
h€ e, he *и,е zt ve ž

, e* ,
Mäürame menetlused Д Ja 45 J ai gne I it:

Kui ,>u, ,eile

Cn., = 4, ,

Qnt, * C I

kus 6 ja eBMWeiW süstecmist
i + e, - 4 -07
( 6v 4^ + e, o, = 6' Q8*., 

aga kui ,»ile *'
Qan,- ad /

a,,5, ” &.‘ ,
, Qa, = e, , 

kus ja määratakse süsteemist
j 4. -* < - a (4- J**)

( 4 4, * 4, - aJ*.

. M*»ebluae Д wultiplikatiivsuse töcuUu»t aaau^i seose (3)

näitamine sarnanevad eelnevale J ahale •
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Nüiteks rea Ja menetluse Kohta, mis omaval ülalmürgitud 

summade ^жхгКогым, on nited 3elü Ja 11 •

Г e о i • e m ie antud (f- C )* ix 1- (1^ , arvud

a* О , 6ja d ,21 Otd41 (c= 4, г, . niiL, selli o orbu-

gonaalne (p-E)- jadade süsteem1 = / , et £•£*> kus •

Kusjuures ürau OlgU õige seos - '

= c , ... (15)

ühegi lõpliku konst 8 C kõrrel*

Siis leiaub selline kolmnurkne multiplikatiivne summeeri- 

mismenetlus 4 , et 
j / e°

~ ( 4 Ci) ~ I ff + (m *<r)a, 7, (Г C
C ‘ c=<o,0f

kusjuures

tõestu s* fhistame h; = hvQ. nU , on maKsi- "hn 
, h 6 €c

meelne selliste indeKslte c hulgast, mille JeoMe hi on eMU - 

tua; aefineerime
&nn; г = ^-^,/0*4,..^

kus on selline arv, lillest alates on n maaratua; menet­

luse 4 aeti ee suuruste &. jae,, kauau sarnaselt eelneva

teoreewiga. •

Kuna teoreemi tõestu* sarnaneb eelmise teoreemi tõestusega, 

siis me seda siin ei esita.

Nites 4 on toouud senine menetlus Л weXw on konstru­

eeritud teoreemi a lit* nuiga arvuue J .ок*.
___

Sellise süsteemi konstrueerimine on z/-</rea punul alati 
võimalik.
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<f » - J" - 4Ч 6 > "д з •
Näites b rakendatakse teoreemi 2 lõpmatule punktide 

hulgale j<£j : <£ . .

feoreemist 2 tuleneb järeldus:

Järeldus 1. Ulgu meil antud )*-n aa (1) , arvud GА 4 О

ja 0(o-d-.Siis eksisteerib selline BeMMWRIM multiplikatii vne 

summeerimismenetlus 4 ♦ et

54 ( 2 У - {6- A4 d)a(p-8) •' Шу 6 j j о ^<7^ d‘} .

Sellews tulev vaid Valida Д * <A ) * '

on tehtud näites Z. Järeldust aitavad illustreerida veel 

näited 8, 9 ja 12.

Teoreem 3. Jigu meil antud (P-C)"- rida (1) ,axvua 

0u4 0ja 6 ning arvude süsteem (o 4 d. l) korra­

pärane /vt. def. (1. 3.6/(p - 5) - jadade süsteem {ej3 , kusjuures, 

kui i on määratud seosega (1*) ,ärgu kentigu (15) .

Siis eksisteerib selline kolmnurkne muitiplikatiivne aurwnev- 

ri mismenetlus А , et on oige

3 (? * 16 * (m - dJa (/' c}: kv в 7, <Te £)} f
kusjuures kehtib ka (16) .

Tõestus. Konstrueerime menetluse A menetluste 45 Ja 

summana, KUS e =■ Uec -

Menetlus e A konstruxtsloon on alijarggnev .

Olgu h/6 I, 6 e Siis eksisteerivad inaeksid ^...,Z^iii, 

et i(~) r
N €Д (" =/(n) 4. Jc(,v))
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Thistame • ning lefineenee

Qn, ~ Oh, .on 2 vüialust;

l«^el ub selline inaeks »kt *
' ? = 1

L "Ф h,

Siis mäürame oC = h.. (<£.-<£ . )
* у *> ' /у Л

% = 4, • •., >>jt^ (

M " ' . k(~), Ai 4 Vj ,

u;,; + R, •

Ja
= da.* ■

2. Kui scllist indeksit h, (w) ei leidu, leidub eexuuee 
/ *C(#v) -1

tõttu niisugune inaeks ,et h»i(^)eCl ej

Vv -z ,

- ^A, ... ) k()- (( H; 4 y, (

ja АЛ^Л,,
Seejärel teeme kindlaks екеХНекгю ^elxl«t inaeksit

*4*^)

Г4' z Г'4 ' "

dh,,Na .

^*.(4» et П ’ (vastasel sorr il h,(~) e ) e; )
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vw* C L ' / J- Г r I INa A<x/A, l n, - n, z _ •a, j de(~) - d,

M - 1 ,Л4 v
Л/7^ * ^,A//. f

kui age sellist suurust .(h) el ole, müurame ndeKs- /al") 
mille olemaolu on garanteeritud eeldusega»

Selliselt vöib maarata k/(^) suurust <x^v ,mis üldiselt etU 
nevad nuilist.

Menetluse A konstruktsioon ning Kogu järgnev teoreemi

tõestuskäik sarnanevad põhimõtteliselt teoreemiga l.

Illustratsiooniks teoreemile 3 on näide 5» кие d, = I , 
r t Г А0,- 4 ja , ning näide 6, ku5 hulk langeb Kokku kõigi

ratsionaalarvude hulgaga»

Teoreemidest 2 ja 3 vüib tuletada järeldused:
Järeldu# k» ul«u meil antua(p-C)*riaa (1) , arvud 

г* Г Г ,•-° Л t 0 ja Ou О eSiis eksisteexr и niisugune

kolmnurkne multiplikatiivne summeerimismenetius A , et

Järeldute 2 rakenduseks on näide 8»

Järeldus 3» Olgu meil antud (p- T) rida ^1} , arvude jadad

<£/<£*# *<£*<-d** ,arvud a+oja 6’ »^i* ек^.,

teerib niisugune kolmnurkne multiplikatiivne ьиттеепя.!#- 

menetlus 4 , et

Illustratsiooniks järeldusele 3 on näide 9»

Kõik järeldustes 2 ja 3 mainitud menetlused Konstrueeri—
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takse sobivalt söltuvate jadadeec}süsteemi vastavalt diskreet- ♦ ,
settle punkt laele {o}ja sõltumatute jadade süsteemia 

vaatavalt löikuaele

reoreem 4# Olgu «Ml antua(p-c)-rida ^1*1? |МШ 

ning suvaline analüütiline hulk f),£clo, ij -Slis

eKüitteerib selline kolmnurkne multiplikatiivne maatriksmenet-

v54 (u)- / 6 -C) ne, Fe Sj.
röestus. Ärgu olgu hulk 8 tara* Sile võime ust 

kitseniamata eeldada, et nulk 08 sisaldab ka nulipunkti, ni ng 

sisalaub mingis lõigus 1+0’ asenaaaa »**«

auurus 6 suurusega 6 - C-cT .Hulk 9 , mia sisaiaub lõigus 

1<Г',^сГ 1 ,on avaldatav summana ofi = 4) U9" , kus 4) -[0, cj fl 5) 
Ja 0‘=[04+0‘7/9 ,KubJuures meie teoreeel 21 pönjal 

xeL°,o) puhul 54 (2 parajasti aii»#*ui k -

.-x+1 punul 6" +* 'cc (y- E) 6 ö4 (у

seega võime hulga • asendada hulgaga ofi * {x +1:x €<£)' ) 
ning saamegi siis hulga 9U0" , mia rahuldab

tingimusi
04®*, 87cLq1]. (

Vaatleme nüül analüütilist nulka o9 ,mis rahuldagu tingi* 
musi (17 ) • Definitsiooni kohaselt1 on 9 esitatav Ju 41

1 Vt.viide lk.17.



kus 46,,-,k, on «in^i lõik, 
ta lõiku [o, 17 •

mis ülasust kitsendamata Kuuluu

Kui punkt U 
oo 

hulkaaest 7 A, 
Ae 4 1

Kuulub hulka

/ / ■ • • / “p

<j? ,pe*b t ünes

.0lgu »< ileka hulk 7A,*
^4

Seega OcOc;,k,*,..,E"

Moo.iu»t#ee nüüd hulgad oi järgnevalt ;

ид < ЛЛ<<>
А/

А/-* оо

Kuna definitsiooni Valemis on summeeritud hulgad KülKvõlua-

like indeksite Järjestuste järgi, еж ole oluline,

milline neist järjestustest valida läntejürjestuseks 4efl-
* *nitsiooniva l<$!Qi#e Kuna ^4 , f ... Qli üks JeLlubU-

ooni valemis esineva järjestuse ümherj^rjebUutoi . , vöime Ka 

selle valida lähtejärjestuseks nlno ьееаа mdirab see jrjes- 

tus sama nulga , tähendab:

Een. ©,, = £) _ g h oo

Maatriksi 4 moodustame järgnevalt.

Vastavalt igale vätirtusele on võimalik konst rucerida 

maatriks H, nii, et

Maatriks 4 on määratud valemitega



kusjuures jada mn) valime nii, et maatriks 4 õieke kolmnurk­

ne. See on võimalik,kuna kõik maatriksid A,on eelnevate teo­

reemide põhjal kolmnurksed* Samuti järeldub maatriksite 44
4 regulaarsusest maatriksi 1/7 regulaarsuse

Näitame nüüa, et selliselt defineeritud maatriksi 4 punul 

leiab aset seos

$ {S'* ~(p-C)*,-) пл.е.7- сГ e <8^ - 9, .

/Tähistame viimase avaldise lihtsuse mõttes sümboliga /

Selleks on tarvis näidata, et kehtivad seosed

34 (5. гг 94 (18)

Ja • <19)

Lgu meil mingi punkt X 6 o0^ .Sile leidub naturaalarv ЛГ 
nii, et X e •84, ( n - I, 4, .. . .

astavalt siia aga maatriksite *^u konstruktsioonile

* 6Sa,(2r,), n=N,A-, ... ja4konstruktsi-
ooni põhjal siis ka x e S (2 ti) .Seega on öige(18).

f ei selt poolt, olgu meil mingi e5(2*) e See 

tähena ab, et leidub indeks N"nii, et e 6 54,(4 k e АГ*^*+1 
Teoreemide 1-3 põhjal võime välta, et siia kindlasti x 
avalduma Kujul

x * Г * a(p- c)(.*, k... <Te^ .
A ' ' *,-

ja seega x e <4 ja Kehtib (9-9)

Teoreem on tõestatud*

Ühtlasi on Lorent z-Zelleri tulemuse põhjal tooaud 
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hulk kõige üldisem võimalik hulk, mia sisalaub (f"^) rea 

summade piirkonna», kuna nulk
/ 6 -* a(p- c)(m -кГ) - Ил, 17)

kus 3 ei ole analüütiline hulk,ei ole samuti analüütiline 

hulk, ning ei saa seega ella rea 4 * sem—sie plirkon-

naks.

Selleks, et saavutada üldisi tulemusi kõikvõimalike

kohta, tuleb meil veel uurida (P 4f) - ridade summaae piirkonai. 

(P+P) - ridade jaoks ei olnud vöimalik tõestada juba teoreemi 

(<•1) , ja seega jäid automaatselt tõestamata ka kõik käes­

oleva paragrahvi teoreemid, rõepoolest, (j-t j))- ridade punul ei 

pea paika ei seos (4.^ ega ka (13^ •

Mingi etteantud 6 ja О/ korral maatriksi A koosta­

mine taandub Üldjuhul võrrandsüsteemi
j Л 4
( 4, * 6*

l^henaamleele, kusjuures = 2p.

in X on tähiseks kõigi 4, -ga võrdsetele summadele vasta­

vate maatriksi h -da rea elementide summale, Y - vastavalt 

0,, -g» võrdsetele summadele vastavate h -da rea elementi­

de summale*/

ammade piirkond (2r)siaaldab teoreemi (4.1 ) konaselt п C ' •

hulka , Г-21 0 •* *VCckAj • h e v j, 

kuid osutub, et sellega summade piirkonna punktide nulk ei 

piirdu, vaid ümberjärjestused Nja K“ ,kus e,=!2.}
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ja annavad veel summade piirkonda punktid

{o+2pa(-M):me‘, d= ”

/ miinusmärk 7 ее» tuleneb sellest, et on (-P Jada/ i

teostanud arvutused, saame alla täielikult avaldada huiga 9 -

Samasugused täiendavad punktid saame ka ülejäänud teo* 

ree näide 1-4 analoogide tõestamisel ridade jaoks,ku»-

juures kindlasti iga (p-c)-jada /täpsemalt OP±P)jada/ on 

sõltuv jadadest < ja , seega eelnevad puhktid Kjag 

summade piirkonna» nö. «omaette*, mitte liidetuna ühegi üle­

jäänud punktiga deo8 .

Seega on (ridadel hulga suvalisus veidi kit­

sendatud, võrreldes (f ridadega, kUid summade piirkonna 

kuju üldised tuubid jäävad samakse

Edasi jääb veel üle vaadelda, kuivõrd oluline on kitsen- 

du», et (p - Z ) - rida olek» (p - t/riaa. Nagu tõestuste 

kaigust järeldub, kasutame seda kitsendusi ainult selliste 

ridade puhul, millede punul on täidetud tingi aus «4-° 

ning tõepoolest selliste ridade puhul ei oleks võimalik teos­

tada konstruktsioone, mis on antud teoreemide 4.1 ja 1-4 

puhul, kui iga (P-c)-j ada e punul leiaks aset seo»
L.. (24 - —-

/ vt •tänistused (1.3.3 ) Jafl.3.4) / .-ei juhul olek» vastavale 
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reale võimalik oodustada seda summeerivaid maatrikä menetiuäh

4 ainult vastavalt teatavale osale summ maMe *14»

küsitlesime Käesolevas paragrahvis.

Näidetes 10 , li ja 12 on esitatud au-i.^eie

piirkondi.

9 Ue (P-C-/- ridaae su G na d e 
pii г к о n n а а

Käesolevas paragrahvis vaatleme riau, mis »1аа1а?л<*а

Kolme Konstantide jada, et nenae Kaudu üle minna üldlate tökes- 

tatud liikmetejadadega ridade vaatlemiseie.

Definitsioon lx Nimetame rea Ks rida

4Ч-, (1)

mille liikmete jada sisaldab osajadasia 1 "f •/*e ? {*-}?
nii, et

/ < 4, z *, z 3,, z "*+ , • - • (e= ^1^#/ - • - , (a)

4,, * • ; = c* ; z, = ^7 (ч)JA/’ / "‘4 • k-)

Teoreem 1. 14» (f-г-7)- tv 7^-6U Ifc L

sisaldab hulka

Ceoreemi töestamisel kasutame teoreemiga 1.2.1 surn st
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konstruktsiooni,rakendedes seda kõigepealt läntereale Kuh 
t

(p-E-reale, ааааил reale kui^ -E)- reale.

ÄMM kub huvi hulga (4) länes uurimine,mis sax

|МШ 11 paragr anvis 2 teostatua summaae piix konaaae

ja uurimisega.

Vaatleme jur^nevaiu juhtumeid.

Ü P - c h « r­1 V * 9 ,3.t., It-л duö reaalarv 7 nii, et /-c »

9 on tegurita МВВИМ nulk V^)

kuju

/vte järelaus 2eX,l/ , nine sumade plir*unu H edasine uur) une

sarnaneb eelnev^xe juhule,
P-T / i

2 • _ 'zy on hrratslonaalarv• Sel jui-ил on №11 (3 )

arvsirgel к ui к j ai tihe /vt. järeldus 2,2»J / • i^iuetet 1 

Ja 2 on mail tegemist ula.lv.> - ieldud a 1°.
t e о г e • s . . sumn ae plirkona 54(2*,) ei ole 

U« -C -5) ~ rea (1) Ja multiplikatiivse summeez imiamenet- 

luse 4 ,>ипи! Kinnine,

Tõestus. Tõestus on konstruktiivne: me defineerime 

sellise (P--E)- rea (1 ) ja ЯВММШМ 4 , millede

sumaade piirkond “4 (2 ei üle kinuine.

Maatriksi «4 järg laelt
Qa. ' 4 , h - 4.Л, ■ ■ •

Qa-c = 1, ИУ- 4(ct1

Q,+ - : - 1 / h ± He у 4
. Qnv = o ülejäänud juhtudel

Riia 2 olgu acostega /arvu-
c

tame Lihtsuse möttes otsekohe Ita osasusmad ja maatriksi 4
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abil teisend Лиа rea oa*aum®aaa jada/:
, — л 'О» 4 65, - 2 a, ,5, = 4 (~1)4 4-4в 0“‘kti 7, kt 5 &ktt =, "10’" 1 /
^<^=4 ^1= 0*0=0.

"k+3 "1,

^^4 4 *

XA, + <T = ,
-(

"r. 4

-1)~

“*35 'V

4,., 4* 9

4,. f Г "

G = 0
^fc-tT ~ -(

% + 3 ~ 4 - 1 ~ OZ 
6„.4-0.0-0,

5,eo-°*o"-° 

s^.^a-fi-0

lähterida on -t - summeeruv ning

definitsioonist jreldub, on o [ ] -= C = 2 ja seega

teoreemi 2.1 põhjal kehtib sisalduvusseos

(5)

Hulk $ ЦЦ (*4,4 f/E Мд)= W arvsirgel

kõikjal tine. Näitame, et

0^ = ^ (Zv).

Ulgu C mingi meelevaldne punkt, aia ei kuulu nulka .

Olgu neil antua mingi jada О t Cy- О .. iis leidu­

vad kina &ti jadad im,-,",", (nada me võime absoluutväärtuse 

poolest lugeda monotoonselt kasvavateks, kui V*4,4,r..), ■.

/+(m,(.,)-a/26.

Vaetavalt igale arvudepaarile h,, n,g) 
, to defineerida substi tutsioon u\j nii, et 

on Võimalik

gA) ja
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a /4 t,0)cc- 4.,"’* a

kusjuures teoreemiga 1 on ühtlasi garanteeritud überjrjes-

tatud rea summeeruvus.

-()Substitutsioonid on võimalik /sarnaselt substit ut8100-

niga ^lemmas a. 3.4 /aefineerida ka nii , et eksisteerib Koxrutis 
jC -- n^(V)

V=,

Osutub aga, et rida ZLt, , ei ole Л-- summeeruv,
<;• N‘)

Näitame seda. .
h

Avaldame rea 2 "() osasurmad 2 (j" 4• -Kehtib seos

« = 0,,+ 2m,"), 2 M m,", 

kusjuures meie eelduse Kohaselt
(n, (a ) / ~ , • - • (n " L '

ja ka . /
|m,(~)l=1,,.

Avaldame ka teisendatud rea osaeummad
n ~ AЧ' * ZL Qn, 9, 4 2n, (n~2)+4 v? 2:^ + ^hA.t(h,) ■+

V-t У --j

* n4,(~) - 4 ~n, (h# ~2)+ -i

ületame,et leiaub Jada hnii, et • võ ^)-
h< •

IŽI *1 .4.
V-l ' '

S.te
1гК(^ -г) 4 « -г) 4 ^(^)4a^^}J-ac/«le_

Kindlasti leiaub siis h, nii, et

*,(*,)= ^1(^)4 1.

Siis on õige võrratus

hig - h, (n, ) = h,'5.(^4.) * 4,
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ja sauuti kehtivad ьеоаеа

ja samad seosed vastavalt h,(n,-a) » h, (n,- 1) hte (~e)

jaoks,Kust,võttes arvesse, et m.4(«g) ja h,(c) Ш ad

ainult tisarvulisi väärtusi,аалae:

Ja aellega on näidatud, et rida õle suameeruv.

Teoreem 2 on tõestatud.

Märkus. Samasuguse tõestusega on võimalik aidata, et 
Bagemihl- M näites 5 (vt. La7)esitatua rea l0pmatu_koa 

ümberjur jest used ei ole C, - #u*esaruv<ia, milline tOälasi on 

vastuolus autorite väitega summeeruvate ridade C4 - summade 

piirkonna kinnisusest.

si nai taas, et(/<-/r/rea surmade piirkond on uldiselt 

sama kujuga kui (f-C)- rea summade piirkondul,

(p-c-i)- rea /mida ae vöice käsitleda ka(P-C)-reana/ 

ku 1 (p - C J * rea -k l# 11ЖО nnaks =/6+ OL(kc +8,N(p C): hve7,cTe L о 

rea köigi selliste ümberjurjestuste hula, aia on saadud rea-

liikmete Pjal omavaheliste ümberpaigutuste teel/ , ja rea(l.l 

kui li -C)- rea summade piirkonnaks hulk 1,-/6+A(m+d(T-c). 
Me,.}, ning rea (1.1) kuni^-/2J- rea suzmade plirkonnaka

"uiK c
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Siis s (2 гс )o { Oü(m^ • d,)(p- c) + ^)vc *^)* 6 v >
L (T.e^^ö, J^6^U0,«x «-4e83

kuid eee hulk ei ammenda summadc piirsorua üldjunul.

le Juhul, Kui o8, ja sisaldavad ülimalt loenduva

hulga punkte, omanaavad ка d, ja d, valemis (4 J ülimalt

loenduva hulga värtusi. Me avalduvad järgmiseit:

Kui elle rida 2 ti‘ = 
c 2cte),miile

on(?Z-õ) -rida; beile («-E)-rea 
L c

summaae piirkonnaks jadade / Ja Г üinvez järjestamisel

on
k^e7 ;

saame vaetavalt igale reole "®cej,

mille punul Л 12 7(p- C)# nüärata aumaaae plir-

konna O,(p-c)1 Ил,е7 , 8, J>

ning meie otsitav summade piirkona sisalasb hulka
3, (2 / 7 +aL-, *<77)(f -7) +(m, • 0//p-C}

^-1,^6 7; 4(‘60/0 -- r22;e6/

Juhul, Kui nulšadest või •8, oo mitt«AÜtiiUuV,

/vt« «еЗе!/, ОП summade piirkonnaka “4(2) arvsirge.

Seega võivad vaadeldaval juhul olla summade piirkonnaks 

Järgnevad hulgad

!• Vöre ^7-/- Th\,.- 6 4 2

2 • Hulk {6 -4 (h 4 d) : hAy e7 ; Je©}

/ o9 Müratud teoreemi Sv
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!♦ KOLkjol tihe nulk 'c )

4* Kõikjal tine hulk (6).

5. Arvsirge.

§7. üldise tõkestatud liik-

я e t e g a rea summade piir-

копа

Vaatleme suvalise tõkestatud liikmete j alaga rea 
H x,c (1)

summade piirkonda . c

Vaatleme hulka 2 - г*}°° - (2)

Hulk (2) ei ole kindlasti tüni. Tähistame selle elemen-

ей (1) iga liige on avaldatav kujul

* «() L(- •

Kui mingile -le hulgast <2 vastab selline Jada

et 4*.*^*^ ' (3)

ŽLIeJ = *. (4)
k

seame teoreemi 1.1 põhjal järeldada, et 4 (2 sisaldab 

vhemalt poolsirget; alati, kui % e iab vanemalt a 

erinevat punkti, ja leidub indeksite jada 1k} > rahul­

dab tingimusi (з9 ja (<) , on sucmaue piirkonnaks arvsirge.

lasi vaatleme juhte, kus ühelgi nulga (c) Ml ktile ei 

vaeta ainsatki jada ju} , Me rahuldaks tingimusi (3 ) ja (4^ 

Sellisel junul teeme kõigepealt kindlaks, kas nulk 2

sisaldab vähemalt kahte erinevat punkti j . -
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•iie on rida absoluutselt summeeruv ning tema summade ь^г- 

konnaks on ainus punkt /vt. § 1/.

Vastasel korral sisaldab summade plirkond vöret (d) , 

kus P=, ja C=,

Järgnevalt huvitab meid, kae menetlus 4 ja rida (1) 

ranuldavaa tingimusi бз«<^ ja (^e^J» viimaste asemel võivad 

olla rahuldatua ka tingimused ^3.19^ ja ( 3»2o2> ku •• 

rida (1) peab olema (P-1)* -rida* Junul, kui see on nii, 

on summade piirkonnaks arvsirge.

Vastasel korral valime mi ngi €R ning vaatleme nulk 

10-ceR3 /see hõik võib ka lõplik olla/• Meil on как» 

võimalust: leidub mingi lõplik arv T nii, et --A? 

iga " 6 korral, <us p Ш mingi tisarv /kuna A peab 

olema erinev iga erineva o on see võimalik vaid

juhul, kui K on ülimalt Loenduv hulk/, sel juhul

, +Oh : he 1}

/tõestus sarnaneb tõestusegga järelduses 2.2.2 /.
— _ - ~Junul, kui leiduvad z z ^3 < nii, et ——• =oc

* ^3 
kus 0 on irratsionaalarv, sisaldab summade piirkond arvsir- 

^el kõikjal tihedat hulka

16+ aLh, (г, -,) + ^('4'%)]: ^1, e ‘} .
adaspiaine uurimiskuik langeb põhiliselt kokku teoreemi 

2.3.1 /<006 vastavate lemmauega/ töestusega. Nii saame, ct

juhul, kui on mit teloenduv, on bui nmaae p 1 x 1 konnk .
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arvsirge, juhul aga,kui " on limalt loenuuv, eiwUMli 

su®®a4e piirkonu hulka
{ 6+ Qu2L *,: (4 ”^o): •4 3 (5)

Vandelaes ri4a kui (t; '^o)*

müärata »Uö®u4e piirkonnaa 3c /analuogxiise ksitlusega 

kui eelnevas paragrahvis teostatuu konatruktsloonial Juhul,kui 

«ingl summnade рххгкояа sisaldab mitteloenduva hulga , 

saame еиемае piirkonnaks arvairgee Juhul, kui iga 

4ab ainult loenauva huiga gunkte, on kas aummade ^i^rtow 

loenduv, aval4U4es kujul

/ 6 ♦сГХч - {,):he; e 5 (л= 1. 2,...);Z ,
Z • С»)

kus ob sisalaab kõiki hulki, 9, aga ka teat .1-

natsioone viimastest /vt. ^»u/, või xungeu kökku arvsirgega.

Seega on J14ise tõkestatud liikmetejad ga rea puhul

uueks sumoade piirkonna tüübiks v3la nulgad (5) ja (6)
on aga sisuliselt öamuti kõikjal tihedad 4oenauva4 hulgad.

nagu ka (4 ) ja (6) eelmises . via.
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aritmeetilise 

гея я u m ш а а е piirxonnaa

Käesolevas paragrahvis vaatleme lõpmatu aritmeetilise 

rea,fc»t, rea (1*1) mille liikmed avalau vad jrgneva seosega: 

, (1) 
summade piirkondi.

Vaatleme kõiki aelliseid jadasid < , mille punul alates 

gist * väärtusest kehtib seos
€ * 9^ * e , 

c f Co) g(c)Ja turi utame neid sümboliga e‘ ) ,*us C on Konst ant

araalarv/. Iga jadae’on P-jadaks raa (1) auntes, f*cx.

Siit tuleneb järgnev teoreem.

e о r e e m 1. Multiplikatiivse menetluse 4 puhul,kui 

(c) / leidub jada C П11, et r-A
бС J- d,

aldab lõpmatu aritmeetilise raa (1) summadepiirkond punkti 
zw r(oe ata .

Barnaset teoreemidele 5«l-5»4 saame naid^ta löpmatut 

aritmeetilist rida summeerivate menetluste 4 olemasolu, mi llede 

punul vaetavalt etteantud puituvatele või söltumatutele jada- 
а dele € eksisteerivad wait a katxivsed menetlused 4 .kus­

juures vastavalt etteantud väärtusele “ kehtivad seosed 
Г /) С^'^у r «ЕД .

Selle põhjal saame teoreemist 5,4 Järeldusena tule­

tada järgneva teoreemi.

Teoreem c . 9 mingi analüütiline num. Vasta­
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valt igale lõpmstule arlbeeetlliteCAe reale ( 1) lciaub aelline 

kolmnurkne multiplikatiivne A , et
, r у- 0.

Eriti vaatleme veel juhtu,kus leuub jada nii, et

kusjuures e c} = e
Sel juhul

Q а zi L,e(c. Д = 6*+ axe

1 c ck j

14*0" ■

Rida 2L 4,^^) ole enam lõpmatu aritmeetiline rida, • 

_(j _ , belle rea suhtes on Jada e e(3c4c) -jadaks, nli et aaaee:

- 6* 4 Qxe 4 (a -dJ(le+);
saadud rea suhtes on jada + 3e)- reaks, nil sa e

jne, seega on A summeeruv iga rida, mis on saaaud lahtere.ile

^Oz^c 4(a * e)+ a.5L^+ 36)
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4
1 с

6+(6-d)"+n)e+e]+a[wn)4 1L
Summade piirkond отяКв siis kuju

-г Ж, [oJ L(n*± h,)c
cx,' oj'е Л, а 4 ^'}(Л = {a,a-82),

вее on punitide hulk, nillede vahed kasvavad briLiteUiibtb

progressloonis •

5 9* U h e eritüüpi tÕKestauatUlt

К e s v a v a liikmetejadaga rea

* u c m a 4 e piirkona

Käesoleva# paragranvis vaatieme selli вен tökestamatult 
kasvava liikmetejad oga ridu

millede puhul leiavad явей seosed

(2)
1 -* o.

uputut, et selliste ridade punul ьаао samuti гвкегыаиа 

paragrahvis 3.1 Käsitletud koonduvate раГяпагЮaoaetru* 

еегляйье meetodite Tõestame kõigepealt järgneva lemma:

Lemaal. Olgu meil antud rida (1) , mis rahuldab
(2 ) .Vastavalt igale etteantud mittenegatilvaele te 4

, - jr •
leiduD ümberjrjestus <Ay nii, et % .

T Ö e в t и e. Tähistame
2 г? = ha, A t, , 

~ v 3 C
siia • , кипа tema olemasolu järelauo seoseet (2) e

Defineerime järgnevalt indeksite jada /7 1,3, .. J .
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0lgu < selline indeks, et kentib võrratus

~~ЗкЛ* - q-, #
tüni st ame

Valime А/ = n(&) , nxn^ defineerime JaM

See on võnmalik suuruste iefinitsiooni ja ьсоме (*.) tottu;

jada '-k*

et kentiza vörratus
/4,4 -\ц,- 4 U Se,. , (6)

V j • 1 j
mis on meie rea puhul alati võlaliz.

defineerige nüüd lihtsubstitutsiooni « ju val

viisil

kui aga on dMMM ümoerjr jestuse 2» z“() liikmed ■ 
i

ci sl inaexeia

g • , n . n ^i^i^ekt

4* = ., -(J= ic*.»-»,..; c-1*,

kus on defineeritud slliselt, et peaka palsa vörx ли.

'Kl . Az , j
1 )Kt-И ~ ~~ • A,-h-4 .

, 5- 6 'чае nuud par indrea 2— Pi -Dst o»a»u»aet,
i

Ml - uat • ige h-j oka M auvad ael-
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Ilsed xuiei-id h ja j", et

kula seoste (3 ) /5) Ja (o) pönjal

L*y- v 7z Mi - -Kb e-h- /-4)<1 </ -1А/ /"i• ги,) >

Defineerime nüüd

A.+4=I, ■ / / = / 2 ... L.) ( » b(K-n^j Л (10)

ning realiikmed n,.., r, ... vastavalt vaie«u.xe (l) , 

aga realiikme %.4+, nii, et kehtiks •
1 ^,4 1

< ' Af { ff
Seejärel määrame indeksid t , z™. Ja C ...w . кА,* 1 * ! * tuM<( ■

ja ümberjärjestuse
> к, * 4

. . . L (n+1)

г 2." (k * 4, г,.. ., vale öUe 31 (o) 4.

2*4) anaekeite

j «оке vastavalt valemile ( 7 ) •

Kõik mött ekäigud, mis Äehtxvaa h v iärtusel h(6) Jm-

vad paika pidama Ka väärtusel А/^У 4 4 • amocrj«,x jestuse

? “(e) liikmete defineerimist jätkame ülalkirjelaatud

meetodil, mille tagajärjel saame
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Indeksi ning suuruse 4 definitsioonist ( 9 ) järeldub

eelduse põhjal, et kui h °° ,siia kah3o j*

seega C,, о ,ning meie teoreem on tõestatud.

Järeldus 1. Kui rea (1) liikmete jada sisaldab osajada

,,.2 A -> О» . A Ч,м О( J f ^c / 7"-
mittenegatiivsele täisarvule 6
et I**- 2

, siis leidub vastavalt gale

selline substitutsioon

) LTõepoolest, sellise substitutsiooni • saab delineex

realiikmetele nii, et osajada liikmed palutatakse ^mber

eeskirja kohaselt, mis on antud lemmas l,kuna ülejäänud rea­

liikmed jäetakse endistele kohtadele.

Lemma 2. Selleks, et substitutsioon ^6 muudaks rea (11) , 

mis rahuldab tingimusi (1) ja (2) > suumat, on tarvilik,et 

substitutsioon oleks tökest amatu.

Tõestus, olgu substitutsioon. tökestatua konstan­

diga JL /vt. def. 1.1.5/. 1 ist (1.4.4^ järeldub, et
Av у

2 P:" = 2= /Ч-^v ' / 4 daau /d г. I = t
CFi J-1 ‘ d (>n-d
' 9 O 

ja lemma on tõestatud.

Lemmade 1 ja < põhjal on võimalik tõestada järgnev teo­

reem.

Teoreem 1. Hea ( 1.1 ) , mis ranuldab tingi musi (1) 
ja (2 ) , summade piirkonnaks võib olla ainult kas arvsirge 

või poolel rge, kusjuures rea summa muutub ainult tökestam tu 

substitutsiooni rakendamisel
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rõestua. Olgu A>0 ^1#1 ) jaoks, ml*

tingimust (1 ) , kehtib alati üks seostest T,, - o vüi

A, ~ e Lihtsuse möttes eeldame, et kehtib 4 ^ °° • 
л6 /e

Sile lemma 1 pönjal . _ .
^(21^^,^), 

<T v c
ee, et i löplik v spmatu nulk puofct* 1 ci} , e,t<ö

,et 6* t Ct-6 5^ (Zci) • Vaatleme jära .:Л-ДД^ .

i, nuik 16 + Ci} alt tieeee*weM^g olgu 
enC / <r * c c} - 6^ + .

= f^4 e oo j vöi

toituvalt seilest, kas punkt 6tC kuulub suumade piirkond

5, (22 tc ) völ mitte.

Tõepoolest ,iga punkti T * 6 (^fC/°°) jaoks leidub selli

punkt C * , et V *- 6 _ (*> о ; rida 2ta /c) e«’.ijL^e
puhul A {a *e*(c)2= tf*&\ rahulaab eeewM tingimusi (1) ja

(2) ,пкц lemma 1 1 on tern* jaoks olemaa .

4

a ^(L) > * 4 {,"/- ^6Sag- T*;

$U Juhul,ku hulk {6-c} ei ole alt tökestatua, näitad 

samasugune arutelu, et summade piirkonnaks on arveli^e.

Kõik arutelud on *arna»ea ka juiul,kul -o- e

suvmade piirkond sisaldab sel juhul vastavalt nulka(-=,6c]

(- / 6+ c) või (-‘,0o).

edrelaua к» Kui rea(1) lii kaete jaa* *i*aldad osajadas

13,, / У nii» et *:” -0 üx^-* 0 «
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s on selle rea f-summade piirkonnaks arvsirge iga multi, 

tiivse menetluse A korral*

§ 10 * Näiteid

eelmistes paragrahvides toodud teoreemide illustreerimiseks 

esitame käesolevas paragrahvis rea näiteid* Kõik käesoleva 

paragrahvi näited kinnitavad tõsiasja, et iga / - summeeruva

summade piirkond sisaldab Võret al * , M € 7J

mis on väljendatud paragrahvis 2*

Paragrahvis 3 esitatavat teoreemi illustreerivad näitea 

1,2,10,11 ja 12*'

Menetluseks, mille puhul on summade piirkonnaks arvsirge, 

ning mis rahulaab tingimusi (Ü9 ) ja(M2©) ,sobib iga (/-c^reu 

korral näiteks menetlus C, , kuna see on üldtuntud, ma seda ei 

esita*

Näidetes 1 ja 2 ei ole piisavad tingimused (32) М(») 

teoreemi 3*1 jaoks taidetud, ja, nagu me näitame, on sum­

made piirkonnaks võre*

Reaks 2X on mõlemas näites järgnev rida

1' ' 1,

= (1)

*,k+4 ,
Ч<-гГ " 11

\ " 1 ( L"' '
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Kuigi hulk 2 sisalaab 4 erinevat punkti -2,-1, 1 te 

avalduvad Kõik vahed - vahe 2-1*1 kaudu,nii et teoreemi 

6 jÄrgi võime rida vandelda * reana,8*0, (2-1) -reana.

Maatriksi Ankltes 1 konst rucerisme Järgnevalt: Keaga

(1J on määratud jadaa e' e ja c° nii, et 4, - 4,
o;-z , 0 -
Tähistame jadasse e kuuluvate naturaalarvuae arvu lõigul 

Lv,w]tenisega t "(va).
Ulgu alla

Q,v F 0 >/ = <<.../ ,

Ony ' /=1,2,-,*; V€C ,

C." 4 ,» 4• n V ж " L k / *v) V € € ,

C. P , = о vee A / 
V 7 h ,

Magu näeme, ei ole rahuldatud tingimus(3.3) ühegi Jada c 

korral; kuna jadade czc Ja e°ulatuses on kull i 

tingimus ,kuid et,nagu rea definitsiooni et jurel-

dub, ei ole ülk ski neist jadadest P-jada, ei ole ka see 

tingimus piisav.

Ja tõepoolest. Ühegi e € e‘ korral,kui 

ei eksisteeri suurust q , ,kuna ®ii# alati

A. a,, 2 1 
V _ 

x Г ae 21 4 
Ct AU 2— --n/ ' •
— V

Sama on võimalik näidata ka mistahes meelevaldse e jaoks.



mis erineb lõpmatu jada võrra jadaaest e,e e .Seega 

ei leidu ühtegi jada e ,mille jaoks eksisteeriks 

teoreemi 4.1 põhjal ei leidu summade piirkonnas ühtegi punkti 

peale võrepunktide.

Seega on näide Ühtlasi illustratsioonis paragranvile 4, 

kuigi maatriks 4 on konstruktsioonilt keerukae, Ic ui teoreemis 

4.1 esitatu.

Näites a on ьа»а rea korral täidetud küll tingimus (j. ,

seega on (3.3} täidetud iga ^-jada e*korral, milliseia «ale 

rea puhul leidub lõpmata palju. Kuid tingimus ei ole

sarnaselt näitega 1 täidetud, ja seega on аи?шпааер11Г*.опп«<а 

jällegi võre.

Näide 3 on vahetuks illustratsiooniks teoreemile 3.1 , 

kusjuures rida (^1) on valitud selliselt, et ta rahuldab tingi­

must ( 3.4) •

Näide 4 illustreerib teoreemi 5.1 .Rida (1 j rahuldab 

tingimust •

Teoreemile 5.2 järgnevat järeldust 5.1 illustreerib 

näide 7.

Teoreemi 5.3 kohta käivad näited 5 ja о . Kuna koxra- 

pärasuse aõue on jadade süsteemi jaoks kullaltki range nõue, 

on selliste maatriksite konstrueerimine tunduvalt tülikam,sui 

kõigis eelnevates näidetes esitatud maatriksite konstrueeri­

mine. seetõttu on ka näites о kõigi reaalarvude hulgast 

näitesse ^twitunud^nautrikdosa" abil kättesaadavad vald siis
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esimest - / з*, 3 /Т?, т- muiaugi •! klteenaa mat*

üldsust. Küll 'MS näitab konstruktiivseid r aakuai,*ia Kerki­

vad keerukamatele nulkadele vastavate е*1С«^Ха*1.

Nüited В Ja 9 annavad summade plirxonna mltmesugu- 

«ela lõikude aüsteeme •

Näiaetes 10 ja 11 on e«xt. tud(P+P)- ridade summade 

piirkonai.

Nites 10 on sumiade piirkonnaks ühe lisapunktiga vöre, 

mis on n.o. reeglipäraseks bummade ^lnwHoeBe

/ 6 / ■ me7;<Te£)} (S^o.rj).
Sisuliselt samasuguse summade piirkonnaga on meil tege­

mist ka nüites 11, kula siin ösetseb vahepunkt vörelõigu 

keskkohas, ja seega taanaub summade piirkond vöreks kujuga 

/б + Q9 : hu € 7} mis nuitab, et sobiva 0/45/ ja 

valiku korral võib ka \P f j) ' rea sumaade piirkonnaks 

olla võre*

Nälae 1Д on tõestuseks, et tingi wused (>•<-) ja (3.3) 
ei ole tarvilikud. Nimelt saab etteantud (p-c)- re« jaoks 

konstrueerida maatriksi Я ,mla ei rahulda kumbagi tingi­

mustest (3.2 ) Ja , kuid mille puhul suvmade рХХгкипнаке 

on arvuline, VOti selliseks konstruktsiooniks on tegelikult 

antud Järeldusega 5.1 . Nimelt märame ortogona alsete 

Jadade süsteemi Le}e nii, et «[4"]-4 /Naite 

ulatuses on määratud Jadade ja £h esimesed liik-

med/ viimased on määratud eeskirja Järgi

e, - / (*3 • 14 -1): -, (c = w )■
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Määrates maatriksi nii, et 
al. = 

kus C on meelevalane konstant, eseme, et tingimus 

ole ühegi 1T' jada puhul tüidetud, kuna näitega к sarnas 

konatruktsiooni abil võime saavutada olukorra, et pole tlde- 

tud ka (3.2).

Selle tõttu aga on Л- - summade plirkonnaka arvsirge 

ainult spetsiaalselt valitud (/-У-пааае puhul. Asjaolu, et 

gemist on reaga, ei siin mingit tähtsust: rida 

on selliselt valitud vaid konatruktsiooni liht eu»tamlaek*e

Kuna ülejäänud, parag ies ealt л iti d teoreemid on kae 

lihtsalt illustreeritavad tuntud summeerimismenetluate abil 
§ 1» 4 9) i või nende jaoka on näited tuletatavad alin 

ь 1H iii 8),piiraume toodud näiaetega.
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Nä,ide 3

\J) ( 2 X,t ) = / 6 -e J* •’ Ъг € 3, j€ S } 
n i '

S = {о,-л}

AM
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6 7 1
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14 16 10
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16 В /
17 В /3
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18 в 1 ■п

19 а 1 8
20 в El /
21 в 4
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23 ¥ J E 1
24 25 9 1
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25 4 1
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Lõppjäreldus

Peatukis 11 leitud summade piirkondade ja 5(2 t
il» normeeritud ruumi c-^ me elev iidse ыие I utilening lineaarse normeeritud ruumi meelevaldse sirge - ühiö- 

osade 5 võrdlemine peatükis III leitud
summeeruva arvrea summade piirkonnaga “(2-*) näitab, et 
mõlemate hulkade vahel on palju ühist. Põhiliste kujude hulka 

kuuluvad mõlemal juhul tühi hulk, punkt, võre v ; ve

tihe hulk

ja sirge, osal juhtudest ka kiigel kõikjal

oc 4 2 n*/; ; e 7 (t- *,*,)}
millistest kujudest kõik peale viimase esinevad ka sirgel 
/lõpmatuiimensionaalses ruumis/ hajuva rea summade piirkonna

S(Z:)korral, kusjuures suurus / söltub 1 ikmete vanest 
(. * /

/või reali ikmete teatud hulkade vahest, vt, teoreemid 2,1,4 ja 
Ž.U /.

See tulemus on täiesti loomulik, kuigi varem kirjanduses 
pole sellele tähelepanu pööratud, sest mõlematel juhtudel suga­
de piirkonnad alluvad tervele reale ühistele seadusprasustele, 
millede tulemuseks on mitmed sarn ьео teoreemid peatükkides il 
ja III /vrdle 2el«l ja 3.2.1, k.1.3 ja 3.^.1, 2.al ja 3.6,lt 
näide J 2,4 ja teoreem 3.6,2/.

Erinevuseks on aga asjaolu, et summeeruva rea summade 

piirkonna tüüpe on rohkem, esinevad ka no. "mittekorrapär ased 
kujud /vt. §3,5 ja näited 3-9 § 3.10/, milliseid suamade 
piirkondade 6(5^c) ja S(r;) punul ei tunta. 

Põhjuseks on siin menetluste defineerimisel esinev suur 
meelevaldsus; no, "korrapärase" ehitusega maatriksite korral 
/teor.3,3,1/ on ka summade piirkonna kuju коггамаг«хпе,отапаа- 
des mõne ülalmainitud põhikujudest.

Võimalik, et üldisemate ruumide puhul, mõningate sobivate 
kitsenduste ärajätmisel, näiteks normeerituse nõudest Loobumi­
sel, võib ka summade piirkondade v5 ^ZTtjja kujusid

mitmekesist ada.
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