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Sissejuhatus

Ulesande seade korrektsuse maiste on iiks keskseid moisteid matemaatilistes mudelites,
mida kasutatakse fiiiisikas, juhtimisteoorias jne. Mittekorrektsete iilesannete
(vt.[8,12,14,16]) puhul pohjustavad kuitahes viiksed vead ldhteandmetes kuitahes
suured vead iilesannete lahendites. See tdhendab, et selliste iilesannete lahendamiseks
on vaja spetsiaalseid regulariseerimismeetodeid, mille ldhislahendid peavad olema
stabiilsed lahteandmete ebatépsuse suhtes. Nimelt valitakse regulariseerimismeetodites
regularisatsiooniparameeter soltuvalt ldhteandmete veatasemest ja selle sobiv valik

garanteerib ldhislahendi koonduvuse tapseks lahendiks, kui veatase ldheb nullile.

Regulariseerimismeetodid — (néiteks Tihhonovi meetod voi iteratsioonimeetod)
mittekorrektsete iilesannete lahendamiseks on tavaliselt formuleeritud 16pmatumoot-
melistes ruumides ning arvutil rakendamiseks tuleb nad diskretiseerida. Nagu teada, on
iilesanne  16plikumootmelistes  ruumides  tédpsete  algandmete  korral — alati
korrektne, kui on garanteeritud selle iilesande iihene lahenduvus. See tdhendab, et
mittekorrektsed iilesanded voib klassikaliste regulariseerimismeetodite asemel regu-
lariseerida diskretisatsioonimeetodite abil. Seejuures regulariseerimisparameetriks on
diskretisatsioonisamm, mis valitakse soltuvalt veatasemest. Sellist regulariseerimist

nimetatakse iseregulariseerimiseks.

Mittekorrektsed iilesanded diskretiseeritakse sageli projektsioonimeetodite [9] abil.
Kiesoleva t60 teises peatiikis vaadeldakse toodele [3,4,6,15] tuginedes mittekorrektsete
iilesannete lahendamist projektsioonimeetoditega, andes koonduvusetingimused
tdpsete andmete korral ning tingimused iseregulariseerimiseks, kui regulariseerimis-
parameeter valitakse aprioorselt voi hilbeprintsiibi jargi. Lisaks on eraldi vilja toodud
koonduvusteoreemid vahimruutude ja Galjorkini projektsioonimeetodite jaoks.
Kolmandas peatiikis vaadeldakse vahima vea meetodit, mis erinevalt teistest projekt-
sioonimeetoditest koondub tidpsete andmete korral {isna avaratel tingimustel, kui ldhte-
andmed on tapsed. Ligikaudsete andmete korral on vaadeldud iseregulariseerimist pro-
jektsiooniruumi dimensiooni valikul hélbeprintsiibi abil (see nduab rangeid lisaceldusi,

vt. [3,4,15]) ning tasakaaluprintsiibi abil (see nouab suurt arvutustéé mahtu, vt. [1]).

Hiljuti on  mitmetes  regulariseerimismeetodites  regulariseerimisparameetri



valikuks edukalt kasutatud monotoonse vea reegelit (vt. [2,4,13]). Kéesoleva t66 olulise-
mad tulemused on saadud neljandas peatiikis (vaata [6]), kus on uuritud vihima vea
meetodis voimalusi monotoonse vea reegli tuletamiseks projektsiooniruumi mootme
valikuks. Eeldatakse, et antud on selline projektsiooniruumide jada, kus iga jargnev
projektsiooniruum sisaldab eelmist. Siis nédidatakse, et tdpsete andmete korral vasta-
vate ldhislahendite viga viheneb projektsiooniruumi dimensiooni suurenemisel mono-
toonselt ja koondub nulliks. Ligikaudsete andmete juhul on tuletatud lahislahendite vi-
gade monotoonset vihenemist garanteeriv tingimus, mis voimaldab formuleerida mono-
toonse vea reegli projektsiooniruumi moéotme valikuks. Selle peatiiki lopus on toestatud,
et valides diskretiseerimistaseme monotoonse vea jéargi, saame vdhima vea meetodi

vaadelda regulariseerimismeetodina.

T66 viiendas peatiikis tuuakse numbriliste eksperimentide tulemused mudeliilesannete
lahendamisel Mathcadi keskkonnas. Graafikute ja tabelitena on esitatud arvulised tule-
mused, mis kinnitavad jargmist teoreetilist tulemust: koigi vetasemete ¢ korral annab
monotoonse vea reegel sellise indeksi nysg, et n < nyp korral vead ||u, —u.|| kahanevad

monotoonselt, s.t.
HUHME - U*H < HunMEfl - U*H <...< Hunl - U*H

Lisades on esitatud Mathcad programmide tekstid.



1 Mittekorrektsed iilesanded

1.1 Mittekorrektse iilesande moiste

Ulesande seade korrektsuse maiste vottis eelmise sajandi algul kasutusele prantsuse
matemaatik J.Hadamard. Mittekorrektsete iilesannete teooria esimesed fundamentaal-
sed t66d ilmusid siiski alles 50 aastat hiljem. Pohitulemuste autorid on A.N.Tihhonov,

V.K.Ivanov ja M.M.Lavrentjev.

Toome sisse korrektselt seotud iilesande definitsiooni. Olgu H ja F Banachi ruumid,

operaator A tegutsegu ruumist H ruumi F'. Vaatleme vorrandit
Au = f, (1)
kus vabaliige f € F' on antud ning lahend v € H on otsitav.

Definitsioon 1.1. Ulesanne (1) on korrektselt seotud ruumide paaril H ja F ehk

korrektne Hadamard’i mottes, kui on tdidetud tingimused:
1. dlesandel leidub lahend w € H iga vabaliskme f € F' korral;
2. lahend on tihene;

3. lahend soltub pidevalt vorrandi (1) vabalitkmest: s.t. vabaliikmete koondumisest
fn — f meetrika F' mottes jareldub vastavate lahendite koondumine u, — u

meetrika H mottes.

Kui viahemalt iiks neist tingimustest ei ole taidetud, siis Geldakse, et iilesanne (1)
on mittekorrektselt seatud Hadamard’i mottes. Teiste sonadega, kui iilesandes (1)
operaator A : H — F on pidev ja lineaarne ning sellel iilesandel eksisteerib iihene
lahend w € H iga vabaliikme f € F' korral, siis iilesanne on korrektne. Sellel juhul

operaatoril A leidub pidev lineaarne podrdoperaator A~! : F — H ning hinnangust

= ully < AT fn = fllp

jareldub lahendi u pidev s6ltuvus vabaliikmest f. Tahistused |- ||z ja ||- || on vastavad

normid Banachi ruumides H ja F'.



1.2 Ligikaudse vabaliikmega iilesanne

Olgu vorrandi (1) vabaliige f operaatori A véértuste piirkonnast R(A). Tavaliselt me
ei tea iilesande (1) paremat poolt péris tapselt, s.t. f asemel on teada tema ldhend
fs € F,||fs— fll < 9, kus ¢ on antud positiivne arv. Edaspidi vaatleme jérgmist

vorrandit
Au = fs. (2)

Vorrand (1) on lahenduv eelduse f € R(A) pohjal. Lahisvorrand ei pruugi olla lahendu-
vaks, kuna tingimus fs € R(A) ei ole garanteeritud. Kui aga see tingimus on taidetud,
siis vorrandi (2) lahend ei pruugi sobida vorrandi (1) l&hislahendiks, kuna vabaliikme

f kuitahes véike héiritus voib tuua kaasa vorrandi (2) lahendi kuitahes suure héirituse.

Néiteks, vaatame esimest liiki integraalvorrandit (vt. [12])

Au(t) = /Otu(s)ds = f(t), t €10,1],

kus A : C[0,1] — C[0,1] on Volterra operaator. Olgu tépse vabaliikme asemel teada
tema ldhend f5(t) = f(t)+Jsin(wt), kus w on suvaline reaalarv. Vaadeldavat vorrandit
diferentseerides saame us = f;(t). Siis voime meetrika C' normidest ||fs — f|lc = |9] ja
|lus — ul|c = |[dw] jareldada, et vabalitkme viikestele vigadele voivad vastata lahendi

kuitahes suured vead piisavalt suurte véédrtuste |w| korral.

Kui vorrandi (1) vabaliige on antud kiillalt véikse tédpsusega, siis saame leida selle
vorrandi kuitahes tédpse lahislahendi. Selleks tuleb kasutada spetsiaalseid mittekorrekt-

sete tilesannete lahendusmeetodeid.

1.3 Mittekorrektsete iilesannete klassifitseerimine

Olgu antud Hilberti ruum H ning operaator kompaktne enesekaasne A € L(H, H),
A = A*. Sel juhul leidub omaviirtuste jada {A\¢}, nii et Ay € [—||A], ||A]]] ja
limy_oo Ay = 0 (vt. [10]). Valides operaatori A omaelemente nii, et (ug,u;) = o;,

kus

1, kuik=j
Okj = . .
0, kui k # 7



saame esitada iga elemendi ruumist H kujul u = >".7 | (u, ug)ug.

Tahistame

w=sup{v: A\ =0(k™")}. (3)
Siis iilesannet (1) voib klassifitseerida jargmiselt:
1. kui 0 < p < 1, siis nimetatakse {ilesannet nérgalt mittekorrektseks;
2. kui 1 < p < o0, siis nimetatakse iilesannet mdodukalt mittekorrektseks;

3. kui p = oo, siis nimetatakse iilesannet tugevalt mittekorrektseks.

1.4 Regularisaatori moiste

Mittekorrektsete iilesannete lahendamisel kasutatakse regulariseerimismeetodeid, mille

puhul konstrueeritakse iilesande (1) regularisaator ja selle abil leitakse iilesande
lahislahend.

T#histame siimboliga A~' f vorrandi (1) koigi lahendite hulka antud f € R(A) korral

ja toome sisse regularisaatori moiste.

Definitsioon 1.2. Ulesande (1) regularisaatoriks nimetatakse sellist parameetrist &

soltuvat operaatorite

Rs: FF— H (0<5§50),

tiheparameetrilist peret, kus iga f € R(A) korral protsessis § — 0 kehtib seos

sup inf ||Rsfs —u| — 0.
fs€F, ucA-1f
Ifs—fll<d
Regularisaatorit nimetatakse pidevaks (lineaarseks), kui iga operaator Rs (0 < § < dy)
on pidev (lineaarne). Ulesannet (1) nimetatakse regulariseeruvaks (pidevalt regulari-

seeruvaks, lineaarselt regulariseeruvaks), kui tema jaoks leidub vihemalt iiks regulari-

saator (pidev regularisaator, lineaarne regularisaator).

Regularisaator lubab suvalise f € R(A) korral, mis on antud ligikaudselt tdpsusega
d (0<d<6p), leida ldhislahendi, mis koondub vorrandi (1) lahendiks protsessis



0 — 0. Tavaliselt praktilistes iilesannetes piirprotsessi 6 — 0 teostada ei ole voimalik.
Vaatamata sellele, paljudes rakendustes on Rsfs (0 < 0 < dp) kiillalt hea ldhend tépsele
lahendile.

Kokkuvottes mérgime, et regularisatsioonimeetod seisneb jargnevas:
1. regularisaatori leidmine;

2. regularisatsiooniparameetri valimine, kasutades antud iilesande lisainformatsiooni
(néiteks, regularisatsiooniparameeter voib soltuda vorrandi (1) vabalitkme f

veatasemest 4).

Regulariseerimismeetodite realiseerimiseks arvutil on vaja iilesanne diskretiseerida.
Sobiv diskretiseerimine voimaldab iilesannet tdaiendavalt regulariseerida, aga moninga-
tel juhtudel voib klassikalistest regularisatsioonimeetoditest iildse loobuda. Koondugu
diskretisatsioonimeetod tépsete andmete korral. Siis voib ligikaudsete andmete korral
seda meetodit vaadelda regularisatsioonimeetodina, kui regularisatsiooniparameetrina
valida diskretisatsioonisamm soltuvalt veatasemest o. Sellist diskretiseerimismeetodiga
regulariseerimist nimetatakse iseregulariseerimiseks. Naiteks voib iseregulariseerimine

toimuda iilesande diskretiseerimisel projektsioonimeetoditega.



2 Projektsioonimeetodid

2.1 Projektsioonimeetodite kirjeldus

Olgu H ja F Hilberti ruumid. Vaatleme vorrandit (1), milles A on pidev lineaarne
operaator, mis tegutseb ruumist H ruumi F, s.t. A € L(H,F). Olgu vabaliikme
[ € R(A) asemel on antud selline element fs € F, et ||fs — f|| < d, kus § on positiivne

arv. Eeldame, et operaatori A védrtuste piirkond R(A) ei ole kinnine.

Olgu loplikumoodtmelised alamruumid H,, € H ja F, C F (n € N) valitud nii, et
dim H,, = dim F,,. Projektsioonimeetod vorrandi (1) lahendamiseks seisneb jiargnevas.
Selle vorrandi lahendi w, lahislahendiks valitakse element w, € H,,, mis rahuldab
tingimusi

un € Hy, (Au, — f5,v,) =0 (Yo, € F,). (4)

Tingimused (4) on samavéérsed vorrandiga

kus P, ja ), on ortoprojektorid ruumidest H ja F' vastavatele alamruumidele H,, ja F,

(P,H = H,, Q,F = F,). Jirgnevas vaatleme konkreetsemaid projektsioonimeetodeid.

Vahimruutude meetodi korral ldhislahendit u,, € H,, otsime tingimusest
Uy, € Hy, (Au, — f5,Av,) =0 Vv, € Hy). (6)

Seega antakse selles projektsioonimeetodis ette alamruumid H,, C H ning alamruumid
F,, méiratakse seosega F,, = AH,. Olgu antud ruumi H, baas {p1,...,p,}. Siis
ldhislahend w,, avaldub kujul w, = Y | cip;. Projekteeritud vorrandi tingimust (6)

saab kirjutada kujul

(Azcigpi_féaij)_oa jzla"'an

=1

ehk

3

i (Api, Ap;) = (f5, Apj), j=1,...,n.

i=1

See on siimmeeetriline lineaarne algebraline vorrandisiisteem kordajate ¢; méaramiseks.

10



Viahima vea meetodi korral valitakse alamruumid F,, C F' ning alamruumid H,

méadratakse seosega H, = A*F,,. Lahislahendit u, € A*F,, otsime tingimusest
u, € A'F,, (Au, — f5,2,) =0 (Vz, € F},). (7)

Kui valida ruumi F, baasiks {¢1,...,%,}, siis ldhislahend on kujul
U, = y iy ¢;A*Y; ning projekteerimise tingimus (7) avaldub kujul

<AZC7,A*1/}2_JC5J¢]>:O7 j:17"‘7n
=1

ehk

n

> e (A%, AYy) = (fs,dy), G=1,....n.

i=1

See on siimmeeetriline lineaarne algebraline vorrandisiisteem kordajate ¢; méaramiseks.

Galjorkini meetodist riadgitakse, kui ruumid langevad kokku ehk H = F, H,, = F,
ning A = A* > 0. Lahislahendit u,, € H,, otsime tingimusest

un, € Hy, (Au, — f5,v,) =0 (Vu, € Hy). (8)

Olgu projekteeritud ruumide baasiks ¢ = {¢1,...,p,}. Lihislahendit otsime kujul
U, = Y iy Cip;, mis rahuldab tingimust (8)

(Azcigoi_f&goj)_oa jzla"'vn

i=1

ehk

n

Z (Api, 05) = (f5,05), Jj=1,...,n.

=1

See on siimmeeetriline lineaarne algebraline vorrandisiisteem kordajate ¢; maaramiseks.

Jargmises punktis vaatleme, mis tingimustel projekteeritud vérrandid on lahenduvad.

11



2.2 Projekteeritud vorrandite lahenduvus ja stabiilsus
Olgu N (A) lineaarse operaatori A nullruum. Téahistame A, = Q, AP, € L(H,, F,).
Lemma 2.1. Olgu N(A)( H, = {0} ning

Qe
" e, || Avy|

> 0.

Siis A, € L(H,, F,,) on piiratav ja x, < || A1 < Xn/Tn, kus

o oup
" vn€Hp ||A'Un”

(9)

Toestus. Lemma esimese tingimuse tottu operaator A, on injektiivne. Kuna ope-
raatori A,, korral R(A,,) = F},, siis ta on siirjektiivne. See aga tdhendab, et operaatoril
A, eksisteerib poordoperaator A!: F,, — H,. Niitame, et kehtib lemma teine viide.

Iga w, € H, korral

||QnAinn|| . ||QnAUn||
A = —— " ||A > f ——||A =
vl = AP g > g 190l
| Awn || || Uy ||
= TnHAwnH: = || nH = n u H n” =
[|wn|| o [vnll

-1
(Y
> (s k)l = rs

un€Hy,

Olgu, et elemendi v, € H,, korral avaldises (9) saavutatakse maksimum. Siis

Av _
lAuoall < 1l Avall < 1A% 1 = ool
Tonl
Vorratustest
“A;l(Anvn)” > Xn“Anvn”
ning

”A;I(Anwn)” < Tn_lxn”AnwnH

jareldub, et
Xn < A < X/ T

Lemma on toestatud.

12



Lemma 2.2. Olgu N(A*)( F, = 0 ning

*

0= inf —HPnA*Zn“
" e, || A%z,

> 0.

Siis A, € L(H,, F,,) on péératav ja

X < A < /7 1A, QnAll = 1/7, 14, QnA(l = P,)|| = o,
kus
) (1 = Po) A"z
o, = sup , 10
Zn€Fn HPnA*ZnH ( )
X5 = sup ] (11)

n€F, ||A*ZnH ’

1/2

Ly = (1+(0,)%) (12)

Toestus. Operaatori A, kaasoperaatoriks on A* = P, A*Q,, € L(F,, H,). Analoogiliselt
lemma 2.1 tdestusega saab niidata, et operaatoril A? leidub péérdoperaator. Vordusest
(A"t = (AN € L(H,, F,) jireldub, et operaator A, on pddratav. Analoogiliselt
eelmise lemma toestusega niidatakse, et operaatori (A;1)* jaoks kehtib hinnang
Yo < A < xi/m - Kuna [(A42)7H) = [1(A;1)*) = 451, sils esimene viide
on toestatud.

Jérgneva vaatleme enesekaasset operaatorit A 1Q,A(A,'Q,A)* € L(H,, H,). Olgu
arv A\, selle operaatori suurim omavéaartus ning v, omavéaartusele \, vastav omavek-
tor, s.t. A, 'Q,A(A'Q,A) v, = A\, v, € H,. Kaasoperaatori omadusest tuleb,
et [|ATTQA(AT QA = A1 QuAl2 = A, ehk |A'Q.A| = AY?. Téhistades

wy, = (AX) v, € F,, saame

Suurima omavééartuse jaoks kehtib

(QuAA Q2 ) (A2, A*2,) e 1
= = sup = sup =
2n€F, (AnA* Zn; Zn) 2n€Fy, (PnA*Zna PnA*Zn) 2n € Fy, HPnA*ZnHz (75)2

ehk vordus ||A1Q, Al = 1/7F on toestatud.
Vordus ||A,'Q,A(1 — P,)|| = o} tdestatakse analoogiliselt.

13



Néitame, et kehtib (12).

= SuUp —F————5 =
ZnEFn ||P7ZA*ZTL||2 Znan ||P’VLA*Z7L||2

(gy__ A"z, |PaA* 2|1 + (I = P)A* 2|

*
TTL

HU—&M%W) N
= sup |1+ =1+ (0,)".
m%( ROAE ()

Lemma on toestatud.

Eeltoodud lemmad (2.1) ja (2.2) on abitulemused projektsioonimeetodite koonduvus-

teoreemide jaoks.

2.3 Projektsioonimeetodite koonduvus tipsete andmete

korral

Kui projektsioonimeetod koondub tépsete andmete korral protsessis n — o0, siis sel

juhul on voimalik mittekorrektsete iilesannete iseregulariseerimine.

Teoreem 2.1. Olgu A € L(H,F), f € R(A),

lu — Pl — 0, kuin — oo (Vue H), (13)
N(A*) () Fu =0 (n>ny), (14)
| PoA 2z || > 7Y A%zl (V 25 € Fy n>ng), T° = const > 0. (15)

Siis vorrandil (1) leidub parajasti ks lahend w, € H ning projekteeritud vérrandil
QnAu, = Q,f leidub parajasti ks lahend w, € H,, kusjuures u, — u, protsessis

n — oQ.

Toestus. Teoreemi eeldustest (14), (15) ja lemmast 2.2 jareldub, et vorrand
QnAu, = @Q,f on iiheselt lahenduv. Kuna f € R(A), siis vorrand (1) on lahen-
duv. Néitame, et lahend on iihene. Selleks on vaja toestada, et N(A) = 0. Oletame
vastuviiteliselt, et leidub ug # 0, nii et Aug = 0. Vorrandil A%z, = P,ug (n > ny)
leidub tingimuse (14) tottu tihene lahend z, € F),, kusjuures P,A*z, = P,uy — ug

protsessis n — 00. Eelduse (15) tottu on jada A*z, tokestatud
| A%z, || < (7)Y PyA* 2, || < const.
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Seega jadast A*z, saab eraldada noérgalt koonduva jada. Olgu A*z, — wv. Teoree-
mi eelduse (13) pohjal P,A*z, — v ehk v = wg. See aga tdhendab, et A*z, — wuy,
(A*2,,ug) — ||uol|*>. See on vastuolus seostega (A*z,,up) = (2, Aug) = 0 ja ug # 0.
Toestame, et projekteeritud vorrandi lahend koondub vorrandi (1) lahendiks.

Kasutades vordust u, = A 1Q, Au, ja lemmat 2.2 saame hinnata

lun —well = llun = Powsll + [ Paw — w]l = A7 QuAws — Pows|| + | Poves — us| =
= A, QA = Pu)(I = Pa)us| + [lus — Pous]| <
< (AT QAT = Po)llllus — Pous]| + [Jus = Pou | =
= (14 0}) [Jus — Pous]| = (1 + (1_(:—5)2)1/2) |t — Pl

n

Teoreemi eeldusest (15) jareldub vorratus 77 > 7. Arvestades teoreemi eeldust (13),

saame koonduvuse

1 — (7%)2 1/2
|tn — us|| < (1 + %) ||us — Pouy|| — 0, kuin — 0. (16)

T*

Teoreem on toestatud.

Selle teoreemi tingimused on piisavad ja tarvilikud ldhislahendi u,, koondumiseks vor-

randi (1) lahendiks wu, protsessis n — oo iga f € R(A) korral.

2.4 Veahinnangud ligikaudsete andmete korral

Vaatleme niiiid juhtu, kui vorrandi (1) parem pool f on antud ligikaudselt veaga § ehk
\fs — fll <6, fs € F. Kui teoreemi (2.1) tingimused on téidetud, siis vorrandi (5)

lahend w,, koondub vérrandi (1) lahendiks w, kiirusega

« 1 — 7#2)1/2
R e R (17

Seda hinnangut ndidatakse analoogiliselt teoreemi (2) toestusega. Kasutades vordust
An(un - Pnu*) = Qn<f5 - f) + QnA(u* - Pnu*)7 Saame

[un — Pows|| + [ Paws — wa| =
HA;lQn(f& —f)+ A;IQnA(U* - Pnu*)” + HPRU* - U*H <

[t — ]|

< A0+ (L4 1A @uAT = Po)ll) lus = Pou ]| <
« * 1 — (7%)2)1/2
< 25+ (1+0)) flu - P < 22 5+ (1 ! (;) ) > s — Py

n
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Olgu antud ruumide baasid H, = span{¢i,...,pn} ja F, = span{¢q,...,1¥,}. Siis
projekteeritud vorrandi (5) 1dhislahendi otsitakse kujul u,, = > | ¢, kus kordajad
¢; on madratud vorrandisiisteemist

n

> A ty) = (fs,15), j=1,....n. (18)

=1

Siis kehtivad jargmised veahinnangud

Qp _
lun = wd] < =0+ 1A QnAu, — ]|, (19)

[l — well < bull AL Qull 0+ [ AL QuAw — ], (20)

kus A, > 0 on elementidest (A¢p;,1);) koosneva maatriksi vahim omavéértus ning
n n
T (>TB W R
i=1 i=1

b, = max

oo panl =1y,
=1 1=1

Mérgime, et a, = 1 ja b, = 1, kui projektsiooniruumide baasid on ortonormaalsed.

Veahinnangute toestused saab leida t60s [8].

Uldjuhul ligikaudselt antud parema poole korral lahendid w, protsessis n — oo ei
ole stabiilsed vo6i ei koondu vorrandi (1) lahendiks. Sel juhul tuleb valida parameeter
n = n(6) soltuvalt veatasemelt d nii, et leaiaks aset koondumine w,;y — u, protsessis
0 — 0. Léahislahendile optimaalset jarku veahinnangut garanteerivaid parameetreid
saab leida vaid sellistes iilesanetes, kus tdpne lahend on teada. Vaatamata sellele,
monede parameetrivaliku eeskirjade korral on voimalik tagada, et valitud parameetri

korral ldhislahendi viga oleks optimaalset jarku.

Regulariseerimisparameetri valiku reeglid jagunevad aprioorseteks ja aposterioorseteks,
kusjuures aprioorse valiku korral kasutatakse vaid iilesande ldhteandmete veataset ja
lahendite klassi antud f € R(A) korral. Kuna praktilistes iilesandetes selline infor-
matsioon tihti puudub, kasutatakse aposterioorseid regulariseerimisparameetri valiku-

reegleid. Nende reeglite korral valitakse parameeter péarast arvutuste teostamist.
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2.5 Parameetri aprioorne valik
Teoreem 2.2. Olgu A € L(H, F), ||fs— f|| <9, f € R(A) ning kehtigu teoreemi 2.1
tingimused (13)-(15). Valides n = n(d) nii, et

n(d) — 00, dxp) — 0 protsessis § — 0, (21)

kus

o= sup [[2n() |
n(d) — * )
© Zn(5)€Fn(s) [ A*2n ()|

saame koonduvuse ||tuys) — uy|| — 0 protsessis 6 — 0.
Toestus. Teoreemi toestuseks vaatame veahinnangut (17). Kasutades tingimusi (21)

ja (13), saame koonduvuse (5 — Uy, kui 0 — 0. Teoreem on téestatud.

Teoreemi 2.2 tingimustes toimub iilesande (1) iseregulariseerimine ehk projektsiooni-

meetod (4) parameetri n valikuga (21) méérab iilesande (1) regularisaatori.

2.6 Parameetri aposterioorne valik hilbeprintsiibi abil

Uheks tuntuimaks aposterioorseks parameetrivaliku reegliks on hélbeprintsiip, mille
korral kasutatakse ainult veataseme infot ||fs — f|| < 0 ning parameetriks n = np

valitakse esimene arvudest n = 1,2, ..., mille korral
| Au, — f5l] < 9,
kusjuures b > 1 on antud konstant.

Lemma 2.3. Kehtigu lemma 2.1 tingimused. Siis vorrandi (5) hdlve jaoks kehtib

vorratus
| Auy — f5]] < 7, Jnf [[fs — Avy (22)

Toestus. Olgu Q) ortoprojektor, Q|

. o F— AH,. Siis kehtib vorratus (tdestus on
esitatud allikas [9]):

I = Q)@ |l <

(Qn = Qull = (1 =)
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Kuna vorrandi (5) lahendi u, jaoks kehtib vordus @, (Au,, — fs) = 0, siis arvestades et

/
Q,,Au, = Au,, saame

2
(i 1= Aval) =15 = QUfel? = (s = Awn) = QL (fs — Au)] =

= || f5 — Aun||* = [1Q,,(fs = Aw) > = I f5 = Aunl® = 1Qu(I = Qu) (o — Auy)|* 2
> |lfs = Aun||* = (1 = 7)1 — Aunll* = 71 f5 — Aua*,

kust jareldubki vorratus (22).

Teoreem 2.3. Olgu A € L(H,F), ||fs— f|l <9, f € R(A),

lu— Pyul| — 0, kuin — oo (Yu € H), (23)
N(A)(H, =0 (Vn > ng), (24)

|QnAv,|| > 7||Av,|| (Yv, € Hy,),n > ng), T = const, (25)
| PoA™ 2z || > 7| A 2 || (V2 € F),n > ng), TF = const, (26)
Xo+1l|(I = Q) Al <7 = const (n = ny), (27)

kus

Xn = SUp [[va]

v €Hp ||Avn||
ja @, on ortoprojektor ruumist F ruumi AH,. Siis vorrandil (1) leidub parajasti ks
lahend u, € H ning projekteeritud vorrandil (5) leidub parajasti iks lahend u, € H,.
Kui parameetriks n = n(d) valida esimene arvudest n = 1,2,... mille korral vorrand

(5) on lahenduv ja
| Au, — f5]| < b6, b= const, b> 77" (28)
siis leidub aset koondumine ||unsy — uy|| — 0 protsessis § — 0.

Toestus. Vorrand (5) on n > ng korral iiheselt lahenduv teoreemi tingimuste (24) ja
(25) tottu. Kuna f € R(A), siis vorrand (1) on lahenduv. Analoogiliselt teoreemile 2.1
saab néidata, et selle vorrandi lahend on {ihene. Kasutades lemmas 2.1 olevat hinnangut

normi || A, Y| jaoks, saame hinnata

ltn = wal] < 22 5+ (1+

(1- 7_*2)1/2

7—*

)wu—&mu<nzm> (20)
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Kasutades vorratust (22) ja minnes piirile, saame
mn—»ooHAun - f5|| S 7—715

ehk parameetri n = n(d) valik on teostatud.
Esiteks vaatleme juhtu, kui n(d) — oo protsessis § — 0. Kuna n(d) on esimene
parameeter, mille korral vorratus (28) kehtiv, siis m = m(§) = n(d) — 1 korral

| Aw,, — f5]] > b6. Kasutades lemmat 2.3 saame

b6 < ||Au, — fil| <771 mf Hf(; Avy, || <

(U= a1 i 1= vl ) <o (5 g7 Aval )

Kuna b > 77" ja (I — Q) AP,,u, = 0, siis
1

< — —

0 < g7, nf IS = Aval
= L Au — QAu] = (T~ @A~ Pau.]
il — Uy — Uy )]

Arvestades teoreemi tingimust (27), saame hinnata

!

gl

Xn Xn
< (= QAN — ﬂ1WJ<ZEjTF

(bT— 1) ||([_Pn—1)u*||'

Oleme saanud, et hinnang (29) saab kuju

!/

b
(br — 1)1

(1 N 7_*2>1/2
|W—3Hmm+0+—f;——nm—&mm (30)

[un = u.l <

kust tulebki koonduvus w,@s) — u. protsessis § — 0.

Vaatleme niitid juhtu, kui mingi jada 0, — 0 korral eeskirja (28) abil leitud parameetrid
on tokestatud: n(dy) < I = const (k = 1,2,...). Néitame, et ka sel juhul leidub aset
koonduvus. Sel juhul jada u,s,) (k = 1,2, ...) paikneb loplikumootmelises alamruumis -
ruumide H, (n = 1,2,...,1) lineaarkattest. Veahinnangust (29) jireldub, et jada s,
on tokestatud. Loplikumodotmelises normeeritud ruumis tokestatud jada on suhteliselt
kompaktne. Kuna || A, — f5|| < b0, siis Auys,) — f = Au. protsessis k& — oo. Siit

jareldub, et uy,) — u., kui kK — co. Teoreem on toestatud.
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2.7 Taiendusi koonduvusteoreemile

Vaatleme juhtu, kui teoremi 2.3 tingimustest (25) voi (26) iihe tdidetusest jareldub ka

teise tingimuse taidetus.

Lemma 2.4. Kehtigu teoreemi 2.3 tingimus (25) ning suvalise o € (0, 1] korral
Xall(I = P)(A*A)*2| < 5 = const (n = no). (31)

Siis kehtib tingimus (26), kusjuures 7 = 7(72* + 42)~Y ) Analoogiliselt, kui kehtib

teoreemi 2.3 tingimus (26) ning
O I(T = Qu)(AA)*2|| < 7% = const (n > no), (32)
siis kehtib (25), kusjuures T = 7 ((7%)2* 4 (*)?) 1/ (2,

Toestus. Toestame lemma teist viidet. Votame kasutusele operaatori A polaaresituse
A = (AA)Y2U, kus U € L(H,F) on selline, et |[Uv|| < ||v|| (v € H). Téhistame
B = (AA")Y2 € L(F, F), siis

| Av,||* 1Bz’ I = Qu)Bzll” _

— = sup ——5 = =1+
T2 ety |QnAvl®  sneUHs [|QnBan| et ||QnBznl?

|B 2z,
< 14 (I —Q,)B*||* sup ——0
4 JB7 2n€UH,, HQnanH2

Kasutades momentide vorratust || B1=%z,|| < ||Bz,||*~||2.]|* saame

—a l1-a a
1B~ z]| <( |1 B2l ) ( [E )

Arvestades lemma 2.1 hinnanguid

B2l 1
zn€UHy ||QnBZn|| Tn’
[[ 2 [[vnll |4, wn| o
SUp T = T = sup ——— = [|4, ],
wmeUH, |QuB2nll  vem, |@nAv,| wneFy  |[Wnl|
Saame
1 o 1 —_1112c
- QU By 7
Tn Tn
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Kui tingimus (26) kehtib, siis lemmast 2.1 tuleb, et ||AY|| < x* /7" < x&/7*, kus
n > ng. Arvestades lemma tingimust (32) saame
*2

L i
2= (7)2(7,,)20—2)

(n > ngp).
Siit jareldub, et jada 1/7, on tokestatud protsessis n — oo. Tapsem analiiiis néitab, et
T, > 7_*[(7_*)201 _‘_V*Q}—l/(Qa) (n > nO)-

Sellega on lemma teine viide toestatud. Esimene viide toestatakse analoogiliselt.

Lemma 2.5. Olgu H = F, H, = F,, A = A* > 0. Kui suvalise o € (0,1] korral

kehtib vorratus
Xoll(I = P)(A)Y| <v=const (n=1,2,...), (33)
siis tingimus (25) (antud juhul on samavidrne tingimusega (26)) on tdidetud, kusjuures
nog = 1,
=1+~ kuia e (0,1/2],
=1+~ kuia € (1/2,1].
Toestus. Analoogiliselt eelmise lemmaga saab néidata, et

1 | AT, 12
= <1+[(I-F, AY* sup -— T,

Olgu « € (0,1/2]. Kasutades momentide vorratust ||A'=%v, || < ||Av, ||} =2 || AY 20, []>

ja arvestades, et ||AY%v,]|? = (P,Av,,v,) < || PuAv,||||vn]|, saame hinnata jirgmiselt

. | Av, |22 o>
1, I Pn e 9 n _immin
e I TN e A T T e
o 1 11|20
< 141 P) A7 - ) A

Kuna || A || < Xn/Tn, siis lemma tingimust (33) kasutades, saame

Nagu eelmises lemmas jireldub siit jada 1/7, tokestatus ja tdpsem analiiiis annab
vilidetud tokke a € (0,1/2] korral. Kuna [|(I — P)A2||* > |(I - P,)A%|, siis

a € (1/2,1] korral saame lemma teist véidet.
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Lemma 2.6. Iga naturaalarvu m korral kehtib vorratus
I(T = QA < (1 = P (A" A Em|m, (34)
Seega teoreemi 2.3 tingimuse (27) tditmiseks piisab, kui

YT = PY(A*AYC || < const (0 > ng). (35)

n+1

Toéestus. Kasutame operaatori A polaaresitust A = U(A*A)Y2, kus U € L(H,F)
on selline, et [|[Uv| < |jv|, (Vv € H). Olgu P, ortoprojektor ruumist H ruumile
(A*A)'2H,. Kuna UP,H C AH,, siis (I — Q,)UP, = 0 ning
(I = QA= (I-Q)U(I = P,)(AA)",
17 = QA < (T — P)(A"A) 2.

Tihistagu P ortoprojektori ruumi (A*AY/Cm 5 = 0,1,...,m. Siis erijuhul
P” = P, ja P!™ = P.. Kuna iga v € H korral (A*A)YmPi-ly € (A*A)Y/™H,,

siis kehtib seos
(I — POYA* AV PU-D = j=0,1,...,m
Siit jareldub, et
(I = P)(ATA)? = (I = PI™)(ATA)/? = (I — P{™) (AT A)/Cm) (A A)Y ) —

m tiikki

= (I — PI™)(A* AV @) (1 — pm=Dy(A* A)/Cm) (1 — Py (A*A)Y ™),

Selle operaatori normi hindame jargmiselt:

I(7 — P,)(A"A 1/2!<HHI P (AT A

J=1

Vordusest (I — PY)(A*A)Y@m = (1 — POY(A* A/ (T — pY™YY saame, et
(1 = POY A A)VE| < [[(1 = BYD) (AT AV E | < < (1 = B) (A A)VE

kust tuleb lemma véide (34).
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2.8 Viahimruutude meetod

Teoreem 2.4. Olgu N(A) = {0}, f € R(A), ||fs—fll <0, ||lu— Pyul|| — 0 protsessis

n — oo (Yu € H) ning kehtigu suvalise naturaalarvu m korral
(Xn + Xns) Y™ (I = P)(A* Y| < const (n=1,2,...). (36)
Kui vihimruutude meetodis (6) valida n = n(0) nii, et
n(d) — 00, OxXn(s) — 0, kui d — 0, (37)

SIS Up(s) — Usx = A™Lf protsessis 6 — 0. Sama koonduvus leidub aset, kui parameetriks

n(0) valida esimene naturaalarvudest n = 1,2, ..., mille korral kehtib
|Au,, — fs]| < b0 (b = const > 1).

Toestus. Viited jarelduvad teoreemide 2.2 ja 2.3, mille eelduste tdidetust kontrollime.
Tingimus (25) on vihim ruutude meetodi korral alati tdidetud (7 = 1). Tingimuste
(13), (23) téidetust eeldasime. Tingimused (14), (24) on tédidetud seoste
F, = AH, C R(A) C N(A*)* ja N(A) = {0} tottu. Tingimused (15), (26) on
tididetud eelduse (36) ja lemma 2.4 esimese poole pohjal. Koonduvused (21) kehtivad
eelduse (37) ja vorratuste

N B loull
" zn€lFy ||A*Zn|| vn€Hy, ||A*A/Un|| N vn€Hp ||A'Un||

n

tottu. Tingimus (27) on rahuldatud lemma 2.6 ja eelduse (36) pohjal.

2.9 Galjorkini meetod

Teoreem 2.5. Olgu H =F, A=A*">0, f€ R(A), ||fs— fll <9, [[lu— Pu| —0

protsessis n — oo (Yu € H) ning kehtigu suvalise naturaalarvu m korral

X = Pa) AV <y G = Pa) AY™| < const (n > 1). (38)
Siis Galjorkni meetod mdadrab kéigin = 1,2, ... korral ihise lahendi u,, € H,. Kui vali-
da parameeter n = n(d) wastavalt tingimustele n(6) — 00, OXne — 0, siis

Un(s) — Us = AT f protsessis § — 0. Sama koonduvus leidub aset, kui parameetriks

n = n(d) valida esimene naturaalarvudest n = 1,2, ..., mille korral
|Au, — fs5]] < b5, (b= const),
kus b > (14 (v)2)™2, kuim > 2 ning b > 1+, kui m = 1.

Toestus. Viited jiarelduvad teoreemidest 2.2 ja 2.3 ning lemmadest 2.5 ja 2.6.
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3 Viahima vea meetod

3.1 Meetodi kirjeldus

Eelnevalt vaadeldud projektsioonimeetodite hulgast on eriti huvitav védhima vea

meetod. Vorrandi (2) tédpse parema poole f korral on meetodil kaks olulist omadust.
Teoreem 3.1. Olgu N(A*) = {0} ning kehtigu tingimus
Qnf — f VfeF (n— ). (39)
Siis vorrandi (5) on fs = f korral diheselt lahenduv, kusjuures
1. up, = Pouy;
2. u, on vorrandi Q,Au = Q, f normaallahend, kus v € H.

Toestus. Operaator A* € L(F,, H,) on bijektiivne tingimuse N (A*) = {0} tottu. See
aga tdhendab, et operaator A,, € L(H,, F},) on bijektiivne ehk vorrand (5) on itheselt la-
henduv. Vordusest P,A*Q, = A*Q,, jireldub kaasoperaatorite vordus @, A = Q,AP,.
Siis Q. f = QnAu, = Q, AP u, = A, P,u,, ning vorrandit A,u, = Q,f saab esitada

kujul A,,(u, — P,u,) = 0, kust tuleb teoreemi esimene viide.

Naitame, et wu, on vorrandi @Q,Au = ,f normaallahend. See vorrand on
samavadrne vorrandiga Q,AP,u = @,f, mille ainsaks lahendiks on elemendid
u, +u,, u, € H- Vorratusest ||u, + u,|| = (||ual/® + [Ju,[[2)/? > |ju,| jireldub

teoreemi teine vaide. Teoreem on toestatud.

Teoreem 3.2. Rahuldagu alamruumid F,, tingimust

F,CF,1 (n=0,1,...). (40)
Siis vorrandi (5) vastavate lihendite normid on monotoonselt kahanevad

Jtall < sl (0 =1,2,..).

Toestus. Tingimusest (40) jareldub, et wu,;; on lahendiks molema vorrandi
Qni1(Au — f5) =0, u € H ja Qu(Au — f5) =0, u € H jaoks. Kuna u,, on vorrandi

Qn(Au — f5) = 0 minimaalse normiga lahend, siis vdide on toestatud.
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3.2 Meetodi koonduvus tépsete andmete korral

Teoreem 3.3. Olgu N(A*) = 0 ning kehtigu teoreemi 3.1 tingimus (39). Siis leiab

aset koondumine u, — u, protsessis n — oo.

Toestus. Tingimuse (39) tottu alamruumide jada F,, n = 1,2,... on piirtihe

ruumis F. Siit jareldub, et ruumide jada H, = A*F,, n = 1,2,... on piirtihe

ruumis R(A*A) = R(A*) = H. Vordusest u, = P,u, aga saame, et u, — u,, kui

n — oQ.

Olgu {¢1,...,%,} on ruumi F, baas. Lihislahendi w, = Y ., ¢;A*); kordajad ¢
leitakse lineaarvorrandite siisteemist

n

el A Ay = (F) = f, d=1,....n. (41)

=1

Jargnev lause artiklist [11] annab tingimused iilesande (1) lahenduvuse kontrolliks.

Lause 3.1. Olgu antud f € R(A) ning olgu kordajad {c1,...,c,} mddratud lineaar-

vorrandite sisteemiga (41). Leidugu selline konstant M > 0, et iga n korral

G = Zcifz’ <M. (42)
i=1
Siis leidub u, € R(A*) selline, et u, — u, ning Au, = f.
Toestus. G, = ||u,||?, kuna suurused {cy,...,c,} ja {f1,..., [} on midratud siistee-
miga (41). Selge, et m > n korral ||u,, — u,||* = G, — G, > 0, mis tidhendab, et jada
{G,,} on monotoonselt kasvav ning eelduse (42) tottu on tdkestatud. Siit jareldub, et

{G,.} koondub ning ||u,, —u,|| — 0, kui m,n — 0. Kuna R(A*) on kinnine, siis leidub

selline element u, € R(A*), et u,, — ., kui n — oo. Néitame, et kehtib Au, = f
(u, A"95) = lim(un, A™;) = ﬁ,{nZCAA*w@-,A*wj) = fi = (f,¥5)-
i=1

Mirkus 3.1. Olgu projekteeritud ruumi F, baas valitud nii, et {A*);} on orto-

normaalsed. Siis sisteemist (41) saame ¢; = (f,¢;), @ = 1,...,n ning lihislahend
avaldub kugul u, = Y"1 (f, ;) A*Y;.
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3.3 Veahinnangud ligikaudsete andmete korral

Olgu vorrandi (1) parem pool antud veaga ||fs — f|| < 0. Téhistame l&hislahendit

Un(s) = Z?:l c;A*;, kus kordajaid leitakse lineaarvorrandite siisteemist

n

ZCZ(A*%,A*%) = (f(sawj) = f]é ] = 17 s, n. (43>

i=1
Olgu projektsiooniruumid rahuldavad tingimust (40). Tdhistame

. [z

= su . 44
Xn Z'negn A*Zn || ( )
Artiklis [8] ldhislahendi viga on hinnatud jérgmiselt
| tn(s) — || < x50 4 const rmII{l v — |- (45)
vnE€Hn
Siin r,, = 1 juhul, kui || fs — f]] < J ning
kui 4 rollis kasutada suurust § = maxi<j<, | f — f;.
Mirgime, et ortonormeeritud baasfunktsioonide {4, ... 1, } korral suurus r, = 1.

Olgu operaator A € L(H, F') antud veaga n: ||A, — A|| < n, kus A, € L(H,F). Sel
juhul projekteeritud ruumid soltuvad operaatorist A,: H, , C H ja F,, C F. To6s [4]
on toestatud ldhislahendi veahinnang juhul, kui F}, , = F,:

[t = wall S NI = Pa)ull + i lludll + x5, (6 + nlludl) (46)

kus x} on médratud vorrandiga (44). On teada, et ldhislahend u,, vorrandi (1) lahen-

damiseks on optimalset jarku klassis
Mu,q - {u* € H U = (A*A)%U7 ||U|| S Q}7 K, q > 07 (47)

kui
sup |u, — uy|| < C(0 —1-77)#.

Ux €My q

Vihima vea meetodiga regulariseerimine on optimaalset jérku klassis M, 4, kui on
téidetud eeldus
I(Z = Pa) (A" A2 (x;)" < €

ning parameeter n on valitud nii, et

X~ (647,
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3.4 Parameetri aprioorne valik

Teoreem 3.4. Olgu N(A) = {0}, N(A*) = {0}, f € R(A), ||fs — f|| < 0 ning
|z — Qnz|| — 0, kuin — oo (Vz € F). (48)
Siis vihima vea meetod (6) mddrab tihese lihendi w,. Valides n = n(0) nii, et
n(6) — o0, dxyne) — 0, kuid — 0, (49)
saame koonduvuse w5 — u, = A~ f protsessis 6 — 0.

Toéestus. Uhene lahenduvus tuleb lemmast 2.1. Koonduvuse saame teoreemist 2.1,
mille eelduste tdidetust kontrollime. Eeldus (13) on tdidetud tingimuse (48) pohjal.
Eelduse (14) tédidetuse garanteerib tingimus N (A*) = {0}. Eeldus (15) on téidetud
vorduse H,, = A*F,, tottu.

3.5 Parameetri aposterioorne valik hilbeprintsiibi abil

Teoreem 3.5. Olgu N(A) = {0}, N(A*) = {0}, f € R(A), |Ifs — fll < J ning
kehtigu teoreemi 3.4 tingimus (48). Siis vihima vea meetod (7) mddrab tihese lihendi

Uy. Leidugu arv m € N, mille korral kehtivad hinnangud

Oa) Y™ (T = Qu)(AANYE™| <, (50)
O )™ (T = Qu)(AA)YE™ < const (n > 1). (51)

Kui parameetrks n(0) valida esimene arvudest n = 1,2, ..., mille korral kehtib
1w, — fsll < b8, 0> (142", (52)

siis leiab aset koondumine sy — u, protsessis 6 — 0.

Toestus. Kontrollime teoreemi 2.3 tingimused. Tingimus ||P,A*z,| > 7%||A*z,| iga
z, € F, korral on rahuldatud, kusjuures 7 = 1, n > 1. Kasutades lemmat 2.4,
saame vorratusest (50) vorratuse ||QnAv,| > 7| Az, kus 7 = (1 ++2)"™/2. Kuna
(I —Q,)AP, =0, siis

I(7 = QA = I(I = QA = P < (I = P)A"|.
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Vihima vea meetodi korral P, : H — A*F,. Analoogiliselt lemmale 2.6 saab niidata,

et
I(Z = P) A < (|1 = Qu)(AAT)Y ™™,
kust jareldub
Xt I = Qo) Al < Xt (1 = Qu)(AAT)YEM ™ <= const.

Naitame, et iga n korral kehtib vorratus x, < x;. Iga 2, € I, korral kehtib vorratus
| A%z, |12 = (A*zn, A*2,) = (20, AA*2,) < ||24]|[|AA* 2, ]|. Selle abil saame

s 4% leall _
n — = < =
v €Hp ||Avn|| zn€Fy ||AA*Z77»|| zn€Fy ||A*Zn|| "

*

ehk teoreemi 2.3 tingimus x,,41||(I — @Q,,)A|| < = const on tiidetud. Teoreemist 2.3
kohe jireldub, et leidub aset koondumine u,,5) — u, protsessis § — 0, kui parameeter

n(0) valitakse vastavalt tingimusele (52). Teoreem on toestatud.

Mirkus 3.2. Tingimused (50), (51) on karmid. Olgu A kompaktne operaator ning A,
singulaarsed arvud (operaatori (A*A)Y? omavidrtused), \y > Xy > .... Siis A\, — 0,

kuin — oco. On teada (vt. [4,15]), et suvalise n-modtmelise alamruumi F,, korral
* m 1/m * —
10 = QuAANEW| > NI g 2 A
Seega on tingimus (51) ekvivalentne tingimustega

(1 — Qu)(AAYYCm | v N A

n

Selliseid aproksimatsiooni- ja stabiilsuse omadusi ei rahulda kaugeltki koik alamruumaid
F,. Arvutusmeetodites kasutatavad standardsed alamruumid aproksimeerivad tdpsusega
O(n=%) mingi k > 0 korral. Seega tingimused (50), (51) eeldavad, et operaatori A

singulaarsed arvud ei kahane kitremini kui n=* (poliimomiaalne kahanemine).

3.6 Parameetri valik tasakaaluprintsiibi alusel

Vastavalt punkti 3.5 16pus toodud méarkusele on vihima vea meetodis projektsiooni-
ruumi dimensiooni valikuks hélbeprintsiip kasutatav moodukalt mittekorrektsetes
iilesannetes, kus operaatori singulaarsed arvud kahanevad poliinomiaalse kiirusega.
Kéesolevas punktis vaatleme artiklis [1] pakutud tasakaaluprintsiipi, mis sobib di-

mensiooni valikuks ka tugevalt mittekorrektsetes iilesannetes, kus singulaarsed arvud
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kahanevad eksponentsiaalse kiirusega.

Eeldame, et N (A) = {0}, N(A4*) = {0} ning vaatleme iilesande (1) regulariseerimist
vihima vea meetodiga. Lihislahendit otsime kujul u,s) = A, Lfs € A*F,,, Eeldame, et
tapsete andmete korral leiduvad sellised konstandid ¢, > 0 ja u > 0, 0 € [po, p11], nii
et kehtib veahinnang

loe—wall = inf s —vall S, n=12,..., (53)

ning ligikaudselt antud andmete korral

IAZ @ (f = £l < Xl1Qu(f = f3)Il < X729, (54)

kus x; on defineeritud lemmas 2.2. Tugevalt mittekorrektsete {iilesannete korral
operaatori (A*A)'/? omaviirtused kahanevad eksponentsiaalselt. Seega arvestades vea-

hinnangut (54) voime eeldada, et mingi a > 0, ¢ > 1 korral kehtib
™0 < | A, Qu(f — fo)ll < e, (55)
Teoreem 3.6. Kehtigu vorratused (53) ja (55). Siis
+1 ul
|ty — U, 5)]] < 2" ec,(ag)” In~" 5
kus parameeter n, on valitud tingimusest
n, = min{n : ¢,n " < 0e"}.

Artiklis [1] on see teoreem toestatud ning iihtlasi ndidatud, et siin kirjeldatud para-
meetri valik n = n, on allikataolistel lahenditel optimaalse jarguga. Kuid praktikas seda
on raske rakendada, kuna suuruste p, c,, a, g vidrtused peavad olema teatud apri-
oorselt. Jargnevalt vaatleme selles artiklis pakutud aposterioorset reeglit (tasakaaluprintsi-

ipi) n valikuks.

Olgu g ja by minimaalsed suurused, mille korral kehtivad (53) ja (55). Algoritmis
testitakse hiipoteesi, et astnenditaja aq vorratuses (55) on viiksem kui mingi liige

geomeetrilises progressioonis

Bq:{bji bj:b()qj, j:1,2,}
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Diskretisatsiooniparameetri valime hulgast
Nsy={n: n=1,2,...;n <N},

kus N on médratud seosega

1 1
N = bgl(lng —uolnlng).

Olgu M; selliste parameetrite m € N; hulk, et
Vk,n > m: [une) — uel| < 20(e%" +€%*)  (k,n € N). (56)

Defineerime jada m; = minm,er, m, j = 1,2,.... Pole raske niidata, et jada {m;} on

monotoonne mittekasvav, kusjuures

Defineerime parameetri v nii, et b, = max{b; : b; € By, b; < a} ning eeldame, et v > 1.

Punkti 16pus toodud teoreem 3.8. toestusele eelnevad jargmised lemmad.
Lemma 3.1. Kehtigu (53) ja (55). Kui 6 on piisavalt viike, nii et

541 prola—1)

1
<= 57
87 ( )

SR

sus iga j =1,2,...,v —1 korral
m; > q (N — by In6).
Lemma 3.2. Kehtigu (53) ja (55). Kui b; € B, on selline, et b; > aq, siis

1
[ty — Uy (5) || < 624+ ¢, b5 In 5

mj < q (N — by In6). (58)
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Tasakaaluprintsiip.
1. Leiame n € Njs koral ldhislahendid u,,, n € Njs.

2. Valime iga b; € B,, j = 1,2,... korral diskretisatsiooniparameetriks véhima
m; € M;, mille korral kehtib (58).

Olgu m; esimene (ehk maksimmalne) arvudest m;, mis rahuldab seda tingimust.
Sellele parameetrile m; vastab b, = byg' € B,. Siis otsitav ldhislahend on u,,, La(6), Kus
parameeter m;» on vihim m hulgas M;, mis vastab arvule b, » = bj¢* € B,. Paneme
téhele, et suurusi 4, ¢, ja a hinnangutest (53) ja (55) ldhislahendi wy,, ,(5) konstrueer-

imisskeemis ei kasutata. Léhislahend so6ltub ainult etteantud suurustest pg, by ja q.

Teoreem 3.7. Kehtigu lemma (3.3) eeldused. Siis
a1l
||u* - uml+2(5)H <cln 57
kus ¢ < 6e2- e, (agh)".

Vaatamata sellele, et numbrilised tulemused néitavad ldhislahendite vea ebastabiilsust,
on sama jarku tépsus garanteeritud. Tasakaaluprintsiibi kasutamine nouab paljude

ldhislahendite arvutamist ning on seega iisna téomahukas.

3.7 Parameetri valik Sobolevi ruumis

Kéesolevas punktis anname iilevaate artiklist [7]. Olgu vorrandis (1) operaator
A : H — F kompaktne ja lineaarne ning olgu antud alamruumide jada Fi, Fy, ...,

mis rahuldab tingimusi

FCRC...CF, |JF=F
neN

Vaatleme iilesande (1) regulariseerimist viihima vea meetodiga. Ulesande (1) lahendi
u, € N(A)* lihislahendiks on u, = (Q,A)*Q,fs. Téhis A* tdhendab iildistatud

poordoperaatorit, mis rahuldab seoseid:
1. AYAu=uigau e N(A)t = R(A*) korral;
2. Atv=wvigave R(A)t = N(A*) korral;
3. At(vy +v9) = ATvy + Aty iga vy € R(A) ja vy € N (A*) korral.
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Téapsete andmete (6 = 0) korral on u,, = P,u,. Defineerime suurused

Tulw) = (11 = Ba) (A" A",
Vo = I = Qu)Al

el

" wneh [[(QnA) T Quzal’

=2

A*z,
N e

LT e Tl

Siis valides parameetri n = n(d) nii, et

n(d) — oo, 6Zn(6) — 0

veahinnangust

)
lun =l < I = PoJuall + =

—n

(59)

saame koonduvuse U,y — Uy, kui 6 — 0. Kui v, € R(A*A)*, p > 0, saame opti-

malset jérku veahinnangu O(%,,5) (), kui valime parameetri n(§) apriorioorselt nii, et

Edasi vaatleme Hilberti ruumi £~ mis sisaldab ruumi F' ning tema norka topoloogiat.

See tdhendab, et ruumi F'~ funktsioonid on véiksema siledusega kui ruumi F' funkt-
sioonid. Néiteks on Sobolevi ruumid F = H'(Q), F~ = H"?(Q), kust € R, p > 0.

Diskretisatsiooniparameetriks h,, valime
h, =Coc", kuso € (0,1).
T66s [7] kasutatakse jargmisi eeldusi.

Eeldus 3.1. Operaatori A* sileduse omadus:
A p-—a < C;
Eeldus 3.2. Ruumi F), aproksimatsiooniomadus:

11— Qullp—r- < CH2, p>0.
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Neid eeldusi kasutades, saame hinnata

T = 1A = Qu)llr—rr < 1A |-~ = Qullp—p- < CHy,  C = const.  (60)

Eeldus 3.3. Pdordvorratus: kehtigu mingi p > 0 korral

[12n]] -
< Ch”.
n€Fy HA*ZnH N "

Selle eelduse korral

v, = = ch?, ¢>0. (61)
Eeldame, et p = p. Siis kehtib vorratus
= = 5
Tncdnc 2 (62)
8 gl ¢

—n

See tingimus garanteerib optimaalset jarku koonduvuse. Valides parameetri nii, et

h;l(;rf#)p ~ §, saame veahinnangust ||u, — u.|| < C(h2*? + h,PJ) optimaalset jérku
2

o4 ﬁ) koonduvuse. Seda meetodit on raske praktikas rakendada, kuna suurus u peab

olema teatud aprioorselt. Kui diskretisatsiooniparameeter valida hélbeprintsiibist, kui

esimene arvudest n = 1,2, ..., mille korral
|Auw, — fs]| < 70, 7> 1. (63)

siis voib formuleerida jargmise koonduvusteoreemi.

o |Qll

Teoreem 3.8. Olgu p = p. Valime 7 > %=, kus konstandid ﬁ, ¢ on mddratud

hinnangutes (60) ja (61). Siis parameetri valik (63) on teostatav iga & < UL ning
leidub aset koondumine ) — u, protsessis 6 — 0. Kui u, € R(A*A)*, p <

2
saame optimalset jirku tipsuse O((STL).

Analoogilised tulemused on artiklis [7] toestatud ka mittelineaarsete iilesannete jaoks.
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4 Monotoonse vea reegel parameetri valikuks

vahima vea meetodis

4.1 Monotoonse vea reegli kirjeldus

Hiljuti on mitmetes regularisatsioonimeetodites regularisatsiooniparameetri n = n(9)
valikul traditsioonilise hélbeprintsiibi asemel edukalt kasutatud monotoonse vea reeglit
(vt. [2]). Monotoonse vea reegli pohjendamiseks on vajalik, et antud regularisatsiooni-
meetodis regularisatsiooniparameetri kasvades ldhislahendi viga vaheneks monotoon-
selt, kui lahteandmed on tépsed (f = fs). Ligikaudsete andmete juhul otsitakse regulari-
satsiooniparameetrit ja veanivood seostavat tingimust, mille tdidetuse korral on garan-
teeritud, et antud parameetrile vastava ldhislahendi viga on véiksem kui véiksemale
parameetrile vastava ldhislahendi viga. Projektsioonimeetodi korral monotoonse vea

reeglis valitakse suurim parameeter n(d) = ny/ g, mille korral see tingimus on téidetud:

lwn — ws]| < |1 —uill, n=1,2,... nyp.

4.2 Vea monotoonsuse tingimus

Néitame, et vihima vea meetodis tapsete lihteandmete korral on lidhislahendite vea
kahanemine projektsiooniruumi modtme kasvades garanteeritud projektsiooniruumide

jada sellisel osajadal, kus iga eelnev projektsiooniruum sisaldub jargmises:
F,CF,1 (n=12,...). (64)

Ligikaudsete andmete juhul tuletame ldhislahendite vigade monotoonset vihenemist
garanteeriva tingimuse, mis véimaldab formuleerida monotoonse vea reegli projektsiooni-

ruumi mootme valikuks.

Teoreem 4.1. Rahuldagu vihima vea meetodi alamruumid tingimust (64). Siis vas-

tavate ldhislahendite normide jaoks kehtib
[un] < lluniall - (V0 € N). (65)
Toestus. Vorratusest

N(QnA) = (R(Q,A)")" = (R(AQ.))" = (A"F,)"
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jareldub, et vdhima vea meetodi abil leitud lahislahend w, € A*F, on vorrandi
Qn(Au — f5) = 0 miinimaalse normiga lahend. Tdepoolest, vorrandi @, (Au — f5) =
0 lahendid esitatuvad kujul v = w, + u,, kus u, € A*F, ja u, € (A*F,)* ning
lahendite normi saab hinnata jiargmiselt: ||u, + w,||*> = |luall®> + |lu,|| > |lua|l?
Eeldusest (64) jareldub, et u,y; € A*F,;; on vorrandite Q,(Au — f5) = 0 ja
Qn+1(Au — f5) = 0 lahend, seega ||[un|| < ||tunt1]|-

Teoreem 4.2. Rahuldagu vihima vea meetodi alamruumid tingimust (64). Siis vihima

vea meetodi abil leitud lihislahendi u,, = A*v, (v, € F,) viga viheneb monotoonsell,

kus
S > 2
Seejuures tipsete andmete korral
[un — vl < fJun—1 — | (n=1,2,...), (67)
ning ligikaudsete andmete korral
lwn — | < |Jtn—1 —usl] (n=1,2,... nyE). (68)

Toestus. Vaatleme normide vahet

I

[tn—1 — u*H2 — |lun — wi|” = Hun—lH2 - HunHQ = 2(Up—1 = Un, Us).

Kuna véhima meetodi korral ldhislahend avaldub kujul w, = A*v, ning rahuldab
tingimust (Au,, — f5,v,) = 0 iga v, € F, korral, siis kirjutades ldhislahendi normi
kujul
||un||2 = ||A*Un||2 = (A%vy, A™0p) = (AA vy, v) =
= (AA%, — f5+ f5,00) = (Aun — f5,00) + (f5,00) = (f5,0n),

Saalne

||un—1 - U*||2 - ||un - U*||2 = (f5’vn—1> - (f(SuUn) - 2(Un—1 - Uﬂ’Au*> -
= (Un_vn717f5+2<f_f5))2
2 (Un_vn—bf(S)_QH'Un_Un—lH”f_fJH 2

2an _Unle ((Un _Un—17f5) _6) :

2HUn - Un—IH

v

millest jareldub teoreemi véidete (67) ja (68) kehtivus.
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4.3 Parameetri n valik monotoonse vea reegli abil

Rahuldagu alamruumid F, tingimust (64). Léahislahend avaldub kujul
u, = A*v, (v, € F,). Arvutamisel leiame kdoigepealt elemendi v, € F),. Teoreemist
4.2 jareldub, et on voimalik formuleerida monotoonse vea reegel projektsiooniruumi

mootme valikuks.

Monotoonse vea reegel (ME). Parameetriks nyp = n(d) valime esimene arvudest
n =1,2,..., mille korral kehtib

(Un—H — Un, f&) < 4. (69)

d =
me() = o ] S

4.4 Monotoonse vea reegli vordlus hilbeprintsiibiga

Ligikaudsete andmete korral on véhima vea meetodis projektsiooniruumi mootme
valikuks seni praktilise reeglina kasutatud hélbeprintsiipi, mille korral regularisatsiooni-
parameetriks on esimene arvudest np = 1,2,..., mille korral ||Au,, — fs5]| < b0, kus
b > 1 on kiillalt suur konstant, mis peab olema suurem raskesti hinnatavast suurusest

(vt. teoreem 3.6). Vordleme monotoonse vea reeglis ja hélbeprintsiibis jaoks.

Lemma 4.1. Olgu vihima vea meetodi alamruumid rahuldavad tingimust (64). Siis
1
0 <dygr(n) < §|]Aun — fsll (Yn € N). (70)
Toestus. Kasutades teoreemis 4.2 saadud vorrandit |[u,|[* = (v., fs), esitame
funktsiooni dyp(n) kujul

a1 = [l ®

d —
AT P

(71)

Teoreemi 4.1 vorratusest (65) jéareldub, et dyp(n) > 0. Elemendid w, ja u,4; on
vorrandi @, (Au — fs = 0) lahendid. Seega voime kirjutada, et (Au,1 — f5,v,) =0 ja
(Au,, — f5,v,) = 0, kust tuleb vordus (A(up+1 — un),v,) = 0. Seose

(Auna Un+1 — Un) - (AA*Un7Un+1 - Un) - (Unu A(un—i-l - un))

abil saame, et (Auy,, v,+1 — v,) = 0. Seega funktsiooni dyg(n) voime kirjutada kujul

(Aun - fé,vn - Un+1>
2|jvp = vn |

Y
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millest saamegi hinnangu (70).

Lemma hinnangust (70) jareldub, et nyp < npo, kus parameeter np, on valitud
hélbeprintsiibi jargi, kus b = 2. Paneme tédhele, et vihima vea meetodis hélbeprintsiibi
korral konstant b peab olema piisavalt suur: b > (1 +~2)™/2 kus v ja m rahuldavad

teoreemi (3.6) tingimusi (50) ja (51).

4.5 Monotoonse vea reegli regulariseerimisomadused

Teoreem 4.3. Olgu N(A) = N(A*) = {0} ja alamruumide jada F, (n = 1,2,...)

purtthe ruumis F', kusjuures
F, C Fo (n=1,2,...). (72)

Kui parameeter n on valitud monotoonse vea reegli jirgi, sits vihima vea meetod on

reqularisatsioonimeetod:
||U7LME(5) - u*” —0 (5 - O) (73>

Toestus. Teame, et vihima vea meetodis tdpsete andmete korral leidub aset koondu-
mine (vt. teoreemi 3.3)

Up, = Pouy — uy, kui n — oo (74)
ning ligikaudsete andmete korral kehtib veahinnang:
it =l < [Pt =l 40X, (0 =1,2,...). (75)

Monotoonse vea reegliga indeksi ny () valikul on kaks voimalust: jada on tokestatud
nye(d) = n, < oo vol jada nyp(d) — oo. Vaatleme esimest juhtu, see on voimalik
parajasti siis, kui tdpne lahend kuulub projektsiooniruumi u, € H,, ehk u, = u,, =
Py us. Seosest limso X7, 5 = X5, < 00 ja hinnangust (76), juhul kui n = nyg,
jareldub viide (73).

Vaatleme niitid pohijuhtu, kui nyg(d) — oo protsessis & — 0. Olgu ng4y,-(0) suvaline

indeks, mis rahuldab parameetri n aprioorse valiku tingimust:

Napr(0) — 00, X oy (6) — O (6 — 0). (76)
Hinnangu (75) tottu n = n,y,.(0) korral, saame koonduvust ||up,,, 5)—|| — 0 protsessis
d — 0. Eelduse (72) tottu jada x monotoonselt kasvab:

N A leall _ .

X, =Ssup —— < sup —— =X n=12...).
" D r SLP, T )
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HunJME((S) - u*”
tib. Olgu niitid nyp(8) < Nepr(0). Tépsetele andmetele vastav esimene liige koondub

> ngr(0), siis saame vea monotoonsuse omaduse (68) pohjal
< by (5) — us]| — O protsessis 6 — 0 ja teoreemi viide (73) keh-

| Prpro(d) s — ts|| — 0 koonduvuse nyrp(d) — oo tottu. Veahinnangu (75) teise liikkme
koonduvus 0x;, s — 0(6 — 0) tuleneb koonduvusest x5, 5 — 0 (6 — 0) tingimus-

es (76) ning vorratusest x;, 5 < Xi. (5 mis jareldub vorratustest nasg(6) < ngp-(9)

ning sellest, et jada x; monotoonselt kasvab.
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5 Numbrilised tulemused

5.1 Mudeliilesande kirjeldus

Vaatleme funktsiooni f l-jarku differentseerimisiilesannet, kus vorrandi (1) operaatoriks

on Volterra operaator A : Ly(a,b) — La(a,b). Vorrand (1) saab kuju

Aut) = / %u(s)ds: £6), telab) (77)

Kui t = a, siis integreerimisvahemik koosneb ainult ithest punktist. Seega Au(a) = 0,
iga u € Ls(a,b) korral. Jarelikult tingimus f(a) = 0 on tarvilik vorrandi (1) lahendi
eksisteerimiseks. Osutub, et piisavaks tingimuseks on f € Wi, f0(a) =0, k=0,...,1,

kus W{ on Sobolevi ruum. Antud iilesande lahendiks on
u () = fO(1). (78)

Operaatori A kaasoperaatoriks on
b (S _ t)l_l
A*(t) = ———(s)ds. 79
0= [ St (79)
Kui t = b, siis integreerimisvahemin koosneb ainult punktist iithest punktist. Seega

A*v(b) = 0 iga v € Lo(a, b) korral. Lahislahendit otsitakse kujul

n

Uy = Z CiA*¢i, (80)

i=1
kus {t1,...,%,} on ruumi Ly(a,b) baas. Jérelikult u,(b) = 0 ning on hea l&hislahend
lahendile wu, ainult juhul, kui u.(b) = 0.

5.2 Ulesande diskretiseerimine vihima vea meetodiga
Loigul [a, b] valime punktide jaotuse
a=1t <ty <...<tp <tnpi1 =0,

kus

—1)(b—
h—ay UZDO=0) (81)
m

Baasfunktsioonideks on voetud tiikiti kontstantsed splainid ruumist Sp1(A,,), kus

1, kuit € [t;, t;
O, kui ¢ ¢ [ti7ti+1]
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Siis funktsioonid A*y;, i = 1,...,m on kujul

(Gt ot e [,

Agy(t) = L=l t € (i tivr) (82)

07 te [ti+17 b]

Kordajate {c1,...,cn} leidmiseks on vaja leida suurused (B,,);; = (A%, A*Y;) ja
(b)) = (fs,10)), kui i, j=1,...,m.

Arvutusvalemid suuruste (B,,);; leidmiseks:

1. kui ¢ = 7, siis

b
wMWﬂN%@A%an/A%mN%@ﬁz

Bl (i =) (ti—t) ’ ber (fg — 1) b
= / - dt—i—/ —dt—l—/ 0dt; (83)
u ! ! ¢, [12 tiin

2. kui ¢ > j, siis

b
(&%==M%@AWND=/A%@N%@ﬁ=

Ut —t) (i —1t) tig =t (t; =)
:l C+u)‘”zﬂ><(ﬂg)—(u)>ﬁ+

. /tj+1 (tigr — 1) (- 0"\ (i —t) dt + /b Odt;  (84)
y T [! I! tj+1 ’

3. kui ¢ < j, siis

(Bu)y = (A0, A'6,(0) = [ A w4050t =

bl =t =" (G-t G —1)
:/a << 0 Lt z!)><( 0 Lt u)>dt+

n /t“rl (tiv1 — t)l (tj1 — t)l — (t; — t>l dt + /b 0dt (85)
y l' l' l' tit1 .

7
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Element (b,,); avaldub valemiga

tjt1

(bm)j = (f5,%5) = fs(t)dt. (86)

tj

Mirkus 5.1. Tdds [4] on ndidatud, et kui valida parameetrit n = np hdalbeprintsiibi

jargi, siis konstant b peab olema piisavalt suur. Niiteks, tlesandes (78) konstant
b>142v3, kuil = 1. Juhul, kui u, € Ly(0,1), siis kehtib veahinnang

s |
8n?

|tn — uy| < +2v/3n4.

5.3 Projektsiooniruumi dimensiooni valik

Fikseerime diskretiseerimisparameetri
m=2""1 (87)

ning niditame, et kehtib tingimus F,, C F,,41, (n = 1,2, ...); mis garanteerib ldhislahendi
u, vea monotoonsuse juhul n < ny;p. Projektsiooniruumi £, dimensioon on 2m. Kui

tiikiti-konstantsete splainide

o Lttt
Vi) = { 0, t¢[tltli] (%)

solmed on médratud seosega

,— 1)(b —
tli:a%—w, (i=1,....2m+1),
2m

voib projektsiooniruumi F), baasfunktsioone kirjutada kujul

Yy = Yloq +Ply, (1=1,...,m), (89)

mis tdhendab, et F,, C F,41 igan =1,2,... korral.

5.4 Arvutusvalemid vigade ja hilvete jaoks
Toome sisse valemid, mida hakkame kasutama funktsiooni

(UnJrl - Un7f5)
2 |vpgr = vall

dME<TL) =
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véadrtuste arvutamiseks. Tahistades elementi v, € F,41 kordajaid {cl;,...,clay},

saame
esituse v,y = ZZQZ cl;11;. Kuna vorduse (90) tottu
Zcﬂ/h - Z C; ¢121 1 + wlm)
=1
siit saame
Un+1 — Up = Z [(012171 - Ci) Pl + (0121‘ - Ci) wlm] ) (90)
i=1
kust tuleb
m tla; m tloiy
(Uns1 = Uny f5) = ) _ (cloig — ;) / t)dt+  (cly — ;) / fs(t)dt (91)
i=1 tla;—1 i=1 tla;
ning
) tlo; tlogy1 )
omsr = wnll® = ( v ) b (6) = on(1)) i =
12z 121
- 2m ; 0121 + <0121 Cz) } . (92)

Kasutades valemeid (78) ja (82), arvutame lahislahendi vea

|ty — us]|* = /bui(t)dt+ /buf(t)dt — 2/bun(t)u*(t)dt =
S R0
= E;c/t fg(t)dt+/a ( o > dt —

- QZCI [/ ( ’“!_t) _ (til_!t>>u*(t)dt+/tii+l @“T_t)u*(t)dt] (93)

Kasutades valemi (77), arvutame hélvet

b tp_g)l1 ™ 2
4w, - 4l = | [ / %Z;cimwxs)ds—fa(t)] it -

S /t o / %quwi(s)ds— f(;(t)] dt =

k=1 k =1
_ kzm;/t:k“ ( /m /k> tz_—s1 Xm:clA*wl (s)ds — f(t )r dt. (94)
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Hélbe ligikaudse vadrtuse leidmiseks kasutame punkte

_littin .
tH%—T’ (t=1,...,m)
ning saame
b—a) | (b—a) o (fppr — )t &
A n — 2 ~ ( Z 2 ,LA* Zt 1
” U ft;H m ; [ m p (l —_ 1)| ;C w ( j+§)+

5.5 Programmi iildine iseloomustus

Mudeliilesannete lahendamiseks on Mathcad keskkonnas koostatud protseduurid, mille
abil leitakse avaldise (80) kordajad {cy,...,c,}, ldhislahendi viga ||u, — u.]||, hilbed
|Au,, — f]| ning parameetrid n,,, nyg. Vajalikud sisendandmed protseduurides on
tdpne lahend wu,, diferentseerimisiilesande jérk [, vabaliikme veatase 0, integreerim-
isvahemiku algus- ja lopppunktid a, b ning diskretiseerimistase m. Jérgnevas toome

vastavate protseduuride lithikirjelduse.

Vork. Protseduur Vork on koostatud seosega (81) méédratud solmede t;, (i = 1,...,m)

leidmiseks.

Kordajad. Protseduur Kordajad on koostatud lahislahendi w,, avaldises (80) sisaldu-
vate ja seosega (44) méiratud kordajate ¢;, i = 1,...,m leidmiseks. Protseduur
kasutab valemeid (83)-(86).

nME. Protseduur nME on koostatud monotoonse vea reegli (69) abil saadud parameetri
nM E leidmiseks. Protseduur kasutab valemeid (91)-(92).

Viga nME. Protseduur wviga.nME on koostatud valemiga (92) arvutatava vea

|ty s — ws|| leidmiseks.

Viga nOPT. Protseduur viga.nOPT on koostatud valemiga (92) arvutatava vea

[2ngy, — || leidmiseks.

AA. Protseduur AA on koostatud seosega (82) funktsioonide A*i;, i = 1,...,m

leidmiseks.
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Halve_ nME. Protseduur halve.nME on koostatud valemiga (95) arvutatava vea

| Aty — fs]| leidmiseks.

Halve_nOPT. Protseduur halve-nOPT on koostatud valemiga (95) arvutatava vea

| Attnppy — f5] leidmiseks.

Kasutatud protseduuride téielik tekst on toodud lisas 1.

5.6 Naiteiilesannete numbrilised tulemused

Numbriliste tulemuste saamiseks vaatleme diferentseerimisiilesandeid Volterra inte-
graalvorrandi kujul
t (t _ S)l—l
Au(t) = | ——— u(s)ds = f(t), te][0,1]. (96)
o (=1

Igal iilesandel on teada tapne lahend u, ning vabaliige f. Seejuures vorrandi (96) parem
pool f rahuldab tingimust f(0) = 0, mis on tarvilik, et sellel vorrandil leiduks lahend,
samuti rahuldab tingimust f!(1) = 0, millest jéreldub, et u,(1) = 0 ning l#hislahend

U, on hésti aproksimeeritav funktsioonide A*wy, ..., A*y, lineaarkombinatsiooniga.

Mairkus 5.2. Kui tingimus u.(1) = 0 pole tdidetud, voime teadoleva u.(1) = qo korral

teha vorrandis (96) muutujavahetuse u = u — qp.

Igas iilesandes on tépsele vabaliikmele lisatud héire veatasemega ¢, kus 6 omandab

vaartusi hulgast
{1071,107%,1072,107*,107°}.

Solmpunktide arv m = m(n) on leitud seose m = 2" — 1 pohjal.

Ulesannete jirel on toodud vigade [|u, — u.|| ja hilvete ||Au, — fs5| graafikud iga o
(graafikute legendis téhis d) korral ning numbrilised tulemused koondtabelina. Graafi-
kute horisontaalteljel on toodud solmpunktide arv m. Vastavalt igale diskretiseeri-
mistasemele on ndidatud vead ja hilbed. Seejuures arvutusi on tehtud diskreteseeri-
mistasemetel n = 1,2,...,ng, kus ngy on esimene indks n, mille korral vea mono-

toonse kahanemise tingimus
[ = wall < fungr — ]

pole tdidetud. Koondtabelis on esitatud igale veatasemele ¢ vastavad optimaalne para-

meeter My, = 2mort—1 ping leitud monotoonse vea jirgi parameeter mysg, vead
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%

Nopt

H

n"ME

by = H,,,,—1/0. Kui diskretiseerimistase n = n(0) oleks valitud hélbeprintsiibiga kui

= ”unopt - u*” ning VnME = HunME - U*H? hélbed Hnopt = HAunopt - f5H ning

= ||Atun,,, — f5]|- Kahes viimases veerus on arvutatud suurused b, = H,,,/0 ja

esimene n, mille korral ||Au,, — fs|| < b9, b € (by, bs), siis sel juhul on garanteeritud, et

|tnp, — ul| = ||tin,,, —ul|. Juhul n,y, = 1 jitame by esitamata.

Néitetilesannetena on vaadeldud esimest (iil.(1),(2)), teist (iil.(3),(4)) ja kolmandat
(il.(5),(6)) jarku diferentseerimisiilesanded, kus f(0) = 0 ja wu.(1) = 0. Erandiks

on esimest jirku diferentseerimisiilesanne (7), kus f¥(1) # 0, mis tihendabki, et

u, (1) # 0.
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5.6.1 Ulesanne 1

t t
w(t) = Seos(5),  f() =sin(F), =1
Vead
1 . ; . .
) I 4 g 16 32 i)
01 = —e— d=10P-1)
\TF/_’. —m— d=10%-2)
a1 — d=10-3)
\ d=107-4)
001 \’—4 e d=105)
0,0001
Silmede arv
Hilbed
1 D0E+00 ; ; : ;
1 MEDT 2 4 ] 16 32 )
1 ——d=100(-1)
1 DOE-02 1.—. —m¢=1042)
1 OOE-03 d=107(-3)
100E-04 \ﬁx d=104-4)
—e— d=107-5)
1 00E-05
o W\\N
1 00E-06
Silmede arv
Koondtabel 1
5 mopt myE V’I’Lopt V’IIJME Hnopt HnME bl b2
1071 1 1 218 218 215e-1 | .215e-1 | 2.16e-1
1072 4 1 BT77e-1 134 .190e-2 | .103e-1 | 1.91e-1 | 2.16-1
1073 8 2 .050e-2 | .275e-1 | .190e-3 | .907e-3 | 1.90e-1 | 2.09e-1
1074 16 8 .844e-3 | .168e-2 | .190e-4 | .202e-4 | 1.90e-1 | 2.03e-1
107° 32 16 144e-3 | .407e-3 | .189e-5 | .200e-5 | 1.89¢e-1 | 2.00e-1
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5.6.2 Ulesanne 2

wa(t) = %exp(t2 _DEE+1) -1, f(t) = (%exp(tz ) - 1) Lol=1

Vead

. —e—d=10(1)
\‘Y/—‘ = =102
oot d=1043)

\ d=104-4)
001 —w—d=10(5)

0,0001
Silmede arv
Hilbed
1,00E400 T
100E-01 2 4 ] 16 32 B¢
1 D0ED2 i S— DA

J
N'—ﬂ SR
1 DOE-03 \ d4=104-3)
d=10(-4)
1 00E-04
e d=100C5)
1 DOED5 \

L
1 00E-OB
Silmede arv
Koondtabel 2
5 mopt myE V’I’Lopt VnME Hnopt HnME bl b?
1071 1 1 .248 .248 .352e-1 | .352e-1 | 3.52e-1

1072 | 4 2 409e-1 | .717e-1 | .194e-2 | .316e-2 | 1.95e-1 | 3.16e-1
1073 8 4 .650e-2 | .174e-1 | .212e-3 | .662¢-3 | 2.13e-1 | 6.63e-1
1074 ] 32 8 .106e-2 | .385e-2 | .190e-4 | .977e-4 | 1.91e-1 | 2.30e-1
1075 | 64 16 | .154e-3 | .844e-3 | .191e-5 | .131e-4 | 1.91e-1 | 2.55e-1
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5.6.3 TUlesanne 3

1
u (t) =t =22+, f(t) = —t° —

1 1
— 4+t =2

30 10 6
Vead
10
1 r// . —e—d=10%-1)
1 4 g 16 a2 6| _m d=10-2)
01 u'<j d=103)
\ d=100(-4)
ap —— —— —— d=10(-5)
0,001
Sélmede arv
Hilbed
= . ;
/ 4 g 16 32 Bl
1P0E01 = —a—d=10-1)
'b—fﬂ’.\ —m—d=10%-2)
1 DOE-02 d=10"-3)
d=107-4)
1 00E-03 \ — e d=100C5)
1 DDE-04
Silmede arv
Koondtabel 3
5 mopt myE V’I’Lopt V’IIJME Hnopt HnME b1 b2
1071 1 1 481 481 .642e-1 | .642e-1 | 6.42¢e-1
1072 1 1 183 183 276e-1 | .276e-1 2.07e 2.77e
1073 4 2 .753e-1 | .962e-1 | .759e-2 | .275e-1 7.59e 2.75e+1
1074 8 4 .222e-1 | .329¢e-1 | .188e-2 | .67be-2 | 1.89e+1 | 6.75e+1
107° | 16 8 .668e-2 | .111e-1 | .445e-3 | .222e-2 | 4.45e+1 | 2.22e+2

48




5.6.4 Ulesanne 4

(=27 sin(nt) — tw? cos(mt) + tn?(sin(nt))?) exp(cos(nt)) — 72 exp(—1),
1
t exp(cos(7t)) — §7r2t2 exp(—1) —exp(l)t, (=2
Vead
10
s%‘ /_J —e—d=104-1
! ' — ' ' ' = =102
2 8 16 32 B

d=10%-4

01

\\/ —e— g=104-5

)
!
d=10¢3)
)
)

0

Silmede arv

Halbed

1 00E+01

/

——d=104-1

1,00E+00 < T T T
RﬂcT\ 16
1 00E-01

32

= d=1042

d=1004

\ —r 4105

)
)
d=104-3)
)
)

1 00E-02
Sdlmede arv
Koondtabel 4
) Mopt | MME | Vi Vour Hy,,. H,, . by b
10071 2 1 2.730 | 3.225 935 841 9.35¢ 8.42¢
1072 | 4 822 1.696 577 552 | 5.77e+1 | 5.82e+1
1073 | 8 4 225 466 166 443 | 1.66e+2 | 4.44e+2
1074 | 16 685e-1 | 117 | .522e-1| .130 | 5.23e+2 | 1.30e+3
1075 32 16 | .213e-1 | .417e-1 | .173e-1 | .425e-1 | 1.74e+3 | 4.26e+3
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5.6.5 TUlesanne 5

3

T 7t 1 1 1 7t T
L) =t*—1— —cos(— t) = —t> — —t> + —sin(—=) — =t, [=3
Vead
100
10 3 / _,_/—. +jilgn('1)
g—a/\x —=—d=10%:-2)
d=10%-3)
1 . .\T\W/T d=1004)
2 4 8 16 32 g [ d=10°C8)
0.1
Sélmede arv
Hilbed
1 00E+01
1 00E+00 / //. . . . ——d=107(-1)
1 4 8 16 B | —m— d=10(-2)
1 DOE-01 g /3'2 d4=104-3)
\1\ / d=104(-4)
1 DOE-02 ~_ —e— d=10%{-5)
1 DOE-03
Silmede arv
Koondtabel 5
5 mopt mmyE Vnopt V’I’LA{E Hnopt HTLJME bl b2
1071 1 1 1.750 | 1.750 | .336e-1 | .336e-1 3.62¢e
1072 1 1 754 754 | 432e-1 | .432e-1 | 3.37e+1 | 3.71e+1
1073 2 2 .526 D26 | .294e-1 | .294e-1 | 1.84e+2 | 3.72e+2
1074 4 4 278 | 278 | .215e-1 | .215e-1 | 5.65e+2 | 1.70e+3
107° 8 4 A25 | 229 | 123e-1 | .276e-2 | 368.11 | 3.79e+3
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5.6.6 Ulesanne 6

18 o T2 o, 24
us(t) = —6exp(l)+ g &XP (t ) - To P (t )t + Tg &XP (t )t ,
3 3
3 2
f(t) = —texp(1) + ot xp (%) — b l=3
Vead
100
—e—d=1041)
10 pad — = 10)
/ d=10-3)
1 ] l//.l T T T T d:1Dn(-4)
E&W % & +d:10n(-5)
0
Silmede arv
Halbed
1,00E+01
100E400 Vad ; ; . . —e—d=10°(1)
2 4 8 16 32 B | —m— d=104(-2)
1 DOE-D1 —" d4=104(-3)
5=<1\ / d=107-4)
1 00E-02 e d=10(5)
1 D0E-03 \\/
Sdlmede arv
Koondtabel 6
d Mopt | MME Vnopt VnME Hnopt HnME bl bQ
1071 1 1 8.053 | 8.053 .361 .361 3.36e-1
1072 2 2 6.271 | 6.271 .336 337 4.33e
1073 4 4 3.702 | 3.702 .246 .246 2.94e+1 | 4.43e+1
1074 8 8 1.690 | 1.690 129 129 1.57e+2 | 2.16e+2
107° | 16 8 753 | 1.413 | .770e-1 | .388e-2 | 1.23e+2 | 2.76e+2
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5.6.7 Ulesanne 7

3 1
u,(t) = Z2t 1n(2)2+12t In(2)3t,
1 1 1
ft) = §2t In(2) + ZQt In(2)%* — 51n(2), =1, u. (1) #0
Vead
1 ; ; ; ;
e 2 4 8 16 32 )
—e—d=10%-1]
= d=107-2)
01 d=104-3)
\’\ d=107(-4)
—+— d=10":5)
0,01
Sdlmede arv
Hilbed
7 DOE-02
5 E-02 I
50E-02 3 —e—d=104(01)
—m— d=100(-2)
4 POE-02
300E-02 N 4=10"C3)
2 (0E-02 N Sj git';)
1P0E-02 \\“‘M — e
0, D0E+00 ' ' _ - &
1 2 4 ] 16 32 64
Sdélmede arv
Koondtabel 7
5 mopt mvEe Vnopt VTL]\/IE Hn,,pt H?L]\,jE
1071 2 1 421 457 223e-1 | .652e-1
1072 32 4 134 .240 243e-2 | .121e-1
1073 | > 256 16 - 119 - .304e-2
1074 | > 256 64 - .596e-1 - .760e-3
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5.7 Numbriliste tulemuste interpretatsioon

Graafikutel ja tabelites toodud numbrilised tulemused kinnitavad jéargmist teoreetilist
tulemust: koigi vetasemete ¢ korral annab monotoonse vea reegel sellise indeksi nyg,

et n < nyp korral vead ||u,, — u.|| kahanevad monotoonselt, s.t.
HunME - U*H < HuanE*l - U*H <... < Hum - U*H

Seejuures ny g ei olnud oluliselt viiksem optimaalsest vadrtusest ngp.

Esimese tuletise leidmise iilesannetes hélve ||Au, — f5|| kahaneb monotoonselt n kas-
vades ning ||Aup,, — fs| kahaneb monotoonselt § — 0. Teise ja kolmanda tuletise
leidmise {ilesannete hélve pole monotoonne fikseeritud 6 ning n — oo korral ega my
korral, kui § — 0. Ulesandes (7) u,(1) # 0 ning sellest tuleneva kehva aproksimatsiooni

suure arvutuste mahu téttu ei onnestunud optimaalse parameetri n leida.
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Summary

On the self-regularization of ill-posed problems by
the least error projection method

Alina Ganina

The mathematical formulation of inverse problems, as they appear in many
different applications in science and industry, often takes the form of an operator equa-
tion
Au=f

with a nonlinear continious operator A : H — F between Hilbert spaces. In applied
problems typically noisy data fs with ||fs — f|| < § are given. This problem is often
ill-posed in the sense that noisy data with arbitrary small noise level § can lead to large
deviations in the solution. Ill-posed problems are typically solved by iteration meth-
ods or by special regularization methods. For using computers in solution procedures
the discretization is needed. If certain problems are successfully discretized, additional
regularization is not required. Namely, if the discretization method converges in the
case of exact data f, then in the case of noisy data this method can be viewed as re-
gularization method, when discretization step as a regularization parameter is properly
chosen according to the noise level . This phenomena is called as self-regularization

by discretization.

For discretization of the problem often projection methods are used. From all projection
methods the least error method has a minimal requirements for convergence in case of
exact data. For choice of dimension of projected equation only discrepancy principle
and balancing principle are studied. But the discrepancy principle requires very severe
additional conditions and balancing principle large amount of computational work. The
main goal of the master thesis is to propose alternative rule for choice of dimension

with less restrictive conditions.

The choice of the regularization parameter is an actual problem in all regularization
methods. Lately for the choice of regularization parameter in some regularized appro-
ximation w,, the monotone error rule (ME-rule) was proposed. The ME-rule is appli-

cable in algorithms, where in the case of exact data f = fs the monotone convergence
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U, — Uy for n — oo holds. The idea of ME-rule for the least error projection method
is to choose in the case of the noisy data for regularization parameter ny gz = n(d) the
largest number, for which under information || fs — f|| < § we can prove that ||u, — .||
is monotonically decreasing for n € (0,nyg]. Namely, by choosing nyp = n(d) in the

least error approximation u, = A*v,, v, € F,, as the first index n = 1,2... for which

dME — (UH+1 - Un7f5) S 5’
2/[vp41 — vn|

the inequality [lu, — u.|| < [|[un—1 — u.l, n = 1,2...,nyp holds. It is shown that
least error method with discretization level choosen by ME-rule is the regularization

algorithm.

Presented numerical examples illustrate and support the theoretical results.
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