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Sissejuhatus

Kaéesolevas magistritoos uuritakse kompaktsete operaatorite alamruumi asendit
pidevate lineaarsete operaatorite ruumis. Olgu X ja Y Banachi ruumid iile iihe
ja sama korpuse K, kus K on kas reaalarvude korpus R v6i kompleksarvude kor-
pus C. Olgu £(X,Y) koigi ruumist X ruumi Y tegutsevate pidevate lineaarsete
operaatorite ruum ja IC(X,Y') kdigi ruumist X ruumi Y tegutsevate kompaktsete
lineaarsete operaatorite ruum. Ténaseni on lahendamata jargmine kuulus prob-
leem (vt. néiteks [8], [5], [3], [7] ja [4]). Kul £(X,Y) # K(X,Y), kas siis leidub
pidevaid lineaarseid projektoreid ruumist £(X,Y’) ruumile K£(X,Y)?

1999. aastal toestas Saphar artiklis [22], et teatud eeldustel saab reaalse Ba-
nachi ruumi Y iimber normeerida nii, et iga reaalse Banachi ruumi X korral,
mille puhul £(X,Y) # K(X,Y), ei leidu projektorit ruumist £(X,Y’) ruumile
K(X,Y), mille norm oleks viiksem etteantud arvust.

Kéesoleva magistritod pohieesmérgiks on toestada, et kui A(X,Y) on ruu-
mi £(X,Y) kinnine alamruum, mis sisaldab ruumi K(X,Y), ning A(X,Y) #
K(X,Y), siis Saphari teoreemiga vorreldes tildisematel eeldustel (néiteks ei pea
ruumid X ja Y olema reaalsed) saab viita, et ei leidu projektorit ruumist A(X,Y)
ruumile K(X,Y’), mille norm oleks viiksem eeldustes etteantud arvust.

Esimeses osas uurime magistritoo teema iildisemat konteksti. Vaatleme, kui-
das on Banachi ruumi alamruumi taiendatavuse kiisimus seotud projektorite ek-
sisteerimisega. Koige olulisema tulemusena toestame Banachi ruumi alamruumi
taiendatavuse kriteeriumi projektorite kaudu.

Teises osas defineerime aproksimatsiooniomaduse ja aproksimeerivad pered
ning uurime moningaid nende omadusi. Olulisema tulemusena téestame, et meet-
rilise aproksimeeriva pere olemasolu Banachi ruumis on samavéiirne meetrilise
aproksimatsiooniomadusega. Lisaks toome toestuseta dra kaks Grothendiecki tu-
lemust (vt. [6]), mida kasutame selleks, et jareldada magistritoo pohiteoreemist
Saphari teoreem.

Kolmas osa on pithendatud Banachi ruumide tensorkorrutiste uurimisele. An-
tud osa eesmérgiks on samastada ruumi (X, Y’) kaasruum teatud projektiivse
tensorkorrutisega ning tema teine kaasruum ruumiga £(X**,Y**). Uksikud tu-
lemused teel selle eesméargini on ka toestatud, iildiselt on antud referatiivse osa
koostamisel tuginetud artiklile [18].

Neljandas ja viiendas osas tutvume omadusega M*(a, B, ¢). Toome &ra hulga
tulemusi artiklist [17], mida pohiteoreemi tdestamisel vaja ldheb, ning valikuliselt
ka toestame neid. Viienda osa koige olulisemaks tulemuseks on teoreem 5.5, mis
annab pingul meetriliste aproksimeerivate perede kaudu kaks tarvilikku ja piisa-
vat tingimust selleks, et meetrilise aproksimatsiooniomadusega Banachi ruumil
oleks omadus M*(a, B, c).

Kuuendas osas toestame kiesoleva magistritoo pohiteoreemi 6.4.

Seitsmendas osas naitame, kuidas magistrit6é pohiteoreemist jareldub Saphari
teoreem.



T66s on kasutatud jargmisi tahistusi.

Stimbolitega N, R ja C tdhistame vastavalt naturaalarvude, reaalarvude ja
kompleksarvude hulki. Kéesolevas magistritéos vaatleme vektorruume iile korpu-
se K, kus K=R voi K =C.

Olgu X vektorruum, A C X mingi hulk ning 7" ruumis X tegutsev operaator.
Siis

span A = {Z/\iai:ai e A\ GK,izl,...,n,nEN},
i=1

conv A = {Z)\iai:aieA,)\ieK,)\iZO,izl,...,n,Z/\izl,nEN},
i=1 =1

ranT ={Tz:x € X},
kerT ={z € X : Tx =0},

Olgu X ja Y normeeritud ruumid iile korpuse K. Ruumist X ruumi Y tegutse-
vate pidevate lineaarsete operaatorite ruumi tahistame £(X,Y), selle kompaktse-
te operaatorite alamruumi IC( X, Y') ning viimase 16plikumdatmeliste operaatorite
alamruumi F(X,Y). Ruumi X kaasruumiks nimetame pidevate lineaarsete ope-
raatorite ruumi L(X, K) ning tdhistame X*. Kogu magistritoos vaatleme Banachi
ruumi sisestatuna oma teise kaasruumi. Operaatori T' € L£(X,Y") kaasoperaato-
rit téahistame 7% : Y* — X*. Hulga A C X sulundit tdhistame A. Ruumi X
ithikoperaatorit tahistame Iy. Veel kasutame jargmisi tahistusi:

Bla,r)={ze X :|lr—a| <r}, a€X, r>0,

By={reX: e <1},
Sx ={xe X :|z|| =1}



1 Alamruumi taiendatavusest ja projektoritest

Selles osas heidame pilgu magistritoé teema iildisemale kontekstile. Defineerime
alamruumi taiendi vektorruumis ja Banachi ruumis ning selgitame, kuidas on Ba-
nachi ruumi alamruumi téaiendatavuse kiisimus seotud projektorite eksisteerimi-
sega. Antud osa kodige olulisema tulemusena tGestame Banachi ruumi alamruumi
taiendatavuse kriteeriumi projektorite kaudu. Kéesoleva osa koostamisel on tu-
ginetud J. Lippuse bakalaureusetoole [15], mis omakorda tugineb pohiliselt R. E.
Edwardsi raamatule [25].
Alustame vektorruumi alamruumi tédiendatavusest.

Definitsioon. Olgu X vektorruum ning Y ja Z tema alamruumid. Kui iga ele-
ment x € X esitub tihesel vitsil summana x =y+z, kusy €Y ja z € Z, siis del-
dakse, et ruum X on alamruumide Y ja Z otsesumma (tdihistatakse X =Y © 7).
Seejuures deldakse, et alamruum Z on alamruumiY (algebraline) tiiend ja alam-
ruum Y on alamruumi Z (algebraline) téiend.

Saab toestada (vt. naiteks [15]), et vektorruumi suvaline alamruum on alati
algebraliselt tdiendatav ning et neid taiendeid on {ildjuhul l6pmata palju.

Toome jargmiseks projektori definitsiooni ning toestame paar pohilist oma-
dust, mida meil edaspidi korduvalt vaja laheb.

Definitsioon. Olgu X wvektorruum. Lineaarset operaatorit P : X — X nimeta-
takse projektoriks, kui P? = P.

Olgu P : X — X projektor. Kuna P on lineaarne, siis ran P on ruumi X
alamruum. Néitame, et

ranP ={r € X : Pr =z} (1.1)

Kui Px = x, siis « € ran P. Kui aga x € ran P, siis leidub y € X nii, et
Py = z. Kuid siis Px = Py = Py = x.

Lause 1.1. Olgu Y vektorruumi X alamruum. Lineaarne operaator P : X — X
on projektor ja ran P =Y parajasti siis, kui ran P C Y ja Py =y igay € Y
korral.

Toestus. Tarvilikkus on ilmne, kuna ran P = {zx € X : Px = x}.

Piisavus. Vaatleme suvalist elementi z € X. Kunaran P C Y, siis Pz =y €
Y. Seega P?z = Py = y = Pz, mistottu P? = P. Kuna iga y € Y korral Py = v,
siis vorduse (1.1) pohjal saame, et Y C ran P, jarelikult ran P =Y. ]

Lemma 1.2. Olgu X wvektorruum ja P projektor. Siis ran P = ker(I — P) ja
ran(/ — P) = ker P.



Toestus. Esimese vorduse toestamiseks néditame, et ran P C ker(/ — P) ja ker(] —
P) C ran P. Olgu x € ran P. Siis vorduse (1.1) pohjalt Px = x jaseega Pr—x =0
ning jarelikult = € ker(I — P). Olgu niiiid = € ker(I — P), st. (I — P)x = 0. Siis
x — Px =0, jarelikult Px = x. Seega = € ran P.

Teise vorduse toestamiseks néitame koigepealt, et ka (I — P) on projektor.
Toepoolest,

I{-PP=(I-PI-P)=I"~-P—-P+P*=]-P—-P+P=I-P

Niitid saame esimest vordust kasutades ran(I — P) = ker(I — (I — P)) = ker P,
millega on ka teine vordus toestatud. O

Jargnev teoreem kirjeldab vektorruumi alamruumide ja nende taiendite ning
projektorite vahelist seost. Alamruum ja tema tédiend méaédravad iiheselt projektori
ning ka vastupidi, projektor méarab iiheselt alamruumi ja tema taiendi.

Teoreem 1.3. Olgu X vektorruum ning Y ja Z tema alamruumid. Vordus X =
Y & Z kehtib parajasti siis, kui leidub projektor P : X — X nii, etrtan P =Y ja
ker P = Z.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu X =Y & Z, st. iga x € X on iiheselt esitatav kujul
r=y—+2z kusy €Y jaz € Z. Defineerime operaatori P seosega Px = y.

Néitame, et P on projektor ja ran P = Y. Lause 1.1 jargi piisab selleks néi-
data, et ran P C Y ja Py = y iga y € Y korral. Sisalduvus ran P C Y kehtib
operaatori P definitsiooni kohaselt. Fikseerime suvalise elemendi y € Y. Vaadel-
des elementi y kui ruumi X elementi, saame

Py=P(y+0)=uy.

Seega P on projektor jaran P =Y.

Néitame niiiid, et ker P = Z. Selleks néitame, et Z C ker P ja ker P C Z.
Fikseerime suvalise z € Z. Siis z ruumi X elemendina esitub kujul z = 0 + z,
jarelikult

Pz=P0+2)=0

ja Z C ker P. Fikseerime niiiid suvalise z € ker P, st. Pz = 0. Siis z = 0 + z,
jarelikult z € Z ja ker P C Z. Seega ker P = Z.

Piisavus. Olgu P projektor ning olgu ran P = Y ja ker P = Z. Siis ran(/ —
P)=Z (vt. lemma 1.2). Iga x € X korral

r=Px+x— Px=Px+ (I —P)z,

mistottu
X =ranP+ran(I —P)=Y + Z.

Olgu z € Y N Z. Siis * = Pz = (I — P)x ja jarelikult
= Px = P(I — P)x = P(x — Pz) = Px — P’x = Px — Pz = 0.
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Sellest, et X =Y +Z jaY NZ = {0}, jareldub, et X =Y @& Z, sellega on teoreem
toestatud. O

Kuna Banachi ruum on vektorruum, siis koik tema alamruumid on algeb-
raliselt tdiendatavad. Banachi ruumi alamruumi taiendatavus defineeritakse aga
traditsiooniliselt {iksnes Banachi ruumi kinniste alamruumide jaoks.

Definitsioon. Olgu X Banachi ruum ja Y tema kinnine alamruum. Oeldakse,
et Y on taiendatav, kui letdub ruumi X kinnine alamruum Z nii, et X =Y ® 2.
Sellist alamruumi Z nimetatakse alamruumi Y tdiendiks.

Banachi ruumi kinnine alamruum ei pruugi iildiselt olla tédiendatav. Klassi-
kaline nédide mittetdiendatavast alamruumist on koigi nulliks koonduvate jadade
alamruum ¢y koigi tokestatud jadade ruumis m (selle R. S. Phillipsi tulemuse
detailset toestust vt. néiteks [15]). Suurem osa kéesolevast magistritodst uurib
projektoreid kasutades kuulsat senilahendamata probleemi - kui mingite Banachi
ruumide X ja Y korral K(X,Y) # L(X,Y), kas siis kinnine alamruum (X, Y)
on tdiendatav ruumis £(X,Y).

Jargnevalt toestame kéesoleva osa pohitulemuse - Banachi ruumi alamruumi
taiendatavuse kriteeriumi projektorite kaudu. Kuid enne seda toome veel iihe
abitulemuse, mida me kasutame pohitulemuse toestamisel.

Lause 1.4. Olgu X normeeritud ruum. Kui projektor P : X — X on pidev, siis
ran P on kinnine.

Toestus. Vaatleme jada z, € ran P, kus z,, — x. Projektori P pidevuse tottu
Pz, — Pz. Kuna Px, = x,, siis ka z,, — Px, mistottu Pz = x. Seega x € ran P
ja jarelikult ran P on kinnine. O]

Teoreem 1.5 (tdiendatavuse kriteerium projektorite kaudu). Olgu X Ba-
nachi ruum. Tema kinnine alamruum Y on tdiendatav parajasti siis, kui leidub
projektor P € L(X,X) nii, et Y = ran P. Kui kinnine alamruum Z C X on
alamruumi Y tdiend, siis Z = ker P.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu Y taiendatav. Siis leidub kinnine alamruum Z nii, et
X =Y & Z, seega iga x € X on iiheselt esitatav kujul x = y + 2z, kus y € Y
ja z € Z. Defineerime operaatori P : X — X seosega Pr = y. Néitame, et
operaator P ongi otsitav projektor.

Kontrollime, et operaator P on lineaarne. Olgu zi,z, € X. Siis on need
itheselt esitatavad kujul x1 = y1 + 21 ja x9 = yo + 29, Kus y1, 42 € Y ja 21,20 € Z.
Operaatori P definitsiooni kohaselt

P(z1+32) = Py + 21+ 92+ 22) = P+ y2 + 21+ 22) = 1 + 42 = Py + P
Olgu niiid = € X ja A € K. Olgu elemendi x esitus z = y + z. Siis

P(Ax) = P(AMy+ 2)) = P(A\y + Az) = Ay = A\Px.
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Seega operaator P on lineaarne.

Operaatori P definitsioonist on selge, et ran P C Y. Olgu y € Y. Elemendi y
kui ruumi X =Y & Z elemendi esitus on y = y + 0. Operaatori P definitsiooni
pohjal Py = y. Seega lause 1.1 pohjal on operaator P projektor jaran P =Y.

Néitame niiiid, et ker P = Z. Selleks néitame, et Z C ker P ja ker P C Z.
Fikseerime suvalise z € Z. Siis z ruumi X elemendina esitub kujul z = 0 + z,
jarelikult

Pz=P(0+2)=0

ja Z C ker P. Fikseerime niiiid suvalise z € ker P, st. Pz = 0. Siis z = 0 + z,
jarelikult z € Z ja ker P C Z. Seega ker P = Z.

Néitame niiiid, et projektor P on pidev. Selleks kasutame teoreemi kinni-
sest graafikust, mille kohaselt Banachi ruumist Banachi ruumi tegutsev lineaarne
operaator on pidev, kui tema graafik on kinnine.

Veendume, et projektori P graafik on kinnine. Vaatleme jada x,, — x. Olgu
Pz, — y. Nditame, et y = Px. Projektori P definitsiooni kohaselt x,, = Px,+z,,
kus z, € Z. Kuna z,, — z ja Pz, — vy, siis z, = z, — Pz, — x — y. Alamruumi
Z kinnisuse tottu x —y € Z. Alamruum Y = ran P on samuti kinnine, seega
y € ran P. Jarelikult leidub zy € X nii, et y = Pxg. Seega x = Pxy + (z — y).
Projektori P definitsioonist saame, et Pxy = Pux, jarelikult y = Px. Projektori
P graafiku kinnisus on toestatud.

Kuna projektor P on lineaarne, siis rakendades teoreemi kinnisest graafikust,
saame, et projektor P on pidev. Seega P € L(X, X).

Piisavus. Leidugu projektor P € L(X,X) nii, et Y = ran P. Iga elemendi
x € X korral x = Pz + (x — Px). Kuna P ja I — P on pidevad projektorid, siis
ran P ja ran(/ — P) on ruumi X kinnised alamruumid. Seega, tdhistades y = Px
ja z = ¥ — Pz, saame elemendi x esituse © = y + 2, kus y € ranP = Y ja
z €ran(l — P).

Naitame, et see esitus on iihene. Olgu veel x = y; + 21, kus y; € ran P ja
2z, € ran(I — P). Siis Px = Py; + Pz;. Kuna lemma 1.2 pohjal ran(/ — P) = ker P,
siis Pz; = 0. Seega Pr = Py;. Samas y; € ran P, mistottu Py; = y;. Seega
y1 = Pr = yning 21 = v — y; = v — Px = z. Jarelikult on see esitus iihene,
mistottu X =Y @ ran(l — P). O

[lma toestuseta toome veel iihe tulemuse Banachi ruumi kinnise alamruumi
taiendite paljususe kohta. Kui kinnine alamruum on téiendatav, siis jargnev lause
kirjeldab, kuidas juhul, kui vaadeldav alamruum ei lange kokku kogu ruumiga
ega koosne ainult nullelemendist, on véimalik antud alamruumile konstrueerida
I6pmatu arv erinevaid tédiendeid (detailset tdestust vt. néiteks [15, lk. 12-13]).

Lause 1.6. Olgu X Banachi ruum ning Y ja Z tema kinnised alamruumid,
kusjuures X =Y @ Z. Siis {Az+ 2z : z € Z} on ruumi X kinnine alamruum ning
X=Y®{Az+ z:2z € Z} iga operaatori A € L(Z,Y) korral.



2 Aproksimatsiooniomadus ja aproksimeerivad
pered

Kaesolevas osas tutvume aproksimatsiooniomaduse ja aproksimeerivate perede
moistetega ning uurime nende meie jaoks olulisemaid omadusi. Oma késitluses
oleme tuginenud pohiliselt raamatutele [14] ja [23]. Folkloorsete faktide - lause 2.1
ja teoreemi 2.2 - detailsed toestused on N. Morozova semestritoost [24].

Definitsioon. Oeldakse, et Banachi ruumil X on aproksimatsiooniomadus, kui
iga kompaktse hulga K C X ning iga arvu € > 0 korral leidub operaator A €
F(X, X) nii, et

|Az —z|| <e Vze K.

Seega, ruumi X aproksimatsiooniomadus tdhendab, et tema iihikoperaator on
kompaktsetel hulkadel kuitahes hésti lahendatav 16plikumootmeliste operaatori-
tega.

Definitsioon. Oeldakse, et Banachi ruumil X on meetriline aproksimatsiooni-
omadus, kui tga kompaktse hulga K C X ning iga arvu € > 0 korral leidub
operaator A € F(X, X) nii, et |A]| <1 ning

|Az —z|| <e Vze K.

Jargmiseks néditame, et meetrilise aproksimatsiooniomaduse korral voime de-
finitsioonis kompaktsed hulgad asendada 16plike hulkadega.

Lause 2.1. Banachi ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus parajasti
sus, kui iga lopliku hulga K C X ming iga arvu € > 0 korral leidub operaator
A€ F(X,X) ni, et |A|| <1 ning

|Az —z|| <e Vze K.

Toestus. Tarvilikkus on triviaalne, sest iga 16plik hulk on kompaktne.
Piisavus. Fikseerime suvalise € > 0 ning suvalise kompaktse hulga K C X.
Hausdorffi teoreemi kohaselt leidub hulgal K 16plik ¢/3-vork {zy,...,x,}, st.

" 19
KCZUIB(xi,g).

Seega iga x € K korral leidub z;, i € {1,...,n}, nii, et

5
o~ < 5
Eelduse pohjal leidub operaator A € F(X, X) nii, et ||A|| <1 ning
£
) <



Jarelikult iga x € K korral

|Az — z|| < ||Ax — Ax; + Ax; — x; + 2 — x|
< Az — Az + [|Azs — 24]| + || — |
< [[Allllz — @il + | Az; — 2| + ||z — ||

<1 E+§—|—£—e€
-3 3 3

O

Toome niitid sisse aproksimeerivate perede definitsioonid ning veendume, et
meetrilise aproksimeeriva pere olemasolu Banachi ruumis on samavéaarne sellega,
et antud ruumil on meetriline aproksimatsiooniomadus.

Definitsioon. Olgu X Banachi ruum. Peret (K,) C K(X, X) nimetatakse kom-
paktseks aproksimeerivaks pereks, kui K,x — x iga x € X korral. Erijuhul, kui
K, € F(X, X) iga « korral, nimetatakse peret (K,) aproksimeerivaks pereks.

Definitsioon. Olgu X Banachi ruum ning (K,) kompaktne aproksimeeriv pere.
Kui Kfx* — x* iga x* € X* korral, siis oeldakse, et pere (K,) on pingul.

Definitsioon. Olgu (K,) aproksimeeriv pere. Kui sup,, ||[K.|| < 1, siis deldakse,
et (K,) on meetriline aproksimeeriv pere.

Teoreem 2.2. Banachi ruumil on meetriline aproksimatsiooniomadus parajasti
sits, kur tal leidub meetriline aproksimeeriv pere.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu Banachi ruumil X meetriline aproksimatsioonioma-
dus. Vaatleme hulka ¢, mille elementideks on paarid o = (K, ¢), kus K on ruumi
X kompaktne alamhulk ja ¢ > 0. Jarjestame hulga 1 jargmiselt:

(Ki,e1) < (Ka,e9) & K1 C Ky ANey > 6.

Kontrollime koigepealt, et tegu on suunatud hulga jarjestusseosega.

Kui a = (K,¢e) € ¥, siis K C K ning £ > ¢, seega a < a.

Olgu o = (K71,¢e1), 8= (Ks,e3), v = (K3,e3) € 9 sellised, et a« < fja <.
Siis Ky C Ky C K3 ning g1 > €9 > €3, seega a < 7.

Olgu a = (K1,¢e1), § = (K3, e9) € 9. Néitame, et leidub v = (K, ) € 9 nii, et
a < jaf <. Téhistame K = K; U K5 ja ¢ = min{ey, e5}. Kuna K; ja K3 on
kompaktsed hulgad, siis ka K on kompaktne hulk. Kuna 1,e5 > 0, siis ka € > 0.
Seega v = (K, ¢) € ). Vastavalt definitsioonile K; C K jae; > € ning Ky C K ja
g9 > €, seega o < 7 ning 4 < . Oleme néinud, et tegu on tdepoolest suunatud
hulga jérjestusseosega.

Moodustame niitid pere (A, )aco nii, et seame igale indeksile a = (K, ¢) € 9
vastavusse operaatori A, € F(X,X) meetrilise aproksimatsiooniomaduse defi-
nitsioonist. Siis sup,, || 4| < 1.
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Olgu x € X suvaline. Néitame, et A,x — x. Selleks fikseerime suvalise gy > 0
ning néitame, et leidub a,, nii, et kui o > ay,, siis ||Aax — || < go. Tahistame
as, = ({},20/2). Kuna {xy} kui I6plik hulk on kompaktne ning £¢/2 > 0, siis
ag, € V. Kul a = (K, ¢) > ag, siis

{z} C K ja % > e.
Seega iga a > a., korral
3
|Agr —z|| <e < 50 < €.

Jarelikult A,z — xiga z € X korral. Kuna A, on loplikumoctmeline iga o korral
ning sup,, ||Aq|| < 1, siis (A,) on meetriline aproksimeeriv pere.

Piisavus. Olgu (A, ) meetriline aproksimeeriv pere Banachi ruumis X, st. iga
x € X korral A,z — = ning sup,, || A.|| < 1.

Fikseerime Iopliku hulga K = {xy,...,2,} C X ja e > 0. Lause 2.1 pohjal
piisab néidata, et leidub operaator A € F (X, X) nii, et ||A|| < 1 ning ||Ax;—x;|| <
e,ie€{l,...,n}.

Vaatleme elementi x; € K. Eelduse pohjal A,x1 — x1. Seega saame leida
indeksi c; € ¥ nii, et iga a > o korral ||Aqx1 — 21|| < e. Vaatleme niitid elementi
r9 € K. Kuna A,xs — x9, siis saame leida indeksi as € 1 nii, et as > ay ning
iga a > ap korral | Ay,ze — x32|] < €. Samamoodi jatkates saame, et leidub indeks

a, € ¥ nii, et oy, > ... > ay ning iga o > «,, korral ||A,z, — z,|| < €. Votame
A=A, siis [|[Ax; — xi]| < e, 1 € {1,...,n}, ning ||A]| = ||Aa, || < 1, seega
ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus. O

Banachi ruumi meetrilisest aproksimatsiooniomadusest ei jareldu tildjuhul te-
ma alamruumide meetriline aproksimatsiooniomadus. Jargmine teoreem naitab
teatud separaablilt méaratud aproksimatsiooniomadusega alamruumi olemasolu.

Teoreem 2.3. Kui Banachi ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus,
sis ruumi X iga separaabel kinnine alamruum Y sisaldub ruumi X separaablis
kinnises alamruumis Z, millel on meetriline aproksimatsiooniomadus.

Toestus. Olgu Banachi ruumil X meetriline aproksimatsiooniomadus ning olgu Y
ruumi X separaabel kinnine alamruum. Vastavalt separaabli ruumi definitsioonile
saame leida jada (y,) C By nii, et {y1,v2,...} = By.

Valime 77 € F(X, X) nii, et ||T1|| <1 ja

Ty — | < 1.

Me saame nii valida, sest ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus ning
tihepunktine hulk {y;} on kompaktne. Jargmiseks valime 7o € F(X, X) nii, et
73] < 1 ning

1
|Tox — z|| < 5 Vo € {y1,y2} U Bry (x)-
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Me saame nii valida, sest Br (x) kui 1oplikumootmelise ruumi 73 (X) iihikkera
on kompaktne, seega ka hulk {y1,y2} U Brp, (x) on kompaktne. Edasi valime T3 €
F(X,X) nii, et || T3] <1 ja

1
|T5x — z|| < 3 Vo € {y1, 42, Y3} U Bapan(1y (X)UT2(X))-

See on voimalik, sest kuna T7(X) ja T5(X) on 16plikumootmelised ruumid, siis
ka span(77(X) U T5(X)) on loplikumdotmeline, jérelikult Bgpan(r (x)um(x)) kui
16plikumdotmelise ruumi iithikkera on kompaktne, mistottu ka hulk {y;, v, y3} U
Bgpan(ry (x)uTs(x)) on kompaktne. Analoogiliselt jatkates saame jada (T,) C F(X, X),
|75]] <1, mis rahuldab tingimust

1
|Tx — x| < - Ve € {y1,..., Yo} U Bpan Ur=1 13(x)-
Defineerime hulga Z jargmiselt:
Z={rveX:x=lmT,x}.

Néitame koigepealt, et hulk Z on ruumi X alamruum. TGepoolest, kui z1, x5 € Z
ning « ja § on arvud, siis

lim T}, (cxq + Bxo) = lim(aT,x1 + BT,x2)

=alimT,z; + flimT,xy = axi + Pxa,

seega axy + [xy € Z.
Néitame niiiid, et alamruum Z on kinnine. Olgu (x) C Z, x;, — = € X ning
olgu € > 0 suvaline. Siis saame leida k € N nii, et ||z — z|| < £/3, seega ka

€
|Taze = Toz|l < I Tallllox — 2l < llow — 2l < 3.

Kuna x; € Z, siis vastavalt hulga Z konstruktsioonile saame leida N € N nii, et
kui n > N, siis ||z — Th2i|| < e/3. Seega kui n > N, siis

3 £ 9
7 = Tl < llz = el + llow — Tl + [ Tos = Tuall < S+ + 5 ==,

mis tdhendab, et x = lim,, T},z, jarelikult * € Z ning alamruum Z on kinnine.
Vastavalt alamruumi Z definitsioonile

ZC fj T (X).

Kuna T,,(X) on I6plikumaootmeline iga n € N korral, siis leidub iga n korral ruu-
mis 7, (X) 16plik pohihulk. Jéarelikult hulgas (J)~ ; T,,(X) leidub iilimalt loenduv
pohihulk, mistottu alamruum Z on separaabel.
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Paneme téhele, et jada (7,,) valiku pohjal lim, T,y; = v;, ¢ = 1,2,.... Kuna

{y1,v2,...} C Z, siis -
G:{yhyQ,}CZ:Z

Markame veel, et iga v € X, T,,x # 0, korral

T,x
T € Br,(x) C BypanUr, T:(X)
seega vastavalt operaatorite T, definitsioonile
[ Tn]|
T Thx — Thx|| = |\ T Thx — Tzl = |Thx|| || —=— (T Tnz — T,x)
I T| ||Tn I
T,z T,x 1
|| < Tzl - —
IITn I [T m

iga m > n korral. Jarelikult
T,xr=1mT,T,r Vre X VneN,

mistottu

T.X)CZ VYneN.
Seega paneme téhele, et iga n € N korral T, € F(X, Z), jarelikult
Sn =T\, € F(Z,2).

Kuna [|S,|| < ||7|| < 1 ning vastavalt definitsioonile S,z — z iga x € Z korral,
siis on (5,,) alamruumi Z meetriline aproksimeeriv pere, jarelikult on alamruumil
Z meetriline aproksimatsiooniomadus. O

Mairkus 2.4. Eelmise teoreemi véiide on pooratav. Nimelt kehtib viide, et Ba-
nachi ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus parajasti siis, kui iga tema
separaabel kinnine alamruum Y sisaldub separaablis kinnises alamruumais Z, mil-
lel on meetriline aproksimatsiooniomadus (vt. néiteks [9, lemma 1 ja jarelduse 1
toestus| ja [10, lemma 3, (b)] voi [23, lk. 606]). Mérgime, et piisavuse toestus on
kiillaltki toomahukas ning kasutab Lindenstraussi tehnikat, mis voimaldab mitte-
pidevatest ja mittelineaarsetest operaatoritest lahtudes konstrueerida meetrilist
aproksimeerivat peret.

Alljargnev teoreem, mis on toestatud naiteks raamatus |23, k. 321], vdidab, et
Banachi ruumi kaasruumi meetrilisest aproksimatsiooniomadusest jareldub selle
ruumi meetriline aproksimatsiooniomadus.

Teoreem 2.5. Kui Banachi ruumi X kaasruumil X* on meetriline aproksimat-
stoontomadus, siis ka ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus.

Teoreem 2.6. Olgu X selline Banachi ruum, mille kaasruum X* on separaabel.
Kui ruumil X* on aproksimatsiooniomadus, siis on tal ka meetriline aproksimat-
stooniomadus.

Selle kiillaltki raske teoreemi tGestuse voib leida raamatust [14, k. 39]. Mérgi-
me, et pole teada, kas teoreemi véide kehtib mitteseparaabli kaasruumi X* korral.
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3 Banachi ruumide tensorkorrutised

Antud osas tutvume Banachi ruumide tensorkorrutise moistega ning kirjeldame
injektiivseid ja projektiivseid tensorkorrutisi ning nende kaasruume. Need leiavad
olulist rakendust magistrito6 pohiteoreemi 6.4 toestuses. Kéesoleva osa koosta-
misel on tuginetud pohiliselt E. Oja artiklile [18] ning ka R. A. Ryani raamatule
[21].

Olgu X ja Y Banachi ruumid. Olgu fikseeritud n € N, xy,...,2z, € X,
Y1, -..,Yn € Y. Vaatleme operaatorit u : X* - Y,

u(x®) = Zaz*(wz)yl, rt e X
i=1

Tahistame .
Z T QY = u.
i=1

Siis u € F(X*,Y). Toepoolest, vastavalt definitsioonile on u lineaarne ja tokestatud
ning
u(z®) € span{ys,...,yn}, "€ X"

Definitsioon. Banachi ruumide X ja Y algebraliseks tensorkorrutiseks nimeta-

takse hulka
X®Y = {in@)yi:nEN,xl,...,xnGX,yl,...,yneY}.
i=1

Banachi ruumide algebraline tensorkorrutis on vektorruum. Mérgime veel, et
algebralise tensorkorrutise definitsioonist tulenevalt voib ruumi X ® Y alati vaa-
delda ruumi F(X*,Y) alamruumina. Edaspidises olulise erijuhuna kehtib vordus

X*®Y = F(X,Y).

Uurime niiiid, kuidas saaks muuta algebralise tensorkorrutise koigepealt nor-
meeritud ruumiks ning hiljem Banachi ruumiks nii, et see norm oleks kooskolas
tensorkorrutamisega.

Definitsioon. Normi || - || tensorkorrutisel X ® Y nimetatakse tensornormiks,
kuz
Iz @ ylla = llzll - lyll Ve e X, VyeY.

Téhistame edaspidi
X @YV =(XQY, |- la)

Normeeritud ruum X ®, Y ei ole ildiselt Banachi ruum.
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Definitsioon. Ruumi X®,Y tdieldit tihistatakse X®,Y ja nimetatakse Banachi
ruumide X ja Y tensorkorrutiseks.

Ruum X®,Y on Banachi ruum.

Vaatleme veidi lahemalt kahte erineva normiga Banachi ruumide tensorkorru-
tist - injektiivset ja projektiivset. Alustame injektiivsest tensorkorrutisest, mille
definitsioon tugineb sisalduvusele X ® Y C F(X*,Y).

Definitsioon. Operaatornormi tensorkorrutisel X ® Y nimetatakse injektiivseks
normiks ning tahistatakse || - ||, st.

lulle = Jlull Vue X®Y.
Injektiivne norm on tensornorm, sest Hahn-Banachi teoreemi jarelduse pohjal

lz@ylle = lle@yll = sup [[(z@y)(=")] = sup [lz*(z)yl

flz*]I<1 =<1

= sup [z"(2)|[lyll =[]yl
B!

Lause 3.1. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui operaator S : X — 'Y on kujul
S=1"®y, kusz* € X* jay €Y, siis ||S|| = [lz*[|[ly].-

Toestus. Injektiivse normi definitsiooni pohjal
151 = ll" @ ylle = =" [yl
sest injektiivne norm on tensornorm. ]
Me saame kasutada stimbolit X ®. Y = (X Y, |- |-)-

Definitsioon. Ruumi X®.Y nimetatakse Banachi ruumide X ja'Y injektiivseks
tensorkorrutiseks ja tdhistatakse

X®Y = X&.Y.
Kuna (£(X*,Y),| -||) on Banachi ruum, siis
xXe¢y =Xy
Meenutades, et X* @Y = F(X,Y), saame siit jareldada vorduse

X*®QY = F(X,Y) C L(X,Y).

Néiitame niiiid, et teatud eeldustel saab injektiivset tensorkorrutist X*®Y samas-
tada kompaktsete lineaarsete operaatorite ruumiga (X, Y).
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Lause 3.2. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui ruumil X* voi ruumil Y on
aproksimatsiooniomadus, Siis

X*QY = K(X,Y).
Toestus. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Teame juba, et X*®Y = F(X,Y), seega
on veel vaja toestada, et kui ruumil X* v6i ruumil Y on aproksimatsiooniomadus,
siis
F(X,Y)=K(X,Y).

Olgu esiteks ruumil Y aproksimatsiooniomadus ning olgu 7" € K(X,Y) ja
e > 0 suvalised. Niitame, et leidub S € F(X,Y) nii, et | T — S| <e.

Kuna operaator T on kompaktne, siis T'(Bx) on kompaktne hulk ruumis Y.
Ruumi Y aproksimatsiooniomaduse tottu leidub seega operaator R € F(Y,Y)
nii, et iga y € T(Bx) korral ||y — Ry|| < e. Tahistame S = RT'. Siis S € F(X,Y)
ning

T — S| = sup [Tz — Sz|| = sup [|[Tz — RTz|| <e.
r€Bx r€Bx

Olgu niitid ruumil X* aproksimatsiooniomadus ning olgu 7' € K(X,Y) ja
e > 0 suvalised. Néitame, et leidub S € F(X,Y) nii, et ||T— S| <e.

Kuna T € K(X,Y), siis T* € K(Y*, X*), seega T*(By~) on kompaktne hulk
ruumis X*. Ruumi X* aproksimatsiooniomaduse tottu leidub operaator R €
F(X*, X*) nii, et iga 2* € T'(By~) korral ||z* — Rz*|| < e.

Kuna 7" on kompaktne, siis 7**(X**) C Y (vt. nditeks [16, lk. 341]), seega
T**R* € F(X*,Y). Tahistame S = T**R*| . Siis S € F(X,Y). Paneme tiihele,
et Hahn-Banachi teoreemi jarelduse pohjal iga © € By korral

|Tx — Sz[| = sup |y (Tx) —y" (T R'z)| = sup [(T7y )z — (RT"y")z|
y*E€By= y*EBy=*
< sup [|[T"y" — R(T"y")|| <e.
y*EBy =

Jarelikult
T — S| = sup ||[Tz — Sz|| <e.
r€Bx

O

Defineerime niiiid Banachi ruumide projektiivse tensorkorrutise. Selleks pea-
me alustama projektiivse tensornormi maoistega.

Definitsioon. Projektiivne norm || - ||, algebralisel tensorkorrutisel X @ Y defi-
neeritakse jargmaiselt:

[u]l> = inf {Z lzallllyall s w =z ® yz} :
i=1 i=1
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Ka projektiivne norm on tensornorm, seega voib kirjutada X ®,Y = (X ®
Yol - llx)-

Definitsioon. Ruumi X®,Y nimetatakse Banachi ruumide X ja Y projektiiv-
seks tensorkorrutiseks ja tdhistatakse

XY = X®,Y.

Grothendieck on andnud projektiivsele tensorkorrutisele lihtsa kirjelduse (vt.
[6], toestust vt. niiteks [2, Ik. 227]): iga u € X®Y esitub kujul

00 00
=Y @y ks 3 feallnll < oo
n=1 n=1

(rida koondub absoluutselt projektiivse normi suhtes). Lisaks sellele

|ul|x = inf {Z N znl[ [yl : u = an ®yn} IAS X®Y7
n=1 n=1

kus infiimum on voetud iile koikvoimalike u esituste sellisel kujul.

Projektiivse tensorkorrutise kaasruumi saab veelgi lihtsamalt kirjeldada. Ruu-
mi X®Y kaasruum on isomorfne ruumidega L£(X,Y*) ja L(Y, X*) vastavalt
duaalsuste

(A 2 @ya) = > (Az,)(yn)
ja . .
<Ba Zl‘n & yn> = Z(Byn)(xn)

kaudu. See isomorfism on ka isomeetria, seega oleme saanud jargmise tulemuse.

Lause 3.3. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Siis
(XRY)* = L(X,Y™) ja (XRY)* = L(Y, X™).

Kirjeldame niitid Banachi ruumide projektiivset tensorkorrutist tuumaope-
raatorite ruumi kaudu, seda kiill tdiendavatel eeldustel.

Definitsioon. Olgu X jaY Banachi ruumid. Oeldakse, et operaator T € L(X,Y)
on tuumaoperaator, kui leiduvad =), € X* ja y, € Y nit, et

Y l@illllyall <00 ja Tw=Y i@y, VoeX.
n=1 n=1

Téhistame T =" | @k @ yy,. Koigi ruumist X ruumi'Y tegutsevate tuumaope-
raatorite ruumi tahistame N (X,Y).
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Ruumist X*®Y saab defineerida loomuliku pealekujutuse ruumile N'(X,Y).
See seab suvalisele elemendile v € X*®Y', mis esitub kujul

0 0
u=Y 2@y, kus > [lz}]llyal < oo,
n=1 n=1

vastavusse tuumaoperaatori

S @ ®y e S T@n
n=1 n=1

Kui kas ruumil X™* voi ruumil Y on aproksimatsiooniomadus, siis kasutades pro-
jektiivse tensorkorrutise kaasruumi (X*®Y)* kirjeldust kui vastavalt kas operaa-
torite ruumi £(Y, X**) voi L£(X*,Y™*) ning Hahn-Banachi teoreemi, saab naida-
ta, et mainitud loomulik pealekujutus on iiks-tihene (vt. néiteks [6, ptk. I, k.
167]). See kujutus on ka isomeetria ruumide X*®Y ja A (X,Y) vahel, kui ruum
N (X,Y) varustada operaatori tuumanormiga

||| = inf {Z Iz llynll : T = a, ®yn} , TeNXY).
n=1 n=1

Seega kehtib jargmine lause.

Lause 3.4. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui ruumil X* voi ruumil Y on
aproksimatsiooniomadus, Siis

X*QY = N(X,Y).

Injektiivse tensorkorrutise kaasruumi kirjeldamine on iildjuhul iisnagi tooma-
hukas iilesanne, mis nouab integraaloperaatori maoistet ja omadusi. Toome jérg-
nevalt ilma toestuseta &ra injektiivse tensorkorrutise kaasruumi kirjelduse teatud
eeldustel (lause 3.5 toestust vt. [21, k. 114]).

Definitsioon. Oeldakse, et Banachi ruum X on Asplundi ruum, kui ruumi X
1ga separaabli alamruumi Y kaasruum Y™ on separaabel.

Lause 3.5. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui Y on Asplundi ruum, siis
(X*QY)" = N(X*, V™).

Lauses 3.5 kaasruumi kirjeldust mérkiv vordus tdhendab isomeetrilist isomor-
fismi, mis on defineeritud duaalsusega

(T, Z v @y = Y _(T2})(y:).

=1
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4 Omadus M*(a, B, c)

Kéesolevas osas defineerime omaduse M*(a, B, ¢) ning uurime moningaid tema
omadusi. Omaduse M*(a, B, ¢) toi sisse E. Oja artiklis [17], sellel samal artiklil
pohineb ka magistritoo kiesolev osa. Mérgime, et omadus M*(a, B, ¢) iildistab
N. J. Kaltoni poolt artiklis [12| kasutusele voetud omadust (M*) (vt. ka [11])
ning A. Lima poolt artiklis [13] toodud omadust (wM*). Tépsemalt, (M*) =
M*(1,{=1},1) ja (wM*) = M*(1,{-2},0).

Alustuseks defineerime iilemise piirvddrtuse, sest seda kasutab M*(a, B,c)
definitsioon.

Definitsioon. Olgu (\,) pere ruumis R. Pere (\,) iilemine piirvéértus lim sup, A,
defineeritakse jargmiselt:

lim sup A\, = sup lién Ags

kus supreemum vdetakse ile pere (A\,) koigi koonduvate osaperede (A\g).
Olgu kogu selles osas B C K kompaktne hulk ning a,c > 0.

Definitsioon. Me dtleme, et Banachi ruumil X on omadus M*(a, B, c), kui sel-

lest, et x*,y* € X* rahuldavad vorratust ||y*|| < ||z*|| ning (z}) on tokestatud

pere, mis koondub *-norgalt elemendiks x* ruumis X*, jareldub, et

limsup ||ax] + bx™ + cy*|| < limsup ||z)| Vb€ B.

Paneme téhele, et omaduse M*(a, B, c) definitsioonis piisab tegelikult vaa-
delda selliseid funktsionaale z*,y* € X*, et ||y*|| < [|z*||. TSepoolest, kehtigu
vorratus

limsup |lax} + bz* + cy™|| < limsup||z)| Vb€ B,

kui [|y*|| < [|z*||. Olgu niiid z*,y* € X* sellised, et [|y*|| = ||z*| ning olgu
0 <t < 1. Siis [|ty*|| < ||z*|] ning kehtib vorratus

limsup [|ax;, + bx™ + cty*|| < limsup [|z;|| Vb€ B.
Minnes piirile protsessis ¢ — 1 saamegi vorratuse

limsup ||ax} + bx™ + cy*|| < limsup ||z}| Vb€ B.

Jargmiseks néitame, et omadus M*(a, B, ¢) parandub alamruumidesse.

Lause 4.1. Olgu X Banachi ruum omadusega M*(a, B, ¢). Siis ka ruumi X kaoigil
alamruumidel on omadus M*(a, B, c).
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Toestus. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus M*(a, B,c), ning olgu Y
ruumi X alamruum. Oletame vastuvéiteliselt, et alamruumil Y ei ole omadust
M*(a, B, c), seega saame leida b € B, y*, w* € Y* ning tokestatud pere (y%) nii,
et [[w*|| < ||y*|l, pere (vi) koondub *-norgalt elemendiks y* ruumis Y* ja

lim sup ||ay; + by* + cw*|| > limsup ||y} ]|.

Vastavalt iilemise piirvaédrtuse definitsioonile voime osaperele iile minnes tildisust
kitsendamata eeldada, et

lim [Jay; + by™ + cw®|| > lim ||y} ||

Olgu z7 ja z* vastavalt funktsionaalide ¥ ja w* normi sailitavad jatkud ruu-
mile X. Alaoglu teoreemi pohjal saame leida pere (z}) osapere (z7,) nii, et
(27(,)) koondub *-norgalt mingiks elemendiks z* ruumis X*. On ilmne, et z* on
funktsionaali y* jatk, mistottu ||z*|| < [|z*]|.

Kasutades ruumi X omadust M*(a, B, ¢) saame niiiid, et

lim [lay;, + by" + cw®|| = lim ||(az],,,) + bx" + cz¥)|, ||
v p

< limsup [lazj,,) + bx* + cz”||
i

< lim sup a3, | = lim |15
nw

Vastuolu. Seega alamruumil Y on omadus M*(a, B, ¢). O

Allolev lemma kirjeldab, kuidas teatud kompaktsete aproksimeerivate perede
olemasolust jareldub omadus M*(a, B, ¢).

Lemma 4.2. Olgu X Banachi ruum. Kui iga tihemootmelise operaatori S €
L(X,X), [|S|| <1, korral leidub pingul kompaktne aproksimeeriv pere (K,) nii,
et

limsup ||lalx +bK,+c¢S|| <1 Vbe B,

siis ruumil X on omadus M*(a, B, c).

Toestus. Olgu (x}) tokestatud pere, mis koondub *-norgalt elemendiks z* ruumis
X*. Omaduse M*(a, B, ¢) definitsioonile jairgnenud arutelu pohjal piisab vaadelda
juhtu |ly*]| < ||z*||. Valime € X nii, et 2*(z) = 1 ning ||y*|| < 1/||z||. Téhistame
S = y* ® x. Siis lause 3.1 pohjal [|S]| = ||y*||||x]] < 1. Lisaks y* = S*z*, sest
kasutades operaatori y* ® = definitsiooni ning arvestades, et *(x) = 1, saame iga
z € X korral

S*at(z) = (279)(2) = 27(52) = 27 (y"(2)(2)) = y"(2)2"(z) = y"(2).
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Olgu (K,) eelduses antud pingul kompaktne aproksimeeriv pere. Kuna kom-
paktse operaatori kaasoperaator teisendab tokestatud *-norgalt koonduvad pered
normi jargi koonduvateks peredeks, siis [|[K*(z* — 2%)|| — 0 kui K € K(X, X).
Seega saame suvalise fikseeritud a korral

limsup ||ax] + bx™ + cy*|| = limsup ||alxz) + ba* + ¢S x* + OK x), — bK x),

+ 0K x" — bK a2 + cS™x), — Sz} ||
<limsup |[(alx~ + bK} + ¢S*)x} ||

+limsup [|(0KG + 57)(a" — )| + [b] - [|2" = Koa™||

< llalx + bKq + S| - limsup [l [| 4 [b] - ||=* — K327

Vaottes tilemise piirvadrtuse « jargi, jouamegi soovitud vorratuseni. O

Alljargnevast tulemusest ndhtub, et omadus M*(a, B, ¢) on separaablilt maa-
ratud.

Teoreem 4.3. Kui Banachi ruumi X koigil separaablitel kinnistel alamruumidel
on omadus M*(a, B, c), siis ruumil X on omadus M*(a, B, c).

Toestus. Oletame vastuvéiteliselt, et ruumil X ei ole omadust M*(a, B, ¢). Oma-
duse M*(a, B, c) definitsioonile jargnenud arutelu pohjal leiduvad siis b € B,
¥, y* € X* ja tokestatud pere () nii, et ||y*|| < ||z*||, (2}) koondub *-norgalt
elemendiks z* ruumis X ning

limsup ||ax} + bx™ + cy*|| > limsup ||z} ||
Minnes {ile osaperele, voime iildisust kitsendamata eeldada, et
lil{n |ax], + bx* + cy*|| > lil{n |5 ]].
Seega, minnes iile pere lopposale, voime iildisust kitsendamata eeldada, et

inf ||ax], 4+ bx* + cy*|| > 6 > sup ||z ||

mingi 6 > 0 korral. Valime zq € Sx ja vy nii, et ||y*]| < |z*(x0)| ja [(x} —

vi

x*)(zo)] < 1. Iga k =1,2,... korral valime induktiivselt z; € Sx ja vy, nii, et
(@, + b2 + cy”)(wg)] > 6
ja

1 1

|(27,.,, — ) (@0)] < k:—+1""’|(xzk+1 —a")(zp)| < T
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Votame Y = span{xg, x1,...}. Siis vastavalt z, valikule
" I < Nyl < |27 (2o)| < [l |, |
ja x} (y) — x*(y) iga y € Y korral, kuid

limsup (a5, +bx* + g || > 6 > sup | > sup |1z, |

1%

> sup ||z}, vl
n

Y|| > limsup ||z;,
n

Seega ruumil Y ei ole omadust M*(a, B, ¢). Vastuolu. O

Jargnevalt sonastame ilma toestusteta moned laused, mida meil ldheb vaja
jargmistes magistritoé osades. Lause 4.4 abil jareldame kdesoleva magistrit6o
pohiteoreemist 6.4 Saphari teoreemi 7.1, lauset 4.5 kasutame pohiteoreemi 6.4
toestamisel ning lause 4.6 leiab rakendust jargmises osas lause 5.2 toestuses. Koigi
nende lausete toestused voib leida E. Oja artiklist [17, osa 1].

Lause 4.4. Olgu 0 < r < 1. Téhistame B = {b : |b+ 1| < r}. Iga separaabel
Banachi ruum X, mille kaasruum on separaabel, on ekvivalentselt iimber normee-
ritav nii, et tal on omadus M*(1, B,0).

Lause 4.5. Kui Banachi ruumil X on omadus M*(a, B, c), kus max |B|+¢ > 1,
stis X on Asplundi ruum.

Lause 4.6. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus M*(a, B, c), kus max |B| +
c > 1, ning olgu Y ruumi X kinnine alamruum. Kui alamruumil Y leidub meet-
riline aproksimeeriv pere (K,), siis (K,) on pingul.
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5 Meetrilised aproksimeerivad pered ja omadus
M*(a, B, c)

Selle osa koige olulisemaks tulemuseks on teoreem 5.5, mis moodustab vundamen-
di, millele tugineb kéesoleva magistritéé pohiteoreemi 6.4 toestus. Sellele teoree-
mile eelneb siin osas hulk abitulemusi, mida me toestuses kasutame. Kéesolev osa
pohineb E. Oja artiklil [17], kust voib leida ka nende tulemuste toestused, mida
me siinkohal ei toesta.

Alustame sellest, et naitame, kuidas omadusest M*(a, B, ¢) jareldub teatud
geomeetriliste omadustega pingul aproksimeerivate perede olemasolu.

Olgu kogu selles osas B C K kompaktne hulk ning a,c > 0.

Lemma 5.1. Olgu X Banachi ruum omadusega M*(a, B,c) ning olgu Y tema
separaabel kinnine alamruum. Kui ruumil Y on pingul kompaktne aproksimeeriv
pere (L,)2,, siis leiduvad K, € conv{ Ly, L,.1,...}, n € N, nii, et

n=1>

limsup ||aly + bK, +cS|| <1 Vbe B, VS € Biyy).

Lause 5.2. Olgu X Banachi ruum omadusega M*(a, B, c), kus max |B|+c¢ > 1.
Kut ruume X separaablil kinnisel alamruumil Y on meetriline aproksimeeriv pere
(L), siis ruumil Y on ka pingul meetriline aproksimeeriv pere (K,)°, nii, et

K, € conv{L,, Ly1,...}, n € N, ning

limsup |laly +bK, +cS|| <1 Vbe B, VS € Bgyy)-
Toestus. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus M*(a, B, ¢), ning olgu Y ruumi
X separaabel kinnine alamruum, millel on meetriline aproksimeeriv pere (L) ;.

Siis lause 4.6 pohjal on see pere pingul ning lemma 5.1 pohjal leiduvad K, €
conv{L,, L,i1,...}, n € N, nii, et

limsup |laly +bK, +cS|| <1 Vbe B, VS € Biyy).

]

Lemma 5.3. Olgu X Banachi ruum ja T € Brx x). Kui ruumil X on meet-
riline aproksimatsiooniomadus ning ruumi X iga separaabel kinnine alamruum
Y, millel leidub meetriline aproksimeeriv pere (L), rahuldab tingimust, et iga
S € Bi(vy) korral leidub jada (K,)52, C conv{Ly, Lo, ...} nii, et

limsup [[aT|, + bT|, K, +cS|| <1 Vbe B,
siis iga S € Bx(x,x) korral leidub ruumil X meetriline aproksimeeriv pere (Ka)

nit, et
limsup ||aT + VT K, +cS|| <1 Vbe B.
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Jargmiseks nditame, et vaadeldavate geomeetriliste omadustega aproksimee-
rivate perede olemasolu on separaablilt méaaratud.

Teoreem 5.4. Olgu max|B| + ¢ > 1. Kui Banachi ruumil X on meetriline
aproksimatsiooniomadus ning ruumi X iga meetrilise aproksimatsiooniomadusega
separaabli kinnise alamruumi Y ja iga S € By v,y korral leidub pingul kompaktne

aproksimeeriv pere (K,)2;, mis rahuldab tingimust

limsup ||aly +bK,, +¢S|| <1 Vbe B,

siis iga S € By(x,x) korral leidub ruumil X pingul meetriline aproksimeeriv pere
(Ka), mis rahuldab tingimust

limsup ||alx +bK, +cS|| <1 Vbe B.

Toestus. Naitame koigepealt, et ruumil X on omadus M*(a, B, ¢). Selleks vaatle-
me ruumi X suvalist separaablit kinnist alamruumi Y. Teoreemi 4.3 pohjal piisab
néidata, et alamruumil Y on omadus M*(a, B, ¢). Kuna ruumil X on meetriline
aproksimatsiooniomadus, siis teoreemi 2.3 pohjal alamruum Y sisaldub ruumi X
separaablis kinnises alamruumis 7, millel on meetriline aproksimatsiooniomadus.
Eelduse kohaselt leidub iga S € Bx(z,z) korral pingul kompaktne aproksimeeriv
pere (K,,)% ;, mis rahuldab tingimust

limsup ||alz + 0K, +cS|| <1 Vbe B,

seega lause 4.2 pohjal on alamruumil Z omadus M*(a, B, ¢). Kuna ruum Y on ka
ruumi Z alamruum, siis lause 4.1 pohjal on alamruumil Y omadus M*(a, B, ¢).

Olgu niitid Y ruumi X suvaline meetrilise aproksimatsiooniomadusega sepa-
raabel kinnine alamruum. Kuna ruumil X on omadus M*(a, B, ¢), kus max | B| +
¢ > 1, siis kasutades teoreemi eeldust ning rakendades lauset 5.2 saame, et
alamruumil Y leidub pingul meetriline aproksimeeriv pere (L), kus L, €
conv{K,, K,.1,...}, n € N, nii, et

limsup ||aly +bL, +cS|| <1 Vbe B, VS € Bryy).
Paneme tahele, et kuna Y on ruumi X alamruum, siis Iy = I'x |Y7 seega lemma 5.3
pohjal leidub ruumil X iga S € Bi(x,x) korral meetriline aproksimeeriv pere (/)
nii, et
limsup ||alx +bK, +cS|| <1 Vbe B.
Lause 4.6 pohjal on pere (K,) pingul. ]

Teoreem 5.5. Olgu X Banachi ruum ning max |B|+c¢ > 1. Jargmised vdited on
samavddrsed:
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1°. Iga S € Bg(x,x) korral leidub pingul meetriline aproksimeeriv pere (K,),
mis rahuldab tingimust

limsup ||alx +bK, +¢cS|| <1 Vbe B.

2°. Ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus ja omadus M*(a, B, c).

3°. Ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus ning ruumi X iga aprok-
simatsiooniomadusega separaabli kinnise alamruumis Y korral leidub pingul
meetriline aproksimeeriv pere (K,)2,, mis rahuldab tingimust

limsup ||aly +bK,, +¢S|| <1 VbeB

iga S € Biy,y) korral.

Toestus. 1° = 2°. Leidugu iga S € Bx(x,x) korral pingul meetriline aproksimeeriv
pere (K,) nii, et

limsup ||alx +bK, +¢S|| <1 Vbe B.

Meetrilise aproksimeeriva pere olemasolust jareldub teoreemi 2.2 pohjal, et ruu-
mil X on meetriline aproksimatsiooniomadus. Lemmat 4.2 rakendades saame, et
ruumil X on ka omadus M*(a, B, ¢).

2° = 3° Olgu ruumil X meetriline aproksimatsiooniomadus ning omadus
M*(a, B, c). Siis lause 5.2 pohjal leidub ruumi X iga meetrilise aproksimatsiooni-
omadusega separaabli kinnise alamruumi Y korral pingul meetriline aproksimee-

riv pere (K,,)22 ;, mis rahuldab tingimust

limsup |laly +bK, +cS|| <1 VbeB

iga S € Bi(y,y) korral.
2° = 3° Olgu ruumil X meetriline aproksimatsiooniomadus ning leidugu
ruumi X iga meetrilise aproksimatsiooniomadusega separaabli kinnise alamruumi

Y korral pingul meetriline aproksimeeriv pere (K,)%;, mis rahuldab tingimust

limsup ||aly +bK, +cS|| <1 Vbe B

iga S € Bi(y,y) korral. Siis teoreemi 5.4 rakendades saame, et iga S € Bx(x x)
korral leidub ruumil X pingul meetriline aproksimeeriv pere (K,) nii, et

limsup ||alx +bK, +¢S|| <1 Vbe B.
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6 Pohiteoreem

Selles osas toestame magistrit6o pohitulemuse - teoreemi 6.4. Kuid alustame kol-
mest abitulemusest, mida meil pohiteoreemi toestamisel vaja laheb. Jargnev lem-
ma on skemaatiliselt tGestatud M. M. Day raamatus |1, lk. 30].

Lemma 6.1. Olgu Z normeeritud ruum ning Zy tema kinnine alamruum. Siis
ruumid 7% ja Z*]Z3 on isomeetriliselt isomorfsed. Seejuures

12" g 1z = ll=" + Z'|

ZO| Z*/Zd‘ VZ* € Z*

Toestus. Nende ruumide isomeetrilise isomorfsuse toestamiseks piisab néidata,
et leidub isomeetriline lineaarne pealekujutus Z*/Z3 — Z;.

Olgu i : Zy — Z samasusteisendus. Siis ¢* : Z* — Z; on pidev ja lineaarne.
Defineerime operaatori i’ : Z*/Z3y — Z¢ seosega

(2 Zy) =i (2Y) V2 2y € 277y

See definitsioon on korrektne, sest kui 2} + Z5- = 25 + Z3 (st. 2} — 25 € Z3"), siis
iga z € Zy korral

((2f + Zo) — ' (5 + Z)) (2) = (i"(21) — *(23)) (2) = (i"(#] — %)) ()

= (31 = 2)(i2) = (31 — %)(2) = 0,

seega (27 + Z3) = i'(25 + Zi). Mirkame veel, et i’ on lineaarne, sest i* on
lineaarne.

Kui 25 € Zj, siis Hahn-Banachi teoreemi kohaselt saame teda jatkada funkt-
sionaaliks z* € Z* nii, et ||2*|| = ||25]|. Seega

(2" + Zy)(2) = i*(2)(2) = 2°(i2) = 2°(2) = 25(2) V2 € Z,,

jarelikult i'(2* + Zy) = z5. Arvestades, et 25 € Z; oli suvaline, oleme saanud, et
17" on siirjektiivne.

Niitame niiiid, et i’ on isomeetria. Olgu 7 : Z* — Z*/Z;" kanooniline kujutus,
st. m(2*) = 2* + 23, 2* € Z*. Mirkame, et siis i* = i'7. Uldtuntud tulemus (mille
toestust vt. néiteks [19, k. 145]) vdidab, et kanooniline kujutus 7 teisendab ruumi
Z* lahtise iihikkera ruumi Z*/Z;" lahtiseks iihikkeraks. Seega

li*]l = sup [li*(z")[ = sup [|(i'm)(z")[| = sup |li'(z"+ Zg)l| = 1]
[ <1 =<1 llz*+Z5ll<1
Kuna ||| = ||7*|| = 1, siis saame vorratuse

1"+ Zo) Il < WWle” + Zoll = Nl=" + Zall, 2"+ Zy € 27/ 2y

Teistpidi vorratuse saamiseks paneme téihele, et i*(2*) = 2*

Z Seega,
19 (2" + Zg)ll = 1) = 127] I
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%
ZO_Z

zz. Paneme téhele, et siis 2* —y* € Z, jarelikult

Hahn-Banachi teoreemi pohjal saame leida y* € Z* nii, et y*
1]

ning

Zo

zZx = ||Z*‘Zo|
17(=" + Z)ll = lly*ll = Iz = (z" =)l = [l=" + Zg' |-

Seega i’ on isomeetria ning iihtlasi oleme toestanud lemma sonastuses toodud
vorduse. O

Definitsioon. Olgu Z Banachi ruum. Alamruumi V' C Z* karakteristikuks ni-
metatakse arvu r(V'), mis on mddratud vordusega

r(V) = inf sup |2"(2)].
z€5z z*EBy
Definitsioonist on ilmne, et (V') < 1. Jargnevalt nditame, et teatud erijuhul

on voimalik hulga karakteristikut ka alt hinnata. Tegemist on folkloorse faktiga,
mida omistatakse Dixmier’le.

Lemma 6.2. Olgu Z Banachi ruum ja V = ker f mingi f € Z** korral. Olgu
p > 0. Kui iga z € Sz ja iga A € K korral ||z + A\f ||z > p, siis r(V) > p.

Toestus. Selle lemma toestamisel kasutame jargmist iildtuntud tulemust (vt. néi-
teks [19, lk. 180]): kui X on Banachi ruum ja Y on normeeritud ruum ning
A€ L(X,Y), kusjuures ran A on tiielik, siis ran A* = (ker A)*.

Me saame mainitud tulemust rakendada, sest kuna ran f = {0} voiran f = K,
siis ta on tiielik. Seega ran f* = (ker f)*. Paneme veel tiihele, et kuna K* = K,
siis

ran f* = {f*(A) : A € K} = {\f: XA € K} = span{f},
ning jérelikult span{f} = (ker f)*. Seetdttu

Z** [span{f} = Z"*/(ker f)*

ning lemma 6.1 pohjal on see ruum isomeetriliselt isomorfne ruumiga (ker f)*,
kusjuures me saame sama lemma pohjal vorduse

sup  [27(2)] = ll2]qp pller - = ll2 + (ker £)7|

Z** [ (ker f)+
Z*eBkcrf

= |z +span{f}lz-/spantsy = inf [l2 + Af])

Jarelikult jouame soovitud vorratuseni:

r(V)=rker f) = inf sup [z"(2)]

2€52 2*€Bier f

= inf inf > inf inf p = p.
nf inf [z +Afll 2 Inf inf p=p
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Pohiteoreemi toestus kasutab veel jargmist tulemust, mida kutsutakse kaas-
ruumi normi *-norgaks alumiseks poolpidevuseks.

Lemma 6.3. Olgu X normeeritud ruum. Kui pere (z}) koondub *-norgalt ele-
mendiks x* ruumis X*, siis ||2*|| < liminf, ||2%].

Lemma toestust vt. néiteks [16, lk. 227] vai [1, k. 29].

Teoreem 6.4. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Eeldame, et ruumil Y on omadus
M*(a, B,c), kus max |B| + ¢ < 1, ning meetriline aproksimatsiooniomadus. Olgu
A(X,Y) ruumi L(X,Y) kinnine alamruum, mis sisaldab ruumi K(X,Y). Kui
AX,)Y) # K(X,Y), siis ei leidu projektorit ruumist A(X,Y') ruumile K(X,Y),
mille norm oleks vdiksem kui max|B| + c.

Toestus. Koigepealt méargime, et ruumil Y leidub teoreemi 5.5 pohjal pingul
meetriline aproksimeeriv pere (K,), st. iga indeksi a korral K, € F(Y)Y),
sup [|[Ko|| <1, Koy — yiga y € Y korral ning K y* — y* iga y* € Y* korral.
Kui K, € F(Y,Y), siis K} € F(Y*,Y*). Kuna | K}|| = || K.||, siis sup || K] <1,
jarelikult on ka ruumil Y* meetriline aproksimatsiooniomadus. Lause 4.5 pohjal
on Y Asplundi ruum. Seega lausete 3.2, 3.5 ja 3.4 pohjal on ruumid (K(X,Y))*
ja X**®Y* kanooniliselt isomeetriliselt isomorfsed duaalsuse

(v,8) = Z:cj;*(S*yZ), v = Zx;* Ry € X*RY*, Sek(X,Y),
n=1

n=1

kaudu. Lisaks on lause 3.3 pohjal ruumid (C(X, Y))* = (X*®Y™*)* ja L(X**,Y*)

kanooniliselt isomeetriliselt isomorfsed sarnase duaalsuse

(0,9) = (Szi) (), v=> zy@y, € X"RY", SeLX™Y™),
n=1 n=1

kaudu. Peale selle on £(X,Y) ja seetottu ka KC(X,Y") kanooniliselt sisestatavad
ruumi (K(X,Y))*™ = L(X*™*,Y™), kasutades isomeetriat T" — T™*.

Olgu niitid P pidev lineaarne projektor ruumist A(X,Y") ruumile (X, Y).
See tihendab, et P € L£(A(X,Y), A(X,Y)), P on projektor jaran P = K(X,Y).
Kuna A(X,Y) # K(X,Y), siis ker P # {0}. Néitamaks, et

IP|| = max|B| + ¢,

vaatleme suvalist operaatorit T' € ker P, ||T'|| = 1.
Olgu
V={veX"®Y": (v,T) =0} C (K(X,Y))"

operaatori 7" tuum, vaadeldes operaatorit 7% ruumi (K(X,Y))** elemendina.
Kuna T € ker P, siis iga S € Sk(x,y) ja iga A € K korral

P(S + A\T) = P(S) + P(\T') = P(S) + AP(T) = P(S) = S.
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Seega iga S € Sk(x,v) jaiga A € K korral
L= IS = 1P(S+AD)[| < [IPI[ - [[S + AT,

jarelikult iga S € Sk(xy) ja iga A € K korral
L5 a7 = 157 + AT
[ '

Lemma 6.2 pohjal oleme saanud, et

1

TP <r(V).

Teoreemi toestuse 1opetamiseks jaab veel ndidata, et

1
< —
V)= max |B| + ¢

Defineerime

. |b| , kui b # 0,
51gnb—{ 1, kulb—O

Olgu b selline hulga B element, mille korral max |B| = |b| = bsign b.
Fikseerime suvalise 0 < € < 1. Valime koigepealt x € By nii, et ||Tz| > e.
Me saame nii valida, sest

1= |T]| = sup ||Ta]| > .

rEBx
Leiame y* € Y™ nii, et [|y*]| = HT_ImH ja y*(T'z) = 1. Me saame nii valida, sest
teoreem piisavast arvust funktsionaalidest iitleb, et leidub y§ € Y* nii, et ||yg]| = 1

ja |lyg(Tz)|| = || Tz||. Tarvitseb votta y* = m(yg.
Vaatleme ihemootmelist lineaarset operaatorit

1
S = — Yy R Tr.
sign b

Paneme téhele, et S € Si(yv,y). Toepoolest, S € K(Y,Y), sest ta on ihemd6tmeline,
ning lause 3.1 pohjal

- - Ta|| = 1.
50 = | | 1ol = | g o

Paneme veel tdhele, et kuna

‘b+ = [bsignb+c| = |[b] + ¢| = [b] + ¢,

= ‘s1gnb} ‘b+

sign b sign b
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siis

6T + c¢ST|| > ||bTx 4+ cSTx|| = HbTx + _Ly*(Tx)Tx
sign b

C

= ‘b—i— ‘ || Tx|| > (6] + ¢)e.

sign b
Niitid kasutame teoreemi 5.5. Leiame meie S € Sk (v,y) jaoks pingul meetrilise
aproksimeeriva pere (K, ), mis rahuldab tingimust

limsup ||aly + bK, +cS|| <1,

mistottu ka
limsup ||aT + bK,T + ST < 1.

Paneme téahele, et kuna (K,) on pingul meetriline aproksimeeriv pere, siis
K} —, Iy~ ja pere (K,T) on tokestatud. Seega iga =™ € X** ja iga y* € Y*
korral

Kuna hulk
on pohihulk projektiivses tensorkorrutises X*®Y*, siis Banach-Steinhausi teo-
reemi pohjal saame, et K,T —, T ruumi £(X** Y**) *-ndrgas topoloogias, mis

on indutseeritud duaalsusest ruumiga X**®@Y*.
Kuna

bK,T + cST
|bK T + cST||

siis hulga V' karakteristiku definitsiooni pohjal kehtib iga o« korral

; bK,T + cST
"KL 4 ST /|

B

r(V)= inf  sup |[(v,2)| < sup

z€SK(X,v) vEBy vEBy

Markame, et kui v € V| siis

AT +bE.T+cST\ /. aT [ DEST ST
VKT +eST] [/ \" pKLT + eST| KT + oST|

B a .7+ { v bK,T +cST \ y bK,T + cST
~OKLT + ST M "IBKLT +cST|| )/ \ ' |[bKoT +cST|| /)’
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sest (v, T) = 0 vastavalt hulga V' definitsioonile. Seega

V) < < ol +bK, T + cST> < (H H al +bK,T +cST )
T su v, < Su vl
= [0K.T + cST|| o [bK.T + cST|
aTl + bK, T + ST o] |aT 4+ bK,T + ¢ST)|
= - sSu vl =
[DK.T +cST|[ || oem [0K.T + cST|

Kuna ruumi £(X**, Y**) *-ndrgas topoloogias
bK, T+ cST —, bT + ST,
siis lemma 6.3 pohjal
limainf 6K T + cST|| > ||bT 4 ST > (|b] +¢) - €.

Jarelikult

limsup,, ||[aT + bK,T + cST)|| 1
liminf, [|[0K.T +eST|  — (Jb]4+¢)-e

r(V) <

See vorratus kehtib iga positiivse arvu € < 1 korral. Seega, minnes piirile prot-
sessis € — 1, saamegi, et

1
V) <
( )_]b|+c’

ning sellega on teoreem toestatud. [
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7 Saphari teoreem kui pohiteoreemi rakendus

Kaéesolevas osas demonstreerime, kuidas magistrito6 pohiteoreemist saab holpsalt
jareldada jérgmise P. D. Saphari 1999. aastal ilmunud artiklis [22| tGestatud teo-
reemi.

Teoreem 7.1 (Saphar). Olgu Y selline reaalne Banachi ruum, et tema kaas-
ruum Y on separaabel ja aproksimatsiooniomadusega. Kui 1 < A < 2, sits saab
ruum: Y ekvivalentselt imber normeerida nii, et kui X on suvaline selline reaalne
Banachi ruum, et L(X,Y) # K(X,Y), siis ei leidu projektorit ruumist L(X,Y)

ruumile IC(X,Y), mille norm oleks vdiksem kui .

Toestus. Olgu Y reaalne Banachi ruum ning olgu Y* separaabel ja aproksimat-
siooniomadusega. Olgu veel 1 < A < 2. Téhistame

r=\-—1

ja
B={b:b+1|<r}.
Siis B on kompaktne hulk. Kuna Y™ on separaabel, siis lause 4.4 pohjal saame
ruumi Y timber normeerida nii, et tal on omadus M*(1, B,0). Paneme téhele, et
praegu
max|B|+c=|—-(r+1)|+0=r+1=)

Kuna Y™ on separaabel ja tal on aproksimatsiooniomadus, siis teoreemi 2.6
pohjal on tal meetriline aproksimatsiooniomadus, millest teoreemi 2.5 pohjal
omakorda jareldub, et ruumil Y on meetriline aproksimatsiooniomadus. Selle-
ga on taidetud koik pohiteoreemi 6.4 eeldused. Rakendame seda teoreemi vottes
A(X,Y) = L(X,Y). Saame, et kui L(X,Y) # K(X,Y), siis ei leidu projektorit
ruumilt £(X,Y) ruumile £(X,Y'), mille norm oleks viiksem kui A, mis tGestab
Saphari teoreemi. O
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Summary

Projections onto the space of compact operators
Joosep Lippus

Let X and Y be Banach spaces over the same, either real or complex, field
K. We denote by £(X,Y’) the Banach space of bounded linear operators from X
to Y and by (X,Y) its subspace of compact operators.

A classical long-standing open question is the following (see, e.g., [8], [5], [3],
[7], [4] for results and references). Either £(X,Y) = K(X,Y), or there is no
bounded linear projection from £(X,Y") onto I(X,Y)? Recently, the following
result was established by Saphar [22].

Theorem (Saphar). Let Y be a real Banach space such that its dual space Y*
1s separable and has the approximation property. If A is a scalar with 1 < A < 2,
then Y can be equivalently renormed so that, for any real Banach space X with
L(X,Y) # K(X,Y), there is no projection from L(X,Y) onto K(X,Y) with
norm less than A.

Throughout this paper, B C K will be a compact set and a,c > 0. We say
that a Banach space Y has property M*(a, B, c) if

lim sup |lay} + by* + cz*|| < limsup ||y}|| Vb e B

whenever (y¥) is a bounded net converging weak™ to y* in Y* and ||z*|| < ||y
Property M*(a, B, c) was recently introduced and studied in [17].
The following theorem is the main result of this thesis.

Theorem. LetY be a Banach space satisfying property M*(a, B, ¢) with max | B|+
¢ > 1 and having the metric approrimation property. Let X be a Banach space and
let A(X,Y) be a closed subspace of L(X,Y) containing K(X,Y). If A(X,Y) #
K(X,Y), then there is no projection from A(X,Y) onto K(X,Y') with norm less
than max |B| + c.

In [17, Proposition 1.2|, it is proved, that if 0 < r < 1, then any Banach
space Y with separable dual can be equivalently renormed to satisfy property
M*(1,B,0) with B={b: |b+ 1| <r}. In this case, max |B| +c¢=1+7.

On the other hand, it is a well-known result, due to Grothendieck [6], that
the approximation property of separable Y* implies the metric approximation
property of Y* which in turn implies the metric approximation property of Y.

Therefore the main Theorem implies Saphar’s theorem, giving also some in-
sight into it.
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