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Sissejuhatus
Käesolevas magistritöös uuritakse kompaktsete operaatorite alamruumi asendit
pidevate lineaarsete operaatorite ruumis. Olgu X ja Y Banachi ruumid üle ühe
ja sama korpuse K, kus K on kas reaalarvude korpus R v~oi kompleksarvude kor-
pus C. Olgu L(X, Y ) k~oigi ruumist X ruumi Y tegutsevate pidevate lineaarsete
operaatorite ruum ja K(X, Y ) k~oigi ruumist X ruumi Y tegutsevate kompaktsete
lineaarsete operaatorite ruum. Tänaseni on lahendamata järgmine kuulus prob-
leem (vt. näiteks [8], [5], [3], [7] ja [4]). Kui L(X, Y ) 6= K(X,Y ), kas siis leidub
pidevaid lineaarseid projektoreid ruumist L(X, Y ) ruumile K(X, Y )?

1999. aastal t~oestas Saphar artiklis [22], et teatud eeldustel saab reaalse Ba-
nachi ruumi Y ümber normeerida nii, et iga reaalse Banachi ruumi X korral,
mille puhul L(X, Y ) 6= K(X, Y ), ei leidu projektorit ruumist L(X, Y ) ruumile
K(X, Y ), mille norm oleks väiksem etteantud arvust.

Käesoleva magistritöö p~ohieesmärgiks on t~oestada, et kui A(X, Y ) on ruu-
mi L(X, Y ) kinnine alamruum, mis sisaldab ruumi K(X, Y ), ning A(X,Y ) 6=
K(X, Y ), siis Saphari teoreemiga v~orreldes üldisematel eeldustel (näiteks ei pea
ruumid X ja Y olema reaalsed) saab väita, et ei leidu projektorit ruumistA(X, Y )
ruumile K(X, Y ), mille norm oleks väiksem eeldustes etteantud arvust.

Esimeses osas uurime magistritöö teema üldisemat konteksti. Vaatleme, kui-
das on Banachi ruumi alamruumi täiendatavuse küsimus seotud projektorite ek-
sisteerimisega. K~oige olulisema tulemusena t~oestame Banachi ruumi alamruumi
täiendatavuse kriteeriumi projektorite kaudu.

Teises osas defineerime aproksimatsiooniomaduse ja aproksimeerivad pered
ning uurime m~oningaid nende omadusi. Olulisema tulemusena t~oestame, et meet-
rilise aproksimeeriva pere olemasolu Banachi ruumis on samaväärne meetrilise
aproksimatsiooniomadusega. Lisaks toome t~oestuseta ära kaks Grothendiecki tu-
lemust (vt. [6]), mida kasutame selleks, et järeldada magistritöö p~ohiteoreemist
Saphari teoreem.

Kolmas osa on pühendatud Banachi ruumide tensorkorrutiste uurimisele. An-
tud osa eesmärgiks on samastada ruumi K(X, Y ) kaasruum teatud projektiivse
tensorkorrutisega ning tema teine kaasruum ruumiga L(X∗∗, Y ∗∗). Üksikud tu-
lemused teel selle eesmärgini on ka t~oestatud, üldiselt on antud referatiivse osa
koostamisel tuginetud artiklile [18].

Neljandas ja viiendas osas tutvume omadusega M∗(a, B, c). Toome ära hulga
tulemusi artiklist [17], mida p~ohiteoreemi t~oestamisel vaja läheb, ning valikuliselt
ka t~oestame neid. Viienda osa k~oige olulisemaks tulemuseks on teoreem 5.5, mis
annab pingul meetriliste aproksimeerivate perede kaudu kaks tarvilikku ja piisa-
vat tingimust selleks, et meetrilise aproksimatsiooniomadusega Banachi ruumil
oleks omadus M∗(a, B, c).

Kuuendas osas t~oestame käesoleva magistritöö p~ohiteoreemi 6.4.
Seitsmendas osas näitame, kuidas magistritöö p~ohiteoreemist järeldub Saphari

teoreem.
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Töös on kasutatud järgmisi tähistusi.
Sümbolitega N, R ja C tähistame vastavalt naturaalarvude, reaalarvude ja

kompleksarvude hulki. Käesolevas magistritöös vaatleme vektorruume üle korpu-
se K, kus K = R v~oi K = C.

Olgu X vektorruum, A ⊂ X mingi hulk ning T ruumis X tegutsev operaator.
Siis

span A =

{
n∑

i=1

λiai : ai ∈ A, λi ∈ K, i = 1, . . . , n, n ∈ N

}
,

conv A =

{
n∑

i=1

λiai : ai ∈ A, λi ∈ K, λi ≥ 0, i = 1, . . . , n,

n∑
i=1

λi = 1, n ∈ N

}
,

ran T = {Tx : x ∈ X},

ker T = {x ∈ X : Tx = 0},

Olgu X ja Y normeeritud ruumid üle korpuse K. Ruumist X ruumi Y tegutse-
vate pidevate lineaarsete operaatorite ruumi tähistame L(X, Y ), selle kompaktse-
te operaatorite alamruumi K(X, Y ) ning viimase l~oplikum~o~otmeliste operaatorite
alamruumi F(X, Y ). Ruumi X kaasruumiks nimetame pidevate lineaarsete ope-
raatorite ruumi L(X, K) ning tähistame X∗. Kogu magistritöös vaatleme Banachi
ruumi sisestatuna oma teise kaasruumi. Operaatori T ∈ L(X, Y ) kaasoperaato-
rit tähistame T ∗ : Y ∗ → X∗. Hulga A ⊂ X sulundit tähistame A. Ruumi X
ühikoperaatorit tähistame IX . Veel kasutame järgmisi tähistusi:

B(a, r) = {x ∈ X : ‖x− a‖ < r}, a ∈ X, r > 0,

BX = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1},

SX = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}.
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1 Alamruumi täiendatavusest ja projektoritest
Selles osas heidame pilgu magistritöö teema üldisemale kontekstile. Defineerime
alamruumi täiendi vektorruumis ja Banachi ruumis ning selgitame, kuidas on Ba-
nachi ruumi alamruumi täiendatavuse küsimus seotud projektorite eksisteerimi-
sega. Antud osa k~oige olulisema tulemusena t~oestame Banachi ruumi alamruumi
täiendatavuse kriteeriumi projektorite kaudu. Käesoleva osa koostamisel on tu-
ginetud J. Lippuse bakalaureusetööle [15], mis omakorda tugineb p~ohiliselt R. E.
Edwardsi raamatule [25].

Alustame vektorruumi alamruumi täiendatavusest.

Definitsioon. Olgu X vektorruum ning Y ja Z tema alamruumid. Kui iga ele-
ment x ∈ X esitub ühesel viisil summana x = y + z, kus y ∈ Y ja z ∈ Z, siis öel-
dakse, et ruum X on alamruumide Y ja Z otsesumma (tähistatakse X = Y ⊕Z).
Seejuures öeldakse, et alamruum Z on alamruumi Y (algebraline) täiend ja alam-
ruum Y on alamruumi Z (algebraline) täiend.

Saab t~oestada (vt. näiteks [15]), et vektorruumi suvaline alamruum on alati
algebraliselt täiendatav ning et neid täiendeid on üldjuhul l~opmata palju.

Toome järgmiseks projektori definitsiooni ning t~oestame paar p~ohilist oma-
dust, mida meil edaspidi korduvalt vaja läheb.

Definitsioon. Olgu X vektorruum. Lineaarset operaatorit P : X → X nimeta-
takse projektoriks, kui P 2 = P .

Olgu P : X → X projektor. Kuna P on lineaarne, siis ran P on ruumi X
alamruum. Näitame, et

ran P = {x ∈ X : Px = x}. (1.1)

Kui Px = x, siis x ∈ ran P . Kui aga x ∈ ran P , siis leidub y ∈ X nii, et
Py = x. Kuid siis Px = P 2y = Py = x.

Lause 1.1. Olgu Y vektorruumi X alamruum. Lineaarne operaator P : X → X
on projektor ja ran P = Y parajasti siis, kui ran P ⊂ Y ja Py = y iga y ∈ Y
korral.

T~oestus. Tarvilikkus on ilmne, kuna ran P = {x ∈ X : Px = x}.
Piisavus. Vaatleme suvalist elementi x ∈ X. Kuna ran P ⊂ Y , siis Px = y ∈

Y . Seega P 2x = Py = y = Px, mist~ottu P 2 = P . Kuna iga y ∈ Y korral Py = y,
siis v~orduse (1.1) p~ohjal saame, et Y ⊂ ran P , järelikult ran P = Y .

Lemma 1.2. Olgu X vektorruum ja P projektor. Siis ran P = ker(I − P ) ja
ran(I − P ) = ker P .
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T~oestus. Esimese v~orduse t~oestamiseks näitame, et ran P ⊂ ker(I−P ) ja ker(I−
P ) ⊂ ran P . Olgu x ∈ ran P . Siis v~orduse (1.1) p~ohjalt Px = x ja seega Px−x = 0
ning järelikult x ∈ ker(I − P ). Olgu nüüd x ∈ ker(I − P ), st. (I − P )x = 0. Siis
x− Px = 0, järelikult Px = x. Seega x ∈ ran P .

Teise v~orduse t~oestamiseks näitame k~oigepealt, et ka (I − P ) on projektor.
T~oepoolest,

(I − P )2 = (I − P )(I − P ) = I2 − P − P + P 2 = I − P − P + P = I − P.

Nüüd saame esimest v~ordust kasutades ran(I − P ) = ker(I − (I − P )) = ker P ,
millega on ka teine v~ordus t~oestatud.

Järgnev teoreem kirjeldab vektorruumi alamruumide ja nende täiendite ning
projektorite vahelist seost. Alamruum ja tema täiend määravad üheselt projektori
ning ka vastupidi, projektor määrab üheselt alamruumi ja tema täiendi.

Teoreem 1.3. Olgu X vektorruum ning Y ja Z tema alamruumid. V~ordus X =
Y ⊕ Z kehtib parajasti siis, kui leidub projektor P : X → X nii, et ran P = Y ja
ker P = Z.

T~oestus. Tarvilikkus. Olgu X = Y ⊕ Z, st. iga x ∈ X on üheselt esitatav kujul
x = y + z, kus y ∈ Y ja z ∈ Z. Defineerime operaatori P seosega Px = y.

Näitame, et P on projektor ja ran P = Y . Lause 1.1 järgi piisab selleks näi-
data, et ran P ⊂ Y ja Py = y iga y ∈ Y korral. Sisalduvus ran P ⊂ Y kehtib
operaatori P definitsiooni kohaselt. Fikseerime suvalise elemendi y ∈ Y . Vaadel-
des elementi y kui ruumi X elementi, saame

Py = P (y + 0) = y.

Seega P on projektor ja ran P = Y .
Näitame nüüd, et ker P = Z. Selleks näitame, et Z ⊂ ker P ja ker P ⊂ Z.

Fikseerime suvalise z ∈ Z. Siis z ruumi X elemendina esitub kujul z = 0 + z,
järelikult

Pz = P (0 + z) = 0

ja Z ⊂ ker P . Fikseerime nüüd suvalise z ∈ ker P , st. Pz = 0. Siis z = 0 + z,
järelikult z ∈ Z ja ker P ⊂ Z. Seega ker P = Z.

Piisavus. Olgu P projektor ning olgu ran P = Y ja ker P = Z. Siis ran(I −
P ) = Z (vt. lemma 1.2). Iga x ∈ X korral

x = Px + x− Px = Px + (I − P )x,

mist~ottu
X = ran P + ran(I − P ) = Y + Z.

Olgu x ∈ Y ∩ Z. Siis x = Px = (I − P )x ja järelikult

x = Px = P (I − P )x = P (x− Px) = Px− P 2x = Px− Px = 0.
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Sellest, et X = Y +Z ja Y ∩Z = {0}, järeldub, et X = Y ⊕Z, sellega on teoreem
t~oestatud.

Kuna Banachi ruum on vektorruum, siis k~oik tema alamruumid on algeb-
raliselt täiendatavad. Banachi ruumi alamruumi täiendatavus defineeritakse aga
traditsiooniliselt üksnes Banachi ruumi kinniste alamruumide jaoks.

Definitsioon. Olgu X Banachi ruum ja Y tema kinnine alamruum. Öeldakse,
et Y on täiendatav, kui leidub ruumi X kinnine alamruum Z nii, et X = Y ⊕Z.
Sellist alamruumi Z nimetatakse alamruumi Y täiendiks.

Banachi ruumi kinnine alamruum ei pruugi üldiselt olla täiendatav. Klassi-
kaline näide mittetäiendatavast alamruumist on k~oigi nulliks koonduvate jadade
alamruum c0 k~oigi t~okestatud jadade ruumis m (selle R. S. Phillipsi tulemuse
detailset t~oestust vt. näiteks [15]). Suurem osa käesolevast magistritööst uurib
projektoreid kasutades kuulsat senilahendamata probleemi - kui mingite Banachi
ruumide X ja Y korral K(X, Y ) 6= L(X, Y ), kas siis kinnine alamruum K(X, Y )
on täiendatav ruumis L(X, Y ).

Järgnevalt t~oestame käesoleva osa p~ohitulemuse - Banachi ruumi alamruumi
täiendatavuse kriteeriumi projektorite kaudu. Kuid enne seda toome veel ühe
abitulemuse, mida me kasutame p~ohitulemuse t~oestamisel.

Lause 1.4. Olgu X normeeritud ruum. Kui projektor P : X → X on pidev, siis
ran P on kinnine.

T~oestus. Vaatleme jada xn ∈ ran P , kus xn → x. Projektori P pidevuse t~ottu
Pxn → Px. Kuna Pxn = xn, siis ka xn → Px, mist~ottu Px = x. Seega x ∈ ran P
ja järelikult ran P on kinnine.

Teoreem 1.5 (täiendatavuse kriteerium projektorite kaudu). Olgu X Ba-
nachi ruum. Tema kinnine alamruum Y on täiendatav parajasti siis, kui leidub
projektor P ∈ L(X, X) nii, et Y = ran P . Kui kinnine alamruum Z ⊂ X on
alamruumi Y täiend, siis Z = ker P .

T~oestus. Tarvilikkus. Olgu Y täiendatav. Siis leidub kinnine alamruum Z nii, et
X = Y ⊕ Z, seega iga x ∈ X on üheselt esitatav kujul x = y + z, kus y ∈ Y
ja z ∈ Z. Defineerime operaatori P : X → X seosega Px = y. Näitame, et
operaator P ongi otsitav projektor.

Kontrollime, et operaator P on lineaarne. Olgu x1, x2 ∈ X. Siis on need
üheselt esitatavad kujul x1 = y1 + z1 ja x2 = y2 + z2, kus y1, y2 ∈ Y ja z1, z2 ∈ Z.
Operaatori P definitsiooni kohaselt

P (x1 + x2) = P (y1 + z1 + y2 + z2) = P (y1 + y2 + z1 + z2) = y1 + y2 = Px1 + Px2.

Olgu nüüd x ∈ X ja λ ∈ K. Olgu elemendi x esitus x = y + z. Siis

P (λx) = P (λ(y + z)) = P (λy + λz) = λy = λPx.
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Seega operaator P on lineaarne.
Operaatori P definitsioonist on selge, et ran P ⊂ Y . Olgu y ∈ Y . Elemendi y

kui ruumi X = Y ⊕ Z elemendi esitus on y = y + 0. Operaatori P definitsiooni
p~ohjal Py = y. Seega lause 1.1 p~ohjal on operaator P projektor ja ran P = Y .

Näitame nüüd, et ker P = Z. Selleks näitame, et Z ⊂ ker P ja ker P ⊂ Z.
Fikseerime suvalise z ∈ Z. Siis z ruumi X elemendina esitub kujul z = 0 + z,
järelikult

Pz = P (0 + z) = 0

ja Z ⊂ ker P . Fikseerime nüüd suvalise z ∈ ker P , st. Pz = 0. Siis z = 0 + z,
järelikult z ∈ Z ja ker P ⊂ Z. Seega ker P = Z.

Näitame nüüd, et projektor P on pidev. Selleks kasutame teoreemi kinni-
sest graafikust, mille kohaselt Banachi ruumist Banachi ruumi tegutsev lineaarne
operaator on pidev, kui tema graafik on kinnine.

Veendume, et projektori P graafik on kinnine. Vaatleme jada xn → x. Olgu
Pxn → y. Näitame, et y = Px. Projektori P definitsiooni kohaselt xn = Pxn+zn,
kus zn ∈ Z. Kuna xn → x ja Pxn → y, siis zn = xn − Pxn → x− y. Alamruumi
Z kinnisuse t~ottu x − y ∈ Z. Alamruum Y = ran P on samuti kinnine, seega
y ∈ ran P . Järelikult leidub x0 ∈ X nii, et y = Px0. Seega x = Px0 + (x − y).
Projektori P definitsioonist saame, et Px0 = Px, järelikult y = Px. Projektori
P graafiku kinnisus on t~oestatud.

Kuna projektor P on lineaarne, siis rakendades teoreemi kinnisest graafikust,
saame, et projektor P on pidev. Seega P ∈ L(X,X).

Piisavus. Leidugu projektor P ∈ L(X,X) nii, et Y = ran P . Iga elemendi
x ∈ X korral x = Px + (x− Px). Kuna P ja I − P on pidevad projektorid, siis
ran P ja ran(I −P ) on ruumi X kinnised alamruumid. Seega, tähistades y = Px
ja z = x − Px, saame elemendi x esituse x = y + z, kus y ∈ ran P = Y ja
z ∈ ran(I − P ).

Näitame, et see esitus on ühene. Olgu veel x = y1 + z1, kus y1 ∈ ran P ja
z1 ∈ ran(I−P ). Siis Px = Py1+Pz1. Kuna lemma 1.2 p~ohjal ran(I−P ) = ker P ,
siis Pz1 = 0. Seega Px = Py1. Samas y1 ∈ ran P , mist~ottu Py1 = y1. Seega
y1 = Px = y ning z1 = x − y1 = x − Px = z. Järelikult on see esitus ühene,
mist~ottu X = Y ⊕ ran(I − P ).

Ilma t~oestuseta toome veel ühe tulemuse Banachi ruumi kinnise alamruumi
täiendite paljususe kohta. Kui kinnine alamruum on täiendatav, siis järgnev lause
kirjeldab, kuidas juhul, kui vaadeldav alamruum ei lange kokku kogu ruumiga
ega koosne ainult nullelemendist, on v~oimalik antud alamruumile konstrueerida
l~opmatu arv erinevaid täiendeid (detailset t~oestust vt. näiteks [15, lk. 12-13]).

Lause 1.6. Olgu X Banachi ruum ning Y ja Z tema kinnised alamruumid,
kusjuures X = Y ⊕Z. Siis {Az + z : z ∈ Z} on ruumi X kinnine alamruum ning
X = Y ⊕ {Az + z : z ∈ Z} iga operaatori A ∈ L(Z, Y ) korral.
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2 Aproksimatsiooniomadus ja aproksimeerivad
pered

Käesolevas osas tutvume aproksimatsiooniomaduse ja aproksimeerivate perede
m~oistetega ning uurime nende meie jaoks olulisemaid omadusi. Oma käsitluses
oleme tuginenud p~ohiliselt raamatutele [14] ja [23]. Folkloorsete faktide - lause 2.1
ja teoreemi 2.2 - detailsed t~oestused on N. Morozova semestritööst [24].

Definitsioon. Öeldakse, et Banachi ruumil X on aproksimatsiooniomadus, kui
iga kompaktse hulga K ⊂ X ning iga arvu ε > 0 korral leidub operaator A ∈
F(X, X) nii, et

‖Ax− x‖ ≤ ε ∀x ∈ K.

Seega, ruumi X aproksimatsiooniomadus tähendab, et tema ühikoperaator on
kompaktsetel hulkadel kuitahes hästi lähendatav l~oplikum~o~otmeliste operaatori-
tega.

Definitsioon. Öeldakse, et Banachi ruumil X on meetriline aproksimatsiooni-
omadus, kui iga kompaktse hulga K ⊂ X ning iga arvu ε > 0 korral leidub
operaator A ∈ F(X, X) nii, et ‖A‖ ≤ 1 ning

‖Ax− x‖ ≤ ε ∀x ∈ K.

Järgmiseks näitame, et meetrilise aproksimatsiooniomaduse korral v~oime de-
finitsioonis kompaktsed hulgad asendada l~oplike hulkadega.

Lause 2.1. Banachi ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus parajasti
siis, kui iga l~opliku hulga K ⊂ X ning iga arvu ε > 0 korral leidub operaator
A ∈ F(X, X) nii, et ‖A‖ ≤ 1 ning

‖Ax− x‖ ≤ ε ∀x ∈ K.

T~oestus. Tarvilikkus on triviaalne, sest iga l~oplik hulk on kompaktne.
Piisavus. Fikseerime suvalise ε > 0 ning suvalise kompaktse hulga K ⊂ X.

Hausdorffi teoreemi kohaselt leidub hulgal K l~oplik ε/3-v~ork {x1, . . . , xn}, st.

K ⊂
n⋃

i=1

B
(
xi,

ε

3

)
.

Seega iga x ∈ K korral leidub xi, i ∈ {1, . . . , n}, nii, et

‖x− xi‖ ≤
ε

3
.

Eelduse p~ohjal leidub operaator A ∈ F(X, X) nii, et ‖A‖ ≤ 1 ning

‖Axi − xi‖ ≤
ε

3
.
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Järelikult iga x ∈ K korral

‖Ax− x‖ ≤ ‖Ax− Axi + Axi − xi + xi − x‖
≤ ‖Ax− Axi‖+ ‖Axi − xi‖+ ‖xi − x‖
≤ ‖A‖‖x− xi‖+ ‖Axi − xi‖+ ‖xi − x‖

≤ 1 · ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

Toome nüüd sisse aproksimeerivate perede definitsioonid ning veendume, et
meetrilise aproksimeeriva pere olemasolu Banachi ruumis on samaväärne sellega,
et antud ruumil on meetriline aproksimatsiooniomadus.

Definitsioon. Olgu X Banachi ruum. Peret (Kα) ⊂ K(X, X) nimetatakse kom-
paktseks aproksimeerivaks pereks, kui Kαx → x iga x ∈ X korral. Erijuhul, kui
Kα ∈ F(X, X) iga α korral, nimetatakse peret (Kα) aproksimeerivaks pereks.

Definitsioon. Olgu X Banachi ruum ning (Kα) kompaktne aproksimeeriv pere.
Kui K∗

αx∗ → x∗ iga x∗ ∈ X∗ korral, siis öeldakse, et pere (Kα) on pingul.

Definitsioon. Olgu (Kα) aproksimeeriv pere. Kui supα ‖Kα‖ ≤ 1, siis öeldakse,
et (Kα) on meetriline aproksimeeriv pere.

Teoreem 2.2. Banachi ruumil on meetriline aproksimatsiooniomadus parajasti
siis, kui tal leidub meetriline aproksimeeriv pere.

T~oestus. Tarvilikkus. Olgu Banachi ruumil X meetriline aproksimatsioonioma-
dus. Vaatleme hulka ϑ, mille elementideks on paarid α = (K, ε), kus K on ruumi
X kompaktne alamhulk ja ε > 0. Järjestame hulga ϑ järgmiselt:

(K1, ε1) ≤ (K2, ε2) ⇔ K1 ⊂ K2 ∧ ε1 ≥ ε2.

Kontrollime k~oigepealt, et tegu on suunatud hulga järjestusseosega.
Kui α = (K, ε) ∈ ϑ, siis K ⊂ K ning ε ≥ ε, seega a ≤ a.
Olgu α = (K1, ε1), β = (K2, ε2), γ = (K3, ε3) ∈ ϑ sellised, et α ≤ β ja β ≤ γ.

Siis K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ning ε1 ≥ ε2 ≥ ε3, seega α ≤ γ.
Olgu α = (K1, ε1), β = (K2, ε2) ∈ ϑ. Näitame, et leidub γ = (K, ε) ∈ ϑ nii, et

α ≤ γ ja β ≤ γ. Tähistame K = K1 ∪K2 ja ε = min{ε1, ε2}. Kuna K1 ja K2 on
kompaktsed hulgad, siis ka K on kompaktne hulk. Kuna ε1, ε2 > 0, siis ka ε > 0.
Seega γ = (K, ε) ∈ ϑ. Vastavalt definitsioonile K1 ⊂ K ja ε1 ≥ ε ning K2 ⊂ K ja
ε2 ≥ ε, seega α ≤ γ ning β ≤ γ. Oleme näinud, et tegu on t~oepoolest suunatud
hulga järjestusseosega.

Moodustame nüüd pere (Aα)α∈ϑ nii, et seame igale indeksile α = (K, ε) ∈ ϑ
vastavusse operaatori Aα ∈ F(X, X) meetrilise aproksimatsiooniomaduse defi-
nitsioonist. Siis supα ‖Aα‖ ≤ 1.

10



Olgu x ∈ X suvaline. Näitame, et Aαx → x. Selleks fikseerime suvalise ε0 > 0
ning näitame, et leidub αε0 nii, et kui α ≥ αε0 , siis ‖Aαx − x‖ < ε0. Tähistame
αε0 = ({x}, ε0/2). Kuna {x0} kui l~oplik hulk on kompaktne ning ε0/2 > 0, siis
αε0 ∈ ϑ. Kui α = (K, ε) ≥ αε0 , siis

{x} ⊂ K ja
ε0

2
≥ ε.

Seega iga α ≥ αε0 korral

‖Aαx− x‖ ≤ ε ≤ ε0

2
< ε0.

Järelikult Aαx → x iga x ∈ X korral. Kuna Aα on l~oplikum~o~otmeline iga α korral
ning supα ‖Aα‖ ≤ 1, siis (Aα) on meetriline aproksimeeriv pere.

Piisavus. Olgu (Aα) meetriline aproksimeeriv pere Banachi ruumis X, st. iga
x ∈ X korral Aαx → x ning supα ‖Aα‖ ≤ 1.

Fikseerime l~opliku hulga K = {x1, . . . , xn} ⊂ X ja ε > 0. Lause 2.1 p~ohjal
piisab näidata, et leidub operaator A ∈ F(X, X) nii, et ‖A‖ ≤ 1 ning ‖Axi−xi‖ ≤
ε, i ∈ {1, . . . , n}.

Vaatleme elementi x1 ∈ K. Eelduse p~ohjal Aαx1 → x1. Seega saame leida
indeksi α1 ∈ ϑ nii, et iga α ≥ α1 korral ‖Aαx1−x1‖ < ε. Vaatleme nüüd elementi
x2 ∈ K. Kuna Aαx2 → x2, siis saame leida indeksi α2 ∈ ϑ nii, et α2 ≥ α1 ning
iga α ≥ α2 korral ‖Aαx2 − x2‖ < ε. Samamoodi jätkates saame, et leidub indeks
αn ∈ ϑ nii, et αn ≥ . . . ≥ α1 ning iga α ≥ αn korral ‖Aαxn − xn‖ < ε. V~otame
A = Aαn , siis ‖Axi − xi‖ < ε, i ∈ {1, . . . , n}, ning ‖A‖ = ‖Aαn‖ ≤ 1, seega
ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus.

Banachi ruumi meetrilisest aproksimatsiooniomadusest ei järeldu üldjuhul te-
ma alamruumide meetriline aproksimatsiooniomadus. Järgmine teoreem näitab
teatud separaablilt määratud aproksimatsiooniomadusega alamruumi olemasolu.

Teoreem 2.3. Kui Banachi ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus,
siis ruumi X iga separaabel kinnine alamruum Y sisaldub ruumi X separaablis
kinnises alamruumis Z, millel on meetriline aproksimatsiooniomadus.

T~oestus. Olgu Banachi ruumil X meetriline aproksimatsiooniomadus ning olgu Y
ruumi X separaabel kinnine alamruum. Vastavalt separaabli ruumi definitsioonile
saame leida jada (yn) ⊂ BY nii, et {y1, y2, . . .} = BY .

Valime T1 ∈ F(X, X) nii, et ‖T1‖ ≤ 1 ja

‖T1y1 − y1‖ < 1.

Me saame nii valida, sest ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus ning
ühepunktine hulk {y1} on kompaktne. Järgmiseks valime T2 ∈ F(X, X) nii, et
‖T2‖ ≤ 1 ning

‖T2x− x‖ <
1

2
∀x ∈ {y1, y2} ∪BT1(X).
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Me saame nii valida, sest BT1(X) kui l~oplikum~o~otmelise ruumi T1(X) ühikkera
on kompaktne, seega ka hulk {y1, y2} ∪BT1(X) on kompaktne. Edasi valime T3 ∈
F(X, X) nii, et ‖T3‖ ≤ 1 ja

‖T3x− x‖ <
1

3
∀x ∈ {y1, y2, y3} ∪Bspan(T1(X)∪T2(X)).

See on v~oimalik, sest kuna T1(X) ja T2(X) on l~oplikum~o~otmelised ruumid, siis
ka span(T1(X) ∪ T2(X)) on l~oplikum~o~otmeline, järelikult Bspan(T1(X)∪T2(X)) kui
l~oplikum~o~otmelise ruumi ühikkera on kompaktne, mist~ottu ka hulk {y1, y2, y3} ∪
Bspan(T1(X)∪T2(X)) on kompaktne. Analoogiliselt jätkates saame jada (Tn) ⊂ F(X, X),
‖Tn‖ ≤ 1, mis rahuldab tingimust

‖Tnx− x‖ <
1

n
∀x ∈ {y1, . . . , yn} ∪Bspan

⋃n−1
i=1 Ti(X).

Defineerime hulga Z järgmiselt:

Z = {x ∈ X : x = lim
n

Tnx}.

Näitame k~oigepealt, et hulk Z on ruumi X alamruum. T~oepoolest, kui x1, x2 ∈ Z
ning α ja β on arvud, siis

lim
n

Tn(αx1 + βx2) = lim
n

(αTnx1 + βTnx2)

= α lim
n

Tnx1 + β lim
n

Tnx2 = αx1 + βx2,

seega αx1 + βx2 ∈ Z.
Näitame nüüd, et alamruum Z on kinnine. Olgu (xk) ⊂ Z, xk → x ∈ X ning

olgu ε > 0 suvaline. Siis saame leida k ∈ N nii, et ‖x− xk‖ < ε/3, seega ka

‖Tnxk − Tnx‖ ≤ ‖Tn‖‖xk − x‖ ≤ ‖xk − x‖ <
ε

3
.

Kuna xk ∈ Z, siis vastavalt hulga Z konstruktsioonile saame leida N ∈ N nii, et
kui n > N , siis ‖xk − Tnxk‖ ≤ ε/3. Seega kui n > N , siis

‖x− Tnx‖ ≤ ‖x− xk‖+ ‖xk − Tnxk‖+ ‖Tnxk − Tnx‖ <
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,

mis tähendab, et x = limn Tnx, järelikult x ∈ Z ning alamruum Z on kinnine.
Vastavalt alamruumi Z definitsioonile

Z ⊂
∞⋃

n=1

Tn(X).

Kuna Tn(X) on l~oplikum~o~otmeline iga n ∈ N korral, siis leidub iga n korral ruu-
mis Tn(X) l~oplik p~ohihulk. Järelikult hulgas

⋃∞
n=1 Tn(X) leidub ülimalt loenduv

p~ohihulk, mist~ottu alamruum Z on separaabel.
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Paneme tähele, et jada (Tn) valiku p~ohjal limn Tnyi = yi, i = 1, 2, . . .. Kuna
{y1, y2, . . .} ⊂ Z, siis

G = {y1, y2, . . .} ⊂ Z = Z.

Märkame veel, et iga x ∈ X, Tnx 6= 0, korral
Tnx

‖Tnx‖
∈ BTn(X) ⊂ Bspan

⋃n
i=1 Ti(X),

seega vastavalt operaatorite Tn definitsioonile

‖TmTnx− Tnx‖ =
‖Tnx‖
‖Tnx‖

‖TmTnx− Tnx‖ = ‖Tnx‖
∥∥∥∥ 1

‖Tnx‖
(TmTnx− Tnx)

∥∥∥∥
= ‖Tnx‖

∥∥∥∥Tm
Tnx

‖Tnx‖
− Tnx

‖Tnx‖

∥∥∥∥ < ‖Tnx‖ ·
1

m

iga m > n korral. Järelikult

Tnx = lim
m

TmTnx ∀x ∈ X,∀n ∈ N,

mist~ottu
Tn(X) ⊂ Z ∀n ∈ N.

Seega paneme tähele, et iga n ∈ N korral Tn ∈ F(X, Z), järelikult

Sn := Tn

∣∣
Z
∈ F(Z,Z).

Kuna ‖Sn‖ ≤ ‖Tn‖ ≤ 1 ning vastavalt definitsioonile Snx → x iga x ∈ Z korral,
siis on (Sn) alamruumi Z meetriline aproksimeeriv pere, järelikult on alamruumil
Z meetriline aproksimatsiooniomadus.
Märkus 2.4. Eelmise teoreemi väide on pööratav. Nimelt kehtib väide, et Ba-
nachi ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus parajasti siis, kui iga tema
separaabel kinnine alamruum Y sisaldub separaablis kinnises alamruumis Z, mil-
lel on meetriline aproksimatsiooniomadus (vt. näiteks [9, lemma 1 ja järelduse 1
t~oestus] ja [10, lemma 3, (b)] v~oi [23, lk. 606]). Märgime, et piisavuse t~oestus on
küllaltki töömahukas ning kasutab Lindenstraussi tehnikat, mis v~oimaldab mitte-
pidevatest ja mittelineaarsetest operaatoritest lähtudes konstrueerida meetrilist
aproksimeerivat peret.

Alljärgnev teoreem, mis on t~oestatud näiteks raamatus [23, lk. 321], väidab, et
Banachi ruumi kaasruumi meetrilisest aproksimatsiooniomadusest järeldub selle
ruumi meetriline aproksimatsiooniomadus.
Teoreem 2.5. Kui Banachi ruumi X kaasruumil X∗ on meetriline aproksimat-
siooniomadus, siis ka ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus.
Teoreem 2.6. Olgu X selline Banachi ruum, mille kaasruum X∗ on separaabel.
Kui ruumil X∗ on aproksimatsiooniomadus, siis on tal ka meetriline aproksimat-
siooniomadus.

Selle küllaltki raske teoreemi t~oestuse v~oib leida raamatust [14, lk. 39]. Märgi-
me, et pole teada, kas teoreemi väide kehtib mitteseparaabli kaasruumi X∗ korral.
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3 Banachi ruumide tensorkorrutised
Antud osas tutvume Banachi ruumide tensorkorrutise m~oistega ning kirjeldame
injektiivseid ja projektiivseid tensorkorrutisi ning nende kaasruume. Need leiavad
olulist rakendust magistritöö p~ohiteoreemi 6.4 t~oestuses. Käesoleva osa koosta-
misel on tuginetud p~ohiliselt E. Oja artiklile [18] ning ka R. A. Ryani raamatule
[21].

Olgu X ja Y Banachi ruumid. Olgu fikseeritud n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ X,
y1, . . . , yn ∈ Y . Vaatleme operaatorit u : X∗ → Y ,

u(x∗) =
n∑

i=1

x∗(xi)yi, x∗ ∈ X∗.

Tähistame
n∑

i=1

xi ⊗ yi = u.

Siis u ∈ F(X∗, Y ). T~oepoolest, vastavalt definitsioonile on u lineaarne ja t~okestatud
ning

u(x∗) ∈ span{y1, . . . , yn}, x∗ ∈ X∗.

Definitsioon. Banachi ruumide X ja Y algebraliseks tensorkorrutiseks nimeta-
takse hulka

X ⊗ Y =

{
n∑

i=1

xi ⊗ yi : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ X, y1, . . . , yn ∈ Y

}
.

Banachi ruumide algebraline tensorkorrutis on vektorruum. Märgime veel, et
algebralise tensorkorrutise definitsioonist tulenevalt v~oib ruumi X ⊗ Y alati vaa-
delda ruumi F(X∗, Y ) alamruumina. Edaspidises olulise erijuhuna kehtib v~ordus

X∗ ⊗ Y = F(X, Y ).

Uurime nüüd, kuidas saaks muuta algebralise tensorkorrutise k~oigepealt nor-
meeritud ruumiks ning hiljem Banachi ruumiks nii, et see norm oleks koosk~olas
tensorkorrutamisega.

Definitsioon. Normi ‖ · ‖α tensorkorrutisel X ⊗ Y nimetatakse tensornormiks,
kui

‖x⊗ y‖α = ‖x‖ · ‖y‖ ∀x ∈ X,∀y ∈ Y.

Tähistame edaspidi

X ⊗α Y = (X ⊗ Y, ‖ · ‖α).

Normeeritud ruum X ⊗α Y ei ole üldiselt Banachi ruum.
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Definitsioon. Ruumi X⊗αY täieldit tähistatakse X⊗̂αY ja nimetatakse Banachi
ruumide X ja Y tensorkorrutiseks.

Ruum X⊗̂αY on Banachi ruum.
Vaatleme veidi lähemalt kahte erineva normiga Banachi ruumide tensorkorru-

tist - injektiivset ja projektiivset. Alustame injektiivsest tensorkorrutisest, mille
definitsioon tugineb sisalduvusele X ⊗ Y ⊂ F(X∗, Y ).

Definitsioon. Operaatornormi tensorkorrutisel X⊗Y nimetatakse injektiivseks
normiks ning tähistatakse ‖ · ‖ε, st.

‖u‖ε = ‖u‖ ∀u ∈ X ⊗ Y.

Injektiivne norm on tensornorm, sest Hahn-Banachi teoreemi järelduse p~ohjal

‖x⊗ y‖ε = ‖x⊗ y‖ = sup
‖x∗‖≤1

‖(x⊗ y)(x∗)‖ = sup
‖x∗‖≤1

‖x∗(x)y‖

= sup
‖x∗‖≤1

|x∗(x)|‖y‖ = ‖x‖‖y‖.

Lause 3.1. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui operaator S : X → Y on kujul
S = x∗ ⊗ y, kus x∗ ∈ X∗ ja y ∈ Y , siis ‖S‖ = ‖x∗‖‖y‖.

T~oestus. Injektiivse normi definitsiooni p~ohjal

‖S‖ = ‖x∗ ⊗ y‖ε = ‖x∗‖‖y‖,

sest injektiivne norm on tensornorm.

Me saame kasutada sümbolit X ⊗ε Y = (X ⊗ Y, ‖ · ‖ε).

Definitsioon. Ruumi X⊗̂εY nimetatakse Banachi ruumide X ja Y injektiivseks
tensorkorrutiseks ja tähistatakse

X⊗̌Y = X⊗̂εY.

Kuna (L(X∗, Y ), ‖ · ‖) on Banachi ruum, siis

X⊗̌Y = X ⊗ Y
‖·‖

.

Meenutades, et X∗ ⊗ Y = F(X, Y ), saame siit järeldada v~orduse

X∗⊗̌Y = F(X, Y ) ⊂ L(X, Y ).

Näitame nüüd, et teatud eeldustel saab injektiivset tensorkorrutist X∗⊗̌Y samas-
tada kompaktsete lineaarsete operaatorite ruumiga K(X, Y ).
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Lause 3.2. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui ruumil X∗ v~oi ruumil Y on
aproksimatsiooniomadus, siis

X∗⊗̌Y = K(X, Y ).

T~oestus. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Teame juba, et X∗⊗̌Y = F(X, Y ), seega
on veel vaja t~oestada, et kui ruumil X∗ v~oi ruumil Y on aproksimatsiooniomadus,
siis

F(X, Y ) = K(X, Y ).

Olgu esiteks ruumil Y aproksimatsiooniomadus ning olgu T ∈ K(X, Y ) ja
ε > 0 suvalised. Näitame, et leidub S ∈ F(X, Y ) nii, et ‖T − S‖ ≤ ε.

Kuna operaator T on kompaktne, siis T (BX) on kompaktne hulk ruumis Y .
Ruumi Y aproksimatsiooniomaduse t~ottu leidub seega operaator R ∈ F(Y, Y )
nii, et iga y ∈ T (BX) korral ‖y−Ry‖ ≤ ε. Tähistame S = RT . Siis S ∈ F(X, Y )
ning

‖T − S‖ = sup
x∈BX

‖Tx− Sx‖ = sup
x∈BX

‖Tx−RTx‖ ≤ ε.

Olgu nüüd ruumil X∗ aproksimatsiooniomadus ning olgu T ∈ K(X, Y ) ja
ε > 0 suvalised. Näitame, et leidub S ∈ F(X, Y ) nii, et ‖T − S‖ ≤ ε.

Kuna T ∈ K(X, Y ), siis T ∗ ∈ K(Y ∗, X∗), seega T ∗(BY ∗) on kompaktne hulk
ruumis X∗. Ruumi X∗ aproksimatsiooniomaduse t~ottu leidub operaator R ∈
F(X∗, X∗) nii, et iga x∗ ∈ T (BY ∗) korral ‖x∗ −Rx∗‖ ≤ ε.

Kuna T on kompaktne, siis T ∗∗(X∗∗) ⊂ Y (vt. näiteks [16, lk. 341]), seega
T ∗∗R∗ ∈ F(X∗∗, Y ). Tähistame S = T ∗∗R∗

∣∣
X

. Siis S ∈ F(X, Y ). Paneme tähele,
et Hahn-Banachi teoreemi järelduse p~ohjal iga x ∈ BX korral

‖Tx− Sx‖ = sup
y∗∈BY ∗

|y∗(Tx)− y∗(T ∗∗R∗x)| = sup
y∗∈BY ∗

|(T ∗y∗)x− (RT ∗y∗)x|

≤ sup
y∗∈BY ∗

‖T ∗y∗ −R(T ∗y∗)‖ ≤ ε.

Järelikult
‖T − S‖ = sup

x∈BX

‖Tx− Sx‖ ≤ ε.

Defineerime nüüd Banachi ruumide projektiivse tensorkorrutise. Selleks pea-
me alustama projektiivse tensornormi m~oistega.

Definitsioon. Projektiivne norm ‖ · ‖π algebralisel tensorkorrutisel X ⊗ Y defi-
neeritakse järgmiselt:

‖u‖π = inf

{
n∑

i=1

‖xi‖‖yi‖ : u =
n∑

i=1

xi ⊗ yi

}
.
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Ka projektiivne norm on tensornorm, seega v~oib kirjutada X ⊗π Y = (X ⊗
Y, ‖ · ‖π).

Definitsioon. Ruumi X⊗̂πY nimetatakse Banachi ruumide X ja Y projektiiv-
seks tensorkorrutiseks ja tähistatakse

X⊗̂Y = X⊗̂πY.

Grothendieck on andnud projektiivsele tensorkorrutisele lihtsa kirjelduse (vt.
[6], t~oestust vt. näiteks [2, lk. 227]): iga u ∈ X⊗̂Y esitub kujul

u =
∞∑

n=1

xn ⊗ yn, kus
∞∑

n=1

‖xn‖‖yn‖ < ∞

(rida koondub absoluutselt projektiivse normi suhtes). Lisaks sellele

‖u‖π = inf

{
∞∑

n=1

‖xn‖‖yn‖ : u =
∞∑

n=1

xn ⊗ yn

}
, u ∈ X⊗̂Y,

kus infiimum on v~oetud üle k~oikv~oimalike u esituste sellisel kujul.
Projektiivse tensorkorrutise kaasruumi saab veelgi lihtsamalt kirjeldada. Ruu-

mi X⊗̂Y kaasruum on isomorfne ruumidega L(X, Y ∗) ja L(Y, X∗) vastavalt
duaalsuste 〈

A,
∞∑

n=1

xn ⊗ yn

〉
=

∞∑
n=1

(Axn)(yn)

ja 〈
B,

∞∑
n=1

xn ⊗ yn

〉
=

∞∑
n=1

(Byn)(xn)

kaudu. See isomorfism on ka isomeetria, seega oleme saanud järgmise tulemuse.

Lause 3.3. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Siis

(X⊗̂Y )∗ = L(X, Y ∗) ja (X⊗̂Y )∗ = L(Y,X∗).

Kirjeldame nüüd Banachi ruumide projektiivset tensorkorrutist tuumaope-
raatorite ruumi kaudu, seda küll täiendavatel eeldustel.

Definitsioon. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Öeldakse, et operaator T ∈ L(X, Y )
on tuumaoperaator, kui leiduvad x∗n ∈ X∗ ja yn ∈ Y nii, et

∞∑
n=1

‖x∗n‖‖yn‖ < ∞ ja Tx =
∞∑

n=1

x∗n(x)yn ∀x ∈ X.

Tähistame T =
∑∞

n=1 x∗n ⊗ yn. K~oigi ruumist X ruumi Y tegutsevate tuumaope-
raatorite ruumi tähistame N (X, Y ).
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Ruumist X∗⊗̂Y saab defineerida loomuliku pealekujutuse ruumile N (X, Y ).
See seab suvalisele elemendile u ∈ X∗⊗̂Y , mis esitub kujul

u =
∞∑

n=1

x∗n ⊗ yn, kus
∞∑

n=1

‖x∗n‖‖yn‖ < ∞,

vastavusse tuumaoperaatori
∞∑

n=1

x∗n ⊗ yn : x 7→
∞∑

n=1

x∗n(x)yn.

Kui kas ruumil X∗ v~oi ruumil Y on aproksimatsiooniomadus, siis kasutades pro-
jektiivse tensorkorrutise kaasruumi (X∗⊗̂Y )∗ kirjeldust kui vastavalt kas operaa-
torite ruumi L(Y,X∗∗) v~oi L(X∗, Y ∗) ning Hahn-Banachi teoreemi, saab näida-
ta, et mainitud loomulik pealekujutus on üks-ühene (vt. näiteks [6, ptk. I, lk.
167]). See kujutus on ka isomeetria ruumide X∗⊗̂Y ja N (X, Y ) vahel, kui ruum
N (X, Y ) varustada operaatori tuumanormiga

‖T‖N = inf

{
∞∑

n=1

‖x∗n‖‖yn‖ : T =
∞∑

n=1

x∗n ⊗ yn

}
, T ∈ N (X, Y ).

Seega kehtib järgmine lause.

Lause 3.4. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui ruumil X∗ v~oi ruumil Y on
aproksimatsiooniomadus, siis

X∗⊗̂Y = N (X, Y ).

Injektiivse tensorkorrutise kaasruumi kirjeldamine on üldjuhul üsnagi tööma-
hukas ülesanne, mis n~ouab integraaloperaatori m~oistet ja omadusi. Toome järg-
nevalt ilma t~oestuseta ära injektiivse tensorkorrutise kaasruumi kirjelduse teatud
eeldustel (lause 3.5 t~oestust vt. [21, lk. 114]).

Definitsioon. Öeldakse, et Banachi ruum X on Asplundi ruum, kui ruumi X
iga separaabli alamruumi Y kaasruum Y ∗ on separaabel.

Lause 3.5. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui Y on Asplundi ruum, siis

(X∗⊗̌Y )∗ = N (X∗, Y ∗).

Lauses 3.5 kaasruumi kirjeldust märkiv v~ordus tähendab isomeetrilist isomor-
fismi, mis on defineeritud duaalsusega

〈
T,

n∑
i=1

x∗i ⊗ yi

〉
=

n∑
i=1

(Tx∗i )(yi).
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4 Omadus M ∗(a, B, c)

Käesolevas osas defineerime omaduse M∗(a, B, c) ning uurime m~oningaid tema
omadusi. Omaduse M∗(a, B, c) t~oi sisse E. Oja artiklis [17], sellel samal artiklil
p~ohineb ka magistritöö käesolev osa. Märgime, et omadus M∗(a, B, c) üldistab
N. J. Kaltoni poolt artiklis [12] kasutusele v~oetud omadust (M∗) (vt. ka [11])
ning Å. Lima poolt artiklis [13] toodud omadust (wM∗). Täpsemalt, (M∗) =
M∗(1, {−1}, 1) ja (wM∗) = M∗(1, {−2}, 0).

Alustuseks defineerime ülemise piirväärtuse, sest seda kasutab M∗(a, B, c)
definitsioon.

Definitsioon. Olgu (λα) pere ruumis R. Pere (λα) ülemine piirväärtus lim supα λα

defineeritakse järgmiselt:

lim sup
α

λα = sup lim
β

λβ,

kus supreemum v~oetakse üle pere (λα) k~oigi koonduvate osaperede (λβ).

Olgu kogu selles osas B ⊂ K kompaktne hulk ning a, c ≥ 0.

Definitsioon. Me ütleme, et Banachi ruumil X on omadus M∗(a, B, c), kui sel-
lest, et x∗, y∗ ∈ X∗ rahuldavad v~orratust ‖y∗‖ ≤ ‖x∗‖ ning (x∗ν) on t~okestatud
pere, mis koondub *-n~orgalt elemendiks x∗ ruumis X∗, järeldub, et

lim sup
ν

‖ax∗ν + bx∗ + cy∗‖ ≤ lim sup
ν

‖x∗ν‖ ∀b ∈ B.

Paneme tähele, et omaduse M∗(a, B, c) definitsioonis piisab tegelikult vaa-
delda selliseid funktsionaale x∗, y∗ ∈ X∗, et ‖y∗‖ < ‖x∗‖. T~oepoolest, kehtigu
v~orratus

lim sup
ν

‖ax∗ν + bx∗ + cy∗‖ ≤ lim sup
ν

‖x∗ν‖ ∀b ∈ B,

kui ‖y∗‖ < ‖x∗‖. Olgu nüüd x∗, y∗ ∈ X∗ sellised, et ‖y∗‖ = ‖x∗‖ ning olgu
0 < t < 1. Siis ‖ty∗‖ < ‖x∗‖ ning kehtib v~orratus

lim sup
ν

‖ax∗ν + bx∗ + cty∗‖ ≤ lim sup
ν

‖x∗ν‖ ∀b ∈ B.

Minnes piirile protsessis t → 1 saamegi v~orratuse

lim sup
ν

‖ax∗ν + bx∗ + cy∗‖ ≤ lim sup
ν

‖x∗ν‖ ∀b ∈ B.

Järgmiseks näitame, et omadus M∗(a, B, c) pärandub alamruumidesse.

Lause 4.1. Olgu X Banachi ruum omadusega M∗(a, B, c). Siis ka ruumi X k~oigil
alamruumidel on omadus M∗(a, B, c).
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T~oestus. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus M∗(a, B, c), ning olgu Y
ruumi X alamruum. Oletame vastuväiteliselt, et alamruumil Y ei ole omadust
M∗(a, B, c), seega saame leida b ∈ B, y∗, w∗ ∈ Y ∗ ning t~okestatud pere (y∗ν) nii,
et ‖w∗‖ ≤ ‖y∗‖, pere (y∗ν) koondub *-n~orgalt elemendiks y∗ ruumis Y ∗ ja

lim sup
ν

‖ay∗ν + by∗ + cw∗‖ > lim sup
ν

‖y∗ν‖.

Vastavalt ülemise piirväärtuse definitsioonile v~oime osaperele üle minnes üldisust
kitsendamata eeldada, et

lim
ν
‖ay∗ν + by∗ + cw∗‖ > lim

ν
‖y∗ν‖.

Olgu x∗ν ja z∗ vastavalt funktsionaalide y∗ν ja w∗ normi säilitavad jätkud ruu-
mile X. Alaoglu teoreemi p~ohjal saame leida pere (x∗ν) osapere (x∗ν(µ)) nii, et
(x∗ν(µ)) koondub *-n~orgalt mingiks elemendiks x∗ ruumis X∗. On ilmne, et x∗ on
funktsionaali y∗ jätk, mist~ottu ‖z∗‖ ≤ ‖x∗‖.

Kasutades ruumi X omadust M∗(a, B, c) saame nüüd, et

lim
ν
‖ay∗ν + by∗ + cw∗‖ = lim

µ
‖(ax∗ν(µ) + bx∗ + cz∗)

∣∣
Y
‖

≤ lim sup
µ

‖ax∗ν(µ) + bx∗ + cz∗‖

≤ lim sup
µ

‖x∗ν(µ)‖ = lim
ν
‖y∗ν‖.

Vastuolu. Seega alamruumil Y on omadus M∗(a, B, c).

Allolev lemma kirjeldab, kuidas teatud kompaktsete aproksimeerivate perede
olemasolust järeldub omadus M∗(a, B, c).

Lemma 4.2. Olgu X Banachi ruum. Kui iga ühem~o~otmelise operaatori S ∈
L(X, X), ‖S‖ ≤ 1, korral leidub pingul kompaktne aproksimeeriv pere (Kα) nii,
et

lim sup
α

‖aIX + bKα + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B,

siis ruumil X on omadus M∗(a, B, c).

T~oestus. Olgu (x∗ν) t~okestatud pere, mis koondub *-n~orgalt elemendiks x∗ ruumis
X∗. Omaduse M∗(a, B, c) definitsioonile järgnenud arutelu p~ohjal piisab vaadelda
juhtu ‖y∗‖ < ‖x∗‖. Valime x ∈ X nii, et x∗(x) = 1 ning ‖y∗‖ < 1/‖x‖. Tähistame
S = y∗ ⊗ x. Siis lause 3.1 p~ohjal ‖S‖ = ‖y∗‖‖x‖ < 1. Lisaks y∗ = S∗x∗, sest
kasutades operaatori y∗⊗x definitsiooni ning arvestades, et x∗(x) = 1, saame iga
z ∈ X korral

S∗x∗(z) = (x∗S)(z) = x∗(Sz) = x∗(y∗(z)(x)) = y∗(z)x∗(x) = y∗(z).
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Olgu (Kα) eelduses antud pingul kompaktne aproksimeeriv pere. Kuna kom-
paktse operaatori kaasoperaator teisendab t~okestatud *-n~orgalt koonduvad pered
normi järgi koonduvateks peredeks, siis ‖K∗(x∗ − x∗ν)‖ → 0 kui K ∈ K(X, X).
Seega saame suvalise fikseeritud α korral

lim sup
ν

‖ax∗ν + bx∗ + cy∗‖ = lim sup
ν

‖aIX∗x∗ν + bx∗ + cS∗x∗ + bK∗
αx∗ν − bK∗

αx∗ν

+ bK∗
αx∗ − bK∗

αx∗ + cS∗x∗ν − cS∗x∗ν‖
≤ lim sup

ν
‖(aIX∗ + bK∗

α + cS∗)x∗ν‖

+ lim sup
ν

‖(bK∗
α + cS∗)(x∗ − x∗ν)‖+ |b| · ‖x∗ −K∗

αx∗‖

≤ ‖aIX + bKα + cS‖ · lim sup
ν

‖x∗ν‖+ |b| · ‖x∗ −K∗
αx∗‖.

V~ottes ülemise piirväärtuse α järgi, j~ouamegi soovitud v~orratuseni.

Alljärgnevast tulemusest nähtub, et omadus M∗(a, B, c) on separaablilt mää-
ratud.

Teoreem 4.3. Kui Banachi ruumi X k~oigil separaablitel kinnistel alamruumidel
on omadus M∗(a, B, c), siis ruumil X on omadus M∗(a, B, c).

T~oestus. Oletame vastuväiteliselt, et ruumil X ei ole omadust M∗(a, B, c). Oma-
duse M∗(a, B, c) definitsioonile järgnenud arutelu p~ohjal leiduvad siis b ∈ B,
x∗, y∗ ∈ X∗ ja t~okestatud pere (x∗ν) nii, et ‖y∗‖ < ‖x∗‖, (x∗ν) koondub *-n~orgalt
elemendiks x∗ ruumis X ning

lim sup
ν

‖ax∗ν + bx∗ + cy∗‖ > lim sup
ν

‖x∗ν‖.

Minnes üle osaperele, v~oime üldisust kitsendamata eeldada, et

lim
ν
‖ax∗ν + bx∗ + cy∗‖ > lim

ν
‖x∗ν‖.

Seega, minnes üle pere l~opposale, v~oime üldisust kitsendamata eeldada, et

inf
ν
‖ax∗ν + bx∗ + cy∗‖ > δ > sup

ν
‖x∗ν‖

mingi δ > 0 korral. Valime x0 ∈ SX ja ν1 nii, et ‖y∗‖ < |x∗(x0)| ja |(x∗ν1
−

x∗)(x0)| < 1. Iga k = 1, 2, . . . korral valime induktiivselt xk ∈ SX ja νk+1 nii, et

|(ax∗νk
+ bx∗ + cy∗)(xk)| > δ

ja

|(x∗νk+1
− x∗)(x0)| <

1

k + 1
, . . . , |(x∗νk+1

− x∗)(xk)| <
1

k + 1
.
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V~otame Y = span{x0, x1, . . .}. Siis vastavalt x0 valikule

‖y∗
∣∣
Y
‖ ≤ ‖y∗‖ < |x∗(x0)| ≤ ‖x∗

∣∣
Y
‖

ja x∗νn
(y) → x∗(y) iga y ∈ Y korral, kuid

lim sup
n

‖(ax∗νn
+ bx∗ + cy∗)

∣∣
Y
‖ ≥ δ > sup

ν
‖x∗ν‖ ≥ sup

n
‖x∗νn

‖

≥ sup
n
‖x∗νn

∣∣
Y
‖ ≥ lim sup

n
‖x∗νn

∣∣
Y
‖.

Seega ruumil Y ei ole omadust M∗(a, B, c). Vastuolu.

Järgnevalt s~onastame ilma t~oestusteta m~oned laused, mida meil läheb vaja
järgmistes magistritöö osades. Lause 4.4 abil järeldame käesoleva magistritöö
p~ohiteoreemist 6.4 Saphari teoreemi 7.1, lauset 4.5 kasutame p~ohiteoreemi 6.4
t~oestamisel ning lause 4.6 leiab rakendust järgmises osas lause 5.2 t~oestuses. K~oigi
nende lausete t~oestused v~oib leida E. Oja artiklist [17, osa 1].

Lause 4.4. Olgu 0 ≤ r < 1. Tähistame B = {b : |b + 1| ≤ r}. Iga separaabel
Banachi ruum X, mille kaasruum on separaabel, on ekvivalentselt ümber normee-
ritav nii, et tal on omadus M∗(1, B, 0).

Lause 4.5. Kui Banachi ruumil X on omadus M∗(a, B, c), kus max |B|+ c > 1,
siis X on Asplundi ruum.

Lause 4.6. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus M∗(a, B, c), kus max |B|+
c > 1, ning olgu Y ruumi X kinnine alamruum. Kui alamruumil Y leidub meet-
riline aproksimeeriv pere (Kα), siis (Kα) on pingul.
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5 Meetrilised aproksimeerivad pered ja omadus
M ∗(a, B, c)

Selle osa k~oige olulisemaks tulemuseks on teoreem 5.5, mis moodustab vundamen-
di, millele tugineb käesoleva magistritöö p~ohiteoreemi 6.4 t~oestus. Sellele teoree-
mile eelneb siin osas hulk abitulemusi, mida me t~oestuses kasutame. Käesolev osa
p~ohineb E. Oja artiklil [17], kust v~oib leida ka nende tulemuste t~oestused, mida
me siinkohal ei t~oesta.

Alustame sellest, et näitame, kuidas omadusest M∗(a, B, c) järeldub teatud
geomeetriliste omadustega pingul aproksimeerivate perede olemasolu.

Olgu kogu selles osas B ⊂ K kompaktne hulk ning a, c ≥ 0.

Lemma 5.1. Olgu X Banachi ruum omadusega M∗(a, B, c) ning olgu Y tema
separaabel kinnine alamruum. Kui ruumil Y on pingul kompaktne aproksimeeriv
pere (Ln)∞n=1, siis leiduvad Kn ∈ conv{Ln, Ln+1, . . .}, n ∈ N, nii, et

lim sup
n

‖aIY + bKn + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B, ∀S ∈ BK(Y,Y ).

Lause 5.2. Olgu X Banachi ruum omadusega M∗(a, B, c), kus max |B|+ c > 1.
Kui ruumi X separaablil kinnisel alamruumil Y on meetriline aproksimeeriv pere
(Ln)∞n=1, siis ruumil Y on ka pingul meetriline aproksimeeriv pere (Kn)∞n=1 nii, et
Kn ∈ conv{Ln, Ln+1, . . .}, n ∈ N, ning

lim sup
n

‖aIY + bKn + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B, ∀S ∈ BK(Y,Y ).

T~oestus. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus M∗(a, B, c), ning olgu Y ruumi
X separaabel kinnine alamruum, millel on meetriline aproksimeeriv pere (Ln)∞n=1.
Siis lause 4.6 p~ohjal on see pere pingul ning lemma 5.1 p~ohjal leiduvad Kn ∈
conv{Ln, Ln+1, . . .}, n ∈ N, nii, et

lim sup
n

‖aIY + bKn + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B, ∀S ∈ BK(Y,Y ).

Lemma 5.3. Olgu X Banachi ruum ja T ∈ BL(X,X). Kui ruumil X on meet-
riline aproksimatsiooniomadus ning ruumi X iga separaabel kinnine alamruum
Y , millel leidub meetriline aproksimeeriv pere (Ln)∞n=1, rahuldab tingimust, et iga
S ∈ BK(Y,Y ) korral leidub jada (Kn)∞n=1 ⊂ conv{L1, L2, . . .} nii, et

lim sup
n

‖aT
∣∣
Y

+ bT
∣∣
Y
Kn + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B,

siis iga S ∈ BK(X,X) korral leidub ruumil X meetriline aproksimeeriv pere (Kα)
nii, et

lim sup
α

‖aT + bTKα + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B.
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Järgmiseks näitame, et vaadeldavate geomeetriliste omadustega aproksimee-
rivate perede olemasolu on separaablilt määratud.

Teoreem 5.4. Olgu max |B| + c > 1. Kui Banachi ruumil X on meetriline
aproksimatsiooniomadus ning ruumi X iga meetrilise aproksimatsiooniomadusega
separaabli kinnise alamruumi Y ja iga S ∈ BK(Y,Y ) korral leidub pingul kompaktne
aproksimeeriv pere (Kn)∞n=1, mis rahuldab tingimust

lim sup
n

‖aIY + bKn + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B,

siis iga S ∈ BK(X,X) korral leidub ruumil X pingul meetriline aproksimeeriv pere
(Kα), mis rahuldab tingimust

lim sup
α

‖aIX + bKα + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B.

T~oestus. Näitame k~oigepealt, et ruumil X on omadus M∗(a, B, c). Selleks vaatle-
me ruumi X suvalist separaablit kinnist alamruumi Y . Teoreemi 4.3 p~ohjal piisab
näidata, et alamruumil Y on omadus M∗(a, B, c). Kuna ruumil X on meetriline
aproksimatsiooniomadus, siis teoreemi 2.3 p~ohjal alamruum Y sisaldub ruumi X
separaablis kinnises alamruumis Z, millel on meetriline aproksimatsiooniomadus.
Eelduse kohaselt leidub iga S ∈ BK(Z,Z) korral pingul kompaktne aproksimeeriv
pere (Kn)∞n=1, mis rahuldab tingimust

lim sup
n

‖aIZ + bKn + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B,

seega lause 4.2 p~ohjal on alamruumil Z omadus M∗(a, B, c). Kuna ruum Y on ka
ruumi Z alamruum, siis lause 4.1 p~ohjal on alamruumil Y omadus M∗(a, B, c).

Olgu nüüd Y ruumi X suvaline meetrilise aproksimatsiooniomadusega sepa-
raabel kinnine alamruum. Kuna ruumil X on omadus M∗(a, B, c), kus max |B|+
c > 1, siis kasutades teoreemi eeldust ning rakendades lauset 5.2 saame, et
alamruumil Y leidub pingul meetriline aproksimeeriv pere (Ln)∞n=1, kus Ln ∈
conv{Kn, Kn+1, . . .}, n ∈ N, nii, et

lim sup
n

‖aIY + bLn + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B, ∀S ∈ BK(Y,Y ).

Paneme tähele, et kuna Y on ruumi X alamruum, siis IY = IX

∣∣
Y
, seega lemma 5.3

p~ohjal leidub ruumil X iga S ∈ BK(X,X) korral meetriline aproksimeeriv pere (Kα)
nii, et

lim sup
α

‖aIX + bKα + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B.

Lause 4.6 p~ohjal on pere (Kα) pingul.

Teoreem 5.5. Olgu X Banachi ruum ning max |B|+ c > 1. Järgmised väited on
samaväärsed:
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1◦. Iga S ∈ BK(X,X) korral leidub pingul meetriline aproksimeeriv pere (Kα),
mis rahuldab tingimust

lim sup
α

‖aIX + bKα + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B.

2◦. Ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus ja omadus M∗(a, B, c).

3◦. Ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus ning ruumi X iga aprok-
simatsiooniomadusega separaabli kinnise alamruumi Y korral leidub pingul
meetriline aproksimeeriv pere (Kn)∞n=1, mis rahuldab tingimust

lim sup
n

‖aIY + bKn + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B

iga S ∈ BK(Y,Y ) korral.

T~oestus. 1◦⇒ 2◦. Leidugu iga S ∈ BK(X,X) korral pingul meetriline aproksimeeriv
pere (Kα) nii, et

lim sup
α

‖aIX + bKα + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B.

Meetrilise aproksimeeriva pere olemasolust järeldub teoreemi 2.2 p~ohjal, et ruu-
mil X on meetriline aproksimatsiooniomadus. Lemmat 4.2 rakendades saame, et
ruumil X on ka omadus M∗(a, B, c).

2◦ ⇒ 3◦. Olgu ruumil X meetriline aproksimatsiooniomadus ning omadus
M∗(a, B, c). Siis lause 5.2 p~ohjal leidub ruumi X iga meetrilise aproksimatsiooni-
omadusega separaabli kinnise alamruumi Y korral pingul meetriline aproksimee-
riv pere (Kn)∞n=1, mis rahuldab tingimust

lim sup
n

‖aIY + bKn + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B

iga S ∈ BK(Y,Y ) korral.
2◦ ⇒ 3◦. Olgu ruumil X meetriline aproksimatsiooniomadus ning leidugu

ruumi X iga meetrilise aproksimatsiooniomadusega separaabli kinnise alamruumi
Y korral pingul meetriline aproksimeeriv pere (Kn)∞n=1, mis rahuldab tingimust

lim sup
n

‖aIY + bKn + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B

iga S ∈ BK(Y,Y ) korral. Siis teoreemi 5.4 rakendades saame, et iga S ∈ BK(X,X)

korral leidub ruumil X pingul meetriline aproksimeeriv pere (Kα) nii, et

lim sup
α

‖aIX + bKα + cS‖ ≤ 1 ∀b ∈ B.
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6 P~ohiteoreem
Selles osas t~oestame magistritöö p~ohitulemuse - teoreemi 6.4. Kuid alustame kol-
mest abitulemusest, mida meil p~ohiteoreemi t~oestamisel vaja läheb. Järgnev lem-
ma on skemaatiliselt t~oestatud M. M. Day raamatus [1, lk. 30].

Lemma 6.1. Olgu Z normeeritud ruum ning Z0 tema kinnine alamruum. Siis
ruumid Z∗

0 ja Z∗/Z⊥
0 on isomeetriliselt isomorfsed. Seejuures

‖z∗
∣∣
Z0
‖Z∗0

= ‖z∗ + Z⊥
0 ‖Z∗/Z⊥0

∀z∗ ∈ Z∗.

T~oestus. Nende ruumide isomeetrilise isomorfsuse t~oestamiseks piisab näidata,
et leidub isomeetriline lineaarne pealekujutus Z∗/Z⊥

0 → Z∗
0 .

Olgu i : Z0 → Z samasusteisendus. Siis i∗ : Z∗ → Z∗
0 on pidev ja lineaarne.

Defineerime operaatori i′ : Z∗/Z⊥
0 → Z∗

0 seosega

i′(z∗ + Z⊥
0 ) = i∗(z∗) ∀z∗ + Z⊥

0 ∈ Z∗/Z⊥
0 .

See definitsioon on korrektne, sest kui z∗1 + Z⊥
0 = z∗2 + Z⊥

0 (st. z∗1 − z∗2 ∈ Z⊥
0 ), siis

iga z ∈ Z0 korral(
i′(z∗1 + Z⊥

0 )− i′(z∗2 + Z⊥
0 )

)
(z) =

(
i∗(z∗1)− i∗(z∗2)

)
(z) =

(
i∗(z∗1 − z∗2)

)
(z)

= (z∗1 − z∗2)(iz) = (z∗1 − z∗2)(z) = 0,

seega i′(z∗1 + Z⊥
0 ) = i′(z∗2 + Z⊥

0 ). Märkame veel, et i′ on lineaarne, sest i∗ on
lineaarne.

Kui z∗0 ∈ Z∗
0 , siis Hahn-Banachi teoreemi kohaselt saame teda jätkada funkt-

sionaaliks z∗ ∈ Z∗ nii, et ‖z∗‖ = ‖z∗0‖. Seega

i′(z∗ + Z⊥
0 )(z) = i∗(z∗)(z) = z∗(iz) = z∗(z) = z∗0(z) ∀z ∈ Z0,

järelikult i′(z∗ + Z⊥
0 ) = z∗0 . Arvestades, et z∗0 ∈ Z∗

0 oli suvaline, oleme saanud, et
i′ on sürjektiivne.

Näitame nüüd, et i′ on isomeetria. Olgu π : Z∗ → Z∗/Z⊥
0 kanooniline kujutus,

st. π(z∗) = z∗+Z⊥
0 , z∗ ∈ Z∗. Märkame, et siis i∗ = i′π. Üldtuntud tulemus (mille

t~oestust vt. näiteks [19, lk. 145]) väidab, et kanooniline kujutus π teisendab ruumi
Z∗ lahtise ühikkera ruumi Z∗/Z⊥

0 lahtiseks ühikkeraks. Seega

‖i∗‖ = sup
‖z∗‖<1

‖i∗(z∗)‖ = sup
‖z∗‖<1

‖(i′π)(z∗)‖ = sup
‖z∗+Z⊥0 ‖<1

‖i′(z∗ + Z⊥
0 )‖ = ‖i′‖.

Kuna ‖i′‖ = ‖i∗‖ = 1, siis saame v~orratuse

‖i′(z∗ + Z⊥
0 )‖ ≤ ‖i′‖‖z∗ + Z⊥

0 ‖ = ‖z∗ + Z⊥
0 ‖, z∗ + Z⊥

0 ∈ Z∗/Z⊥
0 .

Teistpidi v~orratuse saamiseks paneme tähele, et i∗(z∗) = z∗
∣∣
Z0

. Seega

‖i′(z∗ + Z⊥
0 )‖ = ‖i∗(z∗)‖ = ‖z∗

∣∣
Z0
‖.
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Hahn-Banachi teoreemi p~ohjal saame leida y∗ ∈ Z∗ nii, et y∗
∣∣
Z0

= z∗
∣∣
Z0

ning
‖y∗‖Z∗ = ‖z∗

∣∣
Z0
‖Z∗0

. Paneme tähele, et siis z∗ − y∗ ∈ Z⊥
0 , järelikult

‖i′(z∗ + Z⊥
0 )‖ = ‖y∗‖ = ‖z∗ − (z∗ − y∗)‖ ≥ ‖z∗ + Z⊥

0 ‖.

Seega i′ on isomeetria ning ühtlasi oleme t~oestanud lemma s~onastuses toodud
v~orduse.

Definitsioon. Olgu Z Banachi ruum. Alamruumi V ⊂ Z∗ karakteristikuks ni-
metatakse arvu r(V ), mis on määratud v~ordusega

r(V ) = inf
z∈SZ

sup
z∗∈BV

|z∗(z)|.

Definitsioonist on ilmne, et r(V ) ≤ 1. Järgnevalt näitame, et teatud erijuhul
on v~oimalik hulga karakteristikut ka alt hinnata. Tegemist on folkloorse faktiga,
mida omistatakse Dixmier’le.

Lemma 6.2. Olgu Z Banachi ruum ja V = ker f mingi f ∈ Z∗∗ korral. Olgu
ρ ≥ 0. Kui iga z ∈ SZ ja iga λ ∈ K korral ‖z + λf‖Z∗∗ ≥ ρ, siis r(V ) ≥ ρ.

T~oestus. Selle lemma t~oestamisel kasutame järgmist üldtuntud tulemust (vt. näi-
teks [19, lk. 180]): kui X on Banachi ruum ja Y on normeeritud ruum ning
A ∈ L(X, Y ), kusjuures ran A on täielik, siis ran A∗ = (ker A)⊥.

Me saame mainitud tulemust rakendada, sest kuna ran f = {0} v~oi ran f = K,
siis ta on täielik. Seega ran f ∗ = (ker f)⊥. Paneme veel tähele, et kuna K∗ = K,
siis

ran f ∗ = {f ∗(λ) : λ ∈ K} = {λf : λ ∈ K} = span{f},
ning järelikult span{f} = (ker f)⊥. Seet~ottu

Z∗∗/ span{f} = Z∗∗/(ker f)⊥

ning lemma 6.1 p~ohjal on see ruum isomeetriliselt isomorfne ruumiga (ker f)∗,
kusjuures me saame sama lemma p~ohjal v~orduse

sup
z∗∈Bker f

|z∗(z)| = ‖z
∣∣
ker f

‖(ker f)∗ = ‖z + (ker f)⊥‖Z∗∗/(ker f)⊥

= ‖z + span{f}‖Z∗∗/ span{f} = inf
λ∈K

‖z + λf‖.

Järelikult j~ouame soovitud v~orratuseni:

r(V ) = r(ker f) = inf
z∈SZ

sup
z∗∈Bker f

|z∗(z)|

= inf
z∈SZ

inf
λ∈K

‖z + λf‖ ≥ inf
z∈SZ

inf
λ∈K

ρ = ρ.
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P~ohiteoreemi t~oestus kasutab veel järgmist tulemust, mida kutsutakse kaas-
ruumi normi *-n~orgaks alumiseks poolpidevuseks.

Lemma 6.3. Olgu X normeeritud ruum. Kui pere (x∗α) koondub *-n~orgalt ele-
mendiks x∗ ruumis X∗, siis ‖x∗‖ ≤ lim infα ‖x∗α‖.

Lemma t~oestust vt. näiteks [16, lk. 227] v~oi [1, lk. 29].

Teoreem 6.4. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Eeldame, et ruumil Y on omadus
M∗(a, B, c), kus max |B|+ c < 1, ning meetriline aproksimatsiooniomadus. Olgu
A(X, Y ) ruumi L(X, Y ) kinnine alamruum, mis sisaldab ruumi K(X, Y ). Kui
A(X, Y ) 6= K(X, Y ), siis ei leidu projektorit ruumist A(X, Y ) ruumile K(X, Y ),
mille norm oleks väiksem kui max |B|+ c.

T~oestus. K~oigepealt märgime, et ruumil Y leidub teoreemi 5.5 p~ohjal pingul
meetriline aproksimeeriv pere (Kα), st. iga indeksi α korral Kα ∈ F(Y, Y ),
sup ‖Kα‖ ≤ 1, Kαy → y iga y ∈ Y korral ning K∗

αy∗ → y∗ iga y∗ ∈ Y ∗ korral.
Kui Kα ∈ F(Y, Y ), siis K∗

α ∈ F(Y ∗, Y ∗). Kuna ‖K∗
α‖ = ‖Kα‖, siis sup ‖K∗

α‖ ≤ 1,
järelikult on ka ruumil Y ∗ meetriline aproksimatsiooniomadus. Lause 4.5 p~ohjal
on Y Asplundi ruum. Seega lausete 3.2, 3.5 ja 3.4 p~ohjal on ruumid (K(X, Y ))∗

ja X∗∗⊗̂Y ∗ kanooniliselt isomeetriliselt isomorfsed duaalsuse

〈v, S〉 =
∞∑

n=1

x∗∗n (S∗y∗n), v =
∞∑

n=1

x∗∗n ⊗ y∗n ∈ X∗∗⊗̂Y ∗, S ∈ K(X, Y ),

kaudu. Lisaks on lause 3.3 p~ohjal ruumid (K(X, Y ))∗∗ = (X∗∗⊗̂Y ∗)∗ ja L(X∗∗, Y ∗∗)
kanooniliselt isomeetriliselt isomorfsed sarnase duaalsuse

〈v, S〉 =
∞∑

n=1

(Sx∗∗n )(y∗n), v =
∞∑

n=1

x∗∗n ⊗ y∗n ∈ X∗∗⊗̂Y ∗, S ∈ L(X∗∗, Y ∗∗),

kaudu. Peale selle on L(X, Y ) ja seet~ottu ka K(X, Y ) kanooniliselt sisestatavad
ruumi (K(X,Y ))∗∗ = L(X∗∗, Y ∗∗), kasutades isomeetriat T → T ∗∗.

Olgu nüüd P pidev lineaarne projektor ruumist A(X, Y ) ruumile K(X, Y ).
See tähendab, et P ∈ L

(
A(X, Y ),A(X, Y )

)
, P on projektor ja ran P = K(X, Y ).

Kuna A(X, Y ) 6= K(X, Y ), siis ker P 6= {0}. Näitamaks, et

‖P‖ ≥ max |B|+ c,

vaatleme suvalist operaatorit T ∈ ker P , ‖T‖ = 1.
Olgu

V = {v ∈ X∗∗⊗̂Y ∗ : 〈v, T 〉 = 0} ⊂ (K(X,Y ))∗

operaatori T ∗∗ tuum, vaadeldes operaatorit T ∗∗ ruumi (K(X, Y ))∗∗ elemendina.
Kuna T ∈ ker P , siis iga S ∈ SK(X,Y ) ja iga λ ∈ K korral

P (S + λT ) = P (S) + P (λT ) = P (S) + λP (T ) = P (S) = S.
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Seega iga S ∈ SK(X,Y ) ja iga λ ∈ K korral

1 = ‖S‖ = ‖P (S + λT )‖ ≤ ‖P‖ · ‖S + λT‖,

järelikult iga S ∈ SK(X,Y ) ja iga λ ∈ K korral

1

‖P‖
≤ ‖S + λT‖ = ‖S∗∗ + λT ∗∗‖.

Lemma 6.2 p~ohjal oleme saanud, et

1

‖P‖
≤ r(V ).

Teoreemi t~oestuse l~opetamiseks jääb veel näidata, et

r(V ) ≤ 1

max |B|+ c
.

Defineerime

sign b =

{ |b|
b
, kui b 6= 0,

1, kui b = 0.

Olgu b selline hulga B element, mille korral max |B| = |b| = b sign b.
Fikseerime suvalise 0 < ε < 1. Valime k~oigepealt x ∈ BX nii, et ‖Tx‖ ≥ ε.

Me saame nii valida, sest

1 = ‖T‖ = sup
x∈BX

‖Tx‖ > ε.

Leiame y∗ ∈ Y ∗ nii, et ‖y∗‖ = 1
‖Tx‖ ja y∗(Tx) = 1. Me saame nii valida, sest

teoreem piisavast arvust funktsionaalidest ütleb, et leidub y∗0 ∈ Y ∗ nii, et ‖y∗0‖ = 1
ja ‖y∗0(Tx)‖ = ‖Tx‖. Tarvitseb v~otta y∗ = 1

‖Tx‖ y∗0.
Vaatleme ühem~o~otmelist lineaarset operaatorit

S =
1

sign b
y∗ ⊗ Tx.

Paneme tähele, et S ∈ SK(Y,Y ). T~oepoolest, S ∈ K(Y, Y ), sest ta on ühem~o~otmeline,
ning lause 3.1 p~ohjal

‖S‖ =

∥∥∥∥ 1

sign b
y∗

∥∥∥∥ ‖Tx‖ =

∣∣∣∣ 1

sign b

∣∣∣∣ ‖y∗‖‖Tx‖ = 1.

Paneme veel tähele, et kuna∣∣∣∣b +
c

sign b

∣∣∣∣ =
∣∣ sign b

∣∣ · ∣∣∣∣b +
c

sign b

∣∣∣∣ =
∣∣b sign b + c

∣∣ =
∣∣|b|+ c

∣∣ = |b|+ c,
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siis

‖bT + cST‖ ≥ ‖bTx + cSTx‖ =

∥∥∥∥bTx +
c

sign b
y∗(Tx)Tx

∥∥∥∥
=

∣∣∣∣b +
c

sign b

∣∣∣∣ · ‖Tx‖ ≥ (|b|+ c)ε.

Nüüd kasutame teoreemi 5.5. Leiame meie S ∈ SK(Y,Y ) jaoks pingul meetrilise
aproksimeeriva pere (Kα), mis rahuldab tingimust

lim sup
α

‖aIY + bKα + cS‖ ≤ 1,

mist~ottu ka
lim sup

α
‖aT + bKαT + cST‖ ≤ 1.

Paneme tähele, et kuna (Kα) on pingul meetriline aproksimeeriv pere, siis
K∗

α →α IY ∗ ja pere (KαT ) on t~okestatud. Seega iga x∗∗ ∈ X∗∗ ja iga y∗ ∈ Y ∗

korral

〈x∗∗ ⊗ y∗, KαT 〉 = x∗∗(T ∗K∗
αy∗) →α x∗∗(T ∗y∗) = 〈x∗∗ ⊗ y∗, T 〉.

Kuna hulk
{x∗∗ ⊗ y∗ : x∗∗ ∈ X∗∗, y∗ ∈ Y ∗}

on p~ohihulk projektiivses tensorkorrutises X∗∗⊗̂Y ∗, siis Banach-Steinhausi teo-
reemi p~ohjal saame, et KαT →α T ruumi L(X∗∗, Y ∗∗) *-n~orgas topoloogias, mis
on indutseeritud duaalsusest ruumiga X∗∗⊗̂Y ∗.

Kuna ∥∥∥∥ bKαT + cST

‖bKαT + cST‖

∥∥∥∥ = 1,

siis hulga V karakteristiku definitsiooni p~ohjal kehtib iga α korral

r(V ) = inf
z∈SK(X,Y )

sup
v∈BV

|〈v, z〉| ≤ sup
v∈BV

∣∣∣∣〈v,
bKαT + cST

‖bKαT + cST‖

〉∣∣∣∣ .

Märkame, et kui v ∈ V , siis〈
v,

aT + bKαT + cST

‖bKαT + cST‖

〉
=

〈
v,

aT

‖bKαT + cST‖

〉
+

〈
v,

bKαT + cST

‖bKαT + cST‖

〉

=
a

‖bKαT + cST‖
〈v, T 〉+

〈
v,

bKαT + cST

‖bKαT + cST‖

〉
=

〈
v,

bKαT + cST

‖bKαT + cST‖

〉
,
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sest 〈v, T 〉 = 0 vastavalt hulga V definitsioonile. Seega

r(V ) ≤ sup
v∈BV

∣∣∣∣〈v,
aT + bKαT + cST

‖bKαT + cST‖

〉∣∣∣∣ ≤ sup
v∈BV

(
‖v‖ ·

∥∥∥∥aT + bKαT + cST

‖bKαT + cST‖

∥∥∥∥)

=

∥∥∥∥aT + bKαT + cST

‖bKαT + cST‖

∥∥∥∥ · sup
v∈BV

‖v‖ =
‖aT + bKαT + cST‖
‖bKαT + cST‖

.

Kuna ruumi L(X∗∗, Y ∗∗) *-n~orgas topoloogias

bKαT + cST →α bT + cST,

siis lemma 6.3 p~ohjal

lim inf
α

‖bKαT + cST‖ ≥ ‖bT + cST‖ ≥ (|b|+ c) · ε.

Järelikult

r(V ) ≤ lim supα ‖aT + bKαT + cST‖
lim infα ‖bKαT + cST‖

≤ 1

(|b|+ c) · ε
.

See v~orratus kehtib iga positiivse arvu ε < 1 korral. Seega, minnes piirile prot-
sessis ε → 1, saamegi, et

r(V ) ≤ 1

|b|+ c
,

ning sellega on teoreem t~oestatud.
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7 Saphari teoreem kui p~ohiteoreemi rakendus
Käesolevas osas demonstreerime, kuidas magistritöö p~ohiteoreemist saab h~olpsalt
järeldada järgmise P. D. Saphari 1999. aastal ilmunud artiklis [22] t~oestatud teo-
reemi.

Teoreem 7.1 (Saphar). Olgu Y selline reaalne Banachi ruum, et tema kaas-
ruum Y ∗ on separaabel ja aproksimatsiooniomadusega. Kui 1 < λ < 2, siis saab
ruumi Y ekvivalentselt ümber normeerida nii, et kui X on suvaline selline reaalne
Banachi ruum, et L(X, Y ) 6= K(X, Y ), siis ei leidu projektorit ruumist L(X, Y )
ruumile K(X, Y ), mille norm oleks väiksem kui λ.

T~oestus. Olgu Y reaalne Banachi ruum ning olgu Y ∗ separaabel ja aproksimat-
siooniomadusega. Olgu veel 1 < λ < 2. Tähistame

r = λ− 1

ja
B = {b : |b + 1| ≤ r}.

Siis B on kompaktne hulk. Kuna Y ∗ on separaabel, siis lause 4.4 p~ohjal saame
ruumi Y ümber normeerida nii, et tal on omadus M∗(1, B, 0). Paneme tähele, et
praegu

max |B|+ c = | − (r + 1)|+ 0 = r + 1 = λ,

Kuna Y ∗ on separaabel ja tal on aproksimatsiooniomadus, siis teoreemi 2.6
p~ohjal on tal meetriline aproksimatsiooniomadus, millest teoreemi 2.5 p~ohjal
omakorda järeldub, et ruumil Y on meetriline aproksimatsiooniomadus. Selle-
ga on täidetud k~oik p~ohiteoreemi 6.4 eeldused. Rakendame seda teoreemi v~ottes
A(X, Y ) = L(X, Y ). Saame, et kui L(X, Y ) 6= K(X,Y ), siis ei leidu projektorit
ruumilt L(X, Y ) ruumile K(X, Y ), mille norm oleks väiksem kui λ, mis t~oestab
Saphari teoreemi.
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Summary

Projections onto the space of compact operators
Joosep Lippus

Let X and Y be Banach spaces over the same, either real or complex, field
K. We denote by L(X, Y ) the Banach space of bounded linear operators from X
to Y and by K(X, Y ) its subspace of compact operators.

A classical long-standing open question is the following (see, e.g., [8], [5], [3],
[7], [4] for results and references). Either L(X, Y ) = K(X, Y ), or there is no
bounded linear projection from L(X, Y ) onto K(X, Y )? Recently, the following
result was established by Saphar [22].

Theorem (Saphar). Let Y be a real Banach space such that its dual space Y ∗

is separable and has the approximation property. If λ is a scalar with 1 < λ < 2,
then Y can be equivalently renormed so that, for any real Banach space X with
L(X, Y ) 6= K(X, Y ), there is no projection from L(X, Y ) onto K(X, Y ) with
norm less than λ.

Throughout this paper, B ⊂ K will be a compact set and a, c ≥ 0. We say
that a Banach space Y has property M∗(a, B, c) if

lim sup
ν

‖ay∗ν + by∗ + cz∗‖ ≤ lim sup
ν

‖y∗ν‖ ∀b ∈ B

whenever (y∗ν) is a bounded net converging weak* to y∗ in Y ∗ and ‖z∗‖ ≤ ‖y∗‖.
Property M∗(a, B, c) was recently introduced and studied in [17].

The following theorem is the main result of this thesis.

Theorem. Let Y be a Banach space satisfying property M∗(a, B, c) with max |B|+
c > 1 and having the metric approximation property. Let X be a Banach space and
let A(X, Y ) be a closed subspace of L(X, Y ) containing K(X, Y ). If A(X, Y ) 6=
K(X, Y ), then there is no projection from A(X, Y ) onto K(X, Y ) with norm less
than max |B|+ c.

In [17, Proposition 1.2], it is proved, that if 0 < r < 1, then any Banach
space Y with separable dual can be equivalently renormed to satisfy property
M∗(1, B, 0) with B = {b : |b + 1| ≤ r}. In this case, max |B|+ c = 1 + r.

On the other hand, it is a well-known result, due to Grothendieck [6], that
the approximation property of separable Y ∗ implies the metric approximation
property of Y ∗ which in turn implies the metric approximation property of Y .

Therefore the main Theorem implies Saphar’s theorem, giving also some in-
sight into it.
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