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Si s8ejuhatus

A* J#Ae Schouten* i ja D. J.Struik’ i monograafias

[11 tuuakse sisse Riema V, , inna V,, peasiht 

kui selline siht pinna puutujatasandil,millele vastav 

normaalkõveruse vektor omab nullist erineva ekstremaalse 

pikkuse. Käesolevas töös jõuame pinna peasihi mõisteni pin* 

ae Vn, lõpmatult lähedastes punktides võetud puutuja- 

tasandite omavaheliste asendite uurimise teel, ühtlasi 

leiame peasihi omaduse, oi la võib vaadelda Rodrigues’i 

valeni üldistusena. Töös saadud tulemused avavad uusi 

võimalusi pindade liigitamiseks.Piirdume m-möötmelise 

pinna uurimisega n-möötmelises eukleidilises ruumis, 

kuigi paljud saadul tuleuustest on kergesti ülaistatavad 

ka Riemanni ruumi juhule.

Too jaguneb kaheks peatükiks, milledest esimeses 

1-9^ uurime m-möötmelise pinna punkti teist järku 

1 i ferentai i ilu nbz u>,t, teises (55 10 ja 11) aga mönin- 

rate eriliiki kahemõõtmeliste pindade olemasolu ja oma­

dusi,

Pinna lõpmatult lähed ,stele punktidele vastavate 

puutujatasandite omavahelisi asendeid uuris ka Yong-Chow

Zong, kes vaatles kahemö tirelist pinda neljamõtmelises 



eukleidilises ruu nla J>3 • Oas käesolevas ;^.'aa

tulemusi on YongChowNongi mõnede tulemuste üldistu- 

eeke*

В« Anname mõningaid mõisteid ja tulemusi, mida 

töö lugemisel on tarvis teada*

Pindade uurimisel Kasutame Cartani liikuva repeeri 

meetodit (vt* С^З)- 1 inna Vpunktiga M seotakse 

liikuv repeer M , e, ) nii, et veni 

pinna puut . Rw. , ve x &. a рв Wx k-

tasandis R,-. Kehtivad repeeri infinitesimaalse ninke 

valemid
dM - w®, ,

cCEC • w: E;
J °

w"= 0 , , ,
kusM on punkti M It .■ avektor, U)1 ja (‘ ege lineaar­

sed diferentsiaal vormid repeeri asendit mäkravatest para­

meetritest* Siinw sisaldavad ■ t neid ymtm x,

mis määravad punkti M asendi* Pind osutub vormide

C*)1 ja w, vahelisi seoseid kirjeldava Pfaffi vörr andi- 

süsteemi integraalmuutkonnaks. Need seosed määravad see-^a 

pinna o*n -lused*

Võrrandite
_____ c£=_0

Koeru töös kasutame indekseid
a,8, c,0l,2, f - 1, nl ; lt j = 1, ...z n • 
ol$- m+l , • * , .
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jatkamisel жа.чте

.* wa_ - aw >
kus on alumiste indeksite suhtes sümmeetrilised kahe­

valentsed tensorid.
_ <L —

Olgu 5 o ühikvektor, siis vektorit 
o,t- 0« -P P "a a

nimetatakse pinna V,, normaalköveruse vektoriks vektori 

p sinis(p) (vt. []) # Kui siht (p) muutub, siia

vastava normaalköveruse ve«ctori otspunkt kirjeldab

(m * 1) -mõõtmelise pinna, mida nimetatakse pinna Vn. 

norwaalköveruse indikatrissiks M • Vüt^e

rab punkti M ümbruse teist järku täpsuse a.

Sihte, mi iie sihivektorite koordinaadid rahuldavad 

võrrandisüsteemi 
o Är , .P Y ^0 ,

nimet takse pinna ka asinti aeks (vt. ^3/ •

Olgu antud kaks tasandit ja R, ja kummal i 

neist vabalt muutuv s>ht (p) ja fp) • Kui nende sihtide 

vaheline nurk C omandab statsionaarse väärtuse, siis 

nimetatakse nurka <X tasandite ja * iseks

statsionaarseks nurgaks, липе tasandi vahelise statsio­

naarse nurru haarad osutuvad teineteise ristprojektsi-

oonideks nendele

vahel on üldjunul

tasanditele. Kahe m-mõõtmelise tasandi

■ statsionaarset nurket®ille haarad

kuoubal^i tasanii on omavanel ortO .OnUaleCd (vt. [*]) .



I

1» Suhtelise kõveruse vektor.

Olgu n-möötmelises eukleidllises ruumis R,. antuM 

m-mõõtmeline pind V ja sellel pinnal kõver X jookava 

punktiga M (s) ,kus 5 on Kõvera kaarepikkus punktiae M) 

ja M (s) vahel. Pinna puutujatasanai punktis МУйгшИь- 

tame e

seome kõvera a X liikuva repeeri

kus on kõvera kaarepikkuse diferentseeruvad funkt­

sioonid.

Tähistame

m?o)=m , R.(o)=R, ja .

Kui lähtuda punktist M , siia piki kõverat £ 5= .

Nii kõik argumendi S funktsioonid kui ka diferentsiaal-
</ a

vormid Ca)l ja O repeeri infinitesimaalse nihke vale- 

ai teat osutuvad piki kõverat argumendi ds funktsioo-. 

nideks.

Reaksarendustest

K = 1^^ + Obeds') , , _
kus vektor о(Л$ rahulaab tin cimust ilLvw O,— 

d$-*O 015
repeeri infinitesimaalse nihke valemitest saaae

(1.1) ,



Moodustame taba» 1 l R, vektorid

^<v ' Ca + ‘a >

kus ). valime tasandil seni vabalt.

Seostest flel) saame

+ õJ^ ' .
Kui d*S on küllalt vaike, võib alati leida tasandiga 

R,, ortogonaalsed vektorid O^(ck^ ja tasandil R(. olevad 

- orid °" (ds) nii

0,(ds) + õj(ds) =(ds).

Olgu Hüüd 

> 

siis vektorite

ei = ?«. + * 04 (ds)

projektsioonid tasandile

Kune 
s ir

~ aa-"

ja tähistades

(.2) Ov 7, 
saame .

&2 = Äv+ •Q O O- •5 '

Projekteerimine säilitab lineaarsed seosed vektorite 

vahel; järelikult vektor

on

>
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osutub vektori

1.3) pz= pV^= P®[,+,6‘+0,(ds)] 

ortogonaalseks projektsiooniks tasandile R,.. .

Moodustame vektori

Siin vektor 
0 = 

1 cu~
on paralleelne veKtori^a •a.

Vektor R ei sõltu vektorite P ja Q pi t,

vaid ainult nende sihtidest (p) ja (%) • 8eaga

R = R [(p),(9] ■
Oisu p ja pinna V,. punktist M lähtuvad puutuja- 

ühikvektorid ja nihkuf?u punkt M mööda vektorit puu­

tuvat suvalist pinnakõverat d ds võrra. Vektori £ 

definitsioonist nähtub, et R Ьр^б^З osutub ella vektori 

cLp /Л
komponendiks pinna normaalta s. -ensori "ce- 

sümmeetrilisuse tõttu

R[(pW3 = к L(p),Cp)] -
Oma geomeetrilise tühenduse tuttu vektor £ 

ei sõltu repeeri vall . Nimetame teda . Y.. suhte*

lise kõveruse v- ides (p) ju () •

kui sihid (p) ja (o) ühtuvad, htelise

kõveruse vektor ühtub pinna normaalkõveruse vektoriga
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samas sihis.
Vektori R pikkust

R - ^7 ew.. ll = 
lp* 05-0 M-*0 05 >

kus p= p P nimetame pinna V,. suhteliseta köveruseks

8 1 kt,i J es (p) Ja Cfy) e

2» Suhtelise kõveruse 

ellipsoid.

Olgu p jä G üfUKVC^L , Ci j, <»i i 3

R Lcp)^^J = pV^- •
uifik (o) .

_ 77
4 ‘o- ' /A- )

siis _
R ~ p a > 

kus Q- 2 / p p = 1 . _
1 ole raske naha, et muu sihi (p) puhul vektori R 

otspunkt kirjeldab punkti M ümber vektorite /a tasaniis 

(a-1) -wõötmelise ellipaoidi, ida nimetame pinna te- 

lise kõveruse ellipsoidiks sihis (6) ,

Kui repeer on ortonormeeritu,sils

R = p ,
Ikus

2 (p^-1.o. '
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Siit järeldub, et orto zonaalsete sihtide (p9 ja (p" cor­

ral vektorid j. йЕср^.^З osutuvad

kassraadiusvektoriteks suhtelise kõveruse ellipaoidile

sihis •

ün Õi^e ka vastupidine: Kui RLp),(PsaR[(p"), 
on kaasraadiusvektorid suhtelise Kõveruse ellipsoidle 

sihis (q) , siis sihid (p9 ja (p") on ortogonaalsed.

Pinna Vw. suhtelise kõveruse ellipsoid sihis (&) omnab 

samapalju nullist erineva pikkusega tel gi, Kuipalju on 

lineaarselt sõltumatuid vektorite yU^= qea. hulgas.

Selles on kerge veendudatkui kasutada piirprotsessi 

üleminekul lineaarselt • natutelt ve lt line­

aarselt sõltuvatele.

Olgu K maksimaalne lineaarselt sõltumatute arv 

vektorite hulgas. Arvu m-k nimetame pinnalsunte- 

lise kõveruse dimensioonidefektiks sihis (V) ,

Pinna V. suhtelise kõveruse ellipsoidid sihtiaes (p) 

jaf^omavad alati ühise punkti,mi on vektori Й

otspunkta
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Зе leaslhii а n t u d puutuja- 
sihi suhtes*

Leiame pinna V.. puutujatasanail /2^ orto -sete 

sintide(Pa) süsteenifnii et vektoria £[(pa3/^)3 osutuk­

sid sihis (9) võetud suhtelise kõveruse ellipsoidi pea- 

raadisuvektoriteka.

Kuna ellipsoidi pearaediusvektorid on statsionaarse
—, —

pikkuse ?a, tuleb leida vektorid Paf Pake ,axs> anne *sld 

statsionaarsed väärtused funktsioonile

p2- _ (p*q‘8.)_____
V— co Q. g

p p > ' % % %a- '
Saame võrrandisüsteemi

( * ) p C Ra %u 9 ? — k 9 0^) = 0 ) 
kus к leiame võrrandist .

(з,<) Da I 5,4 % -LQal-0 •
Võime avaldada ic ka aüsteemi ( •-L) suvalisest * - 

dist ning asetada ta väärtus ülejäänud vOrraHuitets-e.o^a^e 

m (m-1) л . • :

(.) 0 •
Siin vöime fikseerida kas & või % ja sa •»

m-1 võrrandist on samaviärne luhte^ütteesi a ja süs- 

teesi za (>i) •

Kui 2 ja repeer on ortonorneritud, ails süs-
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teemist (3.2) võr «u

+ j г g = ? + ^39
3.4) L^y, ,

kus У on vektorite e, J ) ®<v—ve ‘1 ■ t,4 . рд_

vaheline nurk.

Juhul n ж 4 , kanoonilises repeeris ja natuke teisel

tujul sai selle võrrandi Wong yon t*Chee«

Ve te Pa — .teesi La LUte (p*)

n ■ . . (fy)

• ■ > ’ (рл)

suntes, siis I ll«e llipso l (Pa)

ja om лл4 Unise punkti sihis (q) võctud suhtelise M* 

veruse ellipsoidi tipus, •

Tähistuse 

R

* IÜJ = a, .

Definitsiooni soh selt
0,10, ,

kui af b •

Kui
(1 > ( - • - > Cl—A / —2" - -m) 

Q,cu V,. " ' 4 ■ -

. ea kö v . . .. (q) , \ .. . .

81: i (q) su 1 • : .

M ole raske veenduda, et vörrand ( -•) juured on 
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invariantsed repeeri teisenduste suhtes. Valime ortonor- 

meeritud repeeri nii, et repeerivektorid osutuksid süste- 

mi (з.1) lahenditeks. Võrrand (З.2) omandab nü ju

[(7.4)-][(,,4;)*]... Ef^^ - 0.

Kui repeerivektorid sobivalt nummerdada, siis 

ja järelikult
*,= .

Seega võrdus

Qa= Qati= ' Qa+2-4 
on samaväirne võrrandi (з«2) l-xorise lahendi eksisteeri­

misega. Siin iga vektorite Pa--,Pae-tasandi vektor osutub 

süsteemi (3*1) 1 lks ja seega iga selle tasandi eliit

> tub peas Lk i() > tes •

■ ‘ ; • c Pa, *npa+^-i ' i "

X-mõõtmeliseks a- cs peasihiks sihi (q)
Sama süsteemini (j.l)jd järelikult ka samade i- 

deni (Pa) võime jõuda ka teisel viisil.

Leiame puutujatasändil R., tasandite ja R,,

/tühistused vt. § 1 / vaheliste statsionaarsete nurkade 

haarade sihid Срл) ja teostame iirprotsessi cZ-S-* 0 e 

Sihid .
(pa) - Lv (a)I ots -*0 ’

osutuvad peasihtideks sihi (il) —kõvera *, punktis M vöetud 

puutuja sihi suhtes • Selles võib veenduda,к.I Võtta ar­

vesse, et kahe tasandi vahelise statsionaarse nurga haarad
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osutuvad teineteise ristprojektsioonideks neile tasandeile 

ning lisaks sellele arvestada võrdust ^*3) •

Kui vektor osutub nullvektoriks, siis

tema ruut on ekstremaalne ja järelikult võrrandi 
=0

ehk

(5.'-) °

lahend on ka süsteemi (5el) 1 LI»» vörrand (3e>) 

osutub aga pinna V,. kaassintide ise l lito*

Järelikult võib mõistet *peasiht antud sihi suhtes* vaa­

delda mõiste "antud sihi kaassiht" üldistusena.

On ilmne järgmine lause:

siht (o) omab £ -mõõtmelise kaassihi siis ja ainult 

siis, kui pinna V,. suhtelise kõveruse dimensiooni- 

defekt sihis (o) on £ ehk - mis on samavärne - kui 

null osutub võrr ndi (3.2) £-% л i seks 1 iks.
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4. Pinna peasihid.

Võrrandisüsteemi

(4.1) PPP о

lahendvektorite Pk sbhid (pic) osutuvad peasihtideks nende 

endi suhtes, see tähendab R on Äihis (pK) voetud

suhtelise kõveruse ellipsoid! pearaadiusvektor.

Selliste sihtide leidmi seks, mis osutuvad peasihti­

deks nende endi suhtes, võime lähtuda ka süste ■ (^3,1)

millest (o,) - (p) korral lu :ne

Tarvilik ja piisav tingimus selleks, et repeerivektor E. 

osutuks selle süsteemi lahendiks, on

(4,2) W,,(g.3.- 0 .

Olgu antud suvaline repeer. Leiame teisenduse
f px

Иа= Ea ,

nii et uues repeeris oleks täidetud tir is (4,^) • Van®

repeeris saame siis

(4.3) 0 . ■

Q
Seda võrrandisüsteemi rahuldavad suurused Pk mää 1 sämu- 

ti sihid, mis on peasihtideks nende endi suhtes. Järelikult 

steemid -№ (4,3) ja (4.1)on samaväärsed.

Sama süsteemini (4,3) jõuame, kui otsime sihte,milles 

normaalkõveruse vektor oleks statsionaarse pikkusega.
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JA-Schouten ja D.J.Struik nimetavad sinte, lilles 
normaalkõveruse vektor omandab ekatremaalse nullist eri­

neva pikkuse, pinna peasihtideks [1] * vn mötet laiendada 

pinna peasihi mõistet kõigile süsteemi -

Sete sintidele, mis osutuvad peasihtideks nende endi suh­
tes. Si is,arvestades suhtelise kõveruse vektori . eu meet­

rilist interpretatsiooni, võime pinna peasihile anda jürg- 

mise definitsiooni:

kui pinna punkti nihkel mööaa pinda sihis fp) vastav 

puutu jatasand pöördub aufsa sihis statsionaarse nurga võr- 

re, eile nimetame sihti (p) pinna peasihiks.

Erijuhul a K 2 ja n « 3 on see definitsioon 

samaväärne dolrinies1! valemiga,

Avaneb võimalus peasihtide liigitamiseks.

Nimetame sihti (p) pinna a-ndat liiki peasihiks, 

kui aiht (p) osutub a-ndat liiki peasihiks teas enda 

suhtes» Pinnal olevat kõverat, mille siht igas punktis on

O-ndat liiki peasiht, nimetame pinna Q-ndat liiki 

erusjooneks. Kui siht (p) asub naöu teelises a-ndas 

peasihis tema enda suhtes, siia nimet me sihti (p) a 

liiki parataktiliseks sihiks.

Hormaalköveruse vektori pikkuse statsionaaraus on 

samaväärne nõudega, et ta oleks опм otspunktis orto- 

gonalne pinna normaalkõveruse isdikatrissigawd är t likuit 

on pinna peasihte samapalju, kuipalju on pinna punktist
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võimalik tõmmata indikatrissile ortogonaalseid к iri.

Juhul а * 2 on indikatriss ellips /vt. Р*Ь/ 

ja pole raske näha, et siin võib olla peasihte 2, 3

või 4 olenevalt sellest, kae pinna punkti projektsioon 

indikatrissi tasandile asub selle ellipsi evoluudist 

väljaspool, evouudil või seespool»

5» Teist liiki peasihid

antud puutUjasihi suhtes»

na V su talise kõveruse ellipsoid sihis (q)

võimaldab siduda sinika (0) veel ühe süsteemi orto^onaal-

seid sihte.

sui sihid (p) ja (q) on ortogonaa R L(p),()
Ja on sihis (o) võetud lise Kõveruse

ellipsoid! kaasraadiusvektorid, Sihi(p) nuutumisel 

sihiga (o) ristuvas ises tasandis vektori

otspunkt kirjeldab -eõ la# ellip­

soid!, mis osutub suhtelise kõveruse ellipsoidi lõikeks

tema raadiusvektori sihi Иг-1)-

kaas~diameetertasandi a.

Valime puutujatasand il Kw. orto ronadlsete sihtide

(pa)” süsteemi nii et vektorid osutuksid saaü ud

x Belles paragrahvis A, В * 1, • ••» m-1 •
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(m- 2) -mõötmeli •• ellipsoidi pearaadiusvektoriteks.

Siin analoogselt varem uuritud sunteliste pea­

sihtide leidmisega tuleb leida vektorid P.= pA , mis 

annaksid statsionaarsed väärtused funktsioonile

K. = e- a- tr )p p Gae- * V % 

kuid lisandub tingimus
OL 2- r\p % = 0 •

Saame võrrandisüsteemi

j P(&akao- KQa-) = Л gac-0
(>.a = o ,

mis oma comeetrilise tähenduse tõttu omab alati m-1 

ortоTonaalset lahendit*

Süsteemi (5.1) lahendmsvektorite pA sihte (pA^ nime- 

tt liiki peas ieks si 1 (q) suhtes.

Tähistame
й[(рлМ =

11 ia;i-o; .

definitsiooni kohaselt

kui AAB.

Olgu

q'1 4 z 5 M-1 )
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siis nimetame suurust U, pinna Vm *-ndaks teist 

liiki suhteliseks peakveruseks (ф) ja sihti (рл) 

*-ndaks teist liiki peasihiks sini Gp s.

Kui z
йд = “• " Q A+l-i >

siis Järeldub ellipsoidi omadustest, et iga vektorite 

Pa > *** PA+2-, tasandi vektor osutub süsteemi (5-1) 

lahendiks. Nimetame sel Juhul vektorite PA1**‘PA+2-1 

tasandit {-mõötmeliseks *-nd ka teist liiki pea­

s. i к • •• i G0 - - s •

Teist liiki suhteliste peasihtide definitsioo-

л järeldub, et antud puu sihi Gp puhul väil 

üldjuhul üheselt leida ortonormeeritud repeeri nii, et 

vektor 5^ omaks sihi (q) Ja oleksid täidetud tingimused

" - г " г
? >

kus a±8±1*0- •

., - • к. л.
süsteemis (5.1) • Гк Г est.kt - 6;

nende geomeetrilise tänenduse.

Valime ortonormeeritud repeeri nii, et

J® - -pA* Pa ^a + a '
siis süsteemist (5.1) leiame, et

K,-7}0) .
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Seega Кд ja Ад on normeeritud vektorite p ja korral 

sihis fy) võetud suhtelise kõveruse ellipsoidi lõikamisel 

normaalkõveruse vektori sihi (m - 1) -mõõtmelise kaa- 

diameetertasandiga saadud ellipsoidi vastava pearaadius- 

vektori ruut ja skalaarkorrutis normaalkõveruse vektoriga

Süsteemini (5*1) ja järelikult ka samade sihtideni 

(рд) võime jõuda ka teisel viisil.
olgu puutu jatasanditel Rw. ja olevad tasandid 

ja R,.-, ortogonaalsed kõveraga <£ /tänistused

vt. § 1/. Leiame tasandil tasandite j .fVt- V - Их 1

vaheliste statsionaarsete nurkade haarade sihid (рд) ja 

teostame piirprotsessi d-i^o .

Sihid

° Gim
osutuvad teist liiki peasihtideks sihi)—Kõvera <£ 

punktis M võetud puutuja sihi suhtes.

Teist liiki peasihid antud sihi suhtes uhtuvad 

peasihtidega sama sihi suhtes siis ja ainult siis,kui 

antud siht on pinna peasiht. See järeldub otseselt ellip­

soidi omadustest.
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6. Normaalkõveruse indikatriss 
kui mähispind.

Valime pinna Vw. puutu jatasandil R,, suvalise 

ortonormeeritud repeeri. Siin vektor . osutub pinna

V, normaalkõveruse vektoriks vektori 2^ sihis ja 

tema otspunkt see та normaalkõveruse indikatrissi punk­

tike.

Teostame repeeri teisenduse maatriksiga

Vördusest fle2) saame

WX 

millest (6.1) tõttu

• 4 ++( 4,+8,) *
Muutuva <X korral vektori X otspunkt kirjeldab 

ellipsi ümber vektori 1(0+%)otspunkti. Nimetame seda 

ellipsit vektorite C, ja tasandi kõverusellipsiks.tielle 

tasandi ristuvatele sihtidele vastavad ellipsi diamet­

raalselt vastastikused punktid. Juhul m=2 kõverus- 

ellips ühtub normaalkõveruse indikatrissiga.

Kerge on näha, et vektor 2 (4гц - 02,) osutub 

vektori otspunkti suunduvaks kõverusellipsi raadius- 

vektoriks, tr aga viimase kaasraadiusvektoriks. 
ix
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Olgu antud suvaline normaalköveruse vektor Ja 

suvaline köverusellips,®is läoib selle vektori otspunkti* 

Viimasest tulemusest Järeldub, et selle köverusellipsi 

normaalköveruse vektori otspunkti suunduva raadiusvektori 

kahara diusvektor osutub ka normaalköveruse vektori ka 8- 

raadiusvektori ks vastava suhtelise kõveruse ellipsoidi 

suhtes* sdasi Järeldub, et suhtelise kõveruse ellipsoid 

ja normaalköveruse indikatriss omavad ühise puutujatasandi 

vastava normaalköveruse vektori otspunktis, seega suhte- 

üte kõveruse ellipsoidlae (m - 1^ -parameetriline 

parv mähib indikatrissi.

Viimasest tulemusest saame geomeetrilise toestuse 

pinna peasihtide erinevate definitsioonide samavüär- 

susele.

sui pinna peasiht on siht,^is osutub peasihiks 

tema enda suhtes, siis normaalkõveruse vektor selles 

sinis on vastava suhtelise kõveruse ellipsoidi pearaadisu- 

vektor, on see a ellipsoidiga Ja järelikult ka normaal- 

kõveruse indikatrissiga ortogonaalne, »,t, on stats o- 

naarse pikkusega. Tõestus on õige ka vastupidises suunas.

Olgu repeer ortonormeeritud ja SL maksimaalne line­

aarselt sõltumatute vektorite arv f> 2# m)

hulgas, siis eespool sandud tulemuste põhjal normaal- 

köveruse indikatriss on vektori %, oti tis I «на
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meline. Arvu nimetame pinne V,. normaalkõveruse

dimensioonidefektiks vektori , M is,

ulgu pinna V,. suhtelise köveruse dimensiooni Л

ts (p) К , normaalköveruse dimensio fekt samas

sir is a a 5 • n Kiiks või ... xi. t:

1) k= s
2) K=s*l .

Teisel Juhul pinna normaalköveruse vektor sihis (p) osutub 

indikatrissi puutujaks, Tln imus on ka tarvilik.

7* Määramata peasihtide 

Juht,

Vaatleme Juhtu, kus kõik puutujatasandi sihid on 

pinna peasihid, 

tiin normaalkõveruse vektor kõigis sihtides on 

indikatrissi ortogonaalne. Järelikult normaalköveruse 

vextori pikkus on konst ntne, normaalkõveruse indikatriss 

asub sfüüril Ja pinna V punkt M asub si ib

selle sfääri tsentrit Ja on tema tasandiga orto ronaalne.
Asugu indikatriss sfääril A raadiuse r 4 0*) . 

oils kõik kõverusellipsid on ringjooned Ja nende raadiused 

juhtu» r « Õ on triviaalne, kuna siin pinna punkt 
on kas ümaruspunkt või tasandu mispunkt.
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ei ületa FL e Eelmise punkti tulemuste pönjal ka normaal- 
kõveruse vektori kaasraadusvektorid vastava suhtelise 

kõveruse ellipsoidi suhtes ei ületa pikkuselt n • Kuna 

siin normaalköveruse venturi pikkus ei saa olla vuiksem kui

M , siis Järeldub,et к ; M ei asu . iC -

ris, siis kõik puutujatasandi sihid on pinna esimest 

liiki peasihid.

Selleks,et peasihtide hulgas leiduks ka esit est liini 

parataktilisi sihte, on tarvilik Ja piisav, et punkt M 

asuks afääri £2 tsentris ja I jatasaniis õieke kahe- 

mõ tmeline tasand, mille kõverusellips oleks sfüri suur- 
ring- On ilmne, et siis kõik mainitud kahemõötmelise tasandi 

sihid on esimest liini parataktilisea einid.

Kaks- ja enamparataktiliste sihtide eksisteerimine 
seab Kitsendused teiste sihtide pa ra takti li susele.

Olgu ühikvektori siht esimest liiki(R-))-para- 

taktiline, kus 2 • Siis võime valida o ormeeri- 

tud repeeri nii, et

Siit järeldub, et iga vektorite 

siht on esimest liiki parataktiline.

Kuna | M asub sfääri £2 t WKkKä# te
(A = < , • . • , L)

sfääri S suurring Де ^tasandi ertegeiMHilsetele 

sihtidele vastavad kõverusellipsi diametraalselt vaatas- 

tikused punktid, siis
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%=-82=...=-%,e .
Järelikult vector!te е.д ja,; *,в * а, 

tasandi Kõveruaellips on <(Митк1 punKtiKk ja

i i t ... V. . . tel .. ..

kö - ktozite

väiksem kui £-2 Ja selle tasandi ei saa olla

en Kui (m-£+1) -parat a <t liiu 1.

Analüütilised tarvilikud ja piis^v^d tingimused sel- 

leks,et Kõik puutujatasandi albid oleksid pinna peusinid, 

saane, aul võrrandisüateemis sürmetriseer

kordajad võrrutame nulliga. Ortonormeeritud repeeri 

Korral saame tingimused

kus a 4 b # C#da.

Siin kaks esimest tingimust on samavärsed eo-

meetriliste tinginustega, т.1» on toodud selle punkti

ai quses.
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Be Absoluutselt parataktiliaea

» 1 h 1 de

Asoluutselt paratactilieeice sihiks nimetame (* . 1) 

parataktilist sihti, «el juhul vastav suhteline köveruse 

ellipsoid on sfäär ja peasihid antud slhi suhtes on säärл . ata 

/ kui mitte arvestada m- aõõtmelist peasihti - puutujatasanait/

и jinnal V. antud kõver & ,mille puutuja

о nab absoluutselt parataktilise sihi. Valime kõveralt suva­

liselt kaka löpmata lähedast punkti MjaM • Absoluutselt 

parataktilise sihi definitsioonist järeldub, et pinna V.. 

puutu ja tasand id punktides M je M on omavahel parataktili- 

sed, see tähendab kõik statsionaarsed nur ad пепле vahel on 

võrdsed.

Absoluutselt parataktiliste sihtide leidmiseks saame 

süsteemist (3,1) võrrandisüsteemi

Selle süsteemi lahenduvuse tingimustele saab juhul m « 2 

anda lihtsa geomeetrilise tõlgenduse.

Olgu repeer ortonormeeritud ja repeerl vektori Ca siht 

parataktiline /juhul tn * 2 on iva parata kt iii nt sint abso- 

eit parataktiline/. • süsteemist (8.1) saame
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Pärast lihtsaid arvutusi jöuame tulemusele, et para- 

taktiline aiht eksisteerib siis ja ainult siis,kui 
pinna VL punkt M asub kanalpinnal,mille juhtjooneks 

on kõverusellips. See pind lõikub kõverusellipsi tasandit 

mööda kahte rin joont, Mile keskpunktid ühtuvad kõverus- 

ellipsi keskpunktiga ja raadiusteks on a * b ja a - b, 

kus a ja b on köverusellipsi pooltel eae pikkused, 

Kui ese kanalpind lõikab iseennast punktis M , siis 

on puutujatasandil 2 parataktilist sihti. Juhul, kui 

a * b ja punkt M asub kõverusellipsi *eskL is, 

on Kõik puutujasihid parataktilised.
Ruumis R3 esineb ai nea näitena pinna paratakti- 

Iibest sihist tasanduva pinna asümptootiline siht.See 

on teatavas mõttes erandjuht, mida tuleb vaadata ühe kahe­

kordse parataktilise sihina.

Vaatleme juhtu, kus kõik pinna V, j.x»ihid on 

absoluutselt parataktilised.
vl.ru repeer • ormeex , siis süsteem (8.1) 

omandab kuju
f (,-7,) = 0

t = 0

x ) 
kus а #4 b •

Siit tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et

vl.ru
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kõik puutujatasandi sinid oleksid absoluu tselt paratakti- 

lised, on

Fa %aa%,= 0 ,

kus mitte Milt a, b, c Ja d ei ole omavahel vörübea,

Kui öüü4 võtta c=d=a ja seejärel c=a Ja

d » b , siis saame

Сл^-^о

(8.2) A 5^^ -о 
%a = о .

Siit
>8v, = ■ StjgJ3xxz Mr >

millest
m = z .

Kui võtta veel arvesse § b tulemused, võime tingimus­

test (b,2) teha j^rv.rifce järelduse:
Kui pinna köik puutujasihd on absoluutselt parat kti- 

lised,siis pind on kahemõõtmeline, normaalkõveruse indikatriss 

on ringjoon ja pinna punkt asub »elle ringjoone tsentris.

See Jr >b kergesti Kartuli Ste
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9* Pöördvastavusest

Kui võrrandisüsteemis (3.

pp‘oo4..(3aka-qa)=0 
fikseerida suurused p" Ja lahendada ta au te Q suntes, 

leiame kõik sihid , mille suhtes antud bxht (p) osutub 

peasihita*

Erijuhtudel võib vastavus sihtide Ja nendega seotud 

suhteliste peasihtide vahel olla vastast! tune kõigi puu- 

tujatasandi sihtide puhul* Näiteks m * 2 korral saame 

kaks Juhtu:

1/ pinna punkt asub köverusellipsi keskpunktis /mini- 

maalpunkt/ ja

2/ köverusellips on ringjoon Ja pinna punkt isub 

sirgel,mis liibib selle ringjoone keskpunkti Ja oo tema 

tasandiga ortogonaalne /kõik puutujasinid on pinna pea­

sihid/*

Ъеаа võib tõestada, kui valida suvaline orto onaalsete 

sihtide paar repeeri vektori te sihtideks Ja valemist (з.<) 

lähtudes leida esiteks tingimus, millal sihid,mis mäara- 

vad samad peasinid, on ortogonaalsed. ^ещио, et aun 

pinna punkt asub sirgel,uis läbib köverusellipsi kesk­

punkti ja on tema tasandid ortogonaaine. Sellest ыг est 

tuleb ainult lahutada punktid,kus võivad eksisteerida 

parataktilised sinia. Nende punktide kaugus köverusellipsi 
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tasandist on võrdne kõveruaellipsi poole fookusekaugusega.

Kui nüüd arvestada saadud tingi nust Ja valida repeeri- 

vektorid nii, et neile vastavate normaalköveruse vektorite 

otspunktideks osutuksid kõverusellipsi sama telje otspunk- 

। (;. 4) kez resti.

Pöörludes tazasi m-möõtmelise pinna Juhu juurde, tanis-

tame 8 iie suhtes antud siht (p) o: - pea­

sihiks, K(p) ■ jatasandi si

■ ne jagada kahte klassi sõltuvalt sellest, kas hulk 

sisaldab reaalseid sihte või mitte. Näiteks ruumi R3 tasan- 

duva pinna korral leidub ainult kaks sellist sihti (p) , 

^ille lk k(p) bi E lab reaalseid ae Need on pinna

peasihid.

Kui s (p) ja (p) с» ole c

k(p)ja k()sisaldavad saea sihti , el • 1 1*

kus (p") on suvaline I e (p) ja (p')

siht, sisal ti (q) . Siin -■ - (p) ja (plea pea­

sihid sihi (V) suhtes, »

siis i ga nende tas (p") (9 e

•• ( . з) • hulkK(p)

ühtub kogu puutu ja ta bändiks siis ja ainult sii$,<ui 

(9.1) p® p‘ aalqa-%e О * 0 .

Selle süsteemi lahendid osutuvad peti sihtideks köi 1 puutuja-
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tasandi sihtide suhtea ja seega ka pinna peasihtlaeKsehi?ae- 

tame neid sihte pinna absoluutseteks peasihtideks.
Kui absoluutsete peasihtide arv on 1öplik, siis naa 

kõik on omavahel orto onaalsed, sest nati osutuvad peab^ntiueks 
ühe ja sama /suvalise / puutujasini suhtes.

Kui kõik puutujasinid on absoluutsed psasiiiid, siis nad 

osutuvad ilmselt ka absoluutselt parataktilisteks. Sellist 
pinnapunkti tuupi, mis on võimalik ainult kahemöötmelistel 

pindadel, on к rjelatui eelmise parugrahvi löpus.
Edasi järeldub, et absoluutsed pe sihid ei sas taita 

enam kui kahemöötmelise tasanii, sest vastasel Korral asuka 
pinnal enam xui kahemõõtmeline ц« deetiline alampind, mnille 
kõik puutujasihid on absoluutselt parat aktilised.

ul:?u reg eer ortonormeeritud.vörrandisüsteemist (9.1) 

saame, et repeerivektori $LX siht osutub pinna absoluutseks 

peasihiks siis ja ainult $iis,Kul
I -

kus b 4 !• Kui siin ® « 2, siis

* • • - 0 * ® *

Oi et nui pinna punktis M eksis­

teerivad absoluutsed peasihid, siic punkt M asub rin - 

joonel , Д* läbib köverusellipsi fookusi Ja on tema 

tasandi za risti. Absoluutsetele peasihtidele vastavad 

köverusellipsi pikema telje otspunktid, oee vüide järel­

dub samuti viimasest kolmest võrduseste
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Ruumis R4 , leus rpokusi läbiva ringjoone asemele tuleb 

fookuste paar, Jõudis samadele tulemustele Yong-Chow

23 • Ruumis R, ai nea its näiteks absoluutsest pea­

sihtidest on tasanduva pinna peasihid.

Toome veel ühe Yong-Chow Wong’i poolt Juhul n » 4
i teoreemi ül ; sa . R, v,

kahemõõtmelise pinna juhule.

(p,) ja(p)ünised peasihid kahemõõtmelise pinna 

kahe puutu jasihi (dj ja suhtes, osutub, et sintide- 

' - ri . (p,) , (рг) ja (^) , (o) o.i.iW 1 unktis M ü ire 

nurgapoolitaja siis Ja ainult siia, kui sihid (p,) ja 

vastavad köverusellipsi tippudele. T , I (p,)

4* (p2) repeerivektori te sihtideks. Valem C5»*) eeeMe*

nüüd kuju

Х^гг t + (X. Xi+ 'Xx+ X •

. J 1 t - ~

sel luse jär i ,г гг

millest
tateq, S1

ja seega
Хг (X. - = о .

Viimasest seosest järeldubki väide.
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10• Finnad absoluutsete 

kõverusjoonte vörguga.

Pinnal asetsevat Kõverat, mille aiht punktis 

osutub pinna absoluutseks peasihiks selles punktis,nimetsae 

absoluutseks kõverus 3 õõneks.

Käesolevas paragrahvis piirdume Kahem^tme- 

liste pindade uurimisega . Paragrahvi 9 tulemus­

test selgub , et Kui jätta vaatlusest välja ringjoon- 

indikatrisaiga minimaal d,mille Kõik puutujasihid on 

absoluutsed peasihid, moodustavad absoluutsed kõverus-

Jooned pinnal or^to onaalse võrgu,

a/ Kõige üldisemad absoluutsete kõverusjoonte võrgu, a 

pinnad saame, kui nöuame ainult selle tingimuse t it ist,^t 

pinna punkt asuka kõverusellipsi töökusi läbival ellipsi 

tasandiga orto gonaalsel rin 'joonel.

Siin osutub otstarbekohaseks valida repeer mi, et 

kehtiksid võrdused

£n= H-t£ =
(10.1) Рг1=н-^ = к^

JŽr|JL = Cv = oZ, ,

kus H en pinna keskmise köveruse vektor ja а
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on vastavalt kõverusellipsi pikem ja lünea pearaadius-

vektor Kõik repeeri vektorid on norineeritud Ja, välja­

arvatud vektorid Ягц Ja «,, ka omavanel ortogonaalsod.

šecUe süsteemi
- o

jätkanist saame tir test (10.1) , et otsitavad

pinnad osutuvad Pfaffi süsteemi

Г w*=0
(10.2) -< wf 0

((2 = 0

wi = kw k4
w,=x0- О

w$- 0 wf = ксиг 9=6,-.,,

integraalpindadeks. Süsteemi (1g»2) kovariantide süsteemi 

uurimine näitab, et kõige üldisemad absoluutsete köverus- 

joonte võrguga pinnad sõltuvad ruumis R, (n - 4) -st 

suvalisest kahemuutuja funktsioonist.

Kui nõuame veel,et vektor H oleks kõverusellipsi 

tasandi d orto Tonaalne, siis vastavad pinnad sõltuvad ruumis 

R,, (n - 5) -st kahemuutuja funkte i n>5 ja

kuuest ühemuutuja funktsioonist, kui nz ♦ Na ,u järeldub 

5 8 tulemustest, eksisteerib nendel pindadel veel ortogo- 

naalne parataktiliste joonte võrk,mis on absoluutsete 

kõverusjoonte võrgu suhtes vörra

Kui nõuame, et pinna punkt asuks kõverusellipsi foo­

kuses, osutub otstarbekohaseks valida orotonormeeritud 

repeer nii,et vektorite €. je &2 ei I abso­

luutsete peasihtidega,vektorite 5^ ja 2 sibid aga vaetav
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kõverusellipsi pikema ja lühema telje sintiaega.Otsita- 

vad pinnad osutuvad Pfaffi süsteemi

Г иГ = 0
J (,= Kc" (^ = -£(л)г

] w" = 11к1 Ц)х w!=vkw*

<_<4?= О СО8Г= О ,

lntegraalpinaa<ieK6 Ja söltuvad 1 (n - 2) 

funktsioonist.

b/ Vaatleme junto,kua köverusellips on kõdunud sir 

löiguks. Siin absoluutsed peasinid i steerivai siia ja 

ainult siis,kui pinna punkt asub rin sjoonel, mille diameet­

riks see sirglöik osutub.
Kui valime ortonormeeri tud repeeri nii, et

{. ~ 0^3 )
3 Хггг= Нц

^г= 0 >
alla otaitavad pinnad osutuvad Pfafi süsteemi

Г Co*=0
(i .') J ~ oc- co^=0

cu,- = O
= 0 ü>£- 0 , f --A,

integraslpiniadeks.Selle süsteemi kovariantide aüsteemi 

uurimine näitab, et vastavad pinnad söltuvad ruumis Rn 

(n > 4) n suvalist ühe— ja funKtaiooni^t. Valerist 

kus К ОП pinna aussi köve us [5) * Л-.. t D, t SÜä—

tcemi (1 .1® ,nad omavad konstantse бамеа!
Kõveruse k « 0*
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Fara rahvi 8 tuleuustest jreldub, et vaadeldavatel 

pindadel on veei para takt liiste kõveruajoonte vörk kõve­

rate vahelise nurgage

(1 .4) °<= 2onct
Abosluutsed peasinid poolitavad parataktiliste sihtide vahe-

lined nurgada

Kui nõuame veel,et
da = = О >

*Ub 0*0 ja ^^0 ,
•iie vaetavad pinnad söltuvad ruumis R, Cn > */

(n - 4^ - Rii = "

Kümnest onstandiat. Kovarianti de süsteemist saame vö
Си 2 = ( = 0 .

Tähiatame ruumi R, vastavat pinda С vör-

dusec

r ct^= owk.
(10.5) < & CO

\ d,=-ow‘,
\ dLt4 = -£u?itz

Vaatle»» vektorit

kus M on pinna C punuti M kohavextor.

Väi (1 .5) <■« "<-*
d@ = 0

Seege pind C asub ruumi R4 hüpersfuril 53 keskpunkti koha-

7vektoriga U. 4» raadiusese ^Лг" *
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Kuna pind C sõltub ainult konatantidest, siis, arves­

tades pinnale C vaatava pfarti süsteemi lei t, on ta 

üheselt määra tud. Kui on antud järgmine Kujuna; pinna punkt, 

selles võetud puutu ja tasand, sirglõik-indi ka tri ss koos c®a 

asendiga noruaaltesandil ja puutujatasandi mingile sihile 

vaetav indikatrissi punkt. Sellised kujundid vastavad pinna 

C igale punktile M ja kõik nad on omavahel kongruentsed. 

Kui muuta vastavust indikatrissi punktide ja puutujatasandi 

sibide vahel- teostada poore puutujatasandil - ,siis antud 

puutujatasandi sihile vastava indikatrissi punkti kaugus 

punktist M muutub. Siit järeldub, et ruumis R on 

kaheparameetriline pöörete rühm, mis pinna C säilitab, 

ei leidu aga kolmeparameetrilist rühma.

Selleks, et leida pinda C säilitava liikumiste rühma 

kõik ühemõötmelised imprimi t ii vausesüsteemid, leiame vördusi 

(10.5) arvestades vektori M+E; (V* const ,i»l,.ee,4) 

dl 2.
diferentsiaali avaldises lineaarvormide (a) ja C korda­

jad. Saame kaks vektorit

= (i- ) • 4 + ax

= (1- -I- .

Selleks, et vektori M + X Li ot^t .unkt oleks 

ühemõõtmelise iaprimi tiivsusesüsteemi punkt, on ilmselt tar­

vilik Ja piisav,et vektorid h, ja h, oleksid kollineaarsed. 

Siit saame, et kõik otsitavad imprimitiivsusesüsteemid kokku
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moodustavaa kaka efMri 53 keskpunkti Q ivat kahe­
mõõtmelist tasaruit, millest uks on paralleelne vektoritega 

4 > U1M veduritega Ja , e Kui . La
tasanaeid punkti % ü^uriteevate к ,ik

üne:n6öt melised imprimitlivsusesüateemid.Nenae tasandite 

lõikamisel sfüäriga S, saame selle sfuäri .^i

K ja L • 81 ole raske BäLh»,e'* ia C punkti MW<W «iii 

ri k kui г onest L on konsta ,J*.re~
li kult pind C on sl>i;Uil S3 kui koi memöö tmelises ellip­

tilises ruunis sirgete К ja £ ekviaistantpind, s.6 . 

Clirforai pind (vt. •

Võrdusest ^lc.4) nähtub, t parataktiliste oi nt ida 

sihi vektorid on 
— 8 — + a - 

1 i/a? + (г
7U 0 diferentseerimise sümbol parataktilises sinis.

Tühistame

6z#(2,K,*,2,2,)6s-csFB
Maul aa ■ me

ul Va+g
millest jär^Uuü, et pinna C parataktilised kõva?

osutuvad sfääri S3 auurringideka. need Jooned o&u-

tuvad Cli f lorul pinna moodust ajatexs.

Seostest (1 «5) on näha, et ks 1 C absoluutseta 

köverusjoonte võrk moodustab kaks ringjoonte parve. Hcist 

ühe parve ringjooned on paralleelaed vektorita j: 23
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ta aa nd 1га Ja omavad Ühise raadiuse 4 t teise parve 

ringjooned on aga paralleelsed vektorite , ja e, 

tasandiga ja omavad ühise raadiuse 4 . Elliptilise 
ruumi S$ seisukohalt osutub see võrk Clirfordi pinna 

tavaliseks kõverus joon te vörguks.

11* Määramata peasintidega

kahemõötoselistast pindadest*

Paragrahvi 7 tulemustest järeldub, et selleks, et 

kahemõõtmelise pinna Kõik puutujasihid oleksid peasihid, 

on tarvilik ja piisav, et normaalkõveruse indikatriss 

oleks rin.Tjoon ja pinna punkt asuks sirgel, mis läbib selle 

ringjoone keskpunkti ja on tema tasandiga risti*

Kui orotonormeeri tud repeer valida nii, et 

= ^^3 + 8- >

ja 

~ a e, >
Kus a on indikatrissi raadius ja b on pinnapunkti 

kaugus indikatrissi tasandist, siis otsitavad pinnad 

osutuvad Pfaffi süsteemi
( c? = CU<a)L (А?г= « QlCa)X a" = 0

. x < c3 = ac- Cüi= CLCA)1 w, = 0

‘ c]=8c U)[=0 ,9=6,,n,

integraalpindadeks.
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Piiraume juhuga, mil n » b * const #0 ja a 0»

Siis süsteemi (11.1) kovariantide süsteemist järeldub 

veel

(ii.2) w, = •4 = о .

Vastavad pinnad sõltuvad Kahest ühemuutuja funktsioonist. 

Tähistame vastavat pindade klassi ja selle klassi

esindajat A.

lasti eose vektorit
_ Q, = M 4 + ^5 ,

kue M on pinna A punkti M kohavektor. v test (11.1)

Ja (ll.k) saame 
dCL = О .

Seega pind a asub neljamõötmelisel sfääril kesk­

punkti keha vektoriga Q ja raadiusega -2 •

Kui vaadelda pinda A elliptilise i 54 

plmna, võib nai lata, et ta osutub elliptilise ruumi 

ringjoon-indikatriasiga mi ni maal pinna ks. Selliseid pindu 

on uurinud _• Bor8vka [6].

huvitava erijuhu ьааа>е,ки1 eeldame, et Ka a= const. 

Siis kovariantide süsteemist Järeldub veel

süsteem on taielikult integreeruv ja pinu sõltub seega 

ainult konstantidest. Tänistame pindade klasai -(•} 

vaetavat alamklassi{B} ja Klassi esindajat B.
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Valemist
Dc; =- к [(л/a?J 

sanme pinna В Gaussi köveruseks 

к ж a" * const#
Ue^iu.Tiiüte on lanu a , r.t konstantse raadiuse a

ringjoon-indi katrissiga minimaalpinnad elliptilises ruumis 

S4 kõverusega 5 CL (seega pinnad on s
ainukesteks konstantse kõverusega minimaalpindadeks. Samuti 

.. on ta näidanud, et sellised pinnad on ruumi S4 teatava 

kolmeparameet rilise liikumiste rühma /aeega ruumi R, 

pöörete rühma / imprimitiivausesüsteemideks.

Kasutades mõttekäiku, mis on analoogne pinda C sii- 

litava kaheparameetrilise liikumiste rühma olemasolu näi- 

tarni seks kasutatud mõttekäiguga. Ja arvestades seda, et 

urnis R 5 ei leidu konstantse kõverusega ringjoonindi- 

katrissiga pinda, milles on kerge veenduda, võib näidata, et 

ruumis R, olevatest kanemoötmeli etest konstantse köve- 

idadest on tasand,sfäär ja pind В , . , 

millede kSik sise eomeetrilised liikumised osutuvad ka 

ruu 1 R5 liiku isteks.

Samuti , nagu eelmises paragrahvis leidsime kõik 

pinda C sülitava liikumiste rünma ühemöü teelised impri mi- 

tiivausesüsteemid, leiame siin kõik pinda С anutava 

liikumiste rühma kahemõöt me Ilsed mprimitiivsusesüsteemid.

viimased osutuvad koonuse



j x,x-= x4 ft
= 2.^f± цхгх+ xi +v3 -ч) 

lõigeteks koonuse tippu ümbritsevate E V.^ga.Siin 

repeer on ortonormeeritud, koordinaatde alguspunkt on pinda

В > sres = ^5

on pinna В mingi punkti konavektor. . rite €, ja 

tasand - В ja tat indiiui vektori M ots­

punktis, vektorite ja tasand aga vastava t­

rissi tasandi ka, kus j uu rea vektor Я3 on indikatrissi kesk­

punktist vektori 2-^ sihile vastava normaalkõveruse vektori 

otspunkti suunduva raadiusvektori sihiline.

On ker?e näna, et kõik leitud kahemõötmelised imprimi- 

tiivsusesüsteemid kuuluvad pindate klassi \B} , samuti seda

et pind В koosneb kahest teda sisaldava sfülri keskg ankti 

suhtes sümmeetrilisest osast.

pinna В võrranditele võib samas repeeris anda 

kuju x
(х1хг- = ^-Кч (±6+23 xs)

x; + x + x; + x3+ ^5 ” '3^ *
olgu pinnal В antud geodeetiline joon et ja olgu 

repeerivektor , selle joone puutujaks» Siis ninkumisel 

piki eol 61 i 1 i st 5$ 1

<jol(3) - 5% ч
оЛ(5) = OJ^(5^ - 0 .

Arvestades veel seoseid (11.1) ,(11,2) , (11»з) ja (1.4) 

saame
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kus

(11.5)

5'л1= 2 5s
p =-2az,s ,

p = £ (А+^"ёу) .

Siit järeldub, et pinna В eodeetilised on ringjoonea 

raadiusega 20 ja Keskpunkti kohavektoriga

(11.6) M*= M +4P >

kus on geodeetilise sihile vastav ^in-} noraal-

kõveruse vektor. I võib pinna B kummatki sidusat 

piirkonda vaadelda ringjoonte üneparameetrilise parvena. 

Meed ringjooned on konstantse reediuaege läbivad köik 

ühte punkti - pinna В punkti M - ja puutuvad selles 

punktis pinna puutu jatasandit. Selle parve ringjoonte ke&k- 

punktide geomeetriline koht on ringjoon, mille joonistab 

vektori M ots punkt carve jr&r.eetri muutu ae».

Kui leiame selle parve kahe lähedase ringjoone vahe­

lise pinnatuid pindala diferentsia tli, integreerime seda 

üle kogu parve ja korrutame капежа» saame pinna В pindala

Huvitav on mark aa, et sellise kahenöõtmelise sfääri 

pindala, mille raadius on vördne pinna В geodeetiliste 

ühise ra alusega, on veerand pinna В pindalast, laussi 

kõverus aga neli korda ouuree, rinda В sisaldava nelja- 

fGõ?tbell6e sfä ri kahemõtmelise eodeetilise pinna korral 

on need arvud vaatavalt 3ja 3 •
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Kuna piima В tõik eetilised osutuvad rxn;jüon- 

teka,aiia asub pinnal В kaheparameetriline parv rln^Jooni 

Nende ringjoonte keskpunktid kujutavad kahemöötmelise 

pinna В ,®is, olles pinnaga В geomeetriliselt seotud, 

süilub pinda В säilitava liikumiste rünma puhul Ja kuu­

lub seega pindade klassi{B}. Vahetu arvutus näitab, et 

pinna В punkti kaugus pinda В sisaldava sfääri kesk
<5 *

punktist on 6a . Järelikult on : ind В iseloomus­

t a t u d suuruse g а а в 2 а •

Ker :fc on veenduda, et koi l pinna В puristi Al 

läbivate eode tiliste joonte keskpunktid kujutavad pinnal 

В ; co a e . tl lise* seega ei kenti üksühene vastavus mitte 

ainult pinna B geodeetiliste ja pinna B" pu. 

vaid ka pinna В geodeetiliste ja pinna В punktide 

vahel.

VSnuBtest (11.6) , (11.9) , (11.4) , (11.1), (ll.t) 

ja (11.?) sasme

б(М*= •

Siit näeme, et vektorite Ja tasand os ena

B* puutujatasandiks pinna В punkti M läbiva ja 

vektori . sihis kulgeva geodeetilise Kt.4K[.unKtiseJäre- 

likult pinna В geodeetilise tasand on pinna В vastava 

puutujatasandiga täielikult orto zona ine. Võib näidata, et 

ka pinna В geodeetilise tasand on pinna В vastava puu­

tu jatasandi ga täielikult orto <ona ilne.
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