
*3.130035

ötferentsiaa!-
arvutus i

/

L.

TALLmn 1966



1966

A

TALLINNA POLUTEHNILINE INSTITUUT

Matemaatika kateeder

H. R

DIFERENTSIAALARVUTUS

Konspekt kaugtlliõpilastele

TALLINN



isukord

Uhe muutuja funktsiooni

diferentsiaalarvutus

lk.
§ 1. Tuletis ja diferentsiaal \

1. Liikumise kiirus. 3
2. Funktsiooni tuletis ja tema geomeetriline tä-

hendus a.4

3. Tuletisfunktsioon

4. Summa, korrutise ja jagatise tuletis 9
5. Llitfunktsiooni tuletis 12

6. Pöördfunktsiooni tuletis 13
7. Elementaarsete põhifunktsioonide tuletised. . . 13
8. Ilmutamata funktsioon ja tema tuletis 18

9. Funktsiooni diferentsiaal. . 21

10. Diferentsiaali geomeetriline tähendus. 23
11. Summa, korrutise ja jagatise diferentsiaal ... 24

12. Diferentsiaali kuju invariantsus 25

13. Parameetriliselt antud funktsioon ja selle tule-
tis 25

14. Kõrgemat järku tuletised 27

15. Kõrgemat järku diferentsiaalid . 29

§2. Tuletiserakendaminefunktsiooniuurimisel

1. Keskväärtusteoreemid 30

2. Funktsiooni kasvamine ja kahanemine . 35

. 3. Funktsiooni ekstreemum 37

4. Funktsiooni graafiku kumerus, nõgusus ja käänu-

punktid

5. Funktsiooni graafiku asümptoodid * 48

6. Funktsiooni uurimine ja graafiku konstrueerimine 31

§ 3. Tuletise geomeetrilisi rakendusi

1. Tasapinnalise joone puutuja ja normaal 53

2. Tasapinnalise joone kõverus 53

3. Ruumijoone puutuja 58

§ 4. Tuletise rakendusi ligikaudsetes arvutustes

1. Taylori polünoom 62

2. Taylori valem. 63

3. Lagrange'i jääkliige 64

4. Taylori valemi kasutamine. . 67

5. Võrrandi lahendi lähisväärtuse täpsustamise
võtteid6B

6. K33luv3te69

7. Puutuja- ehk Newtoni võte 70

8. Kordsed lahendid 71



<2-

ladu Riikiiku ülikool)

Raamatukogu
& ARHIIVKOGU

ÜHE MUUTUJA FUNKTSIOONI DIFERENTSI AALARVUTUB

$l, Tuletis ja diferentsiaal

1. Liikumise kiirus

tlase liikumise kiirus. Kui mingi keha liigub üht-

lase kiirusega ning ajamomentidel ja tg läbitud teepikku-

sed on vastavalt ja siis on keha ajavahemikus tg-

Sg*
läbinud teepikkuse 3g- Jagatist nimetatakse üht-

lase liikumise kiiruseks.

Kui mitteühtlase kii-b. Mittetlhtlase

rusega liikuva keha puhul on ajamomentidel ja tg läbitud

teepikkused vastavalt ja Sg, siis nimetatakse jagatist

Sp* Si
—r— mitteühtlase liikumise keskmiseks kiiruseks ajavaheajavahe-

mikus kuni tg-ni. 3ee keskmine kiirus iseloomustab lii-

kumise tõelist kiirust momendil t-, seda paremini, mida väiksem

on ajavahemik momendist momendini tg. Seetõttu nimetatakse

mitteühtlase liikumise kiiruseks momendil plirväärtust

*2" Si
lim

'2-*l

Et liikuva keha poolt läbitud tee pikkus s on aja t

funktsioon s(t), siis = ja Sg= s(tg). Seetõttu lii-

kumise keskmine kiirus ajavahemikus kuni tg-ni avaldub



kujul

a(tg) -

tg-

ja liikumise kiirus momendil kujul

a(tp) - s(t.)
lim

1 - t
t —t

/1

2. Funktaiooni tuletis temajgeomeetriline tähendus

Üldistame liikumise kiiruse defineerimisel rakendatud

mõttekäiku mistahes funktsioonile.

Olgu antud mingi funktsioon f(x), mille määramispiirkon-

naka on teatud vahemik, kuhu kuuluvad arvud ja Xg. Nimeta-

f(xg) -

me jagatist aelle funktaiooni muutumise kesk-
Xg -

miseks kiiruseks vahemikus kuni Xg-ni. keskmine

kiirus iseloomustab funktaiooni muutumise kiirust argumendi

väärtusel seda paremini, mida väiksem on vahemik argumendi

väärtusest väärtuseni Xg. Funktsiooni f(x) muutumise kii-

ruseks argumendi väärtusel funktaiooni tuletiseks kohal

Xi nimetatakse piirväärtust

f(Xp) - f(x.)
lim —

juhul kui see piirväärtus eksisteerib.

Funktaiooni f(x) tuletist kohal Xi tähistatakse lühemalt

sümboliga f'(x-):i*

,
-f(xi)

f'(x.) = Ilm

Xg-Xi

Nagu nähtub jooniselt 1, tähendab funktsiooni f(x) muu-

tumise keskmine kiirus vahemikus kuni Xg-ni geomeetri-

liaelt joone y = f(x) punkte Pi(Xi; f(xi)) ja Pg(Xg;f(Xg))
läbiva lõikaja tõusu:



f(xg) -

/

Kui siia liigub lõikaja ja kõvera ühine punkt Pg
aeda kõverjoont mõõda punkti poole nii, et nendevaheline

kaugus saab kuitahes väikeaeka. Seejuures pöördub lõikaja

ümber punkti lähenedes teatud piirairgele, mida nime-

tatakse joone y = f(x) puutujaks punktis Seega

funktsiooni tuletis kohal võrdub funktsiooni graafiku

puutuja tõusuga, kui puutepunkti abstaias (joon. 2):

lim . f'(x^).
ig-Xl *2"*l

Teades, et joone y = f(x) punktis Joonesta-

tud puutuja tõus on saame koostada puutuja võrrandi

y - = f'(Xi)(x -

3. Tuletisfunktsioon

Argumendi väärtuste vahet Xg- nimetatakse, nagu juba

teada, argumendi juurdekasvuks ehk muuduks ja tähistatakse

sümboliga Ax. Et Ax = Xg- *l* siia Xg = +Ax, kus

x
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Funktsiooni y = f(x) väärtusta vahet f(xg) - =

+ Ax) - nimetatakse teatavasti funktsiooni

juurdekasvuks ja tähistatakse sümboliga Af(x) või Ay

Ay =Af(x) = + Ax) -

Neid sümboleid kasutades saab kirjutada funktsiooni f(x)

tuletise kohal ka kujul

-

f' ) = Urn 7*
Ax-0

Ax

Lastes argumenti omandada mistahes väärtuse x, mille puhul

eksisteerib piirväärtus

Ilm
- f(x) ,

Ax-0
Ax

muutub see piirväärtus argumendi x funktsiooniks. Seda funkt-

siooni nimetatakse antud funktsiooni tuletisfunktsiooniks ja

tähistatakse sümboliga y' või f'(x). Seega

y'=f'(x) = Ilm )—* = Hm

4x-0
Ax Ax-6

=

Kui tuletise sümbolis y' soovime näidata, et tuletise

leidmisel on argumendiks olnud x, siis märgime tuletist kujul

mida loeme: y-i tuletis x-i järgi.

Niisiis, funktsiooni tuletiseks nimetame funktsiooni

dekasvu la Argumendi luurdekasvu piirväärtust ar

mendi memisel nullile. Juhul kui see piirväär-

Kui funktsioonil f(x) on olemas tuletis mingil argumendi

väärtusel, siis nimetatakse funktsiooni sellel argumendi väär-

tusel tseeruvaka.

Selgitame, mis on selleks tarvilik, et funktsioon oleks

antud argumendi väärtusel diferentseeruv.

Funktsiooni tuletis on niisuguse murru piirväärtus, mille

nimetaja piirväärtus on null. Sellisel murrul saab piirväär-

tus olla ainult siis, kui ka lugeja piirväärtus on 0, TBe-
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poolest, kui lugeja piirväärtus on nullist erinev, siis murd

kasvab tõkestamatult, samuti pole murrul piirväärtust, kui

see lugejal puudub.

Seega on funktsiooni f(x) tuletise olemasolu tarvilikuks

tingimuseks, et

Ilm &(x + Ax) - f(x)] = 0,

s.o. et funktsioon f(x) oleks pidev kohal x.

Niisiis, diferentseeruvuse tingi-

museks.

Kui funktsioon pole pidev mingis punktis, siis ta pole ka

diferentseerus/ selles punktis.

Pidevus aga pole diferentseeruvuse piisavaks tingimusek;

sest kui nii murru lugeja kui ka nimetaja piirväärtus on 0,

siis murrul endal ei pruugi veel piirväärtust olla. Nii on

liin 3x = 0 ja lim 5x2 -o, kuid piirväärtust lim 3x

x—o x—o 5x2
- lim ei eksisteeri, sest kui x—o.

sx

Kerge on konstrueerida niisuguse funktsiooni graafikut,
millel mõnes pidevuskohaa tuletist ei ole. Nii on joonisel 3

kujutatud funktsioon pidev kohal kuid tal pole tuletist

sellel kohal, sest puutuja on seal risti x-teljega,



Kui eksisteerib f'(x) = lim
,

siis eksisteerib ka

Ax—

vasakpoolne piirväärtus lim ja parempoolne piirväärtus
Ax—-0

, kusjuures need piirväärtused on võrdsed. Geomeet-

riliselt tähendab see seda, et kui funktsioon f(x) on dife-

rentseeruv kohal siis sellele abstsissile vastavast kõvera

punktist tõmmatud lõikaja muutub üheks ja samaks puutujaks

teise lõikepunkti lähenemisel esimesele, ükskõik kas teine

lõikepunkt asub esimesest paremal või vasakul (Pg)
(joon. 4).

Joonisel 5 antud funktsiooni graafikule punktist

tõmmatud lõikaja annab aga piirasendis kaks eri-

nevat puutujat vastavalt sellele, kas teine lõikepunkt asub

esimesest paremal või vasakul. Selles punktis vasakpoolse

puutuja tõus on

f Ax) - f(x-)
lim —

Ax—o

ja parempoolse puutuja tõus on

Itm
- Kii'

4X-+0 3*

Et need piirväärtused pole võrdsed, siis pole olemas piir-

f Ax) -

väärtust lim Funktsioon f(x) pole di-

ferentseeruv kohal

kuigi ta on seal pidev.

Näiteid:

1. Kui f(x) s k, kus

k on konstant, siis

f(x +Ax) k. Seega

f'(x)= lim .* mO.

Ax—o Ax

Lonstandi tuletis on 0.



2. Kui f(x) =x, siis f'(x) - lim -

Ax—o

* lim = 1.

Ax—

x'=l.

3. Kui f(x) = giig

r, = lim
.

am—o a*—o
a*

= lim (2x +Ax) - 2x.
Ax—o

Seega
(x^)' = 2X .

4. korrutise ja_jagatise tuletis

Olgu funktsioonid u = u(x) ja v = v(x) diferentseeru

vad kohal x, a.o. olgu olemas piirväärtused:

u' = lim ±4x) - u(x)= Au

Ax—o Ax Ax—o

j*
v' =*lim 4x) - v(x) . ii- _Av

Ax-—0 Ax—

!eus

Au = u(x +Ax) - u(x) je Av = v(x + Ax) - v(x),

u(x + Ax) u(x) +Au ju v(x + Ax) = v(x) + Av.

Teoreem 1. r tuletis võrdub liide

LV) !t

(u + v)' u' V*
.

Tõestus:

(u + v)' lim LnfA-+A?.)...+. V.(3L +

Ax—o Ax

= iim u<* + Ax) '

+
vfx.+.Ax). - v(xl

=

.*" Ax Ax
Ax—o



= = u' + V.

Teoreem on Oige mistahes lõpliku arvu liidetavate puhul.

Näide: +x + 3] = +x' + 3'

= 2x+l+C = 2x+l

Teoreem 2. Kah, O) tise tuletise saamise:

tb liita esimese teguri tuli ete; Lt

teise teguri tulet t

(uv)' = u'v + uv'.

Tõestus

(uv)' = lljnu(xX±Ax)y(x+_Ax)- u(x)v(x)=
Ax—o &x

= lim Lu(x) +Au] Ev(x) +Av] - u(x)v(x)
=

Ax

= Ilm v(x) *Au + u(x). Av + Au* Av
Ax-*<o Ax

. -Aa + .(I). + Au.

= v(x) . Ilm Asi + . lim Al + Ilm Au . lim
Ax— Ax— Ax—o Ax—

=v(x). u'+u(x)* v'+o* v'-u'v+v'u.

Näide:

(x3) = . x)' = x + xß.x' = 2x-x + 1 =*3x2,

Järeldus 1. Kui k on konstant, siis k' *O.

Järelikult

(ku)' = ku'.

standi ,!a funktsiooni korrutise tuletis võrdub

tuletise .la selle konstandi korrutisega.iile konstandi korrutis

Näide:

(100x3/ = 100 (x3)'= 100 . 3x2 . 300

-10-



II

Järeldus 2. Mistahes lõpliku arvu tegurite puhul

on korrutise tuletis summa, milles liidetavaid on niisama pal-

ju kui tegureid ning iga liidetav on ühe teguri tuletise ja

kõigi Ülejäänud tegurite korrutis. Näiteks

= =

= 2x = Bx^.

Teoreem 3. Murru tuletis võrdub murruga, mille nimetaja:

tud lir

/U\u'v - v'u

Tõestus:

u(x + Ax) u(x) u(x) + Au

(3)'= it.
VSD+4V ?&

.

v
Ax-*-0 Ax-*-0

- Ilm
+ V(x),4u - u(x)v(x
v(x) v(x) - v(x)-ZXv

Ax-*-0 - v(x)Av

Rakendades piirväärtuse leidmise teoreeme, saame:

v(x) Ilm - u(x) Ilm

(R)' . ,

[v(x)]2 - v(x) Ilm Av
4x-*0

'(x) - u(x) V*(x) u'v - uv'

[v(x)]Z yZ

(xs)' =, -
- x^.

*3 (x=)K
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*6

Llitfunktsiooni tuletis

Olgu funktsioonid f(u) ja u = diferentseeruvad,

s.t, on olemas piirväärtused lim - f!(u)

ja lim
***

lim =<f'(x). Et + Ax)
Ax—o Ax Ax—-oAx '

- = Au, siis +Ax) = +Au ehk + Ax) =

=u + Au, kusjuures Au—o, kui Ax—o.

Kui saab moodustada liitfunktsioonl siis sel-

le tuletis avaldub kujul:

[f((x)) = lim ***.
Ax—O A*

-
+Au) - f(u) Lf(u+ Au) - f(u)]Au

Ax—o Ax Ax—o Ax Au

= ii. .t(u+Au.L.- f

Au—o Au Ax—oAl

= f(u) .y(x),

kus pärast diferentseerimist u tuleb asendada funktsiooniga

Tulemuse kirjutame kujul

[f ( <(?(x))]' = -

Liitfunktsiooni tuletis vdrdub välise funktsloo

{vahepealse muutuja järgi) korrutatud sisemise funktsioo;

tuletisega.

Näide. Leida funktsiooni 7x + tuletis.

Antud funktsioon on liltfunktsiocn, mille väline funkt-

sioon on f(u) = uS ja sisemine funktsioon u * 5x3 +

+ - 7x + 1. Välise funktsiooni tuletis (vahepealse muu-
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tuja järgi) on ( y7(x)) = f'(u) = = + - 7x +

Sisemise funktsiooni tuletis on y?'(x) = 2*2x

- 7 - 4x -7, Sesga

[(sx% 7x + - 7x + 4x -7).

0. Pöördfunktsiooni tuletis

Kui funktsioonid y = ja x = f(y) on tsiuetaise

pöördfunktsioonid, siis on Et x' - 1 ja

[f( .
.

siis

fy ( ) (X) =l,

millest

(J'(x)=——=1 ehk y<r = lr**

Xy

Funktsiooni tuletis on seega avaldatav murruna, mille

;ejaks on Uks ja nimetajaks on selle funktsiooni pöörd-

3iooni

1

Näide: Funktsiooni y
* f/7(x) =x pöördfunktaioon

on x = f(y) * Föördfurktsiooni tuletis on f'(y) = -

1 2

= = Seega on antud Sanktsiooni tuletis

<?'(*)= = lx'.

Xx'

Elementaarsete põhifunktsioonide tuletised

1. {sin x)' - eos x.

Tõestus:

(sin x)' = lim x
=

4x-0 Ax
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r,
x+Ax + x_. x + Ax-x r

2 eos
Q

sln 5 A-
sin

, lim = Ilm eos (x+A^)—T-
Ax—o Ax Ax-o[ 3

cl

Asendades nüüd =t, millest Järeldub, et t—o, kui

Ax—o, saame:

(sin x)' - lim [eos (x + t) * -] "

t—o
*

lim coa (x + t) Ilm - = eos (x + 0) * 1 = eos x.
t-*-0 t-*-0

Märkus. Et eos x = sln + siis võib saadud

valemi kirjutada ka kujul
(sin x)' " sin (x +

(2? (eos x)' = - ain x.

Tõestus. Vaatleme antud funktsiooni eespool antud

liitfunktsloonina eos x = ain u, kus u = x +
.

Välise

funktsiooni tuletis on (sin u)' = oos u = cos(x + = -sin x.

Sisemise funktsiooni tuletis on (x + ?y)' =l+o = 1,

Seega

(eos x)' = - sin

Märkus. Nagu näha, kehtib ka valem (eos x)'

= eos (x +
.

(tan x)' 7— *

Tõestus:

(tan x)' " (&1IU&)' = eos x ccs x - ("Sin x) sin x

cosx —P

- +
_

1

Märkus. Nagu näha, kehtib ka seos (tan x)' =

*=l + tan2x.

(cotx)' = -—
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Tõestus:
,

z /eos X\ ' - sin x sin x - eos x eos x
(cot x)' - (-T—=J 5

sl" *
ain"x

=4-
+ 1

Märkus. Ilmselt kehtib ka valem (cot x)' = -(1 *

+

5. (arcsin x)' =
—===== *

T 3 es tus. Funktsiooni y = arcsin z pöördfunkt-

sioon on x = sin y, kusjuures - Et (sin y)' =*

" eos y = Vi- -
Vi- (sin arcsin Vi - ja

(arcln -

(arcsin x)' -——

.

Vi -

6. (areeos x) ' =
. .

VTTT?

Tõestus. Et arccos x + arcsln x = siis

(arccoa x)' - - arcsin x)' =*o - ——— —

= 1
.

7. (arctan x)' = —-—=
.

1 +

Tõestus, Funktsiooni y - arctan x pöördfunkt-

aioon on x = tan y. Seega pöördfunktsiooni tuletis on

(tan y)' = —= 1 + =1 + [tan (arctan "

cotsy

-l+x2.
Järelikult

(arctan x)' =
—.

I+xß
8. (arccot x)' =

.

l + x2

Tõestus, Et arccot x + arctan x = .üg

(arccot x)' = (A - arctan x)'=- 1

l + i2*
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<2; =

Tõe s t u s:

log.(x + Ax) - log.x
(log x)' = ilm —

a Ax-*-0

Et log g(x + Ax) - = = +

+Axj -

i Ax x 1 AX-.

*Äx
' --

= '
x

+

x

-ii /i . Ax\"2lx

Kui siis -p^-^-co, seega asendades = t ehk

saame:

(ICg X)' = Ilm [I log (1 + x) I =

a t—ooL* * * J

-Hm 1 Hm log (1 + = log Ilm (1 + =

t—oo* t-<X)
* 6 X 6

-ln_„ lne_l
x x'Tn'a x'

1_ _
1

Tn a xlna

Märkus, Kui a=e, siis lna=lne=l ning

4 ?.

10.

Tõestus. y = pöördfunktsioon on

x - log y, Seega pöördfunktsiooni tuletis on

-

I_
=

1

a*lna

Järelikult
' -

o* In a

Märkus. kui a = e, siis saame:

(e*)' =
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t

= r ,
kus r on mistahes reaalarv.

Tõestus. Kui x>o, siis x = ja =

= *. Seega kasutades liitfunktsiooni diferentseerimise

eeskirja, saame:

(x?)' - (e** 1" X) ' =
x

y 1
-

y,
1

y

Kui x<o, siis -x>o ja -x = millest

x = ning kui r on niisugune arv, et eksisteerib

siis x? =
r

= (-1)? I"
seega

(x**)' = e"
'

= (-l)''(e'' 1" (-*))' =

= (-l)*'.r I" '-*'r (-1) =x? .r .1 =

!

12. (shx) =chx.

Tõestus: (shx) = .*..A - -

= - (-l)j = + =oh x.

13. (chx) =*shx.

Tõestus: (ch x) = (-——) = I (.x + e*X) =

= + (-l)j = - = shx.

14. (th x)' = —1-
,

? ,shx\_chxchx-shxshx_
fõo stus: (thx) =

2
ch x

-

-

_
1

15. (Arshx)' =-—=L_— .

yyrr
Tõestus: (Arshx) =[ln(x+ =

1
. (1+ .1 .2x) =

x+ V + 1 2 + l
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1
+l* + x 1

_

16. (Archx) =

Vx"-1

F i/5
Tõestus: (Archx)*" +yx -l)j —

=
1

_
(j, x

*Vx3 -I+x I__.

-1) 1

17. (Arth x)
'

= —L__.

Tõe st u s: (Arth x)' = In
*

=
1 H,. -

1 1-X,1(1 - X) - (-lUl_+_X).
-

K 1+ X (l-x)2

1 l-x+l + x
-

1

8, Ilmutamata funktsioon ja tema tuletis

Kui kaks muutuvat suurust x ja y on seotud võrrandiga

F(x,y) =0 ja leidub niisugunefunktsioon f(x), mis asenda-

tuna y-i asemele antud võrrandissemuudab selle samasuseks

F(x,f(x))so, siis öeldakse,et võrrand F(x,y) = 0 esitab

ilmutamata kujul funktsiooni y = f(x) ehk võrrandiga

f(x*y) " 0 on antud ilmutamata funktsioon f(x).

Nii esitab võrrand

x2+y3-s=o
1

2 y
ilmutamata kujul funktsiooni y = (5 - x), sest asendades

1

funktsiooni (5 - antud võrrandisse y asemele, tekib

samasus:
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2 f
x% !(5 - I -5=(5 - - 5 =

2 2
= x + 5 - x - 5= 0.

Ilmutamata funktsioon f(x), mille esitab võrrand

f(x,y) = 0, leitakse sel teel, et võrrandist F(x,y) = 0

suurus y avaldatakse x kaudu (kui see osutub võimalikuks)

Näiteks võrrandist

x2+y3-s=*o
i

saame =5 - millesty=(5- seegaf(x)

= (5-x2)3.
Juhul kui võrrandile F(x,y) = 0, mis esitab ilmutamata

funktsiooni, ei saa anda kuju y = f(x), siis selle võrrandi-

ga esitatud funktsioon ei ole elementaarfunktsioon.

Näiteka võrrandist + x + y5 + y - 10 = 0 ei saa

avaldada y-it x-i kaudu. Küll aga saab sellest arvutada argu-

mendi x antud väärtustele vastavaid funktsiooni väärtusi. Kui

näiteks x = K, siis saame 2$ + 2 + y$ + y - 10 = 0 ehk

y(y4 + 1) = 0, millest y = 0, seega f(2) = 0. sellest järel-

dub, et antud võrrand esitab küll üht funktsiooni, kuid see

ei ole elementaarfunktsioon.

Mõni võrrand ei esita mingit funktsiooni, näiteks võrrand

x<?+ y2 +l= 0, gegf.sellest ei saa leida ühelegi x väärtu-

sele vastavat y väärtust.

Võrrandiga F(x,y) = 0 antud ilmutamata funktsiooni tu-

letis leitakse põhimõttel, et funktsioon F(x,y) on ainult

argumendi x funktsioon, sest y = f(x), seega

=F[x,f(x)]. Et F[x,f(x)] on iga argumendi väärtuse puhul 0,

siis ka F'[x,f(x)] = 0.

Leiame näiteks võrrandiga x$ + x + y$ + y - 10 = 0 antud

ilmutamata funktsiooni y tuletise y'.

Eelneva põhjal saame:

(x3 +x+ys + y - 10)' = 0.
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Rakendades tuletise leidmise eeskirju ja võttes arvesse,

et y5 on x-i liitfunktsioon, mille välise funktsiooni tuletis

on 5y4 ning sisemise funktsiooni tuletis y', seega =

4
= saame: .

+ 1 + + y' = 0

millest + 1)+ +l=o ja + 1) =

seega p

y,=_33±+_l.

Niisiis saame ilmutamata funktsiooni tuletise avaldada

argumendi ja funktsiooni kaudu. Kui argumendi väärtus ja sel-

lele vastav funktsiooni väärtus on teada, saame leida ilmuta-

mata funktsiooni tuletise väärtuse.

Näiteks eespool antud ilmutamata funktsiooni tuletis ko-

hal x = 2 on:

- 5--; i—13*

Teades ilmutamata funktsiooni tuletist, saame leida ka

ilmutamata funktsiooni graafiku puutuja võrrandi.

Näide. Leida ilmutamata funktsiooni

x+lnx-y3 + y+ 5 = o

graafiku puutuja, kui puutepunkti abstsiss on 1.

Esmalt leiame puutepunkti ordinaadi, asendades antud võr-

randis x = 1; saame

ehk + y + 6 = 0.

Nagu näha, on saadud võrrandi lahendiks y = 2, sest

-2*5+2+6 = 0. Niisiis puutepunkt on (1;2).

Nüüd leiame antud ilmutamata funktsiooni tuletise võrran-

dist

(x + ln x - + y + 5) '
= 0,

Saame

l+ i-3y2y'+y'=o,
millest

._ x + 1

x(3yS-l)
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I+l 2
Seega puutuja tõus on

3 "11 puutuja on

y - 2 = - i)
w

ehk

2x - lly + 20 = 0.

Funktsiooni diferentsiaal

Kui funktsioon f(x) on diferentseeruv vahemikus

siia selles vahemikus eksisteerib piirväärtus

11. t'(l)
Ax-—o

Järelikult

= f*(x) + oC

kus ccon lõpmatult vähenev suurus, kui Ax-—0

Siit saame:

Af(x) = f'(x) ' Ax + <X4x, (1)

kus ctAx on kõrgemat järku lõpmatult vähenev suurus võrrel-

des Ax-iga, sest
,

Ilm = lim OC= 0.
Ax—o Ax—o

Seega on diferentseeruva funktsiooni juurdekasv argumen-

di juurdekasvu lähenemisel nullile esitatav kahe liidetava

sumnana, millest esimene liidetav, olles võrdeline argumendi

juurdekasvuga, on funktsiooni juurdekasvuga ekvivalentne lõp-

matult vähenev suurus, teine liidetav aga kõrgemat järku lõp-

matult vähenev suurus argumendi juurdekasvuga võrreldes.

Esimene liidetav f'(x)Ax moodustab seega funktsiooni

juurdekasvu peaosa. Teda nimetatakse funktsiooni diferentsi-

aaliks ja tähistatakse df(x) ehk dy (kui y = f(x)).

Niiaiis

df(x)= f'(x)Ax ehk dy = y'Ax.

Argumendi juurdekasvu Ax nlmetat

rentsiaaliks ja tähistatakse dx, dx = Ax. Seetõttu kirjuta-

takse funktsiooni diferentsiaal tavaliselt kujul

df(x) = f'(x)dx ,
vOi dy " f'(x)dx. (2)
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siooni diferentsiaal on funktsiooni tuletise ja ar-

diferentsiaali korrut

Seosest (1) järeldub, et funktsiooni juurdekasv erineb

vähe diferentsiaalist (kui x on küllalt väike):

Af (x)

ehk

f(x+Zlx) - f(x)A!f'(x)2\x,
millest

f(x+Ax) f(x) + f'(x)Ax. (3)

"* Saadud valemit kasutatakse sageli funktsiooni väärtuste

ligikaudseks arvutamiseks.

Olgu näiteks vaja leida arctan (-1,04) ligikaudne väär-

tus. Teades, et arctan (-1) = - saame nõutud arvu leidmi-

seks kasutada valemit (3), võttes f(x) = arctan x, x =-1 ja

x +Ax = -1,04, millest Ax = - x - 1,04 ehk Ax - -0,04.

Et f' (x) =
,

siis
1 + xB

arctan (-1,04) = arctan (-1) + * (-0,04) =

1+ (-1)2

= . - . -, ,

Märkus 1. Jagades võrduste (2) pooli argumendi di-

ferentsiaaliga dx, saame funktsiooni tuletise avaldada dife-

rentsiaalide jagatisena:

dx = df(x) . f*(x).
dx dx *

Need jagatisedkui funktsiooni tuletise sümbolid kirjutatakse
mõnikord ka kujul

33E y -EE f(i)

Märkus 2. Liitfunktsiooni y = f( y?(x)) ehk y = f(u),
u =* tuletis kirjutatakse diferentsiaalide jagatiste abil

kujul
du,

dx 3ucS
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Kui näiteks y = sin 1) ehk y = sinu, u = 1

siis:

= eos u, = 2*

= eos u * 2x * 2x eos 1).

Märkus 3. Diferentsiaalide jagatise puhul kehtib

võrdus

=
I

, -(1)
dx 3x'

dy

mis väljendab funktsiooni y = f(x) ja tema pöördfunktsiooni

x = tuletiste = f'(x) 3* 3y
* vahelist seost

(vt. p.6).

Näide. Kui y = siis x = =

= ax* Ja 3y
* y'°'

Valemi (1) järgi peab olema

s*' °

Nii ongi, sest

yO,e . (,5;0,a , ,4

10. Diferentsiaali geomeetriline tähendus

Olgu funktsioon f(x) dife-

rentseeruv. Selle funktsiooni

graafiku (j00n.6) puutuja PT

tõus avaldub kujul

tan = f'(x) - 121
= P22

,

millest P'T= f'(x)Ax=df(x) =

= dy.

Funktsiooni diferentsiaal dy

näitab seega,kui palju erineb

puutula punkti T ordinaat puute-

punkti P ordinaadist, kui punkti

T abstsiss erineb puutepunkti
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abstsissist Ax võrra.

Funktsiooni juurdekasv Ay = P'P" näitab aga, kui palju

erineb antud kõverjoone punkti ordinaat puutepunkti P

ordinaadist, kui punkti P" abstsiss erineb puutepunkti abat-

sisaist Ax võrra.

11. Summa, korrutise ja jagatise diferentsiaal

Kui funktsioonid u = u(x) ja v =*v(x) on diferentsee-

ruvad mingis vahemikus, siis selles vahemikus du u'dx ja

dv = v'dx.

1. Summa diferentsiaal:

d(u + v) = (u + v)'dx = (u* + v')dx = u'dx + v'dx

ehk

d(u + v) = du + dv.

tt

jgunmaga.

2. KorEutiaE.dHarentalaal:

d(uv) =* (uv)'dx = (u'v + uv')dx = uv'dx + vu'dx

ehk

d(uv) = udv + vdu.

tise diferentsiaal võ

diferentsiaali korrutise ning teis

rent

3. Jagatise diferentsiaal:

d(R) = ($) 'dx = dx =

ehk

.
v du - u dv

-T;

tt

'ata' mt

vahe.
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12. Diferentsiaali kuju invartantsus

Kui funktsioon y = f(x) on diferentseeruv, siis

dy = f'(x) dx.

Kui liitfunktsioon y = on diferentseerus siis

= ning liitfunktsiooni diferentsiaal

dy = f ty(x) ] '(x) dx.

Selle liitfunktsiooni sisemise funktsiooni tähistamisel

tähega u, u =tp(x), on sisemise funktsiooni diferentsiaal

du = (p*(x)dx. Järelikult on liitfunktsiooni y = f(u),
u diferentsiaal avaldatav kujul

dy = f' (u) du.

Sellest on näha, et funktsiooni diferentsiaali avaldise

kuju ei sõltu sellest, kas uon argument või argumendi funkt-

sioon. seda omadust nimetatakse diferentsiaali kulu invarlant

auseks.

13. Parameetriliselt antud funktsioon ja selle tuletis

Mõnikord on otstarbekas funktsiooni ja argumendi vaheline

seos esitada sel teel, et niihästi funktsioon y kui ka argu-

ment x avaldatakse kolmanda muutuva suuruse t funktsioonina:

x = ja y = Suurust t nimetatakse sel juhul para-

meetriks ning funktsiooni parameetriliselt antud funktsioo-

niks.

Andes parameetrile mingi kindla väärtuse t = .tp, saame

argumendi väärtuse =* ja argumendi sellele väärtu-

sele vastava funktsiooni väärtuse

Kui võrranditest x = ja y = on võimalik eli-

mineerida parameetrit, saab funktsiooni ja argumendi vahelise

seose avaldada kas ilmutamata funktsioonina F(x,y) = 0 või

ilmutatud kujul y " f^x).

Näiteid:

1, Parameetriliselt antud funktsiooni

x a coa t

y = b sin t
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puhul saab parameetrit elimineerida järgmiselt:

2
= eos t

2
== ain t

Seega
X& 2 P Tfg Tf2
—P + = + ehk + = 1.

Niisiis on parameetriliselt antud funktsioon käesoleval

juhul esitatav ilmutamata funktsioonina, mille graafik on ei

lips pooltelgedega a ja b.

2. Funktsiooni x = + y =

1

mesest võrrandist avaldada parameetri t: t = (x - 1)3. Et

teisele võrrandile saab anda kuju y = + 1), siis

1

y = x(x -

3. Funktsiooni x=3t + oos t, y = + puhul po-

le võimalik parameetrit elimineerida.

Kui funktsioonid x = tp(t) ja y on diferentseeru-

vad, siis dx =<f>'(t) dt ja dy = dt. Et funktsiooni

tuletis võrdub funktsiooni diferentsiaali ja argumendi dife-

rentsiaali jagatisega, siis on parameetriliselt antud funkt-

siooni x y tuletis

dy- dt Q/'(t)., dy y
d? y+tt ehk 3x *i,

kua x ja y tähendavad funktsioonide x = ja y =

tuletisi parameetri t järgi.

Näiteid:

1. Funktaiooni x = a coa t, y = b ain t tuletia

dy
_ bcoat

_
b

c!x ä ain t

2. Kui x = + 1 ja y = t* + t, aiis gX = + l
'



27

5. Leida parameetriliselt antud funktsiooni x =*3t +

2 t
+ eos t, y= t +2e graafiku puutuja punktis, kus t= 0.

Puutepunkti koordinaadid leiame võrrandist x = 3*o +

+ eos o=l ja y = + 2e° =2, seega puutepunkt on (1;2)

Et * puutuja t3us

2*o + 2*e°
_

2

3 - sin õ 3*'

Järelikult puutuja võrrand on

y-2 =

ehk

2x - 3y + 4 = 0

14. Kõrgemat järku tuletised

a. Kui funktsioon f(x) on diferentseeruv, siis tema tu-

letisfunktsioon f'(x) võib osutuda omakorda diferentseeruvaks.

Selle tuletist f'(x) nimetatakse antud funktsiooni f(x)

teiseks tuletiseks ehk teist järku tuletiseks ja tähistatakse

sUmboliga

f(x) või f(x),
dxZ

f(x) = f'(x) . f"(x).

Kui funktsiooni teine tuletis on jällegi diferentseeruv,

siis saadakse funktsiooni kolmas ehk kolmandat järku tuletis,

mis on teise tuletise esimene tuletis ehk esimese tuletise

teine tuletis:

*3
-A? f(x) = f(i) = -Ay f(x) = fix).
dxs

Kui kolmas tuletis on omakorda diferentseeruv, siis saa-

dakse neljas ehk neljandat järku tuletis jne. üldiselt saadak-

e pärast n kordset funktsiooni ja tema tuletiste diferentsee-



rimist antud funktsiooni n-es ehk n-ndat järku tuletis:

dx

Märkus. Tuletise järku tähistatakse rooma numbrite-

ga või suurte arvude korral ka araabia numbritega. Viimasel ju'

hui pannakse aga arv sulgudesse, et teda ei saaks ära segada

astendajaga: f"(x) = aga = f(x)-f(x).

Näide. Leiame f(x) = ln x tuletised: (In x)' "

= (In x)" =* (In x)
'

= (-1) * (-2)

(In = (-l).(-2).(-3) x"4

On ilmne, et

= (-i).(-2).(-3) ...[-(n -

= (n - l)i

b. Kui funktsioon on antud parameetriliselt võrrandi-

paariga x "<p(t), y = (kus ja ()?(t)on n korda

diferentseeruvad), siis

dx

Seega

-

d
.

dt

3x

t) U)'(t) - ' 1
_

Ct) -
*

.
xy - xy

Oidiseit

A. 1

d,n JF 3x

Leida
,

kuiNäi

—
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y*t*-l.

Lehendus:

* = 3tS - 3 = = 6t,

= 4t3, y =

d2y
.

. -1) - 6t - 4t=
.

3)

dx2 - 1)3 9(t2- 1)3

15. Kõrgemat Järku diferentsiaalid

Kui funktsioon y = f(x) on diferentseeruv, siis selle

funktsiooni diferentsiaal

dy = f'(x) dx

on argumendi x funktsioon. Kui see funktsioon on diferentsee-

riv, siis on tal ka diferentsiaal, mis on jällegi funktsiooni

tuletise ja argumendi diferentsiaali korrutis. Saadud dife-

fentsiaali nimetatakse antud funktsiooni teiseks ehk teist

järku diferentsiaaliks ja tähistatakse

= d(dy) = [f'(x) dx]dx.

Et dx = Ax, kui argumendi juurdekasv ei sõltu argumen-

dist x, siis tuleb tegurit dx diferentseerimise puhul vaadel-

da konstandina. Seega

= dx f'(x) = dx.f(x) = f"(x)dx.

Järelikult

= [f"(x)dx]dx = f"(x)(dx)2.

Argumendi diferentsiaali ruutu (dx)2 tähistatakse liht-

suse mõttes ka Niisiis

dSy = f"(x)dx2

Saadud diferentsiaal on omakorda argumendi funktsioon,

ning kui see funktsioon on diferentseeriv, siis tal on ka

diferentsiaal. Saadud diferentsiaali nimetatakse antud funkt-

siooni kolmandaks ehk kolmandat järku diferentsiaaliks:
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= =

= f"(x)]dx = [f"'(x) dx2]dx = f"'(x)

üldiselt nimetatakse funktsiooni n-ndaks ehk n-järku

diferentsiaaliks (n - 1)-järku diferentsiaali esimest di-

ferentsiaali:

d"y = =

Näide. Leida funktsiooni In x kolmandat järku di-

ferentsiaali väärtus, kui x* 1 ja /ix 0,1.

Et In x = 2! =
,

siis x =

=

X*s
Seega x =

-g o,ls = 0,002.
Ax=o.l

§2. Tuletise rakendamine funkt-

siooni uurimisel

1* Keskväärtusteoreemid

a. Rolle'i teoreem. Kui funktsioon f(x) on pidev kinni-

vahemikus diferentseeruv lahtises vahemikus

a -cx < võrdseid vi

leidub vähemalt üks niisugune arv &
.

et a-<

f'(s)=o.

Tõestus. Et f(x) on pidev kinnises vahemikus

siis on tal selles vahemikus vähemalt ühes kohas mi

nimaalne väärtus m ja maksimaalne väärtus M.

Nüüd võib olla kaks juhtumit: kas m= M või m M.

1. Kui m = M, siis ei saa funktsioonil f(x) antud vahe

miku üheski punktis olla vaiksemat ega suuremat väärtust kui

Järelikult f(x)sm vahemikus Seega

= m = 0. Teoreem on sel juhul tõestatud.
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2. Kui m M, siis vähemalt Uks arvudest m v3i Mei võr-

du arvuga f(a). Olgu näiteks M / f(a), seega ka M / f(b).

Tähistame seda argumendi väärtust, mille puhul funktsioo-

ni väärtus on H, tahega f( ) =M. Siis f# f(a) ja

f( f(b), järelikult a ehk a< b.

Et ) on funktsiooni maksimaalne väärtus antud vahe-

mikus, siis f + Ax) f ) ehk + Ax) - ) 0 iga

Ax vääituse korral, mis rahuldab võrratust + Ax-<.b. Jä-

relikult

--
f (.D. kui Ax > 0,

J*

o, kui Ax 0.

Seega

i*'( ) = Ilm o, kui Ax >O,
Ax-*-0

j*

f'(s ) = Ilm 0, kui Ax<2 0.
-a*

Järelikult saab kehtida ainult võrdus

Teoreem on tõestatud.

b. Kui funktsioon f(x) on pidev

nises vahemikus ja diferentseeruv lahtises

ns a<.x<b, siis leidub v&Lenalt

et ja

Tõestus. Moodustame uue funktsiooni F(x) nii, et

F(x) = f(x) - (x -a).

Teine liidetav - (x -a), kui lineaarne funkt

sioon, on pidev ja diferentseerub kõikjal.
Järelikult on funktsioon F(x) pidev kinnises vahemikus

ja diferentseeruv lahtises vahemikus a<x<.b.
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Et F(a) = f(a) - (a-a)= f(a)

ja F(b) = f(b) - (b -a) = f(a), siis

F(a) = F(b).

Seega rahuldab funktsioon F(x) Rolle'i teoreemi eeldusi.

Järelikult leidub niisugune arv et ja

Et F'(x) = f'(x) -

f f(a), siis

millest ) =

Teoreem on tõestatud.

Märkusi. Lagrange'i teoreemi võib avaldada ka kujul

f(b) - f(a) = f) (b -a).

Et on aja b vahel olev arv, siis =a + 6(b -a),
kus o<B<l.

Tõepoolest, on kaks võima-

lust kas

v3i

Esimesel juhul on b - a>o ja

6(b - a)>o, seega

= a + 6(b -a) (joon. 7, a).
Teisel juhul on b - a<o ja

6(b -a) <O, seega jällegi

leisejL junuu.on o ** ja

6(b -a) <O, seega jällegi
= a + e(b -a) (joon. 7,b).

Kui tähistada b - a= Ax ja a= x, siis b= x +Ax ja

= x + e&x.

Seega saame Lagrange'i teoreemi kirjutada veel kujul

f(x + Ax) - f(x) =Ax f'(x + 9Ax), kus o<B<l,
millest

f(x + Ax) = f(x) +Ax . f'(x + 8Zlx).

Märkus 2. Geomeetriliselt tähendab Lagrange'i teo-

reem seda, et vahemikus acxcb leidub joonel y = f(x)
vähemalt Uks niisugune punkt ;f( )), milles joone puutu-

ja on selle joone punkte (a;f(a)) ja (b;f(b)) läbiva lõika-

jaga paralleelne (joon.8
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Märkus 3, Rolle'i teoreem on Lagrange'i teoreemi

erijuhtum, kus f(a) =*f(b), Tõepoolest, kui f(a) f(b),

siis f(b) - f(a) = 0, seega

f'( I' = 0 (J00n.9).

c.Cauchy' teoreem. Kui funktsioonid f (x) ja g(x) on kin

nises vahemikus pidevad ja lahtises vahemikus

<x< v: '(x

arvvi

f(b) - f(&)
=

.

g(b) - g(a)

Tõestus. Moodustame uue funktsiooni

f*' * - g!b! i - g<<*)].

Pidevate funktsioonide kohta kehtivate teoreemide põhjal on

funktsioon F(x) pidev kinnises vahemikus ja dife-

rentseeruv lahtises vahemikus a<x<b.

Et

Ft«) - f(.) - [g(.) - ,(.)] - f[<)

ja
- gjb}

-
g!a) - = ?<*)'

siis täidab funktsioon F(x) Rolle'i teoreemi eeldusi. Seega

leidub niisugune arv et ja ) = 0.

9
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F-(x) = f<(x) - ; g}.{ s'(x),

siis

Seega
f(b) - ffa) f' f )
g(b) - g(a) *

Teoreem on tõestatud.

d.

Kui:

1) funktsioonid f(x) ja g(x) on diferentseeruvad kohal

x= a ja selle ümbruses,

2) f(a) * g(a) - 0 ning .

eksisteerivad piirväärtused lim ja lim g'(x)/0,
x—a x—a

siis on
.

g{r} =
'

x—a x—a

Tões tus. Eelduse kohaselt on olemas punkti a nii-

sugune ümbrus, kus funktsioonid f(x) ja g(x) rahuldavad

Cauchy'teoreemi eeldusi. Järelikult on punkti a ümbruses, s.o.

arvude xja a vahel, niisugune arv ,et

I " = o-

seega

x— x—aS's'

Viimane võrdus on kehtiv seetõttu, et kui x—a, siis ka

-a (joon. 10 Tähistades nüüd = x, saamegi

x—a x—a & '

—* —< :—--'"- L'Hopitali reegel kehtib ka

juhul, kui lim f(x)—-oo ja
x-—a

6 o liiag(x)—oo v3ikuix—oo,
5 x—a

0 ja g(x)—-C, ning siis,kui

X"**oo, f (x)-.-oo ja g(x)-*-00.



Näiteid:

1. 2x - <tn 2x 2__. t:co, 2x
, 1.,1n 2x

x—o x—o

o
+4x

, . 6x+4

x—oo 4+sx + 3x 5 + x—oo
***°x

-Hn- 6.1
-3 -

2. Funktsiooni kasvamine ja kahanemine

Definitsioon. Kui funktsioon f(x) on määratud piirkon-

nas ning iga ja Xg väärtuse puhul, mis rahulda-

vad võrratus! on täidetud tingimus

süa nimetatakse funktsiooni f(x) kasvavaks va-

hemikus Kui aga siis nimetatakse

funktsiooni f(x) kahanevaks selles vahemikus.

Seega funktsioon k&avab siis, kui suuremale argumendi väär-

tusele vastab suurem funktsiooni väärtus. Funktsioon kahaneb,

kui suuremale argumendi väärtusele vastav väiksem funktsiooni

väärtus. Järelikult kasvava funktsiooni puhul on vahed Xg-

ja f(Xg) - f(xj) sama märgiga, kahaneva funktsiooni puhul aga

vastandmärkidega.

f(Xg) - f(x-,)
Niiaiis funktsioon kasvab, kui - *>o.

Xg-Xi

f(Xg) -f(x.)
funktsioon kahaneb, kui —0, ja ümberpöördult

Xg-

Kasvava funktsiooni graafikut nimetatakse tõusvaks joo-

neks (joon. 11 kahaneva funktsiooni graafikut langevaks joo-

neks (j00n.12).

Teoreem 1. Kui funktsioon f(x) on diferentseeruv ja ka

vav vahemikus siis on funktsiooni tuletis selles

vahemikus mittenegatiivne, s.o. f'(x) 0.

Tõestus. Et f(x) on kasvav, siis —*.
(x+2lx)-x

= > o, ...g.

f' (x) = Ilm
f (x) o.

Ax-*-0 Ax

-35-
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Teoreem 2. Kui funktsioon f(x) on diferentseeruv

IV V; b. siis on funktsiooni tulet

tiivne. s.o. 0.

Tõestus on analoogiline eelmise teoreemi tõestusega.

Teoreem 3. Kui funktsioon f(x) on pidev vahemikus aTeoreem 3. Kui funktsioon f(x) on pidev vahemikus a&x<;b

ja diferentseeruv vahemikus a<x<-b, kusjuures f'(x) >O. siis

funktsioon kasvab vahemikus

Tõestus. Kui ja rahuldavad tingimusi

ja siis on Lagrange'l teoreemi põhjal

*

—),
Xg-Xi

kus arv on arvude ja vahel, seega b.

f(Xg) - f(xi)
Eelduse järgi on niisiis )>O, seega X),

Xg - Xi

Järelikult funktsioon kasvab vahemikus

Teoreem 4. Kui funktsioon f(x) on pidev vaheml

tseeruv vahemikus a<xcb, kusjuures f'(x) 0.

sioon kahaneb vahemikus

Tõestus on analoogiline eelmise teoreemi tõestusega.

Nendest neljast teoreemist selgub, et juhul kui funktsi-

oon on diferentseeruv ja tema tuletis on nullist erinev, siis

funktsioon kas kasvab või kahaneb vastavalt sellele, kas tu-

letis on positiivne või negatiivne. Kui aga funktsiooni tule-

tis on võrdne nulliga, siis ei saa öelda, et funktsioon kas-

vaks, samuti ei või aga ka öelda, et ta kahaneks.

Et funktsiooni tuletise väärtus antud punktis võrdub vas-

tavast punktist funktsiooni graafikule tõmmatud puutuja tõusu-

ga, siis on tõusva joone puutuja tõus mittenegatiivne, s.o.

tõusunurk vahemikust
, langeva joone puutuja

tõus aga on mittepositiivne, s.o. tõusunurk on vahemikust

(joon. 11 ja 12).

Märkus. Kui = 0 või
, siis puutuja on

paralleelne x-teljega, sest tan 0 = tan JT = 0.
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3. Funktsiooni ekstreemum

3oon. YY Ooon

Olgu funktsioon f(x) määratud kohal x ja selle Umbru-

Definitsioon. Kui leidub niisugune positiivne arv h, et

iga x puhul, mis täidab tingimust jx - xj<h ehk - h<

<x<XQ + h on rahuldatud võrratus f(x°)3*f(x), siis nime-

tatakse argumendi väärtust funktsiooni f(x) maksimumi-

kohaks. Kui aga samadel tingimustel on rahuldatud võrratus

siis nimetatakse väärtust funktsiooni miini-

mumikohaks (j00n.13 ja 14),

Miinimumikohta ja maksimumikohta nimetatakse ühise nime

ga ekstreemumikohtadeks. Arvu nimetatakse funktsiooni

ekstreemumiks.
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Teoreem 1, Kui f(x) on diferentseeruv kohal ja

on funktsiooni ekstreemumikoht, siis = 0.

Tõestus. Olgu x° funktsiooni f(x) maksimumikoht.

Definitsiooni põhjal leidub siis niisugune positiivne arv h,

et kui [x - x°j = [Ax) <h, siis + Ax), millest

f + Ax) - Seega

f(Xp + Ax) - f(Xp) f<o, kui Ax >O.

Ax 1 >O, kui Ax <O.

Järelikult
f(x + Ax) - f (x) [<žo, kui Ax > 0

o Ax-*-o kui

mistõttu saab kehtida ainult võrdus

= 0.

Kui on funktsiooni miinlmumikoht, siis on tõestus ana-

loogiline. Järelikult, kui f(x) on diferentseeruv kohal x°,
siis selleks, et oleks funktsiooni ekatreemumikoht, on tar

vilik, et f(x°) = 0. See tingimus pole aga piisav, sest me

nägime eespool, et kui funktsiooni tuletis on null, siis võib

funktsioon ka kasvada või kahaneda.

Geomeetriliselt tahendab tingimus f'(x) = 0 seda, et

funktsiooni graafika puutuja on punktis [x;f(x)] paralleelne

x-teljega (joon. 15).

xasvamo- ma/< ohanen?< s n7//rw/7x//ni-
Ront Afchr
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Ekstreemumi olemasolu piisavad tingimused:

Teoreem 2. Kui funktsioon f(x) on pidev punktis x ja dife

rentaeeruv selle punkti ümbruses ning leidub niisugune arv h,

et o<*Ax<h puhul on f' (x°- Ax) >0 ja f ' + Ax) 0, siis

x° on funktsiooni f(x) maksimumikoht. Kui aga -Ax)<o

ja + Ax) > 0, siia on miinimumikoht.

Tõestus. Tõestame maksimtunikoha olemasolu. Lag-

range'i teoreemi järgi
f (x,_ + Ax) = Ax .

ja
f -Ax) f(x„) = -Ax - ft(xQ-OAx),

kus 0 <

Eeldusejärgion Ax >O, -QAx) >0 ja

f' + BAx)< 0, seegaAx*f' + 6Ax) 0 ja

-Ax.f'(xQ-QAx)<o. Järelikult

f Ax) - f(x°) <0 ja - Ax) - f(x.) <O,

millest

f(Xo+Ax)<f(Xo) ja

Niisiis on maksimumikoht.

Analoogiliselt tßestatakse teoreemi teine pool.

M ä r k u s. Teoreemis 2 eeldatakse, et f(x) on pidev

punktis x ja diferentseeruv selle punkti ümbruses, s.o. punk-

tis Xp ei pruugi funktsioon olla diferentseeruv. Seega saab

funktsioonil olla ekstreemum kas esimese tuletise nullkohas

või esimese tuletise katkevuskohas.
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Funktsiooni käitumist kohal x näitab järgmine tabel:
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2

Näide 1, Leida funktsiooni f(x) = (x -1) kasvamis

ja kahanemisrtirkonnad ning ekstreemumikohad.

Lahendus. Leiame funktsiooni tuletise:

_1
f'(x) = (x- 1) ehkf'(x) = 2

1 .

3(x-l)B
Tuletis katkeb, kui x = 1.
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2
Kui x 1< 0 ehk xc 1, siia C 0

3(x-l)

kui x - I=*- C ehk x=- 1, siis § o

3(x -

Järelikult funktsioon kahaneb, kui x c 1

kasvab, kui x> 1

x = 1 on funktsiooni miinimumikoht (j00n.20).

Näide 2, Leida funktsiooni y = 2xs + - 12x +

kasvamis- ja kahanemispürkonnad ning ekstreemumikohad.

Lahendus. Leiame antud funktsiooni tuletise

y'= 6x2+6x_i2.
Et funktsiooni tuletis on kõikjal määratud, siis saavad

funktsiooni ekstreemumikohtadeks olla ainult tuletise null-

kohad, s.o. võrrandi

+ 6x - 12 = 0 ehk + x - 2 = 0

lahendid

i- 2
I+3
2-2

ehk

Xl=l ja Xg=-2.

Uurime nUtld tuletise märki vahemikkudes xc-2, -2<xcl

ja x >l.
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Selleks lahutame tuletise avaldise teguriteks:

y'=6(x-l)(x+2)

x-I<o-2x-1< 0 1 x - 1 > 0

x + 2< 0 x+2>o x+2">o

y'<.o y* >0y' <0 yt >0

kui x<. -2,Järelikult funktsioon kasvab,

funktsioon kahaneb, kui -2<.x<l

kui x>l.funktsioon kasvab,

Niisiis

x = -2 on antud funktsiooni maksimumikcht,
x = 1 aga miinimumikoht.

Funktsiooni ekstreemumikoha olemasolu võib mõnikord kind

laks teha ka funktsiooni teise tuletise abil.

Teoreem 3. Kui =0 Ja f"(Xp)>o, siis on

funktsiooni f(x) miinimumikoht. Kui aga samadel tingimustel

f"(Xp)-<O, siis on XQ maksimumikoht.

Tõestus. Kui siis on argumendi väär-

tus Xo tuletisfunktsiooni f'(x) kasvamiskoht.

Seega kui >O, siis

f'(x°-Ax) f'(Xo)<f +Ax)

ehk

Eelmise teoreemi põhjal ongi x funktsiooni f(x) miini-

mumikoht.

Teine pool teoreemist tõestatakse analoogiliselt.

Funktsiooni käitumist kohal x näitab järgmine tabel.
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Märkus 1. Kui = 0 ja = 0, siis

Xo võib olla kas kasvamis-, kahanemis- või ekstreemumikoht.

Näiteks:

1. Kui f(x) = siis f'(x) = 3x2 ja f(x) = 6x. Seega

= 0 on esimese ja teise tuletise nullkoht. Funktsioonile

on aga = 0 kasvamiskohaks, sest kui x 0, siis on esi-

mene tuletis positiivne (joon. 21 a).

2. Kui f(x) = x\ aiis f'(x) = ja f"(x) = 12x2.
Seega = 0 on f'(x) ja f"(x) nullkoht. Funktsioonile on

aga 0 miinimumikoht, sest kui x<o, siis ja kui

x>o, siis f'(x)>o (joon. 21 b).

3. Kui f(x) - aiis f'(x) = ja f"(x) = -20x'

Seega f'(0) = 0 ja f(0) = 0. Funktsioonile on aga 0 kahane

miskohaks, sest kui x/ 0, siis f'(x)<o (joon. 21 c).

4. Kui f(x) = -x6, siis f'(x) = ja f" =

Seega f'(0) = 0 ja f"(0) = 0. Funktsioonile on aga 0 maksi-

mumikohaks, sest f'(x)>-0, kuixcO ja f'(x)<o, kui

x>o (joon. 21 d).

Märkus 2. Kui funktsioon f(x) on pidev kinnises

vahemikus siis saab funktsioonil olla kõige suurem

ja kõige väiksem väärtus kas ekstreemumikohtades või vahemiku

otstes. Seega funktsiooni kõige suurema ja kõige väiksema

väärtuse leidmiseks tuleb arvutada funktsiooni väärtused ko-

hal a ja b ning tuletise null- ja katkevuskohtadel.



45

Näide. Leida funktsiooni f(x) + 2x kõige

suurem ja kõige väiksem väärtus vahemikus

Lahendus: I.Petersen, H.Roos "Kõrgema matemaati-

ka ülesannete kogu I", § 11, näide IX.

4. Funktsiooni graafiku kumerus, nõgusus ja käänupunktid

Joone kumerus ja nõgusus. Kui kahe punkti ja

B(x;yg) ordinaadid rahuldavad võrratust siis öeldak-

se, et punkt A asub allpool punktist B ehk punkt B asub tllal-

pool punktist A (joon. 22).

9 Definitsioon. Joont

y = f(x) nimetatakse kumeraks

piirkonnas kui joon

asub oma selles piirkonnas
tõnmatud puutujalet allpool

(joon. 23). Kui aga joon asub

ülalpool oma puutujalet, nime-

tatakee teda nõgusaks (j00n.24).

Kui vahemikus a<xcb on funktsiooni

Ltiivne. f*(x)<o. siis on joon

Tõestus. Tuleb näidata, et joon y = f(x) asub va-

hemikus acxcb oma puutujalst allpool, s.o. tuleb näidata,

et selles vahemikus joonele y = f(x) tõmmatud puutuja mingi

punkti ordinaat on suurem joone sama abstsissiga punkti ordi-

Teoreem 1.
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naadist, kui abatsiss kuulub kõne all olevasse vahemikku

(joon. 25).

Olgu puutepunkt Puutuja võrrand

on siis y - = - Seega puutuja punkti ordi

naat on f(x ) + f'(x )(x - x ), joone sama abstsissiga punkti

ordinaat aga f(x). Tähistades

+ - X(>) = Y ja

f(x) = y, arvutama nende ordinaa-

tide vahe Y - y eeldusel, et

a-cx<b:

Y-y = +

ehk

Y-y = -

Lagrange'l teoreemi põhjal

j4?O/7. saame:

f(x) - = )(x -

kus on arvude ja x vahel.

Järelikult

Y-y = f' (x - -f( )(x - x°) =

= (x - x.)[f'(x.) - )].

Lagrange'i teoreemi põhjal on jällegi f'(x°) -

f" ( (Xo - ), kus Yon arvude x° ja vahel, seega

* b.

Niisiis
Y - y = f"( - x.)(x.

Eelduse kohaselt on f"( Nagu jooniselt 26 ilmneb,

on (x - x°) - )<O.

— . .

a x x. 8 x-x,<o x.-s>o

a. g, x 8 at-2„>o

S%W7. 26
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Järelikult f - mida oligi vaja tõestada.

Analoogiliselt on tõestatav

teoreem 2. Kui Vrihemikus a<x<b funktsiooni f

teine tuletis on positiivne, siis on joon y = f

selles vahemikus nõgus.

Kahest viimasest teoreemist järeldub, et seal, kus funkt-

siooni f(x) esimene tuletis f'(x) kahaneb, on funktsiooni

graafik kumer, kus aga esimene tuletis kasvab, on graafik ns-

- See nähtub ka jooniselt 23 ja 24, kui uurida, kuidas nen

del joonistel puutuja tõus muutub.

b. Käänupunkt. Punkti, mis pideva joone kumerat ja nõgu-

sat osa teineteisest lahutab, nimetatakse käänupunktiks.

Et ühel pool käänupunkti on joon kumer ja teisel pool

nõgus, siis peab joon käänupunktist tõmmatud puutujast ühel

pool puutepunkti asuma allpool ja teisel pool puutepunkti -

ülalpool (joon. 27).

Jbo/7

Käänupunkti definitsioonist selgub, et käänupunkti abst-

siss peab olema funktsiooni esimese tuletise ekstreemumikoht

(esimene tuletis läheb kasvamiselt üle kahanemisele või üm-

berpöördult) Et teine tuletis on esimese suhtes sama mis esi-

mene tuletis funktsiooni suhtes, siis on esimese tuletise

ekstreemumikoht teise tuletise null- või katkevuskoht. See-

tõttu on õige

teoreem 3. Kui funktsioon f(x) on pidev kohal x
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ja f"(x ) = 0 või x on f"(x) katkevuskoht ning

f"(Xo+Ax) . -Ax)<o, siis x° on jooney = f(x) käänu-

punkti abstsiss.

Eelnevast on selge, et käänupunkti olemasolu üle võib ot-

sustada ka kolmanda tuletise abil, sest funktsioonil f'(x) on

ekstreemum siis, kui f"(x) =0 ja f"'(x) /0.
Seega x on käänupunkti abstsiss, kui f"(x ) =0 ja

f" (X°) / o.

Näide. Leida joone y = eos x kumerus- ja nõ-

gususpiirkonnad ning käänupunktid.

Lahendus. I. Petersen-H. Roos, "Kõrgema matemaa-

tika ülesannete kogu", § 11, näide X.

Näide. Leida funktsiooni y = x* - graafiku kää-

nupunktid ning kumerus- ja nõgususpiirkonnad.

Et y' = 4x3 - igx j* y. „ = -1), siis kää-

nupunkti abstsissi tuleb otsida.võrrandi -I*o lahendi-

te = -1 ja Xg = 1 hulgast.

Nagu kergesti võib veenduda, on

'positiivne, kui x <-l,

y" negatiivne, kui -l<xcl

positiivne, kui x>l.

Seega on antud funktsiooni graafik

piirkonnas x<-l nõgus,

piirkonnas -l<x<l kumer

ja piirkonnas x>l nõgus.

Järelikult on graafiku käänupunktid (-1; -5) ja (1; -5).

5. Funktsiooni graafiku asümptoodid

Kui joone y * f(x) jooksva punkti P[x;f(x)] ja koordi-

naatide alguspunkti vahelise kauguse lõpmatul suurenemisel

selle jooksva punkti kaugus ühest kindlast sirgest läheneb

nullile, siis seda sirget nimetatakse antud joone y = f(x)

asümptoodiks.

Punkti P[x;f(x)J ja koordinaatide alguspunkti vaheline
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kaugus saab lõpmatult suurendada siis ja ainult siis, kui vä-

hemalt üks punkti P koordinaatidest lõpmatult suureneb, s.o.

kui x—oo või f(x)-*-oo või x—oo ja f(x)-—oo.

a. KaldaKaldasümptoot ja rõhtasümptoot. Kui joone y = f(x)

jooksva punkti [x;f(x)] abstsiss x-*-oo ja joonel on olemas

asümptoot y = kx + b, siis saab kordajaid k ja b leida all-

järgnevalt:
Punkti [x;f(x)] kaugus sirgest y = kx + b avaldub tea*

tavast! kujul

Kx - +-b

k*+l
Järelikult sirge y =*kx + b on joone y = f(x) asümptoot

siis, kui

Ilm [kx - f(x) + b] = 0

x--too

ehk

Ilm {x[k - = o.
x— + oo

Kui üks tegureist piiramatult kasvab, siis

piirväärtus olla null ainult sel juhul, kui

saab korruti-

teise teguri

piirväärtus on null. Niisiis peab olema

Hm [k-21il+b] = o

x-*-ico

ehk

k - + Ilm =o

x-*-±<ooX x—ioo*

millest

k = limll&L
x—±oo

Vabaliikme b leiame nüüd tingimusest

Ilm [kx - f(x) + b] = 0

X—i 00

ehk

lim [kx - f(x)] + b = 0

X-— ±OO

millest

b = lim [f(x) - kx].
X—too
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Kui k/ 0, siis nimetatakse asümptooti y = kx + b

kaldasümptoodiks.

Kui k = 0, siis asümptooti y = 0 * x + b ehk y = b

nimetatakse rõhtasümptoodiks.

Nagu eelnevast selgub, on rõhtasümptoodl puhul

b = lim f(x). Nimetatud piirväärtuse eksisteerimine on tar-
x—too

vilik ja ka piisav rõhtasümptoodl olemasoluks. Tõesti, kui

lim f(x) =b, siis k = lim =O.

x—too x—_oo

b. Kui f(x)—oo eeldusel, et x-—a või x--a+o või

x—a-o, siis sirge x= a on joone y= f (x) asümptoot. Seda

asümptooti nimetatakse püstasümptoodiks.

Näiteid.

1. Leida joone y = asümptoodid.

Lahendus: Et kui siis antud

joonel on olemas püstasümptoot x = 2.

Et lim = siis on antud joonel ka rõhtasümptoot
x-*-oo

y = 0.

Kaldasümptooti joonel ei ole, sest lim: x) =

x-*-<x.

lim 3-r
= 0 (joon, 28).

x—

2. Leida joone y = -

asümptoodid.

Lahendus. Joonel on

olemas püstasümptoot x = 0, sest

Li—oo kui x 0.

x2

Rõhtasümptooti joonel ei

ole, sest —- 00, kui x— 00.

Küll aga on joonel kaldasümp-
toot y = kx + b, sest



k= Ilm i;x)= iin,xLt_l= +

X-*-OO X X-*-00 X X

3 i

b = lim (-—- 1-x)
x-*-oo x

= lim -—l—±=

x-*-oo

= lim I=o. Niisiis kald-
x-*-oo

asümptoot on y = x (j00n.29).

6. Funktsiooni uurimine ja graafiku konstrueerimine

Et funktsiooni graafikut joonestada, tuleb kõigepealt

kindlaks teha funktsiooni määramispiirkond, katkevuskohad ja

positiivsus- ning negatiivsuspiirkonnad. Edasi tuleb uurida,

kas funktsiooni graafik on sümmeetriline koordinaattelgede

või koordinaatide alguspunkti suhtes ja kas funktsiooni graa-

fikul on asümptoote.

Siis leitakse funktsiooni kasvamis- ja kahanemispiirkon-

nad ning ekstreemumid, seejärel funktsiooni graafiku kumerus-

ja nõgususpiirkonnad ning käänupunktid. Lõpuks arvutatakse

mõned sobivalt valitud punktid graafiku joonestamiseks.

Näide. Uurida funktsiooni y= e* ja skitseerida

tema graafik.

Lahendus. Funktsiooni määramispiirkonnaks on kõik

arvud, välja arvatud x = 0. Funktsiooni katkevuskoht on x = 0.

Funktsioon on kõikjal positiivne. Niisiis funktsiooni

graafik asub ejimeses ja teises veerandis ning ei saa seetõt-

tu olla sümmeetriline koordinaatide alguspunkti ega x-telje

suhtes.

-lil
Et e"X =

-y / e*, siis e* ei ole paarisfunktsioon, seega

ex

51
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tema graafik pole sümmeetriline ka y-telje suhtes.Uurime nüüd,
kas funktsiooni graafikul on asümptoote.

Et x***+oo* x—-+O, ja oo
,

kui x—--0

1 1

siis lim ja lim = lim = 0.

x—+o x—o x—+o
x

Niisiis on funktsiooni graafikul püatasümptoot x = 0.

1

Et lim I
= 0, siis lim = e° = 1.

X—-00 X—<D

Seega on funktsiooni graafikul ka rõhtasümptoot y = 1.

Funktsiooni graafikul kaldasümptooti ei ole, sest

1

.x
lim S- = 0.

*

Funktsiooni ekstreemumid ja Icasvamis-ning kahanemispiir-

konnad leiame esimese tuletise abil.

1

Et y* = - siis y'<-0 kogu määramispiirkonnas.

Funktsioon kahaneb kõikjal, ekstreemume ei ole.

Käänupunktide ning kumerus- ja nõgususpiirkondade leid-

miseka uurime funktsiooni teist tuletist

1 11

y"=-?e*+ -TeX=
*3 x* x4

Nagu näha, on funktsiooni määramispiirkond ühtlasi ka

funktsiooni teise tuletise määranispürkonnaks. Niisiis käänu-

punkti abstsiasiks saab olla ainult teise tuletise nullkoht.

Selle leiame võrrandist 2x + 1 = 0, millest x .

Nüüd uurime teise tuletise märki.
1

Et ja ning

>O, kui x>- -
i

2X + li ?
<O, kui x< -

siis

>*o, kui x

y- /
kui x .
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Seega funktsiooni graafik on kumer piirkonnas x<- ja

nõgus piirkonnas

Järelikult x
-

- on käänu-

punkti abstsiss ja käänu-

punkt on (- ehk

(-0,5; 0,14). Funktsiooni

graafiku joonestamiseks võ-

tame veel punktid (l;e) ehk

1

(1; 2,72) ja (2; ehk

(2; 1,65).

§3. Tuletise geomeetrilisi

rakendusi

1. Tasapinnalise joonepuutuja norrnaal

Kui funktsioon y = f(x) on diferentseeruv vahemikus

a<x<b, siis, nagu juba teada, on selles vahemikus funktsi

ooni graafikuks pidev joon, mille igast punktist j,
a<x <b, saab tõmmata ühe puutuja:

y - f(xJ = -

J
Puutepunktist puutujale tõmmatud

ristsirget nimetatakse antud joone

normaaliks (j00n.31.)
Niisiis joonele y = f(x) punktis

tõmmatud normaal on

?- " -

o

2. Tasapinnalise joone kõverus

a. Kõveruse mõiste. Sageli kasutatakse joone kuju kirjel-
damisel omadussõna "kõver". Nii öeldakse, et sirgjoon "ei ole

kõver", ringjoon, ellips, hüperbool ja parabool aga "on kõve-

rad jooned". Samuti öeldakse, et ringjoone "kõverus" on igal

pool ühesuurune, hüperboolil ja paraboolil on aga "kõverus"
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seda mida lähemal haripunktile vaadeldav joonetükk

asub.

Mis on siis õieti joone kõverus ja kuidas seda mõõdetakse?

Sirgjoon "ei ole kõver" seetõttu, et tema suvalistest

punktidest tõmmatud puutujad on kõik ühe ja sama sihilised.

Muud jooned on aga "kõverad", sest nendel muutub puutuja siht

puutepunkti liikumisel mööda joont.

Joonisel 32 on esitatud kaks ühepikkust kaart ja ABg.
Kui puutepunkt liigub mööda

kaart punktist A punktini

siis puutuja pöördub nurga

võrra. Kui aga puutepunkt liibub

mööda kaart ABg punktist A punkti-

ni Bg, siis puutuja pöördub nurga

võrra. Ilmselt on

ja kaare ABg "kõverus" suurem kui

kaare "kõverus."

Kaare kõverust või täpsemalt

kaare keskmist kõverust loetakse

võrdeliseks nurgaga, mille võrra pöördub puutuja puutepunkti

liikumisel kaare alguspunktist lõpp-punkti.

Joonisel 33 on esitatud

kaks kaart AB ja MN. Kumma-

gi kaare alguspunktist A ja

M tõmmatud puutujad ühtivad,

samuti ühtivad lõpp-punkti-

dest B ja N tõmmatud puutu-

jad. Puutepunkti liikumisel

kaare alguspunktist lõpp-

punktini pöördub puutuja mõle-

ma kaare puhul ühe ja sama

nurga võrra. Sellegi poo-

lest on kaare MN kõverus ilm-

selt suurem kui kaare AB kõ-

verus, sest kaar MN on hoopis lühem kaarest AB.

Kaare keskmist kõverust loetakse pöördvõrdeliseks kaare
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pikkusega.

Kaare AB keskmiseks kõveruseks nimetatakse arvu

K,AB * As kaare pikkus

punktide A ja B vahel ning on nurk, mille võrra pöördub

puutuja puutepunkti liikumisel punktist A punktini B.

Kui eksisteerib kaare AB keskmise kõveruse piirväärtus

punkti B lähenemisel punktile A,

limK.o,
B-A

siis nimetatakse seda piirväärtust joone kõveruseks punktis

Et kaare AB otspunkti B lähenemisel alguspunktile A kaa-

A.

re pikkus As laheneb nullile, siis joone kõverus punktis A

on

K. = lim K.p = lim .

b. Kõveruse avaldamine joone võrrandi kaudu. Olgu funkt

sioon f(x) pidev ja olgu tal kohal x esimest ja teist järku

tuletis.

Leiame joone y = f(x) kõveruse punktis P, mille abstsiss

on x (j00n.34).
Selleks võtame teise punkti

P' abstsissiga x + Ax. Kaare

PP' pikkus As ning puutepunkti-

des P ja P' tõmmatud puutujate

vaheline nurk on nüüd Ax
funktsioonid.

Kui punkt P' läheneb punk-
tile P, siis /\s-—O,
ja Ax—o.

dbof?.Seega joone kõverus punktis

Hm

S =( "" ""
-As-o 4x—o liin

Ax-*-oAx
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Et kõõlu PP* pikkus avaldub kujul

PP' = V (Ax)2 + (4y)S .Hg

.Aa = "/(Ax) 2
+ (^y)millest

Seega:

I'"'% -

Ax-**o Ax-*-o

ehk

Hm = */l + (lim
.

As-*o v
Ax—

Seosest Ilm -Sln.3-= 1 järeldub, et ringjoone puhul

(joon. 35) on kõõlu (2 sin x) ja sellele kõõlule vastava kaare

(2x) jagatise piirväärtus kaarepik-

kuse lähenemisel O-le võrdne ühega.

Sama jääb kehtima ka antud joone

puhul:

I*-

As-*-o
s

Järelikult:

kus *
* f'(x) ja lim on joone y = f(x)

Ax—o Ax—-

kaarepikkuse s tuletis argumendi x järgi. Seega

=aL=Vi+ =

Punktides P ja P' tõmmatud puutuja tõusud on vastavalt

f'(x) ja f'(x +Ax), seega puutujate tõusunurgad arctan f'(x)

ja arctan f'(x + Ax).

Et kahe puutuja vaheline nurk võrdub nende puutujate
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tõusunurkade vahega, siis arct&n f'(x 4 Ax) - arctan f'(x)

Seega:

liAy -

arctan f'(x +Ax) - arctan f'(x)

Ax-—o Ax

= arctan f'(x) - ——* f"(x) *
—

y
dx l+[f'(x)r l+[f'(x)]2

JärelHcult

V
lr"(x)l

T 5

Näide. Parabooli y = puhul on y' = 2x ja

y"=S,

K = ?_ =
2

P 5

(l+4x2)

Parabooli haripunktis A on x = 0 ja kõverus 2.

runktis B (1;1) on aga Kõverus Kg -

——-- 0,1789 (j00n.36).

(I+4)

c. Kõverusraadius. Kõveruse pöõrdarvu nimetatakse

joone kõverusraadiuseks punktis P ja tähistatakse

? -
1

Seera joone y = f(x) kõverusraadius punktis P[x;f(x)]

avaldub kujul: 33

']r"(x)i

Näide. Parabooli y = kõverusraadius haripunktis

1 i
A on

"

2 punktis B on Kg - —= 5,590.

d. Kõveruske.skpunkt la kõverusringjocn. Kui joone punk-

tist P tõmmata joonele normaal sinnapoole, kust vaadatuna joon

näib nõgusena., ning sellel normaalil võtta punkt Op, mille

kaugus punktist F võrdub kõverusraadiusega POp = Rp, siis
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punkti nimetatakse antud joone punkti P kõveruakeskpunk

Ringjoont, mille keskpunktiks on punkti F kõveruskesk-

punkt Op ja raadiuseks punkti P kõverusraadius Rp, nimetatak-

se antud joone uunkti P kõverusringjooneks.

Joonisel 36 on esitatud pa-

rabooli y = hariptinkti A ja

punkti B(l;l) kõveruskeskpunktid

ja kõverusringjooned.

Evoluut ja evolvent. Antud

joone kõveruskeskpunktidest moo-

dustuvat joont nimetatakse antud

joone evoluudiks. Antud joont en-

nast nimetatakse aga evoluudi

suhtes evolvendiks.

Joonisel 37 on esitatud para-

bool y = ja tema evoluut.

3. Ruumi joone puutuja

a, Skalaarse argumendi vek-

torfunktsioon. Kui vektori

*r{X;Y;Z) koordinaadid X, Y ja Z

on mingi parameetri t funktsioc-

nid x x(t), Y = y(t) ja

Z - z(t), siis sõltub vektori ?

pikkus, siht ja suund parameetri t väärtusest. Vektorit ?
nimetatakse sel juhul skalaarse argumendi t vektorfunktsioo-

niks:

r(t) ={x(t); y(t); z(t)} = x(t)

Kui vektori ?(t) alguspunktiks iga t puhul võtta Uks ja

sama kindel punkt, siis moodustab selle vektori lõpp-puhkt

parameetri t muutumisel ruumis joone, mida nimetatakse antud

vektori hodograafiks (j00n.38).
Juhul kui vektori r(t) alguspunktiks valida koordinaa-

tide alguspunkt, siis hodograafi suvalise punkti (x;y;z) ko-

havektor r*- {x;y;zj Ühtib antud vektoriga ?(t). Seega on sel
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J#

korral r =?(t) ehk {x;y;z} *[x(t);y(t);z(t)}. Saadud võrran

dit nimetatakse hodograafi vektorvõrrandiks. Vektorvõrrandist

et

x = x(t), y = y(t), z = z(t).

Saadud võrrandeid nimetatakse hodograafi ehk lihtsalt

antud ruumijoone parameetrilisteks võrranditeks.

b. Vektorfunktsiooni piirväärtus. Kui eksisteerivad piir-

väärtused

lim x(t) - üm y(t) - y ja lim z(t) - z., siis nimeta-

t-—

takse vektorit = vektorfunktsiooni r(t) =

y(t); z(t)j piirväärtuseks argumendi t lähenemisel

arvule ja tähistatakse:

lim r*(t)=?l ehk Ilm fx(t); y(t); z(t)} -

t-t.
° t-t.'

= / lim x(t); Ilm y(t); Ilm z(t)] - fx_;y_;z_l
't-t. t-t. t-t.

° °-r

Vektorfunktsio) tä-

hendus . Olg-; funktsioonid x(t),
köhalt.

y(t), z(t) diferentseeruvad

Vaatleme vektorfunktsiooni

V(t) = y(t); z(t)J.



60

Andes parameetrile t juurdekasvu At, saame vektorfunkt-

siooni kohal t + At:

r*(t + At) - {x(t + At): y(i:+At); z(t +At)]

Moodustades nüüd nende vektorite vahe ning tänistades

dud vektor' sümboliga Ar(t), saame:

Alr(t) =r(t+At) -?(t) =

= {x(t + At) - x(t); y(t + At) - y(t); z(t + At) - z(t)].
Jagades saadud vektori skalaariga At, saame:

AS-LL
.

J zlt +
At [ At ' At ' At j'
Eelduse järgi eksisteerivad piirväärtused

= = y,(t) ja
At-o At-0 At

lim = z'(t).
At-*O

Järelikult on olemas piirväärtus

y'(t);
At *- -*

Seda piirväärtust nimetatakse vektorfunktsiooni *r*(t)

tuletiseks la tähistatakse ka veel või *r*'(t).
dt

Järelikult

y(t); z(t)}=

. y,;..),

Vektorfunktsiooni tuletis on vektor, mille koordinaadid

antud vektori koordinaatide tuletised.

Jooniselt 39 on näha, et vektorit Ar*(t) võib vaadelda

kui vektorit, mille otspunktid asuvad vektori ?(t) hodo-

graafil, s.o.Ar*(t) on kollineaarne hodograafl ühe lõikajaga.
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Järelikult on ka vektor kolline-
At

aarne hodograafi lõikajaga. Kui

muutub see lõikaja hodegraafi puutujaks.

Seega vektorfunktsiooni ?(t) tuletis

on vektor, mis on koll

neaame hodograafile punktis parameet-

t'rigatt

Näide: ?(t) = t; eos t; 2 t],
r'(t) = t; - ain t; 2j.

d. Ruumi Joone puutuja. Olgu ruumijoon antud parameetri-

lise võrrandikolmikuga x = x(t), y = y(t), z = z(t), kus

funktsioonid x(t), y(t) ja z(t) on diferentseeruvad.

Joone punkt parameetri väärtusel t on siia

y(t°); ja selles punktis joonele tõnmatud

puutujasihiline vektor on

{x'(t°); y'(t°);

Järelikult sellele joonele punktis parameetri väärtusega

t<)tõntnatud puutuja on

* - *<*.) y - y(t ) z -

s'(t.)
*

Näide. Kirjutada joone

x = y=tS-2; z=2t?-3t+l

puutuja punktis, kus t = 1.

Puutepunkt on (1} -1; 0), Et x' = 2t, y' - z'= 4t-3,

siis puutujasihiline vektor on 3; lj.
Seega puutuja on

x-1 y + 1 z
—3" f '
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§4. Tuletise rakendusi ligi

kaudset rvut u s t

1. Taylori polünoom

Olgu funktsioon f(x) n+l korda diferentseeruv kohal x = x

ja selle ümbruses.

o

Otsime niisugust polünoomi mille aste ei ületa

arvu n ja mis avaldub kujul

Tn<*) " °o * °i(x-*o) ning

rahuldab tingimusi

Tn'*.' = - f<(x.), - -

= r'"'(x ).

Selleks avaldame polünoomi tuletised kuni n-nda

järguni:

- +

= 2-lCg + 3*2Cg(x - + - +
... +

+

T"(x) = 3'2'lcg +

T<n)(x) = n(n-l)(n-2)... 2c
n "

Võttes nüüd polünoomi ja tema tuletiste väärtused kohal

x = x
. saame:

1W =

Tn'*.' -°l'

S.lcg;

(X.) - 3.1.1c,;
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= n(n-l)(n-2)...2*l

Seega aaame polünoomi kordajate määramiseks võrran-

did:

°1 = '(x.),

2lcg = f(x.),

31'3 = fd.),

nJ Cn = millest

_r'(x°) f"(x.) r"'(x.)
1" 17 *°2" 2i ' °3= 31 n nT

Niisiis on otsitav polünoom:

T,(x) = ftx.) 4.

,n

Saadud polünoomi nimetatakse

Taylori polünoomiks kohal x
.

1

2. Taylori valem

Funktsioonil f(x) ja tema n-astme Taylori polünoomil on

niisiis võrdsed väärtused kohal samuti on x = puhul

võrdsed ka nende kõik tuletised kuni n-nda järguni. Muude x

väärtuste korral võivad aga funktsiooni ja tema Taylori polü-

noomi väärtused, samuti ka nende tuletiste väärtused, erineda.

Funktaiooni ja tema Taylori polünoomi vahet

f(x) -
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nimetatakse jääkllikmeks ja tähistatakse sümboliga

= f(x) -

Seega

r(x) = +

ehk

f'(x) f"(x)
f(x) = + —

+
.O +

)
+ — RJx).

Saadud valemit nimetatakse Taylori valemiks.

Kui Taylori valemis = 0, siis

f(x) . f(O) + +...+ +

Saadud valemit nimetatakse Maclaurinl vai

3. Lagranga'l jääkilige

Argumendi x nende väärtuste puhul, mil on väike,

võib funktsiooni f(x) praktiliselt asendada oma Taylori po-

lünoomiga, mille väärtuste arvutamine on võrdlemisi lihtne.

Seetõttu on tarvis jääkliikme väärtust hinnata, milleks pea-

me aga jääkliikmele andma sobivama kuju.

(x-x )***!
Selleks Jcijuks on korrutis, mille üks tegur

teine tegur võib aga peale kcnstandi sõltuda veel argumendi

väärtusest x; tähistame tema Q(x). Järelikult tuleb leida nil-

(x-Ko)***!
sugune Q(x), et = Q(x).

Niisiis peab Q(x) rahuldama võrrandit f(x) " ***

f(x.)
g f<")(x°)

'
Ti—<x-*o) + "2T

(x-x.)MI
*
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ehk võrrandit

f'(x) f"(xj p

-

- -jy-S- - -

(x-x-)"+I
-

Tn+ITT-

Asendades saadud võrrandi vasakus pooles konstandi x°

uue muutujaga t, saame uue funktsiooni argumendist t:

F(t) = f(x) - f(t) - - -...-

Cn ilnme, et = F(x) = 0 ning F(t) on diferentsee-

ruv arvude ja x poolt moodustatud kinnises vahemikus. See-

tõttu on Rolle'i teoreemi põhjal nimetatud vahemikus niisu-

gune arv ,et ) =O,

Avaldades funktsiooni F(t) tuletise, saame:

= F,(t) = -f'(t) - f"(t)(x-t) + f"(t)(x -t)

f"(t) , . <.iii-l

_ + Q(x),

mis pärast lihtsustamist annab

F'(t) = - (x-t)" + Q(x).

Kui t =
, siis

- -S !°" * o

millest

Q(x) = injg arbuge x ja

vahel.

Järelikult
. .

"n'l* "
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ehk

?(*ni'[xo +e(x-x°)]J. t
-r

J

= o<9<l.

Saadud jääklilget nimetatakse Lagrange'l jääkliikmeks.

Taylori valem saab ntiüdkuju:

f(x) = + _Yj
— + (x-Xp)2 + (x-*o) +

f("*l)[Xi+e(x-xj]
+ o<

Näiteid.

1. Koostada funktsiooni e* n-aatme Taylori valem kohal

Xi = 0.

Et f(x) = f'(x) = f(x) =
...

= f("*l)(x) = ja

e° = 1, siia f(o) = f'(o) =
...

= = 1 ja ) =

=

Seega:
-

_.2 n
= i *

n + ?T +

kua

=

j milles on arvude x ja 0 vahel.

2. Koostada funktsiooni sin x Taylori valem kohal = o.

Saame:

f(x) = sin x f(0) = 0

f'(x) = eos x = sin f'(C) = 1

f"(x) = - sin x = ain (x+2*s) f"(0) = 0

f"'(x) = -eos x = sin f"'(0) = -1

f'v(x) = sln x = sin f = 0

f (x) = sin (x +n. f (C) = sinn)

- sin [x+(n+l). sin[$ +
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Seega

2n+2 r-

"* l2n+*s) 1
+ (2n+2)

Taylori valemi kasutamine

Taylori valemit kasutatakse funktsiooni ligikaudsete

väärtuste arvutamiseks.

Kui nimelt funktsiooni f(x) (n+l)-st järku tuletise abso-

luutväärtuse jf(n*l)(x)[ maksimaalne väärtus arvude ja x

poolt moodustatud kinnises vahemikus on M,

SÜB

(nVI)i

Järelikult, kui funktsiooni f(x) väärtusi asendatakse

selle funktsiooni n-aetme Taylori polünoomi väärtustega,siis

viga ei ületa arvu

x
Arvutame näiteks e väärtuse funktsiooni e Taylori vale-

mi abil, võttes n = 5.

Saame

6* * 1 +
TT

* 57 * 37 * RstX' '

võttes x =
,

on

'3 * i * is * * i !S +

Bt Kgtx) = all, j.

* TTis = <o.ooe.

Võttes seega

2 3=l*

tehakse viga, mis ei ületa arvu 0,008.
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Järelikult
1

1,654.

(Täpsem väärtus on 1,6487.)

5. Võrrandi lahendi lähisväärtuse täpsustamise võtteid

Olgu meil vaja leida võrrandi f(x) = 0 lahend ehk funkt-

siooni f(x) nullkoht.

Kui f(x) on esimese või teise astme polünoom, siis oskame

antud võrrandi lahendi avaldada selle polünoomi kordajate kau-

du. Muudel juhtudel piirdume aga lahendi lähisväärtuse leid-

misega.

Selleks leiame kõigepealt mingil viisil, näiteks proovi-

mise teel, kaks arvu j* Xg, "ii* et f(xi).f(Xg)<o,

s.o. et üks arvudest ja f(xg) oleks positiivne ning tei-

ne negatiivne. Kui funktsioon f(x) on pidev vahemikus

siis leidub vähemalt üks arv mis rahuldab tingimusi

ja = 0. Kui funktsioon f(x) on antud vahemi-

kus monotoonne, siis on olemas üksainus niisugune arv (=.

Niisiis, kui f(x) on vahemikus pidev ja mono-

toonne, siis on võrrandil f(x) = 0 üks ja ainus lahend

mis rahuldab tingimusi

Geomeetriliselt tähendab see seda, et joonel y = f(x) ja

x-teljel on üksainus lõikepunkt, mille abstsiss rahuldab

tingimusi (j00n.40).

Kumbagi arvudest ja

Xg võib võtta lahendi

väärtuseks. Viga, mis seejuurea

tehakse, ei ületa arvu Xg -

Kui vea ülemmäär Xg -

osutub lubamatult suureks, siia

võib lihtsa arvutuse teel la-

hendile leida uue lähisväär-

tuse xg, mille puhul vea ülem-

määr on väiksem endisest, Võt-
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teist, mis võimaldavad lahendi lähisväärtust täpsustada,

vaatleme kahte: kõõluvõtet ja puutuja- ehk Kewtoni võtet.

.
Kõõluvõte

Kõõluvõte põhineb tõsiasjal, et kui pideva joone kõõlu

otspunktid asuvad teine teisel pool x-telge, siis selle kõõlu

ja kõõlule vastava kaare lõikepunktid x-teljega asuvad lä-

hestikku ja seda lähemal, mida lühem on kõõl. Seetõttu võta-

megi uueks lähisväärtus eks joone y = f(x) punkte

ja Pg [xg;f(xg)] ühendava kõõlu ning x-telje

lõikepunkti abstsissi Xg (joon. 40 ja 41).

Et kõõlu võrrand on

x- y -

Xg-
"

f(Xg)-f
*

siis selle kõõlu ja x-telje lõikepunkti abstsiss Xg rahuldab

võrrandit

*3 * *1
_

0 *

Xg * f (xg) -f

millest

f(x)(Xi)
*3 = *1 =

f(xg)-f
'

kusjuures

Kui

(joon. 40 ja 41), siis

eelneva põhjal on x*<{:<Xg.
Võttes võrrandi lahendi

lähisväärtuseks arvu x,,,

on viga

I*3 "2 ' *1-
Kui aga

(joon. 42 ja 43),

siis Võttes

nüüd võrrandi lahendi4/
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lähisväärtuseks Xg, on viga jällegi

*3 ' I *2 " * *l*

Võttes nüüd omakorda kõõlu läbi punktide ja

Pgtxgiffxg)] (joon. 40 ja 41), arvutame selle kõõlu ja x-tel-

je lõikepunkti abatsissi analoogiliselt:

ehk

kusjuures

f(Xg)
*4 *

*3 "

f(x^)-f(xg)

- -

Kui (joon.
40 ja 41), siis

ja, võttes X4 lahendi lä-

his väärtuseks, on viga

I*4 *
* xi.

Nii saame võtte korduval

rakendamisel lahendile jär-

jest paremaid ja paremaid

lähisväärtusi.

7. PüHtuJa=_ehls,N§wtoni,võta

Puutuja- ehk Newtoni võte

põhineb tõsiasjal, et kui pi-
deva tõusva või langeva, kuid

käänupunktideta kaare ots-

punktid asuvad teine teisel

pool x-telge, siis selle kaa-

re Ühest otspunktist tõmmatud

puutuja ja x-telje lõikepunkt

asub kaare ja x-telje lõike-

punkti lähedal ja seda lähe-

mal, mida lühem on kaar.

Seetõttu võetakse nimeta-

tud puutuja ja x-telje lõike-
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punkti abstsiss x' lahendi

lähisväärtuseks.

Nagu joonistelt 40,41,42

ja 43 selgub, tuleb nõgusa kaa-

re puhul puutepunkt võtta

Ülalpool x-telge, kumera kaare

puhul aga allpool x-telge,

s.o. kui funktsioon f(x) on'

kaks korda diferentseeruv,

siis puutepunkti ordinaat ja

funktsiooni teine tuletis pea-

y - = f'(xY)(x -

Seega selle puutuja ja x-telje lõikepunkti abstsiss x'

rahuldab võrrandit

0 - = f'(x^)

millest

* =*l- rrqr
Nagu jooniste 40, 41, 42 ja 43 abil kergesti veenduda

võib, saame ka Newtoni võtte korduval rakendamisel võrrandi

lahendile järjest paremaid lähisväärtusi.

Märkus. Kõige otstarbekohasem on ühe ja sama võrran-

di puhul kasutada vaheldumisi mõlemat võtet. Selles võib veen-

duda jooniseid 40 - 43 uute puutujate ja kõõludega täiendades.

8. Kordsed lahendid

Kui funktsioonile f(x) saab anda kuju

f(x) =(x - fi(x),

kus on konstant, k naturaalarv ja 0, siis nimeta-

takse võrrandi f(x) = 0 k-kordseks lahendiks.

vad olema sama märgiga.

Olgu funktsioon f(x) vahemikus kaks korda di

ferentseeruv, kusjuures selles vahemikus f'(x) oja

f"(x) / 0.

Puutuja joonele y = f(x) näiteks punktist (joon. 40

ja 41) on



Kui funktsioon f(x) on sealjuures k korda diferentsee-

ruv, siis saab kergesti veenduda, et

) =O, ) = = 0 ja / 0.

Sellest on näha, et kor-

ral võib funktsioonil f(x) kohal

x = olla ekstreemum, mille pu-

hul

(joon. 44).

Niisiis pole sel juhul võrran-

di lahendi eespool käsitletud

täpsustanisvõtete eeldused ra-

<%X?/7 huldatud.

!'ä rku s. Näiteid võrrandi lahendi täpsustamisest

nii kõõlu ku* ka puutujavöttel on toodud õpikutes:

N.s. Fiskunov, Diferentsiaal- ja integraalarvutus, 1965,
lk. 214 näide 1, lk. 316 näide 2.

TAJIJIHHCKMRnOMTEXHMZCKMRZHCmTyT
MaTeMaTMKM

X. Pooc

HCHKCJIEHKE

KOHCneKT AJIHCTyAeHTOB-3aOIHKKOB

Ha 3CTOHCKOM H3NKO

Vastutav toimetaja E.Etverk

Triikimisele antud 25.X 66. Paber 60x84, 1/16

Trükipg. 4,5- Tingpg. 4,19- Tiraaž 1500

MB-08237. TPI rotaprint, 1966. Teil. nr. 582

Hind 13 kop.



Hind 13 kop.

10300 00446636 5


	Unknown
	Statement section
	Bastard title section
	List
	ARHIIVKOGU
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	2. Kui f(x) =x, siis f'(x) – lim – Ax—o
	Untitled


	Statement section
	Chapter
	Chapter
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled 9
	3. Funktsiooni ekstreemum

	3oon. YY Ooon
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Teoreem 1.
	Untitled
	Untitled

	Jbo/7
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	1. Taylori polünoom
	3. Lagranga'l jääkilige
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	vad olema sama märgiga. Olgu funktsioon f(x) vahemikus kaks korda di ferentseeruv, kusjuures selles vahemikus f'(x) oja f"(x) / 0. Puutuja joonele y = f(x) näiteks punktist (joon. 40 ja 41) on
	Untitled


	Statement section

	Illustrations
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled 9
	3. Funktsiooni ekstreemum
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Teoreem 1.
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	vad olema sama märgiga. Olgu funktsioon f(x) vahemikus kaks korda di ferentseeruv, kusjuures selles vahemikus f'(x) oja f"(x) / 0. Puutuja joonele y = f(x) näiteks punktist (joon. 40 ja 41) on
	Untitled


