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UHE MUUTUJA FUNKTSIOONI DIFERENTSIAALARVUTUS

$liBnlaebie da AdsLeroitsian)

a, Uhtlase 1iikumise kiirus. Kuil mingi keha 1liigub ttht-
lase kiirusega ning ajamomentidel t1 Ja t; lébitud teepikku-
sed on vastavalt sy ja sy, sils on keha ajavahemikus t,- t;

. 8,- 8
l#binud teepikkuse s,- s,. Jagatist é'—-é nimetatakse iht-
lase liikumise kiiruseks.

b, Mittetthtlase 1liikumise kiirus. Eul mitteilhtlase kii-.

rusega liikuva keha puhul on ajamomentidel e1 ja t, 1lHbitud
teepikkused vastavalt s, ja s,, sils nimetatakse jagatiat

8,~ 8

2 . X

T - ¢, Dittethtlase lilkumise keskmiseks kiiruseks ajavahe-

2 1

mikus t,-st kuni t,-ni. See keskmine kiirus iseloomustab 1lii-
kumise t3elist kiirust momendil t, seda paremini, mida véiksem

on ajavahemik momendist t1 momendini t,. Seet3ttu nimetatakse
mitteiihtlase liikumise kiiruseks momendil t, piirvadrtust

Et liikuva keha poolt liébitud tee pikkus s on aja t

funktsioon s(t), siis s, = s(t;) ja 8= s(t,). Seetdttu 1lii-
kumise keskmine kiirus ajavahemikus tl-,t kuni tg-ni avaldub
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ku jul
!(tz) - s(tl)

w5
ja 11ikumise kiirus momendil t; kujul

s(ty) = s(ty)

LA AT ¢
to- t

2, Funktsiooni tuletis ja teme geomeetriline tdhendug

Uldistame liikumise kiiruse defineerimisel rakendatud
mdt tekdiku mistahes funktsioonile.

0lgu antud mingi funktsioon f(x), mille mé#ramispiirkon-
naks on teatud vahemik, kuhu kuuluvad arvud x, ja X5, Nimeta-

f(xg) - £(xg)

me Jagatist —-——;;—:f;;—- selle funktsiooni muutumise kesk-
miseks kilruseks vahemikus x,-st kuni xo-ni, Seg kegkmine
kiirus iseloomustab funktaiooni _muutumise kiirust argumendi
vilrtusel x, seda paremini, mida véiksem on vahemik argumendi
vilirtusest x, véirtusenl x,, Funktsiooni f(x) muutumise kii-
ruseks argumendi vHdrtusel x,ehk funktsiooni tuletiseks kohal
xy nimetatakse piirviHdrtust

f(x,) - £(x,)
R Bl U

-x
X~z 2
juhul kui see piirvHiértus eksisteerib.
Funktsiooni f(x) tuletist kohal x, tehistatakse ltthemalt
stimboliga f'(xl):
f(xy) = £(xq)

i

b £ (11) = 1im

12——11

Nagu néhtub jooniselt 1, tihendab funktsioonl f(x) muu-
tumise keskmine kiirus vahemikus xl-at kuni xz-ni geomeetri-
liselt joone y = f(x) punkte P,(x,; £(x,)) ja P (xpit(x,))
libiva 13ikaja tdusu:



f(.)-f )
tmaal—.._(.x_i_.‘

s R
It 2
&
% ’ =t yefe
Fe19) | e ;
ny®
'@‘D a5
" a9%G xy L X
oon. { Yoon. 2

Kul x,—+x,, sils liigub 13ikaja ja kdvera ihine punkt P2
seda kdverjoont m88de punkti Pl poole nii, et nendevaheline
kaugus saab kuitahes viikeseks. Seejuures pbirdub 1ldikaja
P, P, timber punkti P;, ldhenedes teatud piirsirgele, mida nime-
tatakse joone y = f(x) puutujaks punktis P, . Seega

funktsiooni tuletis kohal X, v3drdub funktsiooni graafilu

puutuja tdusuga, kuil puutepunkti abstsiss on x, (joon, 2):

tant{? = 1im _—2)—-_{_(11— - r'(xl).
Xgxy Eprida
Teades, ot joone ¥ = f(x) punktis (x,;f(x)) Joonesta-
tud puutuja téue on r'(xl), saame koostada puutuja v3rrandi

¥ - fix)) = £'(x;)(x - x4).

3. Tuletisfunktsioon
TR I JWCIIT IS
Argumendi vHirtuste vahet Xy Xy nimetatakss, nagu juba
teada, argumendi juurdekasvuks ehk muuduks .ja tdhistatakse
simboliga Ax. Et Ax = X,- x,, sils X, = x; + Ax, kus Ax—=0,
ul Iz—oxl,



Funktsiooni ¥y = f(x) vHrtuste vahet f(x,) - f(x;) =
= f(xl + Ax) - f(xl) nimetatakse teatavasti funktsiooni
juurdekasvuks ja téhistatakse stimboliga Af(x) vsi Ay:

Ay =Af(x) = f(x1 + Ax) - f(xl)-

Neid siimboleid kasutades saab kirjutada funktsiooni f(x)

tuletise kohal x ka kujul
f(xl+Ax) - f(xl)
f'i{x,) = 1lim

Lastes argumenti omandada mistahes vidrtuse x, mille pubhul
eksisteerib piirvéirtus
1tm £(x +Ax) - £(x) ,
Ax

DNx-—»0

muutub see plirviddrtus argumendi x funktsiooniks, Seda funkt-
alooni nimetatakse antud funkisiooni tuletisfunktsiooniks ja
téhistatakse stimboliga y' v3i f'(x). Seega

y'=£0(x) = 1m L(x+8x) - £(x) . 4, Af(x) .
Ax—=0 Ax Ax—0 A%

= A
umc?g x

Ax—>

Kul tuletise slimbolis y' soovime niéidata, et tuletise
leidmisel on argumendilks olnud x, siis mérgime tuletist kujul
V3, mide loeme: y-i tuletis x-i Jurgi.

Niisiis, funktsiooni tuletiseks nimetame funktsiooni juur-
dekas a _Aar rde agatls rvigrtust argu-
mendi juurdekasvu ishenemisel nullile, juhul kui see piirviir-
tus on olemas.

Kul funktsioonil f(x) on olemes tuletis mingil argumendi
vidrtusel, siis nimetatakse funktsiooni sellel argumendi vHére
tusel diferentseeruvaks.

Selgitame, mis on selleks tarvilik, et funktsioon oleks
antud argumendi vHdrtusel diferentsseruv.

Funktziooni tuletis on niisuguse murru pilrvH#rtus, mille
nimeta ja piirvidrtus on null, Sellisel murrul ssab pilrviddr-
tus olla ainult siis, kui ka lugeja piirvidrtus on 0, T3e-
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poolest, kui lugeja pilirvidHrtus on nullist erinev, siis murd
kasveb tdkestamatult, samuti pole murrul piirvEHrtust, kui
see lugejal puudub.

Seega on funktsiocni f(x) tuletise olemasolu tarvilikuks
tingimuseks, et

1im [f(x +Ax) - £(x)] =0,
Ax—0

8,0, et funktsioon f(x) oleks pidev kohal x. .

Niisiis, pidevus on diferentseeruvuse tarvilikuks tingi-
museks.

Kui funktsioon pole pidev mingis punktis, siis ta pols ks
diferentseeruv selles punktis,

Pidevus age pole diferentseeruvuse piisavaks tingimseks,
sest kui nii murru lugeja kul ka nimetaja piirvéértus on O,
sils murrul endal ei pruugi veel piirvHdrtust olla, Nii on

1im 3x =0 ja 1im 5x2 = 0, kuid piirvééirtust 1im _3X -

X-»0 x—0 x—+0
= 1im -5 el eksisteeri, sest %—om, kui x—=0.
x—=0 %

Kerge on konstrueerida niisuguse funktsiooni graafikut,
millel m3nes pidevuskohas tuletist ei cle., Nii on joonisel 3
¥ujutatud funktsioon pidev kobal x,, kuid tal pole tuletist
sellel kohal, sest puutuja on seal risti xz-teljega, tany-=oo.

Y ={@)
s
2

D)
oy X «y o«
Joon. 3 Doon.4



Kul eksisteerib f'(x) = 1im QI , s11s ekeisteerib ka
Ax-—=05%

vasakpoolne piirvdsirtus 1lim —%i ja parempoolne piirvidrtus
Ax—.--.o

1im 4 » kusjuures need piirvilirtused on vdrdsed. Geomeet-
Ax—=+08X

riliselt tiéhendab see seda, et kul funktsioon f(x) on dife-

rentseeruv kohal x,, siis sellele abstsissile vastavast kdvera

punktist témmatud 13ika ja muutub itheks ja samaks puutujaks

teise 13ikepunkti léhenemisel esimesele, ikskSik kas teine

151kepunkt asub esimesest paremel (P)) v&i vasakul (Pp)

(joon. 4).

Joonisel 5 antud funktsiooni graafikule punktist
Pl[xl;r(xl)] tdmmatud 13ikaje annab aga piirasendis kaks eri-
nevat puutujat vastavalt sellele, kas teine 1l3ikepunkt asub
esimesest paremal vd1 vasakul, Selles punktis vasakpoolse
puutuja tdus on

f(x,+ Ax) = f(x,)

1im
Ax—=-0 ok

ja parempoolse puutuja tdus on
11g L AX) - f(x)

Ax—=+0 Ax :

Et need piirviiirtused pole vdrdsed, siis pole olemas piir-

f(xJ: Ax) - £(x,)

vidrtust l1lim

y

« Funktsioon f(x) pole di-
ferentseeruv kohal X4,
kuigi ta on seal pidev.

N4t o1 as
1, Ful f(x) = k, kus
k on konstant, siis
f(x +Ax) = k, Seega
f£i(x) = 11.‘ x—-k- =0,
" Ax—0 Ax
Konstandi tuletis om 0.




2, Kul f{x) = x, sils £'(x) = 1im L =X =

Ax—~0 ™
Ax
= 1im =
Ax—00%
Sesga

x'=1,
3. Ful f(x) = xz’ siis

2 2
£(x) = 11,,15_*%.:)_-_!_. umZLAZ___(__zL .
Ax—~0 Ax—=0

= 1im {2x +Ax) = 2x.
x—=0

Seega -
(x°)? = 2x.

o Summa, korrutise ja_ Jagatise tuletis

Olgu funktsioonid u = u{x) ja v = v(x) diferentseeru-
vad kohal x, s,0, clgu olemas piirviHrtused:

u' = iim E(.x__t%'_ﬂll = 11m 28
- Ax—=0 Ax—-O-Z;

v! = 1inm !‘!-iié!l—-——i—l = 14m T

Ax—0 Ax—0

Ja

¥us
Au = u{x +Ax) - u(x) ja Av = v(x + Ax) - v(x),

geega
u(x +Ax) = ui{x) +Au ja vix + Ax) = v{x) + Av.

Teoreem 1, EKahe funktsiooni summa tuletis vdrdub liide-~

tavate tuletiste summage:

(n+v)'=u+ v,
T5es tus:

(u+ 9! =1uLmL_A;ILm__A;_U__IMsL__(;).l

Az—.O
= 1qp x+4x) -u(x) , vz +Ax) - vix) _
Ax-—=0 e



Au , Av Av
=Alf:'o[&3 o ﬁ] A:mo +A:Efo-A_’ i b i

Teoreem on 8ige mistahes 1dpliku arvu lildetavate puhul.
' '
N#1idoe: [x2+x+3] = (x%) +x'+ 3=
=2x+ 1+ 0=2x+ 1,
Teoreem 2, Kahe funktsiooni korrutise tuletise ssamiseks

tuleb liite esimese teguri tuletise ja teise teguri korrutis
ning esimese teguri js teise teguri tuletise korrutis:

(uv)! = u'v + uv',

T3es tus:

(uv)* =A1mou§x) +Ax)vA;: +Ax) - u(x)v(x) _
X —

= 11m [u(x) +Auj !v(xz +Av] - u(x)v(x) _
Ax-=~0 X

= 1im ¥(x)+ Au + u(x): Av + Au-Av _
i Ax

Ax—»0

= 1im [v(x). %!+u(x) —%'&Au--%;v =

Lax""o

i

v{z) « 1im Lu p Av Av
i S Al Ny BT Gy

vix) e ut + u(x) « v' + 0+ v' = u'v + v'u,

Ndgide:
(=3 = (x2+ x) = (x2)'s x + xBx' = 2x.x + x2.1 = 3x2,
Jireldus 1, Kuli k¥ on konstant, siis k' = 0O,
Jérelikult
(km)! = ku'.
Konstandl ja funktsiooni korrutise tuletis vdrdub funktsioo-
nil tuletise ja selle konstandl korrutisega.

NEdde:
(100x°)" = 100 (x°) = 100 . 3x2 = 300 x2,

«=10=



Jireldus 2, Mistahes 13pliku arvu tegurite puhul
on korrutise tuletis summa, milles liidetavaid on niisama pal-
ju kui tegureid ning iga liidetav on ithe teguri tuletise ja
k5igl Ulejdéinud tegurite korrutlis., Néilteks

' s
(xe) = (x5 x -x2) = () ex5 2% + x° (xs)'x3+ x0x° (x2) '

= 3::21:5xd+ x -5:2::2+ - x «2x = va.

Teoreem 3, Murru tuletis vdrdub murruga, mille nimeta jaks

on antud murrn nimetajas ruut ja lugeisks antud murru lugeje
etis korda aja metaje tuletis korda 1

®) '_u'v = v'u
v .

T3es tus:

MEERR - S | YGriay - W
(“)-um = 1qp VX + AV

Ax—0

= lw[ﬂz&uﬂwﬂ&__(_h_é_, A,].

v(x) v(x) - v(zx)-Av

v(x)m - u(x)-ﬁ
Ax->0 [v(x)]? - v(x) Av *

Rakendades piirvilirtuse leidmise teoreeme, saame:
v(x) 1lim - u(x) lim
o ) un
4 [v(x)]® = v(x) Al Av

» al.hl ~u(x) v'(x) _u'v - uv!
[v(x)]2 ve

N#E1ilde:

e (x5)| * (ﬁ) " &7.x5 ¥ xe. 512 %

x° (x3)2

“lle



S L
x x8 ‘

5¢ Liitfunktsiooni tuletis

Olgu funktsioonid f(u) je u =¢(x) diferentseeruvad,

s.t. on olemas piirvilrtused 1lim &M = £1(u)
Au—~0

Jzimoﬂ_%ﬂi- 1im %; = @' (x). Bt @x +Ax) -

- @(x) =Au, sits @(x +Ax) = ¥(x) +Au ehk @(x +Ax) =

= u + Au, kusjuures Au—-0, kui Ax-—-0,
Kui seab moodustada liitfunktsiooni f[¢f (x)], siis sel-
le tuletis avaldub kujul:

[e(@N] = msm%u_-_rugu,
= 1m £l +0u) o £(u) = g4y [fl2du) = ru)]Au
1im =f£(u) - 34m Ax'u.

Ax—~0 Ax—~0

= 14p £(u +8u) - £(u) ., Au .
Au—0 Au Ax—-00%

= () , @' (x),
kus pHrast dﬂerontseerimis% a tuleb asendada funktsiooniga
@(x)+ Tulemuse kirjutame kujul
(£ (o] = 22(@(x)) » 9'(x).
Liftfunktsiooni tuletis vdrdub vilise funktsioonl tuletisega

(vahepealse muutuja j¥rgi) korrutatud sisemise funktsiooni
tuletisega.
¥ #1de, Leida funktsiooni (5x°+ 2x2. 7x + 1)° tuletis.
Antud funktsioon on 1iitfurktsiocn, mille viline funkt-
sioon on f(u) = uS ja sisemine funktsiocon u =¢(x) = 5x3 +
+ 2x2 - 7x + 1, Vilise funktsiooni tuletis (vahepealse muu-

-lfa



tuja Jurgi) on £l (y(x)) = £'lu) = su’

+ 1)%, sisemise funktsiconi tuletis on @r(x) = Se3xs 2e2x .
= 15x2+ 4x - 7, Sesga

= 5(5z% + =% - 7x +

[(5x°+ 2x%- 7x + 1)5]' = 5(5x%+ 2x%- 7x + 1% (1sx% ax 7).

Dy "2 ?.S'drdf.mlcts 1oon1 tuletis

Kul funktaioonid y =((x) Jja x = f£(y) on teinetsiss
pgordfunktsiconid, siis on f(¢(x))=x, Et x' =1 jJa
|

[N = r;( @(x)) o @' (x),

eils L
£y ( Qlx)) @*lx) =
millest 4
@'z} = —,——‘3———-‘ ohk ¥ =i,
fy( v (x) / X-y
Fanktsioon! tuletis on seega avaldatav murrune, mille

lugejeks on iiks ja nimetujaks on sells funktsiooni podrd-
funktsiooni tuletis,
1

N & 1de: Funktsiconly = ¢(x) = 5 poordfunktsioon
on x = £(y) = y3., Posrafurktsiooni tuletis on £'(y) = 512 =
B 2
=3(x%) © = 3%5. Seeza on antud funktsiooni tulstls

2

-}

? Oﬂ’-&-’%x".
3x3

@ Flemer\taarseue nﬁhif“mktsioonids ,ule 1aed

1, {sin x)' = cos X.

T3es tus:

(sin x}' = 14p 810 (x +40x) - sinx _
Ax—~0 Ax

w]ld -



2 cos XtOx+ x ., x+Ax - x gin X!
= 1im 2 2 = 1lim |cos (x+g—x-)
Ox—0 Ax Ax—~0| ed

Asendades niiuid %‘- = t, millest jHreldudb, et t—0, kui

Ax—-0, saame:

(ein x)' = 1lim [coa (x + t) » ‘i: t] =
t=0
= 1im cos (x + t) lmﬂg—t=cos (x + 0) » 1 =cos x.
t—-0 t—0

ME&rkus, Et cosx=sin (x + 4:), siis v3ib seadud

valeni kirjutada ks kujul
(sin x)' = sin (x + %),

@2 (cos x)' = - 8in x.

T 3es tus., Vaatleme antud funktsiocni eespool antud

liitfunktsioonina ¢os x = sin u, kus u = x + % . Vdlise

funktsiooni tuletis on (sin u)' = gos u = cos(x + %) = =gin X.

2
Sisemise funktasiooni tuletis on (x + '-’é-)' =1+0=1,
Seega
(cos x)' = = sin x.

M drkus, Nagu néha, kehtib ka valem (cos x)' =
=
= cos (x + %).

(tan x)' = ——?,_-r-'
cos“x

Tdestus:

(tmx)lg(gjoa_i)',gggxcosx- ~sin x) sin x _
; cos®x

= cos’x + sinx _ _1
: cos’x coe®x
M4rkxus, Nagu néba, kentib ka seos (tan x)' =

= 1 + tanZy,

@ {cot x)* =--—-§-" 5
sin"x

wld~



T3estus: : o -
(cot x)' = (%g-ﬁ) .-._s_l,q_x__q_;_i_:_éx_c_g_!_;_gg_;:
w . sin®x+oos®x __12
sin’x sin’
¥ Brkuse. Ilmsel: kehtib ka valem (cot x)!' = -(1 +
+ cot®k).

Se (mﬂm x)' =

1 .
[r—
'Vl-z?‘ ;

T3estus, Punktsiooni ¥y = arcsin x pddrdfunkt-

i
- =
2

= gcos ¥ = VI - s;n? = Vl ~ (2in arcsin x)2‘= Vl - 12‘ ja
(arcsin x)!' = ‘(Hf‘ﬂ"" siis

(arcsin x)! =

sioon on x = sin y, kusjuures sysg. Et (sin y)!' =

1

Vi - x2

6.7 (Aroghe 'x)! = « il
l-x
T&es tus, Btarocoex+arcsinx=%,siis
drccos x)' = (% - arcsin x)' = 0 = —2 = _ = 3
; : T A s
iex
7. (arctan x)' = 1 3 .
l+x

T3es tus, Funktsiooni ¥ = arctan x p8drdfunkt-
sioon on x = tan 7, Seega pb&rdfnnlétaiooni tuletis on

(bany)i = 1 _ =1+ tnnzy=1+ [tan (arotanx)]2=

cos
=] + xzo
' Jdrelilmlt
(arctan x)' = .
l+ x
8, (arccot x)' = - A .
1+ 22

T5es tus, Et nrccotx+arctanx=g, siis

(arccot x)! = (g- arctan x)! = - 1
1+ x°

=15«
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T&e s tus:

logg (x + Ax) - logyx

T Az "

Et log ,(x + Ax) - loggx = 1oga5—;—~é'—x- = log (1 + —%—x-), siis

logg (x +Ax) - logex 5 Sog tT ¢
Ax Ax a

U

Az 1 Ax
e by - D i loga(l + -i-)‘

-

¥ui Ax—-0, siis 7%—;-«—00, seega asendades -Zx-i- =t ehk
Az

=2 = %, seame: g ¢
(log,x)" =t]—d>.l?ni-% logg (1 + %) ] =

1.5 t
) . T e R B, G0
=limzs limlog,(l+3F) ==1log, 1lim (L + ) =
t—00%X t—oo T i ®
. i3 ¥ 2aks it 2
T gt ¥ e "F Eai xha

Md&rkus, Kil @ =8, sils lna=1Inoe =1 ning

{ P = l'.
{In x) 2

i 3
10)1,‘ (a*)?! = X 1n a.
N SR

T 36 s tu s, Funktsiooni y = a* psordfunktsioon on
X = log.ay. Seeoge podrdiunktsiooni tulstis on

¥ in a S Ine
Jérelizult

Mirkuasd ¥ul g =20, sils saame:

(oX)' = o .

)G



] .
. (x) =r x™' , lus r on mistahes reaalarv.

T8estus, Kul x>0, silsx = e12 % 4a ' =
P inx

=0 . Seega kasutades liitfunktsiooni diferentseerimise
eeskirja, saame:

(xr)'s(erlnx)',el‘lnx.r._;_,xr.r.%srxr-l'

Kuil x<0O, siis -x>0 ja -x = o1R(=X) ,y11eet
_eln (=x)

x =
st1s 3 = [-oln (=X)] T o ()T ¢F 10 (%), goqqa
)’ = [(c)F er 1m ()] = ()T (e In (=)' &
3(_1)1'01‘1!1(#):..:_;_.(_1)=£‘r.%=r 1‘-1'

'
1R (sh x) = ok x.

ning kul r on niisugune arv, et eksisteerib x ,

- o~X !

)
=% [ex > Oq‘ (_1)] :%—' (’x & e-\x)
'

18, (eh 2) = gh =,

T3estus: (ahx).'(°x

% (&F - o-x)' X

ch x.

T5e st us: (chx).=(9i;—°-f-)'=%(gx+e'z)'=
=%[e"+e"x (-1)] =%(ex-e"x)=ahx.

]
14, (th x) =_.2...1 &
ch®x

1 ) -
’réestus:(thx)=(5hx)=ChXCI‘x sh x sh X =

ch x chax
= gh.zx_-.ﬂfz S
eh%: chzx

4 1
15, (Arsh x) = —=— ,
ng+ 1

1 2 ?
TSestus: (Arshx) =[ln (x+ x +1)] -

= X .(1+ 1 .k)"‘"

x + xz + 1 2 12 *=X

S



1 BB 5 5 2t L
= A 3
x+Vx2+l Vx2 + 1 xz+1

F

16, (Arch x) =
P
x* =1

]
T3e8tuss (Archx)'=[1n (x + xe-l)] =

= F B {1+ X ) Vx2-1+x y 3

x+ Y x2 - 1 ng - 1‘ i (x +{12- l‘) {xz- 1‘ xz -1

1
17, (Arth x) = —% .,
-

?
T5estus: (Arthx)'=[%1nltx]=

Sk 1+ X Lz 1 (B xYe (W01 3x)
=§ ('R =T erTe e

R B W G e -

TREo Wi =) 1.8

8, Ilmutamata funktsioon ja tema tuletls

Kul kaks muutuvat suurust x ja y on seotud vdrrandiga
F(x,y) = 0 ja leidub niisugune funktsloon f(x), mis asenda-
tuna y-1 asemele antud vdrrandisse muudab selle samasuseks
F(x,f(x)) =0, siis Beldakse, et vérrand F(x,y) = O esitab
ilmutamata kujul funktsiooni ¥ = f(x) ehk vdrrandiga
£(x,y) = 0 on antud ilmutamata funktsioon f(x).

Nii esitab vdrrand
+y° -5=0

1
1lmutamate kujul funktsiooni ¥ = (8 - x%)°, sest asendades

3
funktsiooni (5 - x2)° antud vorrandisse y asemele, tekid
samasus:

«]l8e



13

x% [(5-:2)5] -5=x% (5§ ~x%) =5 =

=x° 5 -x° - 5=0.

Ilmutamata funktsioon f(x), mille esitab v&rrand
f(x,y) = C, leitakse sel teel, et vdrrandist F(x,y) =0
suurus y avaldatakse x kaudu (kul see osutub voimalikuks).

Néiteks vorrandist

x2 + y3 -5=0 .

1
saame y3 5 - xe, millest y = (5 - 12)3, seega f(x) =

1
)%,

= (5 -x

Juhul kui vdrrandile F(x,y) = 0, mis esitab ilmutamata
funktsiooni, el saa anda kuju y = f(x), siis selle vdrrandi-
ga esitatud funktsioon el ole elementasrfunktsioon.

Naiteks vorrandist xO + x + ys +y-10=0 el saa
avaldada y-it x-1 kaudu, Killl aga saab sellest arvutada argu-

mendi x antud vagrtustele vastavaid funktsiooni viddrtusi. Eui
niiteks x = ¥, sils saame 25 + 2 + y° + y - 10 = 0 ehk

y(y%* + 1) = 0, millest y = 0, seega £(2) = 0, Sellest jérel-
dub, et antud vorrand esitab killl iiht funktsiooni, kuid see
el ole elementaarfunktsioon,

¥dni vdrrand el esita mingit funktsiooni, nditeks vdrrand

x2 + 32 4+ 1 = 0, sest sellest el saa leida iUhelegi x vikirtu-
sele vastavat y vdidrtust,

Vérrandica F(x,y) = 0 antud ilmutameta funktsiooni tu-
letis leitakse pdhimdttel, et funktsioon F(x,y) on ainult
argumendi x funktsioon, sest y = f(x), seega F(x,y)=
=F[x,f(x)]. Et F[x,f(x)] on iga argumendi vdirtuse puhul O,
siis ka F![x,f(x)] = 0.

Leiame néiteks virrandiga x° + x + y2 + y - 10 = 0 antud
ilmitamata funktsiooni y tuletise y'.

Eelneva pdhjal saame:
x®+x+3°+y-10) =0,

3

«]lOwm



Rakendades tuletise leidmise eeskirju ja vittes arvesse,
ot ys on x-i liitfunktsioon, mille vélise funktsloonl tuletis

'
on 5y% ning sisemise funktsioonl tuletis y', seega (Ys)x =

4
= by“y', saame:
& 312 1+ 5y4y‘+ yi.= 0,

millest y'(5y% + 1) + 3x%+ 1 =0 ja y'(s59% + 1) = -(3x%1),
seega 5
y':_&z_"'_ll
Sy*+ 1
Niisils saame ilmutamata funktsiooni tuletise avaldada
argumendi ja funktsiooni kaudu, Kul argumendi vddrtus ja sel-
lele vastav funktsioonl vddrtus on teada, saame leida ilmuta-
mata funktsiooni tuletise vddrtuse,
NEiteks eespool antud ilmutamata funktsiooni tuletis ko-
hal x = 2 on: £ 2
vi2) = - 3Bt 1o g,
L]
Teades ilmutemata funktsiooni tuletist, saame leida ka
ilmutamata funktsiooni graafiku puutuja vdrrandi.

N &d1de, Leida ilmutamata funktsiooni
x+Inx-y3+y+5=0
graafiku puutuja, kul puutepunkti abstsiss on 1,

Esmalt lelame puutepunkti ordineadi, asendades antud vér-
randis x = 1l; saame:

1+1n1-524+54+45=0 ek -y° + y + 6= 0,
Neagu n#ha, on saadud vdrrandi lahendiks y = 2, sest

-2° + 2+ 6 = 0, Ni1siis puntepunkt on (1;2).
Niid leiame antud ilmutamata funktsiooni tuletise v3rran-
dist

(x + Inx - y5 +y+58) =0,
Saame:
1+ % - 35yt + 3yt =0,

yl:—xr*_l_lT.

x(3y° -

millest

=20~



Seega puutuja tdus on 3-71—2—2—1 = -& Jja puutuja on
y-2= ﬁ(x -1)

2x - 11y + 20 = 0,

9. Funktsiooni diferentsiaal
3

Kul funktsioon f(x) on diferentseeruv vahemilus a<x<b,
siis selles vahemikus eksisteerib piirviértus

11m LLE) = £1(x),
Ax—=0 28X

Jérelikult
%ﬂ - r'(x) + “’,

kus oL on 13pmatult vihenev suurus, kui Ax—0,
Siit saame: { 1
Af(x) = £'(x) « Ax + a4x, (1)
kus aAx on kdrgemat jirku ldpmatult vihenev suurus vdrrel-
des Ax-iga, sest '

oL *
Aif—mo—&é; =A:}:00L ® %
Seega on diferentseeruva funktsiooni juurdekasv argumen-
d1 juurdekasvu liéhenemisel nullile esitatav kahe liidetava
summana, millest esimene liidetav, olles vdrdeline argumendi
juurdekasvuga, on funktsiooni juurdekasvuga ekvivalentne 15p-
matult vdhenev suurus, teine liidetav aga kSrgemat jérku 15p-
matult vidhenev suurus argumendi juurdekasvuga vdrreldes,
Esimene liidetav f’(x) Ax moodustab seega funktsiooni
juurdekasvu peaosa, Teda nimetatakse funktsiooni diferentsi-
aaliks jea téhistatakse df (x) ehk 4y (kui y = £(x)).
Niisiis
arf(x) = ' (x)Ax ehk 4y = y!'Ax.
Argumendl juurdekasvu Ax nimetatakse ka argumendi dife-
rentsiaaliks ja téhistatakse dx, dx =Ax,. Seetdttu kirjuta-

takse funktsiooni diferentsisel tavaliselt kujul
ar(x) = f'(x)ax , vsi 4y = .f'(x)a&x. (2)

~21-



Funktsiooni diferentsiaal on funktsioonj tuletise ja ar-
gumendi diferentsiaali korrutis.
-

Seosest (1) jireldub, et funktsiooni juurdekasv erineb
viahe diferentsisalist (kuli =x on killlalt véike):

Af (x)= af (x)
ehk
f(x+Ax) - f(x)~£!'(x) Ax,
millest
f(x+ Ax) &~ £(x) + £'(x) Ax. (3)
Saadud valemit kasutatakse sagell funktsiooni viidrtuste
ligikaudseks arvutamiseks,.

Olgu n¥iteks vaja leida arctan (-1,04) ligikaudne viir-
tus, Teades, et arotan (-1) = = "Z'T, sagme ndutud arvu leidmi-
seks kasutada valemit (3), vdttes f(x) = arctan x, x = -1 ja
x +Ax = -1,04, millest Ax = = x - 1,04 ehk Ax = -0,04,

o

Et £!(x) =

Sl , slis
1

1+ (-1)2

=_L¥2-2£22.-L¥3=-0,805.

MErkus 1, Jagades vdrduste (2) pooli argumendi di-
ferentsiaaliga dx, saame funktsiooni tuletise avaldada dife-
rentsiaalide jagatisena:

arctan (-1,04) = arctan (-1) + » (-0,04) =

T80,

Need jagatised kui funktsiooni tuletise siimbolid kirjutatakse
mnikord ka kujul

3% t S a% £(x).

MErkus 2, Liltfunktsiooni y = £(y(x)) ehk y = f(u),
u = \p(x) tuletis kirjutatakse diferentsiaalide jagatiste abil

kujul
g%

-
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Kui nditeks ¥y = sin (x2+ 1) ehky = sinu, u = x2+

siis:

%%=cosu, %‘i'—'h Jja

%=coau v 2x = 2x cos (x%+ 1),
Mérkus 3, Diferentsiaalide jagatise puhul kehtid

vdrdus

-4, (1)
ay

mis véljendab funktsiooni y = f(x) ja tema pdtrdfunktsiooni

x = ¢(y) tuletiste $L =£'(x) Ja §& =¢!(y) vahelist secst

y

(vte pe6). 1

5 .. e 3902,

Ndide, Kuly=x", 8ilis x =%

% = sx* ja % = 0,2 ’_-0,8.

Valemi (1) jdérgli peab olema

. 1 SR
e Y .
0,2y ?

Nii ongi, sest

yo,e P (15)0,9 & 14.

10, Diferentsiasali geomeetriline tihendus

Olgu funktsioon f(x) dife-
rentseeruv, Selle funktsiooni
graafiku (joon.6) puutuja PT
tdus avaldub kujul

={&)
D’Hf tln(p"f'(x)'%%’%%.
4 millest P'T = f'(x) Ax=df(x) =
J - ay.
p LY ! Funktsiooni diferentsiaal 4y

AX nditab seega, kul palju erineb
—= puutujs punkti T ordinaat puute-

;T .

* xrax X unkti P ordinasdist, lui punkti
Yoon. 6 T abstsiss erineb puutepunkti

wlBe-



abstsissist Ax vdrra.

Funktsiooni juurdekasv Ay = P'P' niitab aga, kui palju
erineb antud kdverjoone punkti P* ordinsat puutepunkti P
ordinaadist, kul punkti P* abstsiss erineb puutepunkti abst-
sissist Ax vdrra,

11, Summa, korrutise Jja jagatise diferentsiaal

Kul funktsioonid u = u(x) ja v = v(x) on diferentsee-
ruvad mingis vahemikus, siis selles vahemikus du = u'dx ja
dv = vlax,

1. Summa diferentsiaal:

dfu+ v) = (u+ v)'dax = (u' + v')dx = u'dx + v'ax
ehk

d(u + v) = du + dv.

Summa diferentsiaal vdrdub liidetavate diferentsisalide
Sunmaga .

2. Eorrytise diferentgleal:

d(uv) = (uv)'dx = (u'v + uv!)dx = uv'dx + vulax

ehk
d(uv) = udv + vdu.
t (s} tise diferentsiaasl vd b es se_ teguri
a teise te 4 diferentsiaali korrutise n teise te i je
esimese diferentsiaal t &
3, Jagatise diferentsiaal:
Uy ! u‘v - uy! - vu'dx - uv'
a@ = &'ax = & = TGN
ehk
d(%)___vdu--udv 3
v
Jagatise d rentsiaal vdrdub a
a t aks aga jagata diferents a -
(o} age a_ja a iaal i ti
yahe.

-Dh-



12, Diferentsiaali kuju invariantsus

Eui funktsioon ¥ = f£(x) on diferentseeruv, siis
dy = £'(x) ax.

Fui 1liitfunktsioon ¥y = £{ ¢ (x)] on diferentseeruv, siis

% =11, [(p(x) ](p' (x) ning liitfunktsiooni diferentsiaal
ay = £/, [p(x)] ¢'(x) ax. .
Selle liitfunktsiooni sisemise funktsiooni téhistamisel
tahega u, u =¢(x), on sisemise funktsiooni diferentsiaal

du = ' (x)dx, JErelikult on liitfunktsiooni y = f(u),
u =@ (x) diferentsiaal avaldatav kujul

gy = £'(u) du.

Sellest on nkha, et funktsioonl diferentsiaali avaldise
mju el sdltu sellest, kas u on argument vdi argumendl funkt-

aloon. Seda omadust nimetatakse diferentsisall Julu Invariant-
suseks.,

13, Parameetriliselt antud funktsioon ja selle tuletis

Mdnikord on otstarbekas funktsiooni ja argumendi vaheline
seos esitada sel teel, et niihEisti funktsioon ¥ kuil ka argu-
ment x avaldatakse kolmenda mmutuva suuruse t funktsioonina:
x =y(t) jay=y(t). Suurust t nimetatakse sel juhul para-
meetriks ning funktsiooni parameetriliselt antud funktsioo-
niks, 3

Andes parameetrile mingl kindla vilirtuse t =.t , saame
argumendi velirtuse x = ¢(t,) ja argumendi sellele vdirtu-
sele vastava funktsiooni vésirtuse y, =Yy (t,).

Eui v8rranditest x = @(t) Ja y =y(t) on voimalik eli-
mineerida parameetrit, saab funktsiooni ja argumendi vahelise
seose aveldada kas ilmtamata funktsioonina F(x,y) = 0 v5i
$lrutatud kujul y = £(x),

Nditeiad:
1, Parameetriliselt antud funktsiooni

x=acos &t
y=bsin ¢t
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puhul saab parameetrit elimineerida jérgmiselt:

2

§-=eost fz-=coszt,

A . 2

p=sint %é-’aint.

Seega

2 2 2 2
x_ 2 2 x
a2+:-g=cost+ sin“t ehk ?4-1;2.:1.

Niisiis on parameetriliselt antud funktsioon kéesoleval
juhul esitatav ilmutamata funktsioonina, mille graafik on el-
lips pooltelgedega a ja b,

2, Funktsiooni x =3 4+ 1, y=t%+ ¢t puhul saame esi-

1
mesest vdrrandist avaldada parameetri t: t = (x - 1’)3. Bt
teisele vdrrandile sasb anda kuju y = t(t5 + 1), siis

X
y = x(x - 1)3,

3¢ Funktsiooni x =3t +cos t, y = t2 + 20" puhul po-
le vdimalik parameetrit elimineerida.

Kui funktsioonid x = @(t) Jja ¥y =y(t) on diferentseeru-
vad, siis dx =@'(t) 4t ja day = ¢ (t) dt, Bt funktsiooni
tuletis vdrdub funktsioonl diferentsiaali ja argumendi dife-
rentsiaali jagatisega, sils on parameetriliselt antud funkt-
siooni x =¢(t), ¥y =y(t) tuletis

kus X ja J thhendavad funktsioonide x =@(t) ja y =y(t)
tuletisi parameetri t jérgi,

NéEite1ia: "
1, Punktsioonl x =a cost, ¥y =b sin t tuletis

CER TR TR P

ZoKulx=t"+1 jay=ths+s, siis §Y = 485 +1
3 <

«26=



3¢ Leida parameetriliselt antud funktsiooni x = 3t +
+cost, y= tz + 20" graafiku puutuja punktis, kus t = 0,
Puutepunkti koordinsadid leilame vdrrandist x = 3+0 +
+cogs0=1 jay= 0% + 2¢° = 2, seega puutepunkt on (132).

t
Et % = §§—:—1§—9-€ , siis on puutuja tdus

2:0 + 2:0° _ 2
- 8in e "

Jéarelikult puutuja vdrrand on
2
-2=2 -
y s (x - 1)
ehk
2x -3y + 4 =0

14, Kdrgemat jHrku tuletised

a, Kuil funktsioon f(x) on diferentseeruv, siis tema tu-
letisfunktsioon f'(x) vdidb osutuda omakorda diferentseeruvaks.

Selles tuletist %i' f£!'(x) nimetatakse antud funktsiooni f(x)

teiseks tuletiseks ehk teist jdrku tuletiseks ja téhistatakse
siimboliga

2

4 r(x) wsi f(x),

ax?

seega
2
§x_2 f(x) = %i' £1(x) = £"(x).
Kui funktsiooni teine tuletis on jHllegi diferentseeruv,
siis saadakse funktsiooni kolmas ehk kolmandat jdrku tuletis,

mis on teise tuletise esimene tuletis ehk esimese tuletise
teine tuletis:

3 2
d d en
£(x) == f"(x) = £ (x) = £™(x).
e = Jz
Kui kolmas tuletis on omakorda diferentseeruv, sils saa-

dakse neljas ehk neljandat jHrku tuletis jne. #laiselt saadak-
se pHrast n kordset funktsiooni ja tema tuletiste diferentsee-
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rimist antud funktsioonli n-es ehk n-ndat jarku tuletis:

n -1
Lew =g L5 e = 1™,

M &r ku s, Tuletise jirku téhistatakse rooma numbrite-
ga vdi suurte arvude korral ka araabia numbritega, Viimasel ju-
hul pannakse aga arv sulgudesse, et teda el saaks Hdra segada

astendajaga: f"(x) = £(8)(x) aga £2(x) = £(x)-2(x).
NHd1de. Lelame f(x) = ln x tuletised: (ln x)' =
=laxl, (mx" = (-Lx2 (nx) = (-1)-(-2) =,
(1n x)" = (-1)+(-2)(-3) x~4.
On ilmne, et
(1o x) (™) = (21)e(-2)e(=3) vpu[-(n - 1)]x™2 =
= (-1)21 (n - 1) x°B,

be Kui funktsioon on antud parameetriliselt vdrrandi-
paariga x =Q(t), vy =Y(t) (kus @(t) ja ¢(t) on n korda

diferentseeruvad), siis
a _:;’.’H' t
ax - Y] o

Seega
DA g2
= YU(t) Qr(t) -@u(t) ~Wi(s) 1
[@r ()] b Kk
= Q) Wr(t) - Pn(t) - Wi(e) "(t) - QU (t) - P ,g_ssw-"'.
[Wl‘t)]s i
Ulaiselt

a 048 1
g TE gyn- ‘g'

Ndide. Ioidnn?%,kui
dx - 3

-£d



x=t5 - 3¢t
T= ¢t -1,
Lahendnus:
4 =35t2-35=3(2-1), X=et,

§ = 485, ¥ = 12t2,
a%y _ 1262 . 3(¢% - 1) - et - 485 _ 44242 3) |
ax? 27(t2 - 1)3 9(t2- 1)3 .

1s, Kb:gemlt Jérku diferentsiasalid

Kui funktsioon ¥y = f(x) on diferentseeruv, siis selle

funktsiooni diferentsiaal
dy = £'(x) &

on argumendi x funktsioon. Kui see funktsioon on diferentsee-
ruv, siis on tal ka diferentsiaal, mis on jHllegil funktsiooni
tuletise ja argumendi diferentsiaali korrutis, Saadud dife-
fentsiaali nimetatakse antud funktsiooni teiseks ehk teist
jdrku diferentsiaaliks ja tihistatakse day:

a% = alay) = 2 [£'(x) ax]ax.
Et dx =Ax, kui argumendi juurdekasv ei s&ltu argumen-

dist x, siis tuleb tegurit dx diferentseerimise puhul vaadel-
da konstandina., Seega

ot (x)ax] = ax g5 £1(x) = ax.r"(x) = ¥ (x)ax.
Jérelikult
a% = [f"(x)ax]ax = £"(x) (ax)Z.
Argumendi diferentsiaali ruutu (ax)? tanistatakse liht-
suse mSttes ka dx2. Nilsiis
a%y = " (x)ax2,
Saadud diferentsiaal on omakorda argumendi funktsioon,

ning kul see funktsioon on diferentseeruv, siis tal on ka
diferentsiaal, Saadud diferentsiaali nimetatakse antud funkt-
siooni kolmandaks ehk kolmandat jérku diferentsiaaliks:
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By = ata¥) = " (x) ax®lax =

"

= [ax? 2 " (x)]ax = [£™ (x) ax®lax = £ (x) &x®.
Uldaiselt nimetatakse funktsiooni n-ndaks ehk n-jériu
diferentsiaaliks (n - 1)=-jérku diferentsiaali esimest di-
ferentsiaalil:
ay = a(aly) = £(®)(x) ax?.
N & 41de, Leida funktsiooni 1n x kolmandat jérku di-
ferentsiaali vHdrtus, kui x =1 ja Ax = 0,1,

3 4
Bt 41 x = (-1 21 x% =2, s11s a®mx-=
dx x
2 3
= ax” .
x5
Seega d%1n x Hiy = —g 0,13 = 0,002,
4&x=0,1 1

$ 2. fnlTetlise rakandanine fankts

g ioonst anriniwal

1. Keskvddrtusteoreemid

a, Rolle‘l teoreem. Kuil funktsioon f(x) on pidev kinni-
ses vahemikus a<xgb, diferentsesruv lahtises vahemikus

a<x<b 8_omad v 3 _vOrdseld vHartu a)=f(b
siis leidub v 1t <t <
f";! =0,

T 3es tuse. Et f(x) on pidev kinnises vahemikus
axx<b, siis on tal selles vahemikus vidhemalt ithes kohss mi~-
nimaalne vddrtus m ja maksimaalne viddrtus M.

Nuld v3ib olla kaks juhtumit: kas m = M v3i m # M,

1, Kui m = M, siis el saa funktsioonil f(x) antud vahe-
miku ttheski punktis olla vaiksemat ega suuremat vEartust kuil
m, Jérelikult f(x)=m vahemikus a=x<b, Seega é f£ix) =

- ﬁ m = 0, Teoreem on sel juhul tdestatud.

«30=



2, Kuli m # M, siis vidhemalt iiks arvudest m v3i M ei vdr-
du arvuga f(a). Olgu nditeks M # f(a), seega ka M # f(b),

Téhistame seda argumendi véddrtust, mille puhuvl funktsioo-
ni védrtus on M, tahega £, f(§) = M, Siis £(§) # f(a) ja
£(&) #£(b), jJarelikult £#a ja E# b ehk a<fé < b,

Et f( §) on funktsiooni meksimaalne védrtus antud vahe-
mikus, siis f(§ + Ax) £(§) ehk £f(§5+Ax) - £f{£)< 0 iga
Ax vilrtuse korral, mis rahuldab vdrratust a<€ +Ax<b. Jé-
relikult .

3 -
£ £2) 0, muiiAx>o,
Jja
£(g+4x) - ¢ >0, Iui Ax < O,
Seega
£9(}) = 11y £5 2 =1 <0, kul Ax>0,
Ax=>0
Ja
£1(3) = lim ﬂs—*%;o, i Ax< 0.
A x—>0
Jarelikult saab kehtida ainult vdrdus
£1(E) =0,

Teoreem on t3sstatud.

b, Lagrange'il teoreem. Kui funktsioon f(x) on pidev kin-
nises vahemikus 8<£ x<b Ja difersntseeruv lahtises vahe-
mikus a<x<b, siis leidub vihemalt ks niisugune arv £
et a<§<b ja

T 3 es tus, Moodustame uue funktsiooni F(x) nii, et
F(x) = £(x) - Iﬂ%—{-{‘!—l {(x - a).

Teine 1itdetay - LIBL=Ll8&) (x _ ), iui 1inemarne funkt-

sioon, on pidev ja diferentseerub kdikjal.
Jérelikult on funktsioon F(x) pidev kinnises vshemikus
asx<b Ja diferentseeruv lahtisez vahemikus a<x<b.
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Bt Pla) = £(a) - L1 =L(8) (4 _4) = £(a)

a
ja F(b) = £(b) - LBl =£{8) (, _ g) = £(a), sils

F(a) = F(b).

Seega rahuldab funktsioon F(x) Rolle'il teoreemi eeldusi,
Jérelikult leidub niisugune arv &, et a<&<b Ja F'(E)=0.

Et Fr(x) = £'(x) - I..(P%_:.E.‘L).. siis
pr(g) - L) =£la) o, mintest £i(y) = LbL=Lle),

Teoreem on tdestatud.
Mdrkusl, Lagrange'i teoreemi v3ib avaldada ka kujul
£(b) - f(a) = £'(§ ) (b - a).
Et £ on a Ja b vahel olev arv, siis E=a+08( - a),
kus 0<@<1,
T3epoolest, on kaks vdima-

Cl) f-a>0 lust kas
A
P a<t<b v81 b<E<a.
8) (- :—a<0 ¥ Esimesel juhul on b - a>0 ja
—— o(b - a) >0, seega
! L AT E=a+ O(b -a) (joon. 7, a).
Door 7 Telsel juhul on b - a<0 ja

8(b - a) <0, seega jillegil
E=a+ 8(b - a) (Joon, 7,b).
Kul tdhistada b - a =Ax ja a =x, siis b=x +Ax ja
&= x + 64x, ;
Seega saame Lagrange'i teoreemi kirjutada veel kujul
f(x + Ax) - £(x) =Ax £'(x + 04x), kus 0<@€<1,
millest
f(x + Ax) = £(x) +Ax , £'(x + 8Ax).

M&rkus 2, Geomeetriliselt tihendab Lagrange'i teo-
reem seda, et vahemikus a<x<b leidub joonel y = f(x)
véhemalt iks nilsugune punkt (§ ;f(§)), milles joone puutu-

Ja on selle joone punkte (a;f(a)) ja (b3;f(b)) lébiva 13ika-
jaga paralleelne (joon.8).
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a K b x R K § «x
Yoon. 8 Hoon.9

MErkus 3, Rolle'i teoreem on Lagrange'l teoreemi
erijuhtum, kus f(a) = f£(b), TSepoolest, kuil f(a) = £(b),
siis f(b) - f£(a) = 0, seega

fo(g)gﬂ.lz)_'_f.(!ls R (joon.9) .

b - a P -a

c.Cauchy' teoreem.Kui funktsioonid f(x) ja g(x) on kin-
nises vahemikus a<x<b pidevad ja lahtises vahemikus
a<x<b ntsee v vahe) ! (x)#0,
iis leidub vdhemalt Uks niis arv et a<&E<b Jja

rib} - ria; » r-*g} .
4 - gla g'l¢e
T3es tus. Moodustame uue funktsiooni

£(x) = £(x) - SR =L [g(x) - g(a)].

Pidevate funktsioonide kohta kehtivate teoreemide pdhjal on
funktsioon F(x) pidev kinnises vahemikus a<x<b ja dife-
rentseeruv lahtises vahemikus a<x<b,

Et
F(a) = f(a) - 2—{%}—:%‘%} [g(a) - g(a)] = £(a)
F(b) = £(b) - S{pL =D&} [g(p) - g(a)] = £(a),

siis téidab funktsioon F(x) Rolle'il teoreemi eeldusi. Seega
leidub niisugune arv $, et a<g<b ja F'(g) = O,

Ja



Et
Pr(x) = £0(x) - SR8 o),

siis

erey) - L =Dal gr(g) =0, kus () Ao,
S
e féb‘j - f{a) - rrig z
g(b) - gla] ~ g'(g! °

Teoreem on tdestatud,
Kui:
1) funktsioonld f(x) ja g(x) on diferentseeruvad kohal
x = a ja selle uUmbruses,
2) f{a) = g(a) = O ning .
3) eksisteerivad pilirvasrtused 1im f'(x) ja lim g'(x)#0,

xX->a z-—=a
siis on
f‘ix;
£ix .
1lim Ei—} = 1im gTix

X—=a X8

T3 es tus, Eelduse kohagselt on olemas punkti & nii-
sugune tmbrus, kus funktsioonid f(x) ja g(x) rahuldavad
Cauchy' teoreemi seldusi. Jérelikult on punkti a Umbruses, s.0.
arvude x ja a vahel, niisugune arv &£ , et

%‘ﬁ%:—;—&}=;—i§-}, sest f(a) = g(a) = O,
a8 = 1 B - m B

X—=8& x—=a

Viimane vdrdus on kehtlv seetdttu, et kui x—a, siis ka
g—-a (joon,10), Tthistades nilld € = x, saamegi

£i¢x
1im L{—"-} = lim #
x—a 8(x) o g'(x

— = 7 L'uGpitali reegel kehtib ka
" 3 < juhul, kui lim f(x)—oco Ja
N X—~a
4 g _ i.i—in‘g(x)——oo v3i kui x-—~00,
Soon. 0 f(x)=0 ja g(x)—=0,ning siis,lui

x+=00, f(x)—=oc0 ja g(x)>oo.
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NEi1tela:

5 2x - &
1 x}lg‘?_-‘ag%&x—zi“nmz_‘—fn—%&g‘lim'*'mk'o

x-—=0 x—0 cos X
2
2. 11m§—"——25——3 11m5-¥———2—=11mi"-1-'ﬁ
4 + 5x + 3x x——m5+91: X—=00
(4] 1
= 1lim == ,
x——oom 3

Definitsioon. Kul funktsioon f(x) on mésratud piirkon-
nas as=x<b ning iga x, ja Xy viartuse puhul, mis rahulda-
vad v3rratusi a<x {XZ‘ s on tédldetud tingimus
f(x,)<f(x,), siis nimetatakse funktsiooni f(x) kasvavaks va-
hemikus a<x<b. Kui aga r(x1)>1’(x2), giis nimetatakse
funktsiooni f(x) kahanevaks sellesa vahemikus.

Seega funktsioon kegvab sils, kul suuremale argumendi vddr-
tusele vastab suurem funktsiooni vHirtus, Funktsioon kshaneb,
¥uil suuremsle argumendi vHHdrtusele vastav viilksem funktsiooni
vigrtus, Jérelilult kasvava funktsiooni puhul on vahed Xgo= x4
ja f(x ) = £(x;) sama mérgige, keahaneva funktsiooni puhul aga
vas tandmérkidoga .
£(xp) - £(x;)

Niisiis funktsioon kasvab, kui
o Ry

>0,

f(xg) -~ f(x,)
X~ X
Kasvava funktslooni graafikut nimetatakse tdusvaks joo-

neks (joon,11l), kahaneva funktsiooni graafiltut langevaks joo-

neks (joon.12),
Teoreem 1., Kui funktsioon f(x) on diferentseeruv ja kas-
vav_vahemilus agx<b, siis on funktsiooni tuletls selles

vahemiltus mittenegatiivne, s.o0, f'(x) > 0.

T&estus. Bt £(x) on kasvav, aiis Lg_;_%’!:.}_:_{.(_x.)_

= £z ¥ = £{x) - 0, geega

X
£1(x) = lim f..(ll%_'_f.u > 0.
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Teoreem 2, Kul funktsioon f(x) on diferentseeruv ja kaha

nev vahemikus a<x<b, siis on funktsiooni tuletis selles va-
hem s ttepositii 8,0 f'(x) < O,

T3estus on analoogiline eelmise teoreemi tdestusega.

Teoreem 3, Xul funktsioon f(x) on pidev vahemilus a<x<b
a erentse v_vahe a<x<b, kusjuur £0x) = 0. atd
funktsioon kasvab vahemikus a<x<b.
T3estus, Kulx; jax, rahuldavad tingimusi a<x;<b
ja a=x,<b, siis on Lagrange'l teoreemi pdhjal
r(12) - f(xl)
12 - xl

= fl(;)’

kus arv ¢ on arvude x, ja x, vahel, seega a<&<b.
v £(xy) - £(x,)

Eelduse jdrgil on niisils f'(5 )>0, seega ——?‘———-—-—xz % >0,

Jédrelikult funktsioon kasvab vahemikus a<xs<sb.

Teoreem 4, Kui funktsioon f(x) on pidev vahemikus asx<b
a diferentseeruv vehemikus a<x<b, kusjuures f'(x) < 0
siis funktsioon kahaneb vahemikus a<x<b.

T des tus onanaloogiline eelmise teoreemi tdestusega.

Nendest neljast teoreemist selgub, et juhul kul funktsi-
oon on diferentseeruv ja tema tuletis on nullist erinev, siis
funktsioon kas kasvab v3i kahaneb vastavalt sellele, kas tu-
letis on positiivne v31 negatiivne, Kui aga funktsiooni tule-
tis on vdrdne nulliga, siis el saa Oelda, et funktsioon kas-
vaks, samutl el v3i aga ka Belda, et ta kahaneks,

Et funktsiooni tuletise vadrtus antud punktis vdrdub vas-
tavast punktist funktsiooni graafikule tdmmatud puutuja tdusu-
ga, siis on tdusva joone puutuja tdus mittenegatiivne, s.o.
tdusunurk ¢ on vahemikust 0<¢< S » langeva joone puutuja

tdus aga on mittepositilvne, s.o, tdusunurk ¢ on vahemikust
-
ZSP<T (joon. 11 ja 12).

Mirkus, Kul =0 v31 ¢=% , siis puutuja on
paralleelne x-teljega, sest tan O = tan & = O,

=36~



Yoon. 11 Yoon. 12

Olgu funktsioon f(x) méératud kohal x, ja selle umbru-

sea.Definitsioon. Kui leidub niisugune positiivne arv h, et
iga x puhul, mis téidab tingimust |x - x |<h ehk x, - h<
<x<x, + h on rahuldatud vérratus f(x,)>f(x), siis nime-
tatakse argumendl vilrtust x  funktsioonl f(x) maksimumi-
kohaks. Kui aga samadel tingimustel on rahuldatud vdrratus
f(x°)<f(x), siis nimetatakse vairtust x, funktsiooni miini-
pumikohaks (joon.13 ja 14),
Miininumikohta Ja maksimumikohta nimetatakse ithise nime-

ga ekstreemumikohtadeks., Arvu f(x ) nimetatakse funktsiooni
ekstreemumiks.

Y
Y
dh %o xth « woh 4o ah o
Yoon. 13 Yoon. 14

-7



Teoreem 1, Kui f(x) on diferentseeruv kohal x  ja x

on funktsioonil ekstreemumikoht, siis f‘(xo) = 0,

T3%es tus., Olgux, funktsioonl f(x) maksimumikoht.
Definitsiooni pdhjal leidub siis niisugune positiivne arv h,

ot kui |x - x,| = |Ax| <h, siis £(x)>f(x, + Ax), millest
f(x, + Ax) - f(x )<0. Seega

£(x, +Ax) - £(x,) {<o, kui Ax > 0.

Ax >0, kui Ax <O,
JHrelikult
f(x, + &x) - £(x) [<0, kui Ax> 0
2i(x )=1
o’ Ax=>0 Ax 20, kuli Ax < 0,
mistdttu saab kehtida ainult vdrdus

[ Yorik
4 (xo, ) 32

Kui X, on funktsiooni miinimumikoht, siis on tSestus ana-
loogiline, Jarelikult, kuil f(x) on diferentseeruv kohal Xos
siis selleks, et x 6 oleks funktsioonl ekstreemumikoht, on tar-
vilik, et r(xo) = 0, See t!ngimus pole aga piisav, sest me
négime eespool, et kul funktsiooni tuletis on null, siis v3ib
funktsioon ka kasvada v31 kahaneda,

Geomeetriliselt tehendab tingimus f'(x) = 0 seda, et
funktsiooni graafiku puutuja on punktis [x;f(x)] paralleelne

x-teljega (joon, 15).

d o

Kasvam(s- 1 -Xxaha is- miiti; i- «
/ Koht - m%%m m;,-xoxo};rfmas m’TgI’rfm‘ a
Yoon. {5
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Ekstreemuml olemasolu piisavad tingimused:

Teoreem 2, Kul funktsioon f(x) on pidev punktis x, ja dife-
rentseeruv selle punkti imbruses ning leidub niisugune arv h,
et 0<Ax<h puhul on f'(xo- Ax)>0 ja r'(xo + Ax) < 0, siis
X, on funktsiooni f(x) maksimumikoht. Kui aga f'(x, - Ax)<0

ja £'(x, + Ax) > 0, siis x on miinimumikoht.

o

T 3es tus, Tdestame maksimumikcha olemasolue Lag-
range ‘i teoreemi jargl
fx, +Ax) - f(x,) =Ax « £ (x,+04x)
Jja
flx, = Ox) - flx,) = -Ax » £1(x,-04x),
mus 0<0<1,
Eelduse jérgi on Ax >0, f'(x, - 0Ax) >0 Ja
£1(x, + 84x) < 0, seega Ax-f'(x, + BAX) <0 ja
-Ax.ft(x ~BAx) < 0, Jarelikult
f(x+ Ox) - f(x,) <0 ja f(x, -Ax) - f(x,) <O,
millest
fx, + Ax) <f(x,) ja  flx, -Ax) <f(x,).
Niisiis x, on maksimumikoht.
Analcogiliselt tSestatakse teoreemi teine pool.
MHErkus, Teoreemls 2 eeldatakse, et f(x) on pidev
punktis x, Ja diferentseeruv selle punkti uUmbruses, s.0. punk-
tis X, €1 pruugi funktsioon olla diferentseeruv. Seega saab

funktsioonil olla ekstreemum kas esimese tuletise nullkochas
v3d1 esimese tuletise katkevuskohas,
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Funktsioonl kéitumist kohal x o nHitab jirgmine tabel:

'fnletise Tuletise 'J'hzletise ¥ = £(x)
I£'(x) miirk | vHdrtus | £'(x) mérk Panktl x, | Gooofik
x<x, x=x x>x, nimetus joon.nr.
' =
c e T [ | o
_puudub s 16 b
' = 0 ’
- fi(‘o, : % miinimumi- 17 a
puudub koht 17 b
' =
+ ol % & : kasvanis- 18 a
_puudub ht 18 b
% f(xo) o kahanemis- 19 a
vai i koht
puudub 19 b
g4 y1
&
’
¥
&
Yo « oo 5 3
Yoon. {6a Yoon. 16 &
y 94
)
& A
4
odo X
Yoon. 1 a X g
Yoon. 17§
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Yy &

N
Yy
’\\.
7
) < % -
Yoon. 18 a Yoon. 18 &

N e

Ny

do X oo X
Yoon. 19a Yoon. 196

2
Ndide 1, Leida funktsiooni f(x) = (x - 1)3 kasvamis-
Jja kahanemisriirkonnad ning ekstreemumikohad,
Lahewudus, Leiame funktsiooni tuletise:

1
£ix) =§ (x-1)° emkri(x) =—B .,

3(x - Il)3
Tuletis katkeb, kui x = 1,



Kui x - 1< 0 ehk x<1, sils —&— <o,
3(x - 1)°

kui x = 1>0 ehk x>1, ’“’—2_“I>°-
3(x - 1)3-

Jérelikult funktsioon kahaneb, kui x <1,
4 kasvab, kul x>1,
x =1 on funktsiooni miinimumikoht (joon.20).

J

>
)

o

i «
Yoon. 20

N&ide 2, Lelda funktsiooni y = 2x° + 3x2 - 12x + 5
kasvamis- ja kahanemispiirkomnnad ning ekstreemumikohad.

Lahendus., Lelame antud funktsiooni tuletise:

v' = 6x% + &x - 12,
Et funktsioonl tuletis on k3ikjal miHratud, siis saavad
funktsiooni ekstreemumikohtadeks olla ainult tuletise null-
kohad, s.0e VOrrandi
6x2+ 6x - 12=0 ehk xZ4+x -2=0

lahendid

ehk
X =1 Ja Xp = =2,

Uurime niid tuletise mérki vahemikkudes x« -2, -2<x<1

ja x>1,
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Selleks lahutame tuletise avaldise teguriteks:
y' =6(x=-1)(x + 2)

x
£<1R07 97 ¥alwo 1 x=1>0
X 2«20 X+ 2>0 x+ 2>0

y' =0 ¥ <0 y' >0

Jarelikult funktsioon kasvab, kul x < -2,
funktsioon kaheneb, kui -2«x<1, .
funktsioon kasvab, kui x >1.
Niisiis
x = -2 on antud funktsiooni maksimmumilkcht,
x=1 aga miinimumikoht.
Funktsiooni ekstreemumikoha olemasoclu v3ib mdnikord kind-
laks teha ka funktsioonl telse tuletise abil,

Teoreem 3, FKui f'(x,) =0 ja f¥(x,)>0, sils x, on

o

funktsiooni f(x) miinimumikoht., Kul aga samadel tingimustel
f"(x,)<0, siis on x, maksinumikoht,

T3es tus, Kul f"(x )>0, siis on argumendi vasr-
tus x, tuletisfunktsiooni £7(x) kasvamiskoht.
Seega kui Ax >0, siis

£t (x, ~Ax) < £'(x,)<f'(x, +4x)
ehk
£'(x, -Ax)<0<f'(x, +Ax).
Eelmise teoreeml pdhjal ongi X, funktsiooni f(x) miini-

munikoht,
Teine pcol teoreemist tdestatakse analoogiliselt.

" Punktsiooni k#itumist kohal X, nédltab jargmine tabel,

£r(x.) P (x,) Punkti x,
véddrtus mérk nimetus
0 + miinimumikoht
0 - maksirmumikoht
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MErkus 1, Kul f'(x)) =0 ja " (x,) = 0, siis
x, vsib olla kas kasvamis-, kahanemis- v3i ekstreemumikoht.

Néiteks:

1, Kui £(x) = x°, sils £'(x) = 3x% ja f£"(x) = 6x. Seega
X, = 0 on esimese ja teise tuletise nullkoht, Funktsioonile
on aga x, = 0 kasvemiskohaks, sest kui x # 0, siis on esi-
mene tuleth positiivne (joon, 21 a). ;

y y 2 y4
Q, 39' yd & g d
] ; J

HYoon. 24

2, Kul f(x) = x%, s11s £'(x) = 4x3 ja £"(x) = 12x2,
Seega X, = 0 on f'(x) ja £"(x) nullkoht, Funktsioonile on
agae O miinimumikoht, sest kul x<O, siis f'(x)<0 ja kui
x >0, siis £'(x)>0 (joon, 21 b). :

3. Kul f(x) = -x%, siis f£'(x) = -5x% ja f"(x) = -20x°,
seega f£'(0) = 0 ja f"(0) = O, Funktsioconile on aga O kahane-
miskohaks, sest kui x # 0, siis f£'(x)<0 (Jjoon, 21 c).

4, Kui £(x) = -x5, sits f£'(x) = =6x5 ja " = -30x%.
Seega f'(0) = 0 ja f"(0) = O, Funktsioonile on aga O maksi-
mumikohaks, sest f'(x)>0, kui x<0 ja f'(x)<0, kui
x>0 (joon, 21 d).

MErkus 2, Kul funktsioon f(x) on pidev kinnises
vahemikus a<x<b, siis saab funktsioonil oclla k3ige suurem
Ja k8ige vHlksem vHértus kas ekstreerumikohtades vdi vahemiku
otstes, Seega funktsioconi kdige suurems ja kdige viiksema
viddrtuse leidmiseks tuleb arvutada funktsiooni vHirtused ko-
hal a ja b ning tuletise null- ja katkevuskohtadel,
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N#4ide. Leida funktsiooni f£(x) =V3x2 + 2x koige
suurem ja kdlge vidiksem viddrtus vahemikus -4<x<1.

Lahendus: I,Petersen, H.Roos “Kdrgema matemaati-
ka Ulesannete kogu I", § 11, niiide IX.

4, Funktsiooni graafiku kumerus, ndgusus ja k¥##@mupunktid

a, Joone kumerus ja ndgusus. Kuil keshe punkti A(x;yl) ja
B(x;yz) ordinaadid rahuldavad vdrratust y;<yp, sils Seldak-
se, et punkt A asub allpool punktist B ehk punkt B asub tilal-
pool punktist A (joon, 22).

Definitsioon, Joont

B ¢ 542) ¥ = £(x) nimetatakse kumeraks
Ys¢Ya plirkonnas asx<b, kui joon
A @Y 8 ®iY) asub oma selles piirkonnas
] tdmmatud puutujaist allpool
] 1 8 JsulX (joon, 23), Euil aga joon asub
A Yy filelpool oma puutujeist, nime-
tatakse teda pdgugaks (joon.24).
A (d;yd
. 22
Yoon. y r
y
¢ b«
a A [ Soon. 24
Yoon. 25
Teorecem 1, Kul vahemikug a<x<b on funkbsiooni
teine tule ti " (x)<0 on joon
¥ = £(x) selles vahemikus kumer.

T3e s tus. Tuleb ndidata, et joon y = £(x) asub va-
hemikus a<x<b oma puutujaist allpool, s,o0, tuleb n¥idata,
et selles vahemilkus joonele ¥ = f(x) tSmmatud puutuje mingi

punkti ordinaat on suurem joone sams abgtsissiga punkti ordi-
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naadist, kul abstsiss kuulub kdne all olevasse vahemikku
(joon. 25).

0lgu puutepunkt [xo;f(xo)J, a<x <b, Puutuja vérrand
on siis y - f(x,) = £'(x,)(x - x ), Seega puutuja punkti ordi-
naat on f(x ) + £'(x ) (x = x,), joone sama abstsissiga punkti
g ordinaat aga f(x). Téhistades

flx,) + f'(x ) (x = x,) =Y ja

f(x) = y, arvutame nende ordinaa-
tide vehe Y - y eeldusel, et

{“o)",'("‘s)(“‘xo) a<x<b:

*é() Y -y =f(x) + £'(x,)(x-x) -f(x)
f(’-) ehk
P Y-y = £4(x,) (x-x,) - [£(x)-f(x)]
ads & o diieack Lagrange ‘1 teoreemi pdhjal

Yoon. 25 —
£(x) - flxy) = £'(§)(x - x;),

kus § on arvude x, ja x vahel.
Jérelikult
Y-¥=1'(x)(x =-x5) = £(¥)(x = xp)=
= (x - x)[£'(x,) - £'(¥ ¥ie
Lagrange'il teoreemi pdhjal on jéllegl r'(xo) s fl(s) =

il fl)(xo -£), xus El on arvude x ja £ vahel, seege

n<§1<b.

Nilsiis
Y-y=2"(§)(x -x.)(x, =),

Eelduse kohaselt on f"( §4)<0, Nagu jooniselt 26 ilmmeb,
on (l -xo)(xo -§)<0~

a)

el g P X-TL<0 :I.-§>0
8) :
a Yl § x 8§ x>0 n:,-§<o
Yoon. 26
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Jdrelikult ¥ - y >0, mida oligl vaja tdestada.
Analoogiliselt on tdestatav

t eoreemn?2., Kui vahemikus a<x<b funktsiooni f(x)
teine tuletis on positiivne, . £''(x)>0, siis on joon y = f£(x)
selles vahemikus ndgus.

Kahest viimasest teoreemist jéreldub, et seal, kus funkt-
siooni f(x) esimene tuletis f‘(x) kahaneb, on funktsiooni
graafik kumer, kus aga esimene tuletis kasvab, on graafik ng-
gus, See niéhtub ka jooniselt 23 ja 24, kui uurida, kuldas nen-
del joonistel puutuja tdus muutub.

b. Kddinupunkt. Punkti, mis pideva joone kumerat ja ndgu-
sat osa teineteisest lahutab, nimetatakse kéanupunktiks,

Et tthel pool kHinupunkti on joon kumer ja teisel pool
ndgus, sils peab joon kéénupunktist tdmmatud puutujast tihel
pool puutepunkti asuma allpool ja teisel pool puutepunkti -
tlalpool (joon. 27).

g
e e .
e

Hoon. 27

Kédnupunkti definitsioonist selgub, et kHdnupunkti abst-
siss peab olema funktsiooni esimese tuletise ekstreemumikoht
(esimene tuletis liéheb kasvamiselt tile kahanemisele vl im-
berptdrdult) Et teine tuletis on esimese suhtes sama mis esi-
mene tuletis funktsiooni suhtes, siis on esimese tuletise
ekstreemumikoht teise tuletise null- v3i katkevuskoht, See-

tottu on Jige
teoreem 3. Kul funktsioon f(x) on pidev kohal X
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ja f"(x)) =0 vai x, on £"(x) katkevuskoht ning

" (x + Ax) o £"(x, - Ax)<0, siis x

punkti abstsiss.
Eelnevast on selge, et kidinupunkti olemasolu iile v3ib ot-

sustada ka kolmanda tuletise abil, sest funktsioonil f'(x) on
ekstreermm siis, kui f"(x) =0 ja £"' (x) # O.
Seega x, on kHinupunkti abstsiss, kui ™ (xo) =0 jJa

™ (x) #o.,

o On joone y = f(x) kddnu-

N d1de, Leida joone y = sin®x cos x kumerus- ja nd-
gususpiirkonnad ning k##nupunktid,

Lahendus. I, Petersen-H. Roos, "Kdrgema matemaa-
tika {ilesannete kogu", § 11, niide X.

N &1 de. Leida funktsiooni y = x* - 6x® graafiiu kux-
mupunktid ning kumerus- ja ndgususpiirkonnad.

Bt y' = 4x° - 12x Jja 3" = 12x° = 12(x% - 1), sils kiik-
mupunkti abstsissi tuleb otsida.vdrrandi x2.1=0 lahendi-
te x, = -1 ja Xy = 1 hulgast.

Nagu kergesti v3ib veendude, con

positiivne, kui x < -1,
¥" { negatiivne, kui -l<x<1,
positiivne, kui x>1.
Seega on antud funktsiooni graafik
piirkonnas x<-l1 ndgus,
piirkonnas -l<x<1l kumer
Ja pilirkonnas x>1 ndgus.
Jérelikult on graafiku kilnupunktid (-1; =5) ja (1; =5).

5o Funktsiooni graasfiku astimptoodid

Kui joone y = f£(x) jooksva punkti P[x;f(x)] ja koordi-
naatide alguspunkti vahelise kauguse ldpmatul suurenemisel
selle jooksva punkti kaugus ithest kindlast sirgest ldheneb
nullile, siis seda sirget nimetatakse antud joone y = f{x)

aslimptoodivks.
Punkti P[x;f(x)] ja koordinaatide alguspunkti vaheline



kaugus saab 1l3pmatult suurendada siis ja ainult siis, kui va-
hemalt iiks punkti P koordinaatidest 13pmatult suureneb, s.0.
¥ui x>0 vdL f(x)—=>o0 vsL x—~00 ja f(x)—=o00.

a, Kaldaglimptoot ja rdhtastimptoot. Kui joone y = f(x)

jooksva punkti [x;f(x)] abstsiss x—oo ja joonel on olemas
astimptoot ¥y = kx + b, siis saab kordajaid k ja b leida all-
jérgnevalt:
runktl [x;f(x)] kaugus sirgest ¥y = kx + b avaldub tea-
tavasti kujul
- + Db
K+ 1
Jérelikult sirge y = kx + b on joone y = f(x) astimptoot
siis, kui

1im [kx - £(x) + b] =0
x-=t

ehk
1im {x[k - —E)--a- g]} = 0,
x—to0
Kui tiks tegureist piiramatult kasvab, siis saab korruti-
se piirvisrtus olla null ainult sel juhul, kui teise teguri
piirvéddrtus on null, Niisiis peab olema

1m [k - tx) , b -
I-’—Q
ehk
k- linm —@- + R o
s uad <o,
millest
k= 1 £x) .
x-=+t00

Vabaliikme b leiame niitid tingimusest

11n[kx-r(x)+b]=o
x——-w
ehk
1im [kx = £(x)] + b =0,
x—*teo
millest
b= 1im [£(x) - kx].
x——tm
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Kul k # 0, siis nimetatakse aslimptooti y = kx + b
kaldastimptoodiks.

Kul k = 0, siis asiimptooti y =0+ x+ b ehk y=0bD
nimetatakse rohtasiimptoodiks.

Nagu eelnevast selgub, on rdhtastimptoodi puhul
b = li.m f(x). Nimetatud piirviddrtuse eksisteerimine on tar-

x—+to
vilik ja ka piisav rdhtastimptoodl olemasoluks, TSesti, kul
lim £(x) = b, sits k= 1im 5&) = o,

x—1o00 x—-ta>

b. Kuil f(x)-—>o eeldusel, et x—a v31 x—-a+o vl
x—+~a-0, sils sirge x = a on joone y = f(x) astimptoot. Seda
astimptooti nimetatakse plistasiimptoodiks.

NEitelad.

1, Leida joone y = x_:-% astimptoodid.

Lahendus: Et x—}?-—m' xul x—~—2, siis antud
joonel on olemas plstastmptoot x = 2.

Et 1im 15 = 0, siis on antud joonel ka rdhtastmptoot

X -—+00
e
> S i
Kaldastmptooti joonel ei ole, sest limE&Zs : x) =
X—=>c0
-
lim zripy = 0 (joon, 28).
x—ec0 X1 x5+1
2, Leida joone y = P
y x
p aslimptoodid,
o Y= =z Lahenaduse Joonel on
é olemas pilstastimptoot x = 0, sest
1
3,
x—;l-ow, kui x-—-»0,
ROhtasiimptooti joonel ei
3
ole, sest = ;1——00, kui x—= 00,
s
Kill aga on joonel kaldasimp-
toot ¥ = kx + b, sest
Yoon. 28
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3 3
- 2 ! x) = 1lim L—Ll = 1im (1 + —1)= 1
2 3 -

x->m X X->00

= 1lim
X-—=00 x

= 1im %= 0, Niisiis kald-
X~»00

asimptoot on y = x (joon.29).

Yoon. 29

6. Funktsiooni uurimin

e LS ]

Ja graafiku konstrueerimine

= P ——

Et funktsiooni graafikut joonestada, tuleb k3igepealt
kindlaks teha funktsiooni mé¥ramispiirkond, katkevuskohad ja
positiivsus- ning negatiivsusplirkonnad. Edasi tuleb uurida,
kas funktsiooni graafik on siimmeetriline koordinaattelgede
v31 koordinaatide alguspunkti suhtes ja kas funktsiooni graa-

fikul on asiimptoote.
Siis leitakse funktsiooni kasvamis- ja kahanemispiirkon-

nad ning ekstreerumid, seejdrel funktsiooni graafiku kumerus-
ja ndgususpiirkonnad ning k#dnupunktid, L3puks arvutatakse
mdned sobivalt valitud punktid graafiku jgonestamiseka.

N &1des Uurida funktsiooni y = e* ja skitseerida
tema graafilk,

Lahendu s, Funktsioonl m#dramispiirkonnaks on k3ik
arvud, vdlja arvatud x = O, Funktsiooni katkevuskoht on x = O,

Funktsioon on k3ikjal positiivne, Niisiis funktsiooni
graafik asub eiimeses ja teises veerandis ning el saa seetdt-
tu olla sitimmeetriline koordinaatide alguspunktl ega x-telje
suhtes.

1 1 &
R e = —% # X, siis e* el ole paarisfunktsioon, seega
ex
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tema graafik pole siimmeetriline ka y-telje suhtes,Uurime niitid,
kas funktsiooni graafikul on asiimptoote.
Bt L1400, kul x++0, jJa E—=0, kul x=-0,
1 i
siis 1im e ~+o00 ja 1lim e* = 1lim -is 0.
X—=+0 X—»==0 x——+o°x

Niisiis on funktsiooni graafikul plstastimptoot x = 0,

1
Et 1im =0, sils lim e* = e®=1,
X0 X~

Seega on funktsioonl graafikul ka rdhtasiimptoot ¥ = 1.
Funktsiooni graafikul kaldaslmptooti el ole, sest
 §

ox
1im o= 0.
X—®

Funktsioonl ekstreemumid ja kasvamis- ning kahanemispiir-
konnad leiame esimese tuletise abil,
k|
Et y!=- lé- e*, siis y'<O kogu mHramispiirkonnas.
x
Funktsioon kahaneb k3ikjal, ekstreemume ei ole.

Kddnmupunktide ning kumerus- ja ndgususpiirkondade leid-
miseks uurime funktsiooni teist tuletist:

1 e
Y"='—§-ex+ —%ex=,oj(2x+1).
z x 14

Nagu ntha, on funktsioonl mi#ramispiirkond tthtlasi ka
funktsiooni teise tuletise médramispiirkonnaks, Niisils kHinu-
punkti abstsissiks sagb olla ainult teise tulstise nullkoht.
Selle leiame v3rrandist 2x + 1 = 0, millest x = = i,

2
Nifid uurime teise tuletise mirki,
-

Et >0 Ja x>0 ning

>0, kul x>=- 1,
2x + $
<0, ki x< - %,
siis
>0, kui x>-%.
Plabing v b

2

=52~



Seega funktsiooni graafik on kumer piirkonnas x< - % ja
ndgus piirkonnas x>%(x;‘0).
Jirelikult X = - & on kilnu-
punkti abstsiss ja kadnu-
punkt on (=~ %; e~%) ehk
(~0,5; 0,14). Funktsiooni
graafiku joonestamiseks v~

tame veel punktid (1lje) ehk

1
(1; 2,72) ja (2; e°) enk
(25 1,65).

§3. Tuletise geomeetrilisi
rakendusi

1. Egap;;_malise joone puutuja ja normga_}

Kui funktsioon ¥y = f(x) on diferentseeruv vahemikus
a<x<b, siis, nagu juba teada, on selles vahemikus funktsi-
ooni graafilkuks pidev joon, mille igast punktist [xo;f(xo)],
a<x < b, saab tdmmata ithe puutuja:

y - f(xo) = f'(xo) (x - xo).

Puutepunktist puutujale tdmmatud
ristsirget nimetatakse antud joone
normaaliks (joon.31.)

4 b

Niisiis joonele y = f(x) punktis
[x,3f(x,)] tdrmatud normaal on

¥y -r(x) == gl (x - 2.4
Yoor. 31 > ) %

2., Tasapinnalise joone k3verus

a, Kdveruse mdiste. Sagell kasutatakse joone kuju kirjel-
damisel omadussdna “kdver", Nii Seldakse, et sirgjoon "ei ole

kdver", ringjoon, ellips, hiiperbool ja parabool aga "on kdve-
rad jooned", Samutl Seldakse, et ringjoone "kdverus" on igal
pool ithesuurune, hilperboolil ja paraboolil on aga "k3verus"

BB



seda suurem, mida ldhemal haripunktile vaadeldav joonetiikk
asub,

Mis on siis 3leti joone kdverus ja kuidas seda md3detakse?

Sirgjoon "el ole kdver" seetdttu, et tema suvalistest
punktidest tdmmatud puutujad on kdlk tthe ja sama sihilised.
Muud jooned on aga "kdverad", sest nendel muutub puutuja siht
puutepunkti liikumisel mdoda joont.

Joonisel 32 on esitatud kaks ithepikkust kaart AB, ja AB,.

Kui puutepunkt liigub m&sda
kaart ABl punktist A punktini Bl,
siis puutuja psdrdub nurga AY,
vorra, Kul aga puutepunkt 1liigzud
médda kaart AB2 punktist A punkti-
ni Bz, siis puutuja pddrdub nurga
A‘Pz v3drra, Ilmselt on A((2>AQ1
ja kaare AB, "kdverus" suurem kui
kaare AB, "koverus."

Hoon. B2 Kaare kd3verust vdil tépsemalt

kaare keskmist kdverust loetakse

vdrdeliseks nurgaga, mille vdrra p8trdub puutuja puutepunkti
1iikumisel kaare alguspunktist 1l3pp-punkti.

Joonisel 33 on esitatud
kaks kaart AB ja MN, Kumma-
gl kaare alguspunktist A ja
M tdmmatud puutujad tthtivad,
sanuti tthtivad 13pp-punkti-
dest B ja N tdmmatud puutu-
jad. Puutepunkti liikumisel
kaare alguspunktist 1ldpp-
punktini pddrdub puutuja mdle-
ma kaare puhul ithe ja sama
A nurga At() vorra, Sellegi poo-
y lest on kaare MN kiverus ilm-

sl o selt suurem kui kaare AB k3~
verus, sest kaar MN on hoopis lithem kaarest AB.
Kaare keskmist kdverust loetakse podrdvdrdeliseks kaare
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pikkusega.
Kaare AB keskmiseks kdveruseks KuAB nimetatakse arvu
K

WAB T I.g-?
punktide A ja B vahel ning AY on nurk, mille vdrra ps&rdub
puutu ja puutepunkti liikumisel punktist A punktini B.

Kul eksisteerib kaare AB keskmise kdveruse plirwrasdrtus
punkti B ldhenemisel punktile A, .

1im K
B—A

giis nimetatakse seda piirvddrtust joone kdveruseks tis A.
Tt kaare AD otspunkti B ldhenemisel alguspunktile A kaa-
re pikkus As 1laheneb nullile, siis joone kdverus punktls A
on
A

K, = 1im E ,» = 1im
A gop VAR Noeo|As

, kus As on kaare pikkus

wAB!

b, Kdveruse avaldamine joone vdrrandi kaudu. Olgu funkt-
sioon f(x) pidev ja olgu tal kohal x esimest ja teist jdrku

tuletis.
Leiame joone y = f(x) kdveruse punktis P, mille abstsiss

on x (joone34).

Selleks vdtame teise punkti
y 29 ' P* abstsissiga x + Ax. Kaare
s PP' pikkus As ning puutepunkti-
ay des P ja P! témmatud puutujate
D vaheline nurk Ay on nitid Ax
= funktsioonid.
& Kui punkt P' lgheneb punk-
tile P, siis Ag—>0, AY—>0
o A+AX X ja Ax—0.
Yoon. B4 Seega joone kdverus punktis

K, = 11.; = 11m|§|- 1im gg[




Et kd6lu PP' pikkus avaldub kujul
PPt = V(Ax)z + (Ay)?, siis

-’ZP—; «ds = V@ax)? + (Ay)?, millest

e\ @
Seega:
1lim (PP' » .A_'i) = limVI + (Ay)2
P o s " Ax e A%
ehk
As _ Ay.2
1lim . lim = 1+ (1lim .
,_,OT LB V1 )

“eosest iz ’1;”‘ = 1 jéreldub, et ringjoone puhul
(joon, 35) on k33lu (2 sin x) ja sellele kddlule vastava kaare -
(2x) jagatise piirviirtus kaasrepik-
kuse lihenemisel O-le vdrdne tihega,
Sama jddb kehtima ka antud joone
puhul:

11m E2EL = 3,
: As—»o0 YSE
S Jérelikult:
4y.?
3 1lim )
oon. 85 —— =|a+ Clis s
Pagees As 2

kusAx—-o E a; Prfxl oia A::E'Eo Ax ©on joone y = f(x)

kaarepikkuse s tuletis argumendi x jédrgi. Seega

plinfE -8 1. @7 =14 [rv(x>]2}

Punktides P ja P! t3mmatud puutuja tdusud on vastavalt
£'(x) ja f'(x + Ax), seega puutujate tdusunurgad arctan f'(x)
Ja arctan f£'(x + Ax).

Et kahe puutuja vaheline nurk Al( vérdub nende puutujate
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tdusunurkade vahega, siis Ap= arcten f'(x + Ax) - arctan f'(x).

Seega:
14in = 1im arcten f'(x +Ax) - arctag fl‘xz &
Ax—o Ax—=0 Ax
2 g | oz ™ x
=——gapctan f'(x) = ———=—— « M(x) = _‘_'L'L'E .
o 1[£1(x)]? (£ (x)]
Jirelikult

Capg < | B
{1+[f‘ (x)]""}§

N4dide, Parabooll y = x2 puhul on y' = 2x ja
y" = £, seoga

- r -
o g vunet gy R

[1+(2x)2]§ (J.+412)?

Paraboolil haripunktis A on x = C ja kdverus KA =g,
runktis B (1;1) on aga kdverus Ky = -_ﬁ._s. = 0,1789 (joon.Z6).
(144)%

c. Kdverusragdius. Kéveruse pdsrdarvu R’J' nimetatakge
; 4

joone kdverusraadiuseks pvunktis P ja téhlstatakse R:
1
Ry = .
TR
Seepa joone g = f(x) kdverusraadius punktis P[x;f(x)]
ayvasldub kujul: 3
=
g, = [ee@)E]
AN PISY
Ndide, Perabooll y = x? kéverusrasdius heripunkbie
Aon Ry =% fs punkbis Bon Ry = gwmy = 5,590,

d. Edveruslkeskpunkt ja kdverusringjoon. Kul joorne punk-
tist P t¥Bumata jJoonele normeal sinnapoole, kust vaadatuna joon
ndib ndgusens, ning sellel normaalil v3tta punkt °P0 rille
kaugus punktist P vordub kdverusraadiusega POy = Rp, siis
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punkti 0P nimetatakse antud joone punkti P kdveruskeskpunktiks.
Ringjoont, mllle keskpunktiks on punkti P kdveruskesk-
punkt O, Ja raadiuseks punkti P kdverusraadius Rp, nimetatak-

se antud joone vunkti P kdverusringjooneks.
yr Joonisel 36 on esitatud pa-
y=ot rabooli y = x° haripunkti A ja
punkti B(1;1) kdveruskeskpunktid
Op Jja kdverusringjooned.

~\\\\\\ ee Evoluut ja evolvent. Antud
joone k3veruskeskpunktidest moo-
dustuvat joont nimetatakse antud
joons evoluudiks. Antud joont en-

A 1 3 nast nimestatakse aga evoluudi
,//w suhtes evolvendiks.
Hoon.

y

B(1;1)

Joonisel 37 on esitatud para=-
bool 7 = x° ja tema evoluut.

3« Ruumi joone puutuja

o& EEmISEoSEnITISII IS

Ly a, Skalaarse argumendi vek-
torfunktsioon. Kui vektori
T{X;Y¥;Z} koordinaadid X, ¥ ja Z
[ X on mingi parameetrl t funktsioo-
Hoon. 37 nid X =x(t), ¥ = y(t) ja
Z = z(t), siis s3ltub vektori
pikkus, siht ja suund parameetri t vadrtusest, Vektorit
nimetatakse sel juhul skalearse argumendi t vektorfunktsioo-
nika:

—
: 4
—
- 2

F(e) = {x(t)s ()5 2(8)} = x(t) Wy (6)iez(t)uy.

Fui vektorl T(t) alguspurktiks iga + puhul vdtta ks ja
sama kindel punkt, siis moodustab selle vektori l3pp-punkt
parameetri t muutumisel ruumis joone, mide nimetatakse antud
vektori hodograafiks (joon.38).

Juhul kul vektori r(t) alguspunktiks valida koordinsa-
tide alguspunxt, siis hodograafi suvalise punkti (x;y;z) ko-
haveltor T = {x;y;jz] Uhtib antud vektoriga F(t). Seega on sel
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X

Hoon 38

korral T = F(t) enk {xiy;z} ={x(t)sy(t);z(t)} . Saadud vérran-
dit nimetatakse hodograafi vektorvdrrandiks. Vektorvorrandist
jdreldub, at
x =x(t), y=y(t), z=z(t).

Saadud vdrrandeid nimetatakse hodograafi ehk lihtsalt
antud ruumijoone parameetrilisteks v3rranditeks.

be. Vektorfunktsiooni piirviédrtus. Kul eksisteerivad piir-
vddrtused
1im x(t) = x,, 1im y(t) =y, Ja 1im z(t) = %y, sils nimeta-
t—~t, -t t—t,
takse vektorit T {xo. Toi%, } vektorfunktsiooni =»(t) =
= {x(t); y(t); z(t)} plirvéirtuseks argumendi t lshenemisel
arvule t, ja téhistatakse:

lim F(6) = F ek lim {x(t); "y(t); z(t)} =
t=t, t—t,

1lim x(t 1lim t 1im 3
——t (t)s o OY( )3 t-* Z(t)} {xo’yo?zo}.
ce Vektorfunktsioonl tuletis ja selle omeetriline td-

hendus. Olgr funktsioonid x(t), y(t), z(t) diferentseeruvad
kohal t,
Vaatleme vektorfunktsiooni

() = {x(t); y(t); z(v)].
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Andes paramsetrile t juurdekasvu At, saame vektorfunkt-
slooni kohal & + At:

T (t+ A ={x(t+At): y(t + At); z(t +At)} .

Moodustades niilid nende vektorite vahs ning tdnistades sas-
And vertor? siimholiga AT(%), saame:

AF(t) = T(t + At) - F(t) =
= {x(t + Ab) - x(t); 7(& + At) - 7(8); z(t + A) - z(6}].

Jagades sagdud vektori skalaariga At, saame:

:_.Eg\ ={x“.BAttL- x(t)_; I(*'*A%t_)::l,(l).; z(t+%§'}_-z(t)}.

Eelduse jHrgil eksisteerivad plirvédrtused

A 1im 5.“_*_%1")‘.{.@_ = 7|(t‘ 1im L(.__.A.t__)_l( ) = yl(t) Ja
t—-0 Zst"o

At:—lﬂ)‘ oﬂH-Atl = 2(t) - ze(g),

Jdrelikult on olemas piirviadrtus

Atn,g Ar.m.. X1 (t); yr(t); z'(t)} :

Seda piirviddrtust nimetatakse vektorfunktsiooni P(t)

tuletiseks ja tihistatakse ka veel g: vsi Tr(t).

Jédrelikult

L) =T (6) = g {x(6); 303 z(t)} =

= {—a-é—)-dx_‘t ; -%é——d k), —é—dgltl} - {x'(t) vi{v); z'(t)}.
Vektorfunktsiooni tuletis on vektor, mille koordinaadid
on antud vektori koordinsatide tuletised.

Jooniselt 39 on niha, et vektorit AF(t) v&ib vazdelda
kul vektorit, mille ot:spunktid asuvad vektori T(t} hodo~

graafil, s.o, A¥(t) on kollineaarne hodograafi tthe 13ikajaza.



L
%ﬂ Jurelikult on ka vektor Artt kolline-

3 aarne hodograafi 13ikajaga, Kui At—0,

5 i muutub see 13ikaja hodcgraafi puutujaks.
j S Seega vektorfunktsiooni T(t) tuletis
At
s
]
Yoon 39

T'(t) on niisugune vektor, mis on kolli-
neaarne hodograafile punktis parameet-

riga t tdmmatud puutujags.

NHE1ade: T(t)={sint; cos t; 2 &},
T (t) ={con t; - sin t; 2}.
d. Ruumi joone puutuje. Olgu ruumijodn antud parameetri-

1lise vBdrrandikolmiluga x = x(t), y = y(t), 2z = z(t), kus
funktsioonid =x(t), y(t) ja z(t) on diferentseeruvad.
Joone punkt parameetri viddrtusel to on siis
[x(to); y(to); z(to)] ja selles punktis joonele tdmmatud
puutujasihiline vektor on
{x1(t0)5 7' (85)5 2'(5,)] e
Jérelikult sellele joonele punktls parameetri vilirtusega
t, t3mmatud puutuja on
X - x(t - -z
g (°)=,y Y(GJL)=z z(t,) j
x (tOT' 7'(*‘9 ’"(to)
N&E14d e, Kirjutada joone
x=t% y=t3-92 z=2t2-3t+1
puutuja punktis, kus ¢t = 1,
Puutepunkt on (1; -1; 0), Bt x' = 2¢, y' = 3t2, z'= 4t-3,
siis puutujesiniline vektor on {2; 33 1}.
Seega puutuja on

Horgdeg.

.61-



§4. Tuletise rakendusi 11gi-
kaudsetes arvutustes

1, Taylori polilnoom

0lgu funktsioon f(x) n+l korda diferentseeruv kohal x = x,
ja selle Umbruses.

Otsime niisugust poltnoomi T (x), mille aste ei ileta
arvu n ja mis avaldub kujul
T,(x) = ¢, + ¢4(x-x,) + 02(1-x0)2+...+ °n(x"‘o)n ning
rahuldab tingimusi
Tylxg) = £(xy), T!(xg) = £1(x5), Thixg) = £ (xoherssTy™ (x,) =

= ¢(n) ().

Selleks avaldame poliinoomi Tn(x) tuletised kuni n-nda
jdrguni:

' = - -’ 2 3 =de
Tn(x) ey + 2e,(x-x,)+ 3cg(x-x,) “+dey (xex )"+ o0 stno, (x-x,) 0 i
'r;(x) = 2¢1lc, + 3-2c3(x - xo) + 4--’5c4(x - xo)g + 00 ¥

+ n(n-lc, (x-xo)n"z;
T';(x) = 3e2+1lcg + 4-3-204(1-10)+...+n(n-1)(n-z)on(x-xo)n'5§

(2 (2) = n(n-1) (n-2) s 2,
n

Vdttes nilld poltinoomi ja tema tuletiste viirtused kohal

X =X, saame:

Tn(xo)

co;
T(xg) = eq3
TH(xg) = 2elep;

L .
'l'n' (xo) = 3eleley;
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(n) - .
T (x,) = n(n-1) (n-2)...2°1 ¢ .

Seega saame polilnoomi Tn(x) korda jate mddramiseks vdrran-
did:
6g = £ix,)s
6y = £'(x,),
2le,
Bleg

1}

£°(x,),
£ (x,),

R RN N R

IR E R E RN ENEEENEER]
nl e, = r(“)(xo), millest

£1(x,) £ (x,) 1 (x,) £ (x )
i Ay e B Ry e WO S UL TIR Babew s
Niisiis on otsitav poliinoom:

e .
Tn(x) = f(xo) + “I(X_o(x-x )+ —g'i-xl)-(x-xo)e + —-s-;-x—)-(x-xo):5
(n)
g
aaiat ——n.—-x-—)-(x-x )

Seadud polinoomi nimetatakse funktsiooni f(x) n-astme

Taylori poliinoomiks kohal Xge

2, Taylori valem
==sEE========
Funktsioonil f(x) ja tema n-astme Taylori poliinoomil on
niisiis vordsed viirtused kohal x,, samti on x = X, puhul
vdrdsed ka nende k3ik tuletised kuni n-nda jirguni, Muude x
vid#irtuste koiral v3ivad aga funktsiooni ja tema Taylori polu-
noomi vHlrtused, samuti ka nende tuletiste vHHértused, erineda,
Funktsiooni ja tema Taylori poliinoomi vahet

£(x) - T (x)
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nimetatakse jHHkliikmeks ja tdhistatakse simboliga Rn(x):
R (x) = f(x) - T, (x).

Seega
£(x) = T_(x) + R (x)
ehk ) 2
£ f
f(x) = £(x,) + ——g"—(x-xo) + —éi—x-g-)-(x-xo)z *

(n)
 hsli L
Fooet ——_r_..__(x_x )n + R (x)'
Saadud valemit nimetatakse Taylori valemiks.

Kui Taylori valemis x = 0, siis

£(x) = £(0) + L300 4 £340) 22 4, 4 £(BM(O) 1n g (x),

Saadud valemit nimetatakse Maclaurini valemiks.

3+ Lagrange’i jHHkliige

Argumendil x nende védrtuste puhul, mil Rn(x) on vaike,

vdib funktsiooni f(x) praktiliselt asendada oma Taylori po-

ltnoomiga, mille védrtuste arvutamine on vérdlemisi lihtna.

Seetdttu on tarvis jddkliilme vHHrtust hirnata, milleks pea=-
me aga jaddkliikmels andma scbivama kuju.

(x-xo)m']'
Selleks kujuks on korrutis, mille iiks tegur on(m %
teine tegur v3ib aga peale kenstandl x, sSltuds veel argumendl
véirtusest x; tHhistame tema Q(x)e Jirelikult tuleb leida nii-
(x-x )D."’l
sugune Q(x), et R, (x) = ——n——— Q(x).

Niisiis peab Q(x) rahuldame v3drrandit f(x) = f(xo) +

£1(x,) £ (x B
2 (xex,) + —I—-(x-x Rpiot it ) ¢
(x-xo)n"l

*—mm )



ehk vdrrandit

£1(x) £ (x,) :
f(x) - r(x ¥ - —1,—9— (x-x ) = ——2-!—‘;(x-x0)2 &
r‘n)(x ) (x-x,)?*1

)n

"eee ™ —-1——-(2-2 T—I’T_ Q(x)
Asendades sagdud vdrrandl vasakus pooles konstandi x,

uue ruutujage t, saame uue funktsiooni argumendist t:

F(t) = £(x) - £(t) = £i—fﬂ-(x-t) - r—"a—f—t-)-(x-t:)z —.ee =
- £p(8) (rpym {-"—"{-{-— Qx).

Cn ilnme, et F(xo) = F(x) = 0 ning F(t) on diferentsee-

ruv arvude =, ja x pooit moodustatud kinnises vahemikus, See-
t3ttu on Rolle'i teoreemi pdhjal nimetatud vahemikus niisu-

gune arv £ , et F'(§ ) =
Avaldades funktsiooni F(t) tuletise, saame:

GELE) = pr(e) = -£0(8) - £7(B) (xet) + £"(8)(x - t) -

£8(s -1, o) =1
-...-T!?HT(!-t)n +-(m§—zl(x-t)n -
(n+1)
p- f__n!_.(.ﬂ(x - )0+ .(.x?i'_ELn ax),

mis pHrast lihtsustamist annab

) 3
P8 (xet)® ¢ 2202 Q).

Fr(t) = = f(n

Kui t =%, sils

(n+1)
o f——ﬂ—(-g-)-(x -5 .(x_ni.g_)_nq(x) =0,

millest
Q(x) = f(ml)(§ ), kus §on arvude x ja

(n+1)
Ry(x) = L(;iﬁg')'(:l:-xo)“'“’~

abbs

x, vahel.
Jérelikult



ook (n+1)
y [x, +6(x-x)] g
R (x) = T+ 1)1 (x=x )", kus 0< g<1.

Saadud jddkliiget nimetatakse Lagrange'i juiékliikmeks.
Taylori valem saab niiid kuju:
f" f(n) )
£(x) = £(x;) + -r—(x-x ) + _'."_ (x-x, 3% —,—-—(x-x )P+

£+ 2 +0(x-x,)]

+ (E3 08 (x-x,)™1, ks 0< 6<1,

Nd1telia.

1, Koostade funktsiooni e* n-2stme Taylori valem kohal
x_ =0,
BT ix) = x )T s P (x) s =f(n)(x) - f("'l)(x) = e~ ja
e =1 "a1la £l(0). = £i(0). W . o™ f(n)(o) =1 ja f‘ml)(§) =
= eg .
Seega:

2 n
F+E vt 2R (0),

kus §

R (x) = -(——m 1 nilles § on arvude x ja O vahel,
2. Koostada funktsiooni =in x Taylori valem kohal x, = O,
Saame :

f(x) = sin x £(0) =

f£ft'(x) = cos x = sin (x*l%) £1(0) =

f"(x) = - sin x = sin (x+2-§) £f"(0) = 0

" (x) = -cos x = 8in (x+5-2-2-) £ (0) = -1

f'v(x) = sin x = sin (x+4-§) £'v(0) = 0

R R R RS R EE R E RN R R N R RN N IR N N I I Y

£ (x) = s1n (x + n-% £(2)(0) = s1n (g n)

£ (x) = atn [xe(neD) e £ £(0%1) (£)n g1nft s (ne2). 8]
2
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Seega

5
v oo (_1)n+1 2n+l

51 ‘Tt

gin x = x -

2P

2n+2
* %E;E-)—r sin [§+(2n+2) -g].

4, Taylori valemi kasutamine

Taylori valemit kasutatakse funktsiooni ligikaudsete
virtuste arvutamiseks,
Kui nimelt furktsiooni f(x) (n+l)-st j&rku tuletise abso-

luutvidrtuse lf(ml)(x)l maksimeslne viirtus arvude x, ja x
poolt moodustatud kinnises vehemikus on M, a.o.lf(n‘"l)(g)' <N,

slis
M n+l
RACIE oo o SEE N an
Jérelikult, kul funktsiconi f(x) vdirtusi asendatakse
selle funktsiooni n-astme Taylori poltinoomi védrtustega,siis

viga el ileta arvu '(i%l'ﬂ' ]x-xolm:".

Arvutame nHiteks e° vHirtuse funktsiooni e™ Taylori vale-

mi abil, vdttes n = 3.

Saame
. BoE
TR A i e Lt

vittes x = % s On

e%=1+1

P | 1

+
25,21 25.3¢

- RS(%) = 1+%+%+1%+R5(%),
§
Bt Rg(x) = %f I4a kus °<§<%. siis e§< eL3 Ja

’ PR G o
Ry <fr « @ = nypg = oy < 0,008,
Vettes seega
o214 g+ 2+ Lo et

tehakse viga, mis el fleta arvu 0,008,

-



Jdrelikult 1
1,646<e> < 1,654,
(Tdpsem vidrtus on 1,6487.)

Se Vdrrandi lahendi liéhisviirtuse tdpsustamise vdtteid

Olgu meil vaja leida vdrrandi f(x) = O lahend ehk funkt-
siooni f(x) nullkoht.

Kul f(x) on esimese v31 teise astme poliinoom, siis oskame
antud v3rrandi lahendi avaldada selle poliunocomi korda jate kau=
du, Mundel juhtndel piirdume aga lahendi léhisvdértuse leid-
misega.

Selleks leiame kdigepealt mingil viisil, n#iteks proovi-
mise teel, kaks arvu X ja x,, X;<X, nii, et £(x,)er(x;)<0,

8.0, et ks arvudest f(xy) ja f(xg) oleks positiivne ning teie-
ne negatiivne, Kui funktsioon f(x) on pidev vahemikus x£x<
sxz, giis leidub vihemalt ilks arv f' mis rahuldab tingimusi
X)<g<x, Ja f(§) = O, Kul funktsioon f(x) on antud vahemi-
kus monotoonne, siis on olemas ilkseinug niisugune arv £,

Niisiis, kui f(x) on vahemikus X;<x<xp, pidev ja mono-
toonne, siis on vdrrandil f(x) = O ks ja ainus lahend &,
mis rahuldab tingimsi x1<§<22.

Geomeetriliselt téhendab see seda, et joonel y = f(x) ja
x-teljel on iksainus 13ikepunkt, mille abstsiss £ rahuldab
tingimusi x,<t<x, (joon.40).

Eumbagi arvudest x4 Ja
g[x,;}a,)] x, v8ib vStta lahendi § lihis-
vidrtuseks, Viga, mis sesjuureas
tehakse, el illeta arvu Xp = X5

Kul vea ilemm#ir Xg = Xq
o o osutub lubamatult suureks, sils
v8ib lihtsa arvutuse teel la-
hendile § leida uue léhisvilr-
tuse xz, mille puhul vea ilem=
ﬂ[“;i,“t)] midr on vdiksem endisest, Vdte

Soon. 40

J @
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teist, mis vdimaldavad lahendi l@hisvddrtust tdpsustada,
vaatlere kahte: k38luvdtet ja puutuja- ehk Newtoni vdtet.

6. Kddluvdte

K33luvdte pdhineb tdsiasjal, et kuil pideva joone k&3lu
otspunktid asuvad teine teisel pool x-telge, siis selle k33lu
ja k&3lule vastava kaare 1l3ikepunktid x-teljega asuvad 1H-
hestikku ja seda léhemal, mica lithem on k38l, Seetdttu vota-
megi lahendi g uueks léhisvilirtuseks joone y = f(x) punkte

Py(xy; £(x5)] ja P, [x,3f(x,)] Uhendava k55lu ning x-telje
15ikepunkti abstsissi x, (Jjoon, 40 ja 41).
Et k&dlu P1P2 v3rrand on
x-xlgy-f(xl) .
Xo= Xy fixzf-ﬂxl’
siis selle k33lu ja x-telje 1dikepunkti abstsiss Xz rahuldab

vorrandit
i (o] -r(xl)

X, = X3 L(xp)-f(x,) 5

millest
fx)(xq)

5y * X5 Flie ey e ¢ g
kus juures X< X <Xoe
Kui f(xs).f(x1)<0
(joon, 40 ja 41), siis
] eelneva pdhjal on x!<§<x3.
) foc fexd) Vsttes vorrandi lahendl ¢
lehisvddrtuseks arvu x
on viga

32

[%5 -§|<x5 -x; < Xp = X5,

d‘l-" S Xy o Fui aga f(xz) f(x5)<0
(joon.42 ja 43),
) g[xz;/(.x,)] sils x3<§ <x,. V3ttes
Yoon. 44 nuid vorrandi lahendi §
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léhisvédr tuseks x;, on viga jéllegl
|x3 -§|<12 - Xg<Xy = Xy,
Vsttes niiild omakorda k&3lu lidbl punktide Pl ja
Pi[x53f(x5)] (Jjoon. 40 ja 41), arvutame selle kdSlu ja x-tel-
je 13ikepunkti abstsissi X4 analoogiliselt:

% = X3 - M) flgT 1%
ehk

5 ads o Xz)=f(xq (x3-x1):
kus juures X< Xy<Xz.

Fui f(x4)-f(x1)<0 (joon.
40 ja 41), siis xi<§<x4

Ja, vottes x, lahendi § 1li-
hisvd#rtuseks, on viga

e =§|<%4 - ;p<x5 - x1.

Nii saame vdtte korduval
rakendamisel lahendile § jdr-
jest paremaid ja paremaid
l#hisviddrtusi.

7o Euukulac_ebk Newtoni vite

Puutu ja- ehk Newtonl vdte

y pShineb tdsiasjal, et kui pi-

pz deva tdusva v31 langeva, kuid
k#inupunktideta kaare ots~
punktid asuvad teine teisel

pool x=-telge, siis selle kaa-

re ithest otspunktist tdmmatud

%4 / : pwtuja ja x-telje 13ikepunkt
| e « asub kaare ja x-telje 1ldike-
pa punkti lihedal ja seda léhe-
P‘ mal, mida lithem on kaar,
Noon. 42 Seetdttu vSetakse nimeta-

tud puutuja ja x-telje 13ike-
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y punkti abstsiss x! lahendi

£ ldhisvidrtuseks.
) Nagu joonistelt 40,41,42
E ja 43 selgub, tuleb ndgusa kaa-
re puhul puutepunkt vdtta

| Xy ilalpool x-telge, kumera kaare
Xy X3\ E « puhul aga allpool x-telge,
8.0, kul funktsioon f{x) om
P kaks korda diferentseeruv,
2

Yoon. 43 sils puutepunkti ordinaat ja

funktsiooni teine tuletis pea-
vad olema sama mérgiga,

Olgu funktsioon f(x) vahemikus X< x<x, kaks korda di-
ferentseeruv, kusjuures selles vahemikus f'(x) # 0 ja
£" (x) # 0.

Puutuja joonele y = f(x) nHiteks punktist Py (Joon. 40
ja 41) on

¥ - fxy) = £(xq)(x - x3).
Seega selle puutuja ja x-telje 1l3ikepunkti abstsiss x'
rahuldab v3rrandit
0 - f(xl) = f'(xl) (x'-xl),
millest
x! = Xy = f(xl)
% f'(xllT .

Nagu jooniste 40, 41, 42 ja 43 abil kergesti veenduda
v8ib, saame ka Newtonl vdtte korduval rakendamisel v3rrandi
lahendile jérjest paremaid léhisvHdrtusi.

M d&r kus, Kdige otstarbekohasem on ithe ja sama vdrran-
.di puhul kasutada vaheldumisi m3lemat vdtet, Selles v3ib veen-
duda jooniseid 40 - 43 uute puutujate ja k33ludega téiendades.

8, Kordsed lahendid

==

Kul funktsioonile f(x) saab anda kuju
£(x) = (x - §)¥ £, (x),

kus ¢ on konstant, k naturaalarv ja f;(§) # 0, siis nimeta-
takse arvu§ vdrrandi f(x) = O k-kordseks lahendiks.
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Kui funktsioon f(x) on sealjuures k korda diferentsee-
ruv, siis saab kergesti veenduda, et

£1(5) =0, £"(%) 0ye0n,t® 1)) = 0 3a f“‘)(g) # 0.

Sellest on ntha, et k >1 kor-
ral v3ib funktsioonil f(x) kohal
x =§ olla ekstreemun, mille pu-
hul f(xl)-f(x2)>0, x14§ < x4

M {(&) (joon, 44). .

Nilsiis pole sel juhul v3drran-

=
&

Jll § &‘ # di lahendi eespool kHsitletud
tédpsustamisvdtete eeldused ra-

Yoon. 44 puldatud.

" dr ¥kus, Nditeld vdrrandi lahendi tépsustamisest
n11 k541lu 'm? %a puutujavsttel on toolud Bpikutes:

N.%. Piskunov, Diferentsiasal- ja integraalarvutus, 1965,
1, 214 ndide 1, 1k, 216 niHide 2.

TAJNMHCKUY NOJMTEXHAYECKUE UHCTATYT
Kajpezpa MaTeMaTHKK

X. Pooc
JUOPEPEHAAJIBHOE UCYUCIEHUE
KoHcnexT anf CTYyAEHTOB-320YHUK OB

Ha 3CTOHCKOM fA3HKE

Vastutav toimetaja E.Etverk

Prickimisele antud 25.X 66, Paber 60x84, 1/16

Triikipg. 4,5. Tingpg. 4,19. Tiraaz 1500
MB-08237, TPI rotaprint, 1966. Tell. nr. 582
Hind 13 kop.
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