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1.

3

ULESANDED.
Aritmeetika ja algebra.

Opilased laenutasid jdesadamast paadi, sdudsid veidi
aega vastuvoolu ja asusid siis s3itma périvoolu, Kiimme
minutit pdrast suuna muutmist jOudsid nad paadisada-.
mast 1 km kaugusel jérele parvele, mis ujus sadsmast
m88da just nende vdljumise ajal. Leida voolu kiirus,
(1, ny)°
Metsatddlistel 10peb t88 teatud kindlal kellasjal ja
tdpselt selleks ajaks tuleb neile jédrele auto, mis
viib nad koju. Uhel pdeval 13ppes aga t88 varem ja t88-
lised hakkasid jalgsi koju minema, Teel tuli neile auto
vastu ja viis nad sihtkohta, kuhu t88lised jOudsid see-
kord 1 tund varem kui tavaliselt. Teades, et auto’ ja
Jalakiijate kiiruste suhe on 10, leida, mitu tundi va-
rem 13ppes t85 sel pHeval. (a9/50)""*

Moskvast Vladivostokki ja vastassuunas sdidavad rongid
iga pdev, kattes selle vahemaa 20 88pdevaga, Mitut Mosk-
va~Vladivostoki rongi kohtab teel Vladivostokist Mosk—
vasse sJitev rong? (49/50)

Esimene arv sulgudes ni#itab oliimpiaadi jirjekorranumb-
rit, teine vastava oliimpiaadi vooru numbrit, Tght h ti-
hendab harjutusi.lesannet. \

49/50 - dppeaasta, mil toimus nn, eeloliimpiaad.l oliim-
piaad toimus 1954.a.,, II 1955.a. Jjne,



6.

7

8.

90

10.

11,

12.

Tdestada, et kolme jarjestikuse tdisarvu kuupide summa
jagub kolmega. (1T, 2¢)

Murru lugejaks on kahe paaritu arvu ruutude vahe, nime-
tajaks samade arvude ruutude summa, N#Zidata, et seda
murdu saab alati taandada 2-ga, kuid ei saa taandada

[‘_sa. ’ (VII, 1.)
Tdestada, et viie jarjestikuse téisarvu ruutude summa
jagub 5-ga, kuid ei jagu 25-ga. CVIEY; 1)

Tdestada, et iga tédisarvu n korral n(n2 + 5) jagub 6-ga.
p CITE 203 XL )

Tdestada, et iga tédisarvu n korral n5 - 5n3 + 4n jagub
120-ga. CI¥, “2ir XLy 20

Avaldis a + b + ¢, kus a, b5 c on tdisarvud, jagub
6-ga., Ndidata, et siis ka @’ + b° + ¢ jagub 6-ga.

(XEEL; ()
Tdestada, et murd 1:2 : ry ei ole taanduv ithegi tdisarvu-
lise n vddrtuse korral, CXEL 25}

) L ?
i/
Tdestada, et summa {[(77)’1 3 - l(77) ] jagub 10-ga
’ .

(I, h.)
Leida vdikseim arv, mis 2-ga jagades annab jasgi 1,
3-ga jagades jaddgi 2 jne., 9-ga jagades jasgi 8.

(VEY: 95)

13.Arvutada summa

+
o
14,
15.

6 6 6 6 6 6 ;
5.'7“17.5’9.11*'31.13*13'—1'5. +—5'—"',T71 . 5

TS * e - K¥hs 221
Kirjutada 1000 000 viie nelja abil. (VEL - 24)

 Asendada tdhed numbritega ja n#didata, et kehtib summa



+ SEND

M ORE
MONEY.
Mérkus. Erinevatele tdhtedele vastavad erinevad numb-
" rid. VL)
16. Asendada tidhed numbritega ja ndidata, et kehtib summa
- o5 N e . :
+ ten
tan
81Xty CIV he Ja Y1,20)

17. Kirjutades jérjestikused tH#isarvud 1, 2, 3, ... iikstei-
se kdrvale, saame neist moodustada numbrite jada
1’ 2’ 3' 4’ 5’ 6’ 7’ 8’ 9! 1’ o’ 19 1' 1’ 2’ 1!5’ 0.9
Missugune number seisab selles jadas miljonendal kohal?
(49/50; XI, 1.)

18. Mitme nulliga 10peb kdikide 1-st kuni 100-ni (viimame

kaasa arvatud) vdetud ‘tdisarvude korrutis? €11, 25)
19. Leida viga jédrgmises mOttekdigus:
a=>
ab = b2
ab - 32 = b2 - 32
a(b - a) = (b - a)(b + a)
a= b+a
a = 2a ¢
1 =@, £ )

20. Leida viga jargmises mdttekdigus:
16 = 36 = 25 = 45

16-56+-ii=25-45+%1
- % (5 - H?

v-3 -5-3

4 = 5. (I. h')

-5 -



22,

23.

24,

25.

26,

27.

28,

29,

30.

3.

128 128

Jagada a -b avaldisega
(a+b) (a2+b2) (a*+0™) (a8408) (a184010) (a224172) (a%4405%) .
(11, 3.)
Lahutada tegureiks hulkliige
ae + a4b4 + b
kus a ja b on reaalarvud. (49/50.)
Lahutada tegureiks
(a+ b+ c)5 Iy B g X (XIiz, 2.)
Tdestada, et
n2+(n2+1)+(n2+2)+... +(n2+n)s
=(n2+n+1)+(n2+n+2)+...4(n2+2n).
(1, 1-‘)
T3estada, et a(a + 1)(a + 2)(a + 3) + 1 on taisruut,
(Iv’ 1')
Tdestada, et @ = b = ¢, kui 8% 4 b> 4 ¢ = ac + &b + be,
kus a, Yy c on reaalarvud. (X, 1.)
Tdestada, et hulkliige
2202 = ¢®) 4 V(2 = &%) + 2(a® =D
jagub korrutisega (b - c)(c - a)(a = b), (IX, 23)
4 4 4 2 2.2
leida a" + b +c'y kui a+ b+ c¢c =0 jJaa" + b"+c"= a,
(VI, 2.)
Koostada ruutvdrrand, mille lahenditeks on vdrrandi
ax® + bx + ¢ = O lahendite pSSrdviiirtused vastupidiste
nirkidega. LT, 130
Millistel p ja q viiirtustel on vdrrendi x° + px + q = O
lahenditeks arvyd p ja q? (IV;-14)
Vorrandi ex” + bx + ¢ = O lahendid on x, ja X,. Avaldada

vOrrandit lahendamata vdrrandi kordajate kaudu jirgmised
avaldised:



S

33.

35.

36.

37.

38.

39.

41.

a) -12 + -11 .
x1 12
b) xt + xfxg ¥ (VIII, 1.)

Lahendada vOrrand
x(x + 2)(x + 3)(x + 5) = 8. (YIZEI, d3)

Lahendada vOrrand
(x = 1)(x + 2)(x = 3)(x + 4) = 144, (VI, 1.)

Lahendada v3drrand
(8x + 7)2(4x + 3)(x + 1) = 4,5. (xiz, 2.)

Lahendada vOrrand

Gx +2) e (2 w (220 3" ¢ Gz - Y.

(XI1I, 3.)

Lahendada vOrrand

x® 4 5x7 - 20x° - x* + 202% - 5x + 1 = 0. (49/50)
Lahendada v3rrand

3 3
P reamer g prrme o VI, 1.)
Lahendada vdrrand
Vx+s3-aVz-d+Vxes-6lx-1=1. (1, n)
Lahendada vdrrand

va-\la+x=x. (XiII, 3.)

Lahendada va'lrandisﬂsteem

13 + y3 =1

x?y+ 2132 4+ yj = 2. s 1v)
Lahendada vOdrrandisiisteem

{(x+y+1)2+(x+y)2=25

*© - y° = 3. (IX, 1.)



43,

45,

47.

49.

Lahendada vOrrandisiisteem
(x + NGE - 5P
{(x - G2+ 77 = 5.
Lahendada vdrrandisiisteem
2x2y2-4y2-q+2=0
{}xzyz - 8y2 + 3xy -2 = 0,

Lahendada vdrrandisusteem
x+y+ Xy 22 624-1
xy X4y a
LX-3+ Xy _b2+1
Xy S e 4%

Lahendada vdrrandisiisteem

\{?1"/—%_: —V%- i

xfx;+ yt/_x; = 78, kus x>0,
Lahendada vOrrandisiisteem

X+y+2z2=9

;- + :yL + % =1

Xy + Xz + yz = 27.
Lehendada v3rrandisiisteem

X+y+2z2=a

22+y2+22=a2

xj + 13 + 23
Lahendada vdrrandisiisteem
X +y Sz
J x +3y =13z
13 4+ Yy = 35z.
Lahendada vdrrandisiisteem

1]
1]

2
B

-8 -

¥> 0.

(VII1X, 3.)

(VIII, 1.)

(I, b.)

(XI1, 1.)

(1135 A

(Ix, 3.)

CIX-24)



50,

51.

52,

53.

54.

55.

56.

X+y4+42+u=38

x2+y2+22+n2 20

Xy + Xu + 2y 4 zu = 16

xyzu = 9, (VI. 30)
Lahendada vOrrandisiisteem

X+y+2z=2

(x4Y) (F42) +(y42) (z4x)+(24X) (x4y) = 1

12(y+z) + yz(ux) “ zz(xq-y) = =6, $XILE = 1e)
Lahendada vdrrandisiisteem

X+y=2

xy - 22 = 1. (XIII, 1.)
Millise a vidirtuse korral on siisteemil

12 . 4 12 =2

X4+4y+z=2a
iilks reaalne lahend? Leida see. (XIII, 2.)

n

Ihtiloloog tahtis miirata tiigis elunevate pilligiks kdlbli-
ke kalade arvu, Selleks heitis ta tiikli sobiva tiheduse-
ga vOrgu ja sei selle vi#ljatdmbamisel 30 kala, Ta mirgis- .
tas need ja laskis tiiki tagasi., Jérgmisel pHeval piiidis
ta samal viisil 40 kala, nende hulgas 2 mirgistatut. Nen-
de andmete jdrgl mé#ras ta ligikaudselt kalade arvu tii-
gis, EKui suur see oli? CXIEL, 1)

Turist, kellel oli vaja rongile jduda, arutles, et kiies
tunnis 3 km, jOusks ta jaama 20 minutit pérast rongi viél-
Jumist, Et mitte rongile hilineda, ki'is ta igas tunnis
0,5 km rohkem ning jdudis jasma 40 minutit enne rongi
véljumist. Kui palju maad oli jaama ja kui palju aega
oli turisti késutuses? : (1.'2.)

Kell 12.00 kattuvad kella osutid. Mitme minuti pérast nad
jille kattuvad? (%, 1.)

Kell, mis k#ib ette, on teatud ajamomendil 2 minutit ta-
ga Jigest ajast. Kui see kell oleks. samal ajamomendil

T



57.

58.

59.

60,

61,

3 minutit taga ja kidiks G8pdevas % minutit rohkem ette
kui praegu, siis nditaks ta Jiget aega Obpdev varem,
Mitu minutit k#ib see kell &8pdevas ette? (XIT, &)

Antikvariasat alandas raamatu esialgset hinda 10 % vdrra
ja sai ostuhinnaga vdrreldes siiski 8 % kasumit. Mitu
% kasumit oli esialgu planeeritud? €111 2.)

Punktidest A ja C saadeti samaaegselt vdlja kidskjalad,
kes pidid viima teate punkti B, Punktist C vdljuv kisk-
jalg tahtis jOuda punkti B samaaegselt teise kiskjala-
ga ja seepdrast pidi ta iga kilomeetri l#dbima 1% minuti
vOrra kiiremini kui teine, Punkt C asub seejuures punk-
tist B 20 km kaugemal kui punkt A, K#skjalad liikusid
iihtlase kiirusega ja joudsid punkti B 5 tunni pdrast.
Leida punktide A ja C kaugus punktist B. (V,.:2.3

Teatud arv t66lisi oleks koos tddtades l1lOpetanud kraavi
kaevamise 24 tunniga. Nad asusid aga t86le iikshaaval

vOordsete ajavahemike jédrel, t8dtades siis koos kuni t68
l0petamiseni, Mitu tundi kaevas kraavi esimesena t8dle
asunud t86line, kui ta t86tas 5 korda kauem kui viima-
sena t8dle asunud t68line? (XTI, &)

Jalakdija ldheb paralleelselt trammiteega. Iga 12 minuti
Jérel md8dub temast tramm ja iga 4 minuti jirel tuleb
talle tramm vastu., Eeldades, et nii jalakdija kui ka
trammid liiguvad iithtlaselt, leida mitmeminutilise inter-
valliga vdljuvad trammid liini otspunktidest, kui k3ik
trammid liiguvad sama kiirusega. (viI, 1.)

Jde vool punktide A ja B vahel on nii aeglane, et see
paadi liikumise kiirust praktiliselt ei mdjusta. Punkti-
de B ja C vahel on aga vool tunduvalt kiirem., Aerutaja
sOuab punktist A punkti C 3 tunniga ja tagasi (vastuvoo-
lu) punkti A 3% tunniga., Kui voolu kiirus oleks A ja C
vahel kogu ulatuses niisugune, nagu ta tegelikult B ja

C vahel on, siis kuluks punktist A punkti C sdudmiseks
2% tundi. Kui palju aega kuluks sel juhul punktist C

= 105



62.

63.

65.

66,

punkti A sdudmiseks? (XII, 1:)

Ruumala A on pool ruumalade B ja C summast ning ruum-

ala B on kolmandik ruumalade A ja C summast., Kui suure
osa ruumalade A ja B summast moodustab ruumsla C?
(XIIT, 3:)

T66pingi A tootlikkus moodustab m % t8dpinkide B ja C
tootlikkuste summast, aga t06pingi B tootlikkus moodus-
tab n % A ja C tootlikkuste summast., Mitu protsenti
moodustab t66pingi C tootlikkus t68pinkide A ja B toot-
likkuste summast? VITV %)

Sadamast A vdljusid voolu suunas samasegselt mootor-
paat ja parv. Mootorpaat sditis pdrivoolu 96 km, p8drdus
siis iimber ning jdudis tagasi sadamasse A 14 tunni péa-
rast. Leida voolu ja mootorpaadi kiirused seisvas vees,
kui on teada, et mootorpaat kohtas tagasiteel parve

24 km kaugusel sadamast A. (XI5 %)

Kaks masinat slustavad tunneli kaevamist iiks iihest, tei-
ne teisest tunneli otsast. Nad peavad tunneli valmis
kaevama 60 pievaga, On teada, et kui esimene masin on
teinud 30 %. ja teine 26% % temale ettenshtud toost,

siis on kaevatud 60 meetrit tunnelit. Samuti on teada,
et kui esimene masin 1&bib % teisele masinale kaevami-
seks ettendhtud tunneli pikkusest ja teine masin 1%
esimesele masinale kaevamiseks ettenshtud tunneli pik-
kusest, siis on esimesel masinal kulunud selleks 6

‘pdeva rohkem aega kui teisel masinal., Mitu meetrit tun-

nelit kaevab kumbki masin pHevas? CIIT; 1)

Kahe metallraha vddrtuste suhe on 1. Mitu niisugust
viiksema vddrtusega ja mitu suurema viddrtusega metall-
raha on vdja, et saada rahasumma, mis on v3rdne nende
kahe metallraha vddrtuste korrutisega, kui on teada, et
vajaminevate metallrahade koguarv jagub kolmega?

(v, 1.)

Siaqis



67.

€9.

70;

7.

73.
?4.

75

Lidnest itta kulgev sirgjooneline maantee 1%bib asulaid
A ja B, kusjuures B asub A-st 9 km ida pool. Asulast A
viljub idasuunas auto, sUites ithtlase kiirusega 40 %‘- 5.
Samaaegselt viljub asulast B samuti idasuunas mootor-
rattur, liikudes konstantse kiirendusega 32 -E‘z . Leida

auto ja mootorratta vaheline suurim kaugus kahe esimese
tunni jooksul. (, 1.)
Kas kahe tundmatuga vdrrandil

2l 4+ 1958 = n®
on tédisarvulisi lahendeid? (I¥; h.)

Leida vOrrandi
XYZ 4+ 7Xy + 3%z 4+ J2 4 21X + 7y .4+ 3z = 7000
naturaalarvulised lahendid. : (49/50)
Néidata, et
—1\/=+L P, —1-+...+-—J—-_>V_n—. ‘
Vv ” Vi, 1.)
Tdestada, et _% 2
!l‘b - ;I! !E‘l - 12 8 + (1) }
Vo - &~ \/— b < [‘I— <P f
kul a >1 jab ) 1. vV, 3.)
Milliste a v&ﬂrtuate korral on varratus
-2
s 3 x 4+ ax 2
< 2 x4+ 1 <
rahuldatud x iga vi#rtuse korral? (XIII 1)

2

Toestada, et X° + y°.» mp kui 2x + 4y = 1. (XI, 1.)

Kas leidub niisugune téisarv a, mis rshuldab tingimust
ARG RS (W, h.)
Paat s@idab 10 km péarivoolu ja seejirel 6 km vastuvoolu.

Voolu kiirus on 1 !'ﬁ-. Millises vahemikus v3ib olla paadi
enda kiirus, et s0it ei kestaks alla 3 ega ille 4 tunni?

£3:1:)

R



76.

78.

79.

81.

83.

35.

Leida kaks kolmekohalist arvu, mille summa jaguks
arvuga 504 ja jagatis arvuga 6, e pe B
Vabaneda juurtest murru nimetajas

—JV-—;,T.' ; (xIII, 1.
2 +V2 +Va § Ted

Vabaneda juurtest murru nimetajas

i e = 3 ¥y %)
a +n\l 21 4-;7-"2 + ove -o-VaToaaz +V:

‘Kas kolm arvu v3ivad samasegselt moodustada aritmeeti-

lise ja geomeetrilise progressiooni? (1%, 43 °
Arvutada Vaga\/a\]... (XX, 25)
Kolm arvu moodustavad geomeetrilise progressiooni. Eui
teisele arvule liita 8, muutub see geomeetriline prog-
ressioon aritmeetiliseks progressiooniks, Suurendades
seejirel veel kolmandat arvu 64 vdrra, saame aritmeeti-
lisest progressioonist jdlle geomeetrilise progressioo-
ni, Leida need arvud. X, 3.)

Aritmeetilise ja geomeetrilise progressiooni esimesed
ja teised liikmed on vastavalt vdrdsed positiivsed
reaalarvud, Ndidata, et nende progressioonide jirgmised
vastavad liikmed ei ole vdrdsed. CELIT; 12)

Kolme arvu summa on 93 ja nad moodustavad geohaetrilise
progressiooni; ithtlasi on need arvud ilhe ja sama aritmee-
tilise progressiooni esimeseks, teiseks ja seitsmendaks

liikmeks, Leida need arvud. s % (Vgits)

Tdestada, et :‘L=2":1, ki g2 =B | ius g jaa
% noon

ning Sm ,ja Sn on vastavalt aritmeetilise progressioconi

iildliikmed ja summad, (XI;°2.)

Ngidata, et

1

+ — +oee 4 1 Bt
Vo Vs T T

ey gy ol

- AT



86.

87.

&9.

90.

91.

92.

93.
9.

95.

kui arvud 819 .85y ooy B moodustavad aritmeetilise
progressiooni, (ViI, 1.)

Leida summa

’ o 3 2
1 2 1 n 82

(x+3) + (x+ ;g) R S i (X232, 9.

Arvud az, b Jja c2 moodustavad aritmeetilise progres-—
1‘
siooni. Tdestada, et sel juhul ka arvud 5—:—3, g
E”:-F moodustavad aritmeetilise progressiooni.
8 5 G TR

Leida arvjada esimese kolmekiimne liikme summa, kui ja-
da liikmeteks on positiivsed arvud, mis jagamisel 5-ga

snnavad Jjadgi 1. (VIL:Ts)
Arvutada summa

TRt Tt e * GGy * 00

(Iv, h.)
1 1) 4 -
Leida summa + + + coo + kui
b T B s an8n4q’
arvud 84y 8y a3, Buy eeey By By g moodustavad arit-
meetilise progressiooni. (Iv, h.)
T3estada, et
12222432 242 4 L0 (@102 2 ()P BB D),
(Iv, h.)
Ndidata, et
log_b
Gae) - M w e,
kui loga N, logb N ja logc N moodustavad aritmeetilise
progressiooni. (VI35
Kas on vdimalik, et sin x = log sin x? IV, 1.)

Leida summa
qe,- 7 2 log, 5
10E: 5| P26 1o 1 16
3[1 o &> } 2 [5 825 9* 3 089 ] 7

(VI 1)

.

Lihtsustada avaldis

; e



100,

101.

102.

103,

104,

105.

106.

107.

log, (log, b)

b %a . (v, h.)
Arvutada avaldise log 5 « log 20 + log2 2 vddrtus lo-
garitmide tabeleid kasutamata. (Iv, h.)
Leida log 48, kui 1c>?55 5=a jalogg 8 =b. (X, 3.)
Leida logg 16, kui log,, 2 = a. CXITE, 1.)

Geomeetrilise progressiooni esimene liige on a ja
tegur q ning n esimese liikme korrutis on c¢. Leida
log, b, kui log, b = A ja logq b = B. (X, 2:)

T3estada, et a2 4 b2 + 02, kui

log‘»b a+ logc_b a=2 logc__b a . log“_b 8. IV he)
Tdestada samasus

logy, X log cos 2%

Ws:;i-losb‘=5 (I’ h')

Lahendada vdrrand
log, (5x°) . 1og§ x = 1. - (viI, 1.)

Lahendada vdrrand
log, 2x = log,, X. (49/50)

Lahendada vdrrand
logg 3x + 1053 = log 3 + lo?_ § (49/50)

Lahendada v3rrand
(1 + log, a)e log, x-log, ¢ = log, x -log X * log, c.

(X5 1)
Lahendada vdrrand
5108 , x+73log  x=2. (VII, 2.)
a°x 7*=
a
Lahendada vdrrand
1ogx a

alogxa+5105azxa+ras—x—a—i-=0. (XE.-9.)

ek



108. Lahendada vdrrand J
log, 25 loszx 2 = log,, 2. CIIX, 2)
4109. Lahendada v3rrand
T A B (Iv, h.)
110. Lahendada vdrrandististeem

{;ji : i’+ 22

teades, et logy X, logz y Ja logx z moodustavad geo-
meetrilise progressiooni. (XI1T; -32)

111. Leida a ja b vidrtused, nii et hulkliige
x4+ (a + b)x5+(1 - b)xz +(12¢ 2b = 1)x+ a+ b+ 4

jeguks avaldisega (x - 1)°, (Ix; 1.)
112, Mufirate A ja B nii, et hulkliige Ax'” + Bx'¥ + 1 ja-
guks avaldisega (x - 1)2. (Iv, h.)
113. Tdestada, et
15 + 23 4+ coe # .5 = (ci1)2. (IV, h-) :
114, Testads, et avaldis {28} on tuisarv, mis jagub ar-
vuga n + 1. (nd) (I, b. je X,3.)

115. Lihtsustada avaldis
(1 + 21)(3 - 1) =V2(cos {0 i sin g)

(ver @) ’

xui 12 = 1. (49/50)

Irigonomeetria.
116. Tdestada, et
tan 20° + tan 40° . tem 80° =|3. (IX, 1.;XI, 1.)

117. Tdestada, et ;
tan 20° + tan 40° + {3 ten 20° tan 40° ={3. (VI,1.)

iy



118.

119.

120,

121

122,

123.

124,

125.

126.

1273

Tdestada, et

2 2 sin% -~ gin 2 & 2 =
cos x+m+coa (x+o(,)-2c:osx

« cogscl o cos (X +A) = tan? %"(1 + 4 cosq"a») 3
v, 2.)

Tdestada, et
tan 30k -~ tan 2L - tan A = tan L « tan 20{ « tan 3ol .

(X, 2.)
T3estada, et 1
sinzx L sinzy + sinzz - 2 COS X+COB Yy +CO8 z = 1,
kui x + y + z = 180°, CVIa5 325

Tdestada, et

cot x « cot y # cot x « cot 2z + cot y » cot z = 1,
kui x + y'+ 2 =9 Jja kui iikski nurkadest ei vdrdu
nulliga. VI1L,-25)
Teisendada logaritmitavaks

cos 11A + 3 cos 9A + 3 cos 7A + cos 5A. (XIII, 2.)

T8estada, et sin (A + 2B) = sin A, kui cot (A+B) = 0.
(EIX )
Tdestada, et igas kolmnurgas kehtib seos
ol b
tan§ . tang--'- tané-. tm%:;,
kus b on kolmnurga kiillg ja 2p on timbermddt. (XII,3.)
Kolmnurga kiiljed a, b ja ¢ moodustavad aritmeetilise
progressiooni, Ndidata, et siis ka cot ;’-, cot Jja

cot & moodustavad aritmeetilise pro iressiooni.
(XTI 3,)

Tdestada, et cot %) 1 + cot x, kui 0°4 x £ 90°,
VIV ho)
Ndidata, et
cos®ol, + 0052(5 + coszjiz %:
kuj; ol /4 jaf on kolmnurga sisenurgad. (XII, 1.)

& -17 =



128,

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

Arvutada tabeleid kasutamata sin 18°45°',
(49/50; XI, 1.)

Arvutada tabeleid kasutamata

sin® 43° + sin® 17° + sin 43° « sin 17°.  (VII, 1.)
Arvutada tabeleid kasutamata ¥

cos 6° « cos 66° . cos 42° + cos 78°,
kui sin 18° = YE;E-l . (ViI, 3.)
Arvutada sin® 2x, kui

1 1 1 4
4 + - = 7. (I, B.)
1:&;"'Y x cotz > 4 si.n2 x cos2 x ;

Olgu nelja teravnurga ol , ﬁ ’ d" Ji ) kootangensid
vastavalt 3, 5, 7 ja 8., Nididata, et nende teravnurkade
summa on 45°, (49/50)
Lahendada v3rrand '
8in x + sin 2x 4+ sin 3x = 1 4 cos X + cos 2x.
vz, 3.)

Lahendada vdrrand

cos 2x + cos 6X - cos 8x = 1. (IR )

Lahendada vdrrand

c052 X + c032 2x + (:oa2 3x = 1. (X;35)
Lashendada vdrrand
2810’ x+9cos” x4 58R2X _ 20, (11, 1.)

Lahendada vdrrand

sin3 X cos 3x + sin 3x cos3 x = 0,375, (YL, 243
Lahendada v3rrand
sin51+cos3x=1-%sin&. : CIX 295
Lahendada vOrrand
sin4 X + cos4 X = cos 4x. CIX 0 8)

- 8aa



180,
141,

142,

143.

144,

145.

146,

147.

148,

149.

Lahendada v3drrand

32 cos® X - cos 6x = 1. CXIIL; 1)
Lahendada v3rrand

sin® x + cosax=%g . '(X. 1.9
Lahendada vdrrand

tan x + tan 2x + tan 3x = O, (49/50)
Lahendada v3rrand '

1-ten 8)(1-tan x’-tan 2x)e(1+ban 8)(ten x>+tan 2x)_,
(1+tan 8)(1-tan x“<tan 2x)-(1-tan 8)(ten x“+tan 2x)
Ve, %)
Lahendada vdrrand
21-n, p.sin = . log,x = cos ;. cos %_7-...' cos _xi 2
ey 2 2
on
CIs- he)
Lahendada vdrrand
sin6 X + c056 X=w
ning leida parsmeetri a need vidrtused, mille korral
on vdrrandil reaalsed lahendid. (xI1, 2.)
Lahendada v3rrand &
(a=1) cosx+ (a+1) sin x = 2a. CEgihe)
Lahendada v6rrandisusteaem
{qgsinzx«chos y-1 =1
sin x + 3 16
2 - o8y ° (ELE "5
Lahendada v3rrandisiisteem
s:Ln2 X + sin2 y = %
x+y=%]l'. (Vs 93)
Lahendada v3rrandisiisteem
cos 142'—1 cos LE.JZ = %
COS X COS ¥ = 7} : 0Ty 2e8)

S0



150.

151 .

152,

153.

154.

155.

Arvutada arctan 2 + arctan 3. CXETI v 9+)

Geomeetria.

Avaldada tdisnurkse kolmnurga tédisnurga poolitaja pik-
kus kaatetite kaudu. (IV, b:)

Umber ruudu, mille kiilg on a, on joonestatud ringjoon
ja i{ihte tekkinud segmentidest on konstrueeritud ruut.
Leida selle ruudu kiilg. ; X, 1)

Punktid D, E ja F asetsevad 10igu AB keskristsirgel.
Nende kaugused 13igust AB on vastavalt %?. AB ja éég .
Leida

£ ADB + £ AEB + £_AFB, (X311, :33)
Ringjoon on nii joonestatud, et tema k38luks on vOrd-
haarse kolmnurga alus a ning puutujateks selle kolm-
nurga haarad., Avaldada ringi raadius r kolmnurga alu-
se a ja kdrguse h kaudu. €IVy hs)

Punktide A ja B vaheline kaugus on a. Leida punkti C

~ kaugus sirgest AB, kui L CBA = 45° ja L BAC = 120°,

156.

157.

158.

159.

(T:2%)

Leida tdisnurkse kolmnurga nurgad, kui iimberringjoone
ja siseringjoone raadiuste suhe on 5 : 2, (X, 2.)

On antud kolmnurga kaks kiilge a ja b. Leida kolmas
kiilg, kui antud kiilgedele tdmmatud medisanid on omava-
hel risti. (I, h.)

Avaldada kolmnurga nurga A poolitaja kolmnurga kiilgede
a,b ja ¢ kaudu. (x, 3.)

L#bi kolmnurga ABC sisepiirkonna mingi punkti on tdmma-
tud kolm sirget paralleelselt kolmnurga kiilgedega.
Need sirged jaotavad kolmnurga kuueks osaks, millest
kolm on kolmnurgad pindaladega 841 S, Ja S5. Leida
kolmnurga ABC pindala. (X11, 2.)

- 20 -



160.

161.

162.

163.

164,

165.

166.

167.

168.

Korrapérases kolmnurgas ABC vabalt vdetud punktist P
on tOmmatud ristldigud PD, PE ja PF vastavalt kiilge-
dele BC, AC ja AB. Arvutada

BrBE . az, 1.)

+ +

Ring, ruut ja vdrdkiilgne kolmnurk on vdrdse pindala-
ga. Leida nende kujundite perimeetrite suhe.

; (YIT. %)
On antud ruut, mille kiilje pikkus on a. Selle ruudu
sisse on joonestatud uus ruut, mille tipud asuvad
esimese ruudu killgede keskpunktides. Teise ruudu sisse
on joonestatud samal viisil kolmas ruut, kolmanda
sisse neljas jne., Leida nende ruutude pindalade summa,
eeldades, et see protsess on 1l3pmatult jatkatav.

, (IV, b.)

Rombi ABCD niirinurga tipust B on tOmmatud ristldigud
BE ja BF vastavalt kiilgedele AD ja DC. Leida rombi
pindala, kui BE = a ja EF = b, (TN, 3,)

Leida vOrdhaarse trapetsi pindala, kui trapetsi kdr-
gus on h ning haar on ndhtav iimberringjoone keskpunk-
tist nurga oL all. (XT. 1)

Trapets alustega a ja b ning kdrgusega h on jaotatud
alustega paralleelsete 13ikude abil kolmeks pindv3drd-
seks osaks. Leida nende 13ikude pikkused ja tekkinud
osade kdrgused. I8y 2:)

Ringi raadiusele OA kui diameetrile on ehitatud pool-
ringjoon, mis 10ikab raadiust OB punktis C. Leida
kaarte AC ja AB pikkuste suhe, kui nurk AOB on vaik-
sem t#isnurgast. CEs B)

Leida kesknurk, millele vastava segmendi k331 on vdrd-
ne segmendi sisse joonestatud suurima ringjoone pikku-
sege. (XX, 14s)

Ringjoonest a cm kaugusel asetsevast punktist ringjoo-
nele tdmmatud puutuja pikkus on 2a. Leida selle ring-

B s



169.

170.

17.

1725

173‘

174.

1795

176.

177

Jjoone sisse joonestatud korrapidrase kolmnurga pind-
ala, (XIIT, 4.)

Konstrueerida 13ik

x=\ea+ (%—f—%)a. (X, 1)
On antud nurk ja selles punkt P, Tdmmata 1l#bi punkti

P sirge s nii, et tema 13ik nurge haarade vahel poo-
lituks antud punktis. CIV5 b

Kolmnurga kaks kiilge on a ja b. Leida kolmas kiilg, kui
on teada, et see vdrdub temale tOmmatud mediaaniga.
Konstrueerida see kolmnurk antud 1dikude a ja b abil.
IV, 20)
Konstrueerida tdisnurkne kolmnurk, kui on antud hiipo-
tenuus ¢ ja hilpotenuusile tOmmatud kdrgus h, Avaldada
antud suuruste kaudu kaatetite pikkused ja selgitada,
millise h ja c suhte korral on {ilesanne lahenduv,
X555 )
Kolmnurga kifljed on a, b ja c. Avaldada nende kaudu
selle kolmnurgaga pindvdrdse ruudu kiilg x. Konstruee-
rida:
1) antud kolmnurk (a, b ja ¢ kaudu);
2) ruudu kiilg x (saadud avaldise pShjal);

3) otsitav ruut (kiilje x abil). CVIT,3.)
Konstrueerida kolmnurk, kui on antud a, ¢ - b JaJL .
{VIIT, 23)

Konstrueerida kolmnurk, kui on antud a, ¢ - b ja ﬂ .
(VITT, 14)

Konstrueerida kolmnurk, kui on antud tema kaks nurka
Ja iimbermddt. CVITE; 3,)

Konstrueerida kolmnurk, kui on antud tema kaks kiilge
ja on teada, et kolmandale kiiljele tdmmatud mediaan
v3rdub antud kiilgede geomeetrilise keskmisega.

(VI 1%)

- 22 -



178.

179.

180.

181.

182.

183.

184,

185.

186,

On antud trapets alustega a ja b. Konstrueerida alus-
tega paralleelne 13ik c, mis jaotab antud trapetsi ka-
heks pindvdrdseks trapetsiks., Selgitada iilesande la-
hendamise thesust. (V, 3.)

On antud kaks ringi. Konstrueerida kolmas ring, mille

pindala on v3rdne kahe antud ringi pindalade vahega.
CYIT; 1)

On antud kolmnurk ja ristkiilik. Konstrueerida rist-

kiilik, mille pindala vdrdub antud kolmnurga pindala-

ga ja iimbermd3t antud ristkiiliku timbermddduga. Millistel

tingimustel on see filesanne lahenduv? (Vs 1)

On antud kaks 13ikuvat sirget 8, Jja 85e Konstrueerida
ringjoon, mis 1#bib sirgel 8, vabalt valitud punkte A
Ja B ning 10ikab sirgest s, etteantud pikkusega 13igu.

v, 2.)
Konstrueerida etteantud raadiusega ringjoon, mis puu-
dutab antud sirget ja antud ringjoont. CIxs e)

On antud kolm punkti, mis ei asetse iihel sirgel. Konst-
rueerida kolm paarikaupa puutuvat ringjoont, mille
keskpunktideks on antud punktid., (XIET)

Tasapinnal on antud sirge s ning sellest ithel ja samal
pool punktid A ja B, Konstrueerida ringjoon, mis 1ldbib
antud punkte ja millele sirge s on puutujaks, Millisel
juhul on iilesandel iiks, millisel juhul kaks lahendit?
(IV, 1)
Ndidata, et
logy,. &+ logc_b a=2 logb+c a . logc_b a,

kui a ja b on tdisnurkse kolmnurga kaatetid ja c sama
kolmnurga hiipotenuus. XIh; 73)

T3estada, et tédisnurkse kolmnurga -hiipotenuusile tdmma-
tud kdrguse ruudu pddrdviddrtus on vdrdne kaatetite
ruutude pddrdvairtuste summaga, I, B3)

et



187.

188.

189.

190.

M.

192'

193.

194,

195.

Tdestada, et tédisnurkses kolmnurgas on kaatetite sum-
ma vdrdne sise-~ ja iimberringjoone diameetrite summa-
ga. CELy.25)

Tdisnurkse kolmnurga ABC tdisnurga tipust C tOmma-
takse kdrgus CK ja nurga ACK poolitaja; 13igaku vii-
mane hiipotenuusi punktis E, Kaateti AC keskpunkt olgu
D. Sirgete DE ja CK 13ikepunkt olgu F., Tdestada, et

B || cE. . (1x, 3.)

Niidata, et kolmnurga nurk JL = 45°, kui kolmnurga

pindala e 32 + b2 - 02 (XIII, 1 )
. = ﬁ—o .

Tdestada, et igas kolmnurgas ei ole iimberringjoone
raadius vidiksem siseringjoone raadiuse kahekordsest.
(X, 1.)

Tdestada, et kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkti
kaugus killjest BC on 2 korda vdiksem kui kdrguste
13ikepunkti kaugus tipust A, (X111 2,)

Punkt M on kolmnurga ABC kiilje BC keskpunkt. Nurga
AMB poolitaja 13ikab killge AB punktis E ja nurga AMC
poolitaja killge AC punktis D, TJestada, et kolmnurk
AED ja kolmnurk ABC on sarnased. (11X, 14)

Tdestada, et kolmnurk on vdrdhaarne, kui tema kaks
nurgapoolitajat on vdrdsed. X 36D

T3estada, et kolmnurgas ABC Zi = bc - b'c', kus ea
on nurga ol poolitaja, b' ja c' 13igud, milleks nurga-
poolitaja ﬁa jeotab kiilje a. (VI TR 95D

R86pkiilikus ABCD on punktid K, L, M ja N vastavalt
killgede AB, BC, CD ja AD keskpunktideks. L3igud AL,
BM, CN ja DK mapdustavad 13ikumisel nelinurga, Tdesta-
da, et see nelinurk on r8dpkiillik ja leida tema pind-
ala, teades, et r80pkiiliku ABCD pindala on Q.

CIT, 255 X, 1)

BE] gty



196,

197.

198.

199.

200.

2.

T3estada, et rdopkilliku sisenurkade poolitajad moodus—
tavad 13ikudes ristkiiliku, mille diagonaalid on vdrd-
sed rodpkiilliku kshe l#hiskiilje vahega. G O,

R&6pkiiliku ABCD tipp C on i{ithendatud sirgldikude abil

killgede AB ja AD keskpunktidega. Ndidata, et need sirg-

13igud jaotavad diagonaali BD kolmeks vdrdseks osaks.,
(XL 2&)

RO6pkiiliku ABCD kiilg AD on jaotatud n vdrdseks osaks.
Esimene jaotuspunkt P ja tipp B on iihendatud sirgega,
mis 13ikab diagonaali AC punktis Q. TCestada, et

|
g AQ = g AC. (1, )
Tdestada, et kumeras nelinurgas moodustavad kiilgede
keskpunkte ithendavad 13igud rddpkiiliku. (V1I, 2.)

Olgu kumera nelinurga ABCD kiilgede AB ja CD keskpunk-
tideks vastavalt punktid E ja F, Ldigud AF ja DE 13i-
kuvad punktis G ning 13igud BF ja CE punktis H., Ndids-
ta, et kolmnurkade AGD ja BHC pindalade summa on v3rd-
ne nelinurga EHFG pindalaga. ' (VETL, 12)

On antud rodpkiilik ABCD, Kiilljega AB paralleelne sirge

' 18ikab kiilgi BC ja AD ning diagonaali AC vastavalt

202.

203,

204,

205.

punktides K, M ja L, TOestada, et kolmnurgad ABK ja
ALD on pindvdrdsed. (XTI, 3e)

TOestada, et trapetsi diagonaalide ruutude summa on
vOrdne trapetsi haarade ruutude ja aluste kahekordse
korrutise summaga. (VILIX; 3.)

Trapetsi alusnurkade summa on g. T estada, et selle
trapetsi aluste keskpunkte iihendav 13ik on vdrdne
aluste poolvahega. . XTI, )

Tdegtada, et vOrdsete diagonaalidega trapets on vOrd-
haarne. CIX5 1)

Ringjoonele, mille diameeter on AB, on tdmmatud puutu-
ja sellel ringjoonel vabalt vdetud punktist C. Punk-

4, } - 25 -



206,

207.

208,

209,

210,

1.

2'

tist A on tdmmatud puutujale ristldik AD ning k&ol
AC, Naidata, et 13ik AC poolitab nurga DAB. (49/50)

Tdestada, et ringjoon, mis 1#bib korrapdrase viisnur-
ga kaht kOrvuti asetsevat tippu ja tema {imberringjoo-
ne keskpunkti, 1#bib ka selle viisnurga samadest tip-
pudest vdljuvate diagonaalide 13ikepunkte. (VIII, 1.)

Eahel korrapirasel kolmnurksel piiramiidil on iihine
kOrgus h, Kummagi piliramiidi tipp asub teise piiramii-
di aluse keskpunktis., Piramiidide killgservad 1dikuvad.
Nurk killgserva ja kdrguse vahel on fihes pliramiidis ¢
teises A . Muirata piiremiidide ithise osa ruumala.

: (XII, 1.)
Korrapérase tetraeedri pdhja tipud ja kdrguse kesk-
punkt on ithendatud sirgetega. Niidata, et need kolm
sirget on iiksteisega risti, {1V, 2:)

RE8ptahuka tahkudeks on vdrdsed rombid, mille kiilje

pikkus on a ja teravnurk o, Avaldada selle r&dptahu-
ka ruumala, kui r88ptahukal leidub kaks kolmetahulist
nurka, mille k3ik tasenurgad on teravnurgad. (IV, h,)

Pdrandale on asetatud kolm kera vdrdsete raadiustega
r, nii et nad puudutavad iiksteist. Nendele toetub

‘neljas kera, mille madalaim punkt on pdrandast % 6 o kai‘-

gusel, Kui suur oa neljanda kera raadius? (49/50)

XIV matemaatikaolfimpi f
Ldppvooru iilesanded.
Lashendada v@rrandisiisteem

—Emaa

Xz
XeRTy $
y-ﬁ:c,.m abe £ O.
Niidata, et log a + log, 10> 2, kui a> 1,

- 26 =



3. Kerskujulise ballooni seinad paksusega a on valmistatud
materjalist tihedusega b, Balloon on t#idetud vedelikuga,
mille tihedus on c¢. Milline peab olema ballooni sisemine
raadius r, et ballooni asetamisel vedelikku tihedusega
d oleks balloon h3ljuvas asendis (iikskdikses tasakaalus)?
Millist tingimust peavad rahuldsma suurused b, c¢ ja d,
et illesandel oleks mdte?

4, Lahendada vdrrand (Y2 - ﬁ)x + (VZ + 33)‘ = 4.

5. Toestada, et tan (A + B) = 2 tan A, kui

3 sin B = sin (2A + B),

AR



VASTUSED. LAHENDUSI.

Et vool kannab ithtlaselt edasi nii parve kui ka paati,
siis kulub paadil sdiduks sadamast pSdrdekohani sema

palju aega kui s3iduks pddrdekohast ujuva parveni, Jé-
relikult sditis paat kohtamiseni 20 minutit ja et sel-
le ajaga ldbis parv 1 kilomeetri, siis on voolu kiirus

1939 - 50 (3.

Autol oleks kulunud % tundi selle tee libimiseks, mil-
le t66lised k#isid jalgsi., Et jalak#dijate kiirus on 10
korda vdiksem auto kiirusest, siis kulus nendel selle
tee libimiseks 10 korda rohkem aega kui autol, s,0. 5
tundi. Jirelikult 1dppes t86 sel pdeval 5 tundi varem.

41,
Olgu vaadeldav murd
(2n - 1)2 - (20, - 1)
(20 - D% + (20, - D’
pida teisendades saame

4(n2 -n - ni - n1)
2(20° - 2n + 2n - 28, + 1)
Pirast taandamist 2-ga jddb murru lugejasse paarisarv
2(n2 -n - ni 5 n1), nimetajasse aga paarituarv 2n2 -
-2n + 2n1 - 2n1 + 1. Seega pole esialgse murru teist-
Kordne 2-ga taandamine vdimalik, Jérelikult saab vaa-
del@avat murdu taandada 2-ga, kuid ei saa taandada 4-ga.

Olgu viis jarjestikust tdisarvun - 2, n -1, n,n + 1,
n + 2, kus n on mistahes tdisarv. Nende ruutude summa

L.



-2 st enfsasNDs(as2)°

teiseneb avaldiseks 5n2 + 10, Seega tuleb meil n#idata,
et 5n2 4+ 10 jagub 5-ga, kuid ei jagu 25-ga. Kuna 5-ga
jaguvus on ilmne, siis jddb n#idata, et 5n™ + 10 el ja-
gu 25-ga ehk n~ + 2 ei jagu 5-ga. Et ithegi tdisarvu
ruut ei 13pe numbriga 3 ega numbriga 8, siis n2 + 2 el
Jagu 5-ga.

I. Kasutame tghistust n(n2 + 5) = N, Vaatleme arvu n
suhtes jérgnevaid vOimalusi:

1) kui n = 6k (k = 0,%1,%2,...), siis N = 6k(36k> + 5);
2) kui n = 6k + 1, siis N = 6(6k + 1)(6k" + 2k + 1);
3) kui n = 6k + 2, siis N = 6(3k + 1)(12k° + 8k + 3);
4) kui n = 6k 4+ 3, siis N = 6(2k + 1)(18k" + 18k + 7);
5) kui n = 6k + &4, siis N = 6(3k + 2)(12k> + 16k + 7);
6) kui n = 6k + 5, siis N = 6(6k + 5)(6k° + 10k + 5).

Siit iImneb, et kdigil vaadeldud juhtudel jagub N
6-ga. Et nende juhtudega on hdlmatud arvu n 6-ga jagu-
vuse kOik vdimalused, siis ongl vidide tJestatud.

II. Bt n(a® + 5) = nf(n - 1)(n + 1) + 6] =
=(n -1)n(n + 1) + 6n, milles liidetavad (n - 1)n(n + 1)
ja 6n jaguvad 6-ga, siis jagub avaldis n(n2 + 5) semuti
6-ga.

Avaldis n5 - Sn3 + 4n on esitatav viie Jjérjestikuse tHis-

arvu korrutisena '
(n=-2)(1n-1nn+ 1) + 2).

Viie jirjestikuse tH#isarvu hulgas leidub aga vihemalt fiks

arv, mis jagub 2-ga, iiks arv, mis jagub 3-ga, iikks arv,

mis jagub 4-ga ja iiks arv, mis jagub 5-ga, siis viie jér-

jestikuse tdisarvy korrutis jagub korrutisega

2 ¢34 . 58,0, 120-ga.

Et a3 + b3 + c3 =(a+b + c)(a2 + b +c2-ab -ac =be)+

+ 3abc, kus esimene liidetav jagub 6-ga, siis jaib tdes-
tada, et 3abc jagub 6-ga ehk abc jagub 2-ga. Et a + b + ¢
jagub 6-ga, siis on ta paarisarv., Seega on arvud a, b ja

2
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10.

1.

12,

13'

14,
15.

16.

¢ kas kOik paarisarvud vdi ainult iiks nendest on paa-
risarv, Mdlemal juhul jagub korrutis abc 2-ga.

Antud murru lugeja ja nimetaja tihistegurid on ka aval-

dise .
p(44n + 3) + q(21n + &)

tegureiks kordajate p ja q mistahes vHA#drtustel., Olgu
p=3;}aq=-2, siis

3(14n + 3) - 2(21n + 4) = 1,
millest jéreldudb, et {thistegureiks saavad olla ainult
arvud £ 1, Seega el ole antud murd taandatav,

7t P
Kirjutame filesandes antud summa kujul 7 + 7' ehk

773(?6'73+ 1). Arv 6 o '73 = 2058 jagub 2-ga, kuid ei
jegu 4-ga. Jirelikult 7°°7 13peb 9-ga. (E3ik arvu 7
astmed, kus astendajaks on 4-ga ni;}ejaguv paarisarv,
13pevad 9-ga), Seega l3peb arv 76' + 1 nulliga ning ko-
gu avaldis jagub 10-ga.

Véikseim arv, mis jagub arvudega 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9, on nende arvude viikseim {ithiskordne 2520, Et otsita-
va arvu jagamisel 2-ga , 3-ga, ..., 9-ga tekidb jHik,
mis on flhe vOyrra vdiksem jagajast, siis on otsitav arv
2520 = 1, 8.0, 2519.

16

350

4 +V8 + 4)“"1'

9567 M#rkus., Vaadeldud titipi tilesannete lahendamist
+ 1085 vt. ajakirjast "Noorus",1963 nr. 5, lk. 49-51
10652 v3i "Mittestatsionaarne matemaatikakool" nr. 6
(1966) .

29786 Mirkus. Vt, fllesande 15 lahenduse juures too-
o B850 dud mirkust.
850

31486 '




17.

18.

19.

20,

22,

Uhekohalisi arve on 9, nendes numbreid kokku 9,

kahekohalisi " " 90y " I ety 180,
kolmekohalisi " " 900, ™ L " 2700,
neljakohalisi " " 9000, " - ® 36000,
viiekohalisi ™ ‘“ 90000, " e " 450000,
kuuekohalisi " " 900000, » 3 " 5400000,

Vottes jada elementideks kUigli jirjestikuste tdis-
arvude numbrid kuni kuuekohaliste arvudeni, neist esi-
mene - 100 000 kaasa arvatud, sasme 488889 + 6 =
= 488895 liiget (numbrit). Kuni miljonenda liikmeni
jadb puudu 511105 liiget (numbrit), mis moodustavad
511105 : 6 = 85184 (jH#k 1) kuuekohalist arvu. Seega
on viimane kuuekohaline arv, mille k3ik numbrid tuleb
vdtta jada elementideks, 100000 +185184., Et jagamisel
oli jadk 1, siis tuleb jérgnevast arvust (185185) vdtta
vaid esimene number, mis on 1,

Jirelikult seisab jadas miljonendal kohal number 1,

Juhis, Ulesande lshendemisel pidada silmas, et nulle
korrutise 1dppu annavad kas arvud 10, 20, ..., 100 ise
v3i arvade 5, 15, «.ey 95 korrutised paarisarvudega.

Viga tekkis vdrduse a(b - a) = (b - a)(b + a) jagamisel
vahega (b - a), sest viimsme on null,

Viga tekkis juurimisel, kus vdrduse paremast poolest
vieti aritmeetiline juur, vasakust poolest aga algeb-
raline juuyr.

M#irkus, Aritmeetilise ja algebrslise juure kohta vt.
B.J. 'oruapos. Hauajgbsas anredpa. Moemma, 1960,
1k, 309-310.
Korrutades Jaga;]at kaksliikmega a - b teiseneb ta kuju-
le o128 , millest jireldub, et otsitav jagatis on
a - b,

(a2 + b° -V3 ab)(a® ¢ b° + V3 ab)(a® +b2—ab)(a2+b>+ ab).
Juhis, Ulesande lahendamisel kasutada poliinoomide tei-
sendamist tdisruuduks ja ruutude vahe valemit.

L iEgea



23.

24,

25.

26,

27.

28.

Teisendame antud avaldist jédrgmiselt:
(a + b+ c)’- &= b c3==[(a +b+c)- 3}- (b4 ) = ‘
(b + c)[ga + b4 06)% ala + b o) éas=1% bo - 02] =

(b + c)(3a2+ 3ab+ 3bc+ 3ac)= 5(b+c)[ka+b)a + c(a+b)] =
3(a + b)(b + c)(a + ¢).

Juhis. Kasutada v3rduse mOlema poole teisendamiseks
aritmeetilise progressiooni summa valemit v3i kirjuta-
da v3rduse vasaku poole esimene liige n2 summana
n+n+ ... +0n, kus liidetavaid on n.

n

Teisendame antud avaldist jdrgmiselt:
a(a + 1)(a+2)(a +3) +1= a4+ 6&5+ 11a2+ 6a + 1 =
= (az + 3a)2+ 2(a2 + %) +1 = (a2 + %a + 1)2.

Antud vdrdust kahega korrutades ja sobivalt riihmitades
saame (a - b)2 + (a - c)2 + (b - 0)2 = 0. Et ruutude
summa saab olla null vaid siis, kuil liidetavad ise on
nullid, siis jérelikult a = b = c.

Juhis, Ulesandes esitatud vidite tJestamiseks on tarvis
n¥idata, et antud hulkliiget saab kirjutada korrutise-
na, milles esinevad tegurid (b - ¢), (¢ - a) ja (a = b).
Selleks on kaks v3imalust: 1) avada esialgses hulkliik-
mes sulud ja rithmitada liikmed nii, et algul saaks sul-
gude ette tuua néiteks kaksliikme (b - ¢), siis (¢ - a)
ja 1%puks (a = b); 2) jagada antud hulkliige hulkliikme-
ga (b - c)(c - a)(a - b)., Kui jagamine toimub jHdgita,
on {ilesandes toodud vidide tdestatud, kui aga mitte, osu-
tub Ulesandes esitatud vdide valeks.

T3stes vOrduse a # b + ¢ = O ruutu, saame

32 + b2 + c2

ja et a2 + b2 < c2 = a, siis

a = =-2(ab + ac + be).
Sellest v3rdusest saame

+ 2(eb + ac + be) = 0O

AL



29.
30.

‘ 31-

32.

a2 = #(a%b2 + 8%c% + b2c® + 2abc(a + b + ¢)

ehk

=ab +ac +bc.
T3stes virduse 32 + b2 + c2 = a ruutu, saame otsitava
avaldise

34 * b4 + 04 = az - 2(32b2 + azbz

kust eelmise vdrduse pShjal

2
a4 BN b4 + c4 = %r.
2

¢x” - bx - a = 0. Juhis, Kasutada Vieta valemeid.

of Rl oG Uy
X

+ b2c2),

2
O T LT

= [Sxﬁ+x2)2- 2:1x2]2- (x,‘.xz)2 = b2~ 2aa 2 a2c2 s
Teisendame antud vOrrandi tegurite riithmitemise teel
kujule
(x2 + 52)(x° + 5x + 6) = 8.

Tehes niiild asenduse

X #5x+3:=y,
saame vdrrandi

(y - 3)(y +3) =8,

millest
¥q,2 = N,
Seega
11’2 = =2,5 : V3.25 * \/717.
X34 = =25 = V3,25 - VA7,

=30 =



33.

34.

35.

36.

x, = 4 x, = =5. Juhis, Vt, iilesande 32 lahendust, So-
biv asendus on x2 +X=-2=Y.

x, = -0,5; x, = =1,25. Juhis. Korrutada vdrrandi mdle-
maid pooli arvuga 16 ja kirjutada v3drrand kujul
(8x + 7)°(8x + 8)(8x + 6) = 72.
Seejdrel teha asendus
8 +7=y.
(Vt. iilesande 32 lahendust.)
Kirjutame vdrrandi kujul
s 2)% < (256 2% w tom o 2YY i (2x -~ )Y,
Kasutades ruutude vahe valemit teisendame vdrrandi md-
lemad pooled korrutiseks

5(x=1)(x41)(13x°424x413) = 12(x~1) (x+1)(20x°~32x420) .

Siit
x, = 1, x, = -1

ning
25x° - 72x - 25 = 0,

X3 4 = 1944 tv;,o736.

Jagades antud vdrrandi avaldisega 14 (x = 0 ei ole la-
hendiks) ning rtthmitades liikmed sobivalt, saame v3r-
randi

(x* + Jp) + 52 - L -20a-p-a=-0 @
x

Tdhistades x - % = ¥y Ja leides yz, y3 ning yq', saame

millest

viimastest seosed x” - ;3 = + 3y Jja x4+ 'JK =
x
= yq. + 432 + 2, mis lubavad vOrrandi (1) kirjutada kujul
7'+ 57 +45° =57 41 =0, (2)

Vorrandit (2) teisendeme analoogiliselt esialgsega: ja-
game teda avaldisega yz (y # 0), ribhmitame, teeme asen-
duse y - % = z, mille tulemusena sasme vdrrandi

22+5z+6=0. (3)

Leidnud, et z, = -2 ja 25 = -3, arvutame asendusvalemi-

e



te x - jx' =y jay - % = 2z abil esialgse vOrrandi la-
hendid. Need on

e .o =1=NDAG 2 L _ (1 VD)7 4 202
102 5 2 X 3,4’- 2 3 !

_ =(3-¥13)V38-6V13 . _ =(+fT)%38 + 6\13
15’6 = I H 17,8— .

M#rkus., Vaadeldud vdrrand kuulub nn, ptdrdvdrrandite

hulka, mille kohta vt.:

1) H, Espenberg. P88rdvdrrandid. - Matemaatika metoo-
diliste artiklite kogumik II, 1964;

2) G, Kangro. Kdrgem algebra, 1962, lk, 295-299;

3) C.M. HomocSno®. CneumaibmEf kype snexenTapHof#t anredpu,
1958, cTp. 329-331.

37, Tdstes vdrrandi mdlemad pooled kuupi ning lihtsustades,
saame vdrrandi

5\/3{(2: - 3) [?f? +3\/2x - 5]: 3(x = 1).
Et nurksulgudes olev avaldis on esialgse vOrrandi vasak
pool, siis \SFIT?(x -1)(2x - 3) = 3(x - 1), millest
(x - D(x=32%=0
Ja siit x, = 1. 3a x, = 3.

38, Esitame kaks lahendusviisi:

I. Jéttes iihe juuravaldise vasakule, t3stame wdrrandi
ruutu ja koondame, Samal viisil vabaneme j#relej#dénud
keerulisemast juuravaldisest. Koondamisel saame ident-
suse O = O, Sellest jireldub, et vdrrandit rahuldavad
k3ik need x vidrtused, mille korral vdrrandis esinevad

Juured on aritmeetilised, s.t. juurealused avaldised on
mittenegatiivsed:

x -1 0; x+3-4V;—-—190; x+8-6\‘x-.1‘>0

Et kahe mittenegatiivse arvu summa peab vdrduma iihe-
ga (vt. vdrrandit), lisanduvad eelnevatele tingimuste-
le veel kaks vdrratust

OgVx + 3 -4Vx - 1<1 jJa 0&Vx+8-6/x -1 &1.

535



Viimaste vdrratuste lahendamisel ilmneb, et need eel-
nevatele tingimustele uusi juurde ei anna,
Esimesest kolmest vdrratusest saame:
X>1; 24 x £10; 5ol L 4%
Jérelikult on vdrrandi lahenditeks kdik need x vddr—
tused, mille korral on rahuldatud v3rratus 5<x &10.
II. Esialgse vOrrandi saab kirjutada kujul

\R\/x-1-2)2+ \[(\/:-1-3)2=1

ehk, arvestades ainult aritmeetilisi juuri,

IVx =1 =2] ¢j¥x=1=3|=1.
Vdrrandi edasisel lahendamisel tuleb vaadelda nelja
Juhtu:
1) x=-1=-220jja x=1=320, s.t. x> 5 ja

x » 10, millest x >» 10. Sel juhul saab vdrrand ku-

juyx =1 -24Vx=1-3=1, kust x = 10,
2)Yx=-1-2203afx=-1-340, s.t. x> 5 ja

x £ 10, millest 5 £ x £10,

VdrrandVx =1 -2 =Vx =1 + 3 = 1 on samasus, J&-
relikult on lahendeiks kJik x viddrtused, mis rshuldavad
vdrratust 5 £ x £ 10.

DV =1-24£0 ja Vx -1 -3%0, s.te x £ 5 ja

x > 10, 2
Jdudsime vastuolule, seega vdrrandil —-VX - 1 + 2 +
+Vx -1 =3 = 1 lahendeid ei ole.

WYx=-1-24&0jaVx-1-3£0, s.t. x< 5,

x £ 10, millest x £ 5.

'Y3rrandi -\Vx -1 4 2 =Vx =1 4 3 = 1 lahendiks
onx =5,

Seega on esialgse vOrrandi lahendeiks x vidrtused,
mis rahuldavad vOrratust 5<& x £10.

Vabanedes juurtest, sasme vdrrandi

xq'-auz-xq-az-a:o,

mida vaatleme ruutvirrandina a suhtes:

ey AP



41.

43,

-(212+1)a4»x4-x=0.

Selle vOrrandi lshendid on:

a2

a1=12+x+1 Jja a.2=xz-x.
Vaadeldes viimati saadud seoseid suuruse x suhtes
ruutvdrranditena, sasme antud vdrrandi lshendeiks:

s Bh 0,5 ya + 0,25,
X3 4 = =05 fya=0,25.
Sitisteem on teisendatav kujule
2(x + :r)(:r2 - Xy + yz) =2
{y(x + y)2 =2,

Lahutades siin esimesest v3rrandist teise ja arvesta-

des, et x + 5y £ O, 5ameha-3xy+y2=0ehk‘

(y - 2x)(y = x) = O, Viimasest y = 2x v3i y = x.
Esimesel juhul x, = %% Jja ¥q = %VS, teisel juhul

3
aga x, = %ﬁ Jja yz =%W.

11 2 12 = -2%

y1 = 1, yz = -13 )
Juhis. Antud siisteemi esimeses vOrrandis teha asendus
X +7y = 2.

Jagades siisteemi esimese vdrrandi teisega (x -y # 0),
saame vOrrandi

(x +7y) R A ¥
Vaadeldes viimast ruutvdrrandina x suhtes,leiame, et
x, =2y jax,s= 5 Antud siisteemi lshendiks on

x, = 2 ning x, = -1

y1 =1 12 = =2 .
Lahutades kahekordsest esimesest vOrrandist teise vdr-
randi, saame xy suhtes ruutvdrrandi

(x3)? - 5%y + 6 = 0,

& B -



44,

-

mille lahenditeks on (xw),, =2 ja (:q)2 = 3. Asenda-
des saadud tulemused esialgsetesse vdrranditesse,
leiame vdrrandisiisteemi lahendid: ;

{x1 =\/3‘ {x2=-E 13=_6_9‘—2 X,
Sy

T4 =@' ’25'60 ’5-"#;79 Ty

Tihistades %—l =u ja 5-1;—1 = v saame vdrrandisis=
teemi i
3 &% g
nES” 2a
g,
Ve« Tgtl.

Siit u, = a, u, = 3, v, = b, v, = {. Lahendame nitud
v3rrandisiisteemi

i3

x ja y suhtes:

X' =

g Sanl LB
A G
Et u ja v v3ivad omandada teineteisest sdltumatult va-
rem leitud vddrtusi, siis

1)m{u=a slis {1‘1:3—%_5

v=b, ¥, = 7= tinginusel, et
‘ 18] £ 1D}
2k (w=1 osils (x, = poal
v = %, Y = 'a'g':_bﬁ' tingimusel, et
jal # |b)
2b
3) kui { us= a, siis XB = Em
e %" 73 = 3%24-_’1- tingimusel,
et |abl£ 1,

- 38l



45.

4,

2 e
4) kui (u-. siis 14_m
v

(v =

o'

’ . Ty = T—f‘“ tingimusel, et
{abl £ 1.

Teisendades antud siisteemi kujule
{ (x+3) -Vxy =7

VXy(x + y) = 78
ja tdhistades x + y = t ning ‘J—x; = v, saame vdirrandi-
siisteemi
t -v=7
Vvet-= ?8,
mille lahendid on t = 13, v =6 (t = =6, v = =13 ei so~
bi, sest x + y > 0),Seegs -

: x1=9 22=4
3»1 = &, ya 9.

Anname teisele vdrrandile kuju
XY ¢ X2 4 J2 _ 4
3z

ehk
Xy + X2 + JZ = XyZ.
Et antud siisteemis on xy + xz + yz = 27, siis jareldubd
siit, et
xyz = 27, millest yz = 74 .

>
Teisendades kolmanda vdrrandi kujule x(y + z) + yz = 27
ning asendades siin y ¢+ z = 9 - x ja yz = 5~y Sasme
kuupvdrrandi ¥

- 912 +27x + 27 =0
ehk
(x-3)° =0,
millest x = 3, Niiild leiame, et y = 3 ning z = 3.

Kirjutame esimese vOrrandi kujul x + y = a - z ja t3s-
tame selle mdlemad pooled ruutu ning kuupi, Tulemusena
saame kaks uut vdrrandit, mis on esitatavad kujul

e iBgh



49.

(x2+y2)+2n=a2-23.z+zz,
(x3+y}+23)+3ry(x+y)=33-332z+53z2.

Neis vdrrandeis teeme vastavad asendused siisteemi
esimesest, teisest ja kolmandast vdrrandist ning pd-
rast koondamist saeme

xy = z(z - a),

xy(a = z) = az” = a“z,

Elimineerides xy, jOuame vdrrandini z2(z -a) =0,

millest Z, =8 2, = 0. lLeides vastavad x ja y vddr-
tused, saame esialgse silsteemi lahendeiks:

'X,I=O 22=0 x5=a
y1=0 Jp=1a y3=0
z, = &, 82=0, %, = O,
x1-0 x2=2 x3=3
y1=0 72=3 y5=2
z1=0, zZ, =1, 23='1.

y, = Lol ys = g2
e -t

Juhis, T3sta esimene v3drrand ruutu ning kuupi. Edasi
toimida nii nagu iilesande 47 lahendamisel,

T3stes esimese vdrrandi ruutu, saame
(x2+ "

y+z+u2)+2(:q+xu+zy+zu)+2:tz+2ym64.

Arvestades siin teist ning kolmandat vOrrandit, jduame
vOrrandini

Xz + yu = 6,
Moodustame niiiid Stisteemi
{(xz) + (yu) = 6
(xz) « (yu) = 9,

mille lahenditeks on
xz=3 ja yu=3 ehk z =2, u=$.



Esialgse vOrrandisiisteemi teine v3rrand on niiiid esi-
tatav kujul

x+y+-92 -92=200hk (12+y)+9 —z-i— 20

Ja kolnas varrtmd kujul

Xy + 3= 51 —9-=160hk17+3 ﬁ_l.. %:16-

Esimesest gsaadud vOrrandist avaldame 12 - y Ja ase-

tame teise, Pdrast lihtsustamist saab teine vdrrand
kuju
G - 16(xy)? + 78G)? - 184(xy) + 81 =
Kasutades Horneri skeemi (vt. iilesande 111 mérkust la-
henduse juures) leiame
(17)1 =1,
(xy)z wad 9’
()3 4 = 3.
Saadud varduste Ja virrandite x ¢+ y + z + u = 8,
=3 ja yu = 3 abil leiame antud sfisteemi lahendid:

x1=3 x2=1 x;:} x..=1
y1=3 12=3 y5 = 1 y4=1
l1=1 32=3 l3=1 8#.-.3
u1=1, ll2=1, %:3, “83.

Pirast sulgude avamist ja teisendamist saab teise wdr-
randi kirjutada kujul

(x+y¢z)2+xy+n+yz=1
ehk, arvestades stisteemi esimest v3rrandit,
Xy + Xz + yz = =3, (1)
Kirjutades siisteemi kolmanda v3rrandi kujul
x(xy + xz) + y(yz + yx) + z(2zx + 2y) =
ning arvestades vdrdust (1), saame
x(3 + y2z) + (3 + x2) + 2(3 + x3) =6
ehk ¢
X+y+5+Xys =2,
millest
xyz = 0.

6. i



52.

53.

Siit kas x = 0, y = O v3i z = O ning antud stisteemi
lahendid on:

x1=0 22=0 I;=—1
{71=3 ’23-1 13=5
z1=-1, 82=3, 13=0,
x4=3 25=-1 xsr.-)
Yy =1 ys=0 Jg =0

= 0, z5=}, 56=—1.

Avaldades esimesest vdrrandist otsitava x ning asenda-
des selle teise vOrrandisse, saame

-2y +1+2°=0 ehk (y-1°24+22=0.
Et positiivsete suuruste summa oleks null, siis pea-
vad need suurused ise nulliga vdrduma., Seega y = 1
Jaz =0,
Esialgse vdrrandisiisteemi lshendiks on
=1y T =l 8=,

Avaldades esimesest virrandist z ja asendades saadud
avaldise teise vdrrandisse, saame

xa+x+12+y=a

2

ehk : F:
(x+3) + @+ =a+3.
Et arvude ruutude aumma on mittenegatiivne, siis
a + 2- 70, Kui a + Z > 0, siis on vOrrandil rohkem kui

ks 1ahend. Jﬁrelikult peab a + 2 O ehk a8 = = %.
Siisx:-z,y -2‘, = %o

Tghistame kalade ligikaudse arvu tiigis tihega x,

Siis 30 _
< =

millest x = 600,

Kui turist ki#iks 3 km tunnis, siis kuluks tal x km l#bi-
niseks ¥ tundi. Et ta kidis 3,5 km tunnis, siis kulus
tal aega 355 tundi. Seega

1

2
50"

B Y
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57.

59.

355 +1= §,
millest x = 21.
Turisti kdsutuses oli 6 tundi 40 minutit,

Suur osuti liigub 12 korda kiiremini kui vdike. JHre-
likult, kui suu.r osuti on ldbinud x minutit, on vidike
osuti l#binud —2- minutit, Et osutid x minuti m¥8dudes
uuesti kattuksid, peab x - 60 = F% . Siit x = 65%
minutit.

Et kell k#ib 8dpdevas x minutit ette, siis nditab ta
Oiget aega 3 £ 66p&eva jérel, Kui aga kell kiiks Bdphe-
vas ette (x - -2-) minytit, siis nHditaks ta Jiget aega
Spdeva jirel., Ulesande tingimuste kohaselt

2 =

Satme
millest x = § minutit.

X+3

Olgu rasamatu ostuhind 1 ja phneeritud kasum x %,
siis on rasmatu miiftigihind 1 + Tw . Pédrast hinna
alandamist 10 % v3rra on rasmatu hind (1 + TGG) -
-1+ 3 - -&? Et kasumit saadi siiski 8 %,
siis

e - e - 01 -1 s
Siit leisme, et planeeritud kasum oli 20 %.

Tihisteme punktide A ja B vahelise kauguse kilomeet-
rites téhega x, siis on B ja C vaheline kaugus x + 20
km ning {ilesande lahendi saame vOrrandist

- iy

kust x = 60, Seega on punktide A ja B vaheline kaugus
60 km ning C ja B vaheline kaugus 80 km,

Olgu kraavi kaeveamas n t88list, Kui viimasena tddle

asunu t8§tas x tundi, siis esimesena t88le asunu

5x tundi, Et t88ajad moodustavad aritmeetilise prog-
X + 5x

ressiooni, on kogu t88tundide arv —Z—L  n, Siis

A



61,

A x-n=2l&-n,
millest
x = 8.

Seega tobtas esimesena t56le asunud t88line 40 tundi.

Védljugu trammid liini otspunktidest iga x minuti j#rel.

Seega jOuab Jjérgmine tramm kohta, kus esimene tramm
md8dub jalek#dijast, x minuti pdrast, Tee, mille jala-
k#ija k#ib 12-minutiga, 1dbib tramm 12 - x minutiga
Ja tee, mille jalak#ija kdib 1 minutiga, ldbib tramm
321-5.—: minutiga,

Jalak#dija kohtab vastutulevat trammi 4 minutit p#~
rast eelnevat, Tee, mille jalak#ija kdib 4 minutiga,
1ldébib tramm x - 4 minutiga ja tee, mille jalakiija
kéib 1 minutigas, 1&bib tremm X5 minutiga. Jhreli-

kult
Jaﬂ'—xg%-i,nillestxzﬁ

Olgu paadi kiirus seisvas vees V4 Jja voolu kiirus
punktide B ja C vahel Vo kaugus punktide A ja B va-
hel x km ning kaugus punktide A ja C vahel y km,
siis sasme virrandististeemi

XV, + 3V, =»3v1(v1 4+ vz)
-va2 + 2711 = 711(v1 - v2)
4y = 11(v,1 + 72) 5
Et v, # 0, siis saame kshest esimesest virrandist,

et 4y = 13v, - V,. Lashutades sellest vdrrandist kol-
manda vdrrandi, jOuame seoseni v, = 6v,. Kolmandast

& -




virrendist leiame nilid, et v, = ,;*7 y. Jirelikult
g 20
vy =7y J2 71-72=Wyningotsitavaegt=

& P 5 tundi = 3 tundi 51 minutit,

62, Ulesande tingimuste kohaselt

2=33L n=5-’1£.

Asendades esimeses v3rduses B vastava avaldisega tei-
sest vdrdusest ning teises vdrduses A vastava aval-
disega esimesest vOrdusest, saame seosed

4C = 5A ja 3C = 5B.
Liites need vdrdused leiame, et

c=;(1+n).

63. Tihistades t38pingi A tootlikkuse t&hega x, B tootlik-
kuse tdhega y, C tootlikkuse t#Zhega z ning otsitava
protsendimiiira tihega p, sasme virdused:

e s n . AR z
F+z_ 100" X+z_ 100 x+y'?&5
s 100 100 100
z Xk x _ 100
f+d=5" F*3=me z*I=p -
!niatade--:—:vning§=n, saame esimesest kahest
vOrrandist
14-7:1%—”
u+uv=%,

Et

Jja %’uov'

e J;ﬂ esitatav kujul

L1l
0

siis on vdrrand

4l uiM 4l
+
N4

1 100
b Q eV . P *
Asendades siin v ja u eespool leitud viartustega,

- 45 -



66,

m+n)+2mn _ 100
P

millest

20000-1:11 :
p=1 R B 100.
km

Olgu mootorpaadi kiirus seisvas vees x o % Ja voolu
kiirus y %, siis saame vastavalt iilesande tingimus-
tele koostada vdrrandisiisteemi

L s N

X4y X=y

L AR

S A T i Ry
Teise vOrrandi saab esitada kujul x = 7y. Vdrrandi-
siisteemi lahenditeks on x = 14 -ks‘- Ja y=2 -kx'- .

Labigu esimene masin pHéevas x meetrit ja teine masin
y meetrit tunnelit, siis 60 pHevaga libib e¢simene ma-
gin 60x meetrit ja teine masin 60y meetrit, Ulesande
tingimuste pdhjal saame vdrrandisiisteemi
o,zosmoz-gU-GOy:so
%-so;r:x-s=o,3.60x:y
ehk g
9x + 8y - 30 =0
2(% - 9; -3 =0,
Tehes teises vdrrandis asenduse % = t, saame ruutvdr-
randi t suhtes, mille lahendid on

t,‘ = % J‘ tz = - ;.
Vastuseks saame, et esimene masin 14bib pdevas 2 meet-
rit tunnelit ja teine masin 1,5 m.

Kui metallrahadest vdtta 1- ja 3-kopikaline, siis on
vaja kolm ithekopikalist, kui aga vdtta viie- ja viie-
teistkiimnekopikaline, siis esimesi tuleb vdtta kas 6
vdi 15 ja teisi vastavalt 3 vdi O.




67. Hetkel t asub auto punktist A, 40t km kaugusel, moo-
torratas 16t2 + 9 km kaugugel, Nende omavaheline kaugus
on s(t) =] 16t% - 40t + 9.
Et parabooli y = 16t2 - 40t + 9 haripunktiks on
(13i16), siis on maksimsalne kaugus antud tingimustel
16 km, mis saavutatakse 1 tund 15 minutit pdrast 1lii-
kumise algust.

68, Tdisarvulisi lahendeid ei ole.

69, Avaldame vOrrandist tundmatu y ja saadud murru lugeja-
le lissme nii + 21 kul ka -21, Siis saame y =

"Xz + z + o Tl
Et y oleks nagzuraalarv (nagu on ndutud iilesandes),

peab murd e T T = t1 olema naturaalarv, Siit
02
x = ?‘E,‘u'ﬂ:_ - 1. Et ka x peab olema naturaalarv,

1
siis peadb murd 021 = t2 olema samuti maturaal-
arv, Avaldame viiiaaestf‘vGrdusest tundmatu z:

Z =%—¥32--7, kust sasme, et kanurd%—%: t3 peeab
1 1
olema naturaalarv., Seega 7021 = t,‘tat}.
Et7021=7.17-59jax=t2-1,y=t1-3,
zZ = t3 - 7, siis
%, =7 75 59 17,
6y = 173 5% 75 7,
1.'3 = 593 175 175 59
ning vdrrandi lahendid on:
x,1=16 12=58 I3=6 14=6
y1=4 y2=4 y3=56 y4=14
z, = 52, Zy = 10,‘ 23 =10, Z, = 58

M#rkus. Vaadeldud vdrrand kuulub nn, Diophantose v3r-
rendite hulka, mille lashendamist vt. J. I. Perelmann.
Huvitav algebra, IV ptk,

70. On ilmne, et
o DAL Tt SOPEL
Vi N2 V3 Vi

Fooot

ﬁlé
~
sb
sk
Sk

T,



R e TR S SR

Vo Vo

71. Teisendame v3rratuse vasakut poolt jérgmiselt:

=i b (a-1) « Y& (VB DD +1) VB(E ) (Was)
%‘%ﬁl<~ Vo - 1 SRET ST N

o
=2V5+‘f:+‘f§(2fa%+a+b=(\/-a+\/3)2=[\/'5+(3&-)1‘,

72. Antud vdrratuse lahendamine taandub vdrratusestisteemi-

le

Et tundmatu x mistahes viirtuse korral x°- x + 150,
siis on virratusesiisteem teisendatav kujule

{4:2+x(a-5)+1>0

x?'-x(aoz)+470.

Ruutkolmliige on positiivme x iga vikirtuse korral,
kui vastava ruutvdrrandi diskriminant on negatiivne.
Seega peaved kehtima vdrratused

(a=3°2-16<0

(102)2-16((’)
millest -1 { a £ 2,

73.“::%-3, siis

2o e P58 7 1o e®  (or2®ay g

7. Pingiausest 73 { Fg (F3 same &% (x ( 7Fg ja et a

peab olema tiisarv, siis a = 7 ning otsitav murd on

75. Tdhistades pasdi enese kiiruse tihega x, saame koosta-
da vdrratuse ;

3<,J,%+_;—f—-;<4 ehk 3<3§‘%1"<4.

- 48 -
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76.

77.
78.

79.

mille lahendid on:

0<x ¢8=Y61 o 4(:(2—"3@.
tlesande tingimustele vastab ainult teine piirkond.
M#rkus., Kdrgema astme vOrratuste ja vOrratusesiis—
teemide ratsionaalseid lahendusv3tteid vt. C.HM. Homo-

cénoB. CneuuambEH# KypC saeMeHTapHOH anredpi. Mocksa,
1958, § 91, 1k, 360-366.

Olgu otsitavad arvud x ja y, siis x + y £ 2000 ning
§ {10, Et x + y peab jaguma arvuga 504 ja % jaguma
arvuga 6, siis on x + y kas 504, 1008 v3i 1512 ja

% = 6. Leitud v3dimaluste uurimisel selgub, et otsita-
vad arvud on 864 ja 144,

2=Y%, Junis, Vt. tlesande 78 lahendust.

Selleks, et vabaneda juurtest murru nimetajas, tuleb

leida nimetaja kaastegur, s.o. avaldis, millega nime-

tajat korrutades saame ratsionaalse avaldise,
Kaasteguri leidmisel ldhtume valemist

g P RO S s 1)(xn'1+ *#-2, RPIERE S A G
Sellele vastavalt

a=1-= (V;- 1)(uVan'1+nVan-2+ Sas +'\”/?+ IR

n n
Kirjutades nimetaja kujul Va e Te Ve o d
+Va + 1), ndeme, et antud murdu tuleb laiendada aval-

L
disega an-1(0a - 1), Parast lihtsistamist sasme vas-
tuseks

Ne=
a-a1

“ala - 1) °

Kolm v3rdset arvu moodustavad samaaegselt nii aritmee~
tilise kul ka geomeetrilise progressiooni., Selles veen-
dumiseks kasutada seoseid

a, + a
a2=1ﬂ-—1 Jja a%:a,]'a}.

7. o o



80.

81.

83.

Juhis. Kirjutada antud avaldis murruliste astendajate
abil.

Olgu otsitavateks arvudeks x, y, z, siis

Xz =y2

x+2=2(y + 8)
x(z + 64) = (y + 8)%,
mille lahendamisel leiamegi otsitavad arvud 4; 12; 36
4 20. 100
iy o e
Olgu antud aritmeetiline progressioon L) 91 + d,
a1 + 2d, ... ja geomeetriline progressioon b,], b1q,
b1q2, «sey kus iilesande tingimuste pdhjal
a,‘ = b,'
Ja
a1 +d = a,]q.
Viimasest vOrdusest saame

a, +d
q = 1 = =14+ a—d
ja Newtoni binoomvalemit kasutades

n d \n nd d \n
q =(1+q) =1+q+...+(-a-1-).

Eui n > 2, siis

o a a, + nd
q>1+n-a-1-=JV—.

Et 8, > O, siis %
a,q > a, + nd
ehk
Pnet 7 Bneq*
Ulesande tingimuste kohaselt sasme vdrrandisiisteemi:
X+y+2z2=93
y2 = X2
z =x + 6(y - x),
mille lshenditeks on

X4 = 31 X, = 3
y1 = 31 72 = 15
z, = S ¢ 19 z, = 75




84, Ulesande tingimuse kohaselt

[2&1 + (m - 1)d]m
[Za‘| + (n - 1)d]n 4 ?

ehk
(2a1-d)(m-n)=
millest a
a, = .
s b
Jérelikult
8y a+(m-1)d z-o-(m-'l)d B i
'§=a1+(i-1)d +(n_1)d =Zn-171"°
85. Et
1-a.2=32-a3=...=an_1-an=—d,
siis

- RO + 1 % co0 + ]
Va + Yoy Ve, 4V, Ven g - Ve,
NEoVE V- VE | V-V
a, - a, 1&12 - a Moo TR
V-V
—_—
Korrutades saadud murru lugejat ja nimetajat
avaldisega\ﬁ:l + \/E1 ning arvestades, et L a1 =

= d(n - 1), saamegi pirast lihtsustamist avaldise
n -1

e

86 x4n+2_ s
- —z—%n— + 2n - 1, Juhis, Teisendada antud summa
(x° = 1)x
sulgude avamise teel kujule
goBy gL X P 1 X i eI Den A
Ja kasutada geomeetrilise progressiooni summa vale-
mit.

2T

T,



87. Tuleb tdestada, et kui ¢ - b2 = b

88.

89..

2 2

- a , siis
1 e it el
a+b c+a Cc+a8 b+c
ehk
¢c -b b -a

(a+b)c+a (c+aybs+c)
Avaldades tingimusest c2 e b2 - a2 avaldise ¢ - b
ning asendades viimase vOrduse vasakusse poolde, sasmegi
pédrast taandamist

b - a
(c ¢« a)(b+c) °

Juhis, K8ik paaritud arvud, mis jagamisel arvuga 5 an-

navad jd#giks 1, on saadavad fildkujust 10k + 1, kus k) (O
on tdisarv. Seega moodustavad nad aritmeetilise progres-
siooni, mille esimene liige on 1 ning vahe on 10. Leida
tuleb S

30°
Leiame osasummad:
S1 = 9

R e R e AL X
S et sn i R AR B

Analoogia pdhjal leiame, et n esimese liikme summa
Sn = fﬁ}g_‘l . Viimase valemi Jigsus tuleb tiestada ma-
temaatilise induktsiooni meetodil, Kui on tdestatud,
et valem S/ = - on Jige, siis arvutame ndutud
summa S, milles on (100 - 1) : 3 = 33 liiget. Seega
BBy = e

M#rkus, Matemaatilise induktsiooni meetodit vt.:
1) Matemaatika metoodiliste artiklite kogumik I,

Tallinn, 1963.

2) fenwan W.f. MOTON MATOMATMUGCKOH MWHIYKLMM. JOmEHTpDAL,
1957. 3

3) Komoco® A.A. KHUFE [1# BHOEZACHOPO YTOREA MO MaTeMA-
TUEe B CTapmkXx Eraceax. Mocksa, 1963,VIII ptk.1lk,180.

4) ComuHcrMi#l V.C. MeTon MaTemaTHUeCKON MHAVKIEE. 1961.

ST



(Sarjast “momynspuse neEuuE no MaTemaTuse".)

90, Vaadeldava iilesande lahendamine on analoogiline iiles-

’

92-

ande 89 lahendamisega (iilesanne 89 on k#esoleva tiles-
ande erijuht).

Leiame 4
S, =
T gy :
. > FURCEAE- R Lot N
2 a1a.2 a2a3 a,1a2a3 s a,‘a5 ’
b3 1 4 o 2 s RO
85 = a8, o5 ayey v a8, - a8, ¢ aza, -

2a4 -+ a1 i 3 :
a1a3a4 a8,

Analoogia pdhjal n esimese liikme summa S

o4 %m

Euna kuesolevae summas on parajasti n liiget, siis

S=S =
s ’n+1
Leitud valemi S = kehtivus tOestatakse

matemaatilise 1nduktsioani nB8%0dil (vt. tilesanne 89).

n

Juhis, T3estuseks kasutada matemsatilise induktsiooni
meetodit (vt, illesanne 89).

Arvud loga N, logb N ja logc N moodustavad aritmeeti-
‘lise progressiooni, Jiarelikult
loga N + log N

logy N = —8—m—C |
Minnes iile alusele a, saame v3rduse

log 105 N

1—-—-508a %(loga N + T_c)’
millest (eeldades, et N £ 1)

2 loga
loga b= I-———“a T

Teisendades niiiid vOrduse paremal poolel logaritmid alu-
sele ac, saame
2 logac c 2 log g 8

Mgy N & Tog,, ¢+ log, a - Tog,, iac} =

- 53 -



93.

94,

95. %

97.

2
=2 logac C'= logac c™,

Seega loga b= logac c2, millest logaritmi definit-

log_ b
siooni pdhjal (ac) & c2.

log sin x ei ole m#dratud, kui -1 ¢ sin £ 0, jéreli-
kult peab kehtima vdrratus O ¢ sin x £ 1. Sel juhul
aga log sin x € O, Jdrelikult vOrdus sin x =log sin x
el saa kehtida.

é loga b
28, Juhis. Lihtsustamisel kasutada valemeid a =b
Ja log » b2 = logy b, Viimase seose Jigsuses v3ib

a

veenduda, kui vdrduse vasakul poolel file minna alu-
sele a,

loga(loga b)

log_ Db log_ Db
a oy b P

log_(log_ b)
[ log, é] . e
b

logg(log, b)

.los,( log,b)

= log, b.

log 5 « log 20 + log2 2=1log 5 105(22 e 5) ¢+
+ los2 2 = 1og2 541log2 e log 5 + log2 2 =
= (log 5 + log 2)2 =1.

Et log 48 = log (3 « 16) = log 3 + 4 log 2, siis tuled
log 3 ja log 2 avaldada a ja b kaudu, Seda teeme kasu-
tades vdrdusi

ig%—;:l, lri—;i;gab Ja log 2 =1 - log 5,

kust saame

1053::(5}73)- Ja lOgZ:rig.

Seega
log 48 = & - :‘b .

THR 7 e
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98. =42 _ , Juhis., Teisendada logaritmid alusele 2.
1-a

99. Ulesande tingimuste pdhjal kehtib vdrdus

8« (ag) « (8g2)e sos (8% = ¢ enk

a q1+2+. < .+(n-1)

Leides q astendaja kui aritmeetilise progressiooni

summa, saame n(n-1)
c = anq .
Seda tulemust kasutades vdime kirjutada
1 1
e T Logyc " log,a + B%ﬁl log, q 3
s 2 2 2 AB :
1%;1:5 - n§ 1018; N =2 B+a@m=1)

100, Juhis, Teisendada logaritmid alusele a.

101. Juhis. Vdrduse parem pool on vdrdne 1-ga. Teisendada
v3rduse vasakul poolel olevad logaritmid alusele a.

102, Kasutades v6rdusi logx (5x2) logx 542 jJa
103x 5= m, sasme kirjutada v3rrandi

(rogi-i'Z) 010g51=1
ehk
2105%:4-10551—1 = 0,
Viimase lahendid on log5 % Jja logs X = =1, kust
=V5 ja x; = '5

103. x = g . Juhis, Teisendada logaritmid alusele x.

104, Teisendades logaritmid alusele kolm, saame vOrrandi

logz 9x logy ¥ 1logy &
-1083314' _g = 133 39’

millest logy X 39- ja x=3- \/_

=BG



105. Teisendades logaritmid alusele a ning lihtsustades,
saame v3rrandi
log, x (loga x - log, ¢ - 1) = 0,
millest
log_. x =0 ja log, = = 1.
Siit G d %ac
x1=1 Jja X, = ac,

3
106. !1 = a, X5 = a\/a—. Juhis. Teisendada logaritmid alu-
sele x,
107. Teisendades logaritmid alusele a, saame vdrrandi
2 2 2 1 i
Iogax+2+logax’1oga1+1 ol
mis pdrast lihtsustamist teisendub kujule

Glogix+1‘l logax+4=0.

Siit ; 5 i
logax,]:-é- Ja 1ogax2=-3,

3
x,|=vTi Ja xz=§z.

108. Teisendades logaritmid alusele 2, saame

o SASN 1 g 1
Tog, x * Tog, . Tog, &x °

millest

S8iit
1052 X o log2 2x = log2 4x
ehk
1 2
082 X = 2,
millest

x1=ﬂ;ja xa=2-v-i.

109. I. Kui vdrrandi kdik liikmed kanda vasakule poole ja
rithmitamise v3fet kasutades tegureiks lahutada, saame
vdrrandi

F-2.50GF+2% =0
ehk 3* = 2 « 2* = 0, sest 3* + 2X £ 0 jJa

- 9k



log 2
: i Tog 1,5
II. Tshistame 3* = u ja 2* = v, siis saab vdrrand kuju
u2 - uv - 2v2 = 0, ;
millest u, = 2v ja u, = =V, Tagasi asendades saame
I lahenduskdigus esinenud vOrrandid.

110. Vastavalt iilesande tingimusele peab kehtima vdrdus
logz ¥ : 1ogx z
IOGy X " IOSZ P
Teisendades k3ik logaritmid alusele z, sasme vOrran-
di
1082Y=1’
kust y = z.
Niilid taandub esialgne vdrrandisiisteem kujule
{x22=y2
Xy~ = 64,
millest
x1=4 x2=l+
y1=ll- y2=—4-
z1=4, 22=—’+.

111. Selleks, et antud polilnoom jaguks avaldisega (x - 1)%
peab ta jagamisel binoomiga x - 1 andma ji#gi null ja
saadud jagatis peab samuti jagamisel avaldisega x - 1
andma jAaigi null. Seega

32 + 38 + 3% +4=0
8 +584+3b+3=0,
millest a = % ja b = - -%

Mirkus. L#htepoliinoomi jagamiseks binoomiga (x - 1)
on sobiv kasutada Horneri skeemi, Vt. Matemaatika me~
toodiliste artiklite kogumik I, Tallinn, 1963 vdi
Hosocénos C.H. CrneunanbrHil KypC nioNMeHTAPHOR aareSpH.
Mocksa, 19sg, 6 1k. 71.

112. A = 14, B = =15, Juhis. Lahendus on analoogiline iiles-

ande 111 lahendusega.

8. ot



115.

114,

15,
116.

TOestame matemaatilise induktsiooni meetodiga. Veen-
dume, et arntud seos kehtib, kui n = 1 jan = 2:
13 =1 = (CS)Z;
Pe2 9= (cg)z.
Eeldame niilid, et seos kehtib n = k korral, s.t.
1 022 ¢ e (C§,1)2

Jja nditame, et samasugune seos kehtib ka n = k + 1
korral, s.t. >

% BRcoei e e R D,

Et tllesandes antud seos kehtib n = 1 jan = 2
korral, siis jarelikult kehtib seos ka n = 3 korral
(k=2 jak +1 = 3), Virduse kehtivusest n = 3 kor-
ral jirgneb aga v3rduse kehtivus 3 + 1 = 4 korral
Jjne. Seega kehtib iilesandes antud seos mistahes na-
turaalarvu n korral.

M#rkus, Matemaatilise induktsiooni kohta vt,., iiles-
ande 89 lahendust.

Bt 282 - ¢2 | nis on taisarv, je

(n:)z n-1 n + 14
cnan " o TR

Jjagub (n + 1)-ga, siis ka %3%%é jagub (n + 1)-ga.
n.

-4(1 + 1).

Tihistame samasuse vasaku poole tizhega A ja esitame

ta kujul
A_sin20° o sin 40° « gin 80°
= cos 20° . cos B#0° . cos 80° °
Murru lugejat teisendame jirgmiselt:

sin 20°. sin 40°. sin 80°= %(coe 20°=cos 60°)esin 80°=
= %(_s_in 100"24— sin 60° _ % sin 80°) = %5 3

Murru nimetaja lihtsustamiseks korrutame ja jagame

teda avaldisega 2 sin 20°, Seejirel kasutame kahekord-

se nmurga siinuse valemit ning 13puks taandamisvale-—
meid, Nimetaja viirtuseks saame % « Seega A = 13.

=



117. Teisendame samasuse vasakut poolt jJérgmiselt:
(tan 20° + tan 40°) +\[3 tan 20° tan 40° =

O atn 60° sin 20° sin 40° _
- cos % \r— cos cos

1
1 + sin 70° - sin 30°) _ V3 (3 + sin 70°)
cos cos = 2 cos 20° cos &O° ©

X 2 sin 30° cos 20° _
¥ \Jg cos cos 5 \I?.
118. Teisendame samasuse vasakut poolt jargmiselt:
2 2 sindl - _cos

cos” x +
2 sinot [1 + cosot]

-[(cos X cosotl -~ sin X sinol ) = 2 cos X - cosoL]:

0082 X + tana% - (cos x cosol - sgin x sinol ) -

(cos x cosol + sin x sin &) = tanz';o

+ (0052 X - 0052 p < cosaeo) + sin2 x sin ol =

tan2°-é-' - cos2 = s:ln2 oL ¢ .132 x ninzo(.=

22
van®% + s1n?l = te?% [1 4 1%4]

tan 5
tan2°z‘ [1 + 4 coaq'%-]

119. Teisendame samasuse vasakut poolt jéargmiselt:
tan 30l - tan 20l - tmd:% sin e

sinot _ sin 3X 20%. cos©oL cos 2°l-- inoC _
~ cosol T cos %E cos ol » cos 2oL
" 11.11_%_ 5 _;-;_n_&m o
= cos S0 cos oL * cos oo
sin 3o¢ [, _ 998_2_.2_{_‘3‘ ] 4
cos 294 COBoL * cOS »
% cos® cos 29l ~ cos (X + 2%) _
= tan 3oL . cosol cos 2oL

4 . sin Lsin 2oL

= tan 3oL cos ol cos

120. Teisendame antud v3rduse vasaku poole viimast liiget
Jjérgmiselt:

+ cos (ol + X) »

= tan 3ol. tam 2oL+ tan ol ,
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121'

122.
123.

-2 COS X « COS y + COS 2 =-2[% cos(x = y) +

+%cos(x+y)]-cosz:[cos(x-y)-cosz+

+ cos (x +y) - cos z] = - %'[cos (x =y - 2) +
+ cos (x -‘y +2) 4 co8 (X + .- 2) + cos (x +y +z)].
Bt x+y+2z=180° =%, siis :
cos (X -y =-2) =cos (y+2 =-X) =
=cos (X +y + 2 = 2X) = cos (7Z - 2x) = - cos 2x,

- cos 2y,

cos (X -y +2) =cos (X+y + 2 - 2y)
cos (X +y +2) =cos T = -1,
cos (X «+ y - z) cos (X +y + 2z - 22) = - cos 2z.
Kuna cos 2x =1 = 2 sin2 X,
cos 2y = 1 -2 sin2 Y,
cos 22 = 1 = 2 8in” g,
siis pdrast lihtsustamist

-2 COS X » COS J.» CO8 2 = 1 =~ sinzx - sinay—sin2 Z.

Seega

2 2

sin2 x4+ s8in™y + sin 2

y -8in®z) = 1.

Juhis. Antud avaldiéés asendada kootangensid siinuste
ja koosinuste kaudu ning siis viia v3rduse vasak pool
ithisele nimetajale, Edaspidises tJ3estuskiigus kasuta-
da trigonomeetriliste funktsioonide liitmisvalemeid
ning iilesande tingimusi.

8 cos 8oL COBBOC =

Kui cot (A + B) = O, siis ka cos (A + B) = O ehk
cos A cos B = sin A sin B, Kasutades viimast vdrdust
ja liitmise valemeid vdime kirjutada:

& B -'gin A s:ln2 B +

z - (1= sinzx - sin

sin (A + 2B) = sin A cos

+ 2 cos A sin B cos B = sin A c032 B - sin A sin2 B 4+

2

+ 2 sin A . sin” B = sin A,

B



124, Juhis. Kasutada valemit

oL - b -
tan§=\/.(-Lp(;2.S%c).’

mille kehtoiLvuse tdestamiseks koosinusteoreemi abil
tuleb sin = ja cos %‘ avaldada kolmnurga kiilgede kau-
du.

125, Tuleb n#iidata, et kehtib vdrdus
cot@-cot’%‘: cotg— cotg,

b-a=c¢=-b,

Kasutades v3rdust tan %L = 5—{-—3, kus r on kolmnurga
siseringjoone raadius, p - kolmnurga pool iimberm3d-
tu, vOime kirjutada, et

cotz L— cotg 2——-—

kui

cot%:k;—c.

Seega tuleb kontrollida vdrduse
Pp=b'. D=8 "pPemciipDead

- 3 - : ) b

ehk
a-b=Db=c

Oigsust. Et viimane vdrdus on Jige, vdib sellest lzh-
tudes korrata m3ttek#iku vastupidises suunas ning
ndidata, et

coté- cot%": cot g- cotéj.

126. 14+4cosx__1
i 2 Sn . " slnx t oot x 21 ¢ cobt x,
127. Teisendame vdrratuse vasakut poolt jargmiselt

cosPol + coszﬂ + 0032 Y=

1+goﬁd« +1+0332ﬁ +cosa'(f=

+cos (oL +/3) cos (t =/3) + cosZX=
cos X[cos (oc—ﬂ) - cos X]:

cos X[cos (ot =B) - cos (X +ﬂ» )]:
2 coso{.cosﬂ cos y.

[}
S T e
Ry

e



EKui iilks nurkadest on té@is-~ v3i niirinurk, siis
cos ot cos (3 cos Y £ 0 ja tdestatav vdrratus kehtib,
Juhul, kui k3ik nurgad on teravnurgad, s.t.
cosoly 0O, cos B> O ja cos y > 0, siis kasutame an~-
tud vOrratuse tJestamiseks jargmist vdrratust:

3
a+b+
\V abe S—T—i .
kus a, b ja ¢ on positiivsed arvud.

Viimase vdrratuse tJestamiseks tdhistame a = r’ ’
b=y, ¢ = z°. Seega on tarvis niidata, et kehtib
virratus 3 3

3z &
ehk
(x+y+z)(xzo-yz-ozz-r.y-yz-xl)»O.
Et x+y + 220, siis

x2+yz+zz-:q-yz-xz>/0

ehk

%(x -y)2 45-(: - z)2 4%(2 - x)2>c.
On ilmne, et vdrratus kehtib mistahes X, ¥ ja z korral,
vilja arvatud juhul, kui x = y = z; siis kehtib vdrdus.
Korrates mdttekéiku vastupidises jirjekorras, saamegi
néidata, “3

Vabe 2thre,

Jirelikult kehtib siis ka vdrratus

cose cos 3 cos ¥ & (M%E_L_G_OE_X_){

kusjuures cos & cos 3 cos Y omab suurima vdirtuse, kui

cos o = cos 3 = cos ¥ = %. Siis 2 cos oL cos fBeos 3’4%,
millest jéreldudb, et
1=-2 cosdcosﬂcoaz‘}%
eh)
cos’l + coazﬂ + cos® 4 % :

128. %\/2 -Va V2 - 75. Juhis., Tihistada 18°45' = % Ja ka-
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129.

130.

131.

sutada valemeid sin i = =20 , co8 é =\’J+_°g'_‘

jacos A=V1 - ninz A, Suuruse sin A vi#rtuse leidmi-
seks, kui A = 75°, kasutada teisendust sin 75°
= sin (45° + 30°),

Teisendame antud avaldist jérgmiselt:
(sin 43° + sin ‘1'7‘)2 - gin 43° gin 17° =
4 gin® 500, .= cos® 13° - %(cos 26° = cos 60°) =

cos” 13° - % cos 26° + § =

=mg-%00826‘+%=2.

Teisendame antud avaldises esimese ja teise ning kol-
manda ja neljanda teguri korrutised summaks, Pirast
teisendamist saame

%(cos 60° + cos 72°) - %(cos 36° + cos 120°) =

n

= %(% + cos 72°) « (cos 36° = %).
Et

cos 36° = cos2 18° - sin2 18° =1 = 2 sin2 18° =

o 2 L5
25 cos 72° = sin 18° =E'E—1 ’

siis on otsitava avaldise viddrtus
R S bt B2
Teisendades tingimust
4 4 4 4
+ + - =9
tanz x cot2 X sinz x 0'.:032 x i
saame vdrduse

sinzx-sin“x=§.
Et
sin® 2x = 4 sin® x - 4 sin® x,

A



siis antud filesande korral

sin2 2x = g .
132. Juhis. Ulesande tingimuste kohaselt cot o¢ = 3,
cot # =5, cot y =7 jacot § = 8. Tuleb niidats,
et cot (Xt + B+ y+ J) = 1. Selleks kasutada vale-

ol - -
mit cot (ot +/3) = co:otoé :ozc{iﬂ s %

133. Teisendades nii v3rrandi vasakul poolel kui ka pare-
mal poolel esimese ja kolmanda liikme summa korruti-
seks, sasme v3drrandi

2sinaxcosx+ain2x=2cosax+cosx
Jja siit
sin 2x (2 co8 X +1) =cos x (2 cos x + 1)

ehk
(2 cosx+1)(2s8inx~1) cos x =0,
Lahendid on:

T : 21
x1=-’-23”'—4»2‘k7[=(5k:1)'3"
x, =2 +2k77=(2k+1)§.

Xy = (-1? . ge,x?f: (-1)""57+ k7.

134, Teisendame antud vdrrandi kujule

2 cos 4x cos 2x - (2 c032 4x - 1) = 1,

mida teisendades saame

cos 4x (cos 2x - cos 4x) 0

ehk

"
o
.

cos 4x (=2 cos2 2X + co8 2x + 1)
V3rrandi lahendid on:

x1=(2k+1)"g,
12=k/JT,
25=1%+2—k—i"l?ro

135. Teisendame vdrrandi kujule

s



136.

coa2 2x + (cosa 3X - s:l.n2 x) = 0

Siit

¢:os2 2x + (cos 3x - sin x)(cos 3x + sin x) = O,

millest

cosZZx +[cos 3x- cos(90°- x)]- E:os 3x + cos(90’dx)]=0

ehk

c0822x~ 4 sin(x+45°)sin(2x-45°)cos(x+45°)cos(2x~45°)=0.
Kasutades niiiid kahekordse nurga siinuse valemit, saa-
me vdrrandi
conzax-sin(21+90°) sin (4x - 90°) = O,

millest

c0322x+c082x. cos 4x = O
ehk

cos 2x ¢ cos8 3x » cos x = O,
Viimase vOrrandi lahendid on:

x1 : % + kﬁ"

p=tEeE

X, = + X 2k

5 - ! + )L.
Et sga x3 véiirtused esinevad x, viddrtuste hulgas,
siis jd#vad esialgse vOrrandi lahenditeks

e
x, =ﬁ§+k7(:(2k¢1) T

Ja

e
=B (@xeDg-
Antud vdrrand on teisendatav kuupvdrrandiks sin x
suhtes -

28in’ x~9sin°x+10sinx =3 = 0
ehk, asendades s.'n.n3 X = z, virrandiks

237 - 92° + 10z - 3 = O,

Rilhmitamise v3tet kasutades on selle virramndi vasak
pool lahutatav tegureiks:

9. e



225—212-7z2+7z+32-3=0

26%(z =1) = 72(z = 1) + 3(z = 1) = 0
(z - 1)(222 -7z + 3) = 0.
siit z, = 1, z2=3ja55=%.

Ulesandest nshtub, et cos x £ 0, s.t. aga et
sin x # 1; samuti ei kehti vdrdus sin x = 3, Seega
sobib antud vdrrandi lahendiks ainult Z3s s.t, et

sin x = %,
kust 1y
x = (D% . &+ xX.
137. Kirjutame vOrrandi kujul

(1-coezx)sin X.c08 3x+ sin 3x:.cos x(1-sin2x) = 0,375,
millest pdarast sulgude avamist ja riihmitamist saame

(sin x-cos 3x + sin 3x-cos xX) =
- 8in x-cos x(cos 3x:-cos x+s8in 3x-sin x) = 0,375. °
Siit

sin 4x - % sin 2x ¢ cos 2x = 0,375 ehk sin 4x = %,
millest
k T T
x = (=1) K + k T
M#rkus., Ulesannet v3ib lahendada ka kasutades vale-
meid

sin 3x 351nx-4sin3x

a
: 5

cos 3x = 4 cos” x - 3 cos Xx.
138. Lahutades vOrrandi vasaku poole tegureiks, saame

(sinx+cosx)(1-%sian):'l-%sian

ehk
(1 -%sinzx)(sinx+cosx-1)=0.
Et :
1 -2 sin 2x £ 0,
siis peab



sinx+cosex=-1=0

ehk = 7
i i
sin (x + 2-) = sin 4
millest 2
X=nT% + {{,:(-1)n - 1].
Kui n = 2k, siis x = 2k

kui n = 2k + 1, siisx=(4k+‘1)g.

139. Kirjuteme vdrrandi kujul

L]
(sin4 x + 2 sin® x cos® x + cos” x) -

-2 sin2 x c032 X's cos2 2x - sin2 2x,

millest

(sj.n2 X + cos2 x)2 -2 sin2 x c052 X =1=2 sin2 2x
ehk

1-%sin® 2x = 1 - 2 sin® 2x.

Viimasest

ik
ain22x=0 ning x=ko%.

140, Arvestades, et 5 _
cos® x = (cos x)° = (1—3—59-3—2—’-) = %(14- 3 cos 2x +
+ 3 c092 2x + 0033 2x)
Jja
cos 6x = 4 cosz' 2x = 3 cos 2x,
saame antud vdrrandi teisendada kujule
4c03221+5c032::+1 = 0,
Siit cos 2x = =1 ja cos 2x = = 34- ning seega
X, = %(Zk +1) ja x,= 2 12('17- arccos i‘;) PRE T
141, Antud vdrrand on teisendatav kujule
(sinq' X + cosz4 x)2 -2 sin“ x cos4 X = %Z
ehk 5 2
[(sina X + cos2 X) =2 sin2 x cos2 x] -
-2sinq'xcosq'x=;—g.

Ee7 =



142,

143,

1 [(1 - tan 8) + (1 + tan 8)][ten x

Kasutades kahekordse nurga siinuse valemit sasme vir-
randi
(1 - % sin® a)z-gsm‘zx=§§
ehk
(ain2 sz)2 + 8 si.n2 2x + 3? = 0,

millest leiame, et sin 2x = 7,5 ja sin 2x = 0,5. Heist
esimesel ei ole lahendit, teisel aga
—
x=(-1)ko+§+k-§.
¥,
arctan % + x 77,
X3 = arctan (- —gz) + XX

Juhis. Vdrrandi lahendamiseks on kaks pdhilist
teed.

I. Jdetakse funktsioon samaks ja minnskse i{ile flhe-
kordsele nurgale. Se juhul saadakse tan x suhtes al-
gebraline vdrrand, mis taandub vdrrandiks tan x = O
Ja biruutvdrrandiks tan x suhtes. Osa lahendeist

> ~
x=ki,x=%+kﬁ ja x=35’£+k/’7.' laseb end
kokku vitta kujul x, = k ¥ .

II. Minnakse file siinustele ja koosinustele; kirju-
tatakse esimene ning teine liidetav ithisele murrujoo-
nele, Lugejasse saadav avaldis on parajesti sin 3x,
mis tuuakse niiiild vOrrandi vasakul pool sulgude ette.
Peale veelkordset liitmist minnakse i{ile ilhekordsele
nurgale., Vdrrandi edasine lahendamine ei val;ista
raskusi. LOpuks tuleb kontrollida, kas leitud x vadr-
tused rahuldavad esialgset vOrrandit.

M
]

Vabanenud murrust, teisendame vdrrandi

[(1+ tem 8 - (1 - tan 8)][(1 - tan x® tan 2x] -

2 4 ten 2x] = O,
millest

tan 8 (1 -ttmx2

tan 2x) = tem X° + tan 2x.
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144,

145.

Siit
txztaan

tan 8 =
1 - tan x~ . tan 2x
ehk
tan 8 = tan (x2+2x).
Viimasest
XZQa-BskTL =0
Jja

x1'2=-1:\/9+k7-.
x1\=k_’f,kuix£2”-n'fi,kusnontusm,

=&, kui x £ 2® . n7, kus m on tHisarv.
Juhis. Vdrrandi paremat poolt tuleb korrutada ja
Jjagada avaldisega 2% gin ? « Seejdrel, rakendades

murru lugejas n korda Jirjest valemit 2 sinols cosol=
= sin 2ol , saab vdrrandi parem pool kuju

—sinx
£ gin i
Olles leidnud x v#drtused, tuleb kontrollida,
kas tingimused x > O ja sin -‘25 £ 0 on tiidetud.
Et .1n6 X ¢+ cos6 X = (sinz x)3 - (c:on2 x)3, siis on
vOrrand esitatav kujul

ain‘ X - sin2 x coa2 X + cos“ X = a,

mida teisendades saame

(azzln2 X 4 c052 x)2 -3 s:Ln2 x con:2 X =a

ehk ;

Bsinzxcosax=1 - &,
Siit

3 gin® 2x = 4 - 4a,
millest

sin 2xr = £ 55 - 3a.
Viimagest



146,

147,

k
=$"11-Larcsin (%\/5-3&) +kg,
k ST 0d A
x, = &3 arcein - $3 -3 +k"-§.

Parameetri a jaoks saame tingimused:
{3 -3<%,

3 =32a2>0,
millest

%(aé‘l.

—— :
Pdrast asendust cos x = \/1 - 8in” x on vOrrand tei-
sendatav kujule

2(a2+ 1)51.:12 x - 4a(a + 1) sin x + 3;2+ 2a -1 = 0,
millest

sin x =

2a(a + 1) "\AU - 8)%(a + 59

2(a +1)
Selleks, et antud vdrrandil oleks lahend, peab
(1-a)3@+1)20

ne2ae D V201 - ey, g,

2(a" + 1)
Siit leiame, et -1 a £ 1.
Vdrrandi lahendeiks on jirelikult

x-(-1)karcsin—La+1) -)\/ 21 -ea) ,
2(a +1)
+ kil ,kus -1¢& ag1

Ja

Esimesest vdrrandist sasme tingimuse 2 sin2 X +

+2c032y-1 = 0 ja teisest sin x + cos y + 3 =
Saadud v3drrandisiisteemi

{231n21+2c032y-1=0

sinx+cosy-1=0
lahendame sin X ja cos x suhtes; saame

- D0 =



148,

s:l.nx:%
{cosy:%;
Siit
x= (-DFF 4 kT,
{y=-3+2k1f

Rakendades asendusvdtet saame esimeses vdrrandis va-
baneda tundmatust x:

s:l.n2 (gg-y) +sin2y=£.
Siit

[singcoay-cos;rsiny]+sin y = 2

sinzg 1-cosig—_‘2_§ﬁ
cosag=2—z—ﬁ,

siis on viimane vOrrand esitatav kujul

2_95 cos’y - % sin y cos y + -Z—E-\E sin’y + sin’y = i.

Edasi teisendades saame vdrrandi

g(coaay-sinzy) -%smay+“—‘—°ngl=;}
ehk
V322 cosZy-s:Ln?«v‘l = 0,
Kasutades valemit sin 2y = V1 - cos? 2y, saame VOr-
randi cos 2y suhtes. .
[(4-2\[3) cos 2y+v/3- 2] cos 2y =

millest
cos 2y = 0 Jja cosZy:%.
Seega 2
g%lfff y2 = : é’ + kTo

Vastavad x v&ﬁrtnsed on

A



149.

150,

151.

152.

153.

—
x=2 ;wzk’i(
y = : "zr + 2k’lf
Juhis. Vdrrandite teisendamisel kasutada valemit

cosoL-ocoaﬁ:Zcoaifﬁ-coaiiﬁé-.

Et
tan (arctan 2 + arctan 3) =
ten (arctan 2) + tan (arctan = 2t =
- tan (arctan an (arcvan iy
siis
arctan 2 + arctan 3 =7£(4k -1).
——1“2"5 . Juhis. Kasutada siinuslauset ja nurgapooli-

taja omadust.

a

5 .

Otsitavaks summaks on 2( ol + /3 + 7 ) (joon, 1). Ules-
ande tingimuste kohaselt

F

Joon, 1- Joon. 2.



154.

155'
156.

157.

aVaa + 4h2
>y

tanY=1, tan/b:%, tanot:%,
¥y
tan X + tan 3 L
tan (dap) = PR ERE =1
( +/5) - Cancl e m/b 1_%.; ’
millest jareldub, et ol + M = 45° ja et y = 45°,
sils 2(ot + 3 + ) = 180°.

S}_*E_VZZ_ﬂ A
Kui tdhistada 13igu DB pikkus tihega x, siis AD =

= 2R - x (joon. 2). Kolmnurgast AD0 cot § = E=X
Ja kolnnurggst()l)B cot g = :. Lisades siia seosed

oL + = Z ja — = 2, saame kokku neli vdrrandit
viie tundlatuga. Asendades kahest vi:l.nasest

é & ja 2R = Sr eolnistesse vbrranditease,
aamo cot ; 5 = - s ' cot (E °‘) = -1: . Eliminee-
rides x’ saame van-amu

cot 2-Scot°2‘+6= o,
millest

%y = 2 arccot 2, = 2 arccot 3
ning otsitavad nurgad on 53°07' ja 36°53'.
Tihistades AD = n, Ja BE = m,, saame tdisnurksetest
kolmnurkadest ABF, AFE ja BDF vdrdused (joon, 3):

§-§+§n§=c2,
2 q 27 R
g.afgﬂbz-g.
(it 2

kus tundmatuteks on m,, WMy Ja c. Selle virrandisiist-
teemi lahendamisel saame

-~

10. i d o



158.

Joon. 3.

)gi‘{ 4
c = a + bz.

Mirkus. Ulesande lahendamine muutub veelgi liht-
samaks, kui kasutada valemeid, mis lubavad mediaa-
nide pikkuste ruute arvutada kiilgede pikkuste kau-
du, Nimetatud valemid on toodud raamatus D.I, Pere-
pjolkin, Elementaargeomeetria kursus I, Tallinn,
1951, & 71, 1k, 214,

Nurgapoolitaja omaduse pShjal on %; = -g ning konst-
ruktsiooni pdhjal b! + ¢' = a (joon. 4). Nendest -
vdrdustest sasme, et

ab ja ac

AT A 3y B,
Rakendame kolmnurkades CAD ja DAB koosinuslauset

v =02+ €2 - 2nl cos §,

cl2=02+ 22-2(:( OOS%.

Avaldades nendest vdrdustest cos % ja vdrdsustades
saadud avaldised, sasme

N



Joon, 4.

b> & Lz-b'z_c2+ T
2bC & 2cl ’

millest
2 2 &

e__qbc = be'” + cb! - c¥
-—£—+—c_

ehk, arvestades b' ja c¢' avaldisi,

{=\be - (%_.—"f)z & r:—-a«bc(luua)(b +c-8a).
159, Et (Jjoon. 5)

E X V—s—a._l_'@ z

¥l T o 2 e L
8
S 5
A/ K DAL
x tj V4
Joon, 5.

kus S on antud kolmnurga pindala, siis, liites
need vdrdused,saame

-



\/'§=V'S._,;-tVs_zo-\IS.3
s=(\l's‘1+\/§é+\/?3)2.

ehk

160, TOmbame 1#bi kolmnurga sees vOetud punkti P kolmnurga
killgedega paralleelsed sirged: HK || AC, GJ || AB ja
IL Il BC (joon, 6), Siis

8 c
z/ la \d F
b
6
Vo
A s 0
Joon, 6 . Joon, 7.
PF + PD + PE _ + PD + £y
IF + 4D + CE + 3 + E3 s i
= PF + PD 4 FE ={§.

4'2 <4 + +

4
161N V27,
162, Ulesandes kirjoldl.tlaxd viisil tekkinud ruutude pind-

alad 8% & & %5 ... moodustavsd 13pmatult ka-
haneva geomeetrilise progressiooni, kus 8, = aa;

Bo9e



163.

164,

qQ = %. Vaadeldavate ruutude pindalade summa on 232.

Olgu rombi kiilg x, Pole raske veenduda, et EF = BE =
= a ja EF_L BD EG = GF = % (joon. 7). Kolmnur-
gas ABE AE =Vx° - &, Jarelikult ED = x - {x°- &2,
Tdisnurksest kolmnurgast BDE
d.EG_ED. a 3
millest
e 2a(x- 12 - a2

Teiselt poolt

d=Va2+xn2=\/;2-axVx2-a2.

Seega
b\/sz -2xVx® - az, = 2a(x -sz - 12),
millest
st
X = o
bV4a® - b2
Rombi pindala
4
S=Xx.¢.8ac=z= 2a .
bV4a® - b
Et £ CAB = § (joon. 8),
b ¢ siis
AH = h * cot ‘-’z“ .
H B Trapetsi keskldik on
A V vdrdne 13igugs AH ja
0 Jérelikult trapetsi pind-
ala

S = b2 cot 5 .

Joon, 8 »

-7 -



165. Trapetsi pindala valemi pdhjal sasme seosed (joon.9)
(a + 3)(by + by) ="(a + )b, + (x + )by, (1)
(b + x)(b, + b3) = (x + 7)h, + (7 + Dby, (2)
(2 + )by = (x + 7)hy, (3
(a + x)h‘1 = (x + y)hz. (4)

Joon. 9 ,

Teisendame vdrrandi (1) kujule
(x = )b, = (a = X)h,.
Stisteemist, mis koosneb sellest vOrrandist ja vdr-

randist (4), saame

12 + y2 = 2x2 £5)

ning analoogiliselt vdrranditest (2) Ja (3) saame

b + x° = 2y°. - (6)

Vdrranditest (5) ja (6) moodustatud siisteemist leie-
me, et

* =X/§b2 + 632 ja ¥ ='ﬁ5:§ + SbE g

Kdrguste h,‘| Ja h2 leidmiseks kasutame iilesande tin-
gimusele tuginevaid vdrdusi:

(a +«b)h = 3(a + x)h,‘; (a + b)h = 3(x + y)hz;

(a + b)h = 3(y + b)h3.
Kasutaedes ka leitud x ja y avaldisi, sasme

e e



166. Olgu raediusele
AO = 2r kui dia-
meetrile ehita-
tud poolringjoo-
ne keskpunkt O,
(joon., 10), Punk-
tide 01 Ja C
flhendamisel tekib
vdrdhaarne kolm-
nurk 0100, mil-
Joon, 10 . les < o1oc =

= £ 0100 = ol , Jirelikult 41010 =20 .
Kaare pikkuse valemi abil leiamegi vastavate kaarte
plkkuste suhte, mis on 1 : 1.

167. Tdisnurkses kolmnurgas AFM on

=HNF - MN (1)
(joon. 11). Ulesande
tingimuste kohaselt on
AN =%r ja MN = 2r,
Jjarelikult
R Tr
RS
2
ning
NF =2R - 2r =

5
= 2 s 1 .
r(sin °2L ;

Agetades saadud tulemu-—
Joon. 11. sed vdrdusesse (1),
leiame, et




2
168.32§515
1%8ikajast.

o 2 130°,

. Juhis, Kasutada teoreemi ringjoone puutujast ja

169, Juhis, Esmalt konstrueerida 10ik p = b + ¢, seejdrel

b.c

18ik k = P

Jja p. Ldpuks konstrueerida 1l0ik x =\a

170.

kul neljas v3rdeline 13ikudele b, c

e + kz.

Olgu antud punkt P
(joon, 12). Konst-
rueerime PB || b ja
PC || a. Kanname
nurga haaradele a
ja b vastavalt
13igud OD = 2 OB

Ja CE = 2 OC, Saa=-
b dud punktid D ja E

Joon. 12,
171.

Joon. 13.

on otsitava sirge
8 10ikepunktid
nurga haaradega.

Et avaldada kiillge c kiilge-
de a ja b kaudu, joonesta-
me kdrguse h, (joon. 13).
Téhistame BE = x, Avalda-
me h2 kolmnurkadest AEC,
DEC ja BEC:

ng = b%- (¢ = 0,
2 2 2
hc=c -(%-X) s
hszlz-xz,



172.

173.

Sasdud vdrdustest leiame, et c¢ =V %(az + bz). Sel-
leks, et konstrueerida kolmnurka, konstrueerime kiil-
Jje ¢ ja seejirel a, b ning c kaudu otsitava kolm=-
nurge ABC. Kiilje ¢ konstrueerimisel konstrueerime

esmalt 13igu , _ “2 + b2 J8 seejhrel 1digu
0=V§k2=\l'25k'.k.={e -k:kns Z:%k—.
M#arkus. Kiilje ¢ avaldamisel on sobiv kasutada

Stuarti teoreemi, Vt. D.I, Perepjolkin, Elementaar-
geomeetria kursus I, Tallinn, 1951, lk, 213.

Konstruktsioon on lihtsalt teostatav, kui tugineda
lausele, et diameetrile (selleks v3tame k#esoleval
Jjubul ¢) toetuv piirdenurk on tdisnurk,

Tihistame kaatetid tdhtedega a ja b, Tuntud seos-
test a2 < b2 = ¢ Jja ab = hc leiame, et"

1 1
a:%(ch +2hc+\gz-2hc),
b= % (ch + 2he - Vca - 2he).
lesanne on lahenduv, kui hé% .
Tdhistades otsitava ruudu killje tihega x on illesande

tingimuste kohaselt x2 = Sp ehk 12=

=\p(p - a)(p - b)(p - c). Thhistades nifid p -a = K,
P-b=m p~-c=n, siis

X:VVpok-lon'; VVpok’Vmon‘,‘
Tshistades siin Vp « K= r ja VY. n' = t, sasme
X = Vre. 1
Selleks, et konstrueerida 10ik x, tuleb konstruece-
rida 18igud p, k, m ja n, Viimaste abil kdnsi;rueerida
13igud r ja t kui vastavad geomeetrilised keskmised.
Ldpuks konstrueerida 1ldikude r ja t jargi 10ik x.

1. ey s



174. Konstrueerime nurga }t

8 ja kanname selle ithele
haarale alates nurga
tipust A 10igu a, mil-
le otspunkti tzhistame
tihega B (joon. 14).
Nurga 31. teise haara
pikendusele konstruece-
rime 13igu AD = ¢ = b.

C b A c‘—b D Uhendades punktid B ja
D, sasme kolmnurga ABD,
Joon, 14 . Kuil tshistame otsitava

kolmnurga kolmanda ti-
pu tdhega C, siis BC = AC + AD, s.t. et kolmnurk BCD
on vdrdhaarne, Punkt, kus kiilje BD keskristsirge
18ikab sirget AD, ongi otsitava kolmnurga tipp C.

175, Antud 10ikude a
ja c = b ning
nurga /5 abil
konstrueerime
kolmnurga BDC
(joon, 15). See-
Jjdrel konstruee-
rime 13igu CD
keskristsirge,
mis 13ikumisel
kiilje DB piken-
dusega m#irab punkti A esukoha, Uhendades punktid A
ja C, saamegi ndutud kolmnurga,

Joon, 15.

176. Olgu antud nurgad o¢ ja 3 ning imbermddt il. Konst-
rueerime kolmnurga nurkadega ct ja ﬁ « Saadud kolm-
nurk on sarnane otsitava kolmnurgaga, Et sarnaste
hulknurkade iimbermdddud suhtuvad nagu vastavad kiil-

i c
Jjed, siis -% = —01 ((11 Ja ¢, on konstrueeritud kolm-

NEE



177.

178.

179.

180,

nurga {imbermddt ja killg). Kolmnurga kiilje ¢ konstruee-
rime kui neljanda vdrdelise l8ikudele c,, @, ja . Ot-
sitava kolmnurga konstrueerime nurkade oo ja /6 ning
kiillje ¢ jargi.

Konstruktsiooni viime l#bi kahes osas: 1. Leiame me-
djaani kui antud 1dikude geomeetrilise keskmise.

2. Eonstrueerime rddpkiiliku kahe killje ning killgede~
vahelise diagonasli abil.

Avaldame otsitava 13igu c¢ trapetsi aluste a ja b kaudu.

Trapetsite, milleks 13ik c Jabtab trapetsi alustega a

ja b, kdrgused tihistame siimbolitega h.1 Ja h2. Niiiid
BErCe c+b

W=7 B

5=
Ja &
a +b _a+c c +
b Be) ' Sl b TETR B0
Siit
°2=32+b2.

Selleks, et konstrueerida 13iku c, konstrueerime

2 2

esmalt 13igu k = Va2 + b2, Edasi konstrueerime 18igu

c kui k ja 12‘» geomeetrilise keskmise (¢ = \rk o ZE).

Kogu konstruktsioon taandub otsitava ringi raadiuse x
konstrueerimisele antud ringide raadiuste r ja R
Jjérgi.

Kuna pindalade vahel kehtib seos JTRZ - I r2 =

= 'lsz, siis x = \‘Rz - rz,' mis annabki v3tte raadiuse

x konstrueerimiseks.

Olgu kolmnurga alus a ning kdrgus h ja ristkiliku kiil-
jed b ning c, Tidhistame otsitava ristkiiliku kiiljed
siimbolitega x, Ja 12.

Vastavalt iilesande tingimustele Xy ¢ X5 = S— « h ja
Xq + Xy = b + c. Kui konstrueerida esmalt 18igud

k = Vg « L jas=D>b4+ c, siis v3ib 1dikude X4 Jja X,

SEPA



konstruserimist vaa~
delda kui ruuntvidrrsn-
¢ — Ax®-ex+k=0
lahendite konstruee—
rimist (vt. ilesanne
K ' 181).
Loigud x, Ja x,
’ v3ib konstrueerida ka
A D 3 otse seoste « X, =
k2, x, + xle 8 pgh-
Joon, 16 . jal (joom. 16). Sel-
leks konstrueerime ldigule s kui diameetrile (4B = 8)
t#isnurkse kolmnurga (ABC) kdrgusega k(CD = k)., Otsi-
tavateks 1l3ikudeks x, Ja x, on 13igud AD ning DB,
Konstruktsiooni Jigsuses pole raske veenduda.

181, Vaatleme eraldi kshte juhtu.

1. Punktid A ja B
aguvad samal pool
sirgete 13ikepunkti
M (joon. 17), Ules-
snne on lahendatud,
kui on teada kas
punkti C v3i D asu-
koht, Téhistame
MD = x, MA = 8,
Joon, 17. ~ NMB=Db, CD =c¢c.

: Viimased kolm 13iku |
on teada, otsitavaks on x, Rakendades teoreemi ring-
joone l3ikajatest, saame ab = x(x = ¢) ehk xP‘ - CX -
- ab = O, Eonstrueerime esmalt 13igu a * b = ha,
seejirel vdrrandi X° = ex = h° = O lshendid

xe§ty (§)2 + b°, Selleks leisme kBigepeslt 13ign

k = V(?‘:;)2 + B2 ja seejirel 161§ud Xy,2 = g 2 %) -Bita

-84 -



182,

183.

on ithtlasi teada otsitavast ringjoonest kolm punkti
(A, B ja D) ning kogu tllesanne ongi lahendatud,

2. Punktid A ja B asuvad teine teisel pool sirgete
10ikepunkti M, Kasutame samu t#histusi mis eelneval
Jubul, Rakendades teoreemi l3ikuvatest kddludest,
jOuame vOrrandini x2 - ¢cx'+ ab = 0, LOigu x konstruee~
rimine toimub pdhimdtteliselt samal viisil kui eelne-
val juhul, ;

M#rkus, Vorrandite lahendite konstrueerimise kohta
vt. D. I. Perepjolkin, Elementaargeomeetria kursus I.
Pallinn, 1951, $76, 1k, 228-232.

On antud ringjoon keskpunktiga 01 ja raadiusega T,
ning sirge s, Tdhistame otsitava ringjoone raadiuse
tdhega R, .

Vastavalt filesande tingimustele peab otsitava ring-
Joone keskpunkt asuma v3rdsel kaugusel nii ringjoonest
keskpunktiga 0,1 kui ka sirgest s. Seega on {ilesanne
lahendatav geomeetriliste kohtade meetodil, Selleks
Jjoonesteme sirgele s kaugusel R paralleelsed sirged
84 Ja 8, ning ringjooned keskpunktiga 01 ning raadius-
tega r, + R ja r, - R (kui T, > R).

Saadud ringjoente ja sirgete 1Jikepunktid on otgi-
tavate ringjoonte keskpunktid, sest nad asuvad ring-
Jjoonest keskpunktiga 01 Ja sirgest s vOrdsel kaugusel.

R Olgu P, Q ja R
antud punktid
(joon. 18). Vali~
me kolmnurga PQR
fthel kiiljel (RQ)
suvalise punkti
A' ja konstruee-

y rime punkti B!

P 56 Q nii, et QB'= QA',

: punkti B" nii, et

c)

Joon, 18 .

e



184,

185,

PB" = PB', ja punkti A" nii, et RA"™ = RA', Sirge~

te B'B" ja A'A" 13ikepunkti tidhistame tihega C'. Te0s-
tame kolmnurga A'B'C' sarnasusteisenduse tipu Q suhtes
nii, et C' teisend C tuleks kolmnurga PQR killjele PR.
Saadud kolmnurga ABC tipud on otsitavate ringjoonte
puutepunktideks,

Vaatleme eraldi kahte juhtu:

1. Sirge AB on paralleelne sirgega s, Vaadeldaval
Jjuhul on iilesande lahendamine lihtne, sest otsitava
ringjoone keskpunkt peab asuma fthelt poolt vdrdsel
kaugusel sirgetest s ja AB ning teiselt poolt 13igu
AB keskristsirgel. Lahendeid on ks,

T

Joon, 19.

2, Sirge AB 13ikub sirgega s punktis M (joon. 19).
Ulesande lahendamiseks tuleb leida puutepunkti T asu-
koht, Tdhistades MT = x, AM = a ja Bf = b, saame
ae+b-= xz. Saadud seose pdhjal konstrueerime 13igu
X, Sellega on punkti T asukoht leitud ja otsitavaks
ringjooneks on ringjoon 1#bi punktide A, B ning T.
Lahendeid on kaks, sest punkt T v3ib asuda m3lemal
pool punkti M,

Et a2 = c2 - b2 ehk
82 = (¢ - b)(c + b), )
siis
2 logy, . a =1+ log,  (c=0D), (2)
2 log, ; a =1+ log, , (b +c). (3)

ong T



Kasutades seoseid (1) = (3) teisendame korrutist
4 1°3b+c a . logc_b a Jargmigelt:

4 10gp,, & " 1B p 8 =12
+ 108y, (¢ = b) 1log, 4, (b +¢c) + 1ogy .. (c =Db) +
1+1 + logy (c = b) +

L losc_b (b + c)

2 2
a S
+ losc_b (b + c) 2 1°5b+c P+ ¢ * 1°Sc_b R T

=2 1°5b+c a+2 1°80-b &

2 1°8b4-c a - logc_b as= 1°Sb+c a + logc_b a,

187. Et CD = CF = r (joon.20)

ja AE = AD = b - r ning
EB = BF = a - r, siis
AB = AE ¢ EB =

b 0 =b-r+a=-r>r, Et

bt CI;E aga AB = 2R, siis

&r‘ 2R = a+ b= 2r enk

¢ E— o B a+be2r s+ 2R,

Joon, 20 .

188, Ulesanne on lahendatud, kui tBestameﬁxet ¢ =/§
(joon. 21). Kolmnurgast KEF tan({) = g¥ Ja kolmnur-
gast CKB BK = a cosp . Et leida KF = x, joomesta-
me IM || EK, Kolmnurkade FEK ning FDM sarnasuse pdh-
Jjal

ﬁ_HK#x ohk MD = EK _ MK

Siit

Z=H. (1)



189,

-Leieme jdrgnevalt 13igud
EK, MK, M, :

1) MK = } CK, sest
AD = DC ja IM || AB, Kolm-
nurgast KCB viime kirju-

tada, et KC = a sinf8 ja

seega MK = CM =§sin/3 .
X 2) Kolmnurgast CIM leia-

me, ot M = CM - tanp

ja 1) pdhjal IM =

» % sin@ temp =
Joon '%—Bi‘f‘g 3
¢ 5 "2 cos
3) Kolmnurgas CEE

«BCE = < CEB = 90° - f
je jirelikult BC = EE =
4) EE = BE - Bk = a - a cos 8 =2asin2€.
Asendades seoses (1) 13igud EK, MK, IM ja EE leitud
aveldistega, saame

2a gin® g 8 sin AR
a :g:pg D hin® g 2 sinz é
a cos P .
a sinp coep

Leiame niiid tan = U

= tan g o Bt Piia fon mdlemad teravnurgad, siis

(P =
Mirkus. Esitatud lahendus op Viljandi C,R. Jakob-
soni nim, Keskkooli Jpetajalt B, Henrichscenilt,

Kasutades koosinusteoreemi sasme antud pindala avai-
dise teisendada kujule

sgab.coaf .

Et aga kolmnurga pindala avaldub valemiga




190.

191.

s =~ab aingf s

siis antud juhul peab

cos 5" = s:l.nbt ’
millest jareldub, et x = 45°, ;
Vaatleme A ABC (joon., 22), Olgu tema iimberringjoone

raadius R ja siseringjoone raadius r. thendades kolm-
nurga ABC kiilgede keskpunktid, saame A A,,B,‘C,‘, mis
B

Joon, 22 .

on kolmnurgaga ABC sarnane, Et kolmnurga A,]B,‘C,1 {imber-
ringjoon raadiusega R, on kas kolmnurga ABC sisering-
Jjooneks v31i asub osalt vdljaspool seda kolmnurka, siis

Ry > .

Et kolmnurga ABcbﬂlberringJo;one raadius
R = 2R1,

siis
R> 2r.

Olgu D kdrguste l3ikepunkt ja O iimberringjoone kesk-
punkt (joon. 23). Tuleb tdestada, et OE = % AD.
Et 5 ABD ~ 4 OFE, siis

OE _EF _1
XD~ AB 520
millest m:%u.

12, - 89 -



Joom. 25 i

192. Vaatleme kolmnurke ABM (joon. 24). Nurgapoolitaja
(EM) omaduse pdhjal

xX_¢&-X m.fzagc-zz

A ) <
Joon, 24 .
Samal viisil seeme kolmnurgast AMC vOrduse % =
= 2.&..;_1). . Jagades viimaste vdrduste vastavad pooled

omavahel, saame virde

X _¢Ct=Xx
TTb-3°

millest jéreldub, et ED || BC. Seega A AED ~A ABC.

193. Eolmnurga nurgapoolitaja pikkuse jaoks saime {ilesan-
des 158 avaldise



4 =F%"3Vb°(b +¢c=2a)b+c+ a).
Seega

h=ﬁ—c\fbc(b +c=a)b+c+ a),

%:ﬁ-—a‘/ac(a +c=-b)a+c+b).

Eelduse pShjal & = lb . Lihtsustades ja kasutades
tdhistust a + b + ¢ = 2p, sasme
(a - b) [4p(p~ b)(p-a) + ab(p-a) + (p-b)a+ ‘pbaj = 0.

Et p > Db ja p > a8, sils on nurksulgudes olev avaldis
igal juhul positiivme (s.t. # 0). Jdrelikult peab
kehtima tingimus a = b = O ehk a = b,

194, Kolmnurkadest ABD ja ADC leiame, et
. cz =£§+c'2+2c' . DE,

¥ =f2+v® o200 . mm
(joon, 25). Elimineerides DE, saame vdrduse
bre? + c'b2 =£§(b' +c') +c''(c! +b*).
Tehes siin asenduse

Joon. 25,

P
Ja. b 5 o

c! =

bfc
5

ning teisendades saadud vdrdust, sasme tulemuseks

e B



be(e! + b?) = [i (b' +¢') + b'c'(b' + ¢c?)
ehk
LR .
(’la = bc - blc?t,

195, TOestame esmalt, et nelinurk OPRT on rddpkiilik
(joon, 26), BMDK on rodpkiilik, sest BK = DM ja
BK |} DM. Jdrelikult BM || KD. Analoogiliselt saab

Joon, 26 «

ngidata, et AL || NC, Ueldust jairgnebki, et nelinurk
OPRT on rdtpkiilik, Leiame pindala SO

PRT*
= Sk 4 2

Pole raske n#ha, et SABL = SCDR =x Q Ja SBCH =
= Sypp = % Q. Selleks piissb vaid 13ikude IN ja M
joonestamisesi, Uhelt poolt

Soprr = @ = (Sypr, *+ Spey * Scow * Saxp’ * Sprp ¢

- - L 1

- *SCMR’SDN'!*SLKO‘Q % EQ*SBLP*SCMR’

+SMT+SAK0=SBLP+SCIIR+SDNT+SLKO' 1)
Teiselt poolt aga

S
OPRT = Q = (Sgap + Sgpp + Spop + Sppp):  (2)
Kolmnurkade CDT Jg CMR sarnasusest ning suhtest
cM _ 1 1
= = Jdreldud etsﬂz ehk S =hig
) Badh- ’. cor ¥ cDP CMR

Analoogiliselt saab ndidata, et SBCR =4 SBLP
’

- g8



196.

197.

Spop = * Spwr 98 Sppp - 4 5, . Asendades leitud tule-
mused vdrdusesse (2) ning arvestades vordust (1), saa-
o 1
p !
Sgprr = @ = % Sgppe  ©Bk  Sgppe = 7 Q.
LA+ 2B =2 + 24 =180°, millest v +4 = 90°.
= € H ¢

Joon, 27.

Jirelikult « ENM = < ANB = 90° (joon. 27). Seega on
r86pkillik NKIM (BE {| GD ja AE| PC) ristkiilik, Ja&b
veel tdestada, et ristkiiliku NEKIM diagonaalid NL ja KM
vdrduvad rodpkilliku kahe lihigkiilje vahega.

Et AE = AB, siis ED = AD - AB ja et nelinurk ENLD
on r&Spkilik (NE | LD ja NE = LD), siis ED = NL, J&-
relikult KM = NL = AD - AB,

Kuna kolmnurgad DEM ja AFE on vdrdsed, siis ME = EF
(joon, 28), Jirelikult ka DK = KL, Analoogiliselt saab
ndidata, et KL = LB, Seega

DK = KL =LB
c 8
L
F
DVE A
M !

Joon, 28

-93 =



198. Pikendame r8Ypkiiliku kiilge AD 1l3igu % AD v3rra (joon,

29). Saadud 13ik AD, on jeotatud n + 1 vdrdseks osaks.

AP T
Joon, 29.

Joonestades 1ldigu AD1 igast jaotuspunktist (D1 kaasa
arvatud) paralleelsed 13igud 13iguga PB, jaotub nur-
ga CAD, haar AC n + 1 v6rdseks1osaks. Oks neist osa-
dest_on AQ. Jarelikult AQ = g—— AC.

199. Juhis., PSestuseks joonestada nelinurga diagonaalid
ning veadelda kolmnurki, mille keskldikudeks on neli-
nurge kiilgede keskpunkte ithendavad 1ldigud.

200. Veendume esmalt, et kehtib vdrdus

; Sprc = Spar * Spac

B (Jjoon. 30). Jooni-
selt ndeme, et

Spar = S8 Ja
FC  BM
Spp = B R,
Jirelikult

Spar * Sppe =

=-D%(AK *B')o

Joon, 30,



Trapetsis AKMB on EL keskl3iguks, mistdttu AK + Hi =
= 2 EL, Seega

Spap * Sppc = OF * EL.
Et aga DF =%C-, siis

Spec = Spar *+ Space
Lahutades niiild viimase v3rduse mdlemast poolest kolm-
nurkade DGF Jja FHC pindalad, sasmegi

Sgare = Sagp * Spmc.
201. R86pkiilikud ABCD ja APIM on sarnased, seega

D ,C

AD _ AB
M~ IP

(joon. 31), Bt

- %, siis ka

ﬁ % ﬁ, millest

E
K
o T
- R

Joon, 31,
202, Tuleb tJesteda, et
BD? + ACZ = AB® 4 CD? + 2BC « AD

l‘ly

F 0
Joon, 32,

- 98



(joon, 32), Kehtivad seosed

BD® = ABZ 4+ AD® - 2AD « AE

Jja
ac® = cp? + AD? - 24D .+ FD.

Liites need vdrdused ning arvestades, et

AD - AE - FD = BC,
saamegl soovitud tulemuse

BD? + ACZ = AB® + CD? + BC » 2AD.

203. Olgu trapetsi aluste keskpunktid K ja L, Pikendades
haarasid, ssaame
M kolmnurga AMB, Et
trapetsi alusnur-
kade summa on ?ﬂ
¢ D giis on nurk M
tdisnurk (joon,
33). Seega

mx:%g

Ja et

Joomn, 33. %:r‘fw,

siis leiamegi, et KL = AL = CK.

A L .

204, Tdestuseks tdmbame trapetsi tipust C 13igu paralleel-
selt diagonaaliga BD kuni 13ikumiseni aluse AD piken-

B ¢ :

A D E

Joon, 34 .

Y



dusege punktis E (joon. 34)., Kolanurk ACE on vdrdhaar-
ne, seetdttu L CAE = LCEA. Et ~CEA = £ BDA, siis on
kolmnurgad ACD ja ABD kongruentsed ning jéarelikult

AB = CD.

205. Juhis, Tdmmata 13ik OC, Vdite Oigsus jérgneb kolmnur-
gast AOC, kus 4L ACO = AL.DAC.

206, Kui punkte O, A ja B ldbiv ringjoon 1#bib ka punkte G
Ja H, siis peavad k33lule AB toetuvad piirdenurgad,

8 C mille tipud on punkti-
des G, O ja H, vOirdsed
. olema (joon. 35). N#i-
X tame seda. Selleks ar-

vutame:

A £ ABC = 252 ,180°=
= 108°;
F = .2 =

Joon, 35.

L AGB = 180° - 72° - 36° = 72°.
Seega £ AOB = <4 AGB = < AHB,

207. V= Y2 . 1. 3aw’t. gin®fh
sin“(oC + 3)

208, Juhis. Avaldada AH, HC ja HB, mis on omavahel v3rdsed,
kiilje a kaudu (joon. 36). Ulesande:; toodud vdite tdes-
tamiseks niidata, et kolmmurgad AHC, CHB ja BHA on
tdisnurksed. Selleks kontrollida nimetatud kolmnurka-
des Pltagorase teoreemi kehtivust.,

209, B¢ V=5, + B Ja S, = 8% gin e , siis ju&b sinsaks

otsitavaks kdrgus BD (joon. 37). Selle leidmiseks tdm—
bame BC L AE; ka DC L AE, Edasi

/3.
T



Joon. 36 .

kolmnurgast ABC BC = a sin o ja AC = a cos X,
kolmnurgast ADC DC = a cosou « tan ;‘

ja kolmnurgast BDC BD2 = az sinzoc - az coszo(,tanz g’.

Joon, 37,

Pérast teisendamist

ol ol
BD = a«_ sinzr.sinz
cosz

ning
V=2e’ sin;\/si.nz;. sin°2".

-~ 08 =



210, Téhistame neljanda kera raadiuse tdhega x. Suuruste x
ja r vahelise seose leidmiseks vaatleme korrapirast

piramiidi 0102030, kus O,, 02 Ja O3 cn pdrandal asuva-

1
te kerade keskpunktid

ja O on neljanda kera

keskpunkt (joon. 38).
Piireamiidi pOhiservad

on 2r ja kiilgservad

X + r. Neljanda kera

madalaim punkt Q(0Q=x)

asub piiramiidi kOrguse

OP peal pdhjast 010203

03 %r kdrgusel. Seega
Joon, 38 - 0P = x + %r.

Kolmnurgas O1OP O1P = 3%!5 ning (r + x)2 -

= (2—?5)2 + (x + %11')2 ja siit x = -1er.

XIV matemaatikaoliimpiaadi 13ppvooru
annete lahendused.

1. Bt eelduse pdhjal a « b » ¢ # 0, siis ka a £ 0, b £ 0,
¢ # 0 ning antud vdrrandisiisteemi saab esitada kujul

A

+
+

+

TREVIRNEVIEY

N N Y
.4 ]

ol ol @

Siit leiame, e

T



e 2abc
Bl v kus ac + bc - ab £ 0

2abe
B v e kus ab + bec = ac £ 0
o 2abc
LR e e 1 kus ab + ac - bec £ O,

2. Et log, 10 = lgs 19 . mj;‘? siis
2
log a + log, 10 = log a + IB%—; = Llssrgé—zﬁ—l =
_(log a & 2 2 log a + 1 + 2 log & _
= £—-5h-l——-—-IEEEE———Jl———-—l-E- =
_flog a - 122 + 2 log a
= og & o

Kui a > 1, siis log a > O ja seega on viimase murru lu-
geja ja nimetaja positiivsed suurused. Niiiid v3ime aga
kirjutada, et

2
log a - 2 a 2 log & _
L_JL____Q%E____AQE__ y 452- 2.

+
a
Seega 1og a + log, 10 » 2.

3, Mesande tingimuste kohaselt

%ir’c + [% (r+2) - %'Jfrz’]b = %7&(1' +2a)Ya
ehk -
cr5 + {(r + 3)3 - rB]b =(r + a)5 d.
Suurust r on siit sobiv avaldada jérgmiselt:

(r+a)(b -a) = P2 = ¢),

millest
(r;a)ng:c
ning
r= A .
b =-c
| o5 Gl

- 100 =



Et ilesandel oleks mdte, peab olema

5\/{—:&- 1>0,

millest :

DA A Lo ¥ 6 A-Lh
Esimesest vOrdusest nieme, et filesande tingimused on
tdidetud ka siis, kui b = ¢ = d. Sel juhul v3ib balloo-
ni raadius r (samuti ka seina paksus a) olla kuitahes
suur,

4, Bt V2 =V3 . V2 43 = 1, siis on sobiv teha asendus

V2-\/§= a.

Sel korral \é % o3 ning vdrrand sasb kuju

s
ax+%=‘+,
millest
b 4 X 1
a* =2 +\V3 ehk a* = ——
\a
Ja
lxuz-ﬁ ehk ax-.:\/—.

Seega on vdrrandi lahendeiks
i %
11 ='-3 Ja X5 = B
5. Ulesandes antud tingimust v3ib kirjutada kujul
3 gin B = sin 2 A ¢ cos B + cos 2A « sin B

ehk
3 tan B = sin 2A + cos 2A * tan B,
millest
sin 24
oxhalieit G 5 ek

Esitame tdestatava vOrduse vasaku poole kujul
tan A + tan B
T—tan K - gan B

-1M0M -~



Ja asendame siin tan B leitud avaldisega, saame

in 24
tan A + -5---2-
3 = cosA
’
1 - ten A o SLE2A

3= cos" A
mis pirast teisendamisi taandubki kujule 2 tan A,

- 102 -~
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