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Sissejuhatus

Matemaatiline statistika on iseseisev rakenduslik mate-
maatiline distsipliin. Ta baseerub tdendosusteoorias valja-
tootatud mbistetel ja meetoditel, kuid lahendab teistsugu-
seid Ulesandeid kui tdendosusteooria. Toendosusteoorias tos-
tatakse valja mudel juhusliku katse kirjeldamiseks ja selle
péhjal arvutatakse mitmesuguste sindmuste tdendosusi (s-t#
prognoositakse sundmuse toimumiss suhtelist sagedust katse
paljukordsel kordamisel). Matemaatilises statistikas lahtu-
takse katse paljukordsel sooritamisel 3aadud tulemustest ja
pluttakse nende pbhjal teha jareldusi katse Kkirjeldamiseks
sobiva tdendosusliku mudeli kohta.

Matemaatilises statistikas tehtavate jarelduste omapéa-
raks on asjaolu, et need jareldused vOivad osutuda ekslikeks.
Tootab ju matemaatiline statistika niisugustel eeldustel,
kus kdik teised matemaatilised distsipliinid lakkavad toota-
mast - informatsioon Ulesande OGigeks lahendamiseks on ebapii-
sav. Matemaatilises statistikas tootatakse valja kriteeriu-
mid ja reeglid teatud mdttes optimaalsete jérelduste tegemi-
seks niisuguses olukorras. Tehtavatele jareldustele lisatak-
se sageli ka arvuline hinnang nende usaldatavuse kohta.

Kéesolev metoodiline juhend tutvustab matemaatilise sta-
tistika aluseid: votame kasutusele klassikalise mudeli sta-
tistilise andmestiku kirjeldamiseks, 8pime tundma matemaati-
lise statistika pohilist todvahendit ja vaatame kolme titpi-
list matemaatilise statistika Ulesannet - parameetrite hin-
damist, usaldusintervallide konstrueerimist ja hipoteeside
kontrollimist.

Tuleb markida, et matemaatilise statistika areng kulgeb
kahel tasandil: Uhel tasandil toimub mudeli valjaarendamine,
selle keerukamaks, Uldisemaks ja jar"slikmit ka abstraktse-
maks muutmine, Uha uute tdendosusteooria vahendite kasutuse-
le votmine. Teisel tasandil aga toimub matemaatilise statis-
tika praktilise kilje arendamine: tema kasutuspiirkonna val-
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ja selgitamine ja avardamine, mudelite tookindluse uurimine,

160 konkreetsete rakendustega. Loomulikult on need tasandid

tegelikus elus omavahel tugevasti seotud. Matemaatilise star*
tistika Opetamisel on aga voimalik valida vaid (ks neist ta-
sanditest, teise olemasolu praktiliselt ignoreerides.

Arvestades tegeliku to0 kogemust ja rakendusmatemaati-
gyte matemaatilise statistika kursuse mahtu on kdesolgvas
Oppevahendis pittud leida mingi vahepealne tasand: pohialus-
te esitamisel kasutada suhteliselt lihtsaid tdévahendeid ja
klassikalist mudelit, pohillesandeid aga lahendada ka prakti-
listes situatsioonides. VBimalik, et niisurune kompromiss
lubab rakendusmatemaatikul vajaduse korral end suhteliselt
lihtsalt Uhele vOi teisele matemaatilise statistika tasandi-
le sisse tootada.

Jargnev Oppevahend on jagatud teatud mdttes tervikli-
keks paragrahvideks. Igale neist jargnevad uUlesanded, mis
Opetavad kasutama selles paragrahvis esitatud mdisteid ja
toovotteid. Peaaegu iga paragrahvi 18pus on mdned kisimused
tdendosusteooriast, millele vastamata on vdoimatu mdista sel-
le paragrahvi matemaatilist sisu. Viimasena tuuakse ara luhi-
kokkuvote - kuhu oleme joudnud ja mis on meie eesmargiks
jargnevas paragrahvis.

Autor on tanulik kolleegidele Bne Tiidule» Malle Kax-
linile ja Tonu Tiitsule kasikirja labilugemisel tehtud si-
suliste markuste eest nhag Lyvia Joesaarele kasikirja tehni-
lise vormistamise eest.



Sagedamini kasutatud diskreetsed tdendosusjaotused

Nimetus ja ‘“Parameeter Toenaosus- Keskvaar- Disper-
luhitéhis funktsioon tus sioon
Bernoulli 0;<K 6< 1 X@-0)I'x™ - 0o 8 .-°
B(1,0) - x=0,1
3incomjaotus e ;o< e 41 c¥ ( i-8)nm mO mo( 1-2)
B(m.S) x=Q jly**>fl
i )
Geomeetriline 90 <8< 0(1-0)X d-6)/e (1-0)7s&"
O x=0;1, —-
Poissoni e A x X Ar X X
P bl X—0015 eee

Sagedamini kasutatud pidevad toendosusjaotused

Nimetus ja Parameeter Tihedusfunkt- Keskvaar- Disper-

lbhitahis sioon tus sioon
Normaaljaotu3 H ;®K<0 1/(R?2d)e" " X2
K( 0«6 “Z0X £ 0
Cauchy 10; —o<6ro0 1A BA+(x-0)2§ 00 (60)
) ~@<X <00 ]
iksoonent- n%0< o -E s i 2
jaotus i 1A 2
EG) x 0 |
Uhtlane & i/(e2-6.,) [(62+a,)/2  (B,-e<f/4i
u (01562 ) rrx 062



81. Matemaatilise statistika pShimdisteid

Igailks, kes asub tegelema matemaatilise statistikaga,
puutub kindlasti kokku kahe mdistega - kohtab termineid va-
lim ja Uldkogum. Putame esmalt avada nende moiStete sisu,
seejarel tutvume aga matemaatilise mudeliga, mida kasutatak-
se nende objektide kirjeldamiseks.

Valimik3 nimetatakse konkreetseid uurija kdsutuses ole-
vaid mdotmistulemusi. Tavaliselt on niisugused mdotmistule-
mused esitatavad arvudena, uurimisobjektil mdddetavat naita-
Jat nimetatakse matemaatilises statistikas traditsioonili-
selt tunnuseks.

Uldkogumiks nimetatakse uuritava tunnuse vaartuste hul-
ka objektide vOi indiviidide kogumis, mille kohta valimi pdh-
jal soovitakse jéareldusi teha.

Toome méningaid naiteid valimi ja uldkogumi kohta.

Naide 1.1« Oletame, et soovitakse hinnata teatavas et-
tevittes toodetavate aparaatide tookindlust, seda iseloomus-
tavaks nditajaks vOetakse aparaadi tdrgeteta tootamise aeg.
Valitakse 10 selle ettevdtte poolt toodetud aparaati ja re-
gistreeritakse neil vaadeldava tunnuse vaartus.

Valimi moodustavad andmed labikontrollitud aparaatide
kohta, Uldkogumi - andmed kdigi selle ettevdtte poolt toode-
tud ja toodetavate aparaatide kohta.

Naide 1.2. USA-s, kus presidendi kohale kandideerib
reeglina mitu isikut, korraldatakse enne valimisi kisitlusi,
mille eesmargiks on hinnata presidendikandidaadi sansse va-
litud saada. Kisitletakse teatud arvu haalediguslikke koda-
nikke, registreeritakse nende arvamus - kas kiusitletu kavat-
seb haddletada teatava presidendikandidaadi poolt vOi mitte.
Valimi moodustavad siin kisitletutelt saadud vastused, uld-
kogumi - kdigi hdalebiguslike kodanike arvamused.

Naide 1.3. Soovitakse uurida punkrikaalus ja aidakaalus
registreeritud teravilja saagikuse vahekorda. Selleks regist-
reeritakse 20 majandi andmed. Valimi moodustavad registreeri-
tud saakide paarid, uUldkogumi - kdikide ENSV majandite and-
med vaadeldaval ajavahemikul,

Nagu naeme, vOib Uldkogum olla 16plik vOi I8pmatu, si-
saldada ainult tegelikkuses eksisteerivaid andmeid voi li«



saks neile ka potentsiaalselt vdimalikke andmeid. Uhine on ap.
kdikidele Uldkogumitele see, et uuritavate tunnuste védrtused
pole kdikidel objektidel Uhesugused, uuritavale tunnusele on
Uldkogumis omane muutlikkus. Plldes valimisse  juhuslikult
uldkogumi t3e vOi teise objekti, registreerime tunnuse eri-
nevaid vaartusi. Juhuslikult valitud objektide m¥dimissi saa-
dud tulemuste jada iseloomustavate seaduspédrasuste kirjelda-

miseks voetakse matemaatilises statistikas kasutusele
teatav toendcsuslik mudel - uuritavat tunnust kasitletakse

kui juhuslikku suurust. Selline mudel vbimaldab eralduda tun-
nuse vaartuse kujunemise konkreetsest mehhanismist, Uldkogu-
mi konkreetsest olemusest ja kasitleda koéiki tldkogumeid Uhe
skeemi jargi: "musta kastina'', rais vastuseks uurija igale ki-
simusele genereerib Uhe konkreetse juhusliku suuruse vaartu-
se (VOi konkreetsete juhuslike suuruste vaartused). Kui tege-
mist on Uhb tunnusega, Kirjeldab selliselt abstraheeritud
tildkogumit taielikult teatav tdendosusjaotus. Uldkogumi konk-
reetset olemust arvestades on 3ageli voimalik selle tdenao-
susjaotuse tilp kindlaks madrata. Kui tegemist on mitme tun-
nuse Uheaegse uurimisega, vOib Uldkogumi kirjeldamiseks kasu-
tada aga mitmemdotmelist tdendosusjaotust voi mingit uurita-
vate tunnuste Uhist kditumist kirjeldavat seost* Matemaati-
lise aparatuuri rakendamiseks tuleb uurijat huvitav probleem
sOnastada kasutusele voetud mudeli abil.

Vaatame tdenaosuslikke mudeleid, mida sobik3 kasutusele
votta eelnevate naidete puhul,

Haide 1.4« Vaatame ndites 1.1 toodud probleemi.. Objek-
tiivset® andmete saamiseks tuleks mB6detavad aparaadid va—
lida téiesti juhuslikult (nditeks teataval hetkel laos ole-
mas olevate aparaatide hulgast). Vaatlustulemusi vdime siis
vaadata kui teatava juhusliku suuruse katses saadud vaartu-
si. Selle juhusliku suuruse - uuritava tunnuse - tépsemaks
kirjeldamiseks tuleb mddrata tema tdendosusjaotus. Lahtudes
Ulesande sisust vOiks selleks valida eksponentjaotuste
perre kuuluva toendosusjaotuse. Tuletatakse ju see tdendo-
susjaotuse tiup tdrgeteta todtamise aja kirjeldamiseks ka-
hel usna loomulikul eeldusel:
1D tdrke tekkimise tdendosus ajavahemikul x+y tingimusel, et
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ajavahemikul y torget ei tekkinud, on vBrdne torke tekkimi-
se toendosusega ajavahemikul x (Jarelmdju puudumise noue;
P(X > xty IX>y) = P(X>X);
2) torke tekkimise toendosus lihikese ajavahemiku jooksul on
vordeline selle ajavahemiku pikkusega.

Kui  eksponentjaotus  toepoolest sobib (oma kursuses
vaatame ka meetodeid valitud mudeli sobivuse kontrollimiseks),
voime oma Uldkogumi jaoks valitud mudeli Kirjutada véalja ku-
ni teatava konstandi tapsuseni. Selle probleemi korral voime
6elda, et uuritava tunnuse toendosusjaotuse tihedusfunktsioon
on maaratud eeskirjaga

*e’nx, x>0
fX,X) =
, X<0.
Konstanti n , millest tihedusfunktsioon soltub, nimetatakse
mudeli parameetriks. Matemaatilise statistika probleemide
korral on mudeli parameetri vaartus tundmatu, ainsaks alli-
kaks tema kohta informatsiooni saamisel on valim.

Kui meid antud ndites huvitab aparaatide torgeteta td6-
tamise aeg, voib selle kirjeldamiseks kasutada naiteks uuri-
tava tunnuse keskvaartust KX = 1/n , voi toendosust, et apa-
raadi torgeteta tootamise aeg Uletab teatava kriitilise raar-
tuse ¢, P(X> c)=e” nc.

Paneme tahele, et lisaks jaotuse parameetrile voib prak-
tiliselt huvi pakkuda ka parameetri teatav funktsioon. Seda
teadmist laheb meil edaspidi vaja. n

Naide 1.5. Vaatame ndites 1.2 toodud probleemi. Ka siin
tuleb objektiivsete vastuste saamiseks kusitletavad valida
taiesti juhuslikult (kuidas seda praktiliselt teostada, on
killalt tosine probleem, kuid kahjuks el mahu niisuguste
probleemide kasitlemine meie kursuse raamidesse). Uuritavat
tunnust - kas kusitletav hddletab teatava presidendikandidaa-
di poolt voi mitte - voime késitleda kahevaartuselisena: ol-
gu tema vaartuseks 1, kuil vastus on *ja" ning O, kui vastus
on "ei". Vastava juhusliku suuruse toendosusjaotus on maara-
tud tabeliga



Sellist toendosusjaotust nimetatakse Bernoulli jaotuseke.
Néeme, et l&htudes probleemi sisust, saime uUldkogumi mu-
deli - Uldkogumi kirjeldamiseks sobiva toendosusjaotuse -
esitada tundmatu parameetri tdpsuseni. Selle mudeli paramee-
ter O naitab nende valijate osa kOikide haalediguslike ko-
danike hulgas, kes on valmis teatava presidendikandidaadi
poolt hddletama. Parameetri O arwvulise vaartuse teadmine
annab tapse ettekujutuse presidendikandidaadi Sanssidest.
Edaspidises kasutame diskreetseCtabeli abil esitatud)
toendosusjaotuse mugavamaks esitamiseks toenadosusfunktaiooni
p(x, 0), mis on maaratud eeskirjaga
p(x, 0) = POX = X)-
Bernoulli jaotuse toendosusfunktsioon omab kuju

)0 , mujal

Lepime kokku edaspidi tundmatu parameetri uUldtahisena
kasutada sumbolit 0. Konkreetsete jaotuste korral, kus tra-
ditsiooniliselt kasutatakse parameetri tahistamiseks mingit
muud tahte (nditeks n  eksponent jaotuse korral, A -
normaal jaotuse korral), jalgime traditsioonilist tdhistust.

Toome veel eraldi valja mblemas ndites esitatud noude
valimi moodustamise kohta.

Uldkogumit iseloomustab objektiivselt ainult juhusli-
kult moodustatud valim.

Valimi juhuslikkuse ndudega aga seostub omaette prob*
leem - tehes uUldkogumist erinevaid valimeld, saame oma k&su-
tusse erinevad andmestikud. Teooria Ulesehitamiseks peab
meil olema mudel, mis vbBimaldaks valimi juhuslikkust Kirjel-
dada uldkogumi kirjeldamiseks kasutusele voetud mudeli abil.
Uhe voimaliku mudeli valimi juhuslikkuse kirjeldamiseks saa-
me, kuil ige, vaatlustulemust - valimi elementi - vaatame ju-
husliku suurusena. Valimile, milles on n vaatlust, vastab
siis n-komponendiline juhuslik vektor 3T= (X, Xg, ---, XO)-
Teeme  selle juhusliku vektori kohta kaks taiendavat
eeldust:



1) juhusliku vektori komponendid X» ja. X. i;
on soltumatud;

2) kdik komponendid on uhesuguse tdenaosusjaotu- a.n
sega - sama tdendosusjaotusega, mis kirjel-
dab uldkogumit.

Niisugust juhuslikku wvektoritnimetame teoreetiliseks valimike.

Nende eelduste intuitiivseks aluseks on loomulikud eel-
dused "hasti korraldatud mddtmiste” kohtal eelnev md6tmistu-
lemus ei tohi mdjustada talle jargnevat méotmistulemust,
modtmise kaigus ei tohi mdddetava tunnuse iseloom muutuda.

Tépsustame veel uurija kasutuses oleva valimi ja teoree-
tilise valimi vahekorda. Teoreetiline valim on mudel, mis
vOimaldab meil arvestada valimi juhuslikkust. Uurija kasutu-
ses olev konkreetne valim on teoreetilise valimi - jvfaus-
liku vektori - konkreetne vaartus, realisatsioon, mis saa-
di thel konkreetsel katsel. Edaspidi téhistame teoreetilist
valimit suurte tdhtedega (XFY jne#), konkreetset valimit
aga vaikeste tdhtedega (£, ™ jne.).

Teoreetilise valimi maaratlusest jareldub, et tema tde-
naosusjaotus on Uldkogumi toenaosusjaotuse poolt Uheselt maa-
ratud. Toepoolest, olgu uldkogumi tdendosusjaotus pidev, ti-
hedusfunktsioon ollgu maaratud eeskirjaga f(x, 9). Eelduse 2
tottu on iga teoreetilise valimi komponendi jaotus tiheduse-
ga T, 0), eelduse 1 tottu aga omab teoreetilise valimi
tihedusfunktsioon kuju

f(f, 6) = f(x1t 6)F(x2,0) .... f(xn, 0).
Kui meil on tegemist nditeks eksponentjaotusega  Uldkogu-
miga, on teoreetilise valimi tihedusfunktsioon méddratud ees-
kirjaga n
(@, 0) - &?
Kui Uldkogumi tdendosusjaotus on diskreetne, on see esitatav

tbéendosusfunktsiooniga p(x, 9). Valimi tdendosusfunktsioon
omab tehtud eelduste tottu kuju

p(x, 6) = p(x1, 6)p(x2, 6) ... p(xn,0).

Kui meil on tegemist naiteks Bernoulli jaotusega uldkogumiga,
on teoreetilise valimi tdendosusfunktsioon madratud eeskirja-

10



p<?, 6) = -e)n- -

Margime, et Kkirjeldatud eeldusi taitev teoreetiline va-
lim on koige lihtsam matemaatilises statistikas kasutatav
valimi juhuslikkust Kirjeldav mudel. Leidub ka selliseid
praktilisi uUlesandeid, mille korral osutub otstarbekaks kasu-
tada teistsuguseid eeldusi taitvaid teoreetilisi valimeid.

Naide 1.6. Vaatame naites 1.3« Kirjeldatud probleemi.
Objektiivsete andmete saamiseks tuleb valimisse kuuluvad ma-
jJandid valida taiesti juhuslikult. Selle probleemi korral
vaadatakse uldkogumil kahte erinevat tunnust: punkrikaalus
registreeritud keskmine saagikus - olgu see tunnus X ja ai-
dakaalus registreeritud keskmine saagikus - olgu see tunnus
Y. Uurijat huvitab eelkdige seos nende kahe saagikuse naita-
ja vahel . Kui meil dnnestuks seda seost tépsemalt kirjeldada,
saaks seda kasutada edaspidi naiteks aidakaalus saagikuse
prognoosimiseks punkrikaalus saagikuse p&hjal.

Tuginedes loogilistele kaalutlustele, vOib oodata, et
otsitav seos on lineaarne, s.t. esitatav kujul

Y =ee+ G,X + .2
kus kordaja @0 iseloomustab vabariigi keskmisele saagikuse-
le vastavat kuivatuskadu, kordaja aga selle muutust kesk-
misest saagikusest erineva saagikuse korral. Kindlasti pole
niisugune seos funktsionaalne - erinevates majandites valit-
sevad tingimused vdivad pdhjustada juhuslikke kdrvalekaldeid
kordajatega Oe ja O kirjeldatud iildtendentsist. Niisugu-
seid juhuslikke korvalekaldeid esitab vorrandis (1.2) juhus-
lik liidetav t .

Meie Uldkogumi Kkirjeldavaks mudeliks voibki antud juhul
valida seose (1.2). Seose praktiliseks kasutamiseks tuleb
hinnata selle kordajaid 0Q ja 0™ Nagu hiljem ndeme, vOib
neid kordajaid hinnata, tegemata mingisuguseid taiendavaid
eeldusi Uldkogumi toendosusjaotuse kohta.

Analttsime veel, millist teoreetilist valimit sobiks
kasutada eelnevas naites vaadatud probleemi kirjeldamiseks.
Valemi (1.2) kasutamisel eeldame, et saagikus punkrikaalus-
on meile teada. Juhusliku valimi moodustavad seega tunnuse Y
vadrtused. Seades selle valimi elementidele vastavusse juhus-
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likud suurused; saame juhusliku vektori Y = NN *
Selle juhusliku vektori kohta teeme eeldused:
1D juhusliku vektori komponendid Y™ ja Y.. (i)
on soltumatud; a3
2) iga komponendi keskvaartus on esitatav kujul
fii = B+ ~xi’
kus x” on teadaolev konstant.

Kagu néeme, on siin teine eeldus valimi kohta uldisem.
Me ei nBua enam, et valimi elemendid oleksid Uhesuguse tée-
naosus jaotusega (see ei oleks antud probleemi korral otstar-
bekas), vaid eeldame ainult kdikide valimi elementide kesk-
vaartuste Uhesugust struktuuri.

Milliseid eeldusi teoreetilise valimi kohta tuleb teha,
oleneb konkreetsest probleemist. Meie tegeleme oma kursuses
pohiliselt Uhe tunnuse analllUsimisega ning kasutame teoreeti-
lise valimi jaoks klassikalisi eeldusi (1.1).

Tuleks aga rdhutada, et oletus Uldkogumi jaotuse tlibi
teadaolemisest ja eeldused (1.1) on tegelikkuse idealiseer»
ring, Niisugustes "ideaalsetes” tingimustes on suhteliselt
lihtne todtada. Killap seetdttu toimus matemaatilise statis-
tika kui iseseisva matemaatilise distsipliini formeerumine
Just nimelt sellistel eeldustel. Matemaatilise statistika
rakendusvaldkonna laienedes tuli aga jarjest selgemini ilm-
siks vastuolu "ideaalsete” eelduste ja katsetulemuste reaal-
se iseloomu vahel. Selle vastuolu Uletamisel on tekkinud
kaks uut Kkiiresti arenevat matemaatilise statistika valdkon-
da: jaotusvaba statistika ja robustne statistika. Nende
valdkondadega tutvumine aga ei mahu meie kursuse raamidesse.
ULESANDED
1. Oletame, et Uldkogumis vOib uuritava tunnuse tdendosus-
Jaotuseks valida Poissoni jaotuse, mille tdenadosusfunktsioon
on madratud eeskirjaga

piX, B) = 1e“X"7~ »* =0, 1, ...

10 , mujal
(Poissoni jaotus sobib "harva esinevate” sindmuste arvu Kir-
Jeldamiseks teatavas ajavahemikus. Naiteks onnetusjuhtumite
arvu kirjeldamiseks teatavas liiklussGlmes teatava ajavahe-
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miku jooksul, tunni _jooksul teenindussiisteemi saabunud tel-

limuste arvu kirjeldamiseks jne.). Leida sellest uldkogumist
parineva teoreetilise valimi tdenaosusfunktsioon™

2 . Binoomjaotusega juhuslik suurus vdib omandada taisarvuli-
si vaartusi 0, 1# ..., m, vaartuse kK omandamise tdenaosus on
gk (-6)T“k, Kirjutada valja selle jaotuse tdendosusfunkt-

sioon. Milline sisuline tdhendus on selle jaotuse parameet-

ril?

3. Oletame, et uldkogumi mudeliks vdib valida binoomjaotuse

parameetritega m ja B, B(m, 9). Kirjutada valja n-elemsn-

diiise valimi tdendosusfunktsioon.

4* Oletame, et Uldkogumi mudeliks v8ib valida normaaljaotu-

se N(*Cjo), mille tihedusfunktsioon on mdaratud eeskirjaga

a (/EeHW))exp[-(x-")2/QR z2F)J -
-00<X<08 . (Niisugune jaotus sobib sageli mitmesuguste vOi-
mekuse naitajate kirjeldamiseks, samuti elusorganismide mdot-
mete - pikkus, kaal jms, kirjeldamiseks. Uldjuhul niisuguste
naitajate kirjeldamiseks, mis oma kaitumiselt on "normaalsed'l
- omandavad sageli véartusi teatava keskmise taseme l&hedu-
ses, keskmisest tasemest tunduvalt suuremaid voi vaiksemaid
vaartusi esineb harva, kuid Uhesuguse tdendosusega.)

Leida n-elemendilise valimi tihedusfunktsioon.

5> Seade koosneb 500 Uksteisest soltumatult tdotavast ele-
mendist. Seadet jalgitakse ajavahemiku T jooksul ja maara-
takse kindlaks tootamast lakanud elementide arv. Millisest
Uldkogumist see valim parineb? Millise toenaosusjaotuse
vOiks valida uuritava tunnuse (ajavahemiku T jooksul t66-
tamast lakanud elementide arv) kirjeldamiseks?

Kordamiskiisimusi tdendosusteooriast

1, Selgitage, mille poolest erineb pidev juhuslik suurus
diskreetsest,

2, Kuidas esitatakse pideva juhusliku suuruse tdendosusjao-
tust?

3, Kuidas esitatakse diskreetse juhusliku suuruse tdendcsus-
Jaotust?

4, Olgu X juhuslik suurus, c - konstant. Kuidas leida tée-
naosust P(X>c)?



5. Olgu X normaaljaotusega juhuslik suurus, X~ N(/cf&) =
Milline on parameetrite 1 ja £ sisuline téhendus?

6. Olgu X ~N(0,1) ja Y~ N(0,4). Leida tbendosused
Pl< X <D ja?2(-1<Y <.

7. Kuidas esitatakse juhusliku vektori téendosusjaotust?

8. Defineerida juhuslike suuruste soltumatus.

KUS ME OLEME? votsime kasutusele mudelid Uldkogumi ja valimi
jJuhuslikkuse kirjeldamiseks. Uldkogumit kasitleme piltlikult
"musta kastina™, mis igale uurija kisimusele teatab vastu-
seks juhusliku suuruse Uhe konkreetse vaartuse. Niisugme <nust
kast™ on taielikult kirjeldatud vastava juhusliku suuruse
téendosusjaotusega. Uldkogumi mudeliks on tdendosusjaotus.

Valimi juhuslikkuse kirjeldamiseks votame kasutusele
teoreetilise valimi - juhusliku vektori X = (X1, ..., X ),
mille
1) kdik komponendid on sdltumatud;

2) kdik komponendid on Uhesuguse toendosusjaotusega - sama
tléendosusjaotusega, mis kirjeldab tldkogumit.

KUHU LAHEME? Tutvuma matemaatilise statistika pohilise too-

vahendiga - statistikuga.

§2. Statistik

Juhusliku valimi moodustamisel on meie pdhieesmirgiks
informatsiooni hankimine uldkogumi kirjeldamiseks kasutusele
voetud tdendosusliku mudeli parameetrite kohta. Sageli on
kasulik seda informatsiooni esitada mitte kdikide valimi ele-
mentide abil (valim vdib olla ju vdga mahukas!), vaid teata-
vate valimi pdhjal arvutatavate suuruste abil. Niisuguste
suuruste tdendosusliku kaitumise uurimiseks vaatame neid esi-
tatuna teoreetilise valimi elementide abil, s.o. teoreetili-
se valimi funktsioonina.

Teoreetilise valimi funktsiooni nimetame statistikuks.
Loomulikult piirdume ainult mé6tuvate funktsioonidega, seega
on statistik juhuslik suurus. Statistiku Gldtdhisena kasuta-
me edaspidises tdhte T; rohutamaks tema sOltuvust teoreetili-
sest valimist, Kkirjutame selle tdhe jarele sulgudesse argu-
mendina ka teoreetilise valimi tahise : T(X). Sagedamini
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kasutatavate statistikute jaoks on olemas eritdhised.

Iga konkreetse valimi korral omandab statistik konkreet-
se arvulise vaartuse. Statistiku konkreetse arvulise vaartu-
se tdhistamiseks kasutame sumboleid t voi T(X) vOi eritdhist#
Statistiku konkreetne vaartus on juhusliku katse tulemusena
maaratud juhusliku suuruse konkreetne vaartus.

Tutvume mone sagedamini kasutatava statistikuga.

Definitsioon 2.1. Valimi keskvaartuseks (valimkeskmi-
seks) nimetame statistikut, mis on maaratud eeskirjaga

n
X =/ S X.

=1
Toestame kaks valimi keskvaartuse (Juhusliku suurusel)
edaspidiseks kasulikku omadust.

Lemma 2«2. Kui Uldkogumil on olemas I6plik keskvaartus
/c ja 18plik dispersioon siis statistiku X keskvaartus
on samuti dispersioon aga <€ /n*

Toestus. Tahistame uUldkogumis uuritava tunnuse sumboli-
ga X. Vastavalt eeldusele on Uldkogumi mudeliks selline tde-
naosus jaotus, mille korral EX =/0 ja DX =6 P« Arvutame
statistiku X keskvaartuse. Kuna keskvaartuse operaator on
lineaarne, siis

EX = EGel/mS! X)) .(/n's’  EX
(¢ )|:1 1) ( i=1 1

Kuna aga kdik teoreetilise valimi elemendid olid Uhesuguse
toendosusjaotusega - samasugusega, nagu uUldkogumis uuritav
tunnus - siis ka koikide teoreetilise valimi elementide kesk-
vaartuseks on arv ¥- . Jarelikult.

EX =
Arvutame statistiku X dispersiooni. Teoreetilise valimi ele-
mentide sOltumatuse tottu vdime Kkirjutada

DXAD((1/n)NE X)) =NA/n)ZEL DX, .
« )i:1 1) )i:l 1

Kuna aga kdikide valimi elementide dispersioonid on virdsed
ja vorduvgd uldkogumis uuritava tunnuse dispersiooniga 2 ,
siis
DX = 62/n.
Lemma on tdestatud.



Kui meie kasutuses on konkreetne valim, saame leida var
limi keskvaartuse arvulise vaartuse. Traditsiooniliselt t&-
histatakse seda vaartust simboliga Xx.

Lemma esitab meile seaduspdrasused, mis avalduvad pal-
jude valimite tegemisel ja nende jaoks valimi keskvéartuse
arvutamisel. Selgitame seda vaidet naitega.

Kaide 2.3. Olgu meil tegemist Uldkogumiga, kus uuritav
tunnus on ekspogent,laotusega , X~E(>\). Kuna sel juhul
EX=1/a ja DX=1//\ ", siis sellest Uldkogumist parineva vali-
mi korral voib valimi keskvaartuse X kohta jareldada, et
3X=1/x ja D¥X=1/(n" % Vaatlusaluse statistiku keskvaartus
jJa dispersioon soltuvad  Uldkogumi parameetrist /1, Kui
naiteks Uldkogumi parameeter x omab vaartust 1, siis valimi
keskvéartuse keskvaartuseks on samuti 1 - tehes palju erine-
vaid valimeid sellest Uldkogumist ja arvutades iga valimi
keskvaartuse saame arvude perekonna, mille keskmiseks tase-
meks on 1. Kui naiteks uldkogumi parameeter omab vaar-
tust 5, siis valimi keskvaartuse keskvaartuseks on 0,2 - te-
hes palju erinevaid valimeid eellest Uldkogumist ja arvuta-
des iga valimi keskvaartuse, saame arvude perekonna, mille
keskmiseks tasemeks on niid 0,2.

Uldkogumi parameetrist sdltub ka statistiku hajuvus
oma keskmise taseme suhtes. Oletame, et otsustame uldkogu-
mist teha 10-elemendilisi valimeid. Kui uldkogumi parameeter
x omab vaartust 1, siis on valimi keskvaartuse dispersioon
(tema keskvadrtuse suhtes arvutatud halbe ruudu keskvaartus)
0,1. Kui uldkogumi parameeter x omab vaartust 5, siis on
vaatlusaluse statistiku dispersioon 0,004. Kaeme, et viima-
sel juhul on statistiku vadartuste hajuvus statistiku kesk-
vaartuse suhtes tunduva,lt véiksem.

Hagu naeme lemmas toodud valemist, sdltub vaatlusaluse
statistiku ~ valimi keskvaartuse - dispersioon valimi mahust.
Liida suuremaid valimeid me vOime teha, seda stabiilsemalt
kaitub valimi keskvaéartus, s.t. seda vaiksem on tema katses
saadavate vaartuste hajuvus téelise keskvaartuse suhtes.
Kii on naiteks 100 elemendilise valimi korral ja parameetri
vaartustel 1 ja 5 statistiku dispersioon vastavalt 0,01 ja
0,0004.
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Vaatame veel valimi keskvadrtuse vaartuse arvutamist
konkreetse valimi korral.

Naide 2.4. Vaatame naites 1.1 kirjeldatud probleemi -
uuritakse teatavas ettevittes toodetud aparaatide torgeteta
tootamise aega. Kimne kontrollitud aparaadi korral saadi
jJargmised tulemused (tundides):

9,32 0,14 3,86 9,19 0,71 5,9% 2,03 6,07 6,33 8,15
Arvutame selle valimi keskvaartuse
x = 51,76/10 = 5,18 tundi.

Teiseks véga sageli kasutatavaks statistikuks on valimi
dispersioon.

Definitsioon 2.5. Valimi dispersiooniks nimetatakse sta-

tistikut, mis on mddratud eeskirjaga
n

32 =(1/(n-D) _SL:JLi -X)2.
i=

TOestame Uhe valimi dispersiooni omaduse.
Lemma 2.6. Kui Uldkogumil on olemas I8plik dispersioon
£?, siis statistiku S? keskvaartuseks on ‘2.

Toestus. Vastavalt eeldusele kirjeldab Uldkogumit
selline tgenaosusjaotus, mille korral DX = Arvutame sta-
tistiku S keskvaartuse. Dispersiooni olemasolust jareldub
ka keskvaartuse olemasolu. Tahistame Uldkogumi keskvaartuse

sumboliga . Valimi dispersiooni vOime esitada kujul:

S2 =(I/(n-D)Jc (X X)2 =/@-D)b.  (X,- u) -
i1 1 " - Li=1 1 -

2,E - /02 + n(X - A2] A4 n-1))[_£1 X. - u)2-nti- HO2]=
1=
Arvestades keskvaartuse lineaarsust saame niild

ES2 =(1An-1))L WSEXi - *) 2 - nE(X - w,)2.

Kruwa EQGX™ - fi)2 = DX jJa E(X - /702 = DX, saame lemma
2.2 tulemusi ja teoreetilise valimi kohta tehtud eeldusi ar-
vestades
ES2 =(/(+D)HIn<2 - &2 = .
Lemma on tdestatud.
Kui meie kasutuses on konkreetne valim, saame leida va-
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limi dispersiooni arwvuliae vadrtuae. Traditsiooniliselt "t
histatakse seda vaartuat sumboliga s2.

Ka siin esitab lemma seadusparasuse, mis iseloomustab
statistiku kaitumist paljude valimite moodustamisel antud
uldkogumist. Vaatame naidet.

Naide 2.7. Olgu meil jalle tegemist Uldkogumiga, kus
uuritav tunnus on  eksponentjaotusega , X E(94). Vasta-
valt lemmale on sii3 ES2=1/>2. Seega, kui naiteks uldkogu-
mi parameetri m> vadrtuseks on 1, siis valimi dispersiooni
keskvaartuseks on samuti 1 - tehes palju erinevaid valimeid
sellest Uldkogumist ja arvutades iga valimi dispersiooni,
saame arvude perekonna, mille keskmiseks tasemeks on 1. Kui
naiteks uldkogumi parameetri >, vaartuseks on 5,
siis valimi dispersiooni keskvaartuseks on 0,04 - tehes pal-
Juerinevaid valimeid sellest uldkogumist ja arvutades iga va-
limi korral valimi dispersiooni vaartuse, saame arvude pere-
konna, mille keskmiseks tasemeks on 0,04.

Paneme tdhele veel Uhte valimi dispersiooni omapéra -
teda m6ddetakse tunnuse méotmisel kasutatud mdotuhiku ruu-
duga. Naiteks, kui tunnuse vaartust mdddetakse tundides,
siis vastava valimi dispersiooni vairtust ruuttundides. Niil-
sugusest halvast mdotuhikust paasemiseks kasutatakse valimi
dispersiooni kodrval enamasti ka ruutjuurt sellest, s.t. sta-
tistikut

S = jS2".
Ruutjuurt valimi dispersioonist nimetatakse valimi standard-
halbekse

Naide 2.8. Vaatame naites 2.4 esitatud valimit. Arvuta-
me valimi dispersiooni vaartuse

s2 = 101,78/9 - 11,3 tundi2.
Leiame valimi standardhalbe vaartuse

s =\¥11,37- 3,36 tundi.

Peame meeles, et statistik tohib s6ltuda ainult teoree-
tilise valimi elementidest ja teadaolevatest konstantidest.
Seega naiteks juhuslik suurus X/6 , kus -0 on uldkogumi tund-
matu parameeter, pole statistik!

Defineerime veel Uhe viga lihtsasti leitavate ja jarg-
nejates paragrahvides sageli kasutatavate statistikute pere-

18



konna. Olgu meie kasutuses konkreetne valim 5£=(Xx.j,
Jarjestame valimi.

xX@O "™ x@ 4x() -
Niisugust jarjestatud valimit nimetatakse variatsioonreaks.
Tehes erinevaid katseid saame erinevad valimid, ka variat-
sioonrea elemendid omandavad erinevad vaartused. Modelleeri-
maks variatsioonrea juhuslikkust votame kasutusele uue juhus-
liku vektori, mille komponendid (tdhistame need sumboliga
on jarjestatud

X N X@ N o= 4 X(N)*

Variatstoonrea mudeli komponente nimetatakse jarkstatistiku-
teksj i-s komponent on i-s jarkstatistik.

Erinevalt teoreetilise valimi komponentidest pole jark-
statistikud enam sdltumatud.

Jarkstatistiku marginaal jaotus on Uheselt mdaratud uld-
kogumi jaotusega.

Teoreem 2.9. Olgu Uldkogumis uuritava tunnuse tdendosus-
jJaotus esitatud jaotusfunktsiooniga F(x, 6). Siis i-nda jark-
statistiku jaotusfunktsioon on mdaratud eeskirjaga

F(i)(x,0)= il Ck[p(x, O)1k I - F(x, 0)In_k. .1
i=1f2f __.yn.

Toestus. Vaite tbestamiseks peame leidma eeskirja i-nda
jJarkstatistiku jadtusfunktsiooni P~M(x,0) arvutamiseks.
Vastavalt jaotusfunktsiooni definitsioonile:

P(D(w»e> = PX(DN =
Sundmus (X~x~x) vOib aga toimuda n-i+l1 erineval viisil:
D valimi i1 elementi on véaiksemad kui X, n-i elementi aga
suuremad kuil Xx;
2) valimi i+l elementi on vaiksemad kui x, n.+H)elementi
aga suuremad kui Xx;

n-i+1) valimi n elementi on vaiksemad kui Xx.

Tahistame selles loetelus esinevad sundmused simboliga Ak,
kus k on x vaiksemate elementide arv (k=i, i+1l, ...» n).
Meid huvitav sindmus (X™~-x) on loetletud sindmuste summa

- (X(I)™X) = LI Ak
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Kuna liidetavad on Uksteist valistavad sindmused, siis

= S._?2(A) .
P(Xm <x) Sl (AI2

SUndmuse téendosuse valja kirjutamiseks kasutame jargmist
arutlust: P(A") on sindmuse tdenadosus, et n soltumatul kat-
sel saame Kk juhusliku suuruse vaartust, mis on vaiksemad kui
X ja n-k véartust, mis ei ole vaiksemad kui X.
Kui nimetada x-st vaiksema vaartuse saamist '‘eduks', siis
vastava stndmus seisneb kK "eduka" leatse esinemises n sbltu-
matus katsest kooshevas seerias. "Edu” tdenaosus on teoree-
tilise valimi kohta tehtud eelduste (1.1) tfttu P(X"< X) =
= "FCx,0) . Kasutades binoomjaotuse valemit saame

P(AK) = cE[f(x , 0)]k ji-F(x, 9)]In~k .
Seega

*D<re> = = <Elpx,e)T*[i_pd(ejji*-*
-"1"eorean on tdestatud.

Kui Uldkogumi mudeliks on valitud pidev tdendosusjaotus,

saab leida ka koéikide jarkstatistikute tihedusfunktsioonid.

Toepoolest-, kuna tihedusfunktsioon leitakse jaotusfunktsioo-
ni diferentseerides, siis

T X,0) = (@/d)FiJx,0) =
icj[F(x,0)]i“1[1-F(x,0)In-if(x,e) , (2.2)

kus f(x, u) on Uldkogumi Kkirjeldamiseks kasutatava pideva
toendosusjaotuse tihedusfunktsioon (vt. [1] Ik. 260).

Naide 2.10. Oletame, et uldkogumi mudeliks on valitud
IBif—rul 0 kuni 6 madaratud Uhtlane jaotus, luhidalt X~U(0,$).
Kasutades teoreemis saadud tulemust leiame maksimaalse jark-
statistiku jaotusfunkt3iooni ja tihedusfunktsiooni .

Untlase jaotuse jaotusfunktsioon on teatavasti mairatud
eeskirjaga

Jjo * XCO
Fx, 9) x/0 , 04x Z &
I » 0<x
Kasutades valemit (2.1) saame valja Kkirjutada n-da jarksta-
tistiku Jaotusfunktsiooni
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o
FA(x,0) = T(X0)n,04Lx iB
11 .-
Valemi (2*2) kasutamisel arvestame, et Uhtlase jaotuse
tihedusfunktsioon on maaratud eeskirjaga

n 10 , X 0w 0<x
f(x, e H
Jle , 04x 4 e
Seetdttu saame n-nda jarkstatistiku tihedusfunktsioon!
kujul
i0 ,X<O0WwWi 9<Xx
f(N)x® =1Lmn_1/0n ,0* x &0 *

Kul meie kasutuses on konkreetne valim, saame valja kir-
jutada sellele valimile vastava variatsioonrea ja jarkstatis-
tikute vaartused arvuliselt leida.

Naide 2.8. Vaatame naites 2.3 toodud valimit, milles on
registreeritud aparaatide tdrgeteta tootamise ajad. Moodusta-
me sellele valimile vastava variatsioonrea

0,14 0,72 2,03 3*86 5,96 6,07 6,33 8,15 9,19 9,32

Naeme, et selle konkreetse valimi korral maksimaalne
jarkstatistik *(0) =9,32, minimaalne jarkstatistik x"=0,5
jne.

ULESANDED

1. Olgu uldkogumi mudeliks geomeetriline jaotus G(08).Aval-
dada statistiku X keskvaartus ja dispersioon parameetri
0 kaudu.

2. Olgu uldkogumi mudeliks Poissoni jaotus P(n ). Avaldada
statistiku X keskvaartus ja dispersioon parameetri n kau-
du. Avaldada statistiku S~ keskvaartus parameetri /1 kaudu.

3. Olgu uldkogumi mudeliks normaaljaotus N( /<, <Y). Kas on
voimalik leida niisugust statistikut, mille keskvaartuseks
oleks m Kas on vojgalik leida sellist statistikut, mille
keskvaartus oleks b ?

4. Olgu uldkogumi mudeliks thtlane jaotus U(0, ¢ ). Avaldada
statistiku X keskvaartus ja dispersioon parameetri 0 kau-
du. Avaldada statistiku S keskvadrtus parameetri 3 kaudu.

5. Olgu uldkogum eksponentjaotusega E(1). Kirjutada
véalja n-elemendilise valimi maksimaalse jarkstatistiku
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tihedusfunktsioon.

6¢ Olgu uldkogum Bernoulli jaotusega B(1, 0). Kirjutada val-

ja n-elemendili3e valimi maksimaalse jérkstatistiku
Jaotusfunktsioon.

7* Toestada valemi (2.2) kehtiwvus.

8.

9.

Toestada vordus ~"M(x.-x)2 =il (x—a)2 n.x-a)2, kus a
=1 1 =1 1

on vabalt valitud konstant.
Toestada, et valimi dispersiooni vaartus ei muutu, kui
valimi igast elemendist lahutada teatav konstant.

10.Kui 36-elemendilise valimi korral on statistiku X stan-

dardhalve 2? kui palju tuleb teha m&dtmisi, et statisti-
ku X standardhalve oleks 1,2?

11_Kalade kasvutingimuste hindamiseks teatavas kalakasvatu-

se tiigis puiti valja 10 kala ja kaaluti nad ara. Saadi
Jargmised tulemused:
1,82 1,23 2,18 1,72 0,80 1,36 1,26 1,43 1,73 1,83-
Leida selle valimi keskvaartus, dispersioon ja variat-
sioonrida. Dispersiooni arvutamise lihtsustamiseks kasu-
tada Ulesandes 8 tdestatud vordust.

Milline tdendosusjaotus sobiks antud juhul uurixava
tunnuse kirjeldamiseks?

12_Seoses uhe teenindussisteemi tO0 uurimisega registreeriti

12 juhuslikult valitud tunni jooksul teenindussisteemi
saabunud tellimuste arv* Saadud tulemused olid jérgmised:
131301212312 .
Leida selle valimi variatsioonrida, keskvaartus ja disper-
sioon. Dispersiooni arvutamise lihtsustamiseks kasutada
Ulesandes 8 tdestatud vordust.

Milline tdendosusjaotus sobiks antud juhul uuritava
tunnuse kirjeldamiseks?

Kordamiskisimusi tdendosusteooriast

D
2
3
4
9
©

Defineerige juhusliku suuruse keskvaartus.

Millised on juhusliku suuruse keskvaartuse omadused?
Defineerige juhusliku suuruse dispersioon.

Millised on juhusliku suuruse dispersiooni omadused?
Kuidas on maaratud juhusliku suuruse jaotusfunktsioon?
Avaldada jaotusfunktsioon tihedusfunktsiooni kaudu.
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7* Kirjutage valja normaaljaotuse N(0,1) Ja eksponentjaotu-
se E(1) jaotusfunktsioon.

8* Defineerige binoomjaotus.

9% OI™n X ~ B4, 1/2)* Arvutage sundmuste (X=k),(k=011,2,3,4)
toenaosusea.

KUS ME OLEME? Tutvusime matemaatilise statistika pdhilise

toovahendiga - statistikuga . Statistik on _juus-

lik suurus. mis mddratakse teoreetilise valimi elementide

Ja teadaolevatest konstantide (modtuva) funktsioonina» Sta-

tistiku toendosusjaotuse madrab Uheselt teoreetilise valimi

toendosusjaotus (selle aga madras Uheselt uUldkogumi toendo-

susJaotus)e Statistiku toendosusjaotus kirjeldab seaduspéara-

susi, mis ilmnevad selle statistiku paljukordsel kasutamisel*

Teostanud katsed, saame dia kdsutusse konkreetse \ainio
Selle valimi pohjal voime arvutada statistiku konkreetse
vaartuse - juhusliku suuruse katses realiseei™unud <y/i'Hre.

KUHU LAHEME? S6nastame parameetrite hindamise ulesande« Tut-
vume votetega, mida kasutatakse parameetrile hinnangu méara-
misel.

§3* Uldkogumi parameetrite hindamine.

Statistilistes otsustustes - jareldustes uldkogumi
kohta - omavad Uldkogumi parameetrid vOtmepositsiooni .
Pal judes praktilistes lUlesannetes on toendosusjaotuste pe-
re, mis sobib tUldkogumi kirjeldamiseks, kindlaks maarata®
kuid pole teada, milliseid parameetri vaartusi kasutada®.
Kuidas niud talitada?

Ainsaks vahendiks informatsiooni saamiseks Uldkogumi
kohta on valim. Jarelikult tuleb ka parameetri arvuline
vaartus madrata valimi pohjal. Kuidas seda teha?

Matemaatiline statistika pakub siin valja aarmiselt
lihtsa skeemi: valime Uhe statistiku, teeme valimi meid hu-
vitavast uldkogumist, arvutame valitud statistiku vaartuse
selle valimi korral ja deklareerime nii saadud arvu tund -
matu parameetri vaartuseks . Kuidas
seda teha ja kas pole niisugune vote pisut suli.tembu moodi?

Kisimusele, kuidas statistikut valida™ ei saa anda Uhest
vastust. Selleks on lubatud mitmed erinavad votted. Kahe
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koige sagedamini kasutatava heuristilise vdttega tutvome
kdesolevas paragrahvis. Mitmes jargnevas paragrahvis aga ana-
luUsime statistikute kasulikke omadusi.

Kahtlaseks muudab selle skeemi aga asjaolu, et statis-
tiku vaartus konkreetse valimi korral on ju juhusliku suuru-
se katses realiseerunud vaartus. Tehes uue katse, saaksi.e
teise vadrtuse, tehes veel Uhe katse, saaksime hoopis kol-
manda vaartuse jne. Milleks siis Uldse katseid teha ja ar-
vutada? Voib-olla votta see arv lihtsalt laest?

Kui motleme pisut jarele naites 2.3 toodud arutluste
ule, siis on kerge niisugune mote kdrvale jatta. Statistiku
kaitumist juhivad Uldkogumis valitsevad seaduspéarasused.
Piltlikult voime ¢elda, et valimi keskvadrtus on uldkogumi
keskvaartuse "loa otsas” - ta el saa Uldkogumi keskvaartu-
sest vaga tugevasti erineda. Lisaks on selle "loa™ pikkust
vahemalt péhimdtteliselt vdimalik reguleerida - mida ar-
vukama valimi moodustame, seda liuhemaks muutub *'loog'”. Laest
voetud arvul niisurune seos uUldko.-iimiga puudub.

Nii et katsetada ja arvutada kahtlemata tuleb. Sellele
vaatamata erineb valimi pdhjal saadud vaéirtus peaaegu kind-
lasti parameetri toelisest vaartusest. See kajastub ka ter-
minoloogias ja tdhistustes. Valimi pohjal maératud vaartust
nimetatakse Uldkogumi parameetri hinnanruks. Kui Uldkogumi
parameetri tahisena kasutame sumbolit ~ , siis valimi poh-
jal mdaratud hinnangut tihistame simboliga 6 voi O (samu-
ti lisame katuse ka kdikide eritahistuste korral).

Loomulikult on selge, et kui Uldkogumi toenadosusjaotus
soltub mitmest tundmatust parameetrist, saame nende hinda-
miseks kasutada*sama skeemi - valime iga parameetri jaoks
statistiku ja parameetri hinnanguks votame sel l e statis-
tiku v'v'rtuse meie kasutuses oleva valimi korral.

Jargnevas tutvume kahe vottega tundmatu parameetri (voi
tundmatute parameetrite) hinnangu leidmiseks.

N. luurima tdepara meetod

Suurima "tdepara meetod (GTIT meetod) on koige sagedami-
ni Yakendatav meetod tundmatute parameetrite hindamiseks.
See meetod on ’.asutusele voetud inglise statistiku M.i-isheri
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poolt, esmakordselt on meetodit kirjeldatud 1922.a. ilmunud
t00s. Meetodi aluseks on suurima tdepdra printsiip* Sonasta-
me selle.

Suurima tdepara printsiip. Tundmatu parameetri (tundma-
tute parameetrite) hinnanguks tuleb valida selline vaartus
(sellised vadrtused), mille korral meie kdsutuses oleva konk-
reetse valimi saamise tdendosus on maksimaalne.

STP printsiibi realiseerimiseks vajame funktsiooni, mis
kirjeldaks konkreetse valimi ~x saamise tdendosust erinevate
parameetri vaartuste korral. Votame sellise funktsiooni ka-
sutusele.

Me teame, kuidas leida valimi tihedusfunktsiooni ftx,”")
vOi tdendosusfunktsioon! p(x,Q). Nende funktsioonide kasu-
tamisel eeldatakse, et parameeter 0 on fikseeritud, argumen-
did vaartus aga muutuv. Vahetame argumentide rollid! ar-
gumenti X vaatame fikseerituna, parameetrit 0 aga muutu-
vana. Niisuguste argumentidega funktsioon osutub edaspidi-
ses vaga kasulikuks todvahendiks. Teda nimetatakse valimi
toeparafunlctsiooniks. Valimi tdeparafunktsiooni tahistame
stmboliga LCZ, 0),

n
Mn f(x-,8), kui tunnus on pidev,
Lx, 0) = 1= (1 ) P
n
r1 p(x, , 0, kui tunnus on diskreetne .
i=1
Naide 3.1»(@) Olgu uuritav tunnus kirjeldatav eksponent-
Jaotusega , X~E(>)* Uldkogumi tihedusfunktsioon on

siis madaratud eeskirjaga

fFAebc, kui 1 >0,
fx, %) = J
\ O, kui x< 0 *

Valimi tdeparafunktsioon aga maaratakse eeskirjaga
L(x, >0 = |
0 , kui minx 0 *
Kui meie kasutuses on naites 2.3 toodud valim eksponent-

Jaotusega uldkogumist, omandab valimi téeparafunktsioon
(piirkonnas, kus ta esineb nullist) kuju

L(x ,™) = TNe"51°8%;
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Selle funktsiooni kaitumist illustreerib jargnev graafik(A>0)
LOA, *)

(®) Olgu uuritav tunnus kirjeldatud Bernoulli jaotusega,
X B(, 0). Uldkogumi toeniosusfunktsioon on siis maaratud
eeskirjaga

p(x, 9) = oX(1- 0?1“x , kui x=0 voi x=1,
0 , mujal
Valimi toepdrafunktsioon erineb nullist ainult selliste va-
limite korral, mille elementideks on Uhed voi nullid. Kui
valimi toeparafunktsioon erineb nullist, on ta mddratud ees-
kirjaga
1Igeé) = e~y -03--X
Kui meie kasutuses on naiteks valim 1, 1, 0, 1, O, omandab
valimi toeparafunktsioon (piilkonnas, kus ta erineb nullist)
kuju
L(x> ,B) = 03(1- 0)2.
Selle funktsiooni kaitumist illustreerib jargnev graafik

(0< 0<D
L™, &)

0,8

o* U *
Kui meil on tegemist diskreetse tunnusega, naitab toe-
parafunktsioon otseselt argumendina kasutatud konkreetse
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valimi saamiae toendosust valitud parameetri vadrtuse korral.
mPideva tuimuse korral on iga Uksikvadrtuse saamise tfendosus
null. Kehtib aga ligikaudne vordus

P(xQ - 4 X i xQ+ Ax) « 2f(xQ) A.-x ,
antud vaartusele lahedase véartuse saamise tdendosus on vor-
dellne tihedusfunktsiooni vaartusega punktis x < beetGttu
v0|me 6elda, et ka pideva tunnuse korral klrjeldab toepara—
funktsioon antud valimile kuitahes lahedase valimi saamise
toendosust valitud parameetri vaartuse korral.

Parameetri vaartus, mille korral tbeparafunktsioon saa-
vutab maksimumi, on kdige paremini kooskdlas konkreetse kat-
sega - selle parameetri vaartuse korral on just niisuguse
valimi saamise tdendosus suurim. Tuginedes STP printsiibile
antakse STP hinnangule jargmine definitsioon.

Definitsioon 3.2. Parameetri 0 (parameetrite’vektori”®
0 ) suurima tdepara hinnanguks nimetatakse arvu 6(arve 0),
mille korral valimi tbeparafunktsiooni vaartus on maksimaal-
ne,

L, 6) > L(x, 6), VO e ©
Sumboliga <S) on siin téhistatud parameetri vdimalike vaar-
tuste piirkond.

Kui tbepérafunktsioon on diferentseeruv parameetri
jargi, saame maksimumi leidmiseks kasutada juba keskkoolist
tuttavat tehnikat. Tdeparafunktsiooni tuletis (voi tu-
letised kdikide parameetrite jargi) tuleb vbrdsustada nulli-
ga, leida saadud vorrandi (vBi vdrrandisusteemi) lahend ning
kontrollida, kas see lahend méarab maksimumi. Tehnilise 90
lihtsustamiseks on aga sageli kasulikum Ule minna logaritmi-
lisele tdeparafunktsioonile. Logaritmiline tdeparafunktsioon
madratakse eeskirjaga

Ix, 0) = InL(x, 0).
Need kaks funktsiooni - valimi tdeparafunktsioon ja valimi
logaritmiline tdeparafunktsioon - saavutavad maksimumi Uhe
ja sama argumendi korral.

Naide 3.3« (@) Leiame eksponentjaotuse  parameetri
A STP hinnangu. Kirjutame esmalt valja logaritmilise tde-
parafunktsiooni. Arvestades nadites 3.1= (@) saadud tulemust
saame
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1(2% >%) = nlnx - "Xnx =
Kirjutame valja logaritmilise toepérafunktsiooni tuletise

(Q/7QTIKx, = n/n — nx

Ja seejarel toeparavorrandi, mille saame, kui vOrdsustame
logaritmilise toeparafunktsiooni tuletise nulliga

"/ - nx = 0.
Avaldame saadud vorrandist parameetri

> = 1/X -
Logaritmilise toeparafunktsiooni teine tuletis on sellise
valiku korral negatiivne, oleme leidnud maksimumi. Saime ees-
kirja parameetri > STP hinnangu leidmiseks™* Parameetri
arvulise vaartuse saame, kui sellesse eeskirja asendame meie
késutuses oleva valimi elemendid. Naiteks, kasutades naites
2.3 toodud konkreetset valimit, saame

= 1/5,18 « 0,19 .
(b) Leiame Bernoulli jaotuse parameetri B STP hinnangu.
Kirjutame esmalt valja logaritmilise toeparafunktsiooni. Ar-
vestades naites 3.1. (b) saadud tulemust saame

N

I(x, 6) = In0:21 Xr + In(1- O)(n- SH Xx,)
=1 1 =1

Arvutame logaritmilise toeparafunktsiooni tuletise

_ X1/~ 6)

@Kra)l(x, 8) = Sl Xj1/3 - (-
=1
ja kirjutame valja tbepéaravorrandi
n n
N - - — =
i2:1’% /0 (n - xl)/(l 0 =0
Avaldame saadud vdrrandist parameetri
0 =X «
Logaritmilise toeparafunktsiooni teine tuletis on sellise 0
valiku korral negatiivne, oleme leidnud maksimumi .
Saime eeskirja, kuidas kasutada valimi elemente parameetri
0 STP hinnangu O leidmiseks. Parameetri arvulise vaartuse
saame, kui sellesse eeskirja asendajpe meie késutuses oleva
valimi elemendid. Naiteks, kasutades naites 3.1 (b) toodud
valimit, saame
0=3/5 =0,6 .
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(© Leiame uUhtlase jaotuse U(0, 9) parameetri STP hinnangu.,
Jaotuse tihedusfunktsioon omab kuju
f(x,0) =S1/0 * kui Oii 4 9
o, mujal
Kirjutame valja valimi toeparafunktsiooni

T 1/0 M>» *ui minxt> 0 ja maxxj 4 ®

\o , mujal
Paname tahele, et erinevalt eelmistest naidetest ei ole see
funictsioon parameetri 0 3uhtes pidev. Kui parameeter 0 saab
vaiksemaks val imi maksimaalsest elemendist, muutub see funkt-
sioon hippeliselt nulliks. Illustratsiooniks visandame vali-
mi toeparafunktsiooni graafiku . (Olgu meie kasutuses 5-ele-
mendiline valim, mille maksimaalne element on 2, 98.)

Nx*, B)

Néeme, et maksimum saavutatakse, kui 9 = wax Xi# = e Ar-
vestades meie konkreetse valimi maksimaalse elemendi vaartust,
saame STP hinnangu arvuliseks vaartuseks
0=2 *3« .

B. Momentide meetod

Momentide meetod on teine sageli rakendatav meetod tund-
matute parameetrite hindamiseks. Momentide meetod on kasutu-
sele voetud inglise statistiku K.Pearsoni poolt, seda meeto-
dit on esmakordselt kirjeldatud 1884 .a. ilmunud t66s. Meeto-
di aluseks on teatava arvu teoreetiliste momentide vOrdsusta-
mine vastavate valimi momentidega. Kuna jaotuse tQ?reetiii—
sed momendid avalduvad jaotuse parameetrite kaudu, saame nii
vOrrandisisteemi jaotuse parameetrite maaramiseks. Voetakse
kasutusele sama palju momente, kui palju on hinnatavaid para-
meetreid. Saadud vorrandisisteem lahendatakse tundmatute pa-
rameetrite suhtes, tulemusena saame parameetrite hinnangud.
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Toenaosusjaotuse k-ndaks teoreetiliseks momendiks nime-
tatakse arvu, mis on madratud eeskirjaga
= Exk,
valimi k-ndaks momendiks nimetatakse arvu, mis on maaratud
vOrdusega

m = Sl z/n .

* i=1 1
Kui uuritava tunnuse jaotus sOltub s tundmatust parameetrist
o, 02, ..., 00, siis"avalduvad toendosusjaotuse teoreetili-

sed momendid nende parameetrite kaudu

Ak = Tk( 2% Os> *
NOid on kasutusele voetud kdik tahistused, mis on vaja-
likud momentide meetodil maaratud hinnangu defineerimisel.
Definitsioon 3.4. Parameetrite 6", 62, ees* 9S hin-

nanguks momentide meetodil nimetatakse arve 0%, 02, ...,
0g, mille korral _ N n

mk = 1V 01* @» * _Se
k=1, 2, ..., s.

Edaspidises kasutame momentide meetodil madratud hin-
nangu kohta lUhitahistust MM hinnang.

Vaatame naiteid MM hinnangute leidmise kohta.

Naide 3.5.(@) Olgu X E(”). Leiame parameetri % MM
hinnangu. Kirjutame valja seose eksponentsiaaljaotuse kesk-
vaartuse (esimese teoreetilise momendi) ja jaotuse parameet-
ri 7 vahel

= " .
VBrdsustades tunnuse keskvaartuse valimi keskvadrtusega, saa-
me parameetri % hindamiseks eeskirja
No= /XL
Néeme, et selle jaotuse korral STP hinnang ja Mbl hinnang lan-
gevad ihte.

- () Olgu uuritav tunnus Uhtlase jaotusega, X ~U(O, 0). Leia-
me parameetri O MM hinnangu. Kirjutame valja seose tunnuse
keskvaartuse ja tundmatu parameetri vaiiel. Selleks arvutame
Uhtlase jaotuse keskvaartuse

=EX = We dx = o/2 ,
0
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Asendades teoreetilise momendi vaatava valimi momendiga saa-
pee vorrandi

iml. = 0/2,
kust saame parameetri MM hinnanguks
9 = 2x

Naeme, et Uhtlase jaotuae korral on STP ja MM hinnangud eri-
nevad.
Oigu mele kdautusea nditeks jargmine 5-elemendiline va-
lim
1,37 0,3372,80 2,98 0,12
Siis x=1,52 ja 0= 3,04.

ULESANDED

1. Olgu tegemiat jargnevate tiheduafiinktsioonidega toen&o-
suajaotuatega

@ fx, 6) = ox~“1, kui 0< x N 1; 0>0;

b FfE, 6) =9axa“lexp(- 6xa), kui x>0; 0>0, a>0 (a on
teadaolev konatant);

@© f, 6) = Oa®/x™+1, kui x>a; 0>0, a> 0 (a on teada-
olev konatant).
Leida parameetri O STP hinnang.

2* Olgu X~G( 0). Leida parameetri 0 STP hinnang ja MM hin-
nang.

3. Olgu X~ N( fSl). Leida parameetri / STP hinnang.

4. Olgu X~B(m, 0). Leida parameetri 0 STP hinnang.

5. Olgu uuritav tunnua Cauchy jaotuaega, X~C( 6). Leida pa-
rameetri 3 STP hinnang kahe elemendiliae valimi korral.

6. Olgu uuritav tunnua X pideva jaotusega, mille tihedus-
funktaioon on mdaratud eeskirjaga

f(x, 0) = exp( 6 -x), kui x>9, (0>0).

Leida parameetri O STP hinnang.

7= Olgu X~P("?0. Leida STP hinnang parameetrile X. Veendu-
da, %)t parameetri funktsiooni 1/S STP hinnanguks on 1/Xx,
kus X on parameetri "X STP hinnang.

8. Olgu g(0 ) mingi Uhene parameetri funktaioon. Toeatada,
et aeMe funktsiooni STP hinnang avaldub kujul g( 6),
kus 9 on parameetri O STP hinnang.

9. Olgu X~B(1, 0). Leida parameetri 0 MM hinnang.
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10. Olgu X~B(m, 0). Leida parameetri O MM hinnang.
11. Olgu uuritav tunnus Uhtlase jaotusega loigul [-B,
X~U(- 0, 0). Leida parameetri 6 STP ja N1 hinnangud.

12. Olgu uuritav tunnus Uhtlase jaotusega loigul j_0-j» *
X~U( O, 6g)« Leida parameetrite O ja ~ hinnan-
gud.

13» Sportlennuki uue mudeli katsetamise k&igus maarati 15
korral mudeli maksimaalne kiirus. Saadi jargmised tule-
mused (km/h)

422.2 418,7 425,6 420,3 425,8 423,1 431,5 428,8
438.3 434,0 411,3 417,5 413,5 441,3 420,0

Leida hinnang maksimaalse kiiruse keskvaartusele, oleta-
des, et maksimaalne kiirus allub normaaljaotusele.

14. Vaatame tehnoloogilist protsessi, kus uhte ja sama ope-
ratsiooni korratakse iga paev palju kordi, kusjuures sel-
le operatsiooni kaigus voib tekkida isesUttimine. Isesut-
timiste arvu registreerimisel kalendripaevade kaupa saa-
di jargmised tulemused
001002030001 301 400 2.
Valida uuritava tunnuse Kirjeldamiseks sobiv diskreetne
jJaotus (VOi sobivad diskreetsed jaotused). Seda jaotust
kasutades hinnata vaartuse null omandamise tfendosust.

Kordamiskisimusi tdendosusteooriast

1) Olgu juhuslik suurus X pideva jaotusega. Arvutada tdendo-
sus P(%=2).

2) Olgu juhuslik suurus X pidev tihedusfunktsiooniga f(X).
Arvutada P(a4X<b), Visandada tihedusfunktsiooni graafik
Ja viirutada sellele tdendosusele vastav pindala.

3) Olju juhuslik suurus X binoomjaotusega, X<~B(2, 6). Mil-
line on selle juhusliku suuruse kdige suurema tdendosuse-
ga omandatav vaartus kui 0 =0,2; 0,5; 0,8?

4) Arvutada eksponentjaotusega E(a) juhusliku suuruse
keskvaartus ja dispersioon.

5) Esitada valemid k-nda momendivarvutamiseks nil pideva
kui ka diskreetse juhusliku suuruse korral,

KUS ME OLEME? Pistitasime Uldkogumi tundmatute parameetrite

hindamise Ulesande. Hinnangu maaramiseks tuleb valida statis-

tik, mille vaartus konkreetse valimi korral loetakse parameet-
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ri hinnanguks, sama moodi tuleb talitada ka mitme tundmatu
parameetri hindamisel. Andsime kaks heuristilist vdtet hin-
nangut médrava statistiku valimiseks. Peale kirjeldatud vo-
tete on olemas veel teisi, mida me praegu ei kasitle; sta-
—-tistiku voib valida ka mingite intuitiivsete kaalutluste alu-
sel* Miks teisi votteid vaja on?

Meie poolt kirjeldatud vdtted hinnangu mdaramiseks on
rakendatavad Usna rangel eeldusel - me olime kullalt tar-
gad ja kavalad ara arvamaks uldkogumiks oleva ™usta kasti"
olemuse - teda kirjeldava toendosusjaotuse tulbi. Kui me
seda ei ole, pole need vdtted rakendatavad.

KUHU LAHME? Selles paragrahvis kirjeldatud votteid konkreet-
sete jaotuste korral rakendades nagime, et Uhe ja sama para-
meetri hindamiseks vOib kasutada erinevaid statistikuid. Ko-
he tekib kisimus - vdib-olla on Uks neist statistikutest
"parem” teine "halvem'? Selleks, et saada mingisugust alust
niisuguseks vordlemiseks, asume tundma Oppima statistikute
selliseid omadusi, mis hindamisel osutuvad kasulikeks.

&4. Hinnanpru omadusi -

Korrakem kahte pohitdde. Valimi pohjal maaratud tund-
matu parameetri hinnang erineb peaaegu kindlasti tundmatu
parameetri toelisest vaartusest, ukskdik millist statisti-
kut me parameetri hindamiseks ka el kasutaks. Seadusparasusi
mis ilmnevad teatava statistiku paljukordsel kasutamisel,
kirjeldab seda hinnangut mdarava statistiku tdendosusjaotus.

lieed kaks tode médravad ka meie edasi liikumise tee.
Pole motet kdrvutada kahe statistiku poolt maaratud hinnan-
guid - olulises on nad samavadrsed. Statistikute tdendosus-
jJaotused voivad aga olla oluliselt erinevad, oluliselt vdi-
vad erineda seadusparasused, mis ilmnevad statistikute palju-
kordsel kasutamisel. Ainult need seadusparasused saavad olla
aluseks statistikute vordlemisel.

Jargnevalt tutvume mbningate hinnangut madravate statis-
tikute kasulike omadustega. (Paneme tdhele, et pealkirja so-
nastus on 'argooline” - tegelikult kasitleme hinnangut maa-
ravate statistikute omadusi.)



A, Hinnangu nihketus.

Esimese niisuguse omaduse vOib intuitiivselt esitada
nBudena, et hinnang peab olema "‘keskmiselt” oige - palju-
kordsel hindamisel peab hinnangu keskmine tase uUhtima para-
meetri oige vaartusega. Kui see ndue ei ole tadidetud, toimub
sUstemaatiline parameetri Ule- voi alahindamine. Hinnangu
""keskmise Oigsuse" saab sOnastada jargmise ndudena hinnangut
madrava statistiku kohta.

Definitsioon 4.1, Statistik T(X) maarab parameetrile
nihketa hinnangu, kui selle statistiku keskvaartuseks on hin-
natav parameeter, s.t.

ETQ) = 6.

Tuginedes lemmadele 2,2 ja 2,5 vOime odelda, et valimi
keskvaartus madrab Uldkogumi keskvadrtusele alati nihketa
hinnangu, valimi dispersioon mddrab uldkogumi dispersioonile
alati nihketa hinnangu.

Vaatame jargnevas naites, kuidas kontrollida hinnangu
nihketust.

Sfaide 4.2. Olgu uldkogumi kirjeldamiseks sobiv Uhtlane

jJaotus, X~U(O, 0).
(@ Kontrollime, kas STP hinnang on nihketa. Selleks vdtame
vaatluse alla statistiku Xj ja arvutame tema keskvaartuse»
Statistiku X"nj tihedusfunktsioon on valja kirjutatud nadites
2,8, Leiame

EX(n)= Snxn/ Ondx = (n./en)xn+1/(n+1) |& = n0/(n+1).

Naeme, et STP hinnang on nihkega. Sellest nihkest on aga
lihtne vabaneda, votame kasutusele uue statistiku

™) = (n+D/n X(n) ,

See statistik maarab parameetrile 0 nihketa hinnangu. Toe-
poolest

ET*Q0 = Er(n+1)/n X1 = [(+1)/nj-Cn/(n+DI 0 =

(®) Kontrollime, kas MM hinnang on nihketa. Kuna Uhtlase jao-
tusega juhusliku suuruse keskvaartuseks on 6/2, siis statis-
tiku T(X) = 2X keskvaartus

ETQ) = EX) =2 6/2 = &,
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Naeme, et momentide meetodil maaratud hinnang on nihketa. Y

Kui statistiku nihe s6ltub valimi mahust n, on seda nbl
het lihtne korvaldada. Konstrueerime Uhtlase jaotuse parameet-
rile veel Uhe nihketa hinnangu.

Naide 4.3. Vaatame jalle uldkogumit, mille kirjeldami-
seks sobib Uhtlane jaotus U(O, 0). Esitame julge idee -
konstrueerida parameetrile 9 hinnang minimaalse vaatlustu-
lemuse, s.t. jarkstatistiku ™M abil.

Milles peitub selle idee julgus? Meenutame, et Uhtlase
Jaotuse parameeter 0 maarab selle 18igu Ulemise otspunkti,
millel niisuguse jaotusega tunnus vOib vaartusi omandada.
Seega tahame minimaalse vaatlustulemuse abil madrata hinnan-
gut maksimaalsele vOimalikule vaatlustulemuse véaartusele.
Ega see eriti moistlik ju ei ole.

Plitame oma ideed siiski realiseerida. Selleks arvutame
esmalt jarkstatistiku X~ keskvaartuse. Keskvaartuse leid-
miseks vajame selle statistiku tihedusfunktsiooni. Kirjutame
selle valja, kasutades valemit (2.2):

"nd-x/0 N"L/e , kui 040
0 , myjal

jJa ai*wtame statistiku Xf1\ keskvaartuse
0 9
EX~= n/0 "x(l -x/0 N"1ldx = )(I -X/B Indx = o/(n+1).
NUud aga on Ilhtne saada SOOV|tavat nihketa hinnangut. Toe-
poolest, moodustame uue statistiku

T = (MtDXAD) ,
arvutame tema keskvaartuse
ET"Q) = (n+1)EX@) = O
ja konstanteerime - statistik T'(X) médrab parameetrile O
nihketa hinnangu. n
Arutleme pisut ndites saadud tulemuste lle. Paistab, et
nihketus on suhteliselt ndrk statistiku omadus, Uhe ja sama
parameetri jaoks saame leida terve rea nihketa hinnangut mé&-

ravaid statistikuid. Kas aga iga nihketa hinnang on "hea’
hinnang? PlUlame seda anallisida jargmise naite abil.
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ilaide 4.4. Uhtlane jaotus leilab viga sageli kasutamist

ejuhuslike arvude genereerimisel arwvutil; see on jaotus, mis
on aluseks paljude tdendosusjaotuste modelleerimisel, pro-
grammiga, mis genereerib Uhtlase jaotusega U(0, 9) arve (Jao-
tuse parameetri tdeline vaartus oli programmi kasutajale
tundmatu), genereeriti kolm valimit, Esimene valim oli viie
elemendiline
@ 1,37 0,33 2,80 2,98 0,12;
teine ve_lim 10 elemendiline
® 2,717 1,28 2,24 1,26 1,22 0,94 1,29 0,50 2,33 2,30;
ja kolmas valim 20 elemendiline
©0,31 +92 1,35 0,06 0,23 0,53 2,88 1,99 1,64 0,84

1,34 0,94 1,08 0,21 1,3 1,81 2,51 0,29 1,76 1,11
Toome alljargnevas tabelis ara kdigi kolme meile teada oleva

nihketa hinnangut mdarava statistiku vaartused nende kolme
valimi korral

Anatistin T ™00 ™0
V. .

@ 3,04 3,58 0,72

o) 3,21 2,98 5,50

© 2,42 3,02 1,26

(Loomulikult kontrollib iga endast lugupidav lugeja need ar-
vutused uleD)

Kolm valimit on kahtlemata liiga vaike arv valimeid, et
teha jareldusi statistikute kaitumise seadusparasuste kohta.
Unte-teist vdime aga siiski juba niha. Esimesena torkab sil-
ma, et statistik T'(X) maarab kahel juhul kolmest hinnangu,
mis on vastuoluline - valimis esineb elemente, mis on maa-
ratud hinnangust suuremad. Kolmas selle statistiku poolt maa-
ratud liinnang on aga tunduvalt suurem kdige suuremast vaat-
lustulemusest. Need asjaolud peaksid tekitama tugeva kahtlu-
se, selle statistiku kasutatavuse suhtes. Ka statistik T(X)
maarab thel juhul vastuolulise hinnangu ja seda just kdige
suurema valimi korral. Statistiku T’(X) kohta pole aga mida-
gi silmatorkavalt "halba™ o6elda.

Naicle peaks slUvendama usku, et on olemas "head" ja "hal-
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vad" nihketa hinnangut maaravad statistikud. Maarame kind-
laks kriteeriumi, mille pbéhjal neid eristada.
B. Hinnangu efektiivsus.

Mille pohjal nihketa hinnanguid omavahel vorrelda? Lah-
tume jallegi vaga loomulikust ndudest - parem on see hinr-
nang, mis on tépsem, mille keskmine kérvalekalle parameetri
tdelisest vadrtusest on vaiksem. Keskmist kdrvalekallet ise-
loomustab dispersioon. Jarelikult parem on niisugune nihketa
hinnangut maarav statistik, mille dispersioon on vaiksem.

Jargnevas definitsioonis anname terminoloogia, mida ka-
sutatakse nihketa hinnangute vordlemisel.

L>efinitsioon 4.5. Madraku statistikud TOF) ja TA(QX) nih-
keta hinnangudlparameetrile ¢. Me Utleme, et statistik® (O

on efektiivsem statistikust T(X), kui DCX)- DIQF) . 0.
Suhet e(T, TN=DT(X)/DT(X) nimetatakse statistiku T X
suhteliseks efektiivsuseks statistiku TM(X) suhtes.

Naide 4.6. Leiame naidetes 4.2 ja 4.3 toodud statistiku-
te suhtelise efektiivsuse. Selle arvutamiseks vajame nende
statistikute dispersioone, avaldatuna jaotuse parameetri kau-
du. Leiame esmalt minimaalse ja maksimaalse jarkstatistiku
dispersioonid. Dispersiooni arvutamisel kasutame val\mit
DZ = EZ= - @2. Maksimaalse jérkstatistiku korral saame

Exfn) = n/enj* n+ld* . n/(n+2> en *m2 i®= MYbHT)
Ja siit 0
DX(nN) = n 92/(n+2) - n202/(n+1)2= nB2/ [(n+2)(n+1)2}.

Statistiku T"(X) dispersiooni arvutamisel kasutame disper«
siooni omadusi

DT"(X) = (n+1)2/n2 DX(nj = 02/ m(+2)j.
Minimaalse jarkstatistiku korral saame
EX?2N =n/0 1 x2(1-x/ 0)n“1dx ,

kust kaks korda ositi intergreerides jouame tulemuseni

EX2™ = 202/|n+1)2(m2)1
ja siit
DX(@ =n82/fn+D2(i+2)].
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Statistiku T'(X) dispersiooni vaartuseks aga saame
DT" () = (n+D2DXA) =n 6 2./(n+2).
Niud saamegi valja arvutada efektiivsuskordaja e(T, )}
e(T") = 1/n2. n
Naeme, et ebamdistlikult moodustatud statistik T'(X) on toe-
poolest aarmiselt ebadkonoomne - tema suhteline efektiiv-
sus statistiku T*(X) auhtes kahaneb valimi mahu kasvades.
Sealjuures on kahanemiskiirus vdga suur - efejctiivsus on
pdodrdvordeline valimi mahu ruudugal!

Paneme tahele, et Uhest suurema valimi mahu korral on
statistiku T"(X) dispersioon vaiksem statistiku T'(X) dis-
persioonist, Ukskdik milline oleks parameetri & vaartus.
Seetdttu pole pbhjust statistiku T'(X) kasutamiseks™ niisu-
guse omadusega statistikut nimetatakse millelubatavaks <

Leiame veel statistikute T(X) ja T°(X) suhtelise efek-
tilvsuse. Arvestades lemmat 2.2 ja seda, et Uhtlase jaotuse-
ga juhusliku suuruse dispersioon on "(2/12, saame

DT(X) =402/12n = €2/3n ,
kust
e(T ,10 = [02/n(n+2)1 : [02/3nl = 3/(n+2) .

Naome, et statistik T"(X) on ka statistikust T(X) efektiiv-
sem, kusjuures efektiivsuskordaja kahaneb valimi mahu kasva-
des.
lifektiivsuskordaja vdimaldab kull omavahel vorrelda kah-
te erinevat statistikut ning leida neist efektiivsem. Kuidas
teha aga kindlaks, kas sellest efektiivsemast statistikust
pole veelgi efektiivsemat statistikut? Kas 0l olemas niisu-
gune statistik, mis on kdikidest nihketa hinnangut maarava-
test statistikutest efektiivsem? Vastuse neile kisimustele
anname seiltsmendas paragrahvis.
ULESANDED
# Olgu T"QX) ja T'(X) nihketa hinnangut madravad statisti-
I§ud. Fioodustame uue statistiku T(X) = aT’(X) + bT"uXx),
i.".illist tingimust peavad rahuldama kordajad a ja b, et
statistik T(X) méddraks samuti nihketa hinnangu?
2. Kui statistik T(X) méarab nihketa hinnangu parameetrile

33



0, kas siis statistik T"'(X) madarab nililocsta hinnangu pa-
rameetrile 82?

3* Olgu uldkogumi tdenaosus jaotuseks Uhtlane jaotus U(O, JO?).
Leida nihketa hinnang parameetrile O . Napunédide: leida
Uhtlase jaotusega juhusliku suuruse ruudu keskvaartus.

4* Olgu meil kahe elemendiline juhuslik valim eksponentsiaal-
Jaotusega uldkogumist, XS/E( X) -Kontrollida, kas statistik
T = maarab parameetrile % nihketa hinnangu.

5% Olgu uldlrogum Bernoulli jaotusega B(*, 0). Avaldada vali-
mi keskvairtuse keskvaiartus ja dispersioon parameetri 0
kaudu*

6. Uuriti teatava TV programmi vaadatavust Uhes linnas. Vii-
di l1abi kaks kusitlust: esimene kord 100 kiusitletust 35
vaatas seda programmi jarjekindlalt, teine kord 350 kiusit-
letust 100 vaatas seda programmi jarjekindlalt. Leida md-
lema va?.imi korral nihketa hinnang linnaelanike osale,kes
vaatab seda televisiooniprogrammi jarjekindlalt.

7» Kasutades Ulesandes 1 saadud tulemust leida védhemalt kaks
statistikut, mis vOimaldaksid kahe sdltumatu valimi kor-
ral madadratud nihketa hinnangud Uhendada uueks nihketa
hinnanguks. Leida mdlema statistiku vaartused eelmises
tUlesandes toodud andmete korral.

8. Madrata, kumb eelmises Ulesandes konstrueeritud, statisti-
kutest on efektiivsem. Millised tuleb valida kordajad, et
uue statistiku dispersioon oleks minimaalne?

Kordamiskusimusi tdendosusteooriast.

1) Kasutades keskvaartuse omadusi tdestada valem DX=EX2-(EX)2*

2) Kirjutada véalja 16igul (0, 0) maaratud Uhtlase jaotuse
tihedusfunktsioon ja jaotusfunktsioon. Kas need kinnita-
vad naites 4*3 esitatud parameetri O sisulist tdlgendust?

KUS ME OLEME? Oppisime tundma suhteliselt sageli esinevat
hinnangu omadust - hinnangu nihketust. Etteantud nihketa
hinnangutest on parem see , mille hajuvus (vastava statis-
tiku dispersioon) on kdige vaiksem.

KUHU LAHEME? Pohimdtteliselt on praegusel hetkel meie ees
kaks teed - me vOiksime asuda uurima seda, kuidas leida
kdikvoimalike nihketa hinnangute seast kdige parem voi voik-
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sime jatkata tutvumist hindamisel kasulike statistikute
~madustega. Meie valime teise tee. Esimesele teele hippall
tagasi mbned paragrahvid hiljem. Voib-olla Sigustab nii
gust valikut asjaolu, et nihketus ei ole tingimata vs-"a
"hea" statistiku omadus.

§5. Hinnangu md.iusus
Hinnangu mdjusas on statistiku astmptootiline omadus.

Niisugusest omadusest raakimiseks peame vaatama erineva ma-
huga valimite korral mddratud statistikute jada. Olgu see
T.JQO, T2(X)----- Tn¢ ~ 3tatistik Ti¢ on
i-elemendilise valimi korral. Kuna statistiku arvutuseeski-
ri s6ltub valimi mahust, siis soltub ka tema toendosusja o—
tus valimi mahust. AsuUmptootilisteks nimetatakse statisti-
kute téenaosusjaotuste jadade piiromadusi, mis ilmnevad va-
limi mahu piiramatul kasvamisel.

IVigjusus on asumptootiline omadus, mis seisneb selles,
et valimi mahu piiramatul kasvamisel hinnang asub hinnatava-
le parameetrile kuitahes lahedal kuitahes Uhele lahedase tde-
naosusega. Anname sellele omadusele jargmise tépse definit-
siooni .

Definitsioon 5.1. Statistik "n(X) maarab parameetrile ¢
mdjusa hinnangu, kui iga £ ja ~ korral (&t£ > 0) lei-
dub valimi maht n (n=n( M, ), mille korral kehtib vbrratus

p(\tn(x) - e\< £)> 1l- S

Vaatame nadidet niisuguse omaduse olemasolu kohta.

Naide 5.2. Olgu meil tegemist Uhtlase jaotusega tunnuse-
ga, X~U(0, 9). Parameetri Q hindamiseks vOisime kasutada
maksimaalset vaatlustulemust Veendume, et see statis-
tik madarab parameetrile 0 mdjusa hinnangu.

Statistiku X(n) tihedusfunktsioon oli maaratud n-ele-
mendilise valimi korral eeskirjaga

fnxn"1/0n, kui 04x4 O
B *n(x-e>= g , mujal
Uhtlase jaotuse korral on sindmused (¥ n- gk 1a6-" /
vérdsed’, beetoltu ‘™
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P(U(N)- el < b) = lnxﬂ‘ﬂ ondx = 1/0 V I® . t= 1-(6-&)n/$n

Kuna 0>0t siis (0 - £) /0 < 1; valides astendaja n killalt
suure, kehtib vbrratus (0-0MN/0N4& *

Naeme, et definitsioonis esitatud tingimus on taidetud.
Vaatame veel, kas ka minimaalne vaatlustulemus maarab
Uhtlase jaotuse parameetrile 0 mdjusa hinnangu. Kasutades

naites 3.2 leitua minimaalse statistiku tihedusfunktsiooni
leiame sindmuse 01< £ tdenaosuse. Kuna ka siin keh-
tib stndmuste vordsusO (W 1j- d\ £)= (0-X~jC £,), siis
P(IX(@)- oUt). = J en(I-x/0)n_1/0 dx = (1-0- t)/0)n.
Kuna 1-(8 - t)/0 < 1, saame valimi mahtu suurendades selle
toendosuse muuta kuitahes vaikeseks. Valimi minimaalne ele-
ment el maara parameetrile 0 m@jusat hinnangut. n
MBjususe kontrollimine otseselt definitsiooni p&hjal
on aga Uldiselt ebamugav. Selleks peaks alati teadma statis-
tiku tihedusfunktsiooni (VOi tbendosusfunktsiooni), mille
leidmine pole aga sageli kaugeltki mitte lihtne ulesanne.
Anname jargnevas teoreemis mugavama tingimuse mdjususe kont-
rollimiseks.
Teoreem 5.3. Statistik TU(X) maarab parameetrile 6 mo-
Jusa hinnangu siis, kui
"lim ET 00
e

lim DT (@
>0

o,

0 .

Toestus. Teoreemi tdestamisel lahtume Tsebdsovi vorra-
tusest

PAUTNQ)-ETn Q)1 *-€-)> 1 _ DTn(X)/c2.
Arvestades absoluutvadrtuse omadusi voime kirjutada

I - eU TNn)O-EMN)] + Je- ETnX)L.

Sellest vorratusest aga jareldub, et kui sundmus
TrX~ETnQ)j £/ toimub, jareldub sellest sindmus
JTndD - O] £ £2 + |0 -ETn(X)]- Niisugusest jareldussuhtest

sundmuste vahel aga tuleneb, et esimese sindmuse tdendosus
ei 3aa olla suurem teise sindmuse tdendosusest

PATNQO-ETNEOl A t/<)4P(|InC)- 01”72+ JO-ETnQOI).-
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Valides niaiud n kiallalt suure (n>n( £)) saame \O—ETn QQ¥- £/2.
Vasakpoolne t8endosus on aga Tsebdsovi vorratuse pohjal to-"
kestatud, seetdttu vdime kirjutada (eeldades, et n>n(&))
PQAATN(X)-0\ N t) > 1-DTnQX)/( £2/4)

Kuna eelduse kohaselt n suurendamisega viime statistiku dis-
persiooni DTn(C) muuta kuitahes viikeseks, 3aate lahutatava
teha vaiksemaks etteantud suurusest kui vaid valime
n>n(<3'"). Valides n=max(n( BY),n( £)), ndeme, et statistik
Tn(X) maarab parameetrile 9 definitsiooni kohaselt mbjusa
hinnangu.

Teoreem on tdestatud.

Vaatame naiteid teoreemis toodud tingimuste kasutamise
kohta.

Naide 5.4. Veendume, et iga tunnuse korral, millel on
I16plik dispersioon, madrab valimi keskvddrtuse tunnuse kedc-

vaartusele mdjusa hinnangu.
Taéhistame tunnuse tegeliku keskvaartuse siumboliga ~ ,

tegeliku dispersiooni aga sUmboligp b2. Vastavalt lemma 2.2
tulemustele siis EX=~ ja DX= b /n. Siit aga jareldub, et
LimEX =y, Ja I|mDX = 0. Teoreemis toodud tingimused on tai-

detud, valimi keskvaartuse poolt mdaratud hinnang on mojus.-"
Motiskleme veel statistiku nihketuse ja mdjususe vahe-
korral Ule. Need omadused ei ole seotud, nagu nagime naites
5.2. Mojus hinnang ei pea Uhegi 16pliku valimi mahu korral
olema nihketa, kuid valimi mahu kasvades peab statistiku
keskvadrtus lahenema piiramatult parameetri toelisele vaar-
tusele. Teiselt poolt on aga vdimalik, et nihketa hinnang
pole mdjus. Niisugune on naiteks statistik T'(X) naitest 4.5.

ULESANDED

1* Olgu uuritav tunnus X kirjeldatud Bernoulli jaotusega
B(1, 6). Olgu (vastupidi tavalistele statistika voimalus-
tele) teada, et 0=1/2. Kas valimi keskvaartus X méarab
parameetrile mdjusa hinnangu?

Arvutada sindmuse (0,4 47IL 40,6) tdendosus, valides

valimi mahuks 10, 50 ja 100. Kui suur peaks olema vali-
mi maht, et P(0,494 X ~ 0,51) ~ 0,9?
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2« Olgu X r*U(0, 9), Kaa valimi keskvaartuse X abil saab
Konstrueerida parameetrile 9 mfjusa hinnangu?

3* Leida Poissoni jaotuse parameetrile n1 mdjus hinnang.

4« Oeldakse, et statistik TQ(X) madrab parameetrile 0 ruut-
méjusa hinnangu, kui Ai@EIIH(X) - 0)2=0. Néidaﬁa, et
ruut-méjususest jareldub méjusus tavalises mottes. Napu-
naide: tdestada vordus E(Tn(X) - 9)2=DTn (X)+( 0 ~ETh (X))2.

Kordamiskusimusi tdendosusteooriast

1) Sonastada Tsebdsovi vidrratusega esitatud seadusparasuse
sisuline téhendus.

2) Kas Tsebosovi vorratus kehtib kdikide juhuslike suuruste

korral?
3) Defineerige jareldussuhe sundmuste vahel.
4) Toestada tdendosuse monotoonsuse omadus: kui AMB,

siis P(R) P(B).
5) Defineerida juhusliku suuruse koondumine tdenadosuse jar-
gi- Milline on m§jususe vahekord tdendosuse jargi koondu-

misega?
KUS ME OLEME? Tutvusime teise hindamisel kasuliku statisti-
ku omadusega - mfjususega. lga "head" hinnangut médrav sta-

tistik peab kahtlemata olema mdjus. Kui see nSue on tdidetud,
vaheneb valimi mahu kasvades statistiku hajuvus téelise para-
meetri vaartuse suhtes. Kui see nbue pole taidetud, el anna
valimi mahu suurendamine mitte mingisugust garantiid tapsema
hinnangu saamiseks.

KUHU LAHEME? Tutvume veel kolmanda hindamisel kasuliku sta-
tistiku omadusega - hinnangu piisavusega.

86. Hinnangu piisavus.

Piisavuse defineerimisel on aluseks vaga loomulik ndue:
"hea” statistik peab parameetri hindamiseks kasutama ara k-
gu valimis sisalduva informatsiooni. Niisuguse ndude saab
esitada teatava tingimusena valimi tdendosusjaotuse kohta.

Definitsioon 6.1. Statistikut T(X) nimetatakse piisa-
vaks parameetri $ jaoks, kui valimi tinglik jaotus tingi-
musel, et 3tatistiku vadrtus on fikseeritud, el sOltu para-
meetrist Oe

Meenutame, kuidas madratakse juhusliku suuruse tinglik
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jJjaotus. Kui meil on tegemist diskreetsete juhuslike sulins—
te paariga, maaravad tingliku jaotuse tinglikud toen&dosused

P(X=x]Y=y) = P(X=x,Y=y)/P(Y=y)
Pidevate juhuslike suuruste paari korral aga maarab tingli-
ku jaotuse tihedusfunktsiooni jargmine tihedusfunktsioonide
suhe
f&xly) = fx,y)/fy )

kus lugejas on juhuslike suuruste Uhine tihedusfunktsioon.,
nimetajas aga tingimuses esineva juhusliku suuruse margi-
naal tihedusfunktsioon.

Vaatame paari naidet piisavuse kontrollimise kohta de-
finitsiooni pdhjal.

Naide 6.2. (@ Olgu X B(1, 0). Veendume, et vaatlus-
tulemuste summa on)pllsaf%;tatlstlk parameetri O hindami-
seks* Tahistame T(X) # Paneme eﬁnalt tahele, et

0, kui 22 Xj ~ t

P(szn T(X)zt) i=1 n |
P(X=£), kui ~ X, =t
i=1 A
statistiku T(X) jaotuseks on aga binoomjaetus B(n, 0) - on

Ju selle statistiku vaartuseks Uhtede arv n-katselises s6ltu-
matute katsetega seerias, kus Uhe saamise tdendosuseks on O«

Jarelikult, kui valimi tinglikku jaotust mdarav tinglik
téendosus erineb nullist, esitib ta kujul

PCX=x]e Q)=t)= POX=x, TQO=)/P(TCX)=1)
AL K
= eci(i- 0" ~ xiser etd- $yn = isce .
Saadud tdendosusjaotus ei sOltu parameetrist 9 f jarelikult
modtmistulemuste summa T(X) on piisav statistik.

Saadud tulemus peaks ka intuitiivselt olema hasti vas-
tu vOetav - kasutades Bernoulli jaotuse korral valimi ase-
mel valimi elementide summat, kaotame teadmise, millises jar-
jekorras nullid ja uhed valimis esinesid. Niisugune teadmine
ei tohiks olla kuidagi kasulik parameetri 0 hindamisel.

® Olgu X— E(?0. Veendume, et esimene vaatlustule-
mus ei ole piisav statistik parameetri T hindamisel. Toe-
poolest, 4 n

ufx1l) = f(x, *)/XxXr *) =N " iTi ~/0ue"” *XD =
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- *j
Saadud tinglik jaotus jadb sdituma parameetrist ~ . Esimene
vaatlustulemua el ole piisavaks statistikuks selle parameet-
ri hindamisel. Tulemus on intuitiivselt oodatav.

Piisavuse kindlaks tegemine otse definitsioonist lahtu-
des on ebamugav, praktil5.se vahendi selleks annab j&rgmine
Neymani ja Fisheri poolt tdestatud tulemus.

Teoreem 6.3. (Faktoriseerimise kriteerium) Statistik
T(X) on parameetri 8 hindamiseks piisav parajasti siis,
kui valimi toendosusfunktsioon vOi tihedusfunktsioon on esi-
tatav korrutisena

g(0ChH,edh(@)
kus esimene tegur sdltub valimist ainult 18bi statistiku
TAT) vaartuse ja soltub parameetrist &, teine tegur VvOib
sOltuda valimist Ukskdik millisel viisil, kuid ei sdltu pa-
rameetrist B.

Toestus« See teoreem kehtib nii pidevate kui ka disk-
reetsete tdendosusjaotuste korral. Tehnilise 66 vahendami-
seks tbOestame meie aga teoreemi kehtivuse ainult diskreetse-
te téendosusjaotuste jaoks. Toestus pideva tdendosusjaotuse
korral on esitatud monograafias ~0~] (lk. 28 - 29).

(@ Tarvilikkus. Olgu T(X) piisav statistik. Paneme ta-
hele, et

ro, kui T(xX)A
PO=x, TCX)=1) J ~n

|PCX=x), kui TQO)=t
Seetdttu valimi tinglikku jaotust mddravad tinglikud toen&o-
sused, mis tehtud eelduse kohaselt el sdltu parameetrist O,
on esitatavad jagatisena

POX=X))TC)=) = POEX)/PTOO=E) ,
kust

PEGH) = P(M)-DPCET)=)
lisitasimegi valimi toendosusfunktsiooni korrutisena, kus
esimene tegur voib kill séltuda parameetrist O, kuid vali-
mist saab ta soltuda ainult labi statistiku T(X) vaartuse,
teine tegur aga ei sOltu parameetrist fr.

(b) Piisavwus. Olgu faktoriseerimise nbue taidetud. Siis
valimi toendosusfunktsioon on esitatav kujul
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p(x, 0) =g(dC), 0Oh(x) -
Kirjutame nuud valja valimi tinglikku t8endosusjaotust maa-
ravad tinglikud tdendosused

POX=x k Q)=) = POX)/PT)=E) =
= g(t, 6 )h(X)/ JSEH g(t, 0)Dh() = h(x)/ JZH h(x) .
X, TO)=t X, T()=t
Naeme,et need tinglikud tdendosused ei sdltu parameetrist 8
Faktoriseerimise kriteeriumi tdidetusest jareldus statisti-
ku piisavus.
Teoreem on tdestatud.
Vaatame mbningaid naiteid faktoriseerimise Kkriteeriumi
rakendamise kohta.
Naide 6«4. (@ Olgu X ~ Leiame piisava statisti-
ku parameetri K jaoks. Kirjutame valja valimi t8endosus-
funktsiooni

pXxX, ™) = e-nX™ Xi/n xt! = (“iUxZ Zi)(I/nxiD) .

Saadud esitusest ndeme, et piisavaks statistikuks on siin
mdotmistulemuste summa X. .
i1 1
Paneme tahele, et piisav statistik ei ole Uheselt maa-
ratud. Toendosusfunktsiooni maarava korrutise esimese teguri
voime ju kirjutada ka kujul

g(@(f). 90 =e " > "= =
sellest esitusest aga tuleneb, et piisavaks statistikuks on
ka valimi keskvadrtus X.
Pilisava statistiku iga uks-thene funktsioon on piisav

statistik.

(®) Olgu X~MU (0, 9). Kirjutame valja valimi tihedus-
funktsiooni

tb, 0) -
[O , mujal
Vottes kasutusele 13igu indikaatorfimktsiooni
* / \ @O, kui xnavdi x>5b
a,b =

L1, kui a”~x ~b
voime valimi tihedusfunktsiooni esitada kujul
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f(x, 0) = (1/0n)U[o0,0](x(nP *
Naeme, et piisavaks statistikuks parameetri U hindamisel on
maksimaalne mo&tmistulemis.

Minimaalne mootmistulemus ei ole piisavaks statistikuks
parameetri G hindamisel* Meenutame veel naite 4.4 tulemusi.
Kasutades statistikut, mis ei ole piisav, kaotame me &ra osa
valimis sisalduvat informatsiooni; saame hinnangu, mis koiki
valimi elemente arvestades ei saa olla parameetri vaartuseks*

Piisava statistiku saab kasutada ara optimaalse nihketa
hinnangu otsimisel. Vastava teooriaga on vdimalik tutwvuda
Opikus 9], k. 57 - &4.

Mitte iga toenadosusjaotuse korral pole voimalik leida
piisavat statistikut. Toome selle kohta naite.

Naide 6.5. Olgu uuritav tunnus Cauchy jaotusega, X~C(0).
Cauchy jaotus on pidev tdenadosusjaotus, mille tihedusfunkt-
sioon omab kuju

fx, 8) =’i/(te(i+(x-932) , -coC N1Coo .
Kirjutame véalja valimi tihedusfunktsiooni

fx,0) =1/0m 1T (Q+x.-B)2) .
=1 1

Seda funktsiooni ei ole vdimalik esitada faktoriseerimise
kriteeriumis ndutava kahe teguri korrutisena.

Piisava statistiku mdiste on lihtsalt Uldistatav ka pa-
rameetrite vektori hindamise juhule. Vastavate ndidetega on
voimalik tutvuda Opikus T9J , k. 54 - 57.

ULESANDED

1. Olgu X~G(0) . Leida parameetri 0O jaoks piisav statis-
tik.

2. Olgu X~N(~c,1). Leida parameetri jJ1L jaoks piisav sta-
tistik.

3. Olgu uuritava tunnuse jaotuseks pidev jaotus, mille tihe-
dusfunktsioon on maaratud eeskirjaga

(0/(1+) 0+1 , kui 0 ™ x

J

f(x, 9) = -
to , mujal

Leida piisav statistik parameetri 0 hindamiseks.
4. Olgu uuritav tunnus Laplace®i jaotusega, X ~ L( n), mille

47



tihedusfunktsioon on maaratud eeskirjaga
f(x, 0) = 9172 , - - 7
Leida parameetri 0 jaoks piisav statxst’k.
5. Olgu X -N(0, 9). Leida parameetri 6 jaoks piisav statia-
tik.
6. Olgu X ~B(m, 0). Leida parameetri $ jaoks piieav statie-
tik.

Kordamislclsimusi téendosusteooriast

1) Defineerige sindmuse A tinglik toendosus tingimusel, et
stindmus 3 toimub.

2) olgu T =(Z1, z2) juhuslik vektor, mille komponendid Z1
ja z, on Bernoulli jaotusega sOltumatud juhuslikud suu-
rused, Z+ -B(1, 0,5). Kirjutada valja selle juhusliku
vektori vOimalikud vaartused ja nende védrtuste omandami-
se tbendosused. Esitame tingimuse z~+zo=1. Arvutada vek-
tori z vbimalike vdartuste tinglikud toendosused niisugu-
se tingimuse korral.

3) Olgu z diskreetne juhuslik suurus. Avaldada tdendosus
P(a £7b) toendosusfunktsiooni abil.

KU3 ME oLEME? Tutvusime statistiku kolmanda kasulisu
omadusega - piisavusega. lga "head”™ hin“nangut Eadarav
statistik peab kahtlemata olema piisav. Kui see nfue on tai-
detud annab statistik parameetri kohta sama palju informat-
siooni kui kogu valim. Kui see nBue pole taidetud, toob sel-
le statistiku kasutamine kaasa osa valimis sisalduva infor-
matsiooni kdrvale jatmise.

KUKU LAHEME? Oleme tutvunud k&ikide olulisemate statistiku
omadustega, mida hindamisel peab silmas pidama. PA6rdume
niid tagasi nihketa hinnangute juurde. Vaatame, kas ja kui-
das on voimalik leida niisugust nihketa hinnangut maaravat
statistikut, mille dispersioon oleks minimaalne.

§7. Efektiivne himraa.s;.

Keljanda paragrahvi I8pul esitasime kisimuse, kuidas
leida "'kdige efektiivsem" nihketa hinnangut maarav statistik!
“"Koige efektiivsem” selles mbttes, et ei leiduks teist nih-
keta hinnangut mdaravat statistikut, mille dispersioon oleks
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sama suur voi veelgi védiksem. Kaesolevas paragrahvis anname
vastuse sellele kisimusele.

Juhime veel téhelepanu sellele, et kdesolev paragrahv
on esimene, kus me asume lahendama teatud probleemi, siiani
tegelesime peamiselt mdistete kasutusele votmise ja teatava-
te omaduste kirjeldamisega. Seetdttu on kaesolev paragrahv
ka Uks pikemaid ja tema labi todtamine nduab tésist toH6d.

Meie probleemi lahendamiseks - otsustamiseks, kas
statistik on  "koige efektiivsem” - on kasutusel Usna
lihtne strateegia. Himelt on vlimalik teatud eelduse taide-
tuse korral Uldkogumi tdendosusjaotuse kohta leida a lumi -
ne tdke nihketa statistiku dispersioonile. Statistikust,
mille dispersioon vordub selle alumise tokkega, ei saa leida
enam efektiivsemat statistikut. Kui lahendame veel niisugu-
se statistiku iUhesuse kisimuse, oleme oma probleemi lahenda-
nud.

Selleks, et maarata alumist toket nihketa statistiku
dispersioonile, tuleb kasutusele votta mdned uued moisted.
Alustame valimi informatsioonist.

A. Valimi informatsioon

Votame kasutusele Uldkogumi t8endosusjaotust iseloomus-
tava naitaja - valimi informatsiooni e. Pislieri informat-
siooni. See naitaja kirjeldab informatsioonihulka, mis sisal-
dub valimis tundmatu parameetri 0O kohta.

Kolmandas paragrahvis votsime kasutusele valimi tfepa-
rafunktsiooni L(x, 0) ja logaritmilise toepdrafunktsiooni
1(x, 6). Eeldame jargnevas, et logaritmiline tdeparafunkt-
sioon on parameetri O jargi diferentseerus , s.t. eksisteerib
tuletis (C¥/BO)I(X, 6). Kui logaritmilise toeparafunktsiooni
tuletis on valja arvutatud, vdime saadud avaldises konkreet-
se valimi x asemele Kkirjutada teoreetilise valimi X. Tulemu-
sena saame teoreetilise valimi (Ja parameetri 0 1) funktsioo-
ni, uue juhusliku suuruse (mitte statistiku!), mille konk-
reetne moodustamis-eeskiri oleneb sellest konkreetsest toe-
naosusjaotusest, mis on valitud tldkogumi mudeliks. Nimeta-
me selle juhusliku suuruse valimi talletiseks ja tahistame
sumboliga U(X, ©),

UX, 0) = {R/fb0) KX, 0).
49



Definitsioon 7.1. Valimi talletise dispersiooni nimeta-
takse valimi informatsiooniks In(0)>
In(0) =DUX, 0) .
Vaatame naiteid valimi informatsiooni valja kirjutami-
se kohta.

xar
Naide 7.2. (a) Olgu X-E(). Siis L(x» = /Ne* 7 ja

logaritmiline tdeparafunktsioon on maaratud eeskirjaga
n
I(x, 20 =ninn - T _\ X..
=1 1

Leiame logaritmilise toeparafunktsiooni tuletise X jargi

€3/ 16, n) =n/n - 27 xz.
Valimi talletis on maddratud eeskirjaga
n
uX, n) =n/n - X. .
i=1 1

Arvutame valimi informatsiooni 1 ( )
1j*) =DUX, ™ =D(/x - _  X.).
n =1 1
Arvestades dispersiooni omadusi ja teoreetilise valimi koh-
ta tehtud eeldusi (1.1) saame

In(M = n/n2.
(G Olgu X~ B(1, 9), Siis valimi tdeparafunktsioon omab
kuju n v

ut, B) - 0& 4 (A_9n-;r-*1
logaritmiline tdeparafunktsioon aga kuju
155, 6) = JZ3 x, In0 + (n- 1Ix.)In(1-0).
¢ ) =1 1 ¢ i=1 )l (-0
Leiame logaritmilise toeparafunktsiooni tuletise
(m"3/00)1(1,0) = ( dh X+ - n0)/[0(1™)1,
Kirjutame valja valimi talletise
Ux, 9) = (& x. - n0)/[60o- 0)]
ja leiame valimi informatsiooni

1(0) =DUX, 0) =D { sh X.-nd)/[o(l- 9)}5.
1=

1
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Arvestades dispersiooni omadusi ja teoreetilise valimi kohta
tehtud eeldusi, saame
In(6) =n/[6d- G)] . *

Juhime veel téhelepanu virdusele, mis tuleneb logaritmi-
lise tdeparafunktsiooni definitsioonist ja mille teadmine
meile edaspidises korduvalt kasulikuks osutub

ae)i(x, 0) =L/ ~e)L(x, 0)3/L(af, 0). (7.1

Putame nuud selgitada, millised olid kaalutlused mdiste
"valimi informatsioon" kasutusele vodtmisel. Vaatamata naili-
sele keerukusele on see mdiste hasti loomulik. Aluseks on
siin asjaolu, et juhusliku suuruse vaartus x annab seda roh-
kem informatsiooni parameetri kohta, mida kiiremini muutub
tdoeparafunktsioon selles punktis x. Vastavat muutumiskiii-ust
aga iseloomustab suhe \"/76)1 (x, 9)1/L(z, 0). Kuid meile on
ju teada, et niisugune suhe on vdrdne logaritmilise toepara-
funktsiooni tuletisega (3/700)I1(x,0). Kuna oluline on muu-
tuse absoluutvaartus, siis toenaosusjaotuse iseloomustami-

seks leitakse selle suhte ruudu keskvaartus. Veidi hiljem
me toestame ka, et enamuse praktikas kasutatavate tdendoais-
jJaotuste korral on logaritmilise tdeparafunktsiooni tuleti-
se keskvéaartus null.

Tahelepanelikul lugejal vOib seda selgitust lugedes tek-
kida kaks kiUsimust. - Esiteks: valimist radkides oleme
silani harjunud mdttega, et sinna kuulub palju vaatlusi, sel-
gituses opereeritakse aga ainult Uhe juhusliku suuruse vaar-
tusega. Teiseks - milliste jaotuste korral on siis valimi
talletise keskvéartus null?

Esimesele kusimusele on Usna lihtne vastata. Valimi ele-
mentide arvu kohta pole kunagi tehtud mingeid kitsendusi.
Seetdttu vOime radkida rahulikult 100-elemendilisest vali-
mist, 2-elemendilisestvalimist ja ka l-elermendilisest "'va-
limist" ehk Uksikvaatlusest. Jargneva kasitluse lihtsustami-
seks on aga siinkohal kasulik votta kasutusele teatav arili-
ne Uksikvaatlust puudutav terminoloogia.

Téhistame Uksikvaatluse tbeparafunktsiooni sumboliga

L(xi, 9),
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b(xt> Q) = f(x - 0) t i tunnus on pidev

-p(xi,6) F kui tunnus on diskreetne
Valimi toeparafunktsioon avaldub siis korrutisena
L(x, 0) = TIM 1(x.,0),
i= 1

logaritmiline toeparafunktsioon age. summana
Ix, 0) = 23 1(x.,6),
i=1l 1

kus Uksikvaatluse logaritmiline toeparafunktsioon on
1(xt, 6) = Ib(X,. ,0 ).
Tahistame Uksikvaatluse talletise sumboliga U(Xit 0),
uif 0) = (UL 1x o)
Ja uksikvaatluse informatsiooni sumboliga 1( &),
1(0 ) = DU(X+, 0).
Valimi talletis on esitatav nuud Uksikvaatluste talletiste
summana

Ux, 0) = ~3 UK. ,0)

N
i=1 1
ja valimi informatsioon
InN(0) =nI(0) . Miks?)
Niisugusele terminoloogiale toetudes on vdimalik pisut
lihtsustada valimi informatsiooni leidmist. Illustreerime
seda naitega.

Naide 7.3. Olgu X ~ P(%). Kirjutame valja Uksikvaatlu-
se toeparafunktsiooni
LOxx,xX) = p(Xx,*) = e~\x¥/ xx! ,
Uksikvaatluse logaritmilise toeparafunktsiooni
Kxit/) =-X + x™nx - InCx™0
ja Uksikvaatluse talletise
UXE, X ) =-1+X£/X =
Arvutame Uksikvaatluse informatsiooni
1(->) =DU(X£,"X) = D(-1/x ) = /X
ja leiame valimi informatsiooni 1 (X))
In(X) =nl(X) =n/x .
Teisele kiUsimusele vastamiseks votame kasutusele regu-
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laarae toendosusjaotuse mdiste.
B. Regulaarne tdendosusjaotus.

Valimi informatsiooni saab kasutada nihketa hinnangut
madrava statistiku dispersiooni alumise tbkke leidmiseks ai-
nult siis, kui Uldkogumi tdendosusjaotus on regulaarne. De-
fineerime selle toendosusjaotuse omaduse.

Definitsioon 7.4« Regulaarseks nimetatakse sellist tde-
néosus jaotust, mille tihedusfunktsiooni (Wi tdendosusfunkt-
siooni) diferentseerimine parameetri O Jargi ja integreeri-
mine (voi summeerimine) argumendi X jJargi on vahetatavad ope-
ratsioonid, S.t. ~ 0o
C3/"B) _jo f(x, 0)dx = 15 9/70) F(x, 0)dx
(voi °

((o/ /20) 2EZ p(x, 6) = 213"9/WO)p(x# 0)

Definitsioonis nimetatud operatsioonide vahetatavuseks
on tarvilxk, et piirkond, kus jaotuse tihedusfunktsioon (tbe-
naosusfunktsioon) erineb nullist, ei tohi sdltuda parameet-
rist O.

llaide 7.5. (a) Veendume, et Poissoni jaotus P(n) on re-
gulaarne . Kuna

p(x, X) =1,
x=0

siis pp
/B'X) N - p(x,?0 =0

Vastupidises jarjekorras aga
@BX) px, N = + e
kust x jargi summeerides saame
=o

Regulaarsuse tingimus on taidetud, Poissoni jaotus on regu-

laarne .

(b) Veendume, et’Uhtlane jaotus U(0, 0) ei ole regulaarne.

Unhtlase jaotuse tihedusfunktsioon on madratud eeskirjaga
(4/0 , kui 0"x4 O

f(x,06) = -
\JJO , mujal
Kuna



B
J f(x, 0)dx = 1,
siis 0o 2
wA~rfU, Qdx =o0 .
Vastupidises jarjekorras aga
(fl/-3e)f(x, 0) = -i/e2 ,
kust x jargi integreerides saame

Va/"Sejfcx, 9) dx = - j 1/0 2dx = -1/0 .

Nédeme,et erinevas jarjekorras i%tegreerides ja diferentsee-
rides saame erinevad tulemused. Uhtlane jaotus ei ole regu-
laarne.

Lihtne on méargata, et uldkogumi tdendosusjaotuse regu-
laarsusest jareldub ka valimi t8endosusjaotuse regulaarsus.

Tdestame niud mdned talletise omadused, mis kehtivad
regulaarsete tdendosusjaotuste korral. Tehnilise t6o6 liht-
sustamiseks kasutame Uksikvaatluse talletist.

Teoreem 7.6. Olgu juhusliku suuruse X tdendosusjaotus
regulaarne. Siis (@) EU(X, 0) =0;

® DU(X, d) = EU2(X, 0) ;
© 1(0) = -S(("32/302)1(X,0)).

Toestus. Toestuse labiviimisel eeldame, et tdendosus-

jaotus on pidev. Diskreetsel juhul on tdestuskaik analoogi-
line, ainult integreerimine tuleb kdikjal asendada summeeri-
misega.
(@) Arvutame juhusliku suuruse U(X, B ) keskvaartuse. Vasta-
valt juhusliku suuruse funktsiooni keskvaartuse leidmise
eeskirjale n

EU(X, 0) = N U, 0 )F(x, 0)dx =H£u(x, 0)F(x, 9 )dx,

-00

kus sumboliga S on tahistatud piirkond, milles vastav tihe-
dusfunktsioon erineb nullist. Niidd aga véime kirjutada

su(x, 6) = N//90)F(x, e)/f(x, 0)If(x, 0)nx="/<ae~(x>0)ax»
= (2/70)j F(x, 0)dx = 4/49) 1 = 0.
Omadus (&) on tdestatud.
(b) Vvastavalt dispersiooni arvutamise eeskirjale
DU(X, 0) = KIR(X, 0) - [BuUcX, 6)]2 - TAR(X, 0).
Omadus (b) On tdestatud.



(c) ;<agu omaduse (@) toestamisel veendusime, kehtib regulaar-
,se toenaosusjaotuse korral vordus

J(0/38L(x, 9) F(x, 6)dx = O.
=} r
Diferentseeritule seda vordust uuesti parameetri 9 jargi. Saa-

me
§r2/729071(x, 68) F(x.6)dx + jre)I1(x,e)IN1$/"39)F(x,0)]dx=0

Kuna piirkonnas S erineb tihedusfunktsioon nullist, vdime
viimase integral! aluse avaldise korrutada ja jagada teguri-
ga F(x, 6). Siis saame vérduse

E ((32/ B)) =-s (ty/llkx, 0))2
ehk

1( 0) =-E(£32/ 3 0~L(X, 0))
Omadus (c) on tdestatud.

Lihtne on naidata, et need kolm omadust kehtivad ka va-
limi talletise U(X, 9) jaoks.

Kolmas omadus vdimaldab ménevdrra lihtsustada valimi
informatsiooni arvutamisel tehtavat tehnilist t66d. Vaatame
naidet selle omaduse kasutamise kohta.-

Haide 7.7. Olgu meil tegemist Uldkogumiga, mille Kirjel-
damiseks sobib normaaljaotus keskvdartusega 0 ja dispersioo-
niga 9, X N(O, N31). Leiame valimi informatsiooni parameet-
ri 9 suhtes. Kasutatava normaaljaotuse tihedusfunktsioon on
maaratud eeskirjaga f(x, 0) = (1/J‘2II(51)e:~ 2 , —00<X<00.
(Veenduge, et tegemist on regulaarse tdendosusjaotusegal).

Arvutame Uksikvaatluse logaritmilise toeparafunktsiooni

1 x, 9) = -(1/2)In9 - (1/2)In(2T) - x2/(20)
leiame selle esimese tuletise
ty/ U I(x, 9) = -1/(20) + x2/262

ja teise tuletise
-/ 0) = 1/C202)- x2/93.
Kirjutame niddd valja iUksikvaatluse informatsiooni
1(0) =-E({I/7(202)- X2/0 3) = 1/C202).
Valimi informatsiooni vaartuseks aga saame

In(0) » n/(202). *

NGdd on meil kaes kdik tehnilised "instrumendid™ pohi-
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tulemuse tdestamiseks.
C. Efektiivne hinnang.

Tdoestame esmalt abistava lemma.

Lemma 7.8. Olgu Uldkogumi tdéendosusjaotus regulaarne
ja olgu T(X) suvaline statistik, mille keskvadartus on 16p-
lik. Siis

EQUCX, 0)TCX) ) = \R/QQ) ET(X) -

Toestus.Vaatame esmalt pidevat jaotust. Kasutades ju-

husliku vektori funktsiooni keskvadrtuse arvutamise eeskir-

ja,vdime kirjutada

ET(X) :_JO... J TOOF(x, 0)dx1...dx -

-00
Integreerimisel voime piirduda piirkonnaga S, milles valimi
tihedusfunktsioon erineb nullist. Leiame statistiku T(X)
keskvaartuse tuletise parameetri 0 jargi

N/TA0)ET(X) = CH™"mB) jJu.-. TTOOF(X, 0)dxr ..dxn

Jaotuse regulaarsuse tdttu vOime integreerimise ja diferent-
seerimise operatsioonid vahetada

@ ~Q)el(X) = j--. 1 TO) ¥ b0) F(x, 9 ))dx1l.e=dxn =

= )N PTOO [/ AOYF (X, 0))/F(x, 0)1F(x,6)dx1..._dxn=

= [T FTIUC, 0)F(, 0)dx]..»dx =

= EQUGEF, 9)TCO) -

Diskreetse jaotuse korral on tdestuskaik analoogiline, ainult
integreerimine tuleb asendada summeerimisega.

Lemma on tdestatud.

Enne pohitulemuse sdnastamist tasub veel arutleda jarg-
mise probleemi Ule. Toendosusjaotuse parametriseerimire ei
ole Uhene. Kui meil jaotuse parameetriks on valitud 0, vdi-
me alati Ule minna uuele parameetrile 6, kasutades mingit
podratavat funktsiooni g, O0*= g(0 ). Uaiteks oleme normaal-
Jaotuse parameetrina kasutanud nii jaotuse dispersiooni kui
ka standerdhalvet, eksponentsiaaljaotuse parameetriks vo0ib
valida nii suuruse S kui ka suuruse /A jne. Uldjuhul 301-
tub parametriseeringu valik prcbleemi sisust, mida Gldkogumi
kohta tahame lahendada. Niisugust vabadust arvestades on
mdistlik sbnastada pohitulemus suvalisele parameetri funkt-
sioonile nihketa hinnangut maarava statistiku kohta.



Teoreem 7«9» (Informatsioonivdrratue) Olgu uldkogumi
toendosusjaotus regulaarne ja madraku statiatik T(X) nihketa
hinnangu parameetri funktsioonile g( 0). Siis

DT(X) > [g"(e)]2/in(e)
TOestu3. Votame vaatluse alla valimi talletise U(X, 0)
jJja statistiku T(X) vahelise korrelatsioonikordaja

r(U(X, 0 ),T(X.) )= Vastavalt korrelatsioonikordaja maaramis-
eeskirjale

r2UX, 0) ,T(X)) = [cov(U(X,0) ,TCX) )12/ (DUCX,0)DT(X)) -
Kirjutame valemis kasutatavad suurused valja

DU(X, 0)) =1In(0)
ja
cov(U(X, 0),T(X)) = EQU(X,0)T(X)) - EU(C'X,0)ET(X) =
= EQUCX,0)T(X)) = (¥/"36) STU) = g (0).

Viimase tulemuse saamisel abistas meid teoreemile eelnev
lemma ja eeldus, et ET(X) = g(0). Ldppkokkuvbttes saime
r2(u(x,0),7(x)) = [g40)12/(in(e)DT(x))-
Kasutame &ra korrelatsioonikordaja omaduse r2(Y,zZ) 4 1. Ja-

relikult
[g’(0)I12/(In(0)DT(X)) 4 1
ja
DTCX) > [g"(C0)]12/In(0) .
teoreem on tdestatud#
Kui g(0) = 0, omandab informatsioonivdrratus kuju

DT(X) > 1/In(0) ;

niisugust vorratust nimetatakse Cramer-Rao vdrratuseks.

Nihketa statistikule, mille dispersioon saavutab teoree-
mis naidatud alumise raja, on antud erinimetus.

Definitsioon 7#10« Nihketa statistikut, mille disper-
sioon saavutab informatsioonivldrratuses néaidatud alumise ra-
Ja, nimetatakse efektiivseks. selle statistiku poolt maara-
tud hinnangut aga nimetatakse efektiivseks hinrian.—._uks.

Naide 7.11» (a) Olgu X E(tO. Arvestades lemmas 2«?
saadud tulemust vdime o6elda, et EZ = 1/% ja d7,=
Informatsioonivdrratuse pohjal vdime valja kirjutada alumise
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raja parameetri funktsioonile 1//1 nihketa hinnemgut maarava
mstatistiku dispersiooni jaoks .Naites 7.2(a) saadud tulemust
arreetades

Ug40)]12/1n Q) - (/7?)2/(nA2) = 1/(nX2)
Uaeme, et X on 1/n hindamiseks efektiivne statistik.
() OlIgn X~ B(1,0). Arvestades lemmas 2.2 saadud tulemust
véime telda, et E/l =0 ja DX = 0(1- 0)/n. Cramer-Rao vorra-
tuse péhjal vbime valja kirjutada alumise raja parameetrile
¢ nihketa hinnangut médrava statistiku dispersiooni jaoks.
Kasutades naites 7.2(b) saadud tulenruat

1/In(©0) = 8(1-0)/n,

nademe, et X on parameetri O hindamiseks efektiivne statistik.
(©) Olgu meil tegemist normaaljaotusega N(O, TN, Veendume,
et valimi dispersioon S2 ei mddra parameetrile 9 efektiiv-
set hinnangut. Kirjutame valja statistiku 3IO dispersiooni

*DS2 =202/(n-1) ;
(selle tulemuse tdestame hiljem, praegu votame dispersiooni
vaartuse lihtsalt teadmiseks). Naites 7.7 arvutasime valimi
informaEsiooni niisuguse normaaljaotuse korral, 1(0) =
=n/2 0 . Kehtib v8rratus

DS2 > 1/In(9) ,

valimi dispersioon ei maara parameetrile 9 efektiivset
hinnangut.

Uudishimutseme veel veidi. Kui": efektiivne statistik
FCX) paramee+ri O jaoks oleks olemas, oleks tema disper-
sioon j20 /a ja efektiivsuskordaja valimi dispersiooniga
omaks vaartust

e(T+, S2) = (n-D/n
Naeme, et see efektiivsuskordaja kaitub hoopis teisiti, kui
naites 4.6 arvutatud efektiivsuskordaja. Valimi mahu kasva-
des laheneb efektiivsuskordaja Uhele, suurte valimite korral
on erinevus Uhest vaga vaike, statistik S on "peaaegu sama
hea" kui efektiivne statistik.

Tundub, et informatsioonivlrratus annab vdimaluse efek-
tilvse statistiku ara tundmiseks, kuid ei paku mingeid pide-
punkte niisuguse statistiku konstrueerimiseks. Naitame selle
paragrahvi viimases alapunktis, et nii see siiski
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si ole* Enne aga veel moned icformatsioonivlrratuaega seo-
tud Uldise iseloomuga markused.

Inforeat«ioonivlrratus kehtib ainult regulaarsete jao-
tuste korral. _Huvitav, mis vOiks toimuda siis, kui tegemist
on mitteregulaarse jaotusega? Selle kohta on meil tegelikult
vaike naide juba olemas. Teame, et uUhtlane jaotus U(0, 6) po-
le regulaarne. Parameetrile O aga konstrueerisime ndites
4.6 niisuguse nihketa statistiku, mille dispersioon oli poord-
vordeline valimi mahu ruuduga. Regulaarsete jaotuste korral
see ei Onnestuks, efektiivse statistiku dispersioon peab re-
gulaarsete jaotuste korral olema pooérdvordeline valimi mahu-
ga n. Naeme, et jaotuse mitteregulaarsus annab vdimaluse va-
ga tapaete hinnangute konstrueerimiseks, loomulikult ei
realiseeru see voimalus iga mitteregulaarse jaotuse korral.

Kasulik on veel tdhele panna, et mitte iga parameetri
jJaoks pole efektiivset statistikut olemas, vdimalusi nihketa
hinnangut maarava statistiku dispersiooni alumise tbkke tap-
sustamiseks on vaadatud Opikus [9]lk. 50 . Samas on esitatud
ka efektiivsuse mdiste Uldistus mitme tundmatu parameetri ju-
hule.

D. Efektiivse statistiku leidmine

Tarviliku ja piisava tingimuse efektiivse hinnangu ole-
masoluks regulaarse jaotuse korral annab jargmine teoreem.

Teoreem 7.12. Olgu uldkogumi tdendosusjaotus regulaarne.
Nihketa statistik maarab parameetri funktsioonile g (Q) efek-
fcivse hinnangu parajasti siis, kui valimi talletis on esita-
«T kujul

U, 9) = ACe D(TOO.- g( 0)) -

Toestus. Tuginedes informatsioonivdrratuse tdestusele
voime Oelda, et statistik T(®) saab olla efektiivne parajasti
siis, kui r (UXX, 9),T(X)) = 1. Korrelatsioonikordaja omadus-
test aga jareldub, et niisugune vOrdus kehtib parajasti siis,
kui valimi talletise U(X, 0) ja statistiku T(F) vahel on li-
neaarne seos, s.t. (peaaegu kindlasti) kehtib vordus

Ux, 0) ACO HTX) + B( 0).-
Kuna aga EU(X,0 ) = 0 (eeldasime, et kasutatav tdenaosusjao-
tua on regulaarnel), siis

A(O)ET(X) = -B(0) .
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Kuna statistik on nihketa, saame
B(0) =-g( 0)A( 0),
asendades aga selle tulemuse lineaarsesse seosesse, saame t
Uux, 9) =A0TX) -g(M))-

"i"eorean on tlestatud.

Teoreemist jareldub ka, et kui efektiivne statistik ek-
sisteerib, on ta Uhene.

Vaatame naidet saadud tulemuse Kasutamise koh-a.

Naide 7.13. Kasutame naites 7.11 punktis (b) vaadatud
normaal jaotust N(O,rF). Naites 7.7 tehtud arvutusi kasutades
kirjutame valja juhusliku suuruse U(X, 0)

UCX,9) = -n/20 + il xif/202 = n/(2 92)(dz X2/n- 0).
=1 A i=1 1

i
i=1
Ildeme, et efektiivse hinnangu parameetrile 0 méarab statis-
tik TQ)=1 X?/n .
i=1

Teoreemis saadud tulemus naitab, et iga jaotuse korral
on efektiivne hinnang olemas ainult tUhele parameetri funkt-
sioonile. Vaatame sellekohast nMidet.

ilaide 7.14. Olgu meil tegemist eksponent™aotuaegi

?0 . Leiame, millisele parameetri X Tfunktsioonile on vdi-
malik maarata efektiivne hinnang. Ilaites 7.2 (a) kirjutasi-
me véalja juhusliku suuruse U(T, =)

uUuiX, *) =n/x - 5?. i. |,

=1 1
ehk, andes sellele esitusele teoreemi 7.12 rakendamiseks va-
jaliku struktuuri,

u(x,»>) =-nC i: x./n - isx)

i=1 X
n.aete, et efektiivne hinnang on ma&ratav ainult parameetri
funktsioonile 1/x . Parameetri X jaoks ei ole vdimalik
leida statistikut, mille dispersioon saavutaks Cramer-Rao
vlrratuses naidatud alumise raja.

..elpool markisime, et iga "hea" statistik peaks olema
ka méjus ja piisav, nihketus ei garanteeri aga nende omadus-
te olemasolu. Veendume, et efektiivne statistik on alati nii
mdjus kui ka piisav.

MBjususe kontrollimiseks kasutame teoreemis 5.3 saadud
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tulemust, Olgu efektiivne statistik. Siis ET#(?)=g( 9)
ja jarelikult ka lim ET*(X) = g( 0). Efektiivsuse tottu
DT C?) = [gCO )I2/n1(0 ), jarelikult limDTLOL) =0* Efektiivne
statistik on alati mojus.

Piisavuse kontrollimiseks kasutame teoreemis 6*3 saadud
tulemust. Kui T*(?) on efektiivne statistik, siis valimi tal-
letis on esitatav kujul

Ux, 0) =A@ - g(63) - 7.2
(vt. teoreem 7.12)* Kuna aga valimi talletise definitsiooni
tottu kehtib VOr.dus

U, 0) = (/=) Kx, 0) ,
siis jareldub sellest, et logaritmiline tdeparafunktsioon
peab olema esitatav kujul

I, 0) = 'O0(JI*), 6) + ux)
kus funktsioon "V on selline funktsioon, mille tuletiseks
on A0 Y(TXX)-g( 9)), u(x) aga suvaline ainult valimist s6l-
tuv funktsioon. Sellest esitusest  jareldub toeparafunkt-
siooni esitus korrutisena

L(x, 0) = -».(V?),g(0))h(i)

Efektiivne statistik on alati piisav.
ULESANDED

1« Leida valimi informatsioon normaaljaotuse N(k,,l) jaokse

Kontrollida, kas see jaotus on regulaarne.

Naidata, et eksponent jaotus E( ) on regulaarne,

3* Leida valimi informatsioon binoomjaotuse B(m, 0) jaoks«
Naidata, et see jaotus on regulaarne. Kas parameetri Q
hindamiseks on olemas efektiivne statistik? Kui on, siis
milline on selle statistiku dispersioon?

4. Toestada, et normaaljaotuse N(|c»1l) parameetrile ~ maa-
rab valimi keskvaartus 7. efektiivse hinnangu.

5. Millisele parameetri funktsioonile on Bernoulli jaotuse
B(1, 0) korral olemas efektiivne statistik? Milline on
selle statistiku dispersioon?

6. Olgu meil tegu uldkogumiga, mille Kkirjeldamiseks sobib
Poissoni jaotus P( X), Kas vaartuse null omandamise tde-
ndosusele P(X=0) = e~* saab madarata nihketa hinnangu?

N
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Milline on selle hinnangu dispersioon?
7. Toestada, et normaaljaotuse N(O, 9) korral ei leidu pai.a

meetri $ jaoks efektiivset hinnangut. n
8. Toestada teoreemi 4.6 kehtivus juhusliku suuruse U(X, 0)
korral.

9. Kontrollida, kas Gauchy jaotus C(9 ) on regulaarne? Milli-
sele parameetri funktsioonile eksisteerib efektiivne hin-
nang selle jaotuse korral?

10.0lgu uldkogumi tihedusfunktsioon méératud eeskirjaga
f(x, 0) = 0" i"9 kui 04 x ~ 1. Millisele parameetri
funktsioonile on vdimalik leida efektiivne hinnang?

I1.Tuginedes”teoreemi 7.12 tulemusele esitada
(@ valimi informatsioon kordaja A( 9) kaudu;
(b) efektiivse statistiku dispersioon kordaja A( 9 ) kaudu.

12.0lgu X N(O0,C? ). Kasutades eelmises Ulesandes saadud tu-
lemust, leida parameetrile 0 efektiivset hinnangut maa-
rava statistiku dispersioon ja valimi informatsioon para-
meetri 9 suhtes.

13.0Igu X ~ G(0). Leida, millisele parameetri funktsioonile
maaratakse efektiivne hinnang. Kirjutada valja vastava
statistiku dispersioon ja valimi informatsioon parameetri
9 suhtes,

Kordamiskisimusi tdenaosusteooriast

1D Millised on tihedusfunktsioon! omadused?

2) Millega vordib diskreetse juhusliku suuruse voimalike
vadrtuste toeridosuste sumina?

3) Olgu X ja Y 16pliku dispersiooniga s6ltumatud juhusliku
suurused. Olgu juhuslik suurus Z mdaratud eeskirjaga
Z=axX+bY. Leida juhusliku suuruse Z dispersioon.

4) defineerida kovariatsioon.

5) Defineerida korrelatsioonikordaja. Loetleda tema omadused.

KUS ME OLEME? Defineerisime niliketa hinnangute hulgas efek-
tiivse hinnangu. Efektiivne hinnang on olemas ainult regulaar-
sete toenaosusjaotuste korral. Efektiivne hinnang on olemas
alati vaid uhe ainsa parameetri funktsiooni jaoks, ta on Uhe-
selt madaratud, mojus ja piisav. Kusimust, kuidas otsida pari-
mat nihketa hinnangut niisuguse parameetri funktsiooni jaoks,
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millele efektiivset hinnangut ei eksisteeri, me vaatluse al-
la ei vctnud,

KUHU LAHEME? Tutvuma ihe toendosusjaotuste perega, millel on
olemas terve rida kasulikke omadusi .

88 Eksponentsiaalne .jaotuste pere

Selles paragrahvis tutvume toendosusjaotuste perekonna-
ga, millel Uhe parameetri funktsiooni jaoks eksisteerib efek-
tiivne hinnang. See pere Uhendab endas nii pidevaid kui ka
diskreetseid toendosusjaotusi, vajalik on vaid kas tihedus-
funktsiooni voi toendosusfunktsiooni esitus teataval stan-
dardsei kujul.

Definitsioon 8.1. Eksponentsiaalsesse toendosusjaotuste
perre kuuluvad regulaarsed toendosusjaotused, mille tihedus-
funktsioon voi tdendosusfunktsioon on esitatav kujul

exp[A( 9)B(X) + C(6) + D(X)] - B.1)

Naide 3.2. (@" Olgu X ~ N(O, 0). Naitame, et see toendo-
susjaotus kuulub eksponentsiaalsesse perre. Tema tihedusfunkt-
sioon on teatavasti mddratud eeskirjaga

f(x,6) = (I/<0[2TT))e"z2/2 Ot .
Arvestades samasust z = e~nz, voime kirjutada

FX, 9) = exp £-x2/2a2 - In(«f2F)J -
Naeme, et standardne esitus on saavutatud:

a(e) *-ilre2,

B(X) = x2,
C(0 ) = -In(Qf2T0 ,
D(xX) = 0.

Kuna tegemist on regulaarse jaotusega, siis on eksponentsiaal-
sesse perre kuulumine tdestatud.

(b) Olgu X geomeetrilise jaotusega, X<~ G( 0). Naitame, et
see toendosusjaotus kuulub eksponentsiaalsesse perre. Selle
Jaotuse tdendosusfunktsioon on maaratud eeskirjaga

"0(1- &)X, x=0,1, ...
p(X1 9) = -
o, mujal
Toendosusfunktsiooni voime tmber Kkirjutada kujul
p(x, 0) = epuln(l- 0)) x +1na]-
Naeme, et standardne esitus on saavutatud:
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ACO) =In(- 9 ,

B(X) B X,
c(6) =In0,
D(X) = 0.

Kuna tegemist on regulaarse jaotusega, siis on eksponentsiaal
sesse perre kuulumine téestatud.
(©) Olgu X~U(0, 9). See tdendosusjaotus pole regulaarne, ta
ei saa kuuluda eksponentsiaalsesse perre.

Kui tdendosusjaotus kuulub eksponentsiaalsesse perre,
on parameetri O hindamiseks olemas piisav statistik. Toe-
poolest, esitusest (8.1) jareldub valimi tihedusfunktsiooni
vBi tbendosusfunktsiooni esitus

expfA(0) ’\Zl_lB(x ) +nC(0) + Jhl D(x D)1 . 6.2

Faktoriseerimise krlteerlunw pohjal on parameetri O
Jaoks piiaavaks statistik T(X)= ZMB(X ) -

Ajalooliselt oligi piisava statistiku olemasolu noue
tingimuseks, mis viis eksponentsiaalse tdendosus jaotuste pe-
re maaramisele.

Naide 8.3» Kirjutsuae ndites 8.2 vaadatud tdendosus—
jJaotuste jaoks valja piisavad statistikud
(@ Olgu X - N(0, B). Siis

~ M 5
T(X) = sz X2
i=1 1

(b) Olgu X G(B )= Siis

TX) = & X, - *n
i=1 1

Naitame veel, et paragrahvi algul nimetatud omadus keh-
tib - kui tbendosusjaotus kuulub eksponentsiaalsesse perre,
on parameetri mingi funktsiooni hindamiseks olemas efektiiv-
ne statistik. Toepoolest, eksponentsiaalsesse perre kuulumi-

sest jareldub valimi toeparafunktsiooni esitus (8.2). Loga-
ritmilise toeparafunktsiooni jaoks saame siit avaldise

I(x, ) =AC0)SZ B(xt) + nC(0 )+ 2ZD(x.),
mille diferentseerimine annab meile

Y/be) 1(x, B)=(271 A(S)ﬂ_rBl(x. )+n(3/730)c(e )
i= *
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kust valimi talletise U(X, B) jaoks saame esituse

UX,0) =nA"($) lMNi I BX.)/n + C«(0)/A"(0 )1 .

Li=1 1

Toetudes teoreemile ~.12 ndeme, et efektiivne hinnang maara-
takse parameetri funktsioonile g(® = -C«(6)/A"(0),
efektiivaeka etatiatikuks on aeejuurea pELB(X™)/n, vallini-
informataioon In(©®) Bn]A"(6)g,®)] (vt. Uleaandea 7*11»
saadud tuiemuat)e

Naide 8*4. Vaatame naites 8.2 (b) uuritud tdenadosus jao-
tust. Kuna
A40) -1/0-0),
c*(e) =ile
madratakse efektiivne hinnang parameetri funktsioonile
(1-0)/0, efektiivseks statistikuks on valimi keskvaartus X.

Valimi informataioon
In(0) =n/Ri-eje2!

ja efektiivae hinnangu diaperaioon
DX = 0-W/n02 . *

Eksponentsiaalne pere on defineeritav ka siis, kui meil
on tegemist toendosusjaotustega, mis sOltuvad mitmest tund-
matust parameetrist. Vastava kasitlusega vodib tutvuda Opikus
LE) , Ik. 82 - 84.

ULESANDED
1. Olgu tegemist jargnevate tihedusfunktsioonidega tdendo-
sus jaotustega

@ f(x,0) = 6x®“1, kui 0 £ X 1(0 >0,

b)) f(x,0) = odaxa_lexp(-Bxa), kui x>0 (0>0, a>0, a on
teada olev konstant).

© f(x,0) = oan/x" , kui x>a ($>0, a>0, a on tea-
da olev konstant).

Naidata, et need jaotused kuuluvad eksponentsiaalsesse
perre. Kirjutada valja funktsioonid A, B, C ja D ning pii-
sav statistik parameetri 0 jaoks* Miilisale parameetri
funktsioonile méaratakse efektiivne hinnang? Milline on
efektiivne statistik?

2. Olgu X~ G(0). Toestada, et
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(@ statistiku T(X) = £3 X. Jaotus kuulub samuti ekspo-
i=1 1
nentsiaalsesse perre nagu lahtejaotus;
(b) toestada, et selle statistiku jaotuseks on negatiivne
binoomjaotus
P(TCH=t) = C*+t-1(1-

3. Olgu X"VNC”c, 1), Naidata, et see jaotus kuulub eksponent-
siaalsesse perre.

4. Olgu X~B(m,0). Naidata, et see jaotus kuulub eksponent-
siaalsesse perre.

KUS ME OLEME? Defineerisime eksponentsiaalse toendosusjaotuste
pere Uhe tundmatu parameetri korral. Naitasime ara parameet-
ri funktsiooni, mille jaoks on olemas efektiivne hinnang.
Oleme vdtnud labi sissejuhatuse parameetrite hindamise
teooriasse - tutvunud pdgusalt selles teoorias kasutata-
vate mdistetega ja hinnangu leidmiseks kasutatavate skeemi-
dega. Loomulikult suurem osa sellest teooriast meie luhika-
sitlusse ei mahtunud.
KUHU LAHEME? Pliame anda veel viaga luhida iilevaate vahendi-
test ja lahenemisviisidest '‘parima’ hinnangu maaramisel.

89. Voimalusi optimaalse hinnangu madramiseks.

Eespool tutvusime Uhe voimaliku skeemiga optimaalse hin-
nangu maaratlemiseks ja leidmiseks - vaatasime, kuidas de-
fineerida ja leida optimaalset hinnangut nihketa hinnangute
hulgas. Niisugune lahenemisviis kannatab mdningate puuduste
all - vaatame ainult teatavat kitsendust rahuldavat hinnan-
gute hulka ja ka selles hulgas pole alati olemas definitsioo-
ni mottes optimaalset hinnangut* Plldame, arvestades mdnin-
gaid olulisi momente eelpool kirjeldatud l&henemisviisis,
tutvuda Uldisema skeemiga optimaalse hinnangu mé&ramiseks.

Oluliseks parima hinnangu valja selgitamisel oli niisu-
guse karakteristiku kasutusele votmine, mis vOimaldaks erzio-
v&id hinnanguid omavahel vorrelda. Nihketa hinnangute hulgas
sobis selleks statistiku dispersioon. Uldjuhul toimitakse
aga jargmiselt. Maaratakse juhuslik suurus - statistiku ja
tundmatu parameetri funktsioon - mida nimetatakse kaofunkt-
aiooniks L(T(X)f0). Statistiku karakteristikuks voetakse sel-
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le juhusliku suuruse keskvdartus - riskifunktsioon R(T,&)=
= EL(T(1),0). Optimaalseks statistikuks defineeritakse tea-
tud mbéttes "parima"™ riskifunktsiooniga statistik.

Andes niud kaofunktsioonile ja "parimale” konkreetse
matemaatilise sisu, 3aaTte pilstitada erinevaid optimaalse
hinnangu leidmise Ulesandeid.

Vaatame naidet niisugusest lahenemisviisist, Uheks kdige
sagedamini kasutatavaks kaofunktsiooniks on statistiku ja pa-
rameetri tdelise vaartuse vahe ruut

LOCO.0) = 0O - 6)2.
Sellele lcaofunictsioonile vastavaks ripkifunktsiooniks on
funktsioon

R(T,9 = EL(T(X),0) =DTXX) + (ETX)- 0)2 ,
n*n# statistiku keskmine ruutviga. "Parimaks™ on loomulik lu-
geda niisugust statistikut ™ (), mille keskmine ruutviga on
minimaalne, s.t.

R(T*, 9) = m_il_nR(T, 0) .

Selle tingimuse p6hjal maaratud parimat hinnangut nimetatat-
se vahimruut-hinnanguks, Vahimruut-hinnang voib olla nihkgga,
kusjuures nihe on maaratud eeskirjaga ET(X)-0OL
Vaatame lihtsat naidet niisuguse lahenemisviisi kohta.
Mide 9,1. Olgu uldkogum normaal jaotusega,
Vaatame statistikuid, mis on eaitatavad kujul Tr(X)=cS2 ,
kus c on vabalt valitud positiivne konstant, S2 aga valimi
dispersioon. See statistikute perekond sobib parameetri <22
hindamiseks, Arvutame statistiku Tc(%) riskifunktsiooni. Ku-
na tehtud eeldustel DS2 = 2£4/(n-1) ja ETc(X) = cI>2, siis

R(Tc,i) = DTc(X)+(ETc(X)-i2)2=2c2i4/(n-D +t(c-1)2.

Minimiseerides saadud avaldise c jargi saame vahirmpuut—sxa-
tistiku Tc (X)=(n-1)S2/{n+1). Selle statistiku nihe on
-2£2/(n+1),

Probleemi lahendamise kergus on seletatav siin sellega,
et meil oli vaatluse all aarmiselt Kkitsas tfendosusjaotuste
klass. Kasulik on aga poorata tahelepanu sellele, et kasutu-
sele voetud riskifunktsioon vdéimaldab omavahel vdrrelda nih-
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kega ja"nihketa statistikuid. Selle riskifunktsiooni- "korral
voib nihutatud, kuid véaikese dispersiooniga statistik olla
eelistatud nihketa, kuid suurema dispersiooniga statistiku
ees*

Sama riskifunktsiooni — statistiku keskmist ruutviga -
voib "parima" statistiku maadramisel kasutada ka teisiti! lu-
geda optimaalseks niisugust statistikut TM(X), mille korral
riskifunktsiooni maksimaalne vaartus parameetri 0 jargi oa

minimaalne,

R(T,» 0) = mjn maxH(T, 9)
Niisuguse kriteeriumi pdhjal leitud hinnangut nimetatakse
minimaks hinnanguks?®*

Kuna riskifunktsiooni maksimum parameetri & jargi voib
osutuda I6pmatuks, siis minimaks hinnangu leidmiseks on ots-
tarbekas kaofunktsiooni kasutada pisut teistsugusel kujul,
nimelt

L#( (), 0) = c(O0)HLTCH . 0) ,
kus c(0) on sobivalt valitud parameetri funktsioon.
Kokkuvotteks. Optimaalse hinnangu leidmise Ulesanne po-
le Uheselt maaratav* On vdimalikud mitmed erinevad lahenemis-
viisid,mis baseeruyad erinevalt maaratud riski "optimiseeri-
misel” erinevas mottes.

KUS ME OLEME? Tutvusime mdistetega, mida kasutatakse "parima’
hinnangu leidmise Ulesande esitamisel. Votame teadmiseks,et
ei ole olemas uhte igas mottes ja alati kdige paremat hin-
nangut.

KUHU LAHEME? Asume tutvuma teise statistika pohiiilesandega -
usaldusintervalli konstrueerimisega.

810. Parameetri intervallhinnang.

Koikidel punkthinnangutel - (Ukskdik kui palju haid
omadusi ka poleks teda médéraval statistikul — on Uks Uhine
ndrkus: hinnanguks valitud arv erineb peaaegu kindlasti pa-
rameetri tbelisest vaartusest, selle erinevuse vdimalikust
ulatusest.ei anna punkthinnang aga mitte mingit ettekujutust.
Teame néditeks, et Poissoni jaotuse parameetrile maarab pari-
ma hinnangu valimi keskvéartus x, olgu naiteks x = 3,8, Kas
aga nuud on tdenadoline, et toeline ~ vaartus asub selle hin-
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nangu lahedal, naiteks 1digul 3,7; 3,9] vOi vdib |b- »\
olla hoopis suurem, selle kohta punkthinnang informatsiooni*

ei anna.
Hinnangu tapsuse kirjeldamiseks vbetakse kasutuoele us&-

dudintervall. Moodustada I6pliku pikkusega juhuslik internen,
mis sisaldaks kindlasti parameetri tdelist vaartust, pole vo-
malik., Seetdttu piirdutakse usaldusintervalli defineerinmiael
nbudega, et parameetri tdeline vaartus peab sisalduma selles
etteantud (Uhele lahedase) tdenaosusega. Anname usaldusintea*
valli definitsiooni.

Definit.?loon 10.1. Statistikud TfX49 ja T TOOETCX))
maaravad parameetrile O usaldusintervalli usaldusnivooga
4 kui iga parameetri vaartuse korral kehtib

P(T(X)4 0 ~ T(X)) > i-<e
Statistikute poolt mddratud vaartusi nimetataksft usalduspii-
rideks (alumiseks ja ulemiseks).

Peale katse sooritamist omandavad usalduspiirid konk-
reetsed arvulised vaartused T(xX) ja ?(x), parameetri toéeli-
ne vaartus voib selles konkreetses intervallis sisalduda
/oi mitte. Usaldusintervalli konstruktsioon tagab Uksnes se-
da, et niisuguse intervalli paljukordsel kasutamisel keskmi-
selt (1- °Q100% intervalle sisaldab parameetri toelist vaar-
tust. Seega usaldusnivoo iseloomustab riski - (21— ©°0100
Jjuhul ocl0 juhu vastu asub parameetri tdeline vaartus nesl3

poolt mddratud usaldusintervallis.
Nagu koik eelpool vaadatud statistikute omadused, ei

kirjelda usaldusintervall mitte konkreetset katses saadud
hinnangut, vaid seadusparasust, mis ilmneb seda hinnangut
madrava statistiku korduval kasutamisel.

Usaldusintervalli leidmisel on mdistlik &ara kasutada
sama statistik, mille abil mdaratakse parameetrile O arvu-
line hinnang* Vaatame sellekohast naidet.

Naide 10.2« Olgu meil tegemist Uldkogumigat mida Kir-
ejeldab Uhtlane jaotus, X ~ U(0, 0). Seame oma eesmargiks
leida statistikute paar, mis definitsiooni kohaselt maaraks
usaldusintervalli parameetrile 9* Nagu eelnevast teame,
maadrab parameetrile O hinnangu statistik x(h)* Selle sta-
tistiku tdendosusjaotus on leitud naites 2.8a See toendosus-

('Zp*2ro
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jaotus soltub kill parameetrist O, kuid nagu kohe nee. ie,
e osutu see asjaolu usaldusintervalli leidmisel se™Vvi.s,
Arvestades Uldist tulemust - Kkul juhuslike suuruste
Y ja Z vahel kehtib seos Y = aZ, siis juhusliku suuruse Y
tihedusfunktsioon avaldub juhusliku suuruse Z tihedusfunKt-
siooni kaudu valemiga
Q) = fz(y/a)/a,

saame hdlpsasti valja kirjutada statistiku X™nj ja parameet-
ri O abil maaratud uue juhusliku suuruse, mi*le jaotus ei
sOltu enam tundmatutest parameetritest. Toepoolese, kui

x(n)/0 . siis |

fzU) .
0, mujal
Valime usaldusnivoo vaartuse; olgu meie Ulesandes 1-<*=
= 0,9, Leiame konstandid ajab nii, et meie poolt moodus-
tatud juhuslik suurus x()/9 asuks nende konstantide vahel
tdendosusega 0,9
P(a4 X(n)/0 4 b) = 0,9.

Kui niisugused konstandid on leitud, on usaldusintervalli
saamine juba vaga lihtne: sulgudes oleva vOrratuse vdime tei-

sendada samavaarsele kujule x@©)/b 4 9 ~ xCn)/a . Molemad
vorratused kehtivad Uheaegselt. Jarelikult

PX(n)/b 4 0 4 X(n)/a) = 0,9
ja olemegi saanud definitsiooni kohase usaldusintervalli.
Selge on, et selliseid konstante saab valida vaga mitmel wvii-

sil, meie kasutame nende maaramiseks tingimusi P(X"y/0 <a)
= 0,05 ja p&x(M)/9 > b) = 0,05, Kuna
PIX(M)/0 < a = Jnzn“ldz = all,
0
siis n
a = a0,05 .
Analoogiliselt n
PCW-/G > b) = jnzn“ldz =1 - bn,
<«
kust
b=
Kui meie kasutuses on konkreetne valim, saame leida usaldus-
intervalli arvulise vaiartuse, Kasutades naites 4.4 toodud |
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10-elemendilist valimit, kus X(w) = 2,71 ja parameetri

nihketa hinnanguks on 2,98, saame usaldusintervalli ~2,72;

3,66]-

AnalUlUsime veel kord selle tulemuse sisulist téhendust«
Vaatavalt valitud usaldusnivoole asub parameetri tdeline
vaartus 2,72 ja 3*66 vahel riskiga 9 juhtu 1 juhu vastu.
Kuna me selle riski ise valisime, peab ta meile olema vastu-
voetav ja alati, kui tahame kirjeldada parameetri tépsust,
kasutame saadud tulemust: parameeter asub intervallis [2,72;
3,66j -

Illustreerimaks selle otsuse ja tegelikkuse vahekorra
teist kilge tuletame meelde ndite 4»4 sisulise tahenduse -
kasutatud valimid genereeriti arvutil teatava programmi abil.
Erinevalt meie valimi tavapdrasest genereerijast - ‘'mustast
kastist”, mille "looja" on teadmata - on programmil olemas
autor, kellega on voimalik kontakteeruda ja valja selgitada
parameetri 0 tdeline vaartus. Antud juhul 0 = 3» 3elle kai-
se korral on parameetri téelise vaartuse ja hinnangu vaheli-
ne erinevus 3-2,98=0,02. Usaldusintervall ei iseloomusta konk-
reetse katse tapsust, ta annab vaid ettevboetud riskiga tokke
erinevuse suurusele.

Naites kasutatud strateegia on rakendatav vaga paljude
praktiliste lUlesannete korral. Bsitame ta veel kord.

1* Moodustame parameetri hindamiseks kasutatava statistiku
ja parameetri funktsiooni g(T(X), 6) - uue juhusliku
suuruse - mille jaotus el sOltu tundmatust parameetrist.

2. Leiame vastavalt valitud usaldusnivoole 1-ct, konstandid

4, 3a cfa, * et kehtib vdrdus
?2(qv2 4 g(MtH). D4 q~2>>
(Kui tegemist on pideva jaotusega, saame konstandid vali-
da selliselt, et kehtiks tépne vbrdus, diskreetse jaotuse
korral aga pole see alati voimalik.)
3. Teisendame sulgudes oleva vorratuse sellisele kujule, et
keskele jaaks Uksnes tundmatu parameeter 6

P(T(DHN Q4 T&E)) > 1-
Definitsiooni kohaselt mddravad vorratuse vasakule ja pare-
male tekkinud statistikud parameetrile O usaldusintervalli,
mis vastab usaldusnivoole 1- b/ .
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Selle strateegia kasutamise teeb mugavaks niisuguste -
antud toendosusjaotust iseloomustavate - konstantide pere-
konna olemasolu, mida saab kasutada teisel sammul vajaliku
konstantse intervalli valjakirjutamiseks. Toome ara vastavad
definitsioonid.

Definitsioon 10.3» Juhusliku suuruse Z 4,-kvantiiliks
nimetatakse niisugust arvu g” mille korral kehtib vordus

P(Z » g*.) = « =

Definitsioon 10.4« Juhusliku suuruse Z «C-taiendkvan-
tiiliks g nimetatakse niisugust arvu, mille korral kehtib
vOrdus

P(Z > qoc) = & .

IImselgelt annavad 2 -kvantiil ja od/2-taiendkvan-
tiil konstantse intervalli, milles antud jaotusega juhuslik
suurus sisaldub tdendosusega 1- @ <

Statistikas kasutatavate kvantiilide (vOi taiendkvan-
tiilide) vaartused esitatakse tabelites« Kuna kvantiil ja
taiendkvantiil on pideva toendosusjaotuse korral alati Uks-
teise kaudu avaldatavad

= q—i_ «C » ( on )

stmmeetrilise jaotuse korral aga

gb. = —Qge< , 02
siis saab kvantiilide ja téiendkvantiilide vaartused esitada
Uhes ja samas tabelis.

Juhime veel téhelepanu asjaolule, et diskreetsel tdendo-
susjaotusel ei leidu iga korral definitsiooniga 10,3
madratud o -kvantiili. Seetdttu pole ka voimalik leida nii-
sugust usaldusintervalli, mille korral parameetri '‘tabamise"
téendosus v 8 r d u k s usaldusnivooga. Sellises situatsioo-
nis on loomulik kasutada statistikuid, mille korral P(T(X)4
4 04 T(X)) oleks suurem usaldusnivoost 1- <, kuid sellele
nii lahedane kui vdimalik. Sellele vaatamata on selge, et
definitsioon ei seo usaldusnivood ja usaldusintervalli Uhe-
selt: usaldusintervall, mis vastab usaldusnivoole 1- , vas-
tab ka igale usaldusnivoole 1- ots, kus 1- > 1-oc* Niisu-
guse ebamaarasuse kdrvaldamiseks vdetakse kasutusele usaidus-
kordaja mdiste* Usalduskorda.leks nimetatakse antud usaldus-
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intervallile vastavat maksimaalset usaldusnivood#

Péhimotteliselt vdib usaldusnivoo valida vabalt# Kuid,
peamiselt kvantiilide tabelite mahu vdhendamiseks, on kasu-
tusel kolm traditsioonilist vaartust usaldusnivoo Jaoks#
Need on

0,9 0,95 0,99 #

Vaatame veel lopuks Uhte naidet, mis demonstreerib, kui-
das on seotud usaldusintervalli ulatus ja usaldusnivoo#

Naide 10#5# Olgu uuritav tunnus Uhtlase jaotusega
X~U( 0, 0) # Kasutades naites 4*4 toodud 10-elemendilist
val"imit, kus X(w)= 3a 8 = 2,98, leiame usaldusnivoo-
le 0,95 ja 0,99 vastavad usaldusintervallid# Vastavalt naites
10.2 saadud valemitele saame usaldusintervalli leidmisel va-
jalikud konstandid a ja b esitada kujul

a = \( <*/2°; b =nd1-

kust saame tulemused:

usaldusnivoole 0,95 vastab usaldusintervall [2,72; 3,921

usaldusnivoole 0,99 vastab usaldusintervall £2,71; 4,603.#
Naeme ja peame meeles: usaldusnivoo suurenedes kasvab

usaldusintervalli laius# ft

ULESANDED

1# Kasutades normaaljaotuse omadusi tdestada, et normaaljao-
tusega Uldkogumist parineva valimi keskvaartus X on nor-
maal jaotusega#

2# Olgu X ~ N(O ,a), kus a on teadaolev konstant# Leida usal-
dusnivoole 1- vastav usaldusintervall parameetrile O.

3# Olgu mahlaautomaadi poolt valjastatava mahlaportsgoni
kaal normaal jaotusega juhuslik suurus, kusjuures temastan-
dardhélve on 10g. Leida o0,9-usaldusnivooga usaldusinter-
vall mahlaportsjoni keskmisele kaalule, kui 36 kontrolli-
tud mahlaportsjoni keskmine kaal oli 195g.

Leida samadel andmetel usaldusnivoodele 0,8 ja 0,99

vastavad usaldusintervallid.

4# Ekspert-normeerija soovib kindlaks maarata keskmise aja,
mis kulub teatava detaili valmistamiseks. Voib oletada,
et detaili valmistamiseks kuluv aeg on normaaljaotusega
Juhuslik suurus, mille standardhalve on 40 sek. Kui palju
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mootmisi tuleb teha, et mdaratud o ,os-usaldusnivooga Sai
dusintervalli laius poleks suurem kui 15 sek«

5. Hommikusel tipptunnil, kui elamisrajooni, ja tddstusrajoo-
ni Uhendaval liinil on palju busse, voib lopp-peatusesse
saabuvate busside vahelist intervalli vaadata kui Uhtla-
se jaotusega juhuslikku suurust, X ~ U(0O, ©)= Mitte ori~
gida armastav reisija, kes jai maha 5 bussist, registree-
ris jargmised saabumiste vahelised intervallid: 1,5 3,5
2,8 3,0 0,1 (minutites). Leida vabalt valitud usaldus-
nivooga usaldusintervall busside vahelise intervalli mak-
simaalvaartusele.

Kordamiskisimusi tdendosusteooriast.

1 Olgu X pidev juhuslik 3uirns, mis voib omandada véaartusi
intervallis (- «>, 00 )= Kas leidub I6plik intervall, mil-
les see juhuslik suurus asub tdendosusega 0,9? 0,997 1?

2) Defineerida kahe juhusliku sindmuse vdrdsus.

3) Kasutades kvantiili ja tdiendkvantiili definitsiooni tdes-
tada vOrdused (10.1) ja (10,2).

4) Kehtigu juhuslike suuruste Y ja Z vahel seos Y=1/Z* Mil-
line seos kehtib nende juhuslike suuruste kvantiilide ja
taiendkvantiilide vahel?

KUS ME OLEME? Vodtsime kasutusele vahendi tundmatu parameetri

hinnangu tapsuse kirjeldamiseks - selleks on usaldusinter-

vall. Piltlikult vdiks usaldusintervalli vdrrelda puunisega,
mille me "valimi abil" viskame arvteljele, et 'tabada" tund-
matu parameetri tdelist vaartuste Siin aga analoogia 16pebki

- me el saa kunagi teada, kas meie ''pulnis" tabas vOi mitte.

Usaldusnivoo valikuga on aga vdimalik reguleerida "pilinise”

tookindlust - tabamise sagedust “'pldnise' paljukordsel ka-
sutamisel. Uut konstruktsiooni seob eelnevaga Uhine pdhiline
todvahend - usaldusintervalli konstrueerimisel vdime kasu-

tada koiki neid statistikuid, mida kasutame tundmatu para-
meetri hindamiseks.

Tahelepanelik lugeja markas kindlasti, et meie poolt
valja pakutud skeem usaldusintervalli konstrueerimiseks nole
alati rakendatav - selleks, et esitada vOrratus meile vaja-
likul kujul, peab g(TOb, 9) sdltuma parameetrist & mono-
toonselt, Niisuguse omadusega juhusliku suuruse olemasolu
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pole md juhul gftrarvteeritud» Samuti ei pea alati leiduma nii-
sugust juhuslikku suurust g(T(?), 0), mille jaotuse kvantii-
lid on tabuleeritud.

KUHU LAHEL.iS? Bpime konstrueerima ligikaudset usaldusinterval—
1i Bernoulli jaotuse parameetrile» See on praktikas sageli
esinev Ulesanne, mida vOiks sOnastada ka jargmiselt - usal-
dusintervalli konstrueerimine teatava omadusega objektide
osale (protsendile) uldkogumis.

Ligikaudset usaldusintervalli aga konstrueerime selle
parast, et see on lihtsam tapse usaldusintervalli konstruee-
rimisest - saame kasutada 18ppenud paragrahvis kirjeldatud
skeemi*

§11» AsUmptootiline usaldusintervall Bernoulli jaotuse para-
meetrile«
A. AsUmptootiline normaalsus

Magu eelmises paragrahvis nagime, on usaldusintervalli
maaramisel vajalik teada kasutatava statistiku tden&dosusjao-
tust, Selle leidmine vOib aga osutuda Usna keerukaks Ulesan-
deks» Samuti vdib juhtuda, et statistiku toendosusjaotuse
iseloom el luba kasutada ulal kirjeldatud strateegiat usal-
dusintervalli leidmiseks.

Paljudel juhtudel lubab selliseid raskusi véaltida sta-
tistiku asumptootilise toendosusjaotuse kasutamine. Vaatame
kasvavatele valimi mahtudele vastaval? statistikute  jada
™F), Tg(X), e===» Tn(X)* ee= * Statistiku asUimptootili-
seks .jaotuseks nimetatakse toenadosusjaotust, mis on selle
Jada elementide toendosusjaotuste piirvaartuseks valimi
mahu piiramatul kasvamisel.

Kullalt sageli on statistikute asUmptootiliseks jaotu-
seks normaaljaotus. Teoreetilised tingimused, millede taide-
tuse korral juhuslike suuruste jada piirjaotuseks on normaal-
Jaotus annavad tdendosusteooria kursuses vaadatud piirteoree-
mid.

Kui statistik T (X) on asumptootiliselt normaalne, lei-
duvad konstandid Ja &n, et statistiku (MT*"X)—yWH/7&n
asumptootiliseks jaotuseks on standardne normaaljaotus. Nii-
suguseid konstante nimetame statistiku aslimptootilisteks pa-
rameetriteks, Kullalt suure valimi mahu korral voib statisti-

75
10*



ku Tn(T) [ligikaudseks jaotuseks lugeda normaaljaotuse
n(B ,a_). . - e B

Asumptootiliselt normaalseks statistikuks on naiteks
valimi keskvaartus X~. Kui vaid uldkogumil on olemas loplik
dispersioon 62, on valimi keskvaartuse ligikaudseks jaotu-
seks z/fnD (sumboliga téhistame Uldkogumi keskvéaar-
tust) . Nii vOib Poissoni jaotuse P(%) korral X ligikaudseks
Jaotuseks lugeda normaaljaotuse N( =, p=/n) , Bernoulli jaotu-
se B( 4, 0) korral aga normaaljaotuse NCO , L0(1- 0)/n) =

Kallalt dldistel tingimustel on ka asUmptootilise nor-
maal jaotusega statistikust teatava funktsiooni abil moodus-
tatud statistik asumptootiliselt normaalne. Sdnastame selle
tulemuse jargmise teoreemina.

Teoreem 11.1. Olgu statistik T(?) parameetri O hinda-
misel mGjus ja asumptootiliselt normaalne parameetritega
ja 6 . Olgu g diferentseeruv funktsioon. Siis statistik
g(M(X)) on parameetri funktsiooni g(6 ) hindamisel mdjus ja
asUmptootiliselt normaalne parameetritega g(/"n) ja

Toestus. Teoreemi tdestuse vdib leida Opikust ~I11k*295#

Taiendavat materjali asumptootiliselt normaalsete sta-
tistikute kohta vOib leida dpikust £9! [Ik. 21-26,

Teeme veel Uhe kokkuleppe sumbolite kasutamise osas.
Usalduspiiri valjakirjutamisel peab meil olema selge, milli-
se jaotuse kvantiili peame kasutama. Valemite lugemise liht-
sustamiseks vOtame erinevate tdendosusjaotuste kvantiilide
téhistamiseks kasutusele erinevad tdhed. Standardse normaal-
Jaotuse kvantiili téhistame edaspidises alati siurjboliga z,”.
3. Naiteid usaldusintervallide leidmise kohta

Vaatame uldkogumit, mida kirjeldab Bernoulli jaotus.
Seame eesmargiks leida usaldusintervall jaotuse parameetrile
0 . Selle leidmisel ldhtume asjaolust, et valimi keskvaartus
on asumptootiliselt normaalne, suurte valimite korral vdime
niisugusest uUldkogumist parineva valimi keskvaartuse jaotu-
seks lugeda normaaljaotuse N( 0 ,\/O(1- 0)/n) . Usaldusinter-
valli leidmiseks rakendame eelmises paragrahvis kirjeldatud
strateegiat.

1. Moodustame parameetri 0 hindamiseks kasutatava statis-
tiku X ja parameetri 0 funktsiooni (X- 6)/V&TT-"0TTntZ



Suure valimi korral voib selle funktsiooni ligikaudseks jao-
tuseks lugeda standardse normaaljaotuse N(0,1).
2. Kasutades standardse normaaljaotuse tabelit leiame kons-
tandid ZL"NyNja 2o/, nii, et kehtib vordus

p(z~"/2 4 (X - eo/ \reo- 9)/n"4 z~2) = 1- 06.
3. Teisendame sulgudes oleva vorratuse sellisele kujule, et
keskele jaaks tundmatu parameeter 6, Praegu kulub selleks
kallalt palju t6od.

Paneme esmalt téhele, et normaaljaotuse simmeetrilisuse
tottu  z«/2 = “20¥ 2 * Seega on sulgudes olev vdrratus saroa-
vaarne vorratusega

IXx - ei/ve (1- e)/n 4z ,
kus kasutatava positiivse konstandi tahistame lUhiduse mot-
tes lihtsalt sumboliga zt Viimase vdrratuse vdime Kirjutada
Umber kujul
x - 32~ z2ce (1-€) /) .
Avades sulud ja jarjestades vorratuse liikmed Umber O ast-
mete jargi, saame
02(H *2/n) - 02X + Z2/n) + X2~ 0 .
Vasakul pool olev avaldis saab olla negatiivne vaid siis,
kui parameetri 0 vaartused asuvad ruutvdrrandi 02(1-fi2/n)-
- &(2X 4= 72/n) + T2 = 0 lahendite vahel. Selle ruutvérrandi
lahendid aga on mddratud eeskirjadega
T)=(X+Z2/72n" U/frf) NX(1-X) +Z /4n).)/(1+z2/n),
TOO)=(X+ z2/72n+@/{iT) NX(1-X)+Z2/4n))/(1+z2/n).
Seega
PO N &£ TX)) =1 -
Usalduspiire maaravad statistikud on leitud.

Kui valimi maht on kuallalt suur, vOib usalduspiiride
avaldises ara jatta liikmed, mille nimetajas on n (vaga ja-
me praktiline reegel: kui valimi maht on 100 laheduses, voib
kasutada lihtsustatud usalduspiire). Seega saame usalduspii-
ride lihtsustatud eeskirjad:

TX) = X - zdR2\Xd-x)?n*,
T2 = X + z~2\1x(1-10/n
Vaatame arvulist naidet tuletatud valemite rakendamise
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kohta.

Naide 11.2, Uuriti teatava TV programmi vaadatavust
thes linnas. Viidi labi kisitlus, 350 kisitletust 100 vaa
tas seda programmi jarjekindlalt. Leiame usaldusintervalli
vaatajate protsendile, kes selles linnas vaatavad nimeta-ud
programmi jarjekindlalt.

Lepime kokku lugeda uuritava tunnuse vaartuseks 1, kui
vastaja vaatab programmi jarjekindlalt, ja 0, kui \astaja
seda ei tee. Uuritava tunnuse kirjeldamiseks sobib siis Ber-
noulli jaotus, kusjuures selle jaotuse parameeter 9 naitab
linnaelanike osa, kes vaatab programmi jarjekindlalt. Seega
on kdik eeldused eelpool toodud valemite rakendamiseks tai-
detud. Kuna vaatluste arv on ule 100, kasutame lihtsustatud
valemeid.

Valime usaldusnivoo vaartuseks 0,95. Leiame normaaljao-
tuse tabelist konstandi Zq ~2~ = 1,96* Arvutame usalduspii-
rid

T(x)=0,29 -1,9670,29-0,71/350=0,29-0,05

0,24
*?(x)=0,29 +1,96\/0,29-0,71/350=0,29+0,05 = 0,34

Saame uaaldusintervalli [o0,24; 0,34]. Usaldusintervalli Vvii-
me esitada ka protsentides - selleks tuleb usalduspiirid
korrutada sajaga. Saame usaldusintervalli 34%

Kasutades valimi pdhjal maddratud hinnangut 29% voime
loota, (riskiga 95 :5) et tehtud viga pole suurem kui 5.j*#

Vaatame veel vdimalust teoreemi 11.1 rakendamiseks.
Praktika ja teoreetilised uurimused on naidatud, et as"iup-
tootilise statistiku funktsioon vOib monikord olla paremini
lahendatav normaaljaotusega, kui argumendiks olev statistik.
Paremini selles mottes, et normaaljaotus on kasutatav juba
kallalt véaikeste valimi mahtude korral.

Bernoulli jaotuse korral on otstarbekas kasutada kesk-
vaartuse funktsiooni, mis on“madratud eeskirjaga

Z = 2arcsin\X .

Selle statistiku ligikaudseks jaotuseks on vastavalt teoree-
mile 11.1 normaaljaotus parameetritega rarcs”™”™ ja Ifif.
Kui keskvédrtuse X toendosusjaotuse l&hendamine normaaljao-
tusega on otstarbekas Adiila.  mahtude korral, mis on 50 ldhe-
duses, siis Z asUmptootilise jaotuse kasutamine on otstar-



tif.ss valimi mahtude korral, mia on 20 laheduses.

Rakendame usaldusintervalli valja kirjutamiseks oma tar
valist strateegiat«
1. Moodustame juhusliku suuruse “arcsinfx"7- rarc3”™” )(Gu
Selle juhusliku suuruse ligikaudseks jaotuseks voib lugeda
standardse normaal jaotuse N(0,1),
2« Kasutades normaaljaotuse tabelit leiame normaaljaotuse
kvantiili z*> , nii et kehtib vdrdus

PC “or2 Qarcsinlf!? - 2arcsin(?d\V_n "z ~j2) = 1 - .
3. Teisendame sulgudes oleva vdrratuse sellisele kujule, et
keskele jadks tundmatu parameeter O. Praegu on seda ka.su-

lik teha kahes etapis. Jatame esmalt keskele parameetri
funktsiooni

2arcsin"G? - zoY2~ "N ~2arcsinf014 2arcsin”™ + z°, g/Zn*
Tahistame vorratuse aartele jaanud statistikud
q4jJ = 2arcsin”® - zdy2AMril
\p = 2arcsin” +
Kuna arcsin on monotoonne teisendus, millel on olemas podrd-

teisendus, vOime vorratuse kdikidele liikmetele rakendada
vastavat poordteisendust. Vorratu3 jaab kehtima

(sin ~"/2)24 0 4 (sin R2/2)2 .

Seega
P((sin™/2)24 0 4 (sinf2/2)2) = 1- oC.
Definitsiooni kohaselt madaravad vorratuse aartele jaanud sta-
tistikud usaldusintervalli, mis vastab usaldusnivoole 1-
Naide 11.3. Soovitakse hinnata noorloomade osakaalu tea-
tavas mereloomade populatsioonis. Valjapuiutud 16 loomast
osutusid 5 noorloomadeks. Leida 0,9 usaldusnivooga usaldus-
intervall noorloomade osakaalule selles populatsioonis.
Kasutame usaldusintervalli maaramiseks viimasena tule-
tatud valemeid. Leiame esmalt parameetri O hinnangu 8§ =
= x = 5/16 = 0,3?.
Leiame tabelist normaaljaotuse kvantiili z0"0c=1,64, Arvuta-
me statistikud ~ jJa
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1,19 - 1,64/4
1*19 + 1,64/4

0,73
1,60 *

w2

Leiame parameetrile usalduspiirid
TX) =0,14 -
f(z) =0,51 -
Saime usaldusintervalli ~0,14; 0,51”, ebk protsentides n\VA
51%] -
Arvutuste lihtsustamiseks on koostatud teisenduse Z =
= 2arcsin(x7tabelid*

ULESANDED

1. Olgu X ~ P( %x)* Leida parameetri % usalduspiire maara-
vad statistikud, kasutades valimi keskvaartuse asimptoo-
tilist normaalsust. N&apunaide: kasutada keskvaartuse
funktsiooni fiT7e

2* Seoses Uhe teenindussiUsteemi t60 uurimisega registreeri-
ti 100 juhuslikult valitud tunni jooksul teenindussistee-
mi saabunud tellimuste arv* Saadud valimi keskvaartus
5 = 7,5* Valida usaldusnivoo* Kasutades eelmises ulesan-
des tuletatud valemeid kirjutada valja sellele usaldusni-
voole vastav usaldusintervall tegelikule tunnis saabuvate
tellimuste arvu keskvéaartusele.

3« Teatavate toodete partii kvaliteedi hindamiseks kontrol-
liti 100 juhuslikult valitud toodet sellest partiist, 8
kontrol litud toodet osutusid praagiks. Leida usaldusinter-
vall praagi protsendile selles partiis, kasutades usaldus-
nivoosid 0,95 ja 0,99*

4. Vaatluse all olid teatavat sorti ploomiistikud. Péarast
kilma tp.Ilve hukkus 25 istikult S. Leida usaldusintervall
selle sordi istikute protsendile, mis parast niisugust
talve sailitavad eluvdime*

liordamiskisimusi téendosusteooriast

1) Defineerida jaotuse jargi koondumine.

2). Sdnastada tsentraalne piirteoreem*

3) Kuidas seda teoreemi sOnastada statistika terminites?

4) Kas saab hinnata I6pliku n korral piirjaotusest erinevu-
se suurust?

KUS MA OLIMVE? Harjutamas usaldusintervalli konstrueerimist.
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KUHU LMIEME? Edasi tuleks kuidagi médratleda usaldusinter-
valli optimaalsuse kriteerium ja puUstitada probleem optimaal-
se usaldusintervalli konstrueerimisest* Need kisimused aga
ei leia kéesolevas dppevahendis kasitlemist* Lihidalt v8ib
nendega tutvuda Opikus C9], Ik. 81-95.

Meie votame kasile kolmanda pdhilise statistika uUlesan-
de: statistiliste hipoteeside kontrollimise*

812. Statistiliste hupoteeside kontrollimise uUlesanne

Siiani vaatasime statistilisi otsustusi, mis esitatakse
arvuliselt - Uhe arvuna v8i teatava arvulise intervallina.
Paljudes praktilistes Ulesannetes aga ei pea jareldus olema
arvuline, vaid tuleb otsustada, kas teatav véaide uldkogumi
kohta on vastuolus katsetulemustega vOi mitte.

Vaiteid, mis puudutavad Uldkogumi tdendosusjaotust, ni-
metatakse statistiliseks hipoteesiks* Kontrollimiseks esita-
takse statistilised hipoteesid alati Uksteist valistavate
vaidete paarina, millest Uks peab osutuma tdeseks*

Toome moningaid naiteid.

Naide 12.1. (@ Olgu vaatluse all teatavate aparaatide
torgedeta tootamise aeg; vOime oletada, et see on kirjelda-
tav eksponent jaotusega, X — E(>). Aparaatide tootmise
tehnoloogia tagab tavaliselt keskmisele tdrgeteta tootamise
ajale (EX =1/?20 teatava kriitilise piiri c, millest allapoo-
le see naitaja ei tohiks langeda. Kisimuse, kas aparaatide
tootmisel pole rikutud tehnoloogiat, vOib esitada ndudena
kontrollida statistilisi hipoteese keskmise tdrgedeta too-
tamise aja kohta

1/x > c

1/> C .
Esitatud hipoteesid on Uksteist valistavad, Iik3 neist peab
kindlasti osutisma tdeseks.
(b) Soovitakse kontrollida, kas teatav mint on "korraparane®s,
s.t* kas "kulli" voi “kirja" pealelangemise toenaosus on
vOrdne* Mundiviske tulemust- voime vaadata Bermoulli jeolaissp.
Juhusliku suurusena(lugedes naiteks "kulli' peale langemise
vaartuse 1 saamiseks), X ~BCI, 0)* Mundi "korraparasuse'
kontrollimine tadhendab statistiliste hipoteeside

6 = 1/2
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or* 1/2
kontrollimist.

Naidete pohjal vOib tekkida mulje, et mdlemat hipoteesi
poleks motet valja kirjutadagi - on ju tegemist Uhe vaite
Ja terita eitusega# Nii see Uldjuhul siiski pole - lahtudes
probleemi sisust vOib parameetri vdimalike vaartuste hulk
olla piiratud* Esitatud hipoteesideks on teatav vaide ja
selle eitus parameetri voimalike vaar-
tuste hulgas* Viimane el pruugi kaugeltki Uhte langeda
esitatud vaite loogilise eiltusega*

Formaalselt voime olukorda kirjeldada jargmiselt.
Tahistame Uldkogumi parameetri vOimalike vaartuste hulga
sumboliga © * Jagame (sisulistest kaalutlustest lahtudes)
selle hulga kaheks osahulgaks ©g ja (O™ nii, et

©0 U 3.,) = 0©

©0 ~ © 1 - o -
Esitame statistiliste hipoteeside kontrollimise uUlesande
vaidete paarina Oe G)O ja O£ O * =

Kontrollimiseks esitatud statistilistele hipoteesidele
on antud erinimetused. Uhte neist nimetatakse null-hipotee-
siks (HQ). Null-hUpotees on vaide "nullilise erinevuse"
efekti puudumise, standardiga kokkulangevuse - kohta.
Teist vaidet nimetatakse sisukaks hipoteesiks (H"). Sisukae
hipotees on vaide efekti olemasolu vdi standardist erinevu-
se kohta* Sisukas hipotees on vaide, mida uurija saab tdes-
tada*

Naide 12*2* (@) Vaatame eelmises naites punktis (@)
kirjeldatud hipoteese."Loomulik on oodata, et aparaadi kesk-
mine torgeteta tootamise aeg ei ole vaiksem kriitilisest v&r-
tusest, seda tulemust vOib lugeda "standardile vastavaks" tu
lemuseks. Kui keskmine tdrgeteta tootamise aeg ei Uleta krii-
tilist piiri voib olla tegemist nditeks ettendhtud tehnoloo-
gia rikkumise "efektiga". Niisugusele arutelule toetudes tu
leb valida HQ: I~ .~ c Ja /n < c
(b) Vaatame eelmises naites punktis (b) kirjeldatud hipotee-
se. Mindi "korraparasus' - see on vastamine teatavale stat+
dardile, mindi "ebakorraparasus'™ - see on erinemine stan-
dardist* Seetdttu tuleb valida Hq:&= 1/2 jJa H1:Q/ 1/2_ £
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ttaldetes toodud hipoteesid olid esitatud Gldkogumi para-
meetrite kohta# Niisuguseid statistilisi hipoteese nimetatak-
se parameetrilisteks hipoteesideks# Hupoteesi voib esitada
ka uUldkogumi tdendosusjaotuse tiuidbi voi tldiseloomm kohta,

naiteks: uuritav tunnus on normaaljaotusega. Niisugust véi-
det nimetatakse mitteparameetriliseks hipoteesiks.

) KU|"stat|sHﬁ!!ne hqﬂgfyegﬁggagﬁb H!ﬁ%ﬁgﬁﬂlﬂ}oenaosus—

jJaotuse Uheselt, nimetatakse teda lihthupoteesiks. vastasel
juhul on tegemist liithipoteesiga. Liithipoteesi, mis maa-

rab kahest osast koosneva parameetri vaartuste piirkonna, ni-
metatakse kahepoolseks hipoteesiks. LiithUpoteesi, mis maa-

rab Uhest osast koosneva parameetri vaadrtuste piirkonna, ni-
metatakse Uhepoolseks hipoteesiks.

Otsus kontrollitavate statistiliste hipoteeside kohta
langetatakse valimi pohjal. Otsuse langetamise loogika on
jJargmine: kui valim esitab "kaalukad téendid" sisuka hipotee-
si kehtimiseks, siis voetakse vastu sisukas hupotees, kui va-
lim ei esita "kaalukaid tdendeid" sisuka hipoteesi kehtimi-
seks, voetakse vastu null-hipotees* Otsuse langetamiseks va-
litakse valja teatav statistik. Kui tegemist on parameetrili-
se hupoteesiga, on loomulik kasutada statistikut T(J), mille
«abil parameetrit hinnatakse.

Otsuse langetamise reegel on formaalselt jargmine. Eral-
dame statistiku TQXv voimalike vaartuste piirkonnast sellise
alampiirkonna, millesse statistiku vaartus null-hiipoteesi
kehtivuse korral voib langeda '"harva'. Kui meie kasutuses
oleva valimi korral statistiku vaartus langeb sellesse piir-
konda, kummutame null-hlpoteesi, -vastasel juhul aga votame
null-hipoteesi vastu. Niisuguse otsuse loogiline alus on hé&s-
ti labi nahtav: statistik kaitus nii, nagu ta null-hlUpoteesi
kehtivuse korral ei peaks kaituma, jarelikult ei kirjelda
null-hipotees statistiku kaitumise seaduspéarasusi, null-hi-
potees ei ole vastuvdetav. Piirkonda, milles null-hipotees
kummutatakse, nimetatakse kriitiliseks piirkonnaks.

Tahistame sumboliga mingi vabalt valitud nulli l&he-
dase tdendosuse (“harva"™ sindmuse tdendosuse), sumboliga Kn
aga sellele téenadosusele vastava kriitilise piirkonna,

P(T(X) £ KA1 H kehtib)? - Kui TX) £ K», kummutame null-
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hipoteesi, kui aga T(Z) , votame null-hipoteesi Vastu,

Niisugune reegel formaliseerib taielikult otsuse lange-
tamise protsessi. Vaatame naidet sellise otsustusreegli esi-
tamise kohta.

Naide 12,3, Vaatame naites 12*2(b) kirjeldatud ilesan-
net, Uldkogumis uuritav tunnus X ~B(1, 9), jaotuse paraneet-
ri kohta on esitatud hipoteesid
Ho: 0 = 1/2
H,- 0 y1/2 .

Intuitiivselt on selge, et null-hipotees tuleb kummutada siis,
kui valimi pohjal mddratud hinnang parameetrile O erineb
vaga tugevasti null-hipoteesis ndidatud véartusest 1/2, Hin-
nangu parameetrile 0 md&arab antud juhul valimi keskvaartus
X.Kui katsete arv on suur, vOib selle statistiku ligikaud-
seks jaotuseks lugeda normaaljaotuse, X ~ N( 0, 70 (1-8)/n)«

Oletame, et mundi kontrollimiseks voime sooritada 100
viset, Null-hipoteesi kehtivuse korral on siis kasutatava
normaal Jaotuse parameetrid arvuliselt madaratud X~N(Ot5i
0,05).—> <" "I

Valime "harva'" sundmuse tbendosuse <= = OfT. Intuit-
sioonile tuginedes moodustame kaheosalise kriitiliseks piir-
konna (statistiku X vOimalike vaartuste piirkond on vahemik
(07 1)

KN = (0;a] U [b;1) .
Konstandid a ja b valime sellised, et

PCX e Kj x~IT(0,5; 0,05) = 0,1
Cn selge, et esitatud tingimus ei maara konstante a ja b
Uheselt. Nende valikul tugineme uuesti intuitsioonile -
kui meil pole pdhjust oodata teatavat kindlasuunalist hal-
vet "ebakorraparase”™ mindi korral, valime kriitilise piir-
konna "osade' todendosused Uhesugused, s.t.

P(X4 a\x~u(0,5; 0,05) = P(X>b\x~N(0,5; 0,05) = 0,05.
Kasutades normaal jaotuse tabelit, saame niidd konstandid
- leida
a = 0,418; b =0,582.
léeie poolt valitud kriitiline piirkond omandab kuju

= (0; 0,418] U [0,582; 1).
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Seega tuletasime jargmise reegli otsuse langetamiseks:
kui valimi pdhjal méaratud parameetri hinnang on vaiksem
kui 0,418("kull' langes peale vahem kui 42 viskel) vOi sux*
rem kui 0,582 ("kull™ langes peale rohkem kui 58 viskel) kum-
mutame null-hlpoteesi - otsustame, et mint on voltsitud;
vastasel juhul j&ame null-hlpoteesi juurde - otsustame, et
mint pole voltsitud.

Jaab veel Ule sooritada katse ja langetada otsus. Ole-
tame naiteks, et sooritatud 100 viskest langes mindipool pea-
le 42 korral. Parameetri hinnang u= x = 0,42, X KN, Jaa-
me null-hldpoteesi juurde. Meie valim ei andnud "kaalukaid
tdendeid” selle kohta, et munt oleks vdltsitud,

Margime veel, et otsuse langetamine statistilise hipo-
teesi kohta on mdnevlrra erinev otsuse langetamisest tavali-
se matemaatilise vaite kohta. Matemaatilist vaidet 3aab kas
téestada vni kontranaitega kummutada. Mdlemal juhul on teh-
tud jareldus valjaspool igasugust kahtlust. Statistiliste
hipoteeside kohta langetatud otsus aga pole tingimata dige:
tehes arvutused Oigesti ja kasutades oiget otsuse langetami-
se eeskirja, vOib otsus ise olla siiski ekslik.

Vaatame Oeldu illustreerimiseks jargnevat naidet.
Matemaatilise vaite kontrgllimine.

Vaide. Funktsioon F(x)=2x -2x+1 “mandab minimaalse vaartuse

x = 2 korral.

Anallis. Arvutame funktsiooni vaartuse x=2 korral, f(2)=5.

Arvutame funktsiooni vaartuse x=0 korral, f(0)=1.
Jareldus. Esitatud véaide on vale.

Tehtud jéareldus on &ige."

Statistilise hipoteesi kontrollimine.

Vaide. Uurija kaes olev mint on voltsitud.

Anallls. Viskame minti 100 korda. Loeme "kulli' pealelange-
miste arvu. Olgu see 40.

Jareldus. Kasutame eelmises ndites tuletatud otsuse langeta-
mise reeglit. Otsustame: mint on voltsitud.

Tehtud jareldus vdib olla vale. Ka siis,kui mint pole
voltsitud - "kulli" peale langemise tdendosus on 0,5 -
on niisugune tulemus voimalik. Tosi kull, korrapérase miundi
korral on niisuguse (voi veel halvema) tulemuse saamise toe-
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naosus-véaga vaike, kuid pole garantiid, et meie katsex ei
toimunud just see vaikese tdendosusega sindmus. Paremini
otsustada pole aga vOimalik meie kasutuses oleva piiratud
informatsiooni tottu.

Esitatud formaalne otsustusreegel voib aga tekitada
veel teist laadi arusaamatust* Miks arvestatakse ainult sta-
tistiku kaitumist null-hupoteesi korral?

Votme selle mdistmiseks saame, kui uurime tapsemalt,
millised on voimalikud eksimused hilpoteeside kohta otsuse
langetamisel™

Voimalik on teha kaks erineva iseloomuga viga. Esitame
selle vaite selgituseks vaikese tabeli, mis illustreerib lan-
getatud otsuse ja tegelikkuse vdimalikku vahekorda

-n*"negelikkus kehtib kehtib
Otsus Ho H1

kehtib HQ dige 11 viga

ekehtib 0.J I viga oige

Esimene viga seisneb sisuka hipoteesi ekslikus vastuvftmises,
Seda viga nimetatakse esimest liiki veaks. Teine viga seis-
neb null-hipoteesi ekslikus vastuvdtmises. Seda viga nimeta-
takse teist liiki veaks.

Need vead ei ole Uhesuguste tagajdrgedega. Enamuses
praktilistes Ulesannetes on esimest liiki vea tagajarjed ras-
kemad. Seetdttu suhtutakse ka neisse "‘ebasimmeetriliselt”
otsuse langetamise reegel valitakse selline, et raskema wea
- esimest liiki vea — tegemise tbendosus oleks tdkestatud

P(T(X) £ K™\ Ho kehtib) -
i joutigi véalja eelpool kirjeldatud formaalse otsustusreeg-
mni.

N
1
Edaspidises nimetame statistiku ja kriitilise piirkon-
na Fikseerimisega maaratud otsustusreeglit kriteeriumiks.
Toket esimest liiki vea tegemise tdendosusele nimetatakse
kriteeriumi olulisuse nivooks. Pohimdttelisi kitsendusi olu-

lisuse nivoo valikuks pole, kuid - pohiliselt kvantiilide
tabelite mahu vahendamiseks - on kasutusel kolm traditsioo-
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nilist vaartust olulisuse niToo jaoka, Need on

0,1 0,05 0,01

Vaatame veel kord ulal toodud tabelit. Jatame meelde. ,
et see, millist viga voime tehaj sdltub vastu vbetud otsusest.
Kui votame vastu null-hlpoteesi on voimalik teha ainult
I1 liiki (kergemat!) viga. Kui vOtame vastu sisuka hipotee-
si Hj on vdimalik teha ainult I liiki (raskemat!) viga. See
asjaolu ongi kujundanud otsustusreegli loogilise aluse, mida
eespool kirjeldasime; null-hlpoteesi suhtutakse konservatiiv-
selt, selle kummutamiseks ja sisuka hipoteesi vastu votmi-
seks on \gja Tkaalukaid"tbendeid.

ULESANDED

1. Vaatame naidet 12.3. Kirjeldada esimest ja teist liiki
vea konkreetset sisulist tahendust.

2. Vaatame naites 12.3 toodud kriitilist piirkonda. Oletame,
et tegelikult O = 0,4« Kul suur on siis teist liiki vea
tegemise tdendosus? Kui parameetri 6 vaartus oleks te-
gelikult 0,2 kui suur oleks siis teist liiki vea tegemi-
se tdenaosus?

3. Olgu g~ normaaljaotuse N( K , &) n—kvantiil, aga nor-
maaljaotuse N(O, 1) <*--kvantiil, Toestada, et kehtib vor-
dus =h+ i

4. Esitada naites 12.3.toodud kriitiline piirkond standard-
se normaal jaotuse kvantiilide abil. Kirjutada valja sama-
suguse struktuuriga kriitiline piirkond, mis vastaks olu-
lisuse nivoole 0,05. Olulisuse nivoole 0,01.

5. Vaatame eelmises ulesandes leitud kahte uut kriitilist
piirkonda, Leida nende mdlemi jaoks teist liiki vea tege-
mise tdendosus parameetri vaartustel 0,4 ja 0,2, Milline
on selles konkreetses llesandes esimest ja teist liiki
vea tdendosuse vahekord? Kuidas see muutub?

6. Gripiepideemia ajal haigestus 20% linna elanikkonnast.
Oletatavasti vahendab regulaarne C-vitamiini tarvitamine
grippi haigestumise ohtu. Olgu voimalik kasutada 500 re-
gulaarse C-vitamiini tarvitaja andmeid. Esitada pustita-
tud oletus statistiliste hipoteeside paarina ja tuletada
eeskiri nende hiipoteeside kontrollimiseks.
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Kordamiskisimusi tdendosusteooriaste

1* Olgu juhuslik suurus ¥ N( ,&). Kirjutada véalja seos
selle juhusliku suuruse jaotusfunktsiooni ja standardse
normaal jaotuse jaotusfunktsiooni vahel*

2« Olgu juhuslik suurus Y ~N(2,2). Leida toendosus P(Y< 1)*

3. Olgu juhuslik suurus Y ~N(1; 0,5). Leida tbendosus
P(O 4Y 4 1).

KUS ME OLEME? Tutvusime kolmanda statistike. pohilulesandega -
statistiliste hipoteeside kontrollimise Ulesandega ja selle
lahendamise skeemiga. Meie poolt Kkirjeldatud otsustusreegel
on voetud kasutusele Neymani ja Pearsoni poolt kaesoleva sa-
jJjandi algul, nendelt parineb ka selle otsustusreegli optimi-
seerimise teooria. Kuigi kdige populaarsem, pole niisugune
ldhenemisviis hipoteeside kontrollimisele ainuvdimalik.

KUHU LAHEME? Tutvuma karakteristikuga, mis on aluseks erine-
vate kriteeriumide vordlemisel ja optimaalse kriteeriumi de-
fineerimisel.

813* Kriteeriumi vdimsusfunktsloon«

Teoreetiliste kisimuste lahendamiseks on meil kasulik
omada kriteeriumi mugavamat esitust. Selleks sobib kriitili-
se piirkonna indikaator-funktsioon - juhuslik suurus, mis
on maaratud eeskirjaga

1, kui TX) £ K~

ucx) = }
10, kui T(X) $ K~

NUUd on mugav erinevaid kriteeriume nimetada: ~(X), A*(;S,
~N(X)  jJne.

Vaatame, kuidas kirjeldada kriteeriumi efektiivsust. Loo-
mulik on selles toetuda seadusparasusele, mis ilmneb kritee-
riumi paljukordsel kasutamisel — oige otsuse vastuvdtmise
sagedusele, 0Oige otsuse vastu votmise sagedust hindab &ige
otsuse vastu votmise tdendosus. Siin aga tekivad raskused -
see, mis on antud Ulesande korral '"0igeks otsuseks” s6ltub
parameetri toelisest vaartusest. Nii ei olegi kriteeriumi
efektiivsust vdimalik kirjeldada the arvu abil, vaid selleks
tuleb kasutusele votta funktsioon. Anname selle funktsiooni
maaratluse jargnevas definitsioonis.

Definitsioon I3»i, Kriteeriumi ~ (T) vOimsusfunktsioo-



niks My (0) nimetatakse funktsiooni, mis on maaratud to*-
nadosusega vastu vOtta sisukas hiUpotees argumendiks oleva pa-
rameetri vaartuse korral

V 6) =po<f 0=1) .
Olgu kriteerium N (X hlpoteeside HQ: O£ <30 ja
H1: 6c©” kontrollimiseks. Analuidsime, milline on vOimsus-
fuhktsiooni sisuline téhendus ja ootusparane kaitumine para-
meetri vaartuste piirkondades <0Q ja *

Kuulugu voimsusfunktsiooni argument O piirkonda

Sii3 on digeks otsustuseks null-hipotees Hq ja voimsusfunkt-
sioon naitab 1 liiki vea tegemise tdendosust. Ootusparane a,
et. voimsusfunktsiooni vaartus selles piirkonnas on lahedane
nullile, ei uUleta olulisuse nivood

Kuulugu v@imsusfunktsiooni argument piirkonda © "e
Siis on Oigeks otsustuseks sisukas hlpotees ja voimsus-
funktsioon naitab Oige otsuse vastu votmise tdendosust, Oots-
parane on, et vdimsusfunktsiooni véartus selles piirkonnas
oleks lahedane uhele.

Teist liiki vea teeme, kui parameetri tdelise vaartuse
kuulludes piirkonda (3" voOtame vastu null-hUpoteesi. Teist
liiki vea tegemise tdendosuse (tdhistame selle sumboliga

(9 )) médérab vahe
fuo) =1 - ~C 0)

Vaatame naidet vdimsusfunktsiooni valja kirjutamis®e
kohta.

Naide 13.2. Votame vaatluse alla nadites 12.3 esitatud
kriteeriumi. Uuritava tunnuse jaotuseks oli Bernoulli jaotus,
parameetri vdimalike vaartuste hulgaks (3 on vahemik (0;1)»
kontrollitakse hipoteese HQ:0 =0,5 ja - 0 M0,5« Kuna meil
oli tegemist suure valimiga (n=100), vOis kriteeriumis kasu-
tatava statistiku X tdendosusjaotuseks lugeda normaaljaotuse
N(O, ~0(1_0)/n7). Avaldame selle kriteeriumi vdimsusfunkt-
siooni normaaljaotuse jaotusfunktsiooni kaudu.

A0) = R((X"0,418)U(X>"0,582))=P&(X40,418)+R(X> 0,582.) =

(0,418; e)+1-Fj (0,582; 0)
Minnes Ule standardse normaaljaotuse jaotusfunktsioonile saa-
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me selle kriteeriumi vdimsusfunktsiooni jaoks avaldise

~(0)=1+ < (10(0,418-6)/V9 (1- e))-o(l0(0,582-

- 0)/\/0(1- ©V)
Kui 0e-(B*o* s.t. 0 =0,5, on vOimsusfunktsiooni vaartus
0,5 = 1+¢ (-1,64)- 0(1,64) » 0,1,

selle véaartuse maarasime kindlaks juba vdimsusfunktsiooni
konstrueerides«

Visandamaks voimsusfunktsiooni graafikut leiame veel
mdned voimsusfunktsiooni vaartused. Koondame nad jargmisse
tabelisse

e 0,55 0,60 0,65 0,70

"ye) 0,2651 00,6414 0,9236  m=0,9949
Loomulikult kontrollib endast lugupidav lugeja need arvutu-
sed Ule. Arvestades standardse normaaljaotuse jaotusfunkt-
siooni omadusi on ilmne, et vaatlusaluse kriteeriumi voim-
ausfunktaioon on summeetriline vaartuse 0,5 suhtes, s.t.

©,5 +1 = (0,5 - S) = Visandame voéimsusfunktsiooni
graafiku.

Analtisime veel saadud tulemust. Null-hipoteesiga maa-
ratud punktis vastab vlimsusfunktsiooni kaitumine taielikult
eelpool esitatud ootusele. Sisuka hiipoteesiga maaratud piir-
konnas aga niisugust head kooskdla ootuse ja tegelikkuse va-
hel ei ole: piirkondade raja laheduses on vdimsusfunkt-
siooni vaartused Usna nulli lahedased. To6si, kaugenedes piir-
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kondad* iajajooneat kaevavad véimauafunktaiooni vaartused
ilana kilraati.

Arvutama vael 11 liiki vea tegemise tdenaosuse mdnede
parameetri vaartuate korral piirkonnast = Kasutades ta-
belia toodud vaartuai saame

0 0,55 0,60 0,65 0,70

Jjb(©® 0,7349 10,3586 0,0764 0,0051
Naeme, et teiat liiki vea tegemise tdendosus vOib parameet-
ri mdningate vaartuste korral olla Usna suur. Voimsusfunkt-
siooni pidevuse tottu on tokkeks teist liiki vea tegemise
tdendosusele vadrtus 1- <«c, s.t.

P> 4 1- « .

Seega on olemas niisuguseid parameetri vaartusi, mille
korral meie kriteerium k&itub Usna halvasti. Lohutuseks on
kill asjaolu, et 0,5-st tugevasti erinevate parameetri vaar-
tuste korral on vale otsustuste langetamise tdendosus Usna
vaike. &

vOimauafunktaiooni vaartust 17(6), nimetatak*
sa kriteeriumi vdimauaeka parameetri vaartusel 6.

Naitest vOika jatta meelde kaks tahelepanekut. Esiteks
- vdimsuafunktaioon annab kriteeriumi Kirjelduse k 6 i k -
voimalike parameetri vaartuste korral, esitades
seaduspéarasuse, mis ilmneb selle kriteeriumi pal j u -
kordsel kaautamiael . Teiseks - tokked esimest ja
teist liiki vea tegemise tdendosusele on omavahel seotud.
Kui me vahendame esimest liiki vea tegemise tdenaosust, suu-
reneb teatavate parameetri vaartuste korral toendosus teha
teist liiki viga.

Viimase tdhelepaneku kinnistamiseks vaatame veel Uhte
naidet.

Naide 13.3. Vaatame uUldkogumit, mis on Bernoulli jaotu-
sega, X ™ B(1, 6). Vajagu kontrollimist hipoteeside paar
HQ: 0 4 0,4 ja H1:0 >0,4 . Olgu otsuse langetamiseks jal-
legi vOimalik teha 100 katset. Esitame kolm erinevat kritee-

riumi, mis koik kasutavad Uhte ja sama statistikut - vali-
mi keskvaartust X — kuid erinevaid kriitilisi piirkondi.
Need on
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1, kui f3(X - 0,4)/f0T2i >1,64

.0, kui {n(X - 0f4)/f0724 4 1,64

1, kui WX - 0,4)/'10,24 > 2,33

0, kui ~(X - 0,4)/~0T24 ~ 2,33

1, kui f3(X - 0,4)/7°0,24'> 3,1

B = .

.0, kui fnXX - 0f4)//0724°4 3,1
Kuna statistiku jJaotuseks vdime lugeda normaaljaotuse
N(Bsi&(1-0)/n), saame nende Kkriteeriumide voimsus-
funktsioonid avaldada normaaljaotuse jaotusfunktsiooni kau-
du. Tahistame kriteeriumi kriitilise piirkonna raja
sumboliga anf voimsusfunktsiooni aga sumboliga A/i(&),
Siis

AC0) = Pe(~(X)=1) = Pg(fn(X-0,4)/i 0,24 > ai) =

Pe (X>0,4+~0727a1/yr0 = 1-~(0,4+(0,24ay/"In)=
1-$(C0,4+i072?2ai/\rnF eJ/{6(1-~/n")t

Visandamaks vdimsusfunktsioonide graafikuid, leiame mb-
ned vl@imsusfunktsioonide vaartused. Koondame nad jargnevasse
tabelisse.

& 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65
~n(0) 0,0032 0,0505 0,2709 0,6664 0,9192 0,9927 0,9998
-2(0) 0,0003 0,0100 0,098 0,3897 0,7642 0,9599 0,9978
3¢ o0,0000 0,0010 0,0202 0,1492 0,5160 0,8365 0,9798

Joonistame voimsusfunktsioonide graafikud.
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MOtestame lahti joonisel kujutatud véimsusfunkteiooni-
,de vahekorra#

Piirkonnaks 6-06Q on praegu intervall (0; 0,41 < Selles
piirkonnas esitab vdimsusfunktsioon tdendosust teha esimest
liiki viga. Esimest liiki vea tegerrise tdendosus on iga pa-
rameetri vaartuse korral erinev. Kuna aga. vBimsusfunktsioon
on monotoonselt kasvav, on esimest liiki vea tegemise tde-
naosus tokestatud vdimsusfunktsiooni vaartusega piirkonna
G >0 rajal, s.t.

T +() 4 ~(0,4), E<s0 .

Seega on igal vaatlusalusel kriteeriumil erinev olulisu-
se nivoo, mille vaartus on esitatud eelneva tabeli teises
veerua.

Piirkonnaks on praegu intervall (0,4; 1). Selles
piirkonnas esitab vdimsusfunktsioon tdendosust langetada an-
tud parameetri vaartuse korral dige otsus. Joonisel on has-
ti ndha, kuidas olulisuse nivoo véhendamine toob kaasa kri-
teeriumi vOimsuse vahenemise piirkonna rajapunkti la-
heduses.

Toome I0petuseks veel kord valja tdkked esimest ja
teist liiki vea tegemise tdendosustele.

Kui hipoteeside KQ: 0£0 Q ja H.,- 0~*0~ kontrollimi-
sel kriteeriumi ~(X) esimest liiki vea tegemise tdendosus
on tokestatud suurusega <, s.t.

(DR , 9e. (30 9
siis selle kriteeriumi teist liiki vea tegemise tdendosus
on tokestatud suurusega 1-cC, s, t.
B )4 1- OE£O0-j~-

On voimalik, et mdnedes situatsioonides saab toket
teist liiki vea tegemise toendosusele tapsustada. Kui aga
see ei ole vdimalik, toob vigade erinev toendosus endaga
kaasa ka erineva suhtumise langetatud otsusesse.

Kui vOetakse vastu sisukas hupotees, on voimalik, et
tehti esimest liiki viga. Selle vea tegemise toendosus on
range kontrolli all, kriteeriumi olulisuse nivoo maaratakse
kriteeriumi konstruktsiooniga. Seetdttu loetakse vastu voe-
tud sisukas hipotees tdestatuks»
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Kui voetakse vastu null-hipotees, on véimalik, et teh-
ti teist liiki viga. Teist liiki vea tegemise toendosus aga
voib mdningate parameetri vaartuste korral orta killalt
suur. Seetdttu el loeta vastu véetud null-hipoteesi toesea
tuks. Jaab alles voimalus, et suurendades moOtmiste arwvu,
s.t. kogudes rohkem informatsiooni, saame null-hlpoteesi
kummutada.

voib nailda, et kui esimest liiki vea tegemise tdendo-
suse jaoks on toke valitud, siis teist liiki vea tegemise
tdendosust el saa enam reguleerida. Tegelikult see nii ei
ole, teist liiki vea tegemise tdendosust on vdimalik regu-
leerida :

(@) katsete arvu muutmisega;
(b) kriteeriumi maaramisel kasutatud statistiku valikuga.

Naatame esmalt nadidet, milles katsete arvu reguleerimi-
sega muudame kriteeriumi voimsust. Seejarel aga defineerime
Uhtlaselt vOimsama - parimat statistikut kasutava kritee-
riumi .

Naide 13.4* Vaatame eelmises nédites esitatud kritee-
riumi . (X). Olgu meil vdimalik suurendada katsete arvu n.
Leiame, mitu katset tuleks teha, kui nduame, et kriteeriumi
voimsus punktis 0= 0,5 ei oleks vaiksem 0,9.

Katsete arvu maaramisel lahtume esitatud tingimusest

-T,(0,5) = 1- ¢ (~(-0,1+1,6470,24/” )/0,5) > 0,9
kust
3? (fn(-0,1+1,64 fo~IMTNn1)/0,5) 4-0,1

Kuna jaotusfunktsioon on monotoonselt kasvav, saame argumen-
di jaoks vdrratuse

Wy -0,1 + 1,6470,24/n0/0,5) 4 -2,33
kust katsete arvu jaoks tuleneb virratus
n> 387 . *

Kriteeriumi, mis kasutab optimaalset statistikut nime-
tatakse iUhtlaselt vdimsaimaks (V) kriteeriumiks. Anname UV
kriteeriumi tépse definitsiooni. Olgu 3C(oC, ©S ) kritee-
riumide hulk, mis on kasutatavad antud hipoteesipaari

HQ: Oe (30;H1l: O£ © 1 kontrollimiseks™olulisuse nivool*.
Definitsioon 13..5« Kriteeriumi nimetatakse Uht-
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laaeit vdimsaimaks (UV) kriteeriumiks olulisuse nivool =,
kui iga kriteeriumi ~(X)e3C(l., ja iga parameetri
vaartuse korral kehtib vorratus
~An(o) ~ ff (9
Jargnevas paragrahvis vaatamegi voimalusi Uhtlaselt
voimsa&iA kriteeriumi konstrueerimiseks.

ULESANDED
1# Olgu X ™~ B(1, 9« Vajagu kontrollimist hiUpoteeside paar
Ko: @ ™ 0,2; : 9 > 072. Hupoteeside kontrollimiseks

kasutatakse statistikat X. Valida kriitilise piirkonna
struktuur. Kirjutada valja vastav kriteerium.

2. Olgu eelmises Ulesandes kirjeldatud probleemi korral voi-
malik sooritada 5 katset. Kirjutada véalja kriteeriumi
voimsusfunktsioon* Napunadide: kasutada asjaolu, et
ii x - bG,e)-

i-1 1

3* Valida eelmistes uUlesannete tulemusi kasutades selline
kriteeriumi konkreetne kuju, mis oleks kasutatav olulisu-
se nivool 0,1. Leida ulemised tokked esimest ja teist
liiki vigade tegemise tdendosusele.

4» Olgu X €y U(0, 6). Vajagu kontrollimist hipoteeside paar
Hfl: 0 41; : 9> 1 * Hupoteeside kontrollimiseks kasu-
tatakse statistikut 2X. Valida kriitilise piirkonna struk-
tuur. Kirjutada valja vastav kriteerium.

5« Olgu eelmises Ulesandes kirjeldatud probleemi korral voi-
malik sooritada 10 katset. Siis statistiku 2X ligikaud-
seks jaotuseks vdib lugeda normaaljaotuse N(9,0/ 00 7).
Kirjutada valja kriteeriumi vdimsusfunktsioon. Valida sel-
line kriteeriumi konkreetne kuju, mis oleks kasutatav olu-
lisuse nivool 0,1.

Kordamiskisimusi tdendosusteooriast

1. Millised omadused on juiausliku suuruse jaotusfunktsioo-
nil?

20 Olgu juhuslik suurus Z stummeetriline. Milline seos tule-
neb sellest omadusest jaotusfunktsiooni vaartuste F(X)
ja F(-x) vahel?

KUS MS OLME? Tutvusime kriteeriumi vdimsusfunktsiooniga -
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karakteristikuga, mis Kkirjeldab kriteeriumi kaitumist iccik-
voimalike parameetri vaartuste korral, Oppisime lugeiea ja ka-
sutama v@imsusfunktsiooni abil esitatud informatsiooni.

Peab aga juhtima tahelepanu asjaolule, et vdimsusfunkt-
siooni valja kirjutamine pole alati sugugi mitte lihtne Ules-
anne. Selleks tuleb teada kriteeriumis kasutatava statistiku
toendosusjaotust igasuguse parameetri vaartuse korral. See
aga voib osutuda tehniliselt véga keerukaks.

Kriteeriumi konstrueerimisel vOib kasutada mitmesugu-
seid statistikuid, sobiva statistiku valikuga vOib suurenda-
da kriteeriumi vOimsust. Parimat statistikut kasutavale kri-

teeriumile andsime erinimetuse - see on Uhtlaselt vdimsaim
Kriteerium.

KUHU LAHEME? Hakkame tundma &ppima voimalusi parima kritee-
riumi konstrueerimiseks. Me peame selgeks tegema, millist
statistikut tuleb kasutada ja kuidas valida kriitiline piir-
kond.

814. UV kriteeriumi konstrueerimine lihthiipoteeside paari
korral .

Etteruttavalt peab markima, et Uhtlaselt vdimsaima kri-
teeriumi leidmine pole mitte alati vdimalik. On aga olemas
ks eriline situatsioon, milles UV kriteerium alati eksis-
teerib. Nimelt siis, kui kontrollimiseks on esitatud liht-
hipoteeside paar hQ:0=0Q; H”":R=Q". "Praktikas esineb sl-
line olukord harva - peab ju siis olema parameetri kohta
nii palju informatsiooni, et oskame valja eraldada ainult
kaks voimalikku parameetri vaartust. Saadav tulemus on aga
teoreetiliseks aluseks UV kriteeriumi konstrueerimisel ka

keerukamate, praktilist huvi pakkuvate hUpoteeside
korral .

Olgu siia uuritava tunnuse toendosusjaotuse parameetri
kohta esitatud lihthipoteeside paar Ho:0= 00; 6 =0n

Olgu L(E, 0) valimi tbeparafunktsioon. Moodustame tbepara-
funktsioonide suhte

eo, =1(x, e™LCx, eo) ,
Lugedes selles suhtes argumendi juhuslikuks, saame valja
kirjutada tdepdrasuhte statistiku



3ux, e0, =x(x, o0, ep
Naitame, et tdepdrasuhte statistiku abil saamegi moodustada
OV kriteeriumi. Enne aga vaatame veel mdnda naidet tdepira-
suhte statistiku valja kirjutamise kohta.

Naide 14.1. (@ Olgu uuritav tunnus Bernoulli jaotuse«*
ga, X*B(1, 9). Olgu jaotuse parameetri kohta esitatud
lihthupoteeside paar HQ: O =0Q; H1: 0 = O1. Kirjutame
valja tdeparasuhte statistiku.

Tehtud eeldusel omab valimi toeparafunktsioon kuju

L(x,0) = oFr 1dd_On s xi ~»

tdeparafunktsioonide suhe aga on mddratud eeskirjaga

u L.

X
00, 0,)=" *- 1(1- 9,)“- 00)“-.Ni}"

TOepérasuhte statistik on maaratud eeskirjaga

J(x,e0,el)=[el(i-e0)/(0(i-aD)l i=i I(i-91)/(i-00)In.

() Olgu uuritav tunnus eksponentjaotusega, X~E(M)#
Olgu jaotuse parameetri kohta esitatud lihthipoteeside paar
HAZN="X~_ Kirjutame valja td0eparasuhte statis-
tiku.
Tehtud eeldustel omab valimi toeparafunktsioon kuju

L(>_<>, ~ Nexp( - ’\S_Q X.),
i=1 1

toeparafunktsioonide suhe aga on maaratud eeskirjaga

~(x, XQ, N,) = "expC- "> acN/EN oexp (% Q =

= (~/70)nexpC(ro™ x~J.

Toeparasuhte statistik on mddratud eeskirjaga

44x,v. v. = (V V aexpC(V V g Xxi™™* *
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Diskreetse toenaosusjaotuse korral on toeparasuhtel
ilus sisuline tdhendus: ta on valimi st saamise toendosuste
suhe parameetri vaartuste ja 0Q korral# Sellest sisuli-
sest tdhendusest tuleneb ka, kuidas kasutada tfeparasuhte sta-
tistikut hupoteeside kontrollimiseks - kui ~(X) on kul-
lalt suur, s.t. T(X) > c, vOtame vastu sisuka hipoteesi H*,

Toestame niuid teoreemi, milles nditame, et tdeparasuh-
te statistiku abil saame konstrueerida uUhtlaselt vdimsaima
kriteeriumi lihthiupoteeside kontrollimiseks. Tehnilise t30
lihtsustamiseks eeldame tdestuse kaigus, et tegemist on pi-
deva tdendosusjaotusega tunnusega, millel on olemas tihedua-
funktsioon f(x, 9« Sel eeldusel on ~(c) = PE /) >c) pi-
dev monotoonselt kahanev funktsioon ja saame alati leida
sellise vaartuse c#r et ~i(c™) = °ct kus <€ on meie poolt
valitud olulisuse nivoo#

Teoreem 14«2. Olgu uldkogum pideva tdendosusjaotusega
tihedusfunktsiooniga f(x, 6), vajagu kontrollimist lihthipo-
teeside paar HQ: 0 =0qg; H*: 0= 0 Olgu A~(X) tdepara-
suhte statistiku abil mddratud kriteerium

. f 1, kui T(X) >c
MO = J
* 0, kui T(X) & c
mille olulisuse nivoo_,.on , T2~ a)=~

Kriteerium 7*(X) on UV kriteerium aelle hipoteesipaa-
ri kontrollimiseks.

Toestus. Olgu ~ (X)) mingi kriteerium antud hipoteesi-
paari kontrollimiseks olulisuse nivooga <9 ,- (0qg) =
Naitame, et o~ ~ (0n. Kuna piirkond ©-j koos-
neb™antud juhul Uhest punktist, on sellega tdestatud, et
V  X> on uhtlaselt vdimsaim.

Kuna meil ei ole teada, millist statistikut kriteerium
~(X) kasutab, votame koOikvdimalike n-elemendiliste valimi-
te hulgal kasutusele jargmised tahistused. Tahistame sumbo-
ligs® -t selliste valimite hulga, mille korral Kriteerium
N (X)) omandab vaartuse 1

«{?m 4 0 -11 |,
sumboliga S., aga selliste valimite hulga, mille korral kri-
teerium N (X) omandab vaartuse O,
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a (X :~rch)ao
Analoogilised téhistused seome ka kritseriumiga ~XQ)
» {.XI % (1) =« 1J,
s*. $5< VXD =0} .
Xriteeriumide <fX) ja ~(X) voOimsusfunktsioonid saame val-

ja kirjutada integralide abil valimi tihedusfunktsioonist
No(6™M)=P0 (*"(X)B1l)=Pg (~es”™a j N F(x, 6l)dx1**_dxn =
- 1 1

a]... 1, Qjddx1.. . dxn+ i T(x, G)dx1...dxn
£uE*
ja sama moodi

MO( Da Neee Y™  )dxN _eedxn+ oo N F(XJQJ) dxN .. dxa*

# &As* N
Vorreldes aaadud avaldisi, naeme, et kehtib vordus
TACO-)* Tr6-j) - f(x, 6J)dx1...dxn +
bAS,
+ N MMCxNMNJdx  ...dxn

Naitame, etame®¥B, mille kriteeriumi ~*(X) vOimsusfunktsioo-
nist 0™ peame lahutama, saamaks kriteeriumi (9]
voimsusfunktsiooni ~"(0”), on positiivne. Toepoolest, piir-
konnas S* kehtib tema konstruktsiooni tdttu vdrratus

"TC?) > c, ehk arvestades tfeparasuhte statistiku maaramis-
eeskirja, F(x,97)> cf(x,0Q). Seetdttu

11**J f AYdx1...dx™ > ¢ \"eJ* F(x, Q)dx1...dXjj.- =

Piirkonnas 3" aga kehtib tema konstruktsiooni tottu vdrratus
AN 6.9 c, mis tahendab, et iga "€-3” korral
f(x, 0)) 4 cf(x, Q) -
Seetdttu
Joooe 1 T(X,0M)dXM...dxn 4 ¢ £ TCx, Q)dxN. . .dx™ .

Kokkuvottes oleme saanud vlrratuse

Jooo Y F@,61)dx-..*dxN - A ... § F(X, P)dx .. dxD >
& s* &

> c( \n«*N1 f(x, M)dx1...dxn- $e==J F(x, MQ)dx1...dxj-

SmS, >
Kuna kriteeriumide olulisuse nivood olid voOrdsed,



siis peab kehtima vOrdus

Meid huvitav ambis on tdepoolest positiivne. Seega

Teoreem on tdestatud.

Teoreemi tdestuse, mis kehtib ka diskreetsel juhul,
voib leida opikust [1] Ik, 303-310,

Naide 14.3, Vaatame naidet Uhtlaselt vdimsama kritee-
riumi valja Kirjutamise kohta. Olgu meil tegemist diskreet-
se tunnusega, mille jaotuseks on Bernoulli jaotus X~B(1,0),
Olgu jaotuse parameetri O kohta teatavatel sisulistel kaa-
lutlustel esitatud lihthipoteeside paar HQ: 0= 0,2;

:©= 0,8. Tuginedes teoreemis saadud tulemusele kirjuta-
me valja UV kriteeriumi selle hiipoteesipaari kontrollimiseks.
Untlasi kirjeldame ka raskust, mis ei luba eelpool toodud
toestuskaiku rakendada diskreetsel juhul.

Vastavalt teoreemis saadud tulemusele on UV kriteerium
esitatud kujul

T(X)> c,

t(X)4c
kusjuures tdeparasuhte statistik Bernoulli jaotusega uUldko-
gumi jaoks on leitud naites 14,1, Tahelepanelikult vaadates
markame, et toeparasuhte statistik on statistiku =jK X

monotoonselt kasvav funktsioon. Seetdttu on vdimalik valida
konstant c* nii, et sundmused (T'd) > ¢) ja (S > c") olek-
sid vordsed. See aga téhendab, et Uhtlaselt vOimsama kritee-
riumi voime esitada kujul

MBlemad kujud on samavaarsed - 1iga etteantud valimi x kor-
rai peame vastu vOtma Uhe ja sama otsuse.

Valime olulisuse nivoo, olgu see 0,05. Konstandi c* ar-
vuliseks mddramiseks saame nuiud tingimuse

% ((00) = PgC ~OD=1) =PO2(S>c ) =0,05 .

Kuna mé6tmistulemuste summa on meie poolt kasutatava uldko-
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gumi jaotuse korral binoorajaotusega, S ~ B(n, B ) saame

Olgu meil otsuse langetamiseks vdimalik teha 10 katset,
n=10. Konstandi c" madramise tingimus omandab siis kuju

i=c+i

Arvutades (vOi leides vastavast tabelist) paremal pool asu-
va summa mitmesuguste c’ vaartuste korral saame:

kui ¢’ = 3, siis (©,2) = 0,1209 > 0,05

kui c” =4, siis 4~0,2) = 10,0328 4 0,05 =
Pole voimalik konstrueerida sellist UV kriteeriumit, mille
olulisuse nivoo oleks 0,05« Niisugune raskus tekib ainult
diskreetsel juhul, kui tdepdrasuhte statistik osutub «timuti
diskreetseks juhuslikuks suuruseks* Teoreetilises plaanis
kasutatakse sellisest raskusest Ule saamiseks kriteeriumi
randomiseerimist, praktikas aga ei teki erilist probleemi -
kasutame kriteeriumi, mille esimest liiki viga on mdnevlrra
vaiksem etteantud tdkkest 0,05. Seega

Arvutame veel kriteeriumi vdimsuse
1~(0,8) = ?058(3>4)= 2I C*Q 0,810,210 = 0,9672

Seega antud kriteeriumi korral on teist liiki vea tegemise
tdenaosus 0,0328,

Meie poolt konstrueeritud kriteerium on parim. Pole
voimalik leida sellist statistikut, mille kasutamisel teist
liiki vea tegemise tdendosus muuduks vaikoem&ks.

UV kriteerium on alati leitav lihthipoteeside paari kor-
ral. Teatud tingimuste taidetuse korral se.ab tema olemasolu
naidaxa ka Uhepoolsete hiupoteeside kontrollimisel (vt* £1 1
Ik. 314-319 )= Kahepoolsete hiipoteeside korral aga pole uld-
Juhul UV kriteeriumi olemasolu véimalik tdestada (vt.[1] Ik.

319—321),“
Kui UV kriteerium eksisteerib, on ta méaratud toepara-
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suhte statistiku abil (v0i lihtsama stetistiku abil, millest
tdeparasuhte statistik s6ltub monotoonselt)* 3ee asjaolu on
saanud aluseks ka Uldisema kriteeriumide tuletamise votte
valjatootamisel - Uldistatud tdeparasuhte statistiku kasu-
tamisel. Kirjeldame veel lihidalt seda votet.

Vajagu kontrollimist hipoteeside paar HQ: 9G-0Q;
Hj; O Moodustame Uldistatud tdeparasuhte

A(Xx) = maxL(x, 9 )/maxL(x, 6) ,
Qte 0t Qv

lugedes saadud avaldises argumendiks juhusliku valimi, saa-
me uUldistatud tdeparasuhte statistiku

rx) 4(1)
Arvestades tdeparasuhte sisulist tahendust j6uame loo-
muliku kriteeriumini
1, kui T™*¢X) > c
¢ .

-7

0, kui <r(X) 4 c
Nimetatud kriteerium osutub igasuguses olukorras mdistli-
kuks. Kui aga eksisteerib UV kriteerium, j6uame valja selle
kriteeriumi kasutamisele.

ULESANDED

I. Olgu X"-"E(>?). Vajagu kontrollimist lihthipoteeside paar
H : ~ai; H.J: 94=2. Kirjutada valja UV kriteerium.

2, Olgu vdimalik eelmises Ulesandes toodud hipoteeside kont-
rollimiseks teha 100 katset. Nii suure valimi korral wvoib
valimi keskvaartuse jaotuseks lugeda normaaljaotuse,
XAN(1/>- , V'XfY). Leida UV kriteeriumit mdérava konstan-
di arvuline vaartus. Kasutada olulisuse nivood 0,1. Arvu-
tada saadud kriteeriumi vOimsus.

3, Olgu X~/ E(00. Vajagu kontrollimist lihthlpoteeside paar
HQs *X»1 ; H1: X = 1,5» Kirjutada valja olulisuse nivoo-
le 0,1 vastav UV kriteerium. Arvutada selle kriteeriumi
voimsus* (n=100)

Kirjutada véalja olulisuse nivoole 0,01 vastav kritee-
rium. Arvutada selle kriteeriumi vOimsus.

4, Olgu X ~ P(%). Vajagu kontrollimist lihthipoteeside paar
H - >, *1; K.J: X=2. Kirjutada valja UV kriteeriumid olu-
lisuse nivool 0,1; 0,05; 0,01. (Otsuse langetamiseks on
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voimalik teha 12 katset). Napunaide: kasutada Poissoni
jaotuse omadust - kui liidetavad Y ja Z on sdltumatud
jayY,Z~P(;0F siis Y+Z~P(2>).

5. Kasutades Uleaandes 2.12 toodud valimit kontrollida eel»
miaes Ulesandes puUstitatud hipoteese. Langetada otsus.
Millise vea vdia langetatud otsuse korral teha? Milline
on toke selle vea tegemise tdendosusele?

KUS b OLSME? Tutvusime teooriaga Uhtlaselt v8imsama kritee-
riumi konstrueerimiseks vaga lihtsas situatsioonis, kus kont-
rollimist vajab lihthiupoteeside paar. Selle konstruktsioo-
ni Uldistamise vdimalustega praktilist huvi pakkuvate hi-
poteeside jaoks saab tutvuda Opiku [IJ abil. Esitasime
veel ka tookindlama konstruktsiooni kriteeriumi tuletami-
seks, mis on rakendatav juba paljude praktilist huvi pak-
kuvate Ulesannete korral. Selle konstruktsiooni kasuta-
mise naidetega tutvume paragrahvis 18.
KUHU LAHME? Olame tundma Oppinud statistika pohimdisteid ja
pohilisi Ulesandeid. Jargnevad paragrahvid on teatud mdttes
kordamisparagrahvid: votame vaatluse alla praktikas vaga sa-
geli esineva normaaljaotusega uldkogumi ja leiame parameet-
rite hinnangud, parameetrit®© usaldueintervallid ning kritee-
riumid hiipoteeside kontrollimiseks parameetrite kohta.

815. Normaaljaotuse parameetrite hindamine. Statistikute
laotused.

Normaaljaotus on statistikas kdige sagedamini, kasutata-
vaks tdendosuslikuks mudeliks. Praktilistes ulesannetes voib
sageli kokku puutuda tunnustega, mille kaitumise kirjeldami-
seks sobib normaaljaotus. Jargnevates paragrahvides vaatame,
kuidas rakendada selle mudeli korral uldiseid metoodilisi
votteid, millega eelnevates paragrahvides tutvusime.

A. Parameetrite punkthinnangute leidmine

Olgu meil tegemist normaaljaotusega N(~, o). Selle nor-

maal jaotuse tihedusfunktaioon on médratud eeskirjaga

fx, f*,b) = (/C"121))exp(-(x-")2/(262)) .
Normaal jaotuse tihedusfunktsioon s6ltub kahest parameetrist

Jjs ja b .
Leiame nende parameetrite STP hinnangud. Selleks Kirju-
tame esmalt valja valimi toeparafunktsiooni
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L(X,ykp b) = (I/( t 2T )«xp 2= (X3J-")2/2b 2],
,siis logaritmilise -tdeparafunktsiooni n 2
Ix, A, - -nIn6-ULnll - 2N X.,-fA)2/2 h2.
! i=1 1!

Arvutame logaritmilise tdepadrafunktsiooni osatuletised para-
meetrite i Ja <D jargi

{r7'37~) I(x, A, 6)

- 211 (X~ 4) /62

(G/736) IOk, wu, £) = -n/6  + 211 (x~-p)2/~"

ning vordsustame saadud osatuletised nulliga. Saame vlrran-
dislsteemi
f2z &K-/0 =0
i-1

J
|

mille lahend /X = x ja &2 =/"~AXi_1n maarab parameetri-
te STP hinnangud.

Kagu STP hinnangute Uldistest omadustest teada (vt. [s],
Ik. 65-77), maaratakse need hinnangud piisavate statistikute
abil. STP hinnangud on mdjusad. Tunnuse keskvéaartusele j*
maaratud hinnang on nihketa ja iga Barameetri & vaartuse
korral efektiivne. Parameetrile 6 maaratud hinnang aga
pole nihketa. Toetudes lemmas 2.5 saadud tulemusele, saame
nihketa hinnangu mdarata valimi dispersiooni abil* Seega ka-
sutame normaaljaotuse korral hinnangut

X2= XL(X.-x)2/(n-1) = s2 .
Kui normaa&jaotuse parameeter M- on tundmatu, el saa para-
meetrile & madrata efektiivset hinnangut. Normaaljaotuse
ptandardhédlbe 6 STP hinnang on maaratud eeskirjaga U
B. ~innangut maaravate statistikute jaotused.

Nagu eelpool ndgime, on usaldusintervallide konstruee-
rimisel ja kriteeriumide leidmisel vajalik teada hinnangut
madaravate statistikute jaotusi.

Valimi keskvaartuse toendosusjaotuse leidmine osutub

Upris lihtsaks llesandeks. Tuletame meelde normaaljaotuse
lineaarsuse omaduse: kui juhuslikud suurused Y ja Z on 301-
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tumatua ja normaaljaotusega, ¥ N( a-.,, ¢.,) ja Z-

»siis ka nende juhuslike suuruste summa on normaaljaotusega
Y+Z ~ N( N +72» « Sellest omadusest tuleneb jarg-
mine lemma.

Lemma 15*%1« Olgu X ~ N(y., £), siis X~N(/ut6/fa) .

Selleks, et leida valimi dispersiooniga seotavat tde-
naosus jaotust normaaljaotusega uldkogumi korral, peame defi-
neerima Uhe uue tdenaosusjaotuse. 2

Definitsioon 15.2. Juhuslik suurus Y on «jaotuse-
ga, kui tema tihedusfunktsioon on maaratud eeskirjaga

Q) =sjyn/2"1e-y/2/(2n/2 T (n/2)) , kui y >0

10 , kut y 0*

Tihedusfunktsiooni definitsiooni« esinev konstant p(n/2)
on [ -funktsiooni abil mdératud arv. P -funktsioon on
defineeritud vdrdusega

P(z) = J e**tz*1dt , z> O.

Definitsioonist jareldub, et P (1/2)=fr7,P(1)=1.
Kui argumendiks on tadisarv, siis 1(n+D)=n!_Antud tihe-
dusfunktsioonis esinevat [ -funktsiooni vaartust on vdima-
lik leida, arvestades seost. f (2)=(z-1)P(z-1).

Defineeritud jaotus sOltub Uhest parameetrist, mis vOib
omada ainult taisarvulisi vaartusi. Edaspidises kasutame li-
hitahistust Y~\£2(n). Vastava juhusliku suuruse keskvaartus
EY=n ja dispersioon DY=2n.

sz—jaotus on seotud normaaljaotusega. Veendume, et kui
Juhuslik suurus Z~N(0,1), siis juhuslik suurus Z2 ‘}—2(1).

Tuletame esmalt meelde tdendosusteooria kursusest tea-
da oleva valemi, mis vOimaldab meil mdarata juhusliku suu-
ruse ruudu tihedusfunktsiooni ruutu véetud juhusliku suuruse
tihedusfunktsiooni abil:

( (FzCi)+Fz )Y/ @173, kui y > 0

fY = i -
2 {O , kui y4 0

Arvestades, et eelduse kohaselt fz(2) _ ﬁ—22/2/fgir7> Saam«
YY) = e“y/2/Ciy-2Zid = y~1/2e*y/2/((21N(1/2)) -.
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N_2-3aot&se definitsiooni kohaselt ongi Y/ N 2(D«

Lemma 15,,3. Kui Y~-f2(m) ja W-~C2(n) ning Y ja W on

soltumatud, siis
Y + W~~"2(m+n).

Toestus» Toestuses kasutame ara juhusliku suuruse ka-
rakteristliku funktsiooni. Juhusliku suuruse Y karakterist-
lik funktsioon on maaratud eeskirjaga (t)ake (1 on ima-
ginaarthik, i =\T=D. Kui Y ~~"2(m), siis "y (©O=1/(1-2it)n/2.
Kahe s6ltumatu juhusliku suuruse summa karakteristlik funkt-
sioon aga vOrdub liidetavate karakteristlike funktsioonide
korrutisega. Seetdttu

NY+HWE)- AN Y® N w(e)=1/d-2it)(m+n)/2.
Kuna karakteristlik funktsioon maarab tbendosusjaotuse uUhe-
selt, siis tulenebki siit, et Y+W ~ " 2(ma) *

Lemma on tdestatud.

Lemmast tuleneb jarpnine jareldus.

Jareldus 15.4. Kui juhuslikud suurused Z~"f ..., Zn on
s6ltumatud ja standardse normaaljaotusega N(0,1), siis juhus-
lik suurus W=R‘/ “on A~ -jaotusega parameetriga n.

i=1

Toodud jareldus tapsustabki seose normaaljaotuse ja 1 -
Jjaotuse vahel*

Tdestame nuid teoreemi, milles seome normaaljaotusega
Uldkogumi korral valimi dispersiooni 82 Jaotuse «jaotuse-
ga.

Teoreem 15«5. Olgu X~ N( MW, h). Siis juhuslik suurus

(n-Ds2/7i2~ ~ 2(n-D

Toestus. Vaatamg lahemalt teoreemi vaites esitatud juhus-
likku suurust (n-1)S /<b = Arvestades valimi dispersiooni maa-
ramiseeskirja voime kirjutada

(n-1)S2/i2= z K==-X) 2= ((X£-p)76)2- n((X-/c)/6)2
ehk
p/"™i-~fi/e6 £/f)I2

On voimalik tdestada, et normaaljaotusega uldkogumi korral
valimi keskvaartus ja dispersioon on sdltumatud juhuslikud
suurused. Teisendame pisut lemma 15*3. tdestamisel kasutatud



fcrrtinetliku funktsiooni omadust. Kui sOltumatute liide-
tavate korral "4y, fif(Da"tyy(D) "tyfi(t), siis avaldub ju ka
tire liidetava karakteristlik funktsioon summa ja teise lii-
detava karakteristliku funktsiooni kaudur®VyU) «4”_ Ne(*3/HYI0-
Ulal saadud avaldises on aga vasakul pool v&rdusmarki
asuv summa jarelduse 15.4 pohjal ~C"-jaotusega parameetriga
aj viimane liidetav aga paremal pool vordusmarki on lemmat
16.1 arvestades jl2-jaotuaega parameetriga 1. Kasutades
seost louNfckteristUke funktsioonide vahel saame
~(n-1)32/a2(® - 1/(1-2it)a"l.
See o&aga -jaotuse karakteristlik™funktsioon. Sel-
lest v&duiest jareldubki teoreemi vaide.
Teoreem on tdestatud*

> 2 —-jaotus™ praktiliseks kasutamiseks on koostatud
kvantiilide tabelid.
ULESANDED

1. On teada, et Uhe varviteleviisori poolt tekitatud radiat-
sioon pole tervisele kahjulik. On aga ruume, kus pidevalt
on sisse lilitatud mitu varviteleviisorit. Sooviti uuri-
da, milline on sel juhul radiatsiooni tase. Vaatluse all
oli 10 ruumi, 1igas neist oli pidevalt sisselilitatud 5
varviteleviisorit. Radiatsiooni taset mdddeti erinevates
ruumi piirkondades, jargnevalt on toodud médtmistulemus-
te keskvaartused iga ruumi jaoks (modotmisthikuks oli mil-
lirdntgenit tunnis)

0,37 0,48 0,60 0,15 0,50
0,80 0,50 0,36 0,16 0r89

(@ arvutada mootmistulemuste keskvaartus ja standardhal-
ve;

() millist normaaljaotust kasutada mdddetava tunnuse
kirj eldamiseks?

(©) tervist mittekahjustavaks keskmiseks tasemeks loetak-
se 0,5 mr/t. Hinnata tdendosust, et radiatsiooni tase
Uletab lubatud piiri.

2. Automaat valmistab silindrikujulisi metall-detaile. Kont-
rollitud detailide labimdddud olid jargmised
1,06 0,97 1,03 1,04 0,99 0,98 0,99 1,01 1,03
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Leida hinnang detaili labimdddu keskvaartusele ja Stan-
dardhéalbele, ~innata t8endosust, et detaili l&bimoot on
suurem Uhest?

Olgu uuritav tunnus normaaljaotusega, X~N(2,4). Kui
suur peab olema valim, et kehtiks P(1,9 X4 2,1)~0,99?
Vaatluse all on kaks tldkogumit, milles moddetakse ihte
ja sama tunnust, Ksimeses Uldkogumis on uuritav tunnus

X ~N(2,4), teises on aga uuritav tunnus Y~ N(1,1), Mo-
lemist Gldkogumist tehakse 16-elemendiline valim. Leida
P(X>Y) . )

Olgu X~N(/w, 0). Leida statistiku 3 dispersioon.
Toestada statistiku S2 mdjusus parameetri b hindamisel,
Olgu juhuslik suurus Y ~ " 2(n), Kui parameetri vaartus

on kiullalt suur v8ib juhusliku suuruse (Y-n)/\l 21 ligi-
kaudseks jaotuseks lugeda standardse normaaljaotuse

N(O,l),_§9da asjaolu arvestades leida valem, mis vdimal-
daks -L -jaotuse kvantiili avaldada normaaljaotu-
se kvantiili B' kaudu. Kontrollida tabeli abil niisugu-
se valemi tdpsust mitmesuguste parameetri vaartuste kor-
ral.

Kordamiskisimusi tdendosusteooriast

1.

Olgu Z pidev juhuslik suurus tihedusfunktsiooniga f(z2)

ja g(z) mingi poédérdfunktsiooni omav pidev funktsioon. De-
fineerime uue juhusliku suuruse Y=g(Z). Avaldada juhus-
liku suuruse Y tihedusfunktsioon argumendiks oleva juhus-
liku suuruse tihedusfunktsmooni kaudu.

Olgu Z pidev juhuslik suurus tihedusfunktsiooniga f(z).
Defineerime uue juhusliku suuruse Y=a+bZ. Avaldada juhus-
liku suuruse Y tihedusfunktsioon argumendiks oleva juhus-
liku suuruse tihedusfunktsiooni kaudu.

Loetleda juhusliku suuruse karakteristliku funktsiooni
omadused. Lahtudes karakteristliku funktai...: definit-
sioonist arvutada ”~ (l)-jaotuse karakteristlik funkt-
sioon.

KUS ME OLEME? Leidsime statistikud normaaljaotuse parameet-
rite hindamiseks. Kuna jargnevate pdhillesannete lahendami-

seks on vaja teada nende statistikute tbendosusjaotusi,

siis selgitasime need valja. Meie poolt leitud valimi kesk-
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vaartuse jaotus ei ole aga praktikas enamasti kasutatav -

see jaab sdltuma Gldkogumi standardhalbest . Praktikas ka-
sutatava jaotuseni joudmiseks peame tutvuma kahe uue tdendo-
susjaotusega.

KuHU LAHME? Tuletame kaks uut toendosusjaotust - P-jao-
tusa ja T-jaotuse. Neist T—jaotust asume kasutama jargmises
paragrahvis, P-jaotust laheb meil vaja hiljem, siis kui asu-
me vOrdlema kahe erineva normaaljaotusega Uldkogumi parameet-
reid.

Sisuliselt kuulub jargmine paragrahv tdendosusteoorias-
se. Tema esitamist digustab ainult P- ja T-jaotuse erakord-
selt suur tahtsus matemaatilise statistika praktiliste prob-
leemide lahendamisel.

816. F-jaotus ja T-.jaotus.
Defineerime kaks toendosusjaotust, mis on vajalikud ot-
sustuste tegemisel normaaljaotusega Uldkogumi kohta.
Defineerin;« esmalt jaotuse, mis inglise statistiku Pis~
heri jargi kannab nimetust P-jaotus.

Definitsioon Olgu juhuslikud suurused U ja V sél-
tumatud ning U (m), V-~ ~C2(n). Moodustame juhusliku
suuruse P,

P » (U/m)/(V/n)
Juhusliku suuruse P jaotust nimetatakse P-jaotuseks parameet-
ritega m ja n.

P-jaotuse tahistamiseks kasutame edaspidises lihitédhist
F(m,n)* See jaotus sdltub kahest parameetrist, mis voivad
omandada aidult taisarvulisi vaartusi.

F-jaotuse definitsioonist tuleneb ka eeskiri selle jao-
tuse tihedusfunktsiooni maaramiseks. Toestame selle jargne-
vas teoreemis.

Teoreem 16,2. P-jaotuse, mille parameetrid on m ja n,
tihedusfunktsioon on mdaratud eeskirjaga

J bl _ M ((wdn)/2) (w/m)w/Y ~ -1
P P (M/2)I(n/2)(14LF./n)1ndmi 7-

Toestus. Olgu juhuslikud suurused U ja V kasutatud suhte
P moodustamisel* Kirjutame esmalt vdlja suhte U/V jaotusfunkt«
siooni. Arvestades .juhuslike suuruste U ja V sOltumatust
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Fu/v-(z)=P(U/V<z)=P(U <zV) = J fyyU.vMudv»
**x o U<zv
:-% 6 (fu (u)du) fv (v)dv= é)FU(zv)fy(v)dv*
Meid huvitava tiheduafunktsiooni leidmiseks peame leidma

saadad avaldise tuletise z jargi
0o

fu/y(z) = j vfy(zv)fy(v)dv
Kirjutame nadd inter%aali all olevate tihedusfunktsioonide
asemele vastavad <i -jaotuse tihedusfunktsioonid (olgu
c=m/2; d=n/2)
fu/v(z)a T.Al/(2Cr(c))(zv)c—1e’2v/2(I/(2dr(d))vd‘1e‘V/2dv=

=zc“1/(2c+d T(© r(d)) J vc+d-1le“v(z+1l)/2dv

o
Haitame, et allesjaanud intergaali saame avaldada \ -funkte
siooni kandu. Toepoolest, meenutame, et I -funktsioon on de-
fineeritud eeskirjaga

) = \ e"ttx“1dt x> 0)*
Teem® muutujavahetuse v (z+1)/2=w. Saame
T TO+a-1.-TU+1)/2dv=2c+d/(2+i)0+dT « 0+d-1«-"a» =
&
=(2c+d/(z+1)C"™) P (c+d)
Arvestades nilud tulemust; kui Y=aX, siis fv(y)=fx(x/a)/a,
saame suhte (U/m)/(V/n) tihedusfunktsiooni

f (r) - r(m+n)/2Hm/n)m/V =~1_ _ #
P P(m/2)r(n/2)(1+mz/n)U+mi/1i

Teoreem on toestatud.

Defineerime nulid jaotuse, mis on vletud kasutusele ing-
Lise statistiku Gosset* poolt ja kannab nimetust jaotus
(Studenti jaotus).

Definitsioon 16.3. Olgu Z ~~N(0,1), U2~ " 2(n) ja ju-
huslikud suurused Z ja U olgu s6ltumatud. Siis suhte

TBZ/IUZT

jaotust nimetatakse  T-jaotuseks parameetriga n.

ldaspidises kasutame lihitahistust T ~T(n)

Veendume, et see jaotus on slUmmeetriline. Olgu T ~T(n).
Siis -T=-Z/1 U /n ja T-jaotuse definitsiooni kohaselt
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«S — *(n).
Seskirja T—-jaotuse tihedusfuuktsiooni mddramiseks anna-
me jargnevas teoreemis.

Teoreem 16,4« ~ui ° T(n), sii3 tema tihedusfunktsioon
oa maaratud eeskirjaga

fT(t)- n((n+1)/72)/(P(n/2)ra(1+t2/n)k+1>/2)

Toestua» /astavalt T-jaotuse definitsioonile peab ju-
huslik suurus T olema esitatav suhtena

T=2/f"Tn7
ehk tema ruut esitatav suhtena
T2 = 722/(U2/p) .

Kuna aga  juhuslikud suurused Z ja U on sdltumatud ning

-jaotuse omaduste pdhjal Z2 ~ j£2(1), 3iis T2 - F(1,n).
Jéarelikult voime valja kirjutada juhusliku suuruse T2 tihe-
dusfunkteiooni

fT2(t) = (F((n+1)/2-t"1/2)/(r(n/2)n(1/2) (n(1+t/nJ(n+1"/2).

Kirjutame -nlid vélja T-jaotusega juhusliku suuruse jaotus-
funktsiooni. Olgu esmalt jaotusfunktsiooni argument positiiv-
ne

FT(t) = P(T<Lt) = P(T cO)+P(0feT~t) =
=1/2+Q/2)P(-t<T <.t)«1/2+|/27CI™<.t2)el/2-1("PT2(12) .
Meile vajaliku tihedusfunktsiooni leiame jaotusfunktsiooni
diferentseeridas

fT() = (1/72)2t-fT2(t2) =

=P((n+1)/2)/(P(n/?) \Tn?) (1+t2/n) "n+1)/2)#

Kuna T-jaotus on summeetriline, avaldub tihedusfunktsioon
samal viisil ka negatiivse argumendi korral.

Teoreem on tdestatud.

Lihtne on veenduda, et T-jaotuse parameetri n vaartus-
te suurenedes laheneb tema tihedusfunktsioon standardse nor-
maaljaotuse tihedusfunktsioonile. Kui n > 100, voib neid
jaotusi lugeda praktiliselt Uhte langevateks.

T-jaotuse tihedusfunktsiooni teadmine voimaldab arvuli-
selt leida selle jaotuse kvantiilid. T-jaotuse kvs.ntiilide
praktiliseks kasutamiseks on koostatud vastavad kvantiilide
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tabelid.

Jargnevas teoreemis esitame juhusliku suuruse, mille
jJaotust on vaja usalduspiiride mddramisel normaaljaotusega
uldkogumi keskvaartusele, samuti hipoteeside kontrollimisel
selle parameetri kohta.

Teoreem 16.5. Olgu uldkogumit kirjeldavaks jaotuseks
normaaljaotus, X ~ N(/t , &). Siis valimi keskvaartuse X ja
valimi dispersiooni S* abil moodustatud juhuslik auurus
UrdXX-0)/3 on T-jaotusega parameetriga n-1.

Toestus. Vastavalt eelpool saadud tulemusele X~N(yU.,

I/fn) ja (n-1)S2/&2~ ~2(n-1). On vdimalik toestada, et
need statistikud on soltujnatud. Jarelikult O<"Y(<£/"r)-">4(0,1),
Moodustame suhte

(x-Atd/usin)
s/6

mis T-jaotuse definitsiooni kohaselt on T-jaotusega parameet-
riga n-1le Parast Uhesuguste liikmete taandamist saame
fn(X -y™)/S -"T(n-1)
Teoreem on tdestatud.

ULESANDED
1. Kirjutada valja seos T-jadtuse kvantiili ja taiendkvan-
tiili vahel, mis tuleneb selle jaotuse simmeetrilisusest.
2. Leida tabelist T(6) jaotuse 0,05; 0,025 ja 0,01 kvantiil
ja taiendkvantiil.
3. Leida seos F(m,n)-jaotuse kvantiili ja P(n,m)-jaotuse
téiendkvantiili vahel*
4. Leida tabelist F(8,4) jaotuse 0,05 ja 0,01 kvantiil ja
taiendkvantiil.
KUS MS OLHvIE? Tegime véikese kérvalepdike tdendosusteoorias-
se, et tutvuda igakulgselt kahe edaspidises vajaliku toendo-
eusjaotusega.
KUHU LAHME? Asume konstrueerima usaldusintervall® normaal-
jaotuse parameetritele.
817. Usaldusintervallid normaaljaotuse parameetritele.
A* Konstrueerime usaldusintervalli normaaljaotuse kesk-
vaartuse jaoks. Selleks kasutame oma tavalist strateegiat.
Meil on teada, et juhuslik suurus n(X- oS ~T(n-1).
Kasutades T-jaotus® <V2"-kvantiili je <./2-téaiendkvan-
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mtili* Kkirjutame valja konstantse intervalli, rais sisaldab
seda juhuslikku suurust meie poolt valitud usaldusnivooga
-

<*72;n-1 -/0/S 4 N =c/2;n-1» = 1<« <Te
Teisendame sulgudesse ja&énud vdrratust nii, et keskele jaé&ks
ainult tundmatu parameeter (T-jaotuse stimmeetrilisuse tdttu

*42 ;n = *2:n )

P(X "™ \B jn-13/" ~ 4 X+t MNN/iH> = 1- 2
Usaldusintervalli definitsiooni kohaselt mé&&dravad aartele
jaanud statistikud parameetrile ju usaldusintervalli usal-
dusnivooga 1- ot Kui meie kasutuses on konkreetne valim -
valimi keskvaartus ja dispersioon omandavad siis konkreet-
sed arvulised vaartused - saame usalduspiirid arvuliselt
valja kirjutada.

A - eV2in-1s/7T
= <V2;n-1la/TIC

Naide 17.1. Nahkhiir saadab lendava putuka puldmiseks
valja helisignaale ja kuulab nende kajasid. Kuni putukat po-
le valja peilitud, on signaalide vaheline intervall 50-100
millisekundit. Kui putukas on valja peilitud, véheneb sig-
naalide vaheline intervall 10 millisekundile. Soovitakse
leida hinnang keskmisele kaugusele, millal nahkhiir putuka
valja peilib ja usaldusintervall sellele”~hinnangule (usaldus-
nivoo 0,95).

Usna keeruka katseseadmega kinnises ruumis saadi jarg-
mised tulemused putuka ja nahkhiire vahelise kauguse kohta
hetkel, millal nahkhiire helisignaalid muutusid sagedasteks:

62, 52, 68, 23, 34, 45, 27, 42, 83, 56, 40

Oletame, et mdddetav tunnus X allub normaaljaotusele

X~ NCw, £).
Leiame esitatud valimi pdhjal hinnangu normaaljaotuse

Lepime kokku edaspidises tahistada T(n)-jaotuse
oi -kvantiili sumboliga t
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keskvaartusele
X « 48,4 m
Usaldusintervalli vélja kirjutamiseks arvutame valimi
dispersiooni  ja standardh&lbe
©g B3*f*0/] woe 18(lc «
Leiame tabelist meile vajaliku T-jaotuse kvantiili 025 .-|o=
m 2,23« Arvutama pool usaldusintervalli laiusest

*0,025;108/ 2t23-18,1/fTf * 12,8
ning leiame usalduspiirid
A * 48,4 - 12,8 = 35,6

A = 48*4 + 12,8 61,2

Loppkokkuvdttes seame usaldusintervalli 135,6; 61,2]-

B. Konstrueerime usaldusintervalli normaaljaotuse
standardhalbele* Kasutame jallegi oma tavalist strateegiat«

Meil on teada, et juhuslik suurus (n-1)S2/62~ ~ 2(n-1).
Kasutades yfz—jaotuse <t/2-kvantiili ja ~/2-tdiendkvantii-
li*" kirjutame véalja konstantse intervalli, mis sisaldab ju-
huslikku suurust meie poolt valitud usaldusnivooga 1- ou

P(h~/2in-14(o-1)32/i” h -./2in-1) * 1- JF
Teisendame sulgudesse ja&nud vdrratust nii, et keskele
jaaks ainult tundmatu parameeter 2

?((n-i)32/E~,2;n. 14b24(n-i)32/h=c/2.n.1) = 1-n.
Usaldusintervalli definitsiooni kohaselt mdaravad aartele
jaanud statistikud parameetrile 6 wusaldusintervalli usal-
dusnivooga 1- oCe Selleks, et saada usaldusintervalli para-

meetrile 61t leiame vdrratuse kdikidest liikmetest ruutjuu-
red

PANATI3/4E */2:n_inr ~ 4'in-T/3/%h af2:n-7) = 1+ ~

Kui meie kasutuses on konkreetne valim - valimi disper-
sioon omandab siis konkreetse arvulise vaartuse - saame
usalduspiirid arvuliselt valja kirjutada

8/4 *W2;n-1 "

b= r~Ts/j h d/2 ;n-1
~"Lepime kokku edaspidises tahistada W"2(n)-jaotu-
se oC-kvantiili stmboliga h . J
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Ntflde 18«2. Orgaanilise aine vanuse madramiseks kasuta»
takse radioaktiivse siUsiniku meetodit (tdddeldud proovi
radioaktiivsust vdrreldakse teadaoleva vanusega standardiga)«
Voib eeldada, et saadud vanuae hinnang on normaaljaotusega:
tema vaartuse maarab summa oige vanus + mootmisvi”®; mOot-
misvea tulpiliseks jaotuseks on aga normaaljaotus N(6, £),
mille standardhdlbe m&drab mddtmise tédpsus« Meetodi téapsuse
uurimiseks maarati leitud skeleti vanus 10 erineva proovi abil.

Saadi jargmised tulemused (sajandites)

24,9 25,2 24,3 26,8 25,3 26,9 28,7 24,1 27,3 28,0

Kuna kdikide proovida tegelik vanus on Uhesugune, vaime
eeldada, et uuritav tunnus on normaalajaotusega N(*t, 2). Mee-
todi tapsust iseloomustab parameeter 6. Selle parameetri hin-

nangu maarab valimi standardhdlve. Arvutame

X = 26,17saj.; s2 = 2,52 ; s = 1,59saj.
Saadud hinnangu tépsuse iseloomustamiseks leiame usaldus-
piirid. Valime usaldusnivooks 0,95« Leiame tabelist meile
vajalikud j£2- jaotuse kvantiilid:

h0,025;19 e 2,70 S0,025;19 = 19,02
ning arvutame standardh&albe usalduspiirid
i = f*-1,59/71 19,02" = 1,09

I = f2*1F59/"1 2,70" = 2,90
Seega oleme saanud usaldusintervalli [_1,09; 2,901 «

ULESANDED

1. 50 arstipunktis k&inud naistlidpilase keskmine pikkus
oli 1&8,5cT standardhdlbega 2,7cm. Leida 0,98-usaldusin-
tervall naisilidpilase tegelikule keskmisele pikkusele
selles dlikoolis«

100 autoomaniku kisitlemisel selgus, et nende keskmine
aastane labisdit oli 14500 km standardh&albega 2400km.
Leida usaldusintervall usaldushivooga 0,9 tegelikule la-
bisdidul»«

3« Leida néaite 2«1f andmeid kasutades usaldusintervall Gld-
kogumi keskvaartusele ja standardhalbele* Kasutada usal-
dusnivoosid 0,9; 0,95 ja 0,99«

Leida ndite 15.2 andmeid kasutades usaldusintervall ild-
kogumi keskvaartusele ja standardhé&lbele. Kasutada usal-

2«

R

4«

A
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dusnivood 0,95.

5« Olgu vaatluse all teatava tehase poolt toodetud elektri-
pirnide eluiga. Oletame, et see tunnus on normaaljaotuse-
ga standardhalbega 40t. 30 kontrollitud elektripirni elu-
iga oli 780t* Leida 0,9-usaldusnivooga usaldusintervall
tegelikule elektripirni keskmisele elueale. N&pundide:
kasutada Ulesandes 10.2 tuletatud valemit.

6. Olgu X "N(0, &). Konstrueerida usaldusintervall uldkogu-

mi dispersioonile Nadpundide: kasutada statistikut
TQO0= Jh X2/n.
i=1 1

KUS ME OLZME? Treenisime normaaljaotuse parameetrite usaldus-
intervallide leidmist.

KUHU LAHEME? Tuletame kriteeriumid normaaljaotuse parameet-
rite kohta esitatud hipoteeside kontrollimiseks.

818. Hipoteeside kontrollimine normaaljaotuse parameetrite
kohta.

A# Vaatame esmalt hiipoteese, mis on esitatud normaaljao-
tusega lUldkogumi keskvaartuse kohta. Praktilistes ilesanne-
tes leiavad kasutamist kolm erinevat hipoteeside paari

V1 4-"/*» H : JI»J1< Jo
Hr ~ N H J14 J1o H!JI>Jb *~

Kuna siin ei ole tegemist lihthiipoteesidega, kasutame
kriteeriumi saamiseks Uldistatud tdeparasuhte (UTPS) sta-
tistikut. Votame vaatluse alla esimese hiupoteeside paari.
TOestame jargneva teoreemi.

Teoreem 18.1. Olgu uldkogumit kirjeldavaks jaotuseks
normaaljaotus, X N(juf b) dovVajagu kontrollimist hipoteesi-
de paar HQ: " = 00O, HA - £w.Q. Kriteerium

j@e . f1x
lo. tail 4H\x-/«-061/3 ~N/2in_,
on UTPS kriteeriumiks olulisuse nivool
Toestus. Normaaljaotusel on kaks parameetrit, tahista-

me vastava parameetrite vektori sumboliga ?= (p,2>). Null-
hupoteesis naidatud piirkond koosneb vaarustest

(B)0a [j-f=eb) ! = F'o* ~"®3»
parameetrite vdimalike vaartuste piirkond © aga koosneb

116



vaartustest

M = [(/i»Zz>) r - 00 < g,< oo, &>0",
Meenutame, et Gldistatud toeparasuhte statistik on maaratud
eeskirjaga

(<) = maxL(x, A, & )/raaxL(x, U.,

0e0®. 6£00
tormaaljaotuse eeldusel on valimi téeparafunktsioon médératud

ui, a4, B =

Toeparafunktsioon saavutab maksimumi, kui parameetrite vaar-
tusteks valida suurima tdepédra hinnangud, = x ja

no n e 2 - -
6 = SZ/x. - X) /n e Maksimumi vaartus

i=1 1

~naxLCZ, ey, &) = L(X; X, &2)LL1/((27 & )n)e™ ™2 «
Piirkonnas (h) saavutab tdepdrafunktsioon maksimumi, kui
parameetri w. vaartuseks on O, parameetri 6" vaartuseks
aga tema STP hinnang eeldusel, et parameetri ™ vaartuseks

o1 " eiame _ STP hinnangu piirkonﬁas' 4
=) r o

= 1N &bl M
£ *

maxL(x, *t , 2)=L(x, A, , £ )= WU/(~2V £ )In)e“h *
. 6e@o "0 "0
UTPS statistiku saamiseks arvutame niiid suhte

O06) > L(x,x, /L(x, M, "~2) = in/ £M=

- \'_[fjl.1 Ex"— Ao

Paneme tdhele, et lugejas esineva summa voime jaotada kaheks
liidetavaks

S R
Seega saame UTPS statistiku esitada kujul
A0 = @ + n(X- ~0)2/(n & 2))n/2.
Tahistame statistiku{n(X- HO/S simboliga i3(X). oiis
A@) = @ +T12(X)/(n-1))n/2

\2/ g'-lf-v v’.‘) N
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iideme, et UTPS statistik on statistiku TQ(X) monotoonselt
kasvav funktsioon. Jarelikult vdime valida konstandid cja ,
c *nii, et kehtiks sindmuste vordsus

(A () > 9 = (TA\ > o).
Seega saame UTPS kriteeriumi esitada kujul

1, kui ra\x- Kfi\/s > c*
Yy = [ orave
L ©»kui  4"8\x-~-0\/34c"

Kui null-hiipotees kehtib, on statistiku TQ@f) jaotuseks
T-jaotus parameetriga n-1. Seega, kui valime konstandiks c*
arvu sius

PA(A(?) =0 - -

= FﬂO(TO(A) + =
- T2+ O/2 = xm

Kriteeriumi olulisuse nivoo on tdepoolest .

Teoreem on tdestatud.

Analoogiliselt saame tuletada UTPS kriteeriumi ka kahe
teise eelpool toodud hiipoteesipaari jaoks. Kirjutame need
kriteeriumid tdestuseta valja.

Hupoteesipaari H": N g ja H|: O, okorral omab
UTPS kriteeriunj, mille olulisuse nivooks on kuju

1, kui -T30- ~0)=3 >

o, kui
Hipoteesipaari HA*:f ~ " Q ja HM1: ju< korral omab
UTP3 kriteerium, mille olulisuse nivooks on oC, kuju
1, kui \fn(X- A)/3 1

\o, kui p « 7 0)/3

Millist hipoteesipaari konkreetses olukorras kasutada,
s6ltub loomulikult ilesande sisust. Uhe orienteeriva ndpundi-
te vOib siiski anda: "priimidega" tahistatud ihepoolsete hi-
poteeside esitamine nduab tdiendavat informatsiooni parameet-
ri kditumise kohta - peab olema teada, et voimalik on ai-
nult kindlasuunaline kdrvalekalle konstandiga méératud
"standardist”. Kui niisugune informatsioon puudub, tuleb ka-
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sutada kahepoolset hipoteesi .

4dasi tuleks uurida ka esitatud kriteeriumide v@imsustl
Votame jallegi téapsema matluse alla kriteeriumi ~(Ic). Kri-
teeriumi voimsusfunktsiooni valjakirjutamiseks tuleb leida
statistiku £i(X- fQ)/3 tbendosusjaotus. Kui see on leitud,
siis saame v@imsusfunktsiooni avaldada vastava statistiku
Jaotusfunktsiooni kaudu nii, nagu tegime seda naites 13.2.
Statistiku fn(X~ ~0)/S tdendosusjaotuseks on parameetri
vaédrtuse yic korral on mittetsentraalne |-jaotus pararaeetri-
tega n-1 ja S(JR-TO/b. selle jaotuse tiheduafonktsioo-
ni voib leida 6pikust ~5] lk. 303, tihedusfunktsiooni tead-
sine teeb jaotuse praktilise kasutamise vOimalikuks, kuid
arvutuslikult on see véaga keerukas. Tabelid oleksid aga va-
ga mahukad, kuna iga valimi mahu n jaoks tuleks koostada
omaette tabel. Praktiliselt vOimaldab kriteeriumi vdimsust
hinnata jargnev diagré&mm, mis esitab méningate valimi mahtu-
de korral voimsusfunktsiooni vaartuse. Voimausfunktsiooni
argumenti mdddetakse standardhalbe Uhikutes, argumendiks on

«HsV-v/ * e

Kriteemiumi ~ (X) v@imiusfunktsioon (0]
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Olgu nditeks o=« 0,05, n=10, w,Q=0,5 ja soovime leida kri-
teeriumi (X) vdimsust, kui parameetri tdeline vaartus eri-
neb ~ Q-st 0,75 standardhalbe vorra. Laheme lle diagrammil
kasutatud vdimsusfunktsiooni argumendile < =f510,75 = 1,67«
Leiame diagrammi alumisel &aarel vastava vaartuse. Liigume
nutud tles kuni ldikumiseni n=10 ja dC=0,05 vastava koverani.
Léikepunkti ordinaat annabki meid huvitava véimsuse

137;10)=0,55.

Mittetsentraalse T-jaotuse simmeetrilisuse tdttu on vaa-
datav vdimsusfunktsioon simmeetriline.

Praktikas kasutatakse kriteeriumi voimsusfunktsiooni
aga enamasti valimi mahu mdaramiseks, mis garanteeriks ette-
antud punktis ndutava vdimsuse. NOuame naiteks, et kui para-
meetri tdeline vaartus erineb @Go-~st 0,5 standardhdlbe (hi-
ku vérra, ei tohi kriteeriumi voéimsus olla vaiksem kui 0,8.
(olulisuse nivoo 00 = 0,05). Maarame valimi mahu, mille kor-

ral see ndue on tdidetud. Kuna (™ - Mg)/6 = 0,5» siis
n=20 <(>=1,58 T~(1,58;20)= 0,57
n=30 d= 1,94 <fy(1,94:30)= 0,75
n=40 d=2,24 1fy(2,24;40)= 0,87

Sobiv valimi maht asub 30 ja 40 vahel.

Naide 18.2» Olgu tegemist automaadiga, mis taidab kuiv-
aine pakendeid. Pakendi normantiivne kaal on 0,5kg. Automaa-
di tapsuse kontrollimiseks kaaluti ile 12 taidetud pakendit.
Selle valimi keskvaartus x = 0,484, standardhalve s=0,05kg.
Kas vOib lugeda tdestatuks, et pakendi tegelik keskmine kaal
erineb normatiivist?

Vastavalt llesande sisule vajab kontrollimist hipotee-
side paar

KQ: ju = 0,5 Kasutame olulisuse nivood <.= 0,05.
: L4E 0,5 . Leiame otsuse langetamiseks vajaliku
kriitilise vaartuse 025*11 = 2,2 *

Arvutame statistiku vaartuse meie valimi korral
T0(2) = fn(x-0,5)/s = 120,484 - 0,5)/0,05 «-1,10

Néeme, et 1-1,101 <. 2,2 - statistiku absoluutvdartus on
vaiksem kriitilisest vadrtusest. Peame jaama null-hipoteesi
juurde - selle valimi pdhjal pole pdhjust otsustada, et

automaat tootab ebakorrektselt.



Tutvume veel Uhe vdimalusega statistiku vaartuse ""kla-
lukuse" analiisimiseks* Leiame suurima T-jaotuse kvantiili,
mille kasutamise korral tuleks vastu ~dtta sisukas hiipcteea*
Kasutades T-jaotuse kvantiilide tabelit, saame sealt vaartu-
se 70,15;11=",000* ~®®Sa aaaksime olulisuse nivool 0,3 sisu*»
ka hiipoteesi toestada. Uldreeglina on niisugune risk sisuka
hiipoteesi vastuvdtmisel liiga suur*

Meie poolt leitud minimaalset olulisuse nivood, mille
korral saaks veel sisuka hlpoteesi tdestada, nimetatakse olu-
lisustBendosuseks™* Enamuses statistilise andmetédtluse sls-
teemides leitakse koos statistiku vdartusega ka selle vas-
tav olulisustdendosus.

Kuna vdtsime vastu null-hipoteesi, siis on viimalik te-
ha ainult teist liiki viga. Hindame ka selle vea tdendosust
erinevate parameetri vaartust* korral.

Olgu meil teada, et kontrollitava pakkimisautomaadi nor-
matiivne standardhalve on 0,03kg. Vaatame, milline on tde-
ndosus avastada pakendi tegeliku keskmise kaalu halbimist et-
tendhtud normatiivist 20g vdrra. Selleks arvutame

® - £2(0,520-0,5)/0,03 = 1,63

ja loeme diagrammilt vdimsusfunktsiooni vaartuse
“ty(1,63;12) = 0,54

Seega on tdendosus, et niisugune halve avastamata jai 0,46*

Arvutame veel toendosuse avastada pakendi tegeliku

keskmise kaalu 30g halbimine ettendhtud normist
® =W£(0,530-0,5)/0,03 » 2,45
~(2,45; 12) = 0,88
Seega on tdendosus, et niisugune h&lve avastamata jaab 0,12«

Selgitame veel, kui palju tuleks kaaluda pakendeid,
et 20 grammise halbe avastamise tdendosus poleks vaiksem
kui 0,8. Selleks arvutame

n-16 9 =1i,89 t*U ,89:16) =0,74
n=20 =2,11 ~(2,11;20) = 0,87
Naeme, et 20 katsest piisaks,

Tahelepanelik lugeja on kindlasti marganud samasust
parameetri Y. usalduspiire mdédravate valemite ja kahepool-
sele hiupoteesile vastavas kriteeriumis ~ (X) otsust mé&rava
tingimuse vahel. Todepoolest, me peame jaama null-hlpoteesi
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juurde, kui

JntX-20j/s » */2;b-J1 *
Selle tingimuse vOime aga kirjutada Umber kujul

X - AN[2;n-13/~r A~ A * + * oc/2;n-13/""1"
Saadud esitusest ndeme, et null-hipotees vletakse vaStu
siis, kui vaartus pgoasub valimi pdhjal leitud usaldusin-
tervallis. Ehk teisiti sdnastades - arvutades oma valimi
péhjal 1-«”-usaldusintervalli, saame katte kdik "standard-
sed" vaartused, millest parameetri , erinevust me oma vali-
mi pdhjal olulisuse nivool oo tdestada ei saa.

Selline seos kehtib ka dldjuhul - kui [TXX), TX)]
on 1- «.-usaldusintervall parameetrile 0, siis hipoteeside
Hgd B-RQ ja : 0 @0okontrollimisel kriteerium

S* sl, kui  0_n< T(X) vo6i v TU)
X)) = J : 0

Jakui T4 B4 TX
omab olulisuse nivood a»

Naide 18.3, Leiame veel ndites 18.2 toodud andmeid ka-
sutades meie kdsutuses oleva valimi pdhjal 0,95-usaldus in-
tervalli parameetrile Kuna 025*11=2*2* siis saame
£0,452; 0,516 ] . Kooskdlas naites 18.2 vastu vdetud otsuse-
ga sisaldab usaldusintervall normvaartust 0,S. &

B. Vaatame niud hiipoteese, mis on esitatud normaaljao-
tusega Uldkogumi dispersiooni kohta. Praktilistes ilesanne-
tes leiavad kdige sagedamini kasutamist jargmised kolm hi-
poteeside paari

V 6 2=z0Q H-:2?2&22 H--. i2>i2

\Y 72 * t2 Hj:i2>62 Hj": t2ii20

Votame jJallegi vaatluse alla esimese hlpoteeside paari.
Jargneva teoreemiga anname UTPS kriteeriumi konstruktsiooni.

Teoreem 18.3. Olgu uldkogumit kirjeldavaks jaotuseks
normaaljaotus, X~ N(/t, b). Vajagu kontrollimist hipoteesi-
de paar HQ:k2=22» 22 N &2 . Kriteerium
«X)-P* kUl <n-1)S2/0o0>V2;n-1 voi

0, kui h «c/2;n-1 4 405BE «./2jn-1
on UTPS kriteeriumiks olulisuse nivool
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"d¥J1®8» Paneme téhele, et null-hlpoteesis ndidatud pa-
rameetri vodimalike va&rtuste piirkond koosneb vaartustest

parameetri koikvdimalike va&rtuste piirkond aga véartustest
=-AN(N*Z2>): - N - , &>0
Normaaljaotuse korral omab valimi tdeparafunktsioon kuju
L(x, o, b =~/(\ITrz)n)exp CaE=x)2/2r2 ]

Ktteantud valimi 'x korral omandab t8eparafunktsioon
maksimaalse vaartuse, kui parameetrite vaartustena kasutame
STP hinnanguid. Seega

brgaoxL(x;fl, ,2) =@ JT? "S)Neh~2,

kus & = m>(x.-X) /n e

i=1 1
Piirkonnas <H)Q saavutab tdepdrafunktsioon maksimumi,
kui parameetri h véairtuseks on 1Qt parameetri vaartu-

seks aga sellel eeldusel arvutatud STP hinnang. Siit

maxL(x; A, b) = 1/(4 ZIM1& )nexp | - & (x.-5)2/2&2L
ee®o " 0 0 vV oi=l 1 0

UTPS statistiku saamiseks arvutame niiiid suhte
A(x) = maxL(x; s, b)/maxL(x; w *») =
0O 0e® S )deG)O( )

= e"'n/2( 20/2 )n exp(n %2/2 £2) .
Kirjutades suhte argumendiks juhusliku valimi saame
AU) = (n A" 2)[M (N -1)32)1n/2e*p[<n-1)32/<1>;;1.

IImselt oleks meil sindmus (1 (X) > c) kasulik esitada sta*>
tistiku (n—I)SZ/ E kaudu, kuna selle toenaosusjaotus HQ
kehtivuse korral on meile teada. S6ltuvus nende statistiku-
te vahel pole aga monotoonne: kui statistiku S vaartused
kasvavad, siis esimene temast sdltuv tegur kahaneb, teine
aga kasvab. Niisuguste vastandlike tendentside tulemusena
S2 muutmisel alates nullist A(X) algul kahaneb, siis aga
hakkab uuesti kasvama. Fikseeritud 6Q ja n korral esitab
seda séltuvust graafik (kasutatakse vaartusi n=5 ja &Q=3)

123



Y&adatea graafikut on aga selge, et iga ckorral on v@imalik
leida sellieed konstandid c1 ja c17 et kehtib v@rdus

(J1QQ) >c)=((n-1)S2/ 22 < c») U ((n-1)S2/ 62 > c™)
Jarelikult saame UTPS kriteeriumi esitada kujul
* (1, kui (n-1)S2/ £2< c~véi (n-1)S2/ &2 >c "
B jO, kui ¢c* 4 (n-1)s2/i24c >
Kui null-hipotees kehtib, on statistiku (n-1)S24>2 jaotu-

seks 3[2-jaotus parameetriga n-1. Seega, kui val?me kons-
tandiks c Tarvu ™ ec/2-n-1~ konstandike c1" aga arvu EwLy2*r-1*
siis

V. - *(<f<x>.0 - (n-Ds2/4"h +

+ =~U2 + <V2 = «&-.
Kriteeriumi olulisuse nivoo on tdepoolest oc.

Teoreem on tdestatud.

Analoogiliselt saame tuletada ka UTPS kriteeriumi ka
kahe teise eelpool toodud hipoteesipaari jaoks. Kirjutame
need kriteeriumid tdestuseta valja.

Hipoteesipaari H": £>4 £0 ja H”": &> korral omab

UTPS kriteerium, mille olulisuse nivoo on <, kuju
qn%l :(1’kui (n-DS2/z22>E Ml
O, kui (n-DsVi~rHA~

Hipoteesipaar HA": A <20 ja Hj": 70 korral omab UTPS
kriteerium* mille olulisuse nivoo on kuju

- »1(1, kui (n—l)SZ/dgAh~,rl“l
' {0, kui (n-DsVaJHA .~ =

Nadide 18.4. Vaatame uuesti ndites 18.2 kirjeldatud pak-
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kimisautomaati. Olgu pakendi normatiivne standardhéalve
0,03kg. Kas meie k&sutuses oleva valimi pdhjal vdib tdestada,
et pakendi standardhdlve on suurem lubatud normatiivist?
Automaadi kasutamise k&aigus voib tema doseerimist&psun
ainult vaheneda. Seetdttu vdime meid huvitava vdite esitad*
thepoolse hiipoteesina. Valime kontrollimiseks hipoteeside

paari & 4 0,03 Kasutame olulisuse nivood <*-»0,05*
H.,- & > 0,03 Leiame otsuse langetamiseks vajaliku
kriitilise vaartuse Eq = 15*675 e

Arvutame otsust madrava statistiku vaartuse
(n-1)S2/42 = 11 0,0025/0,0003 = 30,56
Naeme, et 30,56 > 19,675 - statistiku vaartus on suurem
kriitilisest vaartusest. Peame vastu vdtma sisuka hiipoteesi
- pakendi tegelik standardhalve on suurem ettenahtud norma-
tiivist.

Kuna vastu vdetud sisuka hipoteesi loeme toestatuks,
siis tuleks kontrollitud automaati asuda reguleerima, et saa-
vutada pakendi standardhd@lbe vastavus ettendhtud normatiivi-
le.

Analuusime veel saadud statistiku vaartuse "kaalgkust”
eelmises naites kirjeldatud viisil. Leiame suurima -jao-
tuse taiendkvantiili, mille korral tuleks vastu votta sisu-
kas hipotees. Kasutades -jaotuse kvantiilide tabelit 0Opi-
kust f41 saame 0oqib*1ll =29»51 e Sisuka hiipoteesi juurde
peaksime jaama ka siis, kui oleksime valinud olulisuse nivoo
0.0016. Toend, mis meie valim esitab sisuka hipoteesi kehti-
vuse kohta, on tdepoolest vaga kaalukas. ~

ULESANDED

1. Teoreetilisest analilsist ladhtudes ei tohi seadme jahutus-
slisteemi labiva vee keskmine temperatuur tousta rohkem
kui 5°. Selle tingimusf taidetuse kontrollimiseks soorita-
ti tootaval seadmel 8 méOtmist, registreeriti jargmised
temperatuuri tdusud

4,3 6,4 5,7 4,9 6,5 5,9 6,4 5,1

(a) kas tulemused on vastuolus teoreetilise anallilsi p&h-
jal tehtud jareldusega (<=*= 0,05)?
(b) maarata usalduspiirid tegelikule keskmisele tempera-
tuuri tdusule jahutussisteemis (1-oc = 0795) ®
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Uuritakse, kas teatav aine pdhjustab hiiperaktiivsust. Kat-
sealusteks on 55 rotti, kellele veenisiseselt sistitakse
seda ainet. Ajavahemikul 15-25 minutit pérast sustimist
testitakse roti aktiivsust (seda tehakse teatava skaala
alusel, igale reaktsioonile vastab teatav hindepall), Kat-
sealuste keskmine hindepgll on 14-,9, standardhalbega 2,1,
Kas need andmed lubavad tdestada oletust, et tegelik kesk-
mine hindepall on suurem kui 14?

Kvaliteedi kontrolli insener peab jalgima dosaatori tcdd.
Dosaator téidab pakendeid, mille normkaal peab olema 15g*
Dosaatori normatiivne standardhalve on 0,8g. Millised hi-
poteesid tuleb esitada? Kui palju tuleb teha kontrollradot-
misi,et kriteeriumi kasutamisel, mille olulisuse nivoo on
0,01 oleks 0,5g erinevuse avastamise tdendosus mitte vaik-
sem kui 0,67

Olgu X~ N(/u,,a), kus a on teadaolev konstant. Vajagu
kontrollimist hiipoteeside paar HQ: ju = jo ja N

Leida UTPS kriteerium.

Toodetakse ainet, mille sulamistemperatuur peab olema
1000=. Tooraine omaduste muutlikkuse tdttu vdib tegelik
sulamistemperatuur ménevdrra muutuda. Oletame, et uuritav
tunnus - tegelik sulamistemperatuur - X N(A,,20°).
Kirjutada valja kriteerium otsuse langetamiseks olulisuse
nivool 0,05, kui on véimalik teha 10 katset tegeliku su-
lamistemperatuuri maaramiseks antud partiis. Milline on
toendosus avastada tegeliku sulamistemperatuuri 30< lan-
gust?

Plastikplaati valmistavat masinat kontrollitakse perioodi-
liselt, mdaramaks toodetava plaadi 1&bim66tu. Kui plaadi
labim66du standardhalve Gletab 1,5mm, pole toodang enam
kvaliteetne. 10 kontroll-m66tmise tulemused on jargmised
226 228 226 225 232 228 227 229 225 230

(a) kas standardhalve iletab lubatud nivoo («= 0,05)?
(b) millised eeldused tehakse otsuse langetamisel uldko-
gumi kohta?

Selgitamaks leiukoha todstusliku kasutamise vdimalusi ana-
lilsitakse 25 Kkiviproovi sellest leiukohast. lIga proovi
jaoks maaratakse mineraalisisalduse protsent. Saadakse
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tulemused x = 10,2% ja s = 3,1%» Leiukoha tddstuslik ka-
sutamine on efektiivne, kui keskmine mineraalisisaldus

ei ole vaiksem kui 8%, mineraalisisalduse standardhalve
aga ei lxeta 4%» Millised otsustused saab teha analiisi-
tud proovide pdhjal?

KUS Mb* OLEME? dppisime tundma sagedamini kasutatavaid kritee-

riume normaaljaotusega uldkogumi korral. liende kriteeriumide

tuletamine on dhtlasi ka varem lubatud n&ide Uldistatud tde-
paraauhte kriteeriumi praktilise rakenaamise kohta.

Loetleme veel ilevaatlikult hipoteeside kontrollimise
etapid.

1) Esitada kontrollitavad hiipoteesid, téapsustada eeldused
tuldkogumi kohta.

2) Valida otsuse langetamiseks kasutatav statistik, selgita-
da tema tdendosusjaotus, maarata etteantud olulisuse ni-
voole vastav kriitiline piirkond.

3) Leida vdimsusfunktsioon, selle abil mdarata selline vali-
mi maht, mis suruks vajalikus piirkonnas teist liiki vea
tegemise sobivatesse piiridesse.

4) Sooritada katse, maarata statistiku vaartus. Kui seekuu-
lub kriitilisse piirkonda, vO0tta vastu sisukas hipotees,
vastasel juhul jaada null-hipoteesi juurde. Analiisida
statistiku vaartuse "kaalukust"™ olulisustdendosuse pdh-
jal.

Otsuse langetamiseks vajaliku statistiku valikuks vdib
kasutada mitmesuguseid vdtteid, ka tugineda lihtsalt intuit*-
sioonile. .Elegantse matemaatilise aluse parima statistiku
valikuks annab aga Neyman-Pearsoni poolt valja todtatud OV
kriteeriumi teooria ja sellele toetuv UTPS kriteerium.

KUHU LAHEME? Jatkame praktikas suurt tahtsust omavate kri-

teeriumide tundma Oppimist. Vaatame lle kriteeriumid, mis

on vajalikud kahe Gldkogumi voOrdlemiseks.

819. Kahe uldkogumi vordlemine

Peaaegu igas inimtegevuse valdkonnas on edasiliikumise
aluseks uue tehnoloogia kasutusele votmine voi olemasoleva
tehnoloogia taiustamine. Uue lahenemisviisi eelistele aga
annavad I8pliku kinnituse tema praktilisel kasutamisel saa-
dud tulemused. Seega kahe erineva tehnoloogia vdrdlemiseks
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tuleb korraldada katse, koguda andmeid ja tulemuste pdhjal
langetada lo6plikud otsused. Niisugune vordlev katse on meie
mudeli raamides esitatav kahe tldkogumi vdrdlemise problee-
mina. Toepoolest, on ju vordlemise aluseks teatav tunnus,
mille vaartusi me katset sooritades mdddame. Uldjuhul vdib
oletada, et erinevate tehnoloogiate korral on selle tunnuse
vaartuste kujunemise tingimused erinevad ja seetdttu erine»
vad ka toendosusjaotused, mis tunnuse kaitumist kirjeldavad.
Seega saame katse tulemusena enda kasutusse kaks valimit,
mis péarinevad erineva tdendosusjaotusega uldkogumitest. Ja-
reldus, mida tahame teha, on esitatav jareldusena vérrelda-
vate Uldkogumite toendosusjaotuste kohta.

Kéesolevas paragrahvis eeldame, et vdrreldavad uldko-
gumid on Uhte tuupi tdendosusjaotusega - normaaljaotusega
voi Bernoulli jaotusega - seega Uldkogumite vordlemine
taandub vastavate parameetrite vdrdlemiseks. Eeldame, et va-
limid, mida me kasutame, on sdltumatud.

A. Normaaljaotusega Uldkogumite keskvaartuste vordlemine vai-
keste valimite korral.

Olgu vaatluse all kaks normaaljaotusega uldkogumit. Ta-
histame uuritava tunnuse erinevates Uldkogumites simbolitega

ja X2# Vaatiusaluste Uldkogumite kohta eeldame, et nende
keskvéartused véivad olla erinevad, standardhdlbed aga on
vordsed, Xj ™ N(Ji- b ) ja x» N(j©\», B, Need eeldused on
tédhtsad ainult vaikeste valimite korral. Suurte valimite
korral (orienteeruvalt, kui n®> 30, i=1,2) pole niisuguste
eelduste jarele vajadust.

Tahistame ka erinevatest Uldkogumitest périnevate vali-
mite mahud ja nende pdhjal arvutatud statistikud vastavate
indeksitega. Seega esimesest Uldkogumist pgrineb valim mahu-
ga n”, keskvadrtusega X~ ja dispersiooniga 3%, teisest uld-
kogumist péarineb valim mahuga 1iig, keskvaartusega X2 ja dis-
persiooniga S".

Nii1 keskvaartuste vahe wusaldusintervalli kui ka kesk-
vaartuste vordlemise Kkriteeriumid saame leida, tuginedes
jargmisele teoreemile.

Teoreem 19.1. Olgu X* ~N( , D) ja X2~N( 2, &) ning
olgu neile uldkogumitele vastavad teoreetilised valimid (ma-
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huga nl ja sOltumatud. Siig juhuslik suurus
[(X~-Xpi-C YWOHI/@ F77n"+T7nn) »
kus S2 on molema valimi Uhine dispersioon

S2 = [(Mmr1)5" + (n2-1)s] ] /(x11+42-2)
Toestus. Lahtume T-jaotuse definitsioonist. Vastavalt
Normaaljaotuse omadustele on keskvdartuste vahe samuti nor-
maaljaotusega, X.j-Xg"-"N(fa-fe, 1")I1/nl+1/n2), Jarelikult

(Xr X2- ~ 1-6/2)/(4"31/n1+1/n2 )-N(0,1) « (19.1)
Vastavalt statistiku 52 maaramiseeskirjale
(nl+n2-2)S2/ b2 = (n"-1)32/ b~ + (n2-1)s|/2>2 f
teoreemide 15.3 ja 15.5 pohjal aga tuleneb sellest esitusest
et
(n.,+n2-2) S~/ 22 /@2 (n1+n2-2) . (19.2)

Kuna normaaljaotuse korral on valimi keskvaartus ja va-
limi dispersioon s6ltumatud juhuslikud suurused, on ka juhus-
likud suurused (19.1) ja (19.2) soOltumatud. Moodustame suh-
te, mille jaotuseks on definitsiooni kohaselt T(n"+n2-2)»jao-
tus _

n.,—~«i2-2" K1X2- O;+ F2)/C "~ 1/n™1/ng j =x"X3u+ ylUg

Ynr+n2-2" S/ 6 1/n"+1/ng5”
Teoreem on tdestatud.

Rakendades oma tuttavat skeemi, saame uUldkogumite kesk-
véartuste vahe jaoks usaldusnivoole 1-ec vastavad usalduspii-
rid.

- x,-52 - 3~ T rT7Si’

h~h2 -11"*2 * (¥Vv2in1+n2-2) 3~1/n1 + 1~V =
Analoogiliselt eelnevaga saame tuletada ka kriteeriumid hi-
poteeside kontrollimiseks uldkogumite keskvaartuste vahekor-
ra kohta.

Sagedamini kasutatavad hipoteesid on jargmised
S! hi* pr Hi: (1 i A2 Ho'! Ai>A?2
H,:"~yU2 H-:/,1>1 2 Hj-: /L, < Or

Téhistame otsuse langetamiseks kasutatava statistiku simbo-
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liga T,
T= (X"XgVO 1i/n1+i/n2)

Kriteeriumid otsuse langetamiseks olulisuse nivool oma-
vad kuju
(1, kui ~ r
Y (b= \ 7 1+n2 AT(X)=\1, kui T>~.n 2
[o, kui ITU &~ ;™ _ Bkui « 2
oo > S kT L 1108

o, Kui T >t~ ni+nr. 2

e J
Kriteeriumi (€3] véimsuse uurimiseks voib kasutada eelmisea

paragrahvis toodud diagrammi. vdimsusfunktsiooni argument
tuleb esitada kujul

dJ 3 2 S 1 .a-fe-
T -|T=Nn i

Vaatame nadidet kahe ildkogumi vordlemise kohta.

Naide 19*2« Soovitakse uurida kasvuhormooni mdju nuumi-
kute juurdekasvule. Katse korraldamiseks on vdimalik kasuta-
da 25 nuumikut. Need jagatakse kahte rihina; 13 nuumikust
moodustatakse katserthm, kelle toidule vastavat hormaoni li-
satakse, 12 nuumikust aga moodustatakse kontrollrihm,
kelle toidule hormooni ei lisata. Teatava ajavahemiku moé6du-
des registreeritakse mdlemas rihmas keskmised pdevased juur-
dekasvud
Katserihm 440 440 560 460 470 380 580 530 490 450 460 510

460
Kontrollrihm 350 470 450 310 400 390 420 380 550 510 390
490

I~eiame uuritava tunnuse keskvaadrtuste vahe usaldus-
intervalli ja analillsime, kas katsetulemused on kaalukaks
toendiks kasvuhormooni kasulikust mojust. Valime 1-=C=0,95.

Esitame katsetulemused jargneval diagrammil
Katserihm — ——————— Fmmmmem S vAPF—*—m e A

Vorreldes silma jargi katsetulemuste hajuvust valimites, v0i-
me eelduse uldkogumite standardhalvete vdrdsuse kohta luge-
da vastuvdetavaks. Arvutame meile vajalikud statistikud

130



n.,=13 N=479,23 en=2941.02 &l=54,23

112=12 X2=425,83 e|=4881106 $2=69,86

Leiame m6lema valimi pdhjal Ghiselt arvutatud dispersiooni
hinnangu
s2 = 3868,87 , s = 62,20
Tabelist saame meile vajaliku T-jaotuse taiendkvantiili
o, 04= 2,069 < Arvutame véalja usalduspiirid
0,025,23 1.88 n = 104,92

Naeme, et keskmise juurdekasvu erinevus v0ib kdikuda Usna
suurtes piirides, Usaldusintervall ei sisalda aga nulli -
seega vOib lugeda kasvuhormooni positiivse mdju tdestatuks.
Vaatame ka hipoteeside kontrollimist. Kuna kasvuhormoon
ei avalda keskmisele juurdekasvule negatiivset mdju, tuleks
4 iesiin esitada Uhepoolsed hiipoteesid

Ho; mt ~ $2 Valime olulisuse nivooks 0,05 ja leiame
Hi: W > . otsuse langetamiseks vajaliku kriitilise
vaartuse o fly Iei =1,714 < Arivutame statistiku vaartuse t =

= 2,i4. Kuna 2,14 > 1,714, votame vastu sisuka hiupoteesi -
loeme kasvuhormooni kasuliku méju tdestatuks. Analiilsime
veel olulisustdendosust. Kuna tQ Q1-23=2™ Zsiis olulisuse
nivool 0,01 me sisukat hiipoteesi enam tdestada ei saaks.

Vastuvdetav risk esimest liiki vea tegemiseks tuleks
siin valida sisulistest kaalutlustest lahtudes, arvestades
nditeks kasvuhormooni hinda ja loodetavat kasu keskmise juur-
dekasvu suurenemisest.

Juhime veel tahelepanu lhepoolse hiipoteesi kasulikkuse-
le. Kui me oleks esitanud kahepoolse hilipoteesi, oleks krii-
tiliseks vaartuseks tulnud valida vaartus, mida kasutasime
usaldusintervalli leidmisel, s.t. 2,069. Naeme, et ihepoolse
sisuka hipoteesi saame tdestada vaiksema statistiku vaartu-
se korral. Piltlikult deldes - tadiendav informatsioon
maldab anda statistiku vaartusele "suurema kaalu".

Uldkogumite keskvaartuste vdrdlemist erinevate dieper--
sioonide korral on kirjeldatud opikus £1] [Ik. 349-350.

B. Uldkogumite dispersioonide vdrdlemine

Olgu vaatluse all kaks erineva dispersiooniga normaal-

jaotusega Uldkogumit, X1~ N( ¥, Bl) ja X2 ~ N(yk2» ).
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Nii dispersioonide suhte usaldusintervalli kui ka dis-
persioonide vOrdlemise kriteeriumid aaame leida, tuginedee
jJérgaisele teoreemile«

Teoreem 19a3* Olgu - N( ja X2 N(Ak2,72)
ning olgu neist Uldkogumitest périnevad teoreetilised vali-
mid mahuga n, ja n2 sdltumatud. Siis juhuslik suurus

(S2/K*)/(s|/&]) ~F(n1-1, n2-1)

Toestuso Meenutame, et vaatlusaluste Uldkogumite nor-
maaljaotuse tottu (ni-1)S~/z>2 jaotusega (i=1,2).
Teoreemi vaide tuleneb niid F-jaotuse definitsioonist 16.1.

Teoreem on téestatud.

Arvestades seost F-jaotuse kvantiili ja tdiendkvantiil!

vahel m~ saame dispersioonide suhtele, jarg-
mise usaldusintervalli »
hil/62 =
W 4 = 31X$/2;n2-1,n1-1/s2 e
Sagedamini kontrollitavate hiipoteeside
Hg* 1, hj; 6, 4 12
Hi: Z1 t 62 H's 11> 62

kohta otsuse langetamiseks aga kasutame jargmisi kriteeriume
2
pl, kui S%}g5£?7Fﬁw2ﬁi2—lenl—lvoi g%‘§5£¥o“/2;n1—1,n2—
Y(X) =
10, kui f{/fac./2;n2-1,n1-1 ~ 31/S2 4 **</2 yjn~t.xig-1

f(x)=P9 ki S1/32 > *047-1,112-1
0, kui 32/s|] ~GMD,17R 1

Kuna valimid volme alati nummerdada nii, et S%:>S§, pole
teisesuunalist (hepoolset hiipoteesi Uldse mdtet vaadata.

Naide 19.4. kontrollime ndites 19.2 toodud andmete pdh-
jal oletust Uldkogumite dispersioonide vdrdsuse kohta. Kuna
taiendavat informatsiooni pole, esitame kahepoolse sisuka
hipoteesi™*
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H @ fTaF Valime olulisuse nivooks 0705 ja leiame tabe«=
< it£$ list meile vajalikud F-jaotuse kvantiilid
1 1 2 n0,025; 12,11= 3»43 ?0,025;11,12= 3s32 *
Ax*vutame statistiku vaartuse :%Ya% s 0,78 . Kuna 0,30". 0S78:
3,43? jaarae null-hupoteesi juurde: oletust uldkogumite
dispersioonide vordsuse kohta pole pbhjust tagasi likata.
Kirjutame véalja ka 0,05-usaldusintervalli dispersiooni-
de suhtele

z2/4 £ = 0,23 ~NIN2 =258 3 *
G Keskvaadrtuste vordlemine suurte valimite korral,

Tuletame meelde, et valimi keskvaartuse a3imptootili-
seks jaotuseks on normaaljaotus, sdltumata sellest, milliae
jJaotusega on uldkogum® Seega suurte valimite kcrral vdime
uldkogumi jaotusest olenemata lugeda valimi keskvaartuse
ligikaudseks jaotuseks normaaljaotuse, X~ N( AFST (=14

kus on vaatlusaluse uldkogumi keskvaartus, aga stan-
dardhalve j Siit tuleneb, et
(X,-X2- p2)/\ i2/ni+ d2/n2 -N(0,1)

Kuna valimi maht on suur, on standardne normaaljaotus ka nii-
suguse juhusliku suuruse ligikaudseks jaotuseks, kus tdeli-
sed standarahalbe vaartused on asendatud valimi pdhjal arvu-
tatud hinnangutega,

(X1-X2- yiig+ /\J s™"n~+sg/ig -~N(0,1) O
Siit saame usalduspiiride arvutamiseks valemid
w B =v+2 - =c/2ral/nie2/m2

7Ar 72 = <12+ 2~/72 3SAn"s2/n2

Hlipoteeside

?11A1I" /™ So Hv Ai*Ar > rj
kontrollimiseks aga kriteeriumid

fl, kui jz1> > 1, kui z > 5
<fF(X)J /2 f(X)= 72

@©, kui |z]4 z~ /2 [0, kui Z 4 =z ,

kus slmboliga Z on tahistatud otsuse langetamiseks vajalik
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statistik, ZaCX.j-Xg- /~+ /<2~ ~Q)N\! er/nl+s|/n™ 7~

Rakendame saadud tulemusi Bernoulli jaotusega uldkogu-
mite vordlemiseks. Olgu X*~B(1,0") ja X2~B(1, B . Kuna

valimi elementide vaartuseks voib olla ainult 0 voi 1, saame

_ A
Xx2= 0N = raV/m"

kus m" on lhtede arv i-ndas valimis, ja
s2 = eo- ed , d=i ,2),
Usalduspiiride arvutamise valemid omandavad kuju

6.,-62 = 6,-02 “ /2101(1- 0~/ n~ 02(Ll- 62)/n2

®1" 02 = 8« 02 + z°/2 JON 1- 0.,)/7+ 02(1- 02)/n2 ,
Vaatame hipoteeside kontrollimist juhul, kui cT”sO. Siis ar-
vutatakse parame}&trile thine hinnang m6lema valimi pohjal

6 = (m.j+mg/Cn.j+r™)
ja otsuse langetamiseks vajaliku statistiku maarab eeskiri

z = (el-02)/80 -Shi/~ + i/ng)".

Naide 19.5» Soovitakse vdrrelda kaht erinevat metoodi-
kat vdorkeele Opetamiseks. Xat»es on v@imalik kasutada 250
Gliopilast. Katsealused jagatakse kahte riuhma - (hes 100,
teises 150 ulidpilast, rihmi dpetatakse erinevate metoodi-
kate alusel. Oppeaja ldppedes viiakse mélemas rihmas lbi. th-
sugune kontrolltest ja registreeritakse testi sooritanud
Glidpilaste arv. Kui Opetamismetoodikad on erineva efektiiv-
susega, peab testi l&binud Ulidopilaste osakaal erinevates
rihmades olema erinev.

Katsetulemused esitame jargmise tabeliga

Uuritava tunnuse voime loomulikul viisil kodeerida ka-
hevaartuseliseks - lugeda tunnuse vaartuseks 1, kui ulidpi-
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lane sai 1aDi ning O vastupidisel juhul. Srinev dpetamilame-
toodika voib tagada suurema hulga Ul-iopilaate positiivaed
teadmised, seega B(1f 9M)# i=1,2. dppemetoodikate vord-
lemine on esitatav jargmiae hipoteeaide kontrollimiae lles-
andena

HQ: ~ = 02 Valime oluliauae nivoo, olgu ot=0,05 ja
6" 02 * otsime tabelist otsuse langetamiseka va-
jaliku kriitilise vaartuse ZQ 1,96. Arvutame oteuae

langetamiseks vajaliku statiatiku vAadrtuae. Leiame esmalt
parameetx™i tUhise hinnangu mélema valimi pdhjal

6= (63+107)/(100+150) = 170/250 = 0,68
ja siis parameetri hinnangud mdlema valimi péhjal eraldi

= 63/100 = 0,63 &2 = KO7/150 - 0,71
ning lopuka statiatiku Z
2 * (0,63-0,71)A0,68-0,32:(1/100+1/150)" = -1,33
Kuna ]-1,33] 4 1,96, peame jaama null-hipoteesi juur-

de: selle katse podhjal pole vdimalik tdeatada metoodikate
erinevat efektiivaust.

Leiame veel olulisustdendosuse» Kuna Zgq ~"7=1,32, saak-
sime aisuka hiupoteesi tdestada olulisuse nivool 0,094.
Loplik otsus riski vastuvbGetava auuruse kohta sdltub kulu-
tuste vOrdlemisest erinevate Opetamismetoodikate rakendami-
seks.

Leiame veel usaldusintervalli parameetrite vahele. Ka-
sutame usaldusnivood 0,95. Kuna

~0,63-0,37/100+0,71 0,29/150”= 0,061 |,
siis

o,-¢e2 = -0,20 er 62 = 0,04

Avaldades usaldusintervalli protsentides saame
£-2056; 4% }

D. Randomiseerimine

Peatume veel eraldi Uhel vdrdleva katse organiseerimi-
sega seotud probleemil. Nimelt voib katses kasutavate objek-
tide voi indiviidide rihmadesse jaotamine olla otsustava
tahtsusega Idppjareldusele. Naiteks vdib Opetamismetoodika-
te virdlemisel uue meetodi katsetamise rihma valida "&rksa-
mad" Glidpilased, jattes "tuimemad" kontrollrihma. Sel juhux
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ei osutu kata® snare kah® dpetamismetoodika vordlemiseks.

Kui valimi objektide vdi indiviidide valik on taieli-
kult kontrollitaVs on vdimalik kasutusele vdtta ettevaatus-
abindud <Tendentslike" rihmade valtimiseks.- Pohivotteks on
siin erapooletu objektide valik, randomiseerimine rihmade
moodustamisel* Kuna katsetaja valik on potentsiaalselt era-
poolik, cn randomiseerimise aluseks .juhuslik valil-c

Oletame, et valimite moodustamiseks on voimalik kasuta-
da n objekti, millest n® peab sattuma katserihma, rCrr-rrY)
aga kontrollrihmacKui on alust oletada, et "tdotlus" el muu-
da uuritsvatunnuse hajuvust, on soovitav valida rihmade ar-
vukused enam-vdhem Uhesugused. Teame, et esimese rihma moo-
dg§tamiseks_on C%l erinevat vdimalust. Randomiseerimine
nduab, et igale niisugusele ruhma koosseisule oleks tagatud
vOirdne tdendosus realiseeruda. Selle tagamiseks vOib katses
kasutatavad objektid varustada numbritega 1, 2, n. Ob-
jektide numbrid vdib kirjutada paberilehtedele, panna, kdik
sedelid urni, segada, valida valja n® numbrit ja vastavad
objektid vdtta esimesse rihma. Samavaarse juhusliku valiku
mehhanismi saame realiseerida ka juhuslike arvude tabeli
abil.

Randomiseerimine tagab mittekontrollitavate faktorite
mojust tuleneva nihke puudumise, katsematerjali mittehomo-
feeensusest tulenev tegur vdib Uhesuguse tdendosusega mOjus-
tada moélema riuhma objekte. See mdju vdib pdhjustada kill and-
mete suurema hajutatuse, kuid mitte sistemaatilist nihet.

ULESANDED

1, Soovitakse vdrrelda kahte erinevat programmi kvalifitsee-
ritud tooliste ettevalmistamiseks. Katsealustena saab ka-
sutada 20 isikut. Nad jaotatakse juhuslikult kahte rihma,
kumbki rihm Opetatakse valja erineva programmi alusel,
Oppeaja lIdppedes viiakse mdlemas rihmas labi (hesugused
kiiruskatsed. Saadud tulemused olid jargmisedt
I rithm 15 20 11 23 16 21 18 16 27 24
Il rohm 31 13 19 23 17 28 26 23 25 24
(a) kas programmid annavad oluliselt erineva ettevalmistu-

se?
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(b) millised eeldused tehakse erinevuse kontrollimisel?

(c) kas eeldus dispersioonide vdrdsuse kohta pole vastu-
olus vaatlustulemustega?

(d) leida 0,95-usaldusnivooga usaldusintervall Gldkogumi-
te keskvaartuste vahele.

Soovitakse uurida, kuidas mdjub hambaravis kasutatud valu-

vaigisti doos meestele ja naistele. Vaatluse all on 15

mees ja 16 naispatsienti. MGddetakse tuimestuse tekkimi-

seks kulunud aeg (minutites). Tulemused olid jargmised:

X a
mehed 4,8 0,8
naised 4,4 0,9

(@) kas uUldkogumite dispersioonid on vordsed?

(b) kas tuimestuse tekkimiseks kuluva aja keskvaartus on

meestel ja naistel erinev?

(c) leida usaldusintervall keskvaartuste vahele.
Uuritakse abiellumisvanust kahes erinevas etnilises rih-
mituses. Kummastki rihmitusest saab kasutada 100
mehe andmeid. Need on jérgmised:

rihmitus X S
A 18,5 5,8
B 20,7 6,3

(@) kas keskmine abiellumisvanus on erinevates rihmitus-
tes erinev?
() millised eeldused tuleb teha oletuse kontrollimiseks?
(c) leida usaldusintervall keskvdartuste vahele.
Uuritakse omaduse A esinemise sagedust kahes erinevas uld-
kogumis. Vaatluse all on 100 objekti kummastki Uldkogu-
mist. Saadud tulemused
| 11

omadusega A 62 29

omaduseta A 38 71
(a) kas uldkogumid on erinevad?
(b) leida usaldusintervall parameetrite vahele.
Soovitakse uurida teatava tootluse mdju seemnete idanemis-
viimele. Selleks valitakse kaks 250 seemnest koosnevat
partiid, Uhe partiiga tehakse labi tootlus, teine jaab kont-
rollpartiiks. Seejarel kuumutatakse m8lemat partiid teatud
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temperatuurini ning pannakse seemned idanema« Tdédeldud
seemnetest ei idanenud 10%, tootlemata seemnetest aga 25%*
(a) kas tootluse positiivse mdju vOib lugeda tdestatuks?
(b) leida usaldusintervall idanevusprotsendi vahele t60-
deldud ja tootlemata seemnete korral«

KUS ME OLEME? Oppisime tundma tehnilisi vdtteid kahe uldko-
gumi vordlemiseks«

KUHU LAHEME? Asume viimase paragrahvi kallale. Vaatame, kui-
das kontrollida Gldkogumi jaotuse tiibi kohta tehtavat eel-
dust,

80. Kooskdlakriteerium

Kogu senises kasitluses eeldasime, et uuritava tunnuse
toendosusjaotuse kuju on teada, tundmatud on ainult tema pa**>
rameetrid. Praktilistes Ulesannetes pole aga kaugeltki alati
voimalik valja selgitada, milline tdendosusjaotus tunnuse
kaitumist kirjeldab, v0ib vaid oletada teatud tdendosusjao-
tuse sobivust. Valitud toendosusjaotuse ja tegelike katsetu-
lemuste kooskdla kontrollimine on seega statistilise andmes-
tiku analuiusimisel loomulikuks etapiks« Oletuse teatud toe-
nédosusjaotuse sobivuse kohta saab esitada statistiliste hi-
poteeside paarina:

Hg: X~F (9) Null-hipotees vaidab, et tunnuse kirjeldami-
H.j: X/"Fo(0), seks sobib mingi konkreetne tdendosusjaotus

FQ(0)t sisukas hipotees aga vaidab, et see tlendosusjaotus
ei sobi tunnuse kirjeldamiseks« Vastupidist sisu pole hiipo-
teesidele voimalik anda - tdestada teatud tdendo-
susjaotuse sobivust pole matemaatilise statistika vahendite
abil voimalik, saab aga tdestada, et teatav todendosusjaotus
el sobi tunnuse kirjeldamiseks.

Kuna sisukas hipotees jaab enamasti tépsemalt formulee-
rimata - lubatud on kdik tdendosusjaotused peale tdendosus-
jaotuse F (Q ) - siis vdimsusfunktsiooni leidmine on tili-
kas ja optimaalse (UV) kriteeriumi konstrueerimine esitatud
hipoteeside kontrollimiseks pole vdimalik. Praktikas on kasu-
tusel mitmed erinevad kriteeriumid. Vastavate kriteeriumide
Uhiseks nimetuseks on kooskdlakriteerium.

Kooskdlakriteerium kasutab otsuse langetamiseks niisu-
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gust statistikut, mis mdddab erinevust valimi elementide te-
geliku kditumise ja tdendosusjaotuse F (9 ) jaoks ootuspara-
se kaitumise vahel. Statistiku t8endosusjaotus peab null-hu-
poteesi kehtivuse korral olema tapselt mddratud. Praktikas
kasutatavate statistikute korral ei sdltu vastav tdendosus-
jaotus kontrollitavast tdendosusjaotusest Fo(0). Meie tutvu-
me ainult Uhega kooskdlakriteeriumidest - kriteeriumiga,
mida nimetatakse N-kriteeriumiks (sageli ka Pearsoni ~3-
kriteeriumiks tema kasutusele votja inglise statistiku
K.Pearsoni jargi). 3ee kriteerium Oll kasutatav ainult suurte
valimite korral.

Péhimdtteline skeem selle kriteeriumi tuletamiseks on
jargmine. Esimese sammuna jagatakse tunnuse vdimalike vaar-
tuste hulk enam-vahem suvaliselt valitud klassideks (olgu
need 2%eee] e Seejarel tehakse iga klassi jaoks
kindlaks sinna kuuluvate valimi elementide arv (olgu see m”,
ir, ...) Siis arvutatakse iga klassi jaoks tdendosus
vaatlustulemuse sellesse klassi sattumiseks tdendosusjaotu-
se Fo(0) korral (olgu see p=, Pg, ...» p£). Seda tbendosust
ja valimi mahtu teades saab iga klassi jaoks arvutada "ootus-
parase" elementide arvu n*np”. Arvestades niud tdendosus-
teooria pdhitdde - suure katsete arvu korral ei saa sindmu-
se tdendosus ja selle siindmuse suhteline sagedus vaga palju
erineda - ei tohi mudeli F (0 ) sobivuse korral arvude
ni mi erinevus oHa vaga suur«, Asume konstrueerima statis-
tikut, mis m6ddaks seda erinevust ja rahuldaks eelpool loet-
letud ndudeid. Vdimaluse konkreetse tdendosusjaotuse Fq(0)

kuju ignoreerimiseks annab polinomiaaljaotuse kasutusele
votmine.

Olgu katsel wvdimalikku tulemust, mille tGendosused on
Pit eee» Pv ( Prel). Korratagu seda katset n korda, kor-

dused on sﬁltu$§%Ud. Moodustame juhusliku vektori ﬁECMA, M2,
..., Mv), mille i-nda komponendi va&rtuseks on i-nda katse-
tulemuse esinemise arv. Vektori M jaotust nimetatakse poli-
nomiaaljaotuseks« tema toendosusfunktsioon on méératud ees-
kirjaga ( vt. &1, lk. 75).
P(fé=in) = (n!/(m1! ... mk 1)) p™1 ... p"k,
mg W O. Zlm.1 = n. Selle vektori konstruktsiooni arvestades
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on ilmne, et iga komponent on binoomjaotusega, HL ~ B(n, p.").
On selge, et igasuguse todendosusjaotuse vO(6) korral
voime klasside sageduste Uliisjaotuseks lugeda polunomiaal-
jaotuse, hipoteesid aga sdnastada vaidetena selle polino-
raiaaljaotuse parameetrite kohtai
Ho: Pi:_Pi (i :_}*02. eee* k)
H#& 31, et P-j .
Meile vajaliku statistiku mdarab jéargnev teoreem.
Teoreem 20.1. Olgu tunnuse X voimalikud vaartused jaga-
tud klassidesse O, ..., ja kehtigu tdendosus jaotuse
P (9 ) korral vordus F(X£ = Pi* Hlpoteeside Hq : P =P=» =
(i= 1.2, ..., k);H1: 3i, et p~ p? kontrollimisel on asimp-
tootiliseks (n - «=) UTPS statistikuks statistik

H2 i““np?)2/(np?) 1 .

Toestus™. Toestuses kasutame valimi asemel klasside sa-
geduste vektorit M. Valimi toeparafunktsiooniks on siis sel-
le vektori toepérafunktsioon

L(m,p) = n! @3/ h

i1 1 1

Kirjutame valja UTP suhte

/\N(HO = mazL(i?i,~")/maxL(nt,p") ,

mjtf

kus parameetri vdimalike vaartuste piirkond ©> on maaratud
eeskirjaga

0) = i"P* 04 pt~l ja ZPi =11»

null-hipoteesis maaratud piirkond () sisaldab aga ainult
thte parameetrite vektori voimalikku vaartust

pO=(pl “P2 ™ eee* pk» = © o0 =tpoi * SeeSa
Y = -
) pgé%(m, _p) _L(m,_po)- ) o
Lugejas oleva maksimumi leiame tavalisel viisil - see rea-

liseerub parameetrite vektori -p vaartuse korral, mis on STP
hinnanguks..Laheme Ule logaritmilisele tdeparafunktsioonile

I(m,~p) = Inn! + -jK m.Inp. - Inm. I .
izl 1 1 i=l
Soltumatuid argumente on praegu k-1, kuna Pjccl—Pj—e**-P-1*
Asendame pv, leiame osatuletised ja vordsustame need nulliga.
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Saame toepdravorrandite slsteemi
(% /bpi)l(m,p) =mi/pi - i\/Pk =0,

i=1l,..., k-1. Selle sisteemi lahendid avaldame p” kaudu
Pj- “iPk/mk,

i=1,..», k-1. Kuna aga p~r=1, siis saame, et RK=N\/n ja
px=mi/n,

i=l»e_.e, ko Oleme leidnud parameetrite vektori STP hirmangu#
Toeparafunktsiooni vaartuseks on parameetrite vektori
niisuguse valiku korral m4
L(msp) = n! Tm./(nm.D)j,
i=1 A

kust saame UTP suhte véartuse
A(m) = Cmi/(np?))m =

Néditame ntud, et valimi mahu piirainatui kasvamisel ( n 00)
on UTPS statistik statistiku H? monotoonselt kasvav imkfcsfom.
Kirjutame esmalt valja UTPS statistiku logaritmi

InA (V) = ~ijmiln(mi/(np?))I =

=il [L@-np=+np?)In( 1+(m*-npJ )/ (np?))j =
Kasutades logaritmi redksarendust,

In(1+x) - X - x2/72 + ” /3 - ... $
saame UTPS statistiku logaritmi esitada kujul

InA(m) = sr [(mi-np?2+np?)((mi-np”)/(np" -

-(mi-np?)2/(2(npN)2) + (MN-np~P/0Chp~)3) - eee) ] »
Liikmeid sobivalt Umber riihmitades jouame lopuks avaldiseni

In O(m)=d/2) i*i{(mi-npj)2/ (np”"-(1/6) "N(T WM np?)2?«

Kuna aga BEMTp™ ja DMe=np<(1~p?), siis on vahe rr-np? sama
suurusjarku nagu "|np~(1-p”) ja koik tegurid peale esimese
selles avaldises lahenevad nullile Kkiiremini kui 1/ "TnZ Ja-
relikult voime nende olemasolu suurte valimi mahtude korral
ignoreerida. Siid aga on UTPS statistik statistiku H2 mono*
toonselt kasvav funktsioon.

Teoreem on tdestatud.
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Statistiku H2 tapne jaotus Hg kehtivuse korral on prak-
tiliseks kasutamiseks ebamugav. Saab aga tOestada, et valimi
mahu piiramatul kasvamisel on vastavaks asiimptootiliseks
jaotuseks | 2-jaotus parameetriga k-1. (vt.LSIl, Ik. 109-110).
Saab naidata, et ~.2-jaotus on kiullalt heaks l&hendiks juba

siis, kui n”50 ja 5 (i=1,2, ...,k)* Tuginedes aellele
asjaolule saame valja kirjutada kriteeriumi, mis on rakenda-
tav olulisuse nivool ,
M, kui H2> E
«(X)=\ .o MKl
©, kui Ra n;N1 .

Vastavat kriteeriumi nimetataksegi J p—kriteeriumiks.

Vaatame naidet d (zkriteeriumi praktilise kasutamise
kohta.

Néide 20.2. Olgu meil arvutil realiseeritud algoritm,
mis peab genereerima Uhtlase jaotusega U(0,1) juhuslikke ar-
ve. Kontrollimaks programmi té0 kvaliteeti genereeriti arvu-
til 200 juhuslikust arvust koosnev valim. Jagame uuritava

tunnuse voimalike vaartuste hulga (ldigu [0,V\) viieks klas-

siks i = [(i-1)/5, i/5). Esitame valimis registreeritud
sagedused
[0O-0,2)p2 - 0,4)[0,4 - 0,6) [0,6 - 0,8) [0,8 - 1
35 48 41 37 39

Kontrollime hipoteese

HQ: X~U(0,1) Arvestades, et Uhtlase jaotuse U(0,1) kor-

H1ls Xt~U(0,1). rai on intervallidesse [(i-1)/5,i1/5)(i=1,
.., 5) sattumise tdendosus 0,2, vdime hipoteesid esitada

ka kujul

HosVi wara Pi=0»2 Valime olulisuse nivoo, olguoC= 0,05*

Hi;3i, et p? £ 0,2 . Kuna meie valim on kullalt suur

(n>50) ja kdikides klassides on kullalt palju vaatlusi

(m.>5, i=1,2, ..., 5) vOime otsuse langetamiseks kasutada

9C %-kriteeriumi. Leiame tabelist meile vajaliku vaartuse

hQ 05-4 = 9»49. Arvutame statistiku H vaartuse. Selle leid-

misel on kasulik vahetulemused koondada spetsiaalsesse abi-

tabelisse
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e P mj_-np? (n"-np?)2 (mi-np?)2/(p=)

0,2 40 -5 25 0,625
0,2 40 8 64 1,6

0,2 40 1 0,025
0,2 40 -3 9 0,225
0,2 40 -1 1 0,025

Liites kokku viimases veerus olevad arvud, saame H = 2,5«
Kuna statistiku vaartus ei lleta kriitilist vaartust (2,5"
N9,49)* j&&me null-hipoteesi juurde. Katsetulemused ei ole
vastuolus oletusega, et genereeritud arvud on Uhtlase jaotu-
sega U(0,1). ~ /

Toodud ndide on teatud mdttes ebatllupiline. Mitte eri-
ti sageli pole vdimalik sisulistest kaalutlustest lahtudes
madrata kindlaks kontrollitava tdendosusjaotuse parameetri-
te arvulisi vaartusi. Kui need on tundmatud, tuleb kasutada
valimi pohjal méd&ratud parameetrite hinnanguid. Sel juhul
muutub aga kasutatava ;(, “-jaotuse parameeter - iga vali-
mi pdhjal arvutatud hinnang vdhendab selle parameetri vaar-
tust the vérra. (vt.L9], Ik. 114 - 117). Kui me oleme valimi
pohjal hinnanud r parameetrit, tuleb kasutada ~ (k-r-1)-
jaotust.

Naide 20.3. Uuritakse teatava teenindussisteemi to6d.
Oletatakse, et ajalhikus saabunud tellimuste arv on Poissoni
jaotusega, kuid selle jaotuse parameeter ei ole teada. Pois-
soni jaotuse sobivuse kontrollimiseks on 60 juhuslikult va-
litud ajalhiku jooksul registreeritud saabunud tellimuste
arv. Saadakse jéargmised tulemused

0 1 2 3 4 5 6 7

12 18 9 8 5 4 2 2
Esitame hupoteesid
H : XAP (M) Valime olulisuse nivoo, olgu <*=0,01. Vaa-
Hj : X-fP(?0 tarne veel kord tahelepanelikult (le katsetu-
lemused. Meie valim on killalt suur (n>50), kuid esineb
vaartuste klasse, mille sagedus on vaiksem viiest. Selle
valtimiseks dhendame kolm viimast vaartuste klassi - loe-
me Uhte klassi kuuluvateks kdik vaartused, mis pole vaikse-
mad viiest. Saame uue sagedustabeli
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O 1 2 3 -4 5

12 18 9 8 5 3
Valimi po6hjal tuleb meil hinnata parameetrit Otsuse lan-
getamiseks vajaliku vaartuse leiame tabelist, ho-01-4= 13,28.

Arvutame parameetri hinnangu. Kagu varasemast teame,
tuleb hinnanguks valida valimi keskvaartus,
n=x = 2,1

Kuna Poissoni jaotuse korral P(X=k§= emA >IDk! , Saame arvu-
tada koikide klasside tdendosused jaotuse P(2,1) korral«
Koondame vajalikud arvutused jallegi abitabelisse

Pi np? mi-np? (m"-np?)2 (mi-np?)2/(np")

0,122 7,32 4,68 21,9024 2,9921
0,257 15,42 2,58 6,66 0,43
0,270 16,20 7,2 51,84 3,20
0,189 11,34 3,34 11,15 0,98
0,099 5,94 0,94 0,88 0,15
0,063 3,75 4,22 17,81 4,75

Liites kokku viimases veerus olevad arvud, saame H(112,07»
Kuna statistiku vaartus ei uleta kriitilist vaartust (12,074.
<£13»28), jaame null-hipoteesi juurde»

Hindame veel statistiku vaartusele vastavat olulisus-
tdéendosust. Kuna 1q £75 .4=11,14, siis peaksime me olulisuee
nivool 0,025 vastu vdtma sisuka hipoteesi - tunnistama
Poissoni jaotuse kasutamise sobimatuks. Seega pole andmete
kooskdla mudeliks valitud jaotusega eriti hea, kullalt vai-
kesel olulisuse nivool saaksime null-hipoteesi kummutada.

Analilisides abitabelit ndeme, et kdige suuremad lahkne-
vused mudeli poolt ennustatud véartustest on viimases vaar-
tusklassis. s.t. andmestikus ilmneb tendents suurte vaartus-
te sagedasemaks esinemiseks, kui see oleks loomulik Poisso-
ni jaotuse korral. Kuna niisugune tendents v0ib teenindus-
slisteemi toos osutuda oluliseks, oleks siin ndhtavasti koi-
ge Oigem koguda tdiendavaid vaatlusandmeid - suurema vali-
mi korral tulevad Uldkogumis valitsevad seaduspédrasused sel-
gemalt esile.

ULESANDED
1. Uuriti téisarvuliste vaartustega tunnust, mille jaotuseks
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voiks olla binoomjaotus, Jargnevas tabelis on toodud
900 vaatluse tulemused
0 1 2 3 4

15 151 1118 226 490
Kontrollida binoomjaotuse sobivust*
2. Uuriti teatava sulami tugevuskordajat. Erinevaid toodan-
gupartiisid uurides saadi tulemused
57-60 6Q64 64-68 68-72 72-76 176-80 80-84  84-88

4 13 23 45 60 | 33 15 3
Kas selle tunnuse kirjeldamiseks sobib normaaljaotus?

KU5 ME OLEME? Oleme l&bi vaadanud sissejuhatava kursuse
matemaatilisse statistikasse.
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Tabel 1: standardse normaaljaotuse jaotusfunktsiooni &(*)
vaartused.

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-3 00013 00010 00007 00005 00003 ~ 00002 00002 00001  ocoor QOGO
29 0CCl9 00018 00017 00017 00016 00016 00015 00015 00014 00014
-28 OC026 00025 ~ 00024 00023 00023 00022 00021 00021 00020 00019
-27 000 00034 00033 00032 0003l 00030 00029 00028 00027 00026
—26 00047 00045 00044 00043 00041  0CO40 00039 00038 00037 00036
-25 00062 00060  CO059 00057 00055 00054 00052 00051 00049 00043
-2.4 00082 00030 00073 00075 ~ 0C073 00071 00069 00063  0CQE6 00064
-2.3 00107 00104 00102  0C0S9 0009 00094 00091 00089 00087  OOC34
—22 00130 00136 00132 00129 00126 00122 00119 00116 00113  0O0LiO
-21 00179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 00146 0.0143
-20 00228 00222 00217 00212 00207 00202 00197 00192 00183 00183
-l 00287 00281 00274 00263 00262 00256 00250 . 00244 00238 00233
00339 00352 00344 0033 00329 00322 00314 00307 00603  0.02M
-1.7 00446 00436 00427 00418 00409 00401 00392 00354 00375 00367
-16 00548 00537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0*85 0.0475 C.0465 0n435
_15 00668 00635 00643 00630  0.061t 00606 00594 00532 00370  GOS59
-1.4 00808 00793 00778 00764 00749 00735 00722 00708 00624 00681
-1.3 0C9E 00951 0031 00918 00901 00835 00869  OOf33  OOR38 00323
-1.2 01131 01131 01112 01093 01075 01056 01088 01020 0 1008 aoss
-11 0.1357 01333 01314 0.1292 01271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
10 01587 01562 01539 01515  C1492 01469 01446 0148 01408 01379
-0.9 01841 01814 01783 01762 01736 01711 0163  0SS60 01635 01611
-0.8 02119 0200 02061 02033 02005 01977 01949 01922 0»8% 01867
-0.7 C2420 02389 02358 02327 02297 02266 0223 02206 02177 0248
-0.6 02743 02709 02676 02643 02611 02578 02546 02514 02483  0.245!
-0.3 03085 03050 03015 02981 02946 02012 02877 02843 02810  0.7776
-0.4 03446 03409 03372 0333  C33CO 03264 03228 03592 03156 03121
-0.3 03821 03783 03745 93707 03660 03632 C35%4 03557 03530  OVB3
-0.2 04207 04168 04120 04090 04052 04013 03974 03936  )3097  7.3659
-0.1 04602 04562 04522 04483 04443 04404 04364 04325 04236 04247
-0.0 05000 04960 04920 04330  0*340 04901 04761 04721 3461 0.464S
0o 0SOCO 05040 05080 05120 05160 05199 05239 05279 05319 03359
o1 osm 05438 05478 05517 05557 05596  C5636 05675 05714 05753
o; 05793  058% 05871 05910 05948 05987 06026 06064 06103 06141
03 06179 06217 0625 06203 06331 06363  C6406 06443  0%430 06517
04 0.6534 063V1 06625 06664 06700 06736 0.6772 068C3 06344 0.6379
05 06915 06950 0695 07019 07054  07CS8 07123 07137 07190 07224
06 0.7257 0 7291 07324 07357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7436 0.75'7 0.7549
07 0 7560 0 7611 07642 0.7673 0.7703 0.7734 07764 07794 0.7823 07852
08 076l 07910 07989  0T%7 07995 08023 08051 08078 08106 03133
09 0915 08186 08212 08238 08264 0889 08315 08340 08365 0O
10 08413 08438 0846; 0 8485 08501 0.8531 0.8554 0.8577 03599 0 8821
11 08643 06665 08686 08708 08729 08749 08770 08790 08310 08830
12 04849 OKB69 0838 08907 08R5 08944 0862 08980 08997 09015
13 01032 09049 09066 09062 0909 09115 09131 09147 09162 09177
14 09192 04207 (09222 09236 09251 09265 09270 59202 09306 09319
13 09332 09345 09357 09370 09382 0934  OW06 09418 09430 09441
16 09432 09463 09474 09484 09495 09505 09515 09525 09535  0954S
17 09554 09564 09573 09582 09Ol 09599 09603 09616 09625 09633
M C o641 09648 09656 09664 09671 09678 0%636 09693 0970) 0.9706
19 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09736 09762 09767
20 09772 09778 09783 09788 09793 09798 09803  0980S 09812 09817
21 0.9821 09826 0.9830 09834 09838 0.9842 9*46 09850 09354 09837
09%1 09864 09868 09871 09874 0987« 09881 09384 0987  098%
23 05393 09896 0998 09901 0V04 09906 099« 0991 09913 09916
24 09918 09920 09922 09925 09927 09929 09931 09932 09984 09936
23 09938 09940 09941 U9M3 09945 09946 09748 09949 09951 09952
26 09953 0.9955 09956 0.9957 09959 09960 0 9961 09962 09963 09%4
27 09%5 09966  09-967 09968 09969 09970 0971 09972 09973 09974
2H 09974 09975 09976 09977 09977 09978 0979 09979 09980  CO%L
29 0.9981 09982 09982 09983 09984 0994 09985 09983 0996  OW86
3 0.9987 09990 09993 09995 09997 09998 09998 09999 09999 1 0500
z 0 1 2 3 4 5 6 7 * 9

Markus: Tabeli rea ette on kirjutatud funktsiooni .cp(@). ar-
gumendi tdisosa ja esimene koht pédrast koma, veeru kohale
aga teine koht parast koma. N&iteks do(-2,17)=0,0150. Tabeli
esimese ja viimase rea jaoks taéhendab veeru peale kirju-
tatud number kimnendkohta. Naiteks d(3,2)=0,99930 Standard-
se normaaljaotuse kvantiil leitakse vorduse <™ ) = ac
pohjal. Tabel parineb Opikust f5j Ik. A2 ~ A3.




Tabel 2: -~"-jaotuse oc-kvant
10.995 0.990 0.975 0.950 0.900 0,750 0.500 0.250 0,100 0,050 0,025 0,010 0,005
1-* - - 1
7879 6.635 5.024 38412.706 1.323 0455 0,102 " 21,58 ' 33.93*9,82 ’ 41,57 s3.93
10.60 9,2IC 7.378 5991 4,605 2,773 1,386 0575 0,2110,103" 25,06 ' 22,01 " 21,00
1284 11.34 9.348 7,515 6251 4,108 2366 1213 0584 0,352 0.216 0,115 2717
14,86 1328 11,14 9488 7,779 5385 3.357 1923 1,064 0,711 0,484 0,297 0,207
16.75 1509 12.83 11.07 9.236 6,626 4351 2,675 1610 1145 0831 0,554 0,412
1855 1681 1445 1259 10,64 7,841 5348 3455 2.204 1,635 1,237 0.872 0.676
20.28 1848 16.01 14,07 12,02 9,037 6.346 4.255 2.833 2.167 1690 1,239 0,989
21.96 20.09 1753 1551 1336 10,22 7.344 5071 3490 2,733 2,180 1,647 1,344
2359 21.67 19.02 16,9214.68 11,39 8.343 5899 4.168 3325 2,700 2,088 1,735
25.19 2321 2048 18.311599 1255 9,342 6,737 4,865 3940 3247 2558 2,156
26.76 24.73 21.92 19.6817.28 13,70 10.34 7,584 5,578 4575 3.816 3,053 2,603
28.30 26.22 23.34 21.03 1855 1485 11.34 8.438 6,304 5,226 '4,404 3571 3,074
29.82 27.69 24 74 2236 1981 1598 12,34 9,299 7,042 5,892 5009 4.107 3565
31,32 29.14 26.12 23.6821.06 17,12 13.34 10.17 7.790 6.571 5.629 4.660 4,075
3280 30.58 27.49 25.0022,31 1825 14.34 11.04 8,547 7261 6,262 5229 4,601
34.27 32.00 28.85 26,30 23.54 19.37 1534 1191 9,312 7,962 6.908 5812 5142
3572 3341 30.19 2759 2477 2049 1634 1279 1009 8,672 7564 6,408 5697
37.16 3481 31.53 28,87 25.99 21.60 17.34 1368 1086 9.390 8231 7,015 6,265
3858 36.19 32,85 30,14 27,20 22,72 1834 1456 1165 10,12 8907 7.633 6,844
40.00 37.57 34.17 3141 2841 2383 19,34 1545 1244 1085 9591 8,260 7434
41,40 38.93 3548 32.6729.62 24,93 20,34 16,34 13,24 1159 1028 8,897 8,034
22 U2.80 40.29 36,78 33.9230,81 26,04 21,34 1724 14.04 12.34 10,98 9,542 8,643
23W4.18 41.64 38.08 35.1732.01 27,14 22,34 18,14 1485 13,09 11,69 10,20 9,260
24 M55G 42,98 39.36 36.42 33.20 28.24 23.34 19.04 1566 1385 12,40 10.86 9,886
25 »4693 44,31 40.65 37,65 34,38 29,34 24,34 19.94 16.47 1461 13,12 1152 1052
26 i48.29 45.64 41.92 38.89 35.56 30,43 25,34 20,84 1729 1538 13,84 1220 11,16
27 49.64 46,96 43.19 40,11 36.74 31,53 26,34 21,75 18,11 16,15 1457 1288 1181
28 50.99 48.28 44.46 41.34 37,92 3262 27.34 2266 1994 1693 1531 1356 1246
29 52.34 49,59 4572 4256 39.09 33,71 28,34 23.57 19,77 17,71 16,05 1426 13,12
30 53.67 50.89 46.98 43.77 40.26 34.80 29.34 2448 20.60 1849 16,79 14,95 1379
40 66.77 63.69 59.34 55,76 5181 4562 39.34 33.66 29,05 2651 2443 2216 20,71
50 79.49 76.15 71.42 67.50 63.17 56,33 49,33 4294 37.69 34,76 32.36 29,71 27,99
60 91.95 88.38 83.30 79,08 74.40 66.98 59,33 52,29 46,46 43.19 404S 3748 3553
70 104.2 1004 95.02 90.53 85,53 77,58 69,33 61,70 55.33 51,74 48.76 4544 43,28
80 1163 1123 106.6 1019 96.58 88.13 79.33 71,14 64.28 60,39 57.15 5354 51.17
90 1283 1241 1181 1131 107.6 98.65 89,33 80.62 73,29 69.13 65.65 61.75 59,20
KK) 140.2 1358 1296 1243 1185 109.1 99,33 90,13 82.36 77,93 7422 70,06 67.33
150 1984 1932 1858 1796 1726 1613 1493 1380 1283 122,7 1180 1127 1091
20(1 255.3 2494 341.1 234C 226.0 2131 1993 186.2 1748 1683 162,7 1564 1522
250 31Y.3 3049 295.7 2879 279,1 264.7 2493 2346 2218 2144 2081 2009 1962
3H 3668 359.9 3499 3414 3318 3161 2993 2831 269,1 2609 2539 2460 2407
400 4766 468,7 457.3 4476 436.6 418,7 399,3 380,6 3642 3546 3465 3372 3309
600 69,30 6835 669.8 6581 644,8 623.0 599,3 576.3 556,1 5442 534,00 5224 5i4.5
800 906.8 896.0 880.3 866.9 851,7 826.6 799.3 7727 7492 7354 7235 7099 7007
H/X) 1119. 1107. 1090. 1075. 1058. 1030. 999.3 969,55 943.1 927,6 914,3 898,9 888,6
Markus: mm~-jaotuse oc-taiendkvantiil mdaratakse vdordu-
« < A -
sega Nghtaks no,05:865103 15 BbH,05:6=h0,95:6
=12,59. Tabel péarineb kasiraamatust , Ik. 893.



Tabel 3: T-jaotuse

RORES B898H RBRBRE BENER

RS ]

8BI8H “g82G

1 376

0978
0941

0920
0.906

0.889
0.88]

0879
0876
0.873
0670
0868
C.866
0 865
0883
0.862
0.861
0 860
0*59

0858
0.857
0 856
0856

0.855
0854
854
08535
OK53I

0 8524

08521
0 8518
0 8515
0.8512
08510

0.8507
0 8505
0 8503
08501
0 8499

0 8497
0 8495
0 8494
0.8492
0 8490
U 8489
0 8448
0.8486
C.8485
0 8484

0 8483
08481

08479
0 8478

08477

0.8476

U 8475
U.N474
OH473
0 8472
0 K471
0 *471
u 8470
0.84*9

0.15

1056

1085

| OMI
10536
10831
1 0526

10521
10516
10512

10504
10501

10483

1.0478
1.0476
»0473
10471
1.0469
1.0467
| 0465

1.0463
10461

1045K
1.0457
1.0455
| 0454
10452
| 0451
11wy

10413

3C78

1.61S
1533
1476
1.440
1415

12901

1.2984

I
12078
1 2975
12072
12964
i 2067
1294
1 2062
12959
12057
12954
1 N52
I N50
12948
12945
| 2044
12942
| 2049

6.3128
2.9200
2.3534
21318
2.0150
19432
1.8946
1.8595
18331
1.8125
1.7959
17823

17613
1.7530
1.7459
1.739%6

17201

17247
1.7207
17171
17139
1 7109

i.7081
1 7033

1.7011
16991
16973
1,695«

16924
| 6404

20739
20687
2.0639

20595
20555
20518
204K4
20452

20423
2.0370

20145
; 032

20301
20281

20244
2.0227

3.747

2518

2500
2492

2485
2479
2473
2 467
2462

2457
2453
2449

2-M

2438
2434
2431
2428
2426

2423
2421
2418
2416
2414
2412
2410
2.40*
2406
2405

2403

2402
2400

23%9
2397

2.396
23%
233
2392
2.391
2390
2.389
23K
2387
2386

238
2384
2383
23
2361

0.003

63 657
9.9248
58409
46041

40321
3.7074

33554
32498
31693
3.1058
30545
30123
2.9768

29467

28314

26923

2.6896
26870

2622
26800

26778

2675h
26738

26719
26700
26683
26666
26650
26633
2.6616

26603

2.6576
26563
26549

26537
26525
26513
26501
26491



BBIRR EBVR/RSY

£88RS

L8 K

£8

100

020

0.N46K
0 X46K
0 8467
0 Kan>
0 X465

0 x4n
(1L «4M
0 K464
1) X461
0 M4hl

0 8462
0 8461
0,8460
0 8460
0 8459

0 8459
0 8458
0 8458
0 8457
0 8457

0 8457
0 8457
0 8456
0 8456
0 8455

0 8455
0 8454
0 8454
0 8453
0 8453

0.8452
084

10442
10441

10440
10439
1043X

10417
1.0416
1(H "
10414
null

1.0432
1.0431
10430
10430
10429

10428
1.0427
10427
10426
10426

10425
10424
10423
10423
10422

10422
10421
10421
10420
10419

104H
104

12v3X
1.2936
12934
i 2933
12911
12930
12928
12927
1292
12424

12922
1.2921
12920
12919
12017

12916
12915
12914
1.2913
12912

12910
12909
12908
12907
12906
1.2905
1.2904
1.2904
1.2903
1.2902
12901

128

16641
1.6639
1.6637
16635
16632

16630
1.6628
16626
16624
1.6622

16620
16618
16616
1.6614
16612

16611
1.6609
1.6608
16606
1.6604

16602
164

0025

14445
14940
14435
14431
14426

14422
14417
144. 1

1440

1.9901
19897
19893
19890
19886

19883
19880
19877
19873
19870

19867
19864
19861
1.9859
| 9856

! 9853
19850
1.9848
19845
19843

19840
1.96

001

23l
2180
2374
23K
2 3K

2177
2 176
R
217
2 174

2374
2373
2372
2372
2371

2371
1370
2 370
2 369
2 369

2 368
2 368
2 367
2 367
2 366

2 366
2 366
2 365
2 365

2 364
233

Markus: T-jaotuee <-c-kvantiil mad&ratakse vdrdusega
t0,01;16=-2»583, Tabel on "etud

Haiteks tQ 01 ;16=2»583
Opikust I[5] Ik. A4-A6.

0 005

26480
26470
26459
26450
26640

26411
26421
264P
I mo*

2*146

26388
26180
26372
2 6365
26357

26350
26341
26336
26329
26323

26316
26310
26303
26298
26292
26286
26280
26275
26270
26265

26260
258



Tabel 4: F-jaotuae

1 0.990
0975
0,950
0.900

2 0990
0975
0.950
0.900

A 099
0975
0950
0.900

4 0.990
0.975
0.950
0.900

5 0.990
0,975
0.950
0,900

6 0.990
0975
0.950
0,900

7 0.990
0.975
0.950
0.900

8 0.990
0.975
0.950
0.900

9 099
0975
0.950
0.900
10 0990
0975
0.950
0.9(H)

4052,
6478
1614
39,86

98.50
3851
1851
8,526

34.12
17,44
10,13
5538

21.20

7.709
4,545

16.26
1001
6.608
4.060

13.75
8.813
5.987
3.776

12,25
8.073
5.591
3.589

11.26
7571
5318
3458

1056
7.209
5.117
3.360

10.04
6.937
4.965
3.285

-kvanti

5403,
864.2
2157
53.59

99.17
39.17
19,16
9.162

29,46

9.277
5391

16,69
9,979
6,591
4,191

12,06
7.764
5.409
3619

9,780
6.599
4.757
3.289

8451
5,890
4347
3.074

7,591
5416
4,066
2924

6.992
5078
3.863
2813

6.552
4,826
3,708
2728

5625.
899.6
2246
55.83

99,25
39.25
1925
9,243

28.71
15,10
9117
5,343

15,98
9,605
6.388
4,107

11,39
7.388
5192
3.520

9,148
6,227
4,534
3,181

7847
5523
4.120
2961

7.006
5.053
3.838
2.806

6.422
4,718
3.633
2,693

5.994
4.468
3478
2605

5764,
9218
230,2
57.24

99,30
39.30
19,30
9,293

28,24
14,88
9.013
5.309

1552
9,304
6,256
4,051

10.97
7,146
5.050
3453

8,746
5,988
4,387
3,108

7460
5.285
3,972
2,883

6,632
4,817
3,687
2726

2057
4,484
3482
2,611

5.636
4.236
3.326
2522

5859.
937.1

2340
58,20

99,33
39.33
19.33
9,326

2791
14,73
8.941
5,285

1521
9,197
6.163
4,010

10,67
6.978
4.950
3,405

8,466
5820
4284
3055

7,191
5119
3,866
2827

6,371
4,652
3,581
2,668

5,802
4,320
3,374
2,551

5,386
4.072
3.217
2461

5981,
956,7

6022,
963,3
2405
59,86

99,39
39,39

19.38
9.381

27,35
14,47
8,812
5,240

14.66
8,905
5,999
3,936

10,16
6,681
4,772
3316

7976
5523
4,099
2,958

6,719
4,823
3,677
2,725

5911
4.357
3,388
2,561

5351
4,026
3179
2,440

4,942
3.779
3,020
2,347

6083.
973.0
2430
60,47

99,41

3941

19,40
9401

27.13
14,37
8,763
5,222

14,45
8.793
5.936
3,907

9,962

2.396

4,771
3,665
2943
2,302



0.990
0.975
0,950
0.900

0.990
0.975
0.950
0.900

0.990
0,975
0.950
0,900

0,990
0.975
0.950
0,900

0,990
0,975
0,950
0,900

0,990
0,975
0.950
0.900

0,990
0,975
0.950
0,900

0.990
0,975
0,950
0,900

0,990
0.975
0.950
0,900

0,990
0,975
0.950
0,900

6106,
976.7
2439
60.71

99,42
3941
1941
9,408

27,05
14.34
8.745
5,216

14,37
8,751
5.912
3.896

9.888
6,525
4678
3,268

7,718
5,366
4.000
2.905

6,469
4,666
3,575
2,668

5,66/
4,200
3,284
2,502

5111
3.868
3,073
2.379

4.706
3,621
2,913
2,284

6126,
9798
2447
60,90

99.42
39.42
19.42
9415

26.98
14,30
8,729
5.210

14,31
8,715
5,891
3,885

9,824
6,487
4,655
3,257

7,657
5,329
3,976
2,892

6,410
4,628
3,550
2,654

5,609
4,162
3,259
2,488

5,054
3,830
3,047
2,364

4,649
3.583
2,887
2,269

14

6143.
982.5
2454
61.07

99.43
39,43
19.42
9.420

26,92
14.28
8,715
5,205

14,25
8.684
5.873
3,877

9,770
6,455
4,636
3,247

7,605
5,297
3,956
2,881

6,359
4,596
3,529
2,643

5,558
4,129
3.237
2475

5.005
3.798
3,025
2,351

4,600
3,550
2,864
2.255

6157,
984.9
245,9
61,22

99.43
39.43
1943
9,425

26,87
14,25
8,703
5,200

14,20
8.657
5,858
3,869

9.722
6,428
4,619
3,238

7,559
5,269
3,938
2871

6,314
4,568
3511
2,632

5515
4,101
3.218
2,464

4,962
3,769
3,006
2,340

4,558
3,522
2,845
2,244

6209.
993.1
248,0
61,74

99,45
39.45
19,45
9441

26.69
14.17
8,660
5184

14,02
8.560
5,803
3,844

9,553
6,329
4,558
3.207

7.396
5,168
3,874
2.836

6,155
4,467
3,445
2,595

5,359
3,999
3,150
2,425

4,808
3,667
2,936
2,298

4,405
3419
2,774
2,201

24

6235,
997.2
249,1
62.00

99,46
39.46
19.45
9.450

26.60
1412
8.639
5,176

1393
8511
5774
3,831

9,466
6,278
4527
3,191

7,313
5117
3841
2,818

6,074
4,415
3,410
2575

5.279
3.947
3,115
2,404

4,729
3,614
2,900
2,277

4,327
3.365
2,737
2,178

30

6261,

250,1
62.26

99,47
39,46
19,46
9,458

26,50
14,08
8,617
5,168

13,84
8,461
5,746
3,817

9,379
6,227
4.496
3.174

7.229
5,065
3,808
2.800

5.992
4,362
3,376
2,555

5,198
3.894
3,079
2,383

4,649
3,560
2,864
2,255
4,247
3311
2,700
2,155

40

6287,

2511
62.53

99,47
39,47
1947
9,466

2641
14.04
8,594
5,160

13,75
8411
5717
3.804

9.291
6,175
4464
3.157

7.143
5,012
3,774
2,781

5,908
4.309
3,340
2,535

5,116
3.840
3,043
2,361

4567
3,505
2,826
2.232

4,165
3,255
2.661
2,132

60

6313.
1010.
252.2
62.79

99,48
3948
19.48
9.475

26,32

8572
5151

13,65
8,360
5,688
3,790

9,202
6,123
4,431
3.140

7.057
4,959
3,740
2.762

5824
4,254
3,304
2514

5.032
3.784
3,005
2.339

4,483
3,449
2787
2,208

4,082
3,198
2,621
2,107

120

6339.
1014.
2533
63,06

99,49
39,49
19,49
9483

26,22
1395
8.549
5.143

1356
8.309
5.658
3,775

9,112
6.069
4,398
3.123

6,969
4.904
3,705
2742

5.737
4,199
3,267
2,493

4.946
3.728
2967
2.316

4.398
3.392
2.748
2,184

3,996
3,140
2,580
2082

X

6366.
1018.
254.3
63.33

99.50
39.50
19.50
9,491

26.13

8.526
5134

13.46
8.257
5.628
3761

9,020
6,015
4.365
3.105

6.880
4.849
3.669
2722

5.650
4142
3.230
2471

4.859
3.670
2928
2293

4311
3.333
2707
2.159

3.909
3.080

2,055



n

14

17

20*

U] wx

* X
0.990
$975
0.950
0.900

0.990
0.975
0.950
0.900

0.990
0.975
0.950
0,900

0.990
0.975
0.950
0.900

0.990
0.975
0.950
0.900

0.990
0,975
0.950
0.900

0.990
0,975
0.950
0,900

0.990
0.975
0,950
0.900

0.990
0.975
0.950
0,900

0.990
0.975
0.950
0.900

9.646
6.724
4.844
3.225

9.330
6.554
4.747
3177

9.074
6.414
4.667
3.136

8.862
6.298
4.600
3.102

8.683
6,199
4543
3.073

8,531
6,115
4494

8.400
6.042
4451
3.026

8.285
5978
4.414
3.007

8.185
5.922
4.381
2.990

8.096
5871
4,351
2975

7.206
5.256
3.982
2.860

6.927
5.096
3.885
2.807

6.701
4,965
3,806
2.763

6,515
4.857
3.739
2.726

6.359
4.765
3.682
2.695

6.226
4.687
3.634
2.668

6,112
4,619
3.592
2.645

6,013
4,560
3,555
2,624

5,926
4,508
3,522
2,606

5.849
4461
3,493
2.589

6.217
4.630
3.587
2.660

5.953
4474
3490
2.605

5.739
4.347
3411
2.560

5.564
4.242
3.344
2522

5417
4153
3.287
2490

5.292
4.077
3.239
2462

5,185
4,011
3,197
2,437

5,092
3.954
3,160
2416

5.010

3 127
2.397

4.938
3,859
3,008
2,380

5.668
4,275
3.357
2.536

5412
4121
3.259
2.480

5.205
3.996
3.179
2434

5.035
3.892
3,112
2,395

4.893
3,804
3.056
2,361

4.773
3,729
3.007
2333

4.669
3,665
2,965
2.308

4,579

2, 928
2,286

4,500
3,559
2,895
2,266

4431
3515
2,866
2249

5316

3 204
2451

5.064
3.891
3.106
2394

4,862
3,767
3,025
2,347

4,695
3.663
2,958
2,307

4.556
3576
2,901
2273

4437
3.502
2.852
2.244

4.336
3,438
2,810
2,218

4,248
3,382
2,773
2,196

4171
3.333
2,740
2176

4,103
3.289
2,711
2,158

5.069
3881

2. 389

4821
3.728
2.996
2,331

4.620
3.604
2915
2,283

4.456
3.501

2 243

4,318
3,415
2790
2,208

4,202
3341
2,741
2,178

4,101
3,277
2,699
2,152

4,015
3221
2,661
2,130

3.939
3,172
2,628
2,109

3871
3,128
2,599
2091

4.886
3.759
3.012
2.342

4.640
3.607
2,913
2,283

4441
3,483
2.832
2,234

4,278
3,380
2,764
2193

4,142
3,293
2,707
2,158

4,026
3,219
2657
2,128

3,927
3.156
2614
2,102

3841
3,100
2577
2,079

3.765
3,051
2,544
2,058

3.699
3,007
2,514
2,040

4744
3.664

2304

4499
3512
2,849
2.245

4,302
3,388
2,767
2,195

4,140
3,285
2,699
2,154

4,004
3,199
2,641
2,119

3.890
3125
2,591

3,791
3,061

2 061
3,705

2, 510
2,038

3,631
2,956
2477
2,017

3,564
2,913
2,447
1.999

4.632
3,588
2.896
2,273

4.388
3,436
2,796
2,214

4,191
3,312
2714
2,164

4,030
3.209
2,646
2,122

3,895
3.123
2,588
2.086

3,780
3,049
2,538
2,055

3.682
2,985
2,494
2,028

3,597
2,929
2,456
2,005

3,523
2.880
2,423
1,984

3,457
2,837
2,393
1,965

4,539
3,526
2854
2,248

4,296
3,374
2,753
2,188

4,100
3,250
2,671
2,138

3.939
3.147
2.602
2,095

3,805
3,060
2,544
2,059

3,691
2,986
2,494
2,028

3,593
2,922
2,450
2,001

3,508
2,866
2412
1977
3434
2,817
2,378
1,956

3.368
2,774

1 937

4,462
3,473
2.818
2,227

4,219
3321
2,717
2,166

4,024
3.197
2,634
2,115
3,863
3,094
2,565
2073

3,730
3,007
2,506
2,036

3,616

3.293

2.310
1913



14

17

20

1N

X N\

0,990
0,975
0,950
0,900

0,990
0,975
0,950
0,900

0,990
0,975
0,950
0,900

0,990
0,975
0,950
0,900

0,990
0,975

4,397
3,430
2,788
2,209

4,155
3,277
2,687
2,147

3,960
3,153
2,604
2,097

3,800
3,050
2,534
2,054

3,666
2,963
2,475
2,017

3,553
2,889
2,425
1,985

3,455
2,825
2,381
1.958

3371
2,769
2,342
1,933

3,297
2.720
2,308
1912

3231
2,676
2278
1,892

4,341
3,391
2,761
2,193

4,099
3,239
2,660
2,131

3,905
3,115
2,577
2,080

3,745
3,011
2,507
2,037

3611
2,924
2,448
2,000

3,497
2,850
2,397
1,968

3400
2,786
2.353
1,940

3,316
2,730
2314
1,915

3241
2,680
2,280
1,894

3,176
2,636
2,249
1,874

14

4,293
3,358
2,738
2,179

4,051
3,206
2,637
2,117

3,857
3,081
2,553
2,066

3,697
2,978
2,483
2,022

3,563
2,891
2,424
1,985

3,450
2,817
2,373
1.953

3,353
2,752
2,329
1,925

3.268
2,696
2,290
1,900

3194
2,646
2,255
1,878

3,129
2,602
2,225
1,859

4,251
3,330
2,719
2,167

4,010
3,177
2,617
2,105

3,815
3,053
2,533
2,053

3,656
‘2,949
2,463
2,010

3,522
2,862
2403
1972

3,409
2,788
2,352
1,940

3,312
2,723
2,308
1912

3.227
2,667
2,269
1,887

3,153
2,617
2,234
1,865

3,088
'2,573
2,203
1,845

4.099
3.226
2,646
2,123

3,858
3.073
2,544
2,060

3,665
2,948
2,459
2,007

3,505
2,844
2,388
1,962

3,372
2,756
2,328
1,924

3,259
2,681
2,276
1,891

3,162
2,616
2,230
1,862

3,077
2,559
2,191
1,837

3,003
2,509
2,155
1814

2,938
2,464
2,124
1,794

24

4,021
3,173
2,609
2,100

3,780
3,019
2,505
2,036

3,587
2,893
2,420
1,983

3427
2,789
2,349
1,938

3,294
2,701
2,288

3181
2625
2.235
1,866

3.084
2,560
2,190
1.836

2.999
2503
2,150
1.810

2,925
2,452
2,114
1,787

2,859
2,408
2,082
1,767

3941
3,118
2,570
2,076

3,701
2,963
2,466
2,011

3,507
2,837
2,380
1,958

3.348
2,732
2,308
1912

3,214
2,644
2,247
1,873

3,101
2,568
2,194
1,839

3,003
2,502
2,148
1,809

2,919
2444
2,107
1,783

2,844
2,394
2071
1,759

2,778
2.349
2,039
1,738

3.860
3.061
2531
2,052

3,619
2,906
2426
1,986

3,425
2,780
2,339
1931

3,266
2674
2,266
1.885

3,132
2,585
2204
1845

3,018
2,509
2,151
1811

2,920
2,442
2,104
1781

2,835
2,384
2,063
1,754

2,761
2,333
2,026
1,730

2,695
2,287
1.994
1,708

3,776
3,004
2,490
2,026

3,535
2,848
2,384
1,960

3341
2,720
2,297
1,904

3181
2,614
2223
1,857

3,047
2,524
2,160
1817
2,933
2,447
2,106
1,782
2,835
2,380

1751
2,749
2,321

2,017
1723

2674
2,270
1.699
2,608
2,223

1677

3.690
2.944
2,448
2,000

3,449
2,787
2,341
1932

3.255
2,659
2,252
1,876

3,094
2,552
2,178
1,828

2,959
2,461
2,114
1,787

2,845
2,383
2,059
1751
2,746
2315
2,011
1719

2,660
2.256
1691

2,584
2,203
1,930
1.666
2517
2,156

1,643

*X

3.602
2,883

1972

3.361
2725
2.2%
1.904

3.165
2,595
2.206
1.846

3,004
2,487
2,131
1,797

2,868
2,395
2,066
1,755

2.753
2,316
2010
1,718

2.653
2.247

1.686

2.566
2,187
1917
1.657

2489
2133
1878
1,631

2421
2,085
1,843
1,607



22

24

26

60

0.900

0,990
0,975
0,950
0,900

0,990
0,975
0,950
0,900

0.990
0,975
0,950
0,900

0,990
0,975
0,950
0,900

0,990
0,975
0,950
0.900

0,990
0,975
0,950
0,900

0,990
0,975
0,950
0,900

0,990
0,975
0,950
0,900

7,945
5,786
4,301
2,949

7,823
5717
4.260
2,927

7,72!
5,659
4,225
2,909

7,636
5,610
4,196
2,894

7,562
5,568
4171
2,881

7314
5424
4,085
2835

7,077
5,286
4,001
2,791

6,964
5,219
3,961
2,770

6,851
5,152
3,920
2,748

6.635
5,024
3841
2.706

5,719
4,383
3,443
2,561

5614
4,319
3,403
2,538

5.526
4,265
3,369
2,519

5453
4,221
3,340
2,503

5.390
4,182
3,316
2,489

5179
4,051
3,232
2,440

4977
3,925
3,150
2,393

4.882
3,865
3111
2,370

4,787
3,805
3,072
2,347

4.605
3,689
2,996
2,303

4,817
3,783
3,049
2,3f1

4,718
3721
3,009
2,327

4,637
3,670
2,975
2.307

4,568
3,626
2,947
2,291

4,510
3,589
2,922
2,276

4,313
3,463
2,839
2,226

4,126

2,758
2,177

4,036
3,285
2,719
2,154

3,949
3,227
2,680
2,130

3,782
3,116
2,605
2,084

4,313
3,440
2,817
2,219

4,218
3,379
2,776
2,195

4.140
3,329
2,743
2,174

407<»
3,286
2,714
2,157

4,018
3,250
2,690
2,142

3,828
3,126
2,606
2,001

3,649
3,008
2,525
2,041

3,564
2,951
2,486
2,017

3,480
2,894
2,447
1.992

3,319
2,786
2372
1,945

3.988
3,215
2,661
2,128

3,895
3,155
2,621
2,103

3,818
3,105
2,587
2,082

3,754
3,063
2,558
2,064

3,699
3,026
2534
2,049

3514
2,904
2,449
1,997

3,339
2,786
2,368
1,946

3,256
2,730
2,329
1921

3174
2,674
2,290
1,896

3,017
2,567
2,214
1,847

3,758
3,055
2,549
2.060

3,667
2,995
2,508
2,035

3,591
2,945
2474
2,014

3,528
2,903
2,445
1.996

3,473
2,867
2421
1,980

3,201
2,744
2,336
1927

3.119
2,627
2,254
1,875

3,037
2571
2,214
1,849

2,956
2,515
2,175
1,824

2,802
2,408
2,099
1,774

3,587
2,934
2,464
2,008

3,496
2,874
2,423
1,983

3421
2,824

3453
2,839
2,397
1,967

3,363
2,779
2,355
1941

3,288
2,729
2,321
1,919

3,226
2,687
2,291
1,900

3,173
2,651
2,266
1,884

2,993
2,529
2,180
1,829

2,823
2,412
2,097
1,775

2,743
2,356
2,057
1,748

2,663
2,299
2,016
1,722

2511
2,192
1,938
1,670

3,346
2,763
2,342
1,933

3,256
2,703
2,300
1,906

3,182
2,653
2,265
1,884

3,120
2,611
2,236
1,865

3,067
2,575
2,211
1,849

2,888
2,452
2,124
1,793

2718
2,334
2,040
1,738

2,639
2,278
1,999
1,711

2,559
2,222
1,959
1684

2,407
2,114
1,880
1632

3,258
2,700
2,297
1,904

3.168
2,640
2,255
1,877

3,094
2,590
2,220
1,855

3,032
2,547
2,190
1,836

2,979
2,511
2,165
1,819

2,801
2,388
2,077
1,763

2,632
2,270
1,993
1,707

2,552
2,214
1,952
1,680

2,472
2,157
1,910
1,652

2,321
2,048
1831
1,599

1,652

2,398
2,101
1,869
1,625
2,247
1,992
1,788
1,570
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22 0.990 3121 3,066 3019 2978 2,827 2,749 2667 2583 2495 2403 2305
0.975 2,602 2562 2528 2498 2389 2332 2272 2210 2,145 2076 2003
0,950 2,226 2,197 2,172 2151 2071 2028 1984 1938 1889 1.838 1,783
0,900 1859 1841 1825 1811 1759 1731 1,702 1671 1639 1604 1567

24 0,990 3032 2977 2930 2889 2,738 2659 2577 2492 2403 2310 2211
0,975 2541 250! 2467 2437 2327 2269 2209 2146 2080 2010 1935
0,950 2,183 2,154 2129 2108 2,027 1984 1939 1,892 1842 1790 1733
0,900 1832 1813 1,797 1783 1,730 1,702 1672 1641 1607 1571 1533

26 0,990 2,958 2903 2856 2815 2664 2585 2503 2417 2327 2233 2131
0,975 2491 2451 2417 2387 2,276 2217 2157 2093 2026 1954 1878
0.950 2,148 2,119 2093 2072 1990 1946 1905 1.853 1803 1.749 1691
0,900 1809 1,790 1,774 1,760 1706 1677 1647 1615 1581 1544 1504

28 0,990 2,896 2841 2,794 2,753 2602 2522 2440 2353 2263 2167 2,064
0975 2,448 2408 2374 2344 2232 2174 2112 2,048 1980 1907 1829
0.950 2118 2,088 2063 2041 1959 1915 1,869 1820 1,769 1,714 1654
0,900 1,790 1,770 1,754 1,740 1685 1656 1625 1592 1558 1520 1478

30 0,990 2,843 2788 2,741 2,700 2549 2469 2386 2299 2208 2111 2,006
0,975 2412 2372 2337 2307 2,195 2136 2074 2,009 1940 1,866 1,787
0950 2,092 2,062 2037 2015 1932 1887 1841 1792 1740 1684 1622
0,900 1773 1753 1,737 1,722 1667 1638 1606 1573 1538 1499 1456

40 0,990 2665 2,610 2563 2522 2369 2288 2203 2,114 2,019 1917 1805
0,975 2,288 27247 2212 2,182 2068 2007 1943 1875 1803 1724 1637
0,950 2003 1973 1947 1924 1,839 1,793 1,744 1693 1637 1577 1509
0,900 1,715 1695 1677 1662 1605 1574 1541 1506 1467 1425 1377

60 0,990 2,496 2441 2393 2352 2,198 2,115 2028 1936 1836 1726 1601
0,975 2169 2128 2,092 2061 1944 1882 1815 1,744 1667 1581 1482
0,950 1917 1,886 1,860 1,836 1,748 1.700 1649 1594 1534 1467 1389
0,900 1657 1,637 1619 1603 1543 1511 1476 1437 1395 1348 1291

80 0,990 2,416 2361 2313 2272 2116 2,033 1944 1849 1746 1,630 1491
0,975 2112 2,070 2034 2003 1,885 1821 1,753 1679 1598 1507 1396
0.950 1876 1844 1817 1793 1703 1654 1602 1545 1482 1410 1,322
0.900 1629 1608 1590 1574 1513 1479 1443 1403 1358 1306 1.242

120 0,990 2,336 2281 2233 2,192 2035 1950 1860 1,763 1656 1533 1,381
0,975 2055 2,013 1976 J,945 1825 1760 1690 1614 1530 1433 1310
0,950 1,834 1802 1774 1,750 1659 1608 1554 1495 1429 1352 1254
0.900 1601 1580 1561 1545 1482 1447 1409 1368 1320 1265 1193

X 0,990 2,185 2129 2,080 2,039 1878 1791 1696 1592 1473 1325 1.000
0,975 1945 1902 1,865 1,833 1708 1640 1566 1484 1388 1268 1.000
0,950 1752 1,719 1691 1666 1571 1517 1459 1394 1318 1221 1.000
0.900 1546 1523 1504 1487 1421 1383 1,342 1295 1240 1169 1.000

Markua: F-jaotuse diendkvantiil md&ratakse vordusega

*Asm,n = Miteks f0,95; 12,22 = 2 226

*0,05; 12,22 - £0,95; 12722 = 2 226 “Kui ~ 40 71 leitakSe
F-jaotuse <-kvantiil vordusest ~ ;m>n

Tabel périneb ka&siraamatust [2j , k. 895 - 900.



Tabel 5i Fisheri ~"-teisendus
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0.902 0.905

115 1117 1120 112 1124 1136 1129 1133
1137 1140 1,142 1146 1148 1,151 1,155
1155 1161 1164 m
1182 1183 1185 f. .

123 1207 12p9 1213 1215 1220 1222
26 1228 i\237

1,9¢ ; ;

1270 1274 1277 1279 1283

1,29. 7 304

1312 1318 1320 124 1326
1.3" 134 1,345 1.3*7
1353 1355 1357 1361 1365 1,367
1374 1376

1394 139% 1.3

1414 1416 1418 1420
1434 1436 1438 1440 1*42 1444 1446 1448
1455 1457 1459 2

1471 1473 1475 1477 1479 1481 1483 14*5 ;487 1480
1493 1495 1497 15m

1511 1513 1515 1517
1531 1533 1535 1537
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97 2793 2799 2405 2,811 2818 2824 2830

98 2858 2865 2872 2880 2888 2896 2904 gg% gggg gggi
990 2941 2942 2943 2944 2945 2946 2948 2949 2950 2951
991 2952 2953 2954 2955 2956 2957 2958 2059 2980 2961
992 2963 2964 2965 2966 2967 2968 2959 2971 2972 2973
993 2974 2975 2976 2978 2979 2.9 2981 2983 2984 2985
994 2987 2988 2989 2990 2992 2993 2995 2996 2997 2999
995 3000 3002 3003 3004 3006 3007 3009 3010 3012 3013
996 3015 3017 3018 3020 3022 3023 4025 3027 3028 3030
99,7 3032 3034 3036 3038 3040 3041 3044 3046 32048 3050
998 3052 3004 3057 3059 3062 3064 3067 3069 3072 3075
999 3078 3082 3085 3089 3093 3097 3101 3107 3.U3 3122

Mérkus: funktsiooni “p(p) = 2arcsinl|"plargumendi vaartused
on esitatud protsentides. N&iteks, kui p=0,315» siis

f (p) = ~(31,5) = 1,192.

Tabel parineb T.Kollo koostatud k&siraamatust "Pohi-
statistikatabeleid™, Tartu 1986. (lk. 20-21).
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