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Liihikokkuvote

Selles t60s esitame kvadratuurvalemi jaédkliikme integraalsel kujul ning an-
name sellele tulemusele detailse toestuse. T66s vordleme L. L. Schumake-
ri monograafia pohjal saadud interpolatsioonivalemi jagkliiget H. Brunneri
monograafias esitatud jaaklitkmega ning néitame, et need esitused on ekvi-
valentsed. Lopetuseks toome naited, kuidas pohiteoreemi rakendamisel saab
esitada kvadratuurvalemite jaskliikmed klassikalisel kujul, mis sisaldab in-
tegreeritava funktsiooni mingit korget jarku tuletist teadmata punktis.
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Abstract

In this bachelor thesis we present the reminder term of quadrature formu-
la in integral form to which we will give a detailed proof. We will compare
reminders of interpolation formulas constructed by using L.L. Schumaker’s

monograph and presented in H. Brunner’s monograph. We will show that



those two reminder term presentations are equivalent. In the end we will
show some examples how to use the main theorem of this thesis and get
classical reminder terms of quadrature formula, which include some higher
derivative at some unknown point.
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Sissejuhatus

Kvadratuurvalemeid kasutatakse méaératud integraali leidmisel, kui tdpseid meeto-
deid kasutada ei ole voimalik voi mingi pohjusel oleks see ebaotstarbekas. Koige
klassikalisemad kvadratuurvalemid on interpolatsioonitiilipi valemid, mis saadakse
interpolatsioonipoliinoomide integreerimisel iihtlasel vorgul. Interpolatsioonitiiiipi
valemite korral on kvadratuurvalemi jéakliikmeks interpolatsioonivalemi jéakliik-
me integraal. Enamasti esitatakse kvadratuurvalemi jaakliige kujul, mis sisaldab
integreeritava funktsiooni mingit korget jarku tuletist teadmata punktis. Kéesole-
va bakalaureuset66 eesmérk on esitada toestus H. Brunneri monograafias toodud
kvadratuurvalemi jaakliikme esitusele integraalsel kujul, mis ei sisalda tundma-
tut konstanti, erinevalt tavapérasest késitlusest. Lisaks on eesmérk uurida, kas
H. Brunneri ja L. L.Schumakeri monograafiate pohjal saadud interpolatsioonivale-

mi jadklitkmete esitused integraalsel kujul on ekvivalentsed.

Esimeses peatiiki pohiiilesandeks on toestada teoreem, mis annab diferentssuhte
esituse integraalsel kujul, kasutades selleks B-splaine. Antud teoreemi toestamiseks
on esitatud Taylori valem jadkliilkmega integraalsel kujul ning moned diferents-
suhtega seotud tulemused. Teises peatiikis on L. L. Schumakeri monograafia ja
numbriliste meetodite konspekti pohjal tuletatud interpolatsioonipoliinoomi jaak-
liige integraalsel kujul ning naidatud, et see on samavaarne H. Brunneri monograa-
fias esitatud interpolatsioonipoliinoomi jadkliikmega, mis sisaldab Peano tuuma.
Kolmandas peatiikis on toodud H. Brunneri monograafiast kvadratuurvalemi jaak-
liige ning sellele on esitatud toestus. Neljandas peatiikis on niited, kuidas numb-
riliste meetodite konspektis toodud kvadratuurvalemite jéaklitkmeid siinses t66s

esitatud tulemuste pohjal tuletada.



1 Taylori valem ja diferentssuhte esitus integ-

raalsel kujul

Enamasti esitatakse Taylori valemi jaskliige Lagrange’i kujul. Meie vaatame Taylori
valemit kujul, kus jadkliige on esitatud integraalina. Sel moel vabaneme Lagrange’i

jadkliikmes esinevast tundmatust konstandist.

Teoreem 1 (Taylori valem). Kui funktsioon f : R — R on n+ 1 korda pidevalt

diferentseeruv punkti a € R imbruses, siis iga x korral sellest iimbrusest kehtib

n ) (g
1) = f@ + 3 D 4 r ), )
k=1

kus jadaklisge esitub kujul

Rua(a) = / P (6 (@ — oy,

Toestus. Toestame valemi (1) kasutades matemaatilist induktsiooni. Baasi toesta-

miseks kasutame Newtoni-Leibnizi valemit

/ " Pyt = fz) — f(a),

millest saame valemi (1) juhul n = 0:

f) = 5@+ [ r

Kasutades ositi integreerimise valemit

T
/ udv = uv
a

T xT
—/ v du,
a a



kus u = f'(t) ja dv = (x — t)°dt, saame du = f"(t)dt, v = —(z — t) ja

f@) = f(@) + F@-a)+ [ O - bt
Oleme néidanud, et valem (1) kehtib juhul n = 1. Eeldame, et kehtib

n—1 (k) a x
f(z) = fla) + Z / k,( )(:c —a)* + (n—ll)‘/ FO @) (- )" dt
k=1 a

ja naitame, et siis kehtib

~orR) (g @
1@ = 1@+ S e a4 [ @ rar
k=1 )

Kasutades ositi integreerimist, kus v = f(t) ja dv = (z — )" !dt, siis du =

FOD () dt ja v = —%(m — t)™ ning saame
n—1 (k)
1) =1+ 3 T D
k=1 '
(n) @
o (f Doy 2 [0 - t)"dt)
ehk

") (g
Fla) = fla)+ 3 1
k=1

z—a)k + % / ’ FOFV(@) (2 — t)ndt,

mida oligi tarvis toestada. O

Mirkus 1. Teoreemis 1 eeldasime, et f € C"*1[I]. Teoreemi viide jidb kehtima,
kui f € L' I], st. £ on absoluutselt pidev 16igus I ning f™+1) on Lebes-
gue’i méttes integreeruv, st. f("+1) € L1[I]. Ruumi L7 [I] nimetatakse Sobolevi

ruumiks (vt. [2], lk. 19). Kehtib C*+[1] € L 1).

Definitsioon 1. Olgu antud paarikaupa erinevad argumendi vairtused



to,t1,...,t.. Funktsiooni f nullindat jarku diferentssuhe defineeritakse vordusega
tilf = f(t).
Esimest jarku diferentssuhe defineeritakse
[titj]f =

Uldiselt defineeritakse r-jérku diferentssuhe valemiga

[t1, s te]f = [toy .-  tra]f
ty — to '

[to,t1,. .. tr]f =

Definitsioon 2. Olgu antud reaalarvud ... < t_1 < tg < t1 < t9 < ..., mida
nimetame splaini solmedeks. Fikseerime arvu m € Z, m > 1. B-splainideks jarguga

m nimetatakse funktsioone

QP (x) = (—1)™[ti, .. . tiaml(@ — )Y, i€ Z,

kus
0 1, kuix>t,
(z—1)y = .
0, kuiz<t,
ja m > 1 korral
1 (x — )™ kuix>t,
(x =0 =

0, kui z < t.

Naide 1. Juhul m = 1 saame definitsiooni pohjal

QX (x) = —[ti, tisa)(w — 02 = —F tie)} — (2 =)0 _

tiv1 —t;
1
I R everrt t; <x <tit1,
0, mujal.

Esimest jarku splain on tiikiti konstantne funktsioon.



Alternatiivselt saame B-splainid defineerida jérgmise rekursiivse seose abil.

Definitsioon 3. Olgu antud reaalarvud ... < t_; < tg < t1 < .... Defineerime

m-jarku B-splainid Q", ¢ € Z, vordusega

(. — t)Q)" () + (tivm — 2)Q7" (2)
Ligm — ti

QP (@) =

m > 2

? )

kus
1

Qlw) = B
(A

0, mujal.

t; < x <tiy1,

Niide 2. Teist jirku splain Q? esitub kujul

Tt ) )
(tiro—ti)(tit1—t:)” s @ <ti,
2 _ tio—
Q; = 2 tit1 < x < tijyo,

(tiva—ti)(tir2—tiq1)’

0, mujal.
Teist jarku splain on lineaarsplain ehk tiikiti lineaarpoliinoom.

Kaéesoleva peatiiki pohitulemuse toestamiseks vajame me jargnevaid abitulemusi.

Lause 1. Olgu P,,—1 dlimalt m — 1-astme poliinoom. Siis
[t0y -« s tm|Pm—1(t) =0,

st. m-jarku diferentssuhte tlimalt m — 1 astme poliinoomist on 0.

Toestus. Olgu a = min{to, ..., tn} ja b = max{to,...,tn}. Numbriliste meetodite
konspektis (vt.[3], Ik 55, Teoreem 17) on toestatud, et diferentssuhe esitub kujul

P(m)
[t07 o 7tm]Pm—1 = L'(S)
m:

, £ € (a,b).

On ilmne, et m-jarku tuletis iilimalt m — 1 astme poliinoomist on null, ning seega
kehtib
[toy -y tm|Pm—1 = 0. O
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Lause 2. Olgu t;,...,tirm paarikaupa erinevad solmed ja 1 <k <m —1, k € Z.
Stis
(D) [ty tipm) (2 — 08 = [tiy o tipm] (E — )% Yz €R.
Toestus. Naitame esmalt, et k > 1 korral kehtib vordus
(t—a) = (t - ) — (~D)} (@ — 1)k (2)
Olgu t fikseeritud ja k paarisarv. Siis x > t korral

(- =0

ja

Kui x < t, siis

ja

(x—t)k =o0.

Seega paarisarvulise k korral vordus (2) kehtib. Analoogiliselt, olgu k paaritu. Siis
x > t korral

(- =0

ja

(D@ -tk = (@ -0k = —(x —OF = (t— ).

Kui x < t, siis

ja



Seega paarituarvulise k korral samuti vordus (2) kehtib. Leiame vorduse (2) mole-

mast poolest m-jarku diferentssuhte, saame
it (6= @) = iyt = ) = (Dt il (e — D5

Kuna lause 1 pohjal m-jérku diferentssuhe iilimalt m — 1 astme poliinoomist on 0,

siis viimase vorduse vasak pool on 0 ning lause on toestatud. O

Mairkus 2. Kui k£ = 0, siis lause 2 viide kehtib peaaegu koikjal, vilja arvatud

x = {t;,...,ti41} korral.

Numbriliste meetodite kursuses (vt. [3], lk. 50, Lause 15) on toestatud jérgmine

tulemus diferentssuhte esituse kohta.

Lause 3. Kehtib vordus

B f(t:) _
[to,...,tm]f_z (t; —to) ... (t; —ti—1)(ti — tig1) ... (£ — tm) B

Kaéesoleva peatiiki pohitulemusena toestame teoreemi diferentssuhte esituse kohta

integraalsel kujul (vt. [4], 1k 128).

Teoreem 2. Olgu antud solmed t; < ... < tiym, fikseerime k, 0 < k <m —1. Siis

m-jarku diferentssuhe on esitatav valemiga

tem (—D)*DEQY () f P (w)da
:, (m—1)!

[tia R ,tier]f =

iga f € Lgn_k[ti,tj+m] korral. (Siin Di tahistab parempoolse tuletisoperaatort k-

kordset rakendamist.)

10



Téestus. Olgu f € L’ln_k[ti,tzurm]. Taylori valemi 1 pohjal

IO —t )P
piy =y Dm0 )

n=0

1 t
e [ P ot -

nf( z+m)( i+m t)n
n!

M»

+
tz m
+— / : (t — )L Fm=k) (1) g,
(m—k-1)!J, +

Leiame molemast poolest m-jarku diferentssuhte, arvestades seejuures, et m-jarku

diferentssuhe iilimalt m — 1-astme poliinoomist on lause 1 pohjal 0, saame

1 titm ek m—
[tis s tivm]f = (m—k—l)'/t [tis - tigm] (¢ = 2) 77 FO 0 (2) d.

Lause 2 pohjal

1 Litm
:<mk1>'/ (1) Mty ot (2 = T D ()

Arvestades B-splaini definitsiooni QT () = (—1)™[ti, ..., tixm](x — )7 ja vor-

+
dust (z — t):’_l*kfl %Dk (z t)Tfl’ saame, et
Litm (_1)m—k (m E— 1) .
- T gl le miD m—1 ¢(m—k) _
/ti (m—k— 1)![t ’ > i ] (m_ 1) ( t>+ (Z’)dq}
titm (_1)k N )
/ti (m — 1)!D+( 1) [t’w"'vtz-i-m](x t)_,_ (aj)dx
B /’ti+7n (_1)kDiQ;n($)f<m_k) (m)dm
Teoreem on toestatud. u

11



2 Interpolatsioonivalemi jaakliige

Interpolatsiooniiilesande korral on antud paarikaupa erinevad solmed ¢;,7 = 0, ..., n,
ja vadrtused f;, i = 0,...,n, otsitakse funktsiooni f nii et f(t;) = f;, i =0,...,n.

Uheks tingimusi rahuldavaks funktsiooniks on Lagrange’i interpolatsioonipoliinoom

Py(x) =) fili(x),
i=0

kus
L l’—tj
li(z) = th’ et i=0,...,n,
7=0
J#i

on Lagrange’i fundamentaalpoliinoomid.

Oletame niilid, et vadrtused f; pdrinevad mingi funktsiooni f graafikult, st. f; =
f(ti), i =0,...,n. Siis saame radkida interpoleerimisel tekkivast veast ehk inter-

polatsioonivalemi jaakliikmest
Rn(z) = f(z) — Pa(z). 3)

Numbriliste meetodite konspektis (vt.[3], Ik. 54) on toestatud, et interpolatsiooni-

valemi jaaklitkme saab esitada kujul

Ry(z) = [z, to, ..., talf - [[ (& — 1))
j=0

Kasutades teoreemi 2 saame diferentssuhte esitada integraalsel kujul ning seega ka

interpolatsioonivalemi jadkliikme.

Teoreem 3. Olgua =ty < t; < ... < t, = b. Siis f € LT™'"F[a,b] korral saab

interpolatsioonivalemi jaakliikme (3) esitada kujul

b (_1\k Dk On () Fnt1-k) (g
Rn(x):(m—tg)...(az—tn)/ (1) DLQG™ () /7 () 4, (4)

a n!

12



kus 0 < k < n ning Qg“ on n + 1-jarku B-splain sélmedega x,tg, ..., t,.

H. Brunneri monograafias (vt. [1], lk. 43) on esitatud sarnane tulemus, kus inter-

polatsioonivalemi jaakliige on esitatud integraalsel kujul.

Teoreem 4. Olgu a =ty < t1 < ... < t, = b interpolatsioonivalemi solmed ning

f € Ca,b], 1 <d<n+ 1. Interpolatsioonivalemi jiikliige (3) on esitatav kugjul

b
Ro(z) = / Ka(z, s)fD(s)ds, o € [a, ], (5)

kus

Ky(z,s) = (d_l ol <(m - s)ifl — le(l”)(tz — s)il> .

i=0
Toestus. Naitame, et esitused (4) ja (5) on samavddrsed. Voime eeldada, et x ¢
{to,...,tn}, sest vastasel korral molemas esituses R,(x) = 0. Tdepoolest, esituse
(5) korral Ky(t;,5) = 7y ((tj — sy (¢ — s)fl;l) — 0. Esituses (4) on QU™
n-astme B-splain solmedega z,tg, ..., t,, sealjuures leidub j, 1 < j < n, nii, et
tji—1 < x <tj. Olguk, 0 <k < n, fikseeritud ning tahistame d = n + 1 — k, siis

saame vorduse (4) esitada kujul

b -1 n+1—an+1fdQn+1 s f(d) s
Rn(:c):(:cto)...(:ctn)/ ) * oy 0 (%) ()ds (6)
Definitsiooni 2 jirgi Q4 (s) = (—1)"*![z,to, ..., t,;](s — t)T. Rakendades sellele

parempoolse tuletise votmise operaatorit n + 1 — d korda, saame

DrHAQI (g) = (1), g, .. ] DT (s — 1) =

= (—1)”+1n(n —1)...(n—(n—=4d))[x,to,...,ta](s — t)fifl.

13



Asendades selle vordusse (6) ning kasutades lauset 2, saame

Ry(z) = (z —t9)...(x —t,)

/b (—1)n+1—d(_1)n+1 (dﬁll)! [z, t0, ..., tn](s — t)fl;lf(d)(s)
n!

ds =

a

- b (—1)=1) [z, Lo, ... ta)(t — 8) L FD(s)
:g)(a:—ti)/a O(d— a + s —
. bz, to, . .. ta](t — 8)4LFD(s)
= ;[([)@ - tz)/a EE + ds.

Lause 3 pohjal saab diferentssuhte esitada kujul

[z, ta](t — )4t = (x—s)‘i‘lJrE”: (t: — )"
Lyl0ye--sln S T — — ]
[[@—t) = @-a)[[ti-t)
Jj=0 §=0
J#i

Viimast vordust kasutades saame

1 n
fnla) = gy Ll =)

! I L .
“Ne@-t) = —a)[[t:—t,)
j=0 =0
i
H(l‘—tj)

b n J=
- (d_ll)!/a - =Y

1 b
- (d—l)'/ ((x - 5)31-71 - Z Li(z)(t; — s)il> FD(s)ds.

Teoreem on toestatud.
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3 Kvadratuurvalemi jaakliige

Kvadratuurvalemite abil leitakse médratud integraali ff f(x)dx vaértus juhul, kui
ei onnestu leida algfunktsiooni elementaarfunktsioonide seast voi kui on teada vaid

loplik hulk funktsiooni f védrtuseid. Kvadratuurvalemi ildkuju on
b n
| @) =3 Aste) + Rah), (7
a i=0

kus fikseeritud on kvadratuurvalemi kordajad A;, i € 0,1,...,n, ja kvadratuurva-

lemi solmed ¢; € [a,b], i €0,1,...,n.

Koige lihtsamad kvadratuurvalemid tekivad interpoleerimise abil, kus funktsioon f

asendatakse interpolatsioonipoliinoomiga f(z) = P,(z) + Rn(x).

Kvadratuurvalemi saab, kui integreerida antud interpolatsioonipoliinoomi
b b b
/ f(z)dz = / P, (z)dz +/ R, (z)dz.
a a a

Kasutades Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomi, saame kvadratuurvalemi korda-

jad leida seosest

n ) ,
;Aif(ti):/a > FE)i(x)de = </ Mx)da:) f(t).

=0 1=0

Interpolatsioonitiiiipi kvadratuurvalemi jadkliige avaldub aga interpolatsioonivale-

mi jadkliikme kaudu kujul
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Kvadratuurvalemi tdapsus p > 1 tdhendab, et koigi iilimalt p-astme poliinoomide

korral on valem tapne.

Kéesoleva bakalaureuset66 pohieesmirgiks on toestada jargmine teoreem (vt [1],

Ik 45).

Teoreem 5. Olgu kvadratuurvalem (7) tipsusegap ning f € C%a,b], 1 < d < p+1.

Kvadratuurvalemi jadakliige (8) esitub kujul

b
Ru(f) = / Ky(s) D (s)ds,

kus

Kols) = —— (/b(x e - Y A s)d_1> .
-1\ wdrm 2 Al

Toestus. Teoreemi 4 pohjal, saame

b
/ R (w)dz =
b b 1 n
_ / @ <<x—s>i—1 = Lifa)( —s)dﬁ) D (s)dsdz =
a Ja : =0
b b n
-/ T / <<x — 9 =D L@t - s>i—1> dz (D (s)ds =
a “Ja =0
b 1 b _ n b _
— /a @ </a (x — )% dz — ;/a Li(z)da(t; — s) 1) f @D (s)ds =
b
— [ Ka(s)fD(s)ds
kus

Teoreem on toestatud. O
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4 Naited

Vaatleme jérgnevas konkreetseid, Numbriliste meetodite kursuses kasitletud kvad-

ratuurvalemeid.

4.1 Trapetsvalem

Trapetsvalem esitub kujul (vt. [3], k. 77)

b Q) — )
J L e R e KON !

Siin Ag = A1 = bfT“, to = a,t; = b, valem on tépne lineaarpoliinoomide korral,
seega p = 1. Teoreemi 5 pohjal saame valida kas d = 1 v6i d = 2. Olgu d = 2 ning
f € C?[a, b, siis jiikliige esitub kujul

b

Ri(f) = [ Kas)f"(s)ds,
kus
b —
Ko(s) = [ (o= s)do =20 ((a = s) (0 —)2) =
ab b—a
:/(x—s)dac— (b—s)=

_ (x — 5)? _(b=a)(b—5s) _
2 | 2
_ (b—s)(a—s)
2

Kuna W < 0iga s € [a, b] korral, siis K»(s) el muuda mérki piirkonnas [a, b]

ja saame kasutada inetgraalarvutuse keskvaartusteoreemi, mille kohaselt

b(b—s)(a—s —a)?
mi() = () [ == - Lo g,

a

17



Valides teoreemis 5 d = 1, saame jaakliikme esitada kujul

b
Ri(f) = / Ky () ' (s)ds,

b b
b—a b—a a+b—2s
Kl(s):/ (x—s)gd:p— 5 ((a—s)g_—i—(b—s)g_) :/ dr— 5 = 5 )
a S

Kuna Kj(s) muudab mérki piirkonnas s € [a, ], siis me keskvadrtusteoreemi ka-
sutada ei saa, kuid jaakliikme integraalsel kujul saame vilja kirjutada, kusjuures

piisavalt sileda f korral on viimased esitused samavairsed

Rﬂd):/{f(“;b—s) f’(s)ds:/abe”(s)ds.

4.2 Simpsoni valem

Simpsoni valem esitub kujul (vt. [3], k. 79)

[ e =25 (s car (57) o 400) g5 (57 10100 €<t

ning on teada, et see on tdpne kuuppoliinoomide korral, st. p = 3. Siin ¢ty = a,
t, = “TH’, ta =bja Ag = As = bfTa, A = 4577“. Teoreemi 5 pohjal, olgu d = 4 ja
f € C*a,b], saame

b
Ro(f) = / Ki(s)fD(s)ds,

18



Ki(s) = (b—s)? B (b—a)(b—s)? _

24 36
3(b—s)—2(b—a)
=(b—s)? =
(b—s) =
—3)3 —
_ (b—5)°(2a+b— 3s) <0
72 -
Kui s € [a, ‘%b), siis

—35)4 —a a 3
K4(S):<b24) _636 <4< —2H)_S> +(b_8)3>:

_ (a—s)3(a7;26—33) <0.

Kuna K4(s) < 0 iga s € [a,b] korral, siis K4 ei muuda méarki piirkonnas [a,b] ja

saame kasutada inetgraalarvutuse keskvaartusteoreemi, mille kohaselt

b _ )4 a a 3
Ra(h) = 1) [ (“’24) b <4< ) +(b—s)3>>ds:
a +

_ e (=) b-a “2“’<a+b_s>3s_<ba>5 _
=/ (§)< 120 9 /a 2 d 144 N




Kokkuvote

To606s toodi toestus interpolatsioonitiitipi kvadratuurvalemi jadklitkme esitusele in-
tegraalsel kujul ilma tundmatu konstandita. Selleks on esmalt toestatud L. L. Sc-

humakeri raamatus esitatud diferentssuhte esitus (Teoreem 2)

it (—1)*DE Q" () f M (2)da

. 0<k<m-—1.
t (m —1)! -

[tia cee 7ti+m]f =

Saadud diferentssuhte esituse pohjal on interpolatsioonipoliinoomi jaakliige esita-

tud kujul (Teoreem 3)

P (CDFDEQEH () SR (s)

n!

ds

Rn(az):(ﬂz—to)...(a:—tn)/

a

ja on néidatud, et see on ekvivalentne Brunneri monograafias toodud valemiga

b
Ro(z) = / Ka(z, s)fD(s)ds, o € [a, B],

kus

Ky(w,s) = (d_ll), ((x =) = i)t - s)i‘l) , 1<d<n+1.

=0

Interpolatsioonitiiiipi kvadratuurvalemi jadkliige esitub kujul (Teoreem 5)

b
Ro(f) = / Ka(s) D (s)ds,

kus
b n
Ky(s) = (d_ll)! (/ (x — ) do — ;Ai(ti - s)fl;l> |

To66 lopetuseks on toodud ka moned naited, kuidas pohiteoreemi rakendamisel saab

tuletada kvadratuurvalemi jasakliikmeid klassikalisel kujul.
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