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EESSONA

Ulesannete kogu sisaldab naiteid ja ilesandeid mate-
maatilise analuisi alalt diferentsiaalarvutuse ulatuses ja
on mfeldud matemaatilise analuisi praktikumi labiviimiseks
prof. G.Kangro Opiku "Matemaatiline analilis "I jargi TRU
matemaatikateaduskonna ja filsikaosakonna esimestel kursus-
tel sigissemestril.

Ulesannete kogu igas osas on antud lilhike teoreetiline
sissejuhatus, kus on dra toodud pdéhilised mdisted, valemid
ja teoreemid, mida laheb vaja vastava osa lUlesannete lahen-
damisel. Samuti on toodud rohkesti naiteid tuupiliste lahen-
dusvdtete rakendamise kohta. See teeb Ulesannete kogu kaunis
sdltumatuks matemaatilise analilsi kursuse Opikutest,vdima]-
dab Ulesannete kogu kasutada ka iseseisvalt dppijail ja teis-
tes Oppeasutustes, kus matemaatilise analiilisi programmid on
vaiksema ulatusega.

Ulesannete kogu iksikud peatiikid on koostanud jargmi-
sed autorid: |1 peatikk - E.Reimers, Il peatikk - T.SO6rmus,
Il peatukk - S.Baron, 1V peatukk - E.Reimers ja M.Tonnov,
V peatlikk - E.Reimers ja S. Baron, VI peatikk - E. Jlrimée.
Kolmanda truki valmistasid ette S. Baron ja E. Reimers.

Kdigile arvutusiilesannetele on QFFud vastused. Tarnike-
sega (*) margitud Ulesannetele on vastustes antud kas lahen-

dust pdhjendav markus, juhised lahendamiseks vdi on ara too-
dud kogu lahendus.
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I.SISSEJUHATUS ANALUUSI

81. Summa simbol.

Jarjestikuliste indeksitega suuruste a®, a™+" ,..., a®
summa kirjutatakse tles summa simboli (kreeka taht

Hgma", vastab ladina tahele "S™) abil luhidalt jargmiselt:
fl

ak + ak+l+ +Sio= ] pai* 0)
kus sumboli £ all ja peal olevad indeksid kja n naitavad
vastavalt summa esimese ja viimase liikme indeksit. Sumboli
jérel kirjutatakse avaldis, millest saame summa k&ik liik-
med, andes summeerimisindeksile (milleks vdrduses ) on

téht "i") vastavad vaartused. Tdepoolest, i = kkorral saa-

me summa esimese liikme &\., 1 = K¢ 1 korral saame teise
liikme a””™ jne., kuni 1 =n korral saame summa viimase
liikme an*

Jaide 1. Kirjutame sumboli abil summa

1+ 2+ 22+ 23 + 24.

Olgu summeerimisindeksiks téht j, siis summa liikmed saame
naiteks avaldisest 2*, kui j =0,1,2,3,4. Seega

4
1 +2+22+25 +24 = X"2".
J_o
Sama summa liikmed saame naiteks ka avaldisest 2

m = 2,3*4,5%6. Seega ka

m=P ki



6
1 +2+22+25 + 24 = 22m-2.
m=
Voib leida ka veel teisi kirjutisi antud summale simboli

abil.

Naide 2. Kirjutame summa simboli abil summa

1-2+3-4 +5- 6+7-
Selle summa liikmed saame naditeks avaldisest (—1)k+1k, kui

K=1,2,...,7. Seega

;
1-2+3-4+5-6+7 = 2 (-1)k+lk.
f=1

Ulesanded.
Kirjutada simboli abil jargmised summad.
al + a2 + ... + aQ
bg + bg + ... + by
1+2+3 +4+ 5+ 6
1-1+1-1+1-1
1-4+9-16+25
1 +qg+9g2+ ... +gK
- libsrg+s #l

|

20+8+1 +2+4+16

0~ OU AW N

[{e]

0. 1 +5+3+J) +5+g+ 7

11. Jd_ +_2 +_ 4 _+ 8 4+ 16
X+1 X2+4 xN+9 x"N+16 x5+25

12. 3"+ an_%vb+-an_2ﬁQ +... +bn
13. (a +b)u



Markus.Viimase llesande 13

binoomvalemit.

lahendamisel kasutada Newtoni

Kirjutada ilma sumina sumbolita jargmised avaldised.

14. 7 bk 19.

15. f 33 m

16. =+ (2+i) 21.
«0

V. ot 22.
S0

18. Zx/1

Z (-Dklog Kk

£ (-1)n5n
7 t*wm
k=g k+1
N

k-0

1

23» Toestada jargmised summa simboli omadused:

n n
a Z(a.K+ bk) =
) 2 ) L, £, v
b ie -
) E:].al A'I:Lkh' - Z|:-t
[ - a™» 1
) ™S
S
d = :
) ?=0 =~ ai-k
n n-&
e . .
) Rni o Epeaitk
m n /m
D BGGosbi) = Gly
Markus. Viimase omaduse f) tlestamisel kasutada oma-

dust c).

Lihtsustada jargmised avaldised.



25« 2 sin2i + JEj coszl( i ““2)
1-n

26. E;Zgl +0B i) -2 52 05’ '(_

N=qy

27. 2 1 + K+3 cGl)*

i=i * K=r

28. JT( + 22 + ... +|3
n A i+ (tosadire ay

30. f***- B2 (v orsudire tisay)

=0 js-v

82. Reaalarvu absoluutvaartus .ja radikaalid.

Reaalarvu a absoluutvddrtuseks nimetatakse arvu |a|,

mis rahuldab tingimust

a, kui a>0,
lal { 2
"% —a,~kui ano0. @
Ulesanded.
31. Tdestada jargmised reaalarvu absoluutvidrtuse omadu-
sed:
1) lal~o, 5) |lal - Iblj~la + bl < Ja] + |b],
2) l-al = lal, 6) Ilal - Ibll™la - bl<lal + b,
3) at|al, 7)) bl = Jal I,
4) -at ]al, 8) |Sl=j‘§bi (b * 0).
b |
32. Naidata, et jargmiste vdrratuste paarid on samavaar-
sed:

- 10 -



1) |lalkb m -b<a<b (kus b>0),
2) Jaj®*b ja -b<a”b (kus b"0).

Arvu " nimetatakse reaalarvu a n-astme .iuureks. kui
‘mm = a. Naturaalse n korral kehtivad jargmised vaited:

1= Kui n on paarisarv ja a>0, siis eksisteerib  kaks
reaalarvu £ ja ~ , mis osutuvad arvu a n-astme juurteks.
Need arvud on absoluutvaértuselt vdrdsed ja erinevate mérki-
dega, s.t. ~ N . Naiteks, kui a=4, siis 2-astme juur-
teks (ruut juurteks) on arvud 2 ja -2. Paarisarvulise n kor-
ral arvul a<0 juuri ei ole.

2= Kui n on paaritu arv, siis igal arvul a eksisteerib
vaid Uks n-astme juur ~ , kusjuures a>0 korral on >0 ja
a<0 korral on "<0» Naiteks arvu a= 8 korral on 3-astme
juureks (kuupjuureks) arv~ =2 jaa=-8 korral on 3-ast-
me juureks arv N = -2.

Arvu a= 0 juureks on ~ = 0.

Stmboliga M~& tahistatakse

1) paarisarvulise n korral arvu a seda n-astme juurt
mis on mittenegatiivne (s.t. $>0),

2) paarituarvulise n korral arvu a ainsat juurt

Seega vdime definitsiooni pdhjal kirjutada:

lal , kui n on paarisarv,

Va* = ) }
a, kui n on paaritu arv.

Kui n = 2 kirjutatakse 2-Ja2~asemel w&". Seega
\ja* = |af . (©)

-1 -



Sltmbolit V nimetatakse radikaaliks ehk juuremargiks.

Naiteks vorrandi x* = 9 lehendamisel saame lahendiks
x = - \JIT= - 3» sest valemi (3) jargi on {3 = 3»
Ndide 1. Juurime radikaali s/x2y. Saame vorduste (3)

ja (2) pdhjal

rx X, kui x>0,
\Ix2y = v/x2 n/t'= |xI \/7= ix v|_y, Kui X70.

Naide 2. Viime avaldises x /T arvu x juuremdrgi alla.
Saame
f\Ix2y, kui x > 0,

X V_:' ji 2~
y Jtrvjx y, kui x 4 0.

Ulesanded.

Juurida jargmised radikaalid.
33, V(&x - 20T 3r*
34. (a - b) V (a- by2 38. x ¢ V(x -1)2
35. V(a2 + 1)(b2 + 1)2 39. /(X2 - 4x + 4)2
B*. V- 1)(x - x2 -1)2
40. Va N -x V-6ax + 3IAaddax
Jargmistes avaldistes viia radikaali ees olev kordaja
juuremdrgi alla.
41. x>T2 42. @ -m vm-2

- 12 -



3. (3 - x)\/HE 47. X3\ j - 2
Vx -3
44. (x2 - 1) \] *2 - 21 \J

45, (x2 +x +1) oY 49. (y2- 1) fy - 10

46. x W¥x -1

83« Matemaatilise induktsiooni meetod.

Olgu antud seeria mingeid vaiteid Vn (n = k, k+1,...).
Matemaatilise induktsiooni meetod utleb, et antud seerias

iga vaide Vn on oige, kui

1< on 0ige, s.t. seerias esimene vaide on 0ige;

2° Vnih+Mt s.t. oletusest, et suvaline vaide VQ oe
dige, jareldub, et jargnev vaide Vn+j on 0ige.

Tingimust 1< nimetatakse induktsiooni baasiks ja tingi-
must 2= implikatsiooniks.

Sageli ulesannete lahendamisel matemaatilise induktsioo-
ni meetodi abil tuleb eelnevalt pustitada vaidete seeria,

lahtudes ilesande sisust.

Ndide 1.Leida matemaatilise induktsiooni meetodiga samma

Lahendus_. Arvutades selle summa juhtudel n = 1»2,3»

Saame

- 13 -



Saadud erijuhtude p6hjal vGéime teha oletuse, et

igan =1,2,3,... korral. Tehtud oletuse (vaite) digsuse
kontrollimiseks kasutame matemaatilise induktsiooni mee-

todit. Vaiteks VQ (n =1,2,...) on meil oletus, et Sn = -2-,

Kontrollime, kas induktsiooni baas ja implikatsioon on Giged.
1= Esimene vdaide on dige. Seega on induktsiooni baas
dige.
2= Oletame, et vaide Vn, s.t. Sn = on dige suvalise

n korral. Siis

S =S + _ - = 1 - n(n+2) +1 n+l
n* n  (+)(+2) n+tl  (n+l)(n+2) (nHl)(n+2)~ n+2
|

Saime véite Vn+V Seega suvalise n korral Vne« s.t,
implikatsioon on dige.
Matemaatilise induktsiooni meetodi p6hjal vdime Oelda,

et tehtud oletus on dige. Seega iga n = 1,2,... korral on



51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

Ulesanded.
Tdestada jargmised valemid.

1 +2+3+ ... +n:‘T_BZJL22
2 ¢22 ¢ .. ¢n2 =n<n * "Wan *V
6

15 ¢ 25 ¢ ... ¢nd3 = [siS-L0]2
l+x+x2+ _..+xn =-—0 A1)

X-1
1-22+32- ... + i)l n2 = (-i)n"1 q(n2+-D
i . 2 . 4 . , 2n 1 2n+1
1+x 1+x2 1« 4 V+x21 x4 1—x2n+l

Leida jargmised summad Sn.

Sn =1 +3+ ... + (@2n-1)

Sh =2+4+... +2n

S :1-+ +_}_+- _____ 1

n 1.3 3.5 (2n-1)(2n+1)
n

Sn = ak» kus ak = al ¢ (k - 1)d
faal
Todestada jargmised vdrdused ( kus n = 0,1,2,...).
[n5 + (n +1)5 + (n + 2)5] : 9 = naturaalarv
@ + i)n=2*~(cos aJL + isin LW.)
4 4

(VJd - 1)n = 2n(cos - - isin SS)

6 6

COSX CO0S2X CO0S4X ... COS2™"X = = - -

- 15 -



65. (cos x + i sin x)n = cos nx + isin nx

Toestada jargmised vdrratused.
66. a) 2n>2n ¢ 1 (n = 3»4,...)
b) 2n>n2 (n =5,6,...)
67. (1 +x)n>1 +nx, kui x>-1, x ~ 0, n = 2,3» eee

68. (sin nx!~ n |sinx] (=0,1,...)

(o]
84. Absoluutvaartustega esimese astme vOrratused.
Vaatleme esimese astme vOrratusi, kus tundmatu x esi-

neb avaldistes kujuga (ax + b] , ndit.
Ix — 11+ x> + 1].

Selliste voOrratuste lahendamiseks toimime jargmiselt.

1= Leiame x vaartused, mille puhul absoluutvaartuse
markide vahel olevad avaldised saavad vordseks nulliga. |

2= Jaotame leitud x vaartuste abil x-telje osadeks.

3= Lahendame vOrratuse x-telje iga saadud osa kohta
eraldi, korvaldades igal osal absoluutvédartused absoluut-
vaartuse definitsiooni abil (vt. 82). Tulemuseks saame osa-
vastused VA, V2, ... , millest igaiks annab v@rratuse la-
hendid x-telje vastava osa kohta.

4= (Uhendame saadud osavastused VA, Vg, ... kokku ild-
vastuseks V.

Ndide 1. Lahendada vdrratus

<- 11 +x > |2 + 1] . O)

- 16 -



Lahendus.

leleiame absoluutvaartuste nullkohad:

Xx-1=0, 2x +1 =0,
X =1, X sA- 1.
2
2eJaotame x-telje osadeks saadud punktidega x = 1 ja
x = - - (vt. joon.l).
*<- 5 -1<X<1 X>1
n ~X
2 1
Joon.1e

3@ Lahendame vdrratuse (4) x-telje igal osal eraldi.
1) Kui x~- ", siis |x-1] = -(x - 1),
|2x +11 = -(2x +1),

seega vOime vdrratuse (4) kirjutada kujul

-(x - 1) +x> -(2x +1),
-x +1 +x > -2x -1,
2x > -2,
x > -1.
Naeme, et x-telje vaadeldaval osal on vdrratus (4) rahul-
datud, kui -1<x4- d Seega oleme saanud esimese osavastu-

se

L, - x€(-1, - 1]

- 17 -



2) Kui - i< x<1l, siis|x- 1= -(x - 1), |2x+"1] -2x +

Seega
-(x -1) +x>2x +1,
1> 2x + 1,
0 > 2x,
x < 0.
Naeme, et x-telje vaadeldaval osal on vorratus (4) rahul-

datud, kui x <0. Seega saime teise osavastuse
V2 )éa— £, 0).

3) Kui x>1, siis Ix- 1 =x -1, I2x ¢ 1l = 2x + 1 ja
(x-1) +x >2x +1,
2x -1 > 2x + 1,
-1 >1.
Tulemuseks saime vastuolu. Seega saime kolmanda osavas-

tuse
i x-telje osal (1, oo) vorratusel (4) lahen®

deid ei ole.

4® Kirjutame osavastuste pdhjal tldvastuse

7 : x€(-1. 0).
Seega vorratuse (4) lahenditeks on vahemiku (-1, 0) punktid.

Ndide 2. Lahendada vorratus

1-x
X ¢1 ®)

Lahendus_. Né&eme, et kohal x = -1 kaotab vdrratus mdtte,

- 18 -



s.t. x =-1 ei saa olla vl@rratuse lahendiks. Seepdrast eel-
dame, et x / -1. Absoluutvdartuse omaduse 8 pdhjal (vt. 83)
voime kirjutada vdrratuse (5) kujul
b-=-rl1lnl. <6)
Ix ¢ 1]
Korrutame voérratuse (6) mdlemaid pooli positiivse suurusega

|x =11 (meil ju x / -1). Saame vdrratuse kujul

1-*1*1x. 1] (7)
X A-1.
Edasine vdrratuse (7) lahenduskdik on analoogiline eelmise
naitega 1.
1= Leiame absoluutvéartuste nullkohad:
x-1=0 Xx+1=0
X =1, X = - 1.
2= Jaotame x-telje osadeks saadud punktidega x =1,

x = - 1. (Vt. joon. 2).

Joon.2.
Saadud jaotustest jatame valja punkti x = -1, mis, nagu

eespool négime, ei ole vdrratuse lahendiks.

3<Lahendame vdérratuse (7) arvtelje igal osal eraldi:

- 19 -



1) wui x <-1, 2) kui -1<x«l,
siis -(lX-ﬁ]> _&Jrﬁ’ siis -(x-1) 3 x+1,
1-* > -x-1, 1-x > I1t1*"
1> -1. =2* > =

Seega iga x <-T x 40

rahuldall vrrafust Vg : x-€(-1,0].
VS X« (-9, -1).
3) kui x>1,
siis x-1> x+1,
-1 >1.
Seega vastuolu.

VjJpiirkonnas (1, <) lahendeid pole.

4=  Kirjutame osavastuste pdhjal lldvastuse

V: x ~{(- 00 ,-1),(-1, 0]}

Seega vorratuse (5) lahendiks on iga x, mis asub vahemikus

(-00,-1) voi poolldigul (-1,0].

Ulesanded.
Lahendada jargmised vdrratused.
69. Ix-1]<|Ix+ ] 70. 2x - 1 n
71. Ixt > X +1 72. 2x + 11 e |x + 2
73. |x+ 11<0,01 74. x| > X

75. X +2i -|x- 214 x
76. K -31-R-x|>x-1

77. 78. I2x -1
Ix -1
1 21 10 20
79. - 80.
Ix + 2 x - 2 ° n

- 20 -



4 -3 Ix-1>1 ¢ N - 3N
5X - 213 - xU 2 - I5x - 11

N> 3 84. 1ZLisSlI
fax + 71 U - 5x1

8b5» Kdrgema astme vdrratused.

Vaatleme voOrratusi, mis sisaldavad ruutavaldisi, kuup-
avaldisi ja kdrgema astme avaldisi tundmatu x suhtes, kus-
juures vlrratuses vdivad esineda ka absoluutvaartustega liik-

med, nait.

X2 - 2 |x + 21- 4£ 0.
Ruutvorratuste (mdnikord ka kdrgema astme vdrratuste) lahen-
damisel on sobiv kasutada ndidetes 1 ja 2 antud meetodeid.

Naide 1. Lahendada vérratus

*

X2 + 2x - 3<0. ®

Lahendus™ Muudame vérratuse (8) vasaku poole taisruu-

duks. Selleks liidame vdrratuse molemale poolele 4, saame

X2 + 2x + 1<4,

(x + 1)2<4,
Ix + 1] <2,
-2<x +1 <2,
-3 <x <1.

Seega vorratuse lahenditeks on xfc(-3, 1).

-1 -



Lahendame vorratuse (8) veel teise nn. graafilise meeto
diga. Selleks leiame virratuse (8) vasaku poole nullkohsd,
see on kohad, kus x2 + 2x - 3 = 0. Need on x1 = -3t x2 = 1*
Et ruutpolinoomi x2 + 2x - 3 pealiikme kordaja on positiivne,

siis vastava ruutparabooli y= x2 ¢ 2x - 3 graafik asetseb

allpool Xtelge (y<0) selle polunoomi nullkohtaae vahel
(vt. joon. 3).

Joon. 3*
Vorratuse (8) lahenditeks on parajasti need punktid, kus

y<0, s.t. x€ (-3, 1).
Naide 2. Lahendada vérratus
X2 - 2|x + 2] - 4« 0. (©)

Lahendus_. Leiame nagu esimese astme vlrratuste korral ab-

soluutvéaartuste nullkohad. Saame

X +2=0 ehk x = -2.

Kanname leitud nullkohad x-teljele, mille tulemusena x-telg
jaotub osadeks (vt. joon.4).

XN-2 x> -2



Lahendame vdrratuse x-telje igal saadud osal eraldi,
1) Kui x” -2, siis Ix + 2l= -(x + 2). Selles piirkonna

esitub vdrratus (9) kujul
X2 - 2[- (x +2)] - 44 O

ehk
X2 + 2x £0,

mille lahendamine annab -2~x”"0. Et aga x-telje vaadeldaval

osal on x” - 2, siis vorratuse lahenditeks x-telje sel osal

sobib vaid x = -2. Seega osavastus
V1 :x = -2
2) kui x > -2, siis Ix + 21 = x + 2, seega sel korral

esitub vdrratus (9) kujul

X2 - 2(x +2) - 4<0
ehk
x2"- 2x - 870.

Viimase vorratuse lahenditeks on xe[-2,4], s.t. -24x"4.
Et x-telje vaadeldaval osal x>-2, siis vastavaks osavastu-

seks on
V2: xe( - 2,4]
Osavastuste VA ja V2 pbhjal saame lldvastuse

Vi xt [-2,4].

Seega voOrratuse (9) lahenditeks on 18igu G2, 4] punktid.



Ulesanded.
Lahendada jargmised ruutvdrratused.

8 « x2 - + 2 0
86. X2 + 2x + 2> 0
87. x2 - Jx]| 6< 0
88. X2 - 6]x - 1]« ~ 0
89. X2 - 14x « s1>* - 1
Qo. 2x2 +* I3x = 2> x ¢ 2
91. X2 + 2x+3 X ¢ 11> -+
92. 21 2x+3]+2x+3>-x
93. |5*+3{>x2+2x + 3
94. |5« * 7 1< x2 + 2x+3
Uldiselt kdrgema astme vdrratuste lahendamine taandub
polinoomi
pP(x) = (x -<0(x -00 ... (x -<X), (10)
kus a(*> o> , médrgi hindamisele. Seda teeme jarg-

miselt. Pollinoomi p(x) avaldisest ndeme, et p(x) = 0 vaid

sel juhul, kui x =<*If >=0oCs1, ... . Kanname need nullkohad

x-teljele, millega ta jaotub osadeks (vt. joon.5).

AN N Y AR N NV RN SN BN 1

cCa tp), @3 A
Joon. 5*
Seejéarel uurime polunoomi p(x) tegurite marke x-fcelje igal

saadud osal eraldi. Tulemuse v@ime llevaatlikult esitada

Jargmise tabelina.



Tabelist ndeme, et x-telje kdige parempoolses osas, kus

on polinoomi (10) kdéik tegurid alati positiivsed ja

seega polinoom (10) on x-telje selles osas alati positiivne
(s.t* +-mérgiga)* Aga x-telje jJérgmises osas otl<x<.em Gn
esimene tegur x - <o1juba negatiivne, kuid Ulejd&nud  tegu-
rid on endiselt positiivsed. Seega polinoom (10) on x-telje
selles osas alati negatiivne (s.t. - -mdrgiga).Analoogiliselt
edasi minnes saame, et polinoom (10) muudab oma marki vahel-
dumisi igal osal, nagu ndidatud tabeli viimases reas. Tahen-
dab, poliunoomi (10) jaoks kehtib alati niisugune seaduspéra-

sus markide vaheldumises (vt* joon.6).

Joon* 6*
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Joonise 6 pbhjal vbime valja kirjutada piirkonnad, kus
p(x) >0 vbi kus p(x) <O0.
Naide 3. Leida piirkond, kus polinoom

PG = (X - 5)(x - 2)x(x + 2)
on positiivne ja piirkond, kus ta on negatiivne. Samuti lei-
da piirkond, kus p(x) > 0 ja kus p(x) ™ 0.
Lahendus. Kanname poliunoomi nullkohad ot =2,
aj= Q «x -2 x-teljele. Tekkinud osapiirkondade kohale
margime samasuguse markide vaheldumise seaduspdrasuse, na-

gu on joonisel 6. Saame joonise 7»

-2 0 2 5
Joon. 7.
Joonise pdhjal vdime kirjutada, et
p(x) >0, kui xe{(-00, -2), (O, 2), (B,00) ;
p(x) <0, kui xe{(-2, 0), (2, 5)}.
Et p(x) =0, kui x =5, x =2, x =0, x = -2, siis
p(x) >0, kui x£ {(-o00j -2],[0, 2], [6,<>)}
p(x)"0, kui x € {[-2, 0] f[2, 51} -

Naide 4. Lahendada vdrratus

2x(x + 1B - x)(x - 5)2<0. 11

Lahendus. Teisendame vasakul oleva polinoomi kujule(10)

Selleks kustutame vdrratusest kordaja 2. Kuna 3-x = -(x_2)f

siis saame vOrratuse Kkirjutada kujul
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-x(x + 1)(x - 3)(x - 5)2<0
ehk

x( x + 1)(x - 3)(x -5)2> 0.
Ruutteguri (x—5)p nullkoht on x = 5» mis ei ole lahend.Seega
vOoime eeldada, et vOrratuses on X g ja siis on (x - 5)2> 0.
See tegur ei mdjuta polinoomi mérki ja me vGime ta vorratu-
sest dra jatta. Tulemuseks saame lahtevérratusega (11) sa-

mavaarse susteemi
(x(x + 1)(x - 3)>0,
* A 5*
Selles sisteemis on polinoom juba kujul (10). J&ab leida piir-

kond, kus p(x) = x(x F1)(x - 3) on ¢ -mirgiga. Selleks teeme

joonise 8«

Joon.8.

Jooniselt 8 ndeme, et p(x) >0, kui xe {(-1,0),(3, 0)}- ,
Kuna meil x A 5» siis voOrratuse (11) lahenditeks on
x£ J(-1, 0),(3, 5 ) ,
Naide 3. Lahendada vdrratus
(x - 1)2(2x2 - 7x 6)« 0. (12)

LahendusPaneme tahele, et vdrratuses ruuttegur lagu-

neb reaalsete lineaartegurite korrutiseks:
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2X2—7X06»2(X—%)(X—2).
Seega, Jattes kordaja 2 &ra, vdime voOrratuse (12) kirjutada
kujul

x -2 - DX -2) « O r3)
Teguri (x -1)2 nullkoht x = 1 on vdrratuse lahendiks.Ulejaa-
nud kohtades on ( x - Jarelikult vdime vOrratusest
(13) selle teguri dra jatta, kui arvestame, et lahtevorra-
tuse (12) lahendiks on ka x = 1. Selle lahendi meelespidami-
seks margime ta uue vdrratuse kdrvale < Seega saame vérratu-

seet (13)» et
x - %)(x _2)40, x=1.

Viimase vdrratuse lahenditeks on x'ﬂf%n aﬂ. Jarelikult

X€
o

Haide 6. Lahendada vdrratus

X6 - 2XN - XN ¢ X3 ¢ 2xX2 ¢ x - 2>0.

ALahendus. Lahutame vasakul oleva polinoomi reaalsete
t«gurite korrutiseks (nadit. Horneri skeemi abil), siis saa-

me
x ¢ DX - 2)(x -1)2(x2+ x «1)>0.

Et tegur x2 + x + 1>0, siis, kustutades teda,saame samavaar-
se vdrratuse
Analoogiline olukord esineb alati paarisastmeliste

tegurite arajatmlse korral, _kui vdrratus on mitteran-
ge, s.t. esineb ka vorduse’ juhtum.
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x ¢ DH(x-2)(x - 1)2 > 0.

Edasi kustutame teguri (x-—1)rj> 0 (vt* nadide 5) ja saame

vaadeldava vOrratusega samavaarse slsteemi (vt* ndide 4)

(x + 1)( x - 2) >0,
XA

mille lahendamine annab x €.[(-00 , -1), (2, )] -

Ndide 7« Lahendada vdrratus
(x - 1)2(x2 - 3x 2)4 0. (14
ALahendus .Et x°-3x+2 = (x-1)(x-2), siis vdib v@rratuse
(14) kirjutada kujul
(x -1)5(x - 2) 4 0.

Viimane vOrratus sisaldab paarituastmelist tegurit (x - 1)»

ja on seepirast samavaarne voérratusega

x-1DKx-2) 40,

(@]
sest vaadeldaval juhul teguri (x-1) >0 &rajatmisega la-

hend x =1 ei lahe kaduma, sest sdilib tegur (x - 1).Vor-
ratuse (X - 1)(x - 2) 4 0 lahenditeks on xc[1, 2]. Need
ongi voOrratuse (14) lahendid.

Naide 8. Lahendada vdrratus

x -5(x-2)5(x2 +x +2)>0.

Lahendus_. Kustutame tegurid x2 ¢ x + 2 >0 ja (x-2)"0,

saame samavaarse vorratuse (x - 2)(x - 5)> 0, mille lahen-
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damine annab x € {(-<, 2), (5, 00 )J.

Ulesanded.

Lahendada jérgmised vdrratused.

95. X? - Sé_crk+4’\0
96. X6 - 35 + 33 + B - 440

97. XN+ x4 - 2x3 -mK2 -m<+ 2 <0

98. 2X3 -X2 - 25 - 12>0

99. X2 + 38 —-x4 - 3x< 0

100. X(X2 - 3+ 2)@<2 + < + P2 + X+
101. 8x5 - x4 - BDB + Bx2 - BX +6 >0

Vorratuste
2fc2>0, wuo0), <15)
Q)
kus P(x), Q(x) on polinoomid, lahendamiseks korrutatakse

vorratuse pooli nimetaja ruuduga ~Q(x)]J2 ~ 0, millega vor-
ratus(1l5) asendub samavdidrse silisteemiga

JP()Q(x)>0, (4 0)
Q(x) AO.

Tingimus Q(x) £ 0 tahendab, et vorratuse P(x)Q(x) > 0 la-
hendite seast tuleb vdlja jatta punktid x, kus Q(x) = 0.

Analoogiliselt vdib veenduda, et v@rratusega

ZL*I >0 (<0) (17)
QM)

on samavaarne vorratus
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P(X)Q(x)>O (< O. (18)
Naide 9« Lahendada voOrratus

4 o.
x-1

Lahendus. See vdrratus on samavaarne jargmise silistee-

miga (ldaheme kujult (15) ule kujule (16))

| (x + 1)(x - 2)3(x -1)4 0,
| x Al.
Viimase lahendamine annab vaadeldava vOrratuse lahendid
X €{(_001 -l),(l,Z)j.
Ndide 10. Lahendada vdrratus
<Q
x + 1)2
Lahendus. Tuleb lahendada v@rratus (ldheme kujult (17)
tile kujule (18))
x - D + 3)(x + 1)0,

mis on samavaarne sisteemiga (vt. ndide 4)

Mx - 1)(x + 3)< 0,
| x/£-1.
Vaadeldava vdrratuse lahenditeks on xe j(-3, -1),(-1, D]

Ulesanded.

Lahendada jérgmised vorratused.
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102. EX N.2Xx - rffr * A <o

r-5°
103. (<- 2)30x- IKx2 + 12< + 361
<-8)209 - X
104. C<-1)(<»SHx2 + 2< + 100) Y
<+ 8)2
105« X - 3x+2 _ <0

X8 - 2R - 4+ 8

106. x - 9@ - x)6 - xR .,
(x - 4)2(x - 10)2

8 6. Arrhulkade rajad.

Olgu X ={xf mingi reaalarvude hulk. Kui leidub reaalarv
M, et iga x6X korral kehtib vdrratus x~M, siis arvu M nime-
tatakse hulga X ulemiseks tdkkeks. Analoogiliselt defineeri-
takse hulga X alumine tdke. Hulga X vdikseimat Ulemist toket
nimetatakse hulga X (Ulemiseks ra.jaks ja suurimat alumist td-
ket alumiseks rajaks. Hulga X Ulemist raja margitakse simboli-
ga sup X ehk sup x, alumist raja sumboliga inf X ehk inf x,
Arvhulkade rajade méaramiseks kasutatakse jargmisi  teoreeme»

1. Arv U on hulga X ={x} ulemiseks rajaks @ = sup xj
rajasti siis, kui

1) iga x €X korral on M;

2) iga t >0 korral leidub niisugune x*e X, et x*> U - t
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(vt. joon.9).

. Arv mon hulga X ={x} alumiseks rajaks (» = inf X)

parajasti siis, kui

1) iga x £X korral on x >m;
2) iga L>0 korral leidub niisugune x"e X, et x"<m £
(vt. joon.9).

Xz X X"
_____ £/ S S W & [
w  mtt M6 M
Joon.9*

Kui X = (a,b), siis sup(a,b) = b, inf(a,b) = a. Ldépliku
hulga X ={n], kus n = 1,2,3*4,5, korral on sup X = 5» inf X=
s 1. Kui hulgal X Ulemine raja puudub, siis kirjutatakse

sup X =00 ja kui puudub alumine raja, siis inf X * - 00 .

Ulesanded.
Jargmistes hulkades (kus n = 1,2,...) leida suurim ja

vahim element.

18 i 30

108. 110., |(-1)n n}
Jargmistes hulkades X leida suurim ja véahim element

ning sup X ja inf X.

113. X ={(0, 1),(1, 2),(@3, 4)
111. X = (@, 3T

112 X «]0, (1,3)} 114. X =[-1, 0o0)



115. x = (-«».00) 116. x ={o, n}

Jargmistes hulkades X =(«}» kus n = 1,2,..., leida
sop 2* da inf xn.
H
17. ==k 121. o (14
flin .1 + (-1 _ _
118. N 122. n[2 + (-Hn]
119. v c")n"I<2 + i) 123. , n(-Dbn
120. X =1 + -2- cos a2E 124. XN~ 1
n )\ 2 n - 10,2

125~ Olgu |-x} hulk, mis koosneb arvude xe{x| vastandarvu-

dest« Tdestada, et
a) inf {-x}= -sup {x);
b) sup {-x]= -inf {x}.
126. Olgu jx ¢ y} koigi summade x + y hulk, kus xe{x},

yO{y} - Tdestada, et
a) inf {x ¢ y}

inf{x} ¢ inf {yj;
b) sup (x +y} = supfx} + sup

127. Olgu {xy} kdigi korrutiste xy hulk, kus xe {x}, ye fy}
jax>0 , ¥> 0. TOGestada, et

a) inf {xy} = inf{x} inf (y|;

b) sup {xy} = sup{x} sup {y}.
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1. FUNKTSITOONTID

81. Funktsiooni mdiste.

Olgu X ={x] mingi reaalarvude hulk.

Funktsiooni definitsioon™ Kui muutuja x igale vé&rtuse-
le hulgas X vastab muutuja ykindel vaartus, siis odeldakse,
et yon muutuja x funktsioon hulgas X ja téhistatakse silm-
boliga y= f(x) (V0i y=F(x), ¥=y(X), ¥=9(x), y="(x)
jne.).

Muutujat x nimetatakse funktsiooni Yy argumendiks ehk
sOltumatuks muutujaks. Hulka X nimetatakse funktsiooni \Y4
madramispiirkonnaks.Funktsiooni y= f(x) vaartuste hulka
T ={y} nimetatakse funktsiooni muutumispllrkonnaks.

Vastavalt definitsioonile on funktsioon Y= f(x) an-
tud, kui on teada:

a) funktsiooni mdaramispiirkond X,

b) eeskiri f, misseab argumendi x igale vaartusele hul-
gas X vastavusse funktsiooni yvéairtuse.

Kui valemi abil (ehk analtutiliselt) antud funktsiooni
korral maaramispiirkond X ei ole fikseeritud, siis tuleb
selle all mGista argumendi védartuste niisugust hulka, mille
puhul funktsiooni analuitiline esitus méérab funktsiooni
vaartuse. Jargnevas on esitatud mdnede [lihtsamate funktsi-
oonide maaramispiirkonnad X ja muutumispiirkonnad Y, mida

kasutatakse mitmesuguste funktsioonide madramispiirkonna
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leidmisel;
1) Y=ax @ Q ar 1): X

-a®,<>» Ts O

2) ys logax (&> Q a/ 1): X @©);

©, ~>), T= G d»

3) y=W: X = T=fo, ad);

4) 7 = x*s toil- Jjfpr (» 3» ““«i»"»“*). BiB
r(:o@f,o@a)))f kui «00,
U{(-0b, O),(@ ® )} , kui «*<0;

kui die --— (m ja n téisarvud), siis
2n+1

),co ), kui <*>0,
[0,00), Kkui <*<0;
5) ¥ = sin x, y= ffos x: X = (-<x>,00), T =[-1, +1];
6) y= tan x: X *<» x A (2k+1)jj (k=0,1,-2,...),
Y = (00 , 00 )j

7) Y =cot x €X =[x: 2kam (K=0,-145"2,...), T = (- <00)]
m Tl
* »l
L™ 2 * 2

Tsfo.4

(- > 'DZ);

11) y= arccot X X = (- oo, co)( y= (O, m).

—
1

Hajde 1» Leiame funktsiooni f(x) =/x2 - x méaramie-
piirkonna. Funktsiooni avaldisest ndeme, et peab kehtima

vorratus



X2 - x > Q

sest ruutjuur eksisteerib vaid mittenegatiivsete arvude kor-
ral. Viimase vorratuse lahenditeks on x "{(- 00, 0), M=)k
Seega hulk X = {(- 00, 0), (1, 00)} ongi funktsiooni f(x) =

= \|X2 - x maaramispiirkonnaks.

Naide 2. Leiame funktsiooni

f(x) = arcsin 5 - =5 ()

mééramispiirkonna.
Funktsiooni avaldises on esimene liidetav maaratud, Kkui
A1 ja teine liidetav, kui x2 -1 A 0. Et funktsi-
oon f(x) osutub m&aratuks vaid seal, kus mdélemad liidetavad

on lUheaegselt maaratud, siis tuleb lahendada siisteem

Ststeemi lahenditeks on xc{(-1, 1), @, 411 -~
Seega funktsiooni (1) méA&ramispiirkonnaks on hulk

X = {(-1, 1), @, 41} .

Ulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide mdaramispiirkonnad»

128. y= Vx +1 129. y= o - o+ 2x"1

130. y =yix2 - 3 13ley =Vx + 1 —
V2 ¢ X
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132. wy= \tx - x5)(x ¢ 3J(x -<c]

- X2 - 3x ¢ 2 2x
133. =m0 134. 1+ X
= arcsin(log - 136. S - ¢ \fx-T2
135. v (log 1o ) y log(l - %) x
137. 138. Y= (2x)!
x + 2 » 1+ X
139. vy = log[cos(log x)]
140. 7 = arcsinC1l + 11 ¢ Ix --2L)
10 5
p
141. v = log(x Ix + 3] +3)
142. v = logj.2 143. = logsin x
144. v= Vlog sin x 145. = log(arccos X -s)
146.  y-= s2arctan x - 3 147. oo 30
Vsinx
148. y * arcsin 2»2 - log(4 - o

149. y-= log(x - [x|)

Soe Y VI-log(10x) + log(IxJ . x)

Maarata, missugustes jargmistes paarides on funktsioo-

nid samad ja missugustes on nad erinevad.
151, f() =1 ja g =}

152. (X)) = x ja g(x) W\[*

153. f(x) = log x2 ja g(x) = 2log X
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154. f(x) = log % ja g(x) = - log x

155.  f(x) = log x2 ja g(x) = 2log &l

156* f(x) = arctan(tan x) ja g(x) = tan{arctan x)

157« f(x) = log - 1 ja g(x) = loglxj - log|x + 1I
X +

158. f(x) = simrx, kus x«[-1,0] ja g(x) = sint4 -x), kus
x€ [0,1]

Kui y= f(u), kus u = g(x), siis odeldakse, et vy on
muutuja x suhtes liitfunktsioon :ia kir.iutatakse )/: fa<*>].

Ndide 3. Olgu antud funktsioonid f(x) = 10xja g(x) =
= log(x2 - 4). Leida funktsioonid f [g(X)J , g £2+F(X)] ja
arvutada g [f(1)J .

Lahendus. Funktsiooni f[g(x)J saamiseks tuleb funktsi-
ooni f(x) argumendi x asemele panna funktsiooni g(x) aval- |,
dis. Saame

fl[g(6] « 101»K(x2-4)= x2 _ 4(C kui N > 2>
Analoogiliselt

g2 + F()] g(2+10%) = log[(2+10x)2 - 4]=
log(4-10x + KO2*) = log 10>(4 + 10X =
>+ log(4 + 10X93.
Lopuks arvutame g[f(1)J . Saame f(1) = 10. Seega

g[f(™)]1= 8(10) = log(102 - 4) = log 96.

Ulesanded.

159. Arvutada f(0), f(0,1), f(-1), f(2) ja f( £2), kui
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f(x) a x4 - 2X3 + x2 ¢ 3X

160. Olgu f(X) = 2x™ + x2 - 4X - 2. Lahendada vdrrand
f(x) = (- i).

161. Arrutada f[f()] , fI9CO1 . 9lgC)] ., 9[fC)1 , kui
f(x) a log X, g(x) a XZ'-

162. Leida <p(-x)F if(x+1), vF(x) ¢ 1, ’\(j]), i ja

No +*7? kui

a) ip(x) a 1 - x2}
b =7" .
) > =

163* Arvutada f(-3), f(0), f(—D), f(1) ja f(10), teades, et

G kui xef-10, -1);
09 2, ie C-1>
k arccos(log x\ kui X€L1d 10|J'
164. On antud funktsioon
sinC7-x), kui x£[-Tr21]-

F(x) « ™ Itan xI'1 kui x€ (-J3? fH-)]
2 2

N - cos X, kui xe[f., jr]

Arvutada F(- 2IL) ,F(-m), F(- -2L), F(-2.)f F(0)+7C, P
F(eT) - 71
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165* 01g» *X(x) = log - x . Tdestada, et
1-x

%h(x) = Y<E-££).

166, Olgu y(x) = |(ax ¢ a**), kos a>0. TSeetada, et

F(x*j) ¢ if(x-y) * 2y(x) y(@J)-

Halde 4* Leiame funktsiooni f(x), teades, et

Tahistame -27= vV, siisx =1 - - Jja >e saame
1-x A4

2-0 - ?0 , - L
fO) . fy 7 vl
%
Vottes saadud funktsioonis argumendi yasemel x, saame

f(x) =x ¢ 1.
\
Lahendamiseks vdib kasutada ka jargmist votet, mis moni-
kord viib kiiremini sihile. Nimelt teisendame funktsiooni
n
avaldist nii, et --—- oleks funktsiooni argumendiks* Saame
1-x
1 _ 27X _1+1~X 1 n
1-x 771-x ~ 1-Xx 1-x
. A _
Tahistades Yy = f__’ saame jalle f(y) s ye¢ 1. Seega
-X
f(x) = X+ 1.
Ulesanded.

Leida funktsioon f(x), kui
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167. f(x+1)

168 (:50) 3¢+ 2
169. f(p) =
170.  f(@-3%)
171. f(3x +
172, fx+- &b

Jargmistes Ullesannetes leidst funktsiooni f(x) nullkoiiad. ja

madramispiirkonna osadf kus f(x) >0 ja kus f(x) <0#

173.  f(x) = ~ ~ 4 174. F(X) = ———— ——mmmme
X2 + X +6 X

175.  £(x)

2X"1 176. f(X) = log I" o I

177.  f(x) = sin2x + 1

178. f(x) = ji®2 , kus X = (- -1n
X3 - 27 2

179. f(x) =~X-—-"—m, kus X = {(- 00, -3)»(-3t 2)}
x2 -9

180. On antud funktsioonid <p(x) = f(x) - f(0) ja y(x) =
s8f(x) - f(-1) , kus f(x) = &2 - 2x + 3» Leida funktsiooni-
de <p(X) ja y(x) nullkohad.

82. Funktsioonide liike.
1. Paaris- _japaaritud funktsioonid. Kui iga x puhul
maaramispiirkonnas X kehtib
f(-x) = (),

siis nimetatakse funktsiooni f(x) paarisfunktsiooni ks. kui



aga

f(-x) = -1,
siis paarituks.
Naide 5. Naitame, et funktsioon f(x) = i;n xf , kus
X 3 {(-00 , -1), (-1» 1)»(1* 00 )} , on paarisfunktsioon.

Toepoolest, iga xeX puhul v8ime kirjutada
f(-x) = = Sinx! = f(x).
(-x)2 -1 x2 -1
Seega kehtib vordus (2), s.t. funktsioon f(x) on paarisfunkt-
sioon.

2
Naide 6. Funktsioon f(x) = log(gx| + 1)+ - , kus
1

X a|(-00, 1)»(1»00)}“pole ei paaris- ega paaritu funktsi-

oon, sest mis tahes xfeX korral on
2
f(-x) =log(]-x]+1) + S zZI-=10g( x|+ 1) + -2
-X)-1 -x-1
ja seega ei kehti kumbki vdrdustest (2) ja (3)-

Ulesanded.

Selgitada, missugused jargmistest funktsioonidest On
paarisfunktsioonid ja missugused paaritud funktsioonid.

181. f(x) =2 - x5
X

182,  f(x) log(x2

ei*x D

S, () = 2@+ a_2x)» kus a>0

184. f(x) - VI +x +x2 - "Il - x +x2
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185. (x> * lo« -p -2
186. f(x> s \/(x ¢ 1)2 ¢ H x - 1>% *"e x * L'100*1°"
187. *00 * m*» X ~ X coe X

188. fCx) * «in * - cos X

189. f(x) m 1 - 1" SB&/X“' t-X -[-»*.m HO¥]
X -X

190. y * * *m I1m kee a>0,
ax ¢ a“*

191. y* x2 ¢« \/xT"1, kae | * C-1> 13

192t 7 = log(Xx +\in + X2)

195. L~ida analuldtiline esitas funktsioonile, mis 1) on
mSiratud piirkonnas (- c¢*, 00 )» 2) on paarisfunktsioon ja 3)
thtib piirkonnas [O, @ ) funktsiooniga f(x) = x - 1. Joonis-
tada selle funktsiooni graafik.

194« Leida analudtiline esitus funktsioonile, mis 1) on
defineeritud piirkonnas (-9* 9)» 2) on paaritu funktsioon
ja 3) uhtib piirkonnas [0, 9) funktsiooniga y= - HEJoonis-
tada selle funktsiooni graafik*

195* Kas funkteioon

-3, kui x £(-<*>, -2),
1 -x2,kui xfe C-2, -1),
Y=< 0, kui x € fc-1, 1],

*2-1, kui xc (1, 2],
~3» kui x £(2,0p)

on paaris— Toi paaritu funktsioon?
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196« Kae funktsioon

f - cos X, kui x €
)/\] 0. wx .tt-sx.-Ffl.tf

I cos x, kui xt (- )

on paaris- v0i paaritu funktsioon?

197* TOestada, et kahe paarisfunktsiooni vdi kahe paaritu
funktsiooni korrutis on paarisfunktsioon» kuna paari«- ja
paaritu funktsiooni korrutis on paaritu funktsioon.

2. Perioodilised funktsioonid. Funktsiooni f(x), mis

huldab tingimust

f(x x0j) = () (@9 0) )
iga x puhul mdaramispiirkonnas X, nimetatakse perioodiliseks
funktsiooniks, arvu oj aga funktsiooni f(x) perioodiks. Kui
u> on funktsiooni f(x) periood, siis osutuvad f(x) perioodi-
deks kdik arvud ku, kus K= -1, "2,ee_.

Seega on perioodilise funktsiooni vaartused kohtadel x,
X 0 , X + 2bl (... Uhesugused. Seose (4) pbhjal X = (-00, 00).
Naiteks, trigonomeetrilised funktsioonid on perioodilised
ja neil on jargmised perioodid (kus k= -1, -2,...):
1) y=sinx : la 2xA,
2) Y=C0S X:ca= AJr,*
3) y= tan X! 0o s Kt,
4) y=cot x : 6J* Kre 1

Funktsiooni f(x) perioodi leidmiseks tuleb tingimusest

ra-



(4) maarata arv @, vaadeldes tingimust (4) kui vorrandit
@ suhtes. Kui sel vdrrandil on muutujast X séltumatu lahend
to , siis f(x) on perioodiline funktsioon perioodiga W.
Kui aga vorrandil muutujast x soltumatuid lahendeid ei ole,
siis f(x) ei ole perioodiline. Piisab, kui leida vahim po-
sitiivne periood cj (eeldades tema olemasolu), sest sellest
saame téisarvuga A0 Kkorrutamisel ka ulejdanud perioodid
ku

Kui funktsioon on perioodiliste funktsioonide summa,
siis tema perioodiks osutub liidetavate funktsioonide peri-
oodide vahim tUhiskordne (perioodiks on ka perioodide iga
Ghiskordne).

Ndide 7. beiame funktsiooni y= sin 3x perioodi bl .
Selle funktsiooni m&aramispiirkond on X = (-o00 , 00), Tin-

gimuse (4) jargi peab iga xeX korral kehtima

sin 3( x + <0) = sin $x
ehk

sin (3x + 3co ) = sin 3x. (5)
Tahistame t = 3x, siisS saame

sin (t + 3e0 ) = sin t.

Et viimane tingimus peab kehtima iga te X korral, siis 3CJ
peab olema funktsiooni y = sin t periood. Seega 3co = 2k7T,

kust @= 277r . Vahim positiivne periood on siis ¢J = -T7I.

Leiame funktsiooni y = sin 3x perioodi coveel teisiti.

Lahendame vdrrandi (5) otsitava to suhtes, saame



sin 3(X +co ) — sin 3= 0
ehk

008 sin = 0.

Seega peab olema kas

cos 6* t ?tf. O obi 82l+A = £ + K3r
2 2 2

sin =0, ehk = KTT .
2 2

Esimesest tingimusest pole vdimalik muutujast x  s6ltumatut
60 leida. Teisest tingimusest saame
1j - a"IL

3
mis ongi otsitav periood.

Naide 8. Leiame funktsiooni

Yy = 2tan Xy sin 2x - f:cl:os 3x
3 3

perioodi cj . Selleks leiame kdigepealt ndites 7 antud meeto-

diga uUksikute liidetavate perioodid. Saame

tan § periood on co< = 3T,
sin 2x periood on cot= Kir,

cos 3x periood on co3=Qy- .
Liidetavate vahimad positiivsed perioodid on siis

= 3m, , co,= %ju.
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Vaeme, et funktsioon yon kolme perioodilise funkt

summa« Seega on tema perioodiks perioodide w01 vahin
Uhiskordne, milleks on arv 6ir. >l et iU.diselt Tfunktsiooni
yperioodideks on cj= 6kn - Periood <->= 6jt on funkt aiooai

yvahim positiivne periood.
Haide 9. Teendume, et Y= cos ~ ei ole perioodiline

funktsioon. Selleks kirjutame valja tingimuse (4), S.0.

cos ——*- =cost . ©).
X W

Lahendame voérrandi (6) suuruse oj suhtes ndites 8 antud votte-
ga« Tulemuseks saame, et cj s6ltub muutujast x« Seega funkt-
sioon yei ole perioodiline.

Sama tulemuse saame funktsiooni Yy maaramiepiirkonnaet
X = j(-o00 t 0),(0, 00 )}. Vottes x = -coex, saame, et x +cJs
= 0~X Ja seega kohal x = - oj vbrdus (6) ei pea paika.

Arutleda vOib ka nii. Tahistarne t S'R’ siis y=cos t oa
perioodiline t suhtes, s.t« tema va&rtused korduvad perioodi
2 X takka. Et x ja t vahel s6ltuvus ei ole lineaarne, siis z
suhtes funktsiooni yvaartused ei saa korduda cj takka, Uks-
kdik millise cj>0 me ka ei valiks. Seega y= cos §1 ei ole

perioodiline funktsioon.

Ulesanded.

Selgitada, missugused jargmistest funktsioonidest on
perioodilised ja leida periood.

198. y= sin Xx, 199. y= cos Xx



200. y= tan \ X 203. ¥y = |tan x|

201. y= cot \x 204. Yy = sin2x
202. y= Isin 205. ¥ = sin X e* cos X
206. f(x) = sin x+ -sin - + "ein =
2 2 3 3
207« f(x) = 2tan 2X- 3tan 3x ¢ cot -
2 1 n

208. f(x) = sin“x + écos 4x + 5

209. f(x) Vtan x - 3ir

200. f(x) = sin x2 + 2cos 2x
211. y=x cos x -1

212. u = tan \b + -y £

213. Z= ———mmmmm 1

214, <f(t) = arcsin t - — sin t
#
215. Toestada, et Uhises piirkonnas maaratud perioo-

diliste funktsioonide korrutis on perioodiline funktsioon,
kui tegurite perioodid on hismddduga.

216. ToOestada, et funktsioon f(x) (- oo<x<.po )f
rahuldab tingimust f(x + T) = kf(X), kus Kja T on positiiv-
sed konstandid, on esitatav kujul f(x) = ax vfKx). Siinjuures
a on konstant ja y?(x) on perioodiline funktsioon perioodi-
igaT.

217. Kirjutada analuttiliselt valemi abil tGles funkt-
sioon, mis 1) on perioodiline perioodiga 2, 2) on maaratud
piirkonnas (-o0=>, 0= ) ja 3) uhtib Idigus {[-1, 1] funktsioo-
niga y= x2. Teha graafik.
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218. Kirjutada analudtiliselt valemi abil iles funktsioon,
mis 1) on maaratud piirkonnas £-8» B], 2) on perioodiline
perioodiga 4 ja 3) Uhtib 18igus £o, 1] funktsiooniga ¥ = “X»
I6igus [1, 3B funktsiooniga y= 4x - x2 - 4 ja 1digus "3» 4]
funktsiooniga y= x - 4. Teha graafik.

- 3. Monotoonsed funktsioonid. Funktsiooni f(x) nimetatakse
piirkonnas X monotoonselt kasvavaks ehk mittekahanevaks. kui
mis tahe™ x <x2 puhul piirkonnas X kehtib vdrratus f(xyj)4
4 fCx”, ja monotoonselt kahanevaks ehk mittekasvavaks. kui
f(xq)>F(x2). Juhul kui f(x1)<f(x2), kdneldakse rangelt kas-
vavast ehk lihtsalt kasvavast ja Juhul f(x*)>f(x2) rangelt
kahanevast ehk kahanevast funktsioonist. Piirkonnas X on mo-

notoonse funktsiooni tunnuseks see, et vahe

fg) - f(x2)
séilitab marki selles piirkonnas, kul x" < x2.
Naide 10. Funktsioon f(x) = 2-~ x on kahanev piirkonnas
X = (-00, 0) ja piirkonnas X = (0,00), sest suvaliste x"x”"X

puhul, kus x1<x2, kehtib voérratus

f(x1) - F(x2)> 0.

Tdepoolest,

sest x2-x > 0 ja x1x2> 0, nii x1, X2 £ (- 00,0 ) kui ka

x-1»x2 =) korral.



Ulesanded.

Tdestada, et jargmised funktsioonid on kasvavad.
219. a) f(x) =r5 +1, X = (-00, -1);

B f(x) =sin ], X = (T, ™M)
Toestada, et jargmised funktsioonid on kahanevad
220. a) f(x) =x2 + 2, x = (-00 ,0);

b) f(x) = cot x, X = (O, 7C);

c) f(x) =3 - eos x, X =(-I, 0)

Maarata jargmiste funktsioonide kasvamise ja kahanemise

piirkonnad.

221, y=-\Vx +1 222. y= \Ix +1
224. [- V-(x +T), kui x € (-00, -1)
f(x) = 0, kui x £ £-1, 1],
iVx - 1, kui x €(1, 00)

4. Péordfunktsioon. Olgu X funktsiooni y = f(x) méaramis-
piirkond, Y - tema muutumispiirkond. Seame igale arvule y€Y
vastavusse k8ik need véartused x € X , mille puhul f(x) =y.
Niisuguse vastavusega madratud funktsiooni nimetatakse funkt-
siooni y= f(x) podrdfunktsiooniks ja tahistatakse x = g(y).
Péordfunktsiooni x = g(y) maadramispiirkonnaks on funktsiooni
f(x) muutumispiirkond Y ja muutumispiirkonnaks on funktsioo-
ni f(x) méaramispiirkond X. Pédrdfunktsiooni x =g(y) argumen-
di igale vaartusele ye. Y vdib vastata mitu vaartust XEX.
Viimasel juhul o6eldakse, et pddrdfunktsioon on mitmene funkt-

sioon.
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Naide 11. Leiame funktsiooni
V= X2 - 2x + 2. O
poordfunktsiooni, kui X = (-00, 1],

Funktsiooni (7) muutumispiirkonnaks on T =[1, 00),Lahen-

dame vérrandi y= x()— 2xX + 2 muutuja x suhtes, saame
x=1- Ny-1
Et péordfunktsiooni muutumispiirkonnaks peab olema
X = (- 0, 1], siis pésrdfunktsiooni analuitiliseks avaldi-

seks sobib vaid

x=1- Ny-1,

mis ongi otsitav pddrdfunktsioon. Tema mé&&ramispiirkonnaks
on funktsiooni (7) muutumispiirkond T = » 00 )e

Naide 12. Leiame funktsiooni

3X2 - 2x + 2

péordfunktsiooni, kui X = (-00, 00 ).

Antud funktsiooni muutumispiirkonnaks on Y = £1,00).
Naite 11 pdhjal

X =1=xVy-1

Et kédesoleval juhul x € (- 00,00), siis saadud avaldis ku-
jutabki podrdfunktsiooni, mille mddramispiirkonnaks on T =
- [1* 00).

Naide 13. Leiame funktsiooni

V= + 8arccot?x-~ 1 ()
2

podrdfunktsiooni.
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Lahendune vdrrandi muutuja x suhtes, saame

é - Jt = arccot”

millest

ehk

X = - +=cot Z =
3 3 8

Et funktsiooni y = arccot x muutumispiirkonnaks on hulk Y
= (0,tT) (vt, lk. 30), siis kaesoleval juhul peab olema

0<Z -,1C<IT.
8 9

millest
8JU < y067C .

Seega funktsiooni (8) pddrdfunktsioon on

X * - + ~cot Z
3 3 8

mad&ramispiirkonnaga T = (87, 161T).

Ulesanded.

Leida péordfunktsioonid jargmistele funktsioonidele.

225. a) Y= 2X

b) y= 2% kus X = (- ag -2]
226. a) y= )JE’?
b) v= ; » kus X = (0, &)
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227. & y=x2, kus X
b) v=x2, kus X
cy y= X2

228. @ y= bR - 12x

+

(-00 , O
[O, 00 );

4;

b y=%6&2 - 12< + 4, kus X = [3/2, aD)

229. ¥Y=1HX+1

231. & y=1+ log(x + 2);

b) =1+ log <+ 2] , kus1 = (-00,

232. & y=  -x2, kus X = [-1, bis
b) v=\Ni -x2, kus X = [O, 1]
233. & y-= -arcsin 3¢
b) y= "arcsin 3¢ kus X = o |

234. a3 y-= arccos—"zg;

b) vy = arccos

kus X = j~2, 0]

235. & y = arccos(l - x) -Ff;
b) y=arcc03(1 -x) -J, kus X =[b, 1

236. j =1y - arctan(zx +3), kus x =[“ |»

237« ¥ = 3+ 6arccot

~ N
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> kui x £ (-006, Dt
238. wy=i x2, kui x € [l, 4),
2X, kui x £ [4, c©

1 - cos x, kui x £ (-Jm; - E)}
239. Y= - sinx, kui x6_( - -, -1t
2 2

cos x - 1, kui x 6 (&t Jr]

&3« Funktsiooni graafiku .joonestamine
punktide _jargi.

Funktsiooni y= f(x), kus x € X, graafikuks nimeta-
takse punktide (x,y) hulka, kus x € X ja y= f(x). Graa-
fiku joonestamiseks punktide jargi vOib toimida jargmiselt:

1) leiame funktsiooni y= f(x) maaramispiirkoxma X;

2) valime mé&&ramispiirkonnas X killalt tihedalt paikneva
argumendi vaartuste sisteemi x™ (i = 1,2,...,n) ja arvutame

vastavad funktsiooni vaartused
M= f(x) (i=1,2,...,n);
3) kanname punktid (xi,yi) xy-tasandile ja Uhendame nad
sujuva joonega, millega saame funktsiooni graafiku eskiisi.
Graafiku kuju tépsustamiseks tuleb lisaks veel uurida
funktsiooni omadusi, nimelt

1 leida funktsiooni nullkohad, piirkonnad, kus ta
positiivne ja kus negatiivne;

on



2) leida funktsiooni periood, monotoonsuse (kasvamise
ja kahanemise) piirkonnad;

3) uurida funktsiooni Kkaitumist argumendi x l&henemisel
maaramispiirkonna X rajapunktidele.

Kui on teada Uhe funktsiooni y= f(x) graafik, siis

a) funktsiooni y= - f(x) graafik on peegelpildiks W=
= f(x) graafikule x-telje suhtes (joon, lO);

b) funktsiooni Y= f(-x) graafik on peegelpildiks y>
Af(x) graafikule y-telje suhtes (jJoon. 11);

c¢) funktsiooni y= f(x - a) graafik on y= f(x) graafi-
ku paralleellike x-telje sihis kaugusele a (joon. 12);

d) funktsiooni y=b + f(x) graafik on y= f(x) graafi-
ku paralleelliike y-telje sihis kaugusele b (joon.13)»

e) funktsiooni y= Af(x) (A = const AQ) graafik on y=
= f(x) graafik niisuguses koordinaatteljestikus, milles

modtihik y-teljel on korrutatud arvuga A (joon.14).
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Paljude jéargnevate ulesannete lahendamisel on arvesta-
tud, et pdhiliste elementaarfunktsioonide omadused ja graa-
fikud on teada. PBhilisteks elementaarfunktaioonldfik=a loe-
takse jargmised funktsioonid:

1) konstantne funktsioon y = c, kus c= const;

2) eksponentfunktsioon y= ax (a>0);

3) logaritmfunktsioon y= logax (@> Q af 1);

4) astmefunktsioon y= xa;

5) trigonomeetrilised funktsioonid y= sin X, Y= cos X,
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Y= tan X y= cot X

6) arkusfunktsioonid y= arcsin x, y= arccos X,

Y = arctan X, Yy = arccot Xx.

Naide 14. Joonestame funktsiooni
v=2+ (x - 1)5

graafiku, l&htudes funktsiooni y = x" graafikust.

()]

Funktsiooni y= »g graa-

fik on kujutatud punktiiriga joo-

nisel 15. Viime selle graafiku pa-

ralleelliikkega x-telje sihis pare-

male Uhe Uhiku vdrra (saame funkt-

siooni y= ( x - 1)» graafiku) jJa

seejarel paralleellikkega y-telje

sihis Ules kahe Uhiku vorra, mis

annabki funktsiooni (9)
(joon.15)e

Ulesanded.

Joonistada jargmiste funktsioonide graafikud.

240. y= 1 X 41, a- X
1 +x 2x - 3
1
242. Y=
L+x2 1, kui x>0,
243. Y=sgn X, kus sgn x = 0, kui x = 0,
<-11 kui x 40

244_. y = Cx], kus £x] tdhendab arvu x taisosa

graafiku



245t  y= X sgn x 246. y= V-x - 2
Joonistada jargmiste polaarkoordinaatides antud funktsi-
oonide graafikud.

247« r = -~ (Archimedese spiraal)

248. r = (Huperboolne spiraal)
249. r = 04 < oo

gy QAP0

JL
250. r = 22- (Logaritmiline spiraal)

251« 1= 2( + cosvp) (Kardioid)

Joonistada jargmiste funktsioonide graafikud, l&htudes
péhiliste elementaarfunktsioonide graafikutest.

252. y=x2 + k, kui k=0,-1,-2

253. y=x2 - 2xa + & - 5. kui a= O,- 1,2

254. y=2 +Xx - X2 255. y=x5 -8

256. y= VI+2 257. ¥ =3 - 2%
258. y= |log q -1 259. Y= -2log X
260. Y=" 1B (X 261. y=1 + 2x¢1

262. y=A sin x kus A=1, -2, 10

263. Y= sin(x - a), kus a= Q < T
264. y= sin nx, n=1,—,1, 2, 3
5 2
265. Y= 3 + 2c0s 2X 266. y=2+ >1 - X
267. y:*E + arcsin X 268. Y= arccos X-it
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269» 7 5 arcsin (1 + x)*
270. Funktsiooni y= f(x) graafik on kujutatud joonisel

16. Joonistada funktsioonide y= [fO)l , y=« |[[f)] ¢ TX®I

Ja y= | (Vx)I —f<x>] graafikud.

271* Joonisel 17 on funktsioon f(x) antud graafiliselt.
Leida selle funktsiooni madramis- ja muutumispiirkond ning

esitada funktsioon analtuutiliselt valemi abil.
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/
272« Leida joonisel 18 graafiliselt antud funktsiooni
f(x) analtitiline esitus (valemina), kui f(2) = 3/2 ja. f(3) =
=1.

273* Kerasse, mille raadius on R, joonestatakse silinder.
Avaldada silindri ruumala 7 tema kOrguse x funktsioonina.
274. Torni alumiseks osaks on tivikoonus, mille alumise
péhja raadius on 2R, Ulemise — R ja kdrgus on ka R. Tivikoo-
nusele on paigutatud silinder pdhja raadiusega R ja kbrguse-
ga 2R. Silindrit katab poolkera raadiusega R. Avaldada torni
horisontaalldike pindala S suuruse x funktsioonina, kus x on
16ike kaugus torni alusest*
Lahendada graafiliselt jargmised vorrandid,
275 X? ¢x -1*0 276. log x = 0,1 x
277 x = cot xt X * (0, 3t)
Lahendada graafiliselt jargmised vOrrandislsteemid.

jXxy =6, +y =10,
278 - | X
I x n-6
s sin X,
280. e " cos x X = (0, 23)
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Ir. FUNKTSTOONI PITRVAARTUS
JA PIDEVUS

81. Arvu.jada piirvaartus.
O0lgu
XNt le ece ){E]z ecoce

arvujada, mida lihidalt margime simboliga |xn] -
Arvu A nimetatakse jada {xn" piirvaartuseks. kui iga ar-
vu £>0 korral leidub niisugune arv N = N(e), et kehtib vor-

ratus

““Al < t,
kui n>N, ja kirjutatakse

Iin x  =A ehk x_-*A
n-x00 " n n

6eldakse, et jada jx"j piirvdartus on ao, kui iga arvu
M > 0 korral leidub niisugune arv N = N(M), et kehtib vor-

ratus

xn> M>
kui n > N, ja kirjutatakse

limx =00 ehk x —»co ,
n *0=

Analoogiliselt tingimusega
xn <-M

defineeritakse piirvaartus
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Kui jadal [*n[ on I8plik piirvaédrtus A, siis oOeldakse,
et jada {xn] koondub arvuks A. Kui aga jadal I6plikku piir-
vaartust ei ole, siis Oeldakse, et jada on hajuv.

Jadal on jargmised tehetega seotud piirvdartuse omadu-
sed: kui eksisteerivad I6plikud piirvaartused lim x* ja
lim yn, siis

n-*o*

lim X+ y) = L1ix 1 linm )/,

n-oo0 n~<*> U n~\~>
2 Iim (cx) = ¢ lim x c = const);
) » o0 ( ]_'I_) n-» <« T1 ( )

3) lim (xy) = limx_. lim y;
n-. n

Mo»<*> N—oo 1
X lim xn
4) lim -, = "2££— (lim YyAO),
”*°°>1’-| B

Omadustes 1) - 4) I1dplike piirvadartuste olemasolust vorduse
paremal poolel jareldub 18pliku piirvaartuse olemasolu vdr-
duse vasakul poolel, kuid mitte vastupidi. Samuti jJareldub

omadusest 3)» et iga naturaalse astme kkorral

Lim xk = (lim x Jk.
MN*oo n o<

Kui Ajgong 0, siis suurust xn nimetatakse Iopmgijgalgg-
seks ja kirjutatakse Xy = o(1). Kui higolxﬂ1: 0. siis suu-
rust xn nimetatakse lIdpmata suureks. Kui leidub arv M>0,
et Ixnl4: M iga n korral, siis suurust xn nimetatakse tdkes-
tatuks ja kirjutatakse xn = 0(1).

Piirvadrtuste arvutamisel kasutatakse I8pmata vaikeste

ja lI8pmata suurte suuruste jargmisi omadusis



@) kui 3= o0(1) dayn=0 ¢ siis ;4 yn=_Cl)

o) ja d1=0Q), siis = o (1);

b) kui xn n

c) kui xn-* - oo jayn =0(1), siis «, « Y1_" -00;

d) kui >@@» - o> ja yQ-*'i—OO . SIS x4 v+ 1005

e) kui lim tx!=00 ja limy t 0, siis lim

M»oe oo Mol Y =°°5

) kui xn = o(l), siis
q9) kui 1xJ -*o0 , siis i -0 .

Tahtsamad piirvaartused:

li 1 +1i)n =9*2,7"8 Lim .
LIS ) ¥ r66 1
0o, kui |qJ>1 lim va*1, kuia>0,
Lim Jqlf]s
n->0 .0 , kui |q]o,

Jada piirvéaartuse olemasolu tunnused.

Cauchy kriteerium. Selleks, et jadal {xn™ oleks I16plik
piirvéartus, on tarvilik ja piisav, et iga arvu z > 0 korral

leiduks niisugune arv N = N(fc), et kehtiks vdrratus

I -w < t>

kui n>N iga p =1,2,... korral.

Weierstrassi tunnus. lga monotoonne tdkestatud jada on
koonduv.

Piirvaartuse arvutamisel véivad tekkida maaramatused
tidpi ~88t 0*c>0, oo - oo . Need maaramatused tekivad
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neil juhtudel, nil me omadusi 1) - 4) ja a) - Q) vahetult
kasutada el saa* Sel korral tuleb eelnevalt jada teisendada.

Naide 1. Toestame otseselt piirvaartuse definitsiooni
abil, et

lim —JUL = — sfj.
M“>ocl — «jx

Olgu £>0 mis tahes arv. Jada piirvaartuse definitsiooni
péhjal peame nditama, et leidub niisugune arv N = H(t),
et kehtib vdrratus (1). Meie juhul on

*TwT 3a k -~
Seega peab kehtima (ehk nduame, et kehtiks)

ix .ai=-Ul.- C ") =l U +VF =

N - Jn 1 - fn
va * j3 -Jb\ , _ & <t
n . nu 1

mis on vdimalik, kui

\fn - 1>
ehk
nx-itilL)2.

Seega, vottes
N=(-L+M->-)2,

naeme, et iga n> N korral kehtib vdrratus (1), mida oligi

tarvis toOestada.
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Ndide 2. Leida jada

X,, = cos n

1
n  2n
piirvaartus.

Lahendus_. Siin cos np = 0(1), 2n-*o= ja omaduse g) pdhjal

Stes0*
Seega omaduse B tdttu saame

lim x = lim o(1)0(1) = 0.
no n-*00 (1o

Naide 5. Leida jada

piirvaartus.
Lahendus. Et omaduste g), e) ja a) pdhjal on

Ilim (W™ -2n+1) =limn*{1 -~ +-) =
N€0 AaE  nr

limn3 [1L ¢ o(1) + o(1)] =o0o0,
n-=»

Oa
lim (2n ¢ 1)5 = lim n®(2 + -)* = lim n*fe +*0(1)]"=00,
lin (20 ¢ D5 = lin n"(2 + )" = lin, 1]
sils esineb mdaramatus tulpi <2~ < Piirvaartuse arvutami-
seks kdrvaldame mdaramatuse, jagades lugejat ja nimetajat

suurusega n?e Omaduste 4), 1) ja J) pdhjal saame seega



1 -0to __1
(2 + 0)5 B’

Ulesanded.

Toestada otseselt piirvaartuse definitsiooni abil jarg-

mised vérdused.

281*.  lim =0
N-*>00
22 lim ? — . —o
4 + \fn
og3*  lim 2 * VN = -
n—eo3 v/on

2. lin 2. (-1)°]

285* lim (n - =
2861 lim ea = OU
n =00
287*. im X sin ML =
o0 n2 N

. J1
288. Ulesannetes 281 ja 287 arvutada N(ip), N(0,1),

N(0,01), N(10"8).

289. Ulesandes 285 arvutada N(1), N(100), N(108).

Leida jargmiste jadade piirvaartused.

290. X =z +="n—
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292, X..= -1 cos VToe —_41_ _N_

“ n -1 6n ¢ 51 -n
265 . . X e, alu ¢_Ja_ aif!ll
4n2_ 1 1-7n 1-2nn2e1
294. .n2 *21
(3n - 1T

<5 1 -1 2 +...4I
295° *»' (2 - 572

1 +1 o *
206. XN = —oom P 3
1 Y
2 N
n
297. X- = - .
A 1 + aP-
298. A - VS ¢~ein UA - (1 ¢ 1)2*
n n 3 n

299. A =C-a-)“ +8in9
n+1
300. xtt= Vn+4 - /n

Kasutades Cauchy kriteeriumi, tdestada jargmiste jadade

koonduvus.

301. xn = £ afgk, kui aft=0(1) ja |Jq|< 1

** - . -gayli » Vv t

3XH». Kasutades Cauchy kriteeriumi, tdestada jada
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-
. k=1
hajuvus.

Kasutades Weierstrassi tunnust, tdestada jargmiste jadade

koonduvus.
. N =7 [rJd: o7+ - 7 =H
506 <5 -il-_l 5 K«o
308. = \Rf a>1, = \la+ x". Leida ka lim x~.

Arvu A (ehk simbolit <> vdi -0°) nimetatakse jada jx*
osapi irvaartuseks, kui jadast saab eraldada niisuguse psaja-
da | , et

lim x,. = A.
n *ee

lgal tdkestatud jadal {x"Jon olemas vahemalt uks 16plik
osapiirvaartus A (Bolzano-Weierstrassi teoreem). Kui see osa-
piirvaartus A on ainus, siis jada {x” ise koondub piirvasiv

tuseks A, s.t. lim x» = A.
n -*o

Jada {xn} vahimat osapiirvaartust (I18plikku vdi Idpmatut)

nimetatakse alnmi seks piirvaartuseks ja tadhistatakse

lim inf x. ehk Iim x.*
n-+ao

Jada x”™ suurimat osapiirvdartust nimetatakse Ulemiseks piir»

vaartuseks ja taéhistatakse

lim sup >4y ehk lim xQ.

Jada {XjJ piirvaartuse olemasoluks on tarvilik ja piisav, et
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kehtiks vdrdus

lim inf x1. = Lim sup xn.
1 M-+ ao

N—»00

Ulesanded.

Jargmiste jadade {x jaoks leida lim inf x* ja
g J { n} J o J

Missugused nendest jadadest on koonduvad ja

missugused hajuvad?

lim sup x_.
Msg®
309. x
310. ~
511 * Xn
312. x
n
313. X,
314. xn
315. xn
317. xn
318. X
319. xn

1 - -
n
1=22." +
n nie
-—— CO0S —
L+, 2

1, kui n = 2k -1,
p, kui n = 2k

(-Dn n
1 + n sin

-n [2 + (-Dn]

O

- sin2 2/1.
n+1 Ly,

(-Dn log 2 + 2 + log 2



320. xn =
n
kui n = 3k - 2
321. Xxn kul n =3k -1
kui n = 3k

322. Xh = sin

82. Funktsiooni piirvaartus.

Olgu a funktsiooni f(x) mé&aramispiirkonna X Kkuhjumis-
punkt. Arvu A nimetatakse funktsiooni f(x) piirvaartuseks
punktis a, kui iga arvu £ > 0 korral leidub niisugune arv

8 - £(t) >0, et kehtib vdrratus

[FO) - al< € (2)
niipea kui
3)
ja kirjutatakse
lim f(x) = A
X -pa

Vorratus (2) on samavddrne vlrratusega
A- g<f(X) <A +£
ja vorratus (3) on samavddrne slsteemiga
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- S<Xx<a + S,
{ X A a.
oeldakse, et funktsiooni f(x) piirvaartus kohal a on oo,

kui iga arvu 1>0 korral leidub niisugune arv 8= S(M)>0,

et kehtib vorratus
OO > H, 00
niipea kui kehtib vOrratus (3) ja kirjutatakse

lim f(x) =
x-"a

Analoogiliselt vOrratusega

) <-M ®
defineeritakse piirvaartus

lim f(xX) = - oo.
X=-»a

Naide 4. Kasutades funktsiooni piirvéaartuse definitsioo-

ni toestada, et

IIm a*2 *=?2.- ? = 5.
X=*=i X+1
TBestus. Votame mis tahes arvu £>0. Piirvéaartuse defi-
nitsiooni jargi peab leidma niisuguse arvu 5=£(e)>0, et

kehtiks vdrratus
1) - Al = =2 - (5) 3(x #2x+1) 5y 4+ 1Kc6,
x + 1 Xx+1

niipea kui 0 <Ix- (-1)IkKkS ehk O0<|x + Ik S e Vorratus

kehtib, kui 0 <|x + I\< - (taandamine suurusega x+1 on
3



lubatud, sest x+1 / 0. V@ime votta & = Seega vajalik 6
on leitud.
Naide 5» Kasutades funktsiooni piirvaartuse definitsioo-

ni toestada, et

lim 1= 2.
*-3 2 ¢

X ¢ A

Tdestus. Votame mis tahes arvu £ >0. Vastavalt piir-
vaartuse definitsioonile nbuame, et kehtiks vdlrratus

IfTx) -al=]1"£ - rJ= [x-31 U+3l =

a 2|x-31 \x-3-fél 4 1 |x-3l (]x-3] +6)<E.

Seega tuleb leida niisugune arv  S>0, et vorratusest

0 <Ix - 31<S jarelduks vdrratus

2
Ix -\ ¢6]x-3l - < 0.

Lahendades vdrratuse otsitava |x - 3 suhtes, saame (vt.

joon.19)

-3 - V9 5 <Ix-31< -3+ V9+5e
-3 - V9 + 5e -3 +V9 + be

Joon. 19.
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Et |x - 31> 0, siis peab kehtima
0 <Ix-3< -3+ V9 +57.
Seega vOime votta

S=-3 + 4o + 5z

(arvuks S sobib - muidugi ka arvust -3 + v9+5£ iga vaik-
sem positiivne arv).

Ue vOime sobiva S leida ka teisiti. Nimelt vdrratusest

3 -Six < 3+8.

Selleks liidame arvu 3 vdrratuse igale osale, saame

6 - S<x +3%<6 +8.

Kuna arvu 8 vdime alati vahendada, siis oletame, et Silfl
siis -8 > -1 (me vdiksime oletada ka, et 87”2, S43 Jne.,
tahtis on ainult, et jadks 6 - 8 >0, sest peab olema

X + 3>0). Seega

546-£<x +3 <6 + <7,

mille tottu

IfC) - Al =U*L==1 - /4 k-3 el K- 3k,

kui 0 < |x - 31<5, kus

-ui e ¥L ,
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ehk
8=min (1, "e).

Naide 6. Kaisutades funktsiooni piirvaartuse definitsi-

ooni tdestada, et

11» —Zfr.f 2} CX.
X-+-2 x2 - 4 4

Tdestus. VOtame ette mis tahes £ > 0. Siis arvestame,

et |[x +21 > 0, saame

1f(x) — Al = * 7L Zt<2.e aZlsJLZuU,
1x2 -4 | 4] x-41 41x - 2\
kui j*.f2Uu+x £ ehk I—— |>—2-.
x —21 3 Ix + 21
(v6ime alati (v6ime alati
suurendada) * vahendada)
Nuud (kasutades vorratust |a — bl~lal — Ibl ), saame
12L1J] = 12L:-2~A-~1 = i - - 4- 1=
Ix ¢ 21 1 x &2 1 | X +21

= Ix~"2-1W 1x-r3r-1> £

ehk

4 >1 & 2 *7t U ,
X + 21

kust

O<|x 2l <y-—-1%
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Bing
S = -25+-.
3 ¢ *t

»ma sobiva s veel teisiti. Nimelt oletades, et $( 1,

-2 -£<x<-2*¢£f
54 -4 — £<x ~
5>4 ¢ $>12 - xlI > 4 -5>3,

1/ 1 LI
5A2-x] *3 "

mille totta
YFU) _ A, J2ijLi2i *J].S |bAJT|<1 |x +2|<£.
kai

(4c, kui £4;«
S =

ebk
S = min (» 4£ ).

Haide y. TOestada, et iga arva akorral

lim sin x = sin a
X—a

Téestus. Olgu £>0 mis tahes. Nduame, et kehtiks

Isin x - sin a] =2 Jcos £]S] |sin *4] 42 jsin 4
42 -jizil = |x - ai<e
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(kasutades vdrratust Isin ul*ul, mis kehtib iga u korral).
Seega vOime votta cT=L
Naide 8« Kasutades funktsiooni piirvaartuse definitsioo-

ni tdestada, et

lim = 00
X-*2X -2

Toestus. Vastavalt, mis tahes etteantud arvule M >0

leiame f >0, et vlrratusest 0< |x - 2[<<T  jé&relduks

gJIM»  NOuame, et kehtiks

Ifwl *irtil mIH frH -

*I1+r h | > A -1>u-

kust
——>1 + m ehk O0<Ix-2l< 6

Seega vdime vOtta

1 eM

Glesanded.

Funktsiooni piirvaartuse definitsiooni abil tlestada, et

323*. lim NoF2 =22 326*. lim t.?2?2 =1
X-*1 X -1 >X* X &7

3240  lim - 327. 1lim cos X = Cos a
Xx*-2 X 42 x "

35*.  lim 237-*-7 =1 328*. liA =-1
X-*0 X X— 1 7
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329« lim 2sin x = V2 333~ lim

X-»0
330. Jinx2 =9 334. lip 2>(<X- +11) =i
33l X—rig 11 é 337 w%xz -9 6
332 lin 2<y 2 :S 330t |.m12)’§ HE I

337- Ulesannetes 323, 324, 325, 329 ja 333 arvutada

S(2), 5(1), S(o.i), 8(0,01), S(10%7).

330. Ulesannetes 326 ja 328 arvutada 8(7), £(* )» S Ni
5(7"5).

Funktsiooni piirvaartuse definitsiooni abil tlestada, e

339*. lim ———-—-« =00 341* lim - -- U o0
x-2 (x - 2) x-*31x - 3l
* *
340, 1im —1—-5 = _ oo 342.  Mim "V
Xx— t(x ¢« DN x-»0 1 x

343. Ulesannetes 340 ja 341 arvutada £(1), ~(l0), £(10
ja 3X®).

Esitada vorratuse abil jargmised sumboolselt antud piir-

vaartused.
344. Xl_l*n% f(x) =6 347. IX!LnO /() =0
345. I|m g(x) = -2 348. lim f(x)
X=*- X-*4
346, lim h(x) =1 349. 1im f(x) = -00

X-+Z
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350.  Him F(x) = o0 352* lim arctan(x -1) = 0
X7 O X-»1

351, um £-T7? = 1 353. um ISJLZ
X-Z. X + 2 4 X0l X

Piirvaartuse olemasolu kriteerium. Suurus A on funktsi-

ooni f(x) piirvaartus punktis a parajasti siis, kui iga jada

xn € X korral, kus xn A a ning lim xQ = a, funktsiooni
vaartuste jada laheneb suurusele A, s.t*

lim f(xn) = A.

n-» <=

Ulesanded.

Naidata, et jargmised piirvaartused ei eksisteeri.

354. lim sin » 356. lim = 5
X->0 X X-"0 X ain "

355* limcos-—--
X—»3 X -3

§ 3« Piirvaartuste arvutamine.

Funktsiooni piirvadrtuse arvutamisel kehtivad 81 omadu-
sed 1) - 4) ja a) - g), kui need jadad xn ja yQ asendada
vastavalt funktsioonidega f(x) ja g(x) ning lim asemel Kir-

n->00

jutada lim -
X-»a

Olgu hulk X funktsiooni f(x) md&ramispiirkond ja a hul-
ga X kuhjumispunkt. Pilirvéértuse
lim f(x) = A
X-*a

- 79 -



arvutamisel vOib esineda kaks juhtu.
1) at X. Sel korral, kui f(x) on elementaarfunkteioon,

kehtib vérdus (vt* 86 valemid (15) ja (16))

Ii* f(x) = f(a)
X-*a
ehk Iiﬁéx = a tottu)

li* f(x) = f(lim X).
X—a X-a

Seega sel juhul /

A = f(a),
s.t. eleaentaarfunktsiooni f(x) piirvdartus A punktis a on
vordne funktsiooni vaadrtusega punktis a, naiteks

lim dkX e <Ma f

X-»a
lim sin x = sin a,
X—a
lim cos x = cos a, i
X-*a
lim tan x = tan a@A KU, KkK=0,",-2,...).
>X»a 2
2) agp X. Sel korral funktsiooni piirvaartuse arvutami-

seks rakendaAikse omadusi 1) - 4) ja a) - g). Sageli tuleb
nende omaduste rakendamiseks eelnevalt funktsiooni (analli-
tilist) esitusvalemit sobivalt teisendada, sest enamasti sel
korral esinevad méaramatused tuupi O. 00 t 00- o
100 jt. Eksimiste valtimiseics tuleb esinev mddramatus mar-

kida avaldise jarel vdrdusmargi alla, naiteks
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Ulesanded«

Leida jargmised piirvaartused elementaarfunktsioonidest.

357. lim (x6 - 5x2 + 2x + 1)
X-»-3

358. lim lu Yu2 - 20 - log(u = Ju2 - 20)j
U-*fc

359, lim VX2 -4
X->7 2x + 3

360.  lim (X5 ¢ 5X-1 ¢ 2)

361. lim log(2 ¢ 2x ¢ x2 - T?)

362. lim (sin x < sin 2x . sin 3x ¢ cos 2X)

363 lim arccos (log x)

364. lim arcsin(ln 3)

365 lim COS X + 4tan x
) X=*0 2 - X - 2X4



tan 2x

366. (cos (x ¢ E)]

lim
x-0 L
Piirvaartused

li 1
20 0
kus P(x) ja Q(x) on x suhtes poliunoomid, arvutatakse jargmi-

selt. Kui Q(a) Ao, siis on tegemist juhuga 1) ja seega

ii, Eizi = £isi

XBKQ(x) Q)
Kui Q(a) = 0 ja P(a) A0, siis kasutame omadust f). Kui
Q@) =P(a) =0, siis on tegemist ma&ramatusega tudpi 2,

Sel korral piirvdartuse 00) arvutamisel tuleb lugejat g
nimetajat jagada teguriga x-a nii mitu korda, kuni enam ei
esine maaramatust. Taandamine teguriga x-a on lubatud, sest
x-a A0 (vt. piirvaartuse definitsiooni). Polinoomide P(X)
ja Q(x) tegurid eraldatakse Vieta valemite ja Homeri skee-
mi abil, arvestades, et arv a on nende polinoomide nullko-
haks.
Naide 9» Arvutame piirvaartuse

lim il-2X*2-
X2, X2 — X — 6

SIin P(x) = x2 -3x +2 jaQ(Xx) =x2 +x - 6. Et P(2) =

= Q(2) = 0, siis on lahenduskaik jargmine.

lim s lim = LW _ 2
X-Z. X2 ¢ X -6 & Xt (x-2)(x+3)» x*Iix +3 5 *
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Ulesanded.

Leida jargmised piirvaartused.

3
367. lim X4-~— 371. Lim (-\ —-)
X —1 X»1 1-XN 1-X
368. lim =2 -~ --——--——- 372. Lim ~ ~2x * 2
> X2 - 5x ¢ 6 XM x4 - 4x + 3
369. lim x2 1 2*.x,2 373.  lim JIf » 5
X< N+ xs 3x2 _ 14x - 5

370. lim X2 - 25
x2 - 5x + 1O

Piirvaartuse arvutamisel irratsionaalsetest avaldistest
on monikord sobiv neid teisendada ratsionaalseteks avaldis-
teks muutuja vahetuse teel.

Naide 10. Leida piirvaartus

X0 1- 31 ¢ X%

muutuja vahetuse abil.

Teeme muutuja vahetuse
1 @2x = u6,
mis taandab Ulesande piirvadrtuse (10) arvutamisele. Seega
lim 1 - >1 » 2x = lim 1 - < = Lim 12zaluzxul- =

1 + 2X 1~u5 u-i (1-)(I<SUKE)
(1+2x=u6)
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Ulesanded»

Leida jargmised piirvéaartused.

9 _ 4o _n —_ ). Va? 2 VX 1

}74- 5 - 578- & (x*i)a"-
575. lim "ft"- 579- lim *2~ A

X-1 x2 -1 XA1 1 —nTx
376. lim ifz- - 380. lim -l

x-1 X—0 X"
377. lia 381. lim >& +1=1iz2+J1

X-+bl V?- 4 X ~< 1 - YITT

Enamikul juhtudel piirvdartuste arvutamisel irratsionaal-
setest avaldistest on otstarbekohane viia irratsionaalsus ule
lugejast nimetajasse vO6i vastupidi, nimetajast lugejasse.

Naide 11. Leiame piirvaartuse

3/— — 3————
lim
X-*0
Siin esineb maaramatus tilpi 2. Piirvaartuse leidmiseks viime

irratsionaalsuse lugejast nimetajasse. Seega

ii. Nnag-rv w = u, i e» - d -«
X-*o

(f) Xr= *  nf(1+x)2 ¢ VI-x2 + v/(1-x72]



ys  2X 2
X-»0 X »2 3

tlesanded.

Arvutada piirvaartused.

382. lim ? - ? 383. lim X- -
x>} x2 - 49 X->0 X
384. lim A non
X—o X
385,  Tim W2 - 2x + B8 - NX2 + 2x - 6
*-*3 X2 - 4x + 3
tan Xx
386. lim -~ N _— 387. lim
x M 3 - Vv2x + 1 x-*0 1 - \J1 Ftan x
388. lim -wAth- p- M I 3 - Js +X
h->0 h x-4 1 - \WB-~-
390. lim b +x2 -1
X-»0
X2
i % _ _
391, Tim vi tan % \H tan
X-*0 sin X
392. ip Wi tx -1
X-*0

Piirvaartuste arvutamisel avaldistest, mis sisaldavad
trigonomeetrilisi funktsioone v6i arkusfunktsioone, kasuta-
takse piirvaartusi (6) ja (7). Sageli tuleb eelnevalt teha
muutuja vahetusi. Naiteks juhul x->a A0 on sobiv teha
muutuja vahetus x - a= u Vv6i X - a= tu, kus t on sobivalt

valitud arv. Arkusfunktsioonide korral, kui x -*0, on sobi-
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vaks muutuja vahetuseks arcsin x = u vdi arctan x = u Jne.

Naide 12.

lim - S- * lim te * - il
x-"i x sin(x+3) (0 z~~1 x sill(x ¢ 3) (u=x+3)

= lim - - lim 2.1-2 =1.2 =2

u»= sin U X->-5
Naide 13.
lim X" ¢! =
x--4 arcsin(x + 1) /o\

o

= lim Cx + --7-1-12

x*i arcsin(x +1) (u=x+1)
- lljlg arcsin u Fin (2 **x + 1) (v:alz'csin u)

= lim SISLx. 3 =1.3 = 3.
V-*0 y

Naide 14.
lim (sin ---»2 . tan 21x) =
X1 2 2 .=
(X=1=2u)
Lim {sin u tan _2ILL%L£h21 =
u-»O
= Iui_gpo Esin u tan(E + jcu) = — lim (sin u cot nn) j
sin ¢
a—-lim —fIBJL _um = . 1. .

u—*o tanicu .0. tan itu t_4 3t
(6> u



Naide 15.

M 1 - SSSLz
X-»0 X Sin 2Xx

ko
- lim 1Z 008 x Hm (1 + cos x + cos2x) =
X-»0 X Sin 2xXx X-*0
2 sin2 §
= lin _ et X 3=
X-*0 SIh 2X
sin %
=3 im0 1 2 =3a1p41 =2
X-»0 4 sin 2x
2
Ulesanded.

Arvutada piirvaartused.

593. 1w SUEJ2 ar linm C1_ * 1)
X-*0 X X-S sin X tan x
394. lim »&Sm-S 401.  Lim -x) tan Xx
X-»0 7x ta 2
395. Hm S *EEEI1E->* 402. lim -
X-*0 3X x-"¢ 1 - ge)z
8inCx - 1!0
396. lim x cot x 403» Lim
; X—-»‘g';—zs - C0S X

397. lim 2wsin -1 -
404. lim "I"—:r—VIfcos_x
398. lim 755 XA ain2x

X-*0 sin 5x

JJ, sis Z3 an5. lim
X-*H sin 2x 1 ¢ cos3x
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c2 -4

406. lim
X-+~2 arctan(x+2)
407.  linL ——
X-»* €0S X - sin x
408. lim (@ - x) tan-
X —i
409. lim (sin £2 tan 22)
X~*3
410. lim (cot x - _2
X->0 sin 2x
Maaramatuni tiipi 1@
sele (8).

lim (1 - 3tan2x)cot2x
X-"0

Naide 16.

@

411 * U*? (tan x " A>3
sin X
472, lim (cos x)
x>
3x - arcsin Xx

413. lim
x-*0 4x + arctan x

414. lim * T
X->0 sin x

415« lim cot 2x.cot(~- X)
X-»0

on sobiv taandada piirvaartu-

Kasutades valemit (8), leiame

lim (1 - 3u)U = e-~.

=<

(u=tan2x)

Ulesanded.

Arvutada piirvaartused,

416.

417.

418.

419.

) ; sin
lim (1 + sin x)
X-*0
lim (1 + tan x)©ot
X-*0
lim (1 - 3t 2 )

im - 3tan X
X-*0

lim (1 + tan2 \[x)
x -+ O

X

X

cot” »Ih3
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1

420. lim (cos x) sin”™x
X-»0
1 + J_
fsin?Zx sin 2

421. Ixm (cos 2x
X-0
422, lim V1 ¢ 5x

X0

423.  lim n
X—>0 X

84. Uhepoolsed piirvaartused.

Olgu a funktsiooni f(x) mé&ramispiirkonna X kuhjumispunkt.
Arvu A nimetatakse funktsiooni f(x) parempoolseks piir-
vaartuseks punktis a, kui iga arvu £> 0 korral leidub nii-

sugune arv - S>0, et kehtib vérratus (2) niipea, kui
0<x-a< 8 (11)

ja kirjutatakse

lim f(x) = A voi f(at) = A.
X-»a*

Analoogiliselt vdrratusega
0<a-x<8S 12)

defineeritakse vasakpoolne piirvaartus punktis a ja kirjuta-

takse

lim f(x) = A vdi f(a-) = A.
X-*0-

Vdrratus (11) on samavadrne vOrratusega

a<x <a ¢ S
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ja vlrratus (12) - vdrratusega

a-S<x < a.
Seega geomeetriliselt tdhendab vorratus (11) argumendi X
lahenemist x-teljel punktile a paremalt, vdrratus (12) -

aga vasemalt.
Arvu A nimetatakse funktsiooni Tf(x) piirvaartuseks ko-

hal oo , kui iga arvu £>0 korral leidub niisugune arv N =
= N(e) >0, et kehtib vorratus (2)”niipea kui

*>H ()
ja kirjutatakse

lim f(x) = A.
X =
Analoogiliselt vorratustega (2) ja

x <N (V)

defineeritakse piirvaartus

lim f(x) = A.
X—»—00

Vorratuste (4), (5), (11), (12), (13), (14) abil defi-
neeritakse ka piirvdartused juhtudel A=co ja A= - oo,

Teoreem. Piirvaartus

lim f(x) = A
X*a

eksisteerib parajasti siis, kul

lim £(x) lim f(x) = A.
X-*a+ X=">a-

Uhepoolsete piirvaartuste arvutamisel vdib kasutada pa-
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ragrahvis J antud votteid,

poolse piirvaartusega.

asendades seal piirvaartuse ihe-

Tahtsamad Uhepoolsed piirvaédrtused:

kui o <ax<l
i ax = kui a1
@
roos  Kui o<ax<l
lim ax =
X -*-00 lo, kui a>1
lim log_x ~(-00, ku! O<a<l,
X400 L oo, kui a2 1;
® ) { oo#% kui 0<ax<l,
A Llim log I 3
X-*0+ L oemykui a>1;
_ ) a . I
C lim arcsin x = - = lim arcsin x = -:
© **—ml* 2 X 2
(d) lim”arccos x =Air, x1if arccos x = 0;
(e) lim arctan x sl, lim arctan x = -
X-*00 2 x-f-ee 2
(H lim arccot x =0, lim arccot x =TI;
X-+00 X -*-90
- kNmx_im
@ D
Ulesanded.

424 » Kirjutada

virratuste abil jargmised

1) lim f(x) = 2 lim f(x) =1
X 3+ X->1-

2) limg(x) =5 lim g(x) =4
X->-£+ X*-Z.~

3) ><_*Iicn;Fh(x) = -1 >(Iimo_h(x) = -1

piirvaartused.



1
o

4) )unLSFoC(x) =

5) &_i»rgof(x) = -3 _;@mf(x) =3

lin <0 =0

6 lins () =0 lip 0 =o.

N Mo feo = A

8) 1in f0) = oo Lin FO) =<

D Jigf00 =00 lp g = -0

10) lim f(x) - 00 lim f(x) =00
= 00 lim f(x) = - o0

11) bLim f(x
) L fCo
Naide 17. Toestame Uhepoolse piirvaartuse definitsioo-
1
ni abil. et lim arccot - =Tl«
X-*0- X

Vdtame suvalise £ > or siis peab kehtima

|arccot 1 — irJ= T - arccot N <f,

niipea kui 0 < -x < S « Lahtevérrandist saame

0<Tt - arccot M <t

(vt. Ik. 36 funktsiooni y= arccot x muutumispiirkonda)

ehk

'S> arccot - > J1- t.
X

Seega kootangensi kahanemise tdttu

v eoc x <Ot (-~ L

Vorratuse podramiseks on vaja teada cot (31-£) mérki. Kui

vOtame e<§f siis
cot (X - £) = —cot £<0
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ja vOime kirjutada

|
00> ——->cotf >Q
x

kust

Siit naeme, et kui £< |» siis $= tane. Kuna arvu S vdime
alati véhendada, siis S leidmiseks mis tahes 2z jaoks vd@ib

oletada nditeks, et 8 < Seega

= min (1,tane ).

Ulesanded.

Uhepoolse piirvaartuse definitsiooni pdhjal tdestada,

et
a5 lim > = 0 433~ Xt 2. i
426’6. Iim 7A - = O 434*. i« * e 2 = - 1
32 1- 2x 2
427* i{ﬂ_arctan % = 3 435%. Liﬂm (X2 ¢ 4xX) =00
428~.  lim arcsin x = £ 4361
JC1- 2 X--r«> X = 2
lim arccos x = o lim 2.~ 3 —00
429*. Y 437*. Jb % - 1
430%. Lim_arccos x =K 438, lim (x - 3x2) = - @0
J—1* X 4 &
431%  lim — e =0 a9+, lim (x - 3x2) = - 0

N-* »00
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Naide 18.

lim 1x2 -~ = lim ¢ 2?2 = - Lim (X Q) = -4.
*_yo X - 2 * = X -2 Jet
Naide 19.
1 u

Iim I'x In(1 + eX)] = lim 1au—-=+_S_2 3
X— 0* & (O_—))) “ i - u

u=1)

X
= lim ", J1Te~L41.21. . 1 ¢ lim .1

Naide 20. Arvutada funktsiooni

Uhepoolsed piirvadrtused punktis x = 0.
Lahendus_.Et iga a korral on a- 1<[aj<a, siis

"0, kui 0<x <4,
f(x) =

Jkui -4 <x <0,
ja sellepérast

%Inb f(x) =0, li

-0+ jor =

Ulesanded.
Arvutada jargmiste funktsioonide Uhepoolsed piirvaartu-
sed punktides x = a ja x = b.
x +1, kui 0<x41l,

440. f(x) =
3x + 2, kui 1<.X43, a=1, b =2
X2, kui -1 <x4 2,

441. g(x) =
2x ¢ 1, kui 2<x”™4, a=0, b =2
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kui X <o,

1-X
10 kui x = o
442. h(x) =
X, kui o <x <1
3, kui 14x "2 a=0,b-=1
X >J* kui x 40,
xb kui x>0, a=-1, b =1
Ax}. kui X40,
> 1 kui x >0, a=-1, b =1

Arvutada piirvaartused.

Isin xl

445. iy, Ty 453. | aon
; 1 + ex
- sSin X 1
446.  lin_ 454, o .
I 21 1 + eXx
447. lim X - )
X - 2 455. Llim In(1 + %)
1
448. 1im 1?7 “%il 456
X - 2 X-»0+
449. lim X 457
X->3+ X 3 " x-0F
450. lin X 458. lim i
3= x - 3 A»>o- a
451. lim X2 -9 459. =
a0 o iR
452. pim X2 -9 460. b TX
mix ¢ 31 >0 x [&a

Kui on vaja leida kahe x suhtes polinoomide jagatise

piirvaartus, kui |xl->00 , siis on sobiv lugejas ja nime-
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tajas tuua sulgude ette x kOrgeimas astmes. Sama vOtet kasu-

tatakse ka irratsionaalavaldisi sisaldavate murdude korral

( siinjuures, kui x - oo f on sobiv teha muutuja vahetus
X = -u).
Naide 21.
11, 77f-r-2. %iﬂb x2C3- ;%)
¢ 1)5 S 1)3

= lim 1
*.<» X 1+0(1)

Naide 22.

Iim EX’) ’ 1_ Vx — 2 Iim

>P<¢ 4 + sin x (x=-u) sinu @

3

i \| u" ud + u?)

= lim J( \ s lim fv? 9(1)-1+om
s0(D)-0(1).
n(\f~7%+ - SzaJi) (1)-o(h)
- u u /
Ulesanded.

Leida piirvaartused.
461. lim &x-t.1)2
M X2 am2

462. lim x2 - 5x ~ In 2
39— 3X <« 11

463. lim g2 - ?* ¢ ¢ ?
X-.~0> 3x +711



464. lim

- - 8x ¢ 5 .
465. lim (3x=2p (2x + 5)2
e 4xN + 5
466. 1im X2 4 sin 2
20 4 x /=<
467. lim
€y Hrm  + 5 ")
468. lim v/T
WX +\/X+"~x
469. im
%A.P X2 4 2
470. lim
=g (
Flx -1 2xal )
471, lim nx 414 Y=
\IX') + X - 2X
472, 1in V@ H mAp 42
- \Ix™ 4 4
475« lim  IX* 43 4 r2n -1
BO  \fg 4 x2 4 4 - 5x
474 Lim  DXN » 3 - VxM 44
-0
\[XAT1 4 sin 2x
475 pim (X4 1)64 (X 4 2)64 ... 4 (X 4 45)(

xb ¢ 66 4 el8 4 cot 18
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426. lim (/*2 ~ + 44X\
““4x - \Ix2 + 1

477. lim cws_T"N -x)

X=» too

478. lim x (Jx2 ¢ 1 - x)

479. g(lm (W2 -2x +3 - ~

—» I

480. lim TVOT7T)2- V(x - 1)2J

481. lim (ein Vx~*~1 - sin \IX)

482. lim (cos Vx + 1 - cos \Ix)
Nn-*oo0

Leida vorrandist arvud m ja n.

S oAx2 4+ 1 B
483. |m 1 mx - n) =0

484. iy (X2 - X + 1 —mx ~n)
485. .Id'g«_<Vx2—X +1 ~mx ~n)

486. '|<E|m>>ao(y1 -X*-mx -n) =0

B AUE ~av2 *v e ck - ™

Naide 27- Arvutada

_ X+ x-5x+tan 8
lim (z
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Lahendus. Et

lim -Z.-2. . 1~*1
ko x -4 - A - ;-17-1—
1-2
X
silis
lim 8 .
X — 4

Jarelikult on tegemist maaramatusega tulpi 1<, Teeme

muutuja vahetuse x - 4 = u, sils

+ 3 \5x+tan 8 . 5u ¢ 20
b (- qooy himad

lim (1 * z)5u « e7.5 . e35.
U

Ju]-*oo

Leida piirvaartused

= BEE (070X 49l din (SLA) 1*IAIND

y 1 x +1In2 : ~2 yx2+4
489. im (1 - i) 492 |m2x§____+ =

i .la2x -1 2 . X

490. lim += 1) 493. lim (-—&aL=x_2)
@® X - 2 X2 - 3x + 2

8§5* Lopmata véikeste suuruste vdrdlemine.

Olgu olL= ot(x), /3=/3(x) lIdpmata vaikesed mingis piir-

protsessis, naiteks x -*a, x —»at+, X -*a-, X -»« jne.
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1. Kui lim & =0, siis suurust rinimetatakse kdrgemat

.jarku Idpmata vdikeseks A suhtes ja kirjutatakse
/

cL= CK(/S) »

Sel korral suurust /5 nimetatakse madalamat jarku ldpmata
vaikeseks d suhtes.

2. Kuil lim ~ = A, kus O<.|a]<.«> , siis Oeldakse, et
suurus bl on sama jarku ldpmata vaike, vdrreldes suurusega
-

3. Kui Tim = 1» siis suurusi  ja fb nimetatakse ekvi-
valentseteks I8pmata vaikesteks ja kirjutatakse

Naiteks, kui x-*0, siis

sin x ~ X, tan x ~ X,
arcsin x ~ X, arctan x ~ X,
In(l ¢ x)~ x, \[L + x - 1~—ﬁ

Koik need ekvivalentsused kehtivad ka siis, kui neis asen-
dada x mis tahes teise IGpmata vaikesega.

4. Kui mingi k>0 korral lim —F& = A, kus 0 < |A]<o00,
siis Oeldakse, et suurus c~ on k-_jarku ldpmata vaike B suh-

tes.Sel korral kirjutatakse
K

ning suurust A_b'( nimetatakse suuruse < peaosaks.
Piirvdartuste arvutamisel on eriti olulised ekvivalent-

sete l0pmata vaikeste suuruste jargmised omadused.
5« Jagatise piirvadrtuse arvutamisel vdime lugeja voi

nimetaja (v6i mdlemad) asendada ekvivalentsete Idpmata vai-
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kestega, s.t» kui ja P~ , siis

lim HJ: lim = lim TA = Llim I'I_ .
n

Sellist asendust liidetavates teha ei tohi.
6. Kui ot*cc, ja fr~p* , siis « Yy yA
7. Kahe ekvivalentse l8pmata védikese suuruse vahe on

nende mdlemate suhtes kdrgemat jarku lopmata vaike, s.t.

kui & , Siis o -A= o(@at) ja wbi-fb= o(yd).

Viimase teoreemi pdhjal, kui x -*0, on

sin x - x = o(x) ehk sin x = x + o(x),

N1 +x-1 -~ =o0(x), ehk VI +xal+2+0((X) jne,
Naide 24. Omaduse 5 pdhjal

a) IlIm S25_iz = IIm - =2,
X*< sin 7x O x"I7X 7

sest tan 2x ~ 2x, sin 7x " 7x, kui x -*0.

b) [lim Nosie* > = limlEHO =1ImijSp =1,
1_0 X <o m~ n
N W - ) . d
c) lim Az-flZTft = lim ———————————- «8 lim2 =*=2
B *-- | 2 X* “€12
Naide 25. Omaduse 7 pdhjal
a) lim = lim 4° b* f +2<2x

X + X2 X "*e x(1 + x)
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- S - s2* 0(X)
2 3

=lin - Tt =
jo0 X

sest o(x) - o(x ) = o(x) ja x(1 +

tan x
b) lim
yl+sin x - \h-sin x

lim

X) ~ X,

-I* slas«(simt). [l. S§SS«o(8inx)]

sest [{go&£&;&—z): I

Ulesanded.

Kumb jJéargmisest kabest suurusest

mata vaike vO6i sama jarku?

1,

on kérgemat jarku I6p-

494. % = ; Bn =HT
,95. An Ja ~ .sL-8
496. cC(X) = - ja /3(x) =1 - Vv"'x, kui x-*1
1+ x
497. <~M(x) = ~ o ja  "8(x) = kuilxl-»00
r +1
498. ot(x) = tan x - -Qg-X jJa y3(x) = JT-2x,
kui X n
2
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499. oC(x) = x5 -1 ja/3(x) =Vx - 1, kui

Naidata, et

500. x2 & 5x"~ x2, kui x -0
50+ sin x + tan 2x~3x, kui x —>0
502. 1. 0081 ~ jel!, kui x =0

a 2a2
503. Jx +1 - /X~-~—, kui X
2 \fx
504. Lsind 1 Kui 1X1-c»
X X X2

505. X5 - 3x + 2 ~ 3(x - 1)2, kui X —>1

506. n+2 1 kui L4267
\N3n3 ,, \[Jn

Naide 26. Leida lopmata vaikese

<F(X) = X+ ¢ VEE
peaosa, kui x -»0, ja maarata <*(x) jark s (X) = x suhtes,

Lahendus.

X)) =\Ix * N </x( Mx ¢ 1) =\ | x & >//x+ 1] =

= "Vx"vx4 ¢ \h ¢ \fx ~7x.

Seega oC.(X) peaosa on VAT ja suuruse ot(x) jark fb (X) = x
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suhtes on K= -
8

Naide 27. Leida ldpmata vaikese

n arctan(3tn + 4)

n 3n - 4

peaosa ja madrata <.n jark /2n = - suhtes.

Lahendus_. Et ftn= o(l), siis ilmselt n x> | seega
G
n 2 C 3 r n 1*

n Vl + §_7 - H—E

mm N N

Jarelikult <™ peaosa on - ~  ja suuruse <= jark f= -

suhtes on K= 1.

Ulesanded.
Y S
Leida l6pmata vdikese oc peaosa Ajb jJa maérata
jark lopmata véikese jb suhtes.
507 - f2 24 \ -
- n= T 12 >2r?+n+3 "
508. ot = ~n7 FJ& | - arccos 1-=-2, A* 1
M n5 ¢3n2 ¢4 2 * * »
509. oUx) = 2x - Jx5 ¢ x5, /3(xX) = X
5l0. oC(x) = VT~+~X - " - X, /NX) = X
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511. oC(X) = sin x - tan x, /2>(x) = X
512 oL (X) = b & Ix<- 1, /5Cx) = X
5137 ACX) = Vi + 2x ¢ NT - 1, /(x) =X
514. ot(x) = Vi + x2 tan A /209 = x
515. <*(X) = cos x - V cos X, /S(X) = X
516. ot(x) =sin( V1 + x - 1), /5 Cx) = X
517. () =1 - 2cos(x + ™), /3Cx) =X
518. <*(x) = /1 - x~ arctan x, yr(x) = X
519« oc(x) =* ~ - arcsinJ — m 1~ A(X) =X -
x5 ¢ 1 v *+3 *

520. <*(x) = )87 ~ ~IZt A(x) =2x - 3

X +4
521. cICx) = JIx72 -2 \Ux + 1 +vix, A(x) =1
" X
arcsin 2 n
522." d(x) = —2—-i , /5Cx) = 2

Kasutades omadusi 5»6 da 7 arvutada piirvaartused.

523. lim aiu-M 525. lim ZSBI~L aroBinJx
a-*0 X + X ***< sin 5x arctan 2x
524. lim S£20S-77 526. lim Z»g_.zz
».O arctan 7x < (x - x3)
- 105 -



527 lim 550:
arcsin
\N1-x2
528  lim i 531
x0 Al
X*XT
, n _
529 — IIm arcsint”~x2 -.2), 5J2>
77e 1» (1 - x2)

Arvutada jargmised piirvaartused,

lim
ate)

1 iom

X-*0

11

553 lim 2xi13 arcsin x N lim
2x - arctan x * %0
3
534 lim (1 - cos x)1 544 linm
’ >0 tan x T
1 + sin x - cos X
535, 1 - sin X - 00s x 545*
536 li! Vm- cos X)2 546> 1l
- SFo- tan*x - sin”x |
537< A 547. li.
lim sin 3* .
538. il 548. lim
539. . )
U “® xX- x 549 « L%+
540. gz 550. lim
X-»0
541. lim £9S. x 551# lia
1 - cos x Jc»e
542.  Ifn COS<X55£95 1k 1n s ax
X~*0

- 106

kasutades omadusi

tan bx
'"TAT-L:.2
arctan 5x
1
sin 51

4-7*

sin(a»x)-sin(a-x)
tan(a+x)-tan(a-x)

sin2x - sm2a
x2 ,, a2

1 - cos X

X (JI"ex -1
sin (1 -
AN

- 1

X - T

1 + sin £5

cos- n
*(1 + Vvnr)2

i-2? L A
sinvx i
1? f/Asin2x

X - sin 2x
Inx-1

X - e

In cos bx



553. lim Ah »arctan 3x - ”~-arcsin 5x
Vl-arcsin 2x — Yhsar(sa1 B2

554-.  lim NAHAA.Z
cos 2x

86. Funktsiooni pidevus.
Olgu X funktsiooni f(x) mé&aramispiirkond ja olgu a* X.
Funktsiooni f(x) nimetatakse pidevaks punktis a, kui
lin f() = f(a). (15)
Vordus (15) on samavadrne vordusega
Lin 00 = T(lip ). @)

Tahistades Ox = x - a ja

Oy = f(a + Ox) - f(a)
saame, et vdrdus (15) on samavaarne ka vdrdusega
b, Ay = 0. an

Funktsiooni f(x) nimetatakse pidevaks hulgas X, kui ta
on pidev hulga X igas punktis.
Funktsiooni f(x) nimetatakse paremalt (vasakult) pide-

vaks punktis a, kui
f(at) = f(a) (vastavalt f(a-) = f(a)).

Selleks, et funktsioon f(x) oleks pidev p%nktig a
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tarvilik ja piisav, et ta oleks selles punktis pidev pare-

malt ja vasakult, s.t. et

f(a-) = f(a) = f(at).
Funktsiooni f(x) nimetatakse Uhtlaselt pidevaks hulgas
X, kui iga e>0 korral leidub selline arv $=Sk.)> 0,
et sdltumata punktide x ja x* valikust hulgas X kehtib vor-

ratus
[f() - F(xIU £ niipea, kui |x - x*\< £ .

Viimases definitsioonis arv S séltub ainult arvust e,
s.t. ei sdltu punktide x ja x “valikust hulgas X.

Kui funktsioon f(x) ei ole pidev punktis a ja eksistee-
rivad loplikud piirvaartused f(a+) ja f(a-),siis nimetatakse
punkti a funktsiooni esimest liiki katkevuspunktiks. Kui li-

saks

f(at) = f(a-),
siis Oeldakse, et funktsioonil f(x) on punktis a kérvaldatav
katkevus. Kui aga

f(a+) @ f(a-),

siis odeldakse, et punktis a on funktsioonil f(x) hipe.
Kui vahemalt (ks piirvaartustest f(a+t) voi f(a-) on
I8pmatu vBi ei eksisteeri, siis nimetatakse punkti a funkt-

siooni teist liiki katkevu8p»nictika.
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Ulesanded

Kirjutada vdrratuste abil funktsiooni f(x) jaoks:

555* Pidevuse definitsioon punktis a.

556« Paremalt pidevuse definitsioon punktis a.

557« Vasakult pidevuse definitsioon punktis a.

558. Selgitada, mille poolest erineb funktsiooni f(x) pi-
devuse definitsioon punktis a funktsiooni f(x) piirvaartuse
definitsioonist punktis a. Selgitada sama ka paremalt ja va-
sakult pidevuse jaoks.

Ndide 28. Lahtudes pidevuse definitsioonist, tdestada,

et funktsioon Y= IxI on pidev kdikjal.

Toéestus. Valemi |Jal - Iblicja - bl pdhjal vbime Kkirju-

tada A = lix + ux1I - I 4 Ix + Ox- xlI = |Ox].

Kui O>-»0, siis ilmselt Jly-">0, seega iga x korral on
téidetud vdrdus (17)= Funktsioon y= |xI on pidev kdikjal
definitsiooni pdhjal.

Naide 29. Milline peab olema arv A, et funktsioon

oleks pidev punktis a= 1.
Lahendus. Meil f(1-) =1 ¢ A, f(1) = f(1+) = arctan 1 =

_Jt
4

Jarelikult arvu A saame vdrrandist



Seega f(x) on pidev punktis a =1, kui A = £ - I«
Naide 30» Naidata, et funktsioon f(x) = go 5cos x on
tihtlaselt pidev hulgas X =

Lahendus. Et -3<x<-

, SIis - < - “<5 ja seega

IX X"

Selle p6hjal vdime kirjutada

f(x) - f(x*)I = 12(® - ~T) + 5(cos x - cos x I)|4

-&- Ix"- X | ¢ 10 Isin 5-0JE"ein £ z-*1|=
ixx M 2 2
2 IX - x»] ¢ O Isin -- —— |jsin | <
XX*
< 50 Ix - X*] +10 —l1=55 U - X¥»l< e .

Seega kehtib vdrratus
) - f(x*)|< £,

niipea kui

X - X< -~
I <z

sdltumata punktide x ja x* valikust hulgas X. V@ime valida

S = Jarelikult f(x) on dhtlaselt pidev hulgas X.

Ulesanded.

Lahtudes pidevuse definitsioonist, tlestada, et jargmi-
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sed funktsioonid on pidevad kogu mddramispiirkonnas.
559« wy=x2 +x - 2

560. y= xA - 3x+ 5

561. j = - -—
3+ 2
o4 ,
sin - , kui x AO,
X
0, kui x =0

millistena peab valima arvud a ja b, et jargmised

funktsioonid oleksid pidevad kogu maaramispiirkonnas?

"3 + ax2, kui x41»

563. f(x) =
0 x + 1, kui x >1
-2 sin X. kui iN- -
i 2
564. f(x) = asinx +b,kui - - (x -
CcoSs X, kui

Milline Uhepoolne pidevus punktis a on jargmistel

funktsioonidel?



kogu

568. y = [x], a=4

Naidata, et jargmised funktsioonid on Uhtlaselt pidevad

madramispiirkonnas.
570 f(x) = ax +b 571« f(x) = 3sin x - 4cos X
572 f(x) = Jx ¢ 5cos 3x,

X = [1,0=)

* IMT(x) = xN - 2x + 37
573 fx) =[x1 In 2
5741 5 o (-2,5)
f(x) = £ - 9sin * jF(x) s x sin 1 ,

575 1 576. ) X

X =t10 ,2) 1 X = (¢ ,J)

5N

Kdrvaldada katkevus jargmistel funktsioonidel.

577. f(x) = -k-- 580. f(x) = cos X
X
-x? +1 581 ~
I X = (-1,1)
579. f(xX) = iLC/Y-2 cos kui x<1,
X - 49 582. f(x) =j 2

Ix - 1, kui x>1

Millised katkevused on jargmistel funktsioonidel?

_ .04 _sinn

583. ¥= sin oy 586. Y= >
584. = arctan - 587. y= 08 X

X X

585. = 588. y= *
loglxl
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592. y=
exp

593

2 ¢ cot X
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IV.. FUNKTSI1TOONI TULETIS
JA DIFERENTSIAAL

81. Funktsiooni tuletis
O0lgu X funktsiooni
Y= ffx)

maaramispiirkond ja olgu < argumendi x £ X muut piir-

konnas X. Vahet

Ay = f(x + Ox) - 0O

nimetatakse funktsiooni y= f(x) kasvuks punktide x ja
X + < vahel.

Kui eksisteerib piirvaartus

f(x) = lim

siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni v=fX)

tuletiseks punktis x ja kirjutatakse
y* = £*(xX) ehk y£ = . (X).

Geomeetriliselt on tuletis y* = f* () funktsiooni

X, s.t. (vt. joon.20)

Joon. 20.
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Tehetega seotud tuletise arvutamise reeglid.

Kui con konstant ja funktsioonidel v = v(x), = u(x)
on olemas tuletised punktis x, siis selles punktis : kehti-
vad vordused

1= (ul=cu",
22 (U-vVv)*=u~7-v*t
3 (uv)*=uT + uvl,
4 o » = - ~ * 0
%
Tuletise arvutamise pdhivalemid.
1. € =0 (c =const ) 10« (sin x)"= cos X
2* x1=1 (cos x)1= _Sin x
. @t =-Y 12. (tan x) = —3__
COos™X
4. fz) - = -
f2) 2 >fx 13. (cot, %(/)1: -
sin”x
3. (xa)' = axa“l n
_ Y 14. (arcsin x)'= —'3 (kU1)
6. (@)*=alna \J1 - x
n / Xw . X A
15. (arccos x)f~- ——~ ([xI<1)
\II - X
8. (M1x1l)»=~n . . B
16, (arctan x)l=
(x A0, a>0) 1+ x2
17. (arccot x)*= - —--—--
9. (Inlxl')» =1 (x ~ 0) 1 +x2



22. (arsh x)"=

18. (sh »* = ch x /T+x2
19. (chx)»=shx 23. (arch x)* =p = = 0*>1>
yx -1

20. (th x)* = 24. arth x)*= — -—5 (Il < 1

th* = ( )= =5 ( )
o R, *= _

21. (cth x) sh2x 2?. (arcth x) T2 Xg (Ix<*

Piirvaartust
Wi — * %k i -(x-) = Li
fr(i+) = £%§y§< i< ja f-(x-) zfﬂk%

nimetatakse vastavalt funktsiooni y= f(x) parempoolseks ja
vasakpoolseks tuletiseks punktis x.
Tuletise f"(x) olemasoluks punktis x on tarvilik ja pii-

sav, et kehtiks vdimlus
P (x-) = F(x+). (@)

Teoreem tuletise pilrvdartusest. Kui funktsioon f(x) on

paremalt pidev kohal x ja eksisteerib lim f*(z), siis

f (x+) = 2“(2) -

Analoogiline lause kehtib ka vasakpoolse tuletise kohta.

Kui funktsioon y= f(x) on pidev punktis x ja

lim §$i= $.00 gy
siis oeldakse, et funktsioonil y= f(x) on punktis x Idpmata
tuletis. Geomeetriliselt t&hendab see, et punktis x funktsi-
ooni y= f(x) graafikule témmatud puutuja on risti x-telje-
ga.
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Ulesanded.

595* M&a&rata argumendi x muut [x ja funktsiooni vastav
kasv Oy, kui y= log x ja x muutub vé&rtuselt 1 vaartuse-
le 100.

596» Argument x saab muudu Ax. Arvutada funktsiooni
kasv Iy, kui & y=ax +b, b) y= ax.

597» Toestada vdrdused
a) AO[cf()] = cAf(x)*,
b) ALF(x) + gCO] =Af(x) +Ag(x) :
c) &[F(x) 9()] = g(x +Ox Af(x) + F(X)Ag(x).

Ndaide 1. Lahtudes tuletise definitsioonist, arvutame

funktsiooni y= 2xtuletise kohal x = 3* Saame

Py = 22% 03C - 25 = 27(24x - 1),

Ix*=_1,

&.x A<
y*@3) =lim AZ =6 Lim -——- =2In 2.
IheD AX o  [x

Lahtudes tuletise definitsioonist, leida jargmiste funkt-

sioonide tuletised.
2

598. v =« 602. 1y = COS X
599. vy = X5 603. Y= tan x
600. vy 604. Y= cot X
601. = 605. Y= Inlxl
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Lahtudes tuletise definitsioonist, arvutada  jargmised

tuletised.

2 _ _
X , kui x on ratsionaalarv,

606. f"(0), kui f(x)
0* kui x on irratsionaalarv

607. f'C%), kui f(x) = sin x
608. f T1)> kui f(x) = In x

609. Olgu punkti sirgjoonelisel liikumisel tee pikkus

s antud aja t funktsioonina jargmiselt:

s =t3 +\
Leida punkti keskmine kiirus ajavahemikus t =4 kuni t=
=4 + Ot, vottes At = 2; 1; 0,1 « 0,03. Samuti leida
punkti Iiikumise kiirus ajamomendil t = 4.

Naide 2. Arvutame funktsiooni

yv=\f2x + In x2 +
4x

tuletise. Reegli 2= pdhjal
y* = (\fX + 21n|xl + ‘21x‘2)' = (\z2)t + 2in |x] )" + (:{gi<~2)
Reegli 1< pb6hjal
y* = C\DO™-F 2(Injx])" + i(X‘Q)*'
Ning 18puks, kasutades pdhivalemeid 4, 9 ja 5, saame

y* = V2 ——  + 27 + 2(_2)x-5 = £ ==
2 JT X 4 n X 2x3
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Saadud tuletis on mdaratud piirkonnas X = (0, <»). Kéesole-
val juhul langevad tuletise ja funktsiooni m&aramispiirkon-
nad kokku.

Ulesanded.

Kasutades reegleid 1= - 4= ja pohivalemeid 1-25, arvu-
tada tuletised (x, t, z, u on argumendid, a, b, c, c~ on

konstandid).

610. y= x" - 2x? + 4_1)( -1 621. y= 2(x+1l)ex

611. y= at2 + bt + C 622. y= x"eX + eM
612. y= - 2K 623. ¥= K
a+ 1 X
615. = S<+ In 2 + (3P 624*. Y= et ext2t X
614. y= I*.™ + 625. ¥ = (< - 2x + 2)5X
V1 + a2 ix“
615. ¥ = 3x~ - 2x™ + X 626 Y = x 1n X
616. y= > Ar > 627. ¥=—-- ¢ 1In -
In X X
617. Y= U * ———-7 - 628* ¥ = xex+2loglx| - L ~1
Y>x x\Xx >
618. =-2-— -1 629. ¥y = x2log,x
Y 2x -1 x g-
619. y= 48 =+ bz 630. y= x"1
b + CZ -LOg”
ao y- -1 651.7= 1 - 11SS-
= X2 1+ InX
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632. y=In(ex) + log e  635* ¥= e xIn(3|x])

633. 7=Je 2% 638 y= PXP a (a>0»b>°)
634. y=> - 3x

637. y= In xlog x- In a logax

638* y= 2sin x + 3cos X

639* ¥'= tan x - cot X + 3

640« y = 2tsin t - (t2 - 2)cos t

641. y= arctan x ¢ arccot x

642. y= x arcsin x ¢ 3arccot X

643. ¥=SiSJ ¢ - &-
u sin u

644. y= (2 - x2)cos x + 2x sin X

Exf »y- SIN X - X €OS x

CoS X + X sin X

646. Y= - —— - - arctan x
1+ x2
647. ¥ = &rcsinx
arccos X
x+1
648. Y= + In (Ix-e XZT)
tan x

649. YS x sh x - ch X, 650. y= AX?

651.y:thx0I X +
n x
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652. y= sin 2t + (2t)2 ¢ arcsin(sin t)
655« ¥'= arctan x - arth x
654. y= arcsin x arsh x
655« ¥'= arccos X + arccos <
656. =1 AJ x)loga(l + ©
657. y= &ESihx
1 - xn

Naide 3« Arvutame funktsiooni

arctan x, kui Ixl4"lj

£ sgn x + tui  Ix]>1

tuletise. Kui -1< x <1, siis

M= 1 3{.)(2 .
Kui x e |(-o00, -1), (1, e0 )} f sis
¥ = (Jsgn X)* + ( XI=l)« =1
Uurime tuletise olemasolu punktides |xI= 1. Punktis x = -1

saame, kasutades teoreemi tuletise piirvaartusest, et

y»(-1-) = lim %:ld

“(-1+) = lim —

y (=19 1 + X2 2
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Seega
y'(-1-) = y*(-"e+)e

Tingimuse (1) pdhjal

G =
MCD =
Analoogiliselt punktis x = 1 on y"(1) = é' Jarelikult
ﬁf t kullxl 4 1;
v = 1 F£X
1, kui|x\ > 1 .
2
Ulesanded«
Arvutada tuletised,
0, kui x <0;
65S- y =>*2, kuil>0
1-x, kui x < 1;
659. y = (1- X)(2 - x),kui 14ax 4 2;
-(2 - x), kui x > 2

x -1, kui x41;

000. ¥= In x, kui x>1

661. Y= sgn X 662. Y= [x}

Kehtivad vérdused

f*(a+) = lim f AX), f qa-) :‘ﬂimxf»(x),

eeldusel, et piirvaartused paremal on olemas.

Naide 4 . Arvutame funktsiooni

Y =1x2 - 41 (2)

tuletise . Absoluutvdartuse definitsiooni pdhjal
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V =
Seega

VI =
Punktides, kus Ixi

sest seal tingimus (1) ei ole téidetud. Toepoolest,

32 -4, kui 4> 2,
4 - x2, kui |>xU, 2.
2, kui  [x<]>2,
2x<,  kui |x|<.

= 2, funktsioonil (2) tuletist

X = 2 on (vt. teoreemi tuletise piirvaartusest)

¥ (2-)
y (24

Seega

¥(2-)

Analoogiliselt saame ka,

Ay"(2+).

et punktis x =

-2 tingimus

ei ole,

punktis

@) ei

ole téidetud. Jarelikult tuletis on mdaratud piirkonnas

X = {(_*!

(2) tuletise vOib arvutada ka

Funktsiooni

-2),(-2, 2),(2, 00)}.

Kasutades funktsiooni y = sgn x, vdime kirjutada

| 1, kui |xI > 2,
sgn (X2 - 4) =\ 0, kui [XI= 2,
u kui IxI <2,

Jarelikult

V= X2 - 4 = (x2 - 4) sgn(x2 - 4).

Seega, kui x € j(-

os , -2), (-2, 2),

jargmiselt.

(2, oo )|, on sgn(x2- 4)

konstant ning reegli lepdhjal selles piirkonnas on siis
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Y = 2X sgn (xp - 4).
Punktides (d= 2 tuletist pole, sest sgn (xp— 4)  muudab

neis punktides marki, mistdéttu vdrdus (1) ei saa seal olla

taidetud.

Ulesanded.
Arvutada jargmiste funktsioonide tuletised ja leida

tuletiste m&dramispiirkonnad X.

663. Y= I Ix]
664. 3= p<+ 1 672. y= !

2 - x2]
665. Y= p& - 1] 673. y= lIn Xj
666. =X |H4 674. y=|In Ix|l

667. Y= D2 — 3<¢ 21  675. ¥= |logax2 | ¢+ |log2ax |

668. Y= |>x- X5! 676. Y= Isin xj
669. Y=I1~vTTI 677. Y= Icos x|
670. Y= jx2«~1 - o) 678. y= x lcos X|

679. WY« jSr*«1). kui
ax|-1f kui|x] > 1

680. y J ? x7 taiixUL
I xN-2x+2, kuijxl > 1
681. Y= Itan xj + lcot x|

682. y= t 4
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Liitfunktsiooni tuletise arvutamisel kasutatakse jéarg-
mist reeglit. Kui funktsioonidel y= f(u), u = g(x) on ole-

mas I6plikud tuletised y~ ja siis liitfunktsioonil
yv= f(@X)] on tuletis
yx =ynx ~ (5)
ehk
yx ““fg(x)*x"* A A

Vahepealne muutuja u valitakse nii, et saaks leida y~ po-
hivalemite 1-25 abil. Siis jaab leida vaid osa u®, mille
arvutamisel vGime vajaduse korral jélle Kasutada valemit

(3) Jne. Tegelikul arvutamisel vahepealsed muutujad eral-
datakse mottes.

Naide 5. Arvutame funktsiooni
Y= In(x + cos x)

tuletise. Votame u = x + cos x, Siis

Valemi (3) pdhjal on seega

W = 1-sinx ,
X
X + COS X

Naide 6. Arvutame funktsiooni
Y= sin \Jl + x2

tuletise. Selleks kirjutame funktsiooni Ules jérgmiselt
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2
y=sinu, u=\Xv, v=1+x

Nilid, kasutades pdhivalemeid, saame valemi (3) abil,

= K<- -COS UNT7T=22 m

=cosh &x2 ..-1- - 2x =
2 /1 + x2 NF1 + x2

Naide 7« Funktsiooni

Yy = arctan In@x + b)

et

tuletise arvutamiseks eraldame mdttes vahepealsed muutujad

u = In(ax +b), v=ax+b.

Valemi (4) abil saame siis (kasutades pdhivalemeid 16,9>2)

n n _ 1
1 + In (ax +b) ax +b ax+b1l+ In2(ax +h)
Ulesanded.

Arvutada tuletised.

683. y = (3x - 5)4 688. v =  x2)10
684. y = (x + 1)(x + 2)2 689. y = VI +
685. y = (5 + 2x)10(3 - 4x)20
686. y = V1 - X 690. y = 2,
2
687. v = (3 - 2x)5 691. y = 1+ 3
rr?
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X

692. y= \Ix + \fx~f J% 709. j = 2?
2
693. ¥= X 710. y= sin(ex +5x“2:
N1 + x2
694. y= B q T A

1 - -
56(2><-1)" 24(2x<-1)6  40(2x<-1)?
695* ¥'= sin t + cos 2t

696. y= tan 711. y= HO1“3111 "X
* AMin X
697. y= cos-YUx 712. y=¢e
_ X2
698. Y= 3sin(3x+5) 713. y=x2e &
699» ¥ - cos2 -—" 714 . yw= In sin \l arctan e”x
1 + \[x X
700. Y= X. m 715. Y= ex + e®X+ eeb
1 + tan x
701. y= cot 31 + x2 716. wv=(@ ) (DBb(a>0, b>0)
702. y= - 2-"- 717. y=xa% axa ¢ aa* (a>0)

703. y= tan x - gtan"x + - taré"x

704. y= sin(sin x) 718 .y = th(In x)

705. y= \tan | 719.y=V (1 + th2x)5
706. y= sinI* cos nx 720.y = ech x

707. y= coslt* sin nx 721. = In(ch x) + 1 *

asc
708. y= asln5x (a>0) 722. y= -h*x In(cth -)
shTC 2
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723.

724.

725.

726.

727

728

729

730

731

732

733

734

735

736

737

738

S

<
1

arctan(th > 739%* Y= arcsin * ~ Y&
1 ¢ 32
arccoe(-1-) Tag y = b, - 2X)
th x Yy rn arctan V1 + >
MI - th X
xsh x- ch x 742. y= arctan Injax + b]

X arcsin x +

arctan(x - V1 + x2)

Y=\l - (arccos x)2 743. y= log2 *log"(log"x)]

arctan x2 744. y=V 1 + In2x

— ——————arctan x 745. y:ZJIn(1+x)— _!1,”(“)(2)_

_/[L + X2 v
arccos X = 1. )
arcsin J 746. y= - In — :
11 + X 4 X2_ o1
arccos b.z#+.acos x ~ %y = 1 "~ xjfil-wyl
a+ bcos x 2N6 Xs  +sfJ
= arcsin + arctan V' - /%
71+x
arccos X 746. y= In(x + Jx2 ¢ 1)
arctan % * X 749. y=\Xx +1 - In(1 H1ct)
- X
arccos VI - x2 750. y= 1In tan()2< + L1)
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751

752

753

754

755

757

759

760

761

765

765

767

768

769.

770.

sin x
*1 + sin x

yv= 1In

Y= j(In5x + 31n2x + 61n x + 6)

yv=x [sin(In x) - cos( In x)]

yv=X In(x + N1 ¢ x2) - ~1 + x2
t

V= epst !N X 756. Y= In arctan - 1
2 1 +X
Y= Cc0S X ¥1 + sin2x. 758. j - 2 ~ X
2

Y= arcsin x2 + arccos X

y= (a - Marcsin \fx +1 jx - x2

y= \fcot x - Vcot &k 762. y= sin 2x + c0s23X

y=arch In x 764. Yy = arth tan x
Yy = arsh X 766.. = - m vQI— + In tan x
a y-—---- 2sin X

y— :_L ﬂ _\'1 + X_Ai_l( - l‘arctan _V:l'__-'-__xé_w

4 f1T7?2- x 2

yv=Ien+ JI + e*c)
y= arctan(x + "1 + x2)

Kui funktsiooni avaldis on hdlpsasti
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logaritmitav,

siis



vdib algul leida funktsiooni logaritmi tuletise ja sellest
avaldada funktsiooni tuletise.

Naide 8. Leida funktsiooni

ve X2y a-r
1-X N 3 +x)2
tuletis eelneva logaritmimise teel.

Lahendus_. Logaritmides yabsoluutvdartust, saame

Inlyl = 2In|x] - In]1 - xI + ~[In]3 - x| - 21n|3 + xf],

v 2o X o J R X
y.= _iL 3 -Z2-* I - 2-=.7-
- X

xX£0, xE£1 x£-3),

Naide 9. Leida funktsiooni

Y= (sin x)x
tuletis.

Lahendus_. Et siin on sin x> 0 ja seega y>0, siis saame
In y=x In sin x,

L'y =nsinx+-% cos x.
hd sin X
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T71.

772.

773.

T74.

776.

T77.

778.

Yy - (sin x)x(In sin x + x cot x).

/

Ulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide tuletised.

Y= XX

v= Sin X

780.

RS2 s
779» Y= x"ex~“sin 2x

v=fe.- ?)2
(x - 5)5

Y= (sin x)cos x+ (cos x)StM X

v= (1 + }()X 781.
L.KZJU-
V- 1D5( - 3)n1
Y= x>0  783.
Y= \I(x +1)2 784.
= (In x)x 785.

786. Toestada,

vorrandit

X M+ l=-e V.
dx

787. Toestada,

vorrandit

et funktsioon

et funktsioon

v Sif- L,

\ (x2 - 1)2
782. Y= 1A
>fx
Y= 2< (X> O)
v= X3 saq gx
@a>0
v= (In Xx
In X
yv=1In rahuldab
1+ X
V= - rahuldab
\Ir - x =

a - x2) g% - xy = 1.

Jargmistes llesannetes

leida funktsiooni ytuletis,

kui
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funktsioonidel u = u(x), v = v(x)qj'a V= ré) ltuletised
olemas.

788. y=\Juz(x) + v2(x) 789. ¥ = arctan N 8

790. y=USIv(X) ux) A0, v(x)>0)

791. ¥ = loeu(x)v(x) > v(x) >0)
792. y= f(x2) 793. ¥= f(sin2x) + fCcos”)
794, y= f(&X) e ® 795. y * f (f [*(O)]}
Arvutada thepoolsed tuletised f*(x+) ja T Ax-)f kui
/
796. f(x) = Ixl
kui x A Oi
797. f(x) = T TI175
0, kui x =0

798. Kuidas peab valijna arvud a ja b, et funktsioon
X2 , kui x” xQ;
OO = ax + 4, kui x> xQ
oleks pidev ja tal oleks olemas tuletis punktis x = xQ.

Kui funktsioonil y= f(x) (a<x<bh). tuletis

f*(x) A0 ja on olemas ihene pidev péérdfunktsioon

x s f (y), siis ka podrdfunktsioonil on olemas tuletis
3a

Y -- -
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Ulesanded«

Leida jargmiste funktsioonide pddrdfunktsiooni x = x(y)

tuletis x ™
Y

799. y=Xx - esin X 802. y=x + In x
800. W= e““08111 x 803. wYy=Xx + ex

/
801. wy=x eX 804. Y= shx

Naide 10. Funktsioon y= y(x) rahuldab vdrrandit
x2 + 2xy = >/2+ 2X.
Leida Yy -
Lahendus™ Vdtame tuletise x jargi voOrrandi mdlemast
poolest, saame

2X ¢ 2y ¢ 2xyN = 2yyN + 2,

kust

y. , 1 n.
%

Arvutada y™ jargmiste vdrranditega mddratud funktsioo-
nide jaoks.

8<5. ¥ = 2px 806. ~ Nzl
a b

807. arctan Z = In J x2 ¢ y2

808« X7 S yx 809. wy=1 ¢ xey
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810. Yy = x + arctan y

811. Arvutada y7X0), kui >y/- In y=1

82. Funktsiooni tuletise rakendusi.
Puutu.ia .ja normaali vérrand. Kui funktsioonil

Y=Y

on kohal x = xQ olemas tuletis y4x0), siis

M(xQ, y ) tema graafiku puutuja vdrrand on

Y- M = ¥y (x0)(x - x0)

ja normaali vorrand

kus

Yo = Y(xo0)B

Puutu.ja ,ja normaali I8igud. Lo&iku PT nimetatakse

tuja I6iguks. Tema

on

Loiku PN

punktis

puu-

pikkus

nimetatakse

normaali 18iguks. Tema pik-

kus on



PN

Iy v
Léigu TM pikkus on
™ = Z_ >T7T y"2
Y

ja 10igu MN pikkus on

MN = WJL + y*2

Puutepunkti raadiusvektori ja puutuja vaheline nurk.
Kui = r( if ) on kdvera vOrrand polaarkoordinaatides ja jb

puutepunkti raadiusvektori ning puutuja vaheline nurk,siis

tan B = ,
/ r'("f)
Sirgjooneliselt liikuva punkti Kiirus. Kui punkti sirg-
joonelisel liikumisel l&bitud teepikkus s on antud aja t

funktsioonina vérrandiga
s = (1),

siis punkti liikumise kiirus v ajamomendil t = tQ on

v = f Tt0).

Ulesanded.

812. Leida puutuja ja normaali vorrand kdverale
yv= (x + 1) 3 - x punktides & A= (-1,0); b) B(2,3)7?
c(3,0).

813. Leida kdvera y=2 + x - xp

punktid, kus puutuja
on a) paralleelne x-teljega; b) paralleelne sirgega Y= X.

814. Millise nurga all kdver y= In x ldikab x-telge?
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g15. Millise nurga all kdverad y= sin x ja y S COS X
I6ikuvad?

816. N&idata, et logaritmilise spiraali r = ae korral
puutuja ja raadiusvektori vaheline nurk on konstantne.

817» Arvutada puutuja 10igu pikkus, kui y = axll.

818. NAaidata, et kdvera y2 = 2px normaali 13igu pikkus
on konstantne.

819* N&idata, et kBvera y= ax puutuja I6igu pikkus on
konstantne.>

820. Missuguses seoses peavad olema kordajad a, b ja c,
et parabool y= ax2 + bx + © puutuks x-teljega?

821. Missuguse parameetri a véartuse korral kdverad
y=ax 2 ja y= In x puutuvad?

822. Punkt vdngub seaduse

X = a cos(’-?"'—z )

jargi. Leida punkti liikumise maksimaalne kiirus.
823. Sirge varb AB pikkusega 1 libiseb otstega piki
koordinaattelgi (vt. joonist). Teades punkti A  kiirust
vA, leida punkti BKkii-

rus vO.



83« Funktsiooni difersnfeRiflal.

Funktsiooni y= f(x) nimetatakse punktis x diferent-

seeruvates, kui tema kasv

Ay = f(x + ) - T(X)
avaldub kujul

Oy = H)ix + cc, ©))
kus
<= o O, kui [p<-*0.
Funktsioon y= f(x) on diferentseeruv punktis x para-
jasti siis, kui tal punktis x on olemas I6plik tuletis f x*

Valemis (5) suurust

dy = £(x) Ox
nimetatakse funktsiooni y= f(x) diferentsiaaliks punktis x.
Suurust dx = [Ax nimetatakse argumendi diferentsiaal iks«

Seega vdime kirjutada

dy = f*(x)dx, (6)
kust
é% = f (x).
Valem (8) kehtib ka siis, kui muutuja x on mingi uue

muutuja funktsioon, s.t. valemis (6) v8ib dx olla ka funkt-
siooni diferentsiaal,s.t. diferentsiaali kuju on Invarlantne.

Kui < on kiallalt vaike, siis valemist (5) saame ligi-
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kaudse voOrduse

f(x + X)» f(x) +F"(x) Ax. @)

Ulesanded.

824. Leida funktsiooni y= x2 kasv [y 6a diferentsi-
aal dy, mis vastab argumendi muudule Ax. Arvutada [y ja
dy, kui x =1 ja Ix=0,1; 0,01.

825. Arvutada funktsiooni f(x) = x*- 2x + 1 kasv A1)
ja diferentsiaal df(1) ning vorrelda neid, kui & [x =1,
b) Ox = 0,1, & /[Ox a0,01.

826. Leida funktsiooni y= cos x diferentsiaal kobal

X = 6 kui [Ox = 36

827. Leida funktsiooni

diferentsiaal kohal x = 9-

828. Leida funktsiooni y= tan x diferentsiaal kohal
X = kui =

3 A< 180

Leida jargmiste funktsioonide diferentsiaalid.

829. Y=~ 8J0. y=In|x +\|x + a |

831. 1y = arcsin %i(a 4 0)

832, x =- — - 833» ¥=In tan(- - -)

1-t 2 4
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834. y= vTarcsinx + (arctan x)2
Leida

835. d(xex) .839. d zn~2
v\ VX

836. d(ein x - x cos x) 840. d In(1 - x2)

837. d ™ a2 + x2 841. d arccos i

838. d

Olgu u,v,w diferentseeruvad argumendi x funktsioonid.

Leida funktsiooni ydiferentsiaal, kui

842. ys uvw 845. y=In Nu2 v2
843* = 846. = tan -

Y p Yy = arctan 5
844. y=

Leida

847. - — 849. sin x

d(x2) * d cos x
848. —————  tan x* @850, d arcsinx

d cot x d arccos x

Kasutades valemit (7) arvutada ligikaudu

851. \NI1,02 853. arctan 1,05

852. sin < 854. 24,5
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1
g55. arccot 0,97 858« log 11 (log B= 1716 = 0,4343)

856 = arcsin 0,45 859« \r@

g57. arccos 0,48 .7 860. tan 46°

g 4. Korgemat .jarku tuletised .la diferentsiaalid.

Funktsiooni y» f(x) teist .jarku ehk teiseks tuletiseks

y”” nimetatakse tuletist funktsiooni tuletisest, s.o.

W= (y) =[x\
Uldiselt funktsiooni y= f(x) n-jarku ehk n-ndaks tule-
tiseks nimetatakse tuletist funktsiooni (n-1) -jéarku

tuletisest,s.o.

Funktsiooni y» f(x) teist _jarku ehk teiseks diferentsi-
aaliks d2y nimetatakse diferentsiaali tema esimest jarku

diferentsiaalist, s.o*
d2y = d(dy).

Analoogiliselt defineeritakse n-_jarku ehk n-es diferent-
siaal d*V voOrdusega

« 4(dn-1j).

Kui x on sdltumatu muutuja, siis

dny . ®

140 -



kui aga x on mingi muutuja t funktsioon x = x(t), siis

d2y

f"(x)dx2 + £*(x)d2x,

dry

' ,(x)dxM 3" (x)dx.dik + f*(x)d3x.

jne.
Valemist (8) saame

ai .
dx11

Leibnizi valem. Kui u = u(x) Jjav =v(x) on n Kkorda

diferentseeruvad, siis

(uy)n> = %0<£ un-15 T<«
ja -/
= * d11-1
dn (uv) %%CL4d u dsr,

kus K=> = u. v\ "= v. C;i on kombinatsioon n elemendist i

kaupa ja d<u = u, d®v = v.

Ulesanded.

Toestada valemid.

861. (. Q@ = .*

ge2. @)M) ~ JT A

863. (sin x)(n) = sin(x ¢ - )
864. (cos x ) A = cos(x ¢

865. Cx*) (n)= »(m-1)... (m-n¥Dxm"n
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866. (In x)(n) =

Leida y" jargmistest funktsioonidest.

867. Y=x 1 ¢ x2 870. wy= In f(x)
868. Y= e~x 871. y= A1 - x2 arcsin x
869. Y™ tan x 872. Y= XX

Arvutada ye jargmistest funktsioonidest, kus u = u(x) ja ,

v = v(x) on kaks korda diferentseeruvad.

873. Y= u2 875. ¥= Mu2 +v2 ,
874. wy=1InH 876. y=uv (u>0) -
Funktsioon f(x) on kolm korda diferentseeruv. Arvutada

y" ja y"*, kui
877. y = f(x2) 879. vy = f(ex)
878. y=f(Q) 880. wy= f(In x)

Arvutada d2y, kui

88l. y-= 883. Y= XX
882. wy= 1 + x2 884. 1y = arctan(- tan x)
a

Funktsioonid u = u(x) ja v = v(x) on kaks korda dife-

rentseeruvad. Leida d2y, kui

885. Y=-vy 887. = In u2 +v2
886. wy= au
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Leida adrgitud jarku tuletised.
888. wy=x(2x - 1)2 (x +3)5; MM6), A7)
889. y=-1-:; y(5)

1-x

890. wy=xnx; y@®
S91. Y= Y

82 y:\I ==-; Y00

1-x
g93. y= s SO

894. Y= ex cos X; ylv

895. Y= SL+J> ; y(n)
cx +d

896. Y= - . y<n)
\J1 - 2x

897. ¥ = cos2x} y(n)

898. wy=i£-S ; y()

Leida margitud jarku diferentsiaalid.

899. Y= =t dny 901. wy=exln xj d*y

900. y=- ; d3y

Leida margitud jarku diferentsiaalid, kui u = u(x) on
piisav arv kordi diferentseeruv.

902. Y= eu; dty 904. wy=1Inu; dry

903. Y= u2; d*°y
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Leida fAn)(0), kui

905. f(x) = ——1-——- 907. f(x) = x2eax

906. f(x) = arcsin x

908. Tdestada, et funktsioon

Yy = Acos x + Bsin x

rahuldab vorrandit

YV +y=0
mis tahes arvude A ja BKkorral.

909. Leida x", x 7, x"i kolm korda diferentseeruva
Y W y3
funktsiooni y= f(x) jaoks.

Leida y; ja y;x funktsioonist y= y(x), kui

910. X2+ y2 = 25 911. y2 + 2In y= x4

912. J X2 + 3y = ae*™) tan X @>o

913. Punkt liigub sirgjooneliselt seaduse

s = 2 sin-" oL
2 0
Jérgi* Leida liikumise kiirus ja kiirendus pérast esimese

sekundi mdddumist (s on meetrites ja t sekundites mdbdetud).
914. Punkt liigub sirgjooneliselt seaduse jargi s =\t .
Veenduda, et liikumine on aeglustuv ja et kiirendus a ja

kiiruse kuup v3 on vdrdelised suurused.
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8§5. Piirvaartuste arvutamine L"Hospitali
reegli abil.

L*Hospitali reegel. Kui kahe funktsiooni f(x) ja g(X)
jagatis

f00
g0o0
kohal x = a kujutab maadramatust tiipi 2 voi siis
kehtib voérdus
A S M Neo
eeldusel, et eksisteerib 18plik vdi I18pmatu piirvéaartus

vorduse (9) paremal poolel.

Valem (9) on rakendatav ka juhul a-o0o0 voi
a= - @ ja teiste Uhepoolsete piirvaartuste korral.
Piirvaartuste arvutamisel on otstarbekohane koos L"Hospitali
reegliga rakendada peatikis 11l antud votteid.

Maaramatused tilpi Q a> vdi oo - a> L"Hospitali reegli

rakendamiseks taandatakse tiipidele £ vdi 2.
Naide 11. Arvutada

lim -i2-2
*X-*0o cot X

Lahendus_. Kohal 0 tekib md&ramatus tlupi . L"Hospita-

Ii reegli abil saame

lim _ia_ 2 = lim *?* = - lim SisS”
cot X (sz.} (cot x) * x~0 X

Tekkis md&ramatus tiipi 2 ja vOime L"Hospitali reeglit veel

kord rakendada, kuid seda ei ole otstarbekohane teha, sest
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protsessis x-»0 on sin X ~X ja seega saame vahetult

11X 2isb = 11X 0.
X~>0 X X->0 X
Jarelikult
n sfrx = °-

Réaide 12. Arvutada

lim (—r- - Ay).
ein X x T

Lahendus. Kohal O tekib mé&aramatus oo - oo s Vdttes. mur-
rud Uhisele nimetajale, saame

li* < 1 -./4) = lin

sin”c XN° X sin X

Nuud tekib kohal O méaaramatus Enne L'Hospitali reegli ra-
kendamist asendame nimetajas sin x temaga antud piirprotses-
sis ekvivalentse suurusega Xx. Seega

lim (- V -1-) = lim £ -=,&&m .

X_*° B 1 n x X2 X

Rakendades 2 korda L'Hospitali reeglit, saame

IIm (—L - 4),) = lim 231 - |to 231 =
sin X xr (o»-H gr*o 4xr (8)
= lim $-- 2¢c=S 21 = lim ZPInf* =1
ne 12x A-cosix«\*-0 12x 3
\% Y

Naide 13. Arvutada

lim (1 - cos x) cot Xx.
X-*0
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Lahendus. Kohal 0 esineb adaraniatus 0.00 . Tiime
cot x nimetajas**, saame \

li* (1 - cos x) cot x = lim I-I;??s.? ,
x9° X»0 tan X

Tekkis madramatus tiupi £ < Antud piirprotsessis saame
asendada tan x temaga ekvivalentse suurusega X, sile

L*Hospitali reegli abil on

lim (1 - cos x) cot x = .lim m c<-x a
«-»0 \ (0-e6) 3C+0 X
= 1l« sili » 0.
9C-*0 1
tilesanded.

Arvutada jargmised piirvaartused, kasutades L"Hospi-

tali reeglit.

915. lim ** ~ 2x2 -N 918. Ilim 1,3-29? ?-
oc-,1 N LT N B X-,0Xx2 einx2
916. lim_ tSS..7. - Z 919. lim x P08-x -=--S-~x
ec*0 x - sinx X-*0
nm 1 - sinw
917. Ilim 1 920. Ili* -
ot-»0 n2 ac->-i 1 - X
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921.

922 .

923.

924.

925-

926 -

927.

928 =

929.

930.

931.

932.

933.

934.

lim X ~ Sln x 935. lim (1 - x)tan - X
X->0 X _ s™n x 2
n
lim (a>0, n>0) 936. Ilim In x In(1 - X)
lin X 937« 4-p arcsin x <7 x
cot Hi
2
lim fa2%& 938. lim In(x2 - 2x + 1)sinotx
tan x
lim 111 sIS-&f 939. um xmsin | (n>0)
*>0t In sin bx R R(0))
lim — % 940. Ilim (- ------- -
X4 Inx-x+1 X-1 Inx
n, “~tanx -1 W 1B (2 _ _ 1)
2sin™x - 1 1 »-1

o x(ex+ 1)- 2(eX -1)
k XN sin x

arcsin 2x - 2arcsin x

e sin’ x
) X ,Sin
lim S-1,5-—- (@>0)
sin x5
. In cos ax . . 71
ki ri-tos6x o42. lim (cot™x - -
Lim 943. lim (VX - \lIn X)

X-0 tan x - X

li|jn cos(sin x) - cos X
*»0 x3arcsin x cos X

lim x cot 2x 944. lim (- - -
N o **f cot X 2cos X
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Madramatuste 1=7 O, && korral tuleb enne leida aval-

dise uv logaritmi v iInu piirvaartus ja siis kasutada
vordust
Y lim vinu
limu =-¢e . (10)
Naide 15» Arvutada )
sin”x
lim (cos 2x)
Lahendus. Esineb m&aramatus tulpi 1 <. Arvutame

L*Hospitali reegliga algul avaldise logaritmi piirvaartuse,

saame
2
siH-x ) -
lim In(cos 2x) =2 lim -——PRs .1z =
X+ sin x
g ., a2 i -£9S-S = _2
(1) ==*
Seega valemi (10) jargi -V
IIm (0os 2x) sinl = e"2.
X-W
Ulesanded.

Leida jargmised piirvaartused.

945.  Lim XX 949. lim xIn(ex-1)
JFO Xx-.04-
046. |ngTMInX 950. lim (tan x)”™ ~x
o *_1-
947. lim xMB< 090 liax8in x
0

1
948. lim (cot x)8in X 952. lim (ex ¢ x)*
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) n 1 InIx-=21
953. k:g»(l . §+Q1 958'E*J'Q )
ntan x
954. 11* (j) 959. u . (,»i)*«2«
- tans$ .
955. %;g @ - g) 2a 960.XJ%;a (IQ -)1
i tan ir. -
956. lim(tan — ) 2 961. lim (tan_ -£=-)X
* K 4 X*ee 2x-f1
957. lim xcot X 962. lim (sin x)cot x
X-*0t X-»X-

Leida jargmised piirvaartused, veendudes eelnevalt,et

neid L"Hospitali reegli abil arvutada ei saa.

8tz -4 Xx-sinx sin x - 1
65* _ 967. lim.
n+ f- -Xx) -e

xZsin =+ CoS X

9%4. lim —————-- 968. lim
sin x > x + In x
965. lim 1+ x ¢ cos X
. sin X

X ¢ sin X ¢ e

* % . Ay ?
. I ooy lwee s 1 AV?T7
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V. FUNKTSIOONI UURIMINE

81. Funktsiooni monotnnnRiia.
Funktsiooni monotoonsuse uurimine tugineb jargmistele
teoreemidele.
1) Vahemikus X diferentseeruv funktsioon f(x) on mo-
notoonselt kasvav selles vahemikus parajasti siis, ,kui iga

x € t korral on

f*(x)>0
ja monotoonselt kahanev parajasti siis, kui iga x £ X kor-

ral on
f«(x)<0. -
2) Diferentseeruv funktsioon f(x) on konstantne vahemikus

X parajasti siis, kui iga x € X korral on
f*(x) = 0.
Punkte x €X, kus f"(x) = 0, nimetatakse funktsiooni
f(x) statsionaarseteks punktideks.

5) Vahemikus X diferentseeruv funktsioon f(x) on kasvav

(kahanev) selles vahemikus parajasti siis, kui
e f*(x) > 0 (vastavalt f*(x) ~ 0) iga x € X Kkorral;
2= statsionaarsed punktid ei moodusta uUhtegi vahemikku.

Seega, kui iga x € X korral on f*(x) > 0, siis  f(x)
kasvab ja f*(x) < 0 korral - kahaneb piirkonnas X,
Funktsiooni statsionaarseid punkte ja neid punkte funktsi-

ooni maaramispiirkonnast,kus tuletis on I6pmatu vdi ei eksis-
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teeri, nimetatakse funktsiooni kriitilisteks punktideks.
Nagu naeme, tuleb funktsiooni monotoonsuse piirkondade

leidmisel lahendada vdrratused

f*"(x)>0 ja F1)<O,

mis sageli osutub raskeks. Niisugustel juhtudel kasutatakse
Jargmist teoreemi.

4) Kui funktsioonil F(x) on vahemikus (a,b), mis kuu-

lub funktsiooni madramispiirkonda, I8plik arv kriitilisi
punkte , X2, ... 1 X, kus
a<xM<x2< ...<xfxb,

siis igas osavahemikus

@& XD, ™, Xg), -.» (Ki-.b)
tuletis f*(x) sdilitab marki.
Seega vOime igas vaadeldavas osavahemikus f*(x) méargi
kindlaks teha argumendi x (he (sobivalt valitud) vaartuse
abil.

Naide 1. Leiame funktsiooni

f(x) a x2 ex
monotoonsuse piirkonnad.
Funktsioon f(x) on diferentseeruv piirkonnas X =

= ( -00, 00) ja

f*"(x) = ex x(x + 2).

Siit ndeme, et funktsiooni f(x) ainukesteks kriitilisteks



punktideks on statsionaarsed punktid
x1 = O ja x2 = -2.

Et alati ex>0, siis vorratuse f*(x)>0 lahendid moodusta-
vad piirkonna {(-<>=>, -2),(0,00 )} ja vOrratuse f"(x)<O0

lahendid - vahemiku (-2, 0).Seega funktsioon f(x) = x2ex

kasvab vahemikus (~*>., -2) ja (0, 00 ),
kahaneb vahemikus (-2, 0).

Naide 2. Leiame funktsiooni
f(x) =V (x-2)2 ¢ \|(x ¢ 1)2

monotoonsuse piirkonnad.
Funktsiooni mdaramispiirkond on X = (-o00, 00),

Arvutame tuletises

£1(X):— X + 1 + \Xx -
5 3(x - 2)(X + 1)
Seega on funktsioonil kolm kriitilist punkti:

X1 = -1, X2 = -, x5= 2.

Punktides ja x» on tuletis Idpmatu, punkt x* on stat-
sionaarne. Paigutame nad x-teljele, teoreemi 4 pdhjal funkte

siooni tuletis f"(x) sdailitab marki igas tekkinud vahemikus
(_«>’ <3 - 2)1 (Z’N)'

Seega on tuletise margi leidmiseks nendes vahemikes pii-

sav, kui tuletise mdark teha kindlaks vahemiku mingis Uhes
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punktis. Vahemikus (- « , -1) on f*(x)<0, sest naiteks
f*(-2) < 0. Vahemikus (-1, -) on f*(x) > 0, sest  naiteks
2

f*(0) > 0. Vahemikus 2) on " (x)<0, sest néiteks
f*CI~0. ja I6puks vahemikus (2*0<) on f"(x)>0, sest ndi-
teks f (H0) > 0. Oleme saanud jargmise tulemuse. Funktsioon
()

kasvab vahemikus (-1, -) ja (2, ),

kahaneb vahemikus ( - oo , -1) ja (%, 2).

Haide 3» Leiame funktsiooni

f(x) = Ix3 +1
monotoonsuse piirkonnad.
Funktsiooni maaramispiirkond on X =£-1, 00 ). Arvuta-
me tuletise:
f.(x) =
2Vx5 + 1
Funktsioonil on kaks kriitilist punkti: statsionaarne punkt
X = 0 ja madramispiirkonna otspunkt x = -1, kus eksistee-
rib vaid parempoolne tuletis f"(-1+) = @ e« Kdikjal piirkon-
nas (-1, oc ) on f*(x) > 0. Et statsionaarseid punkte on vaid
Uks,siis teoreemi 3) p6hjal on funktsioon selles  vahemikus

(-1,00 ) kasvav.
Ulesanded.
Leida jargmiste funktsioonide monotoonsuse piirkonnad.

970. Y= 8X2 - x4 971. wy-= " x
n

972. = 2X - sin 2x< 973. wy= arccos(l + x)
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974. y= 22226X% 075. y= 1 -

976. Y= 2T - 16 977. y= X+ lIsin 24

I

978. y:ﬁ—x 979. y= X e&x (Mm>Q x>0)
1 -
% kui >x*- 1,
980. f(x) = kui -1<x>4.1,
X - 2x,kui x> 1.
sin x, kui x€ (O 3),
981. f() = 1, kui x € jb),

M % tan x,kul xtjic, 2*>.

(arcsin x, kui 1x171,

arctan x, kui |x]>1

sin X, kui IXIK{ £ ,

sgn sin x,kui s <|xU

984. Joonestada llesannetee 980 - 983 olevate  funkt-
sioonide graafikud.

985» Tdestada, et funktsioon f(x) = - kahaneb
vahemikus (0, j)-

986. Tdestada, et y= (1 + C)X on x>0 korral kasvav

funktsioon.

Funktsiooni monotoonsuse uurimise teel saab tdestada

mitmesuguseid vdrratuei.
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Néide 4 .TGestada, et iga x >1 korral kehtib vdrratus

Inx > Ziz -
X+1

Tdestus. Moodustame funktsiooni

f(x) = In x -
X +1

Selle funktsiooni mdadramispiirkond on X = (0, »), On vaja

naidata, et f(x)>0, kui x t (I»=<). Arvutades tuletise

saame
f*(x) = fe
x(x + 1"
Tuletises ei kuulu nimetaja nullkohad X =0, x m-1
funktsiooni m&dramispiirkonda X. Seega ainuke kriitiline

punkt on statsionaarne punkt x = 1. Et alati on f*@) > 0,
siis teoreemi 3) jargi funktsioon f(x) kasvab piirkonnas
X . Et f(1) = Of siis kéikjal vahemikus (1, o0) on T(x) >0,

mida oligi tarvis tdestada.

Ulesanded.

Toestada jargmised voOrratused.
987. In(1 +x) <x, kui x>0

988. In(L +x) > x - ’;2_ kui x > (

989*. cos x>1 - 57 kui x> 0

990* tan x >x ¢ 2% kui OoCxJ)

go1*. sin x>x - 25, kui x>0
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992*. >2 kui o < <f

993. x2 + 2 In cos x <0, kui O0<|x] <3

994. cos x <1 - , kui 0< bd<%f

9%5*. x In x + 41n - 5 ->3(x - 1), kui x > 1
996. 2sin x + tan x > 3x f kui x<5

997. x - 25 < arctan x <x, kui x> 0

§2* Funktsiooni ekstreemumid. .

O6eldakse, et funktsioonil f(x) on kohal a lokaalne
maieslmun (lokaalne miinimum), kui leidub a niisugune umb-

rus (a -£, a +S), kus kehtib vérratus

fex) ~ f(a) (vastavalt f(x)>f(a) ). (€))

Punkti a nimetatakse funktsiooni f(x) lokaalseks ekstree-

mumpunktikstarvu f(a) aga funktsiooni F(x) lokaalaekra
eketreemumiks.
Kui vdrratuses (1) esineb vdrdus vaid punktis X = a,

siis raagitakse funktsiooni f(x) rangest lokaalsest eks-
treemumist punktis a.

Funktsioonil f(x) vdib lokaalne ekstreemum esineda vaid
kriitilises punktis.

Lokaalse ekstreemuini olemasolu kriitilises punktis uuri-
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takse jargmiste teoreemide (piisavate tunnuste) abil.

I. Olgu funktsioon f(x) pidev kriitilises punktis a.

Kui f*(x)>0(s.t. f(x) kasvab) punkti a vasakpoolses Umb-
ruses ja f*(x)<0 (s.t. f(x) kahaneb) parempoolses umbruses,
siis funktsioonil f(x) on punktis a range lokaalne maksimum.

Kui f*(x)<0 punkti a vasakpoolses lmbruses ja f"(x)>0
parempoolses umbruses, siis funktsioonil f(x) on punktis a
range lokaalne miinimum.

Kui aga f"(x) on punkti a vasakpoolses ja parempoolses
Umbruses Uhe ja sama margiga, siis punktis a ekstreemumit ei
ole.

I1. Olgu funktsioon f(x) vahemalt kaks korda diferentsee-
ruv statsionaarses punktis a.

Kui fn(a) <0, siis punktis a on range lokaalne maksimum.
Kui £7Ta) > 0, siis punktis a on range lokaalne miinimum.

Inl. Olgu funktsioon f(x) n korda diferentseeruv statsio-

naarses punktis a ja olgu
f'(a =f') = ... = f(r“1)@ =0 ja f(n)(@ AO.

Kui n on paarisarv, siis punktis a on f*n~(a) < 0 korral
range lokaalne maksimum, f*n~(a) > 0 korral range lokaalne
miinimum.

gy* n on paaritu arv, siis punktis a ekstreemumit ei ole.

Naide 5. Leida funktsiooni

f(x) * Vx2 ex
lokaalsed ekstreemumid.

Lahendus. Funktsioon f(x) on pidev maaramispiirkonnad
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X = (- 00, 00). Leiame tema kriitilised punktid. Et

LINCO N
311

siis funktsioonil on kaks kriitilist punkti* statsionaarne
punkt x" = - } ja punkt Xg = 0, V-u? tuletis pole madratud.

Ekstreemumite madramiseks rakendame tunnust | (tunnuseid
Il ja Il ei saa kasutada, kuna punKtis x2 =0 funktsioon
poie Uiferentseeruv). Selleks leiame funktsiooni kasvamise
ja kahanemise piirkonnad. Saame  teoreemi 4 p6hjal para-
grahvist 1 , et funktsioon f(x)

vahemikus ( - oo f 23 kasvab, sest nditeks f T-1)>0*

vahemikus (__é’ 0) kahaneb, sest naiteks f'(”%)<0»

vahemikus (0, 00) kasvab, sest nditeks f"(1)>0.
Tunnuse 1 pd6hjal on funktsioonil f(x) kohal x* = - % range
lokaalne maksimum f(- g): %lélémm ja kohal =0 ran-
ge lokaalne miinimum £(0) = 0.
Praktiliselt tehakse tuletise margimuutudest tlevaate
saamiseks vaid jéargmine joonis (vt. joon. 22), millest pii-

sab ekstreemumite maaramiseks tunnuse | abil.

*
i 0 X

f*(-1)>0 "5 f«(-j)<0 f*(1)>0
Joon. 22.

Ndide 6. Leida funktsiooni

f(x)
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lokaalsed ekstreemumid.
Lahendus. Funktsioon on pidev &ogu x-teljel ja on paa-

risfunktsioon. Leiame kriitilised punktid. Et
f*(x) = x5(x2- 1),

siis kriitilisteks punktideks on kolm statsionaarset punk-

ti:

Uurime ekstreemumi olemasolu punktis x* =1 tunnuse Il
abil, saame
5x4 - 3x2,

00
(1)

Seega punktis x* = 1 on range lokaalne miinimum f(1) = -

2 > 0.

Et f(x) on paarisfunktsioon, siis punktis x1 = -1 on samuti

range lokaalne miinimum f(-1) = -

Uurime ekstreemumi olemasolu punktis Xg =0. Et

f*(0) = f'(0) = £"40) =0 ja fIv(@) <0,
siis tunnuse 11l pdhjal on punktis x = 0 range lokaalne mak-

simum f(0) = 0.

Ulesanded.
Leida jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid

otseselt lokaalse ekstreemumi definitsiooni abil.

[ rfxl , kui x £ 0,

998. f(x) = 1 - x& 1000. h(x) = kui x =0

999. g(x) e“Ix| 1001. f(x) =1_1ixlI
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1002. fO) = L - x| 1005* g(x) = 1 - isin x\
I

1003. f(x) = Itan x| 1006. vy (x) 2s5in2x

1004. h(x) = v W 1007- u(x)

e8in x

1008. f(x) = jTn*k~
1 0, kui x =0

Selgitada, kas jargmistel funktsioonidel on lokaalsed

ekstreemumid margitud punktis a, ning mddrata nende liik.

1009. f(x) x11 + 3x6 +1, a=0

1010. f(x) = x2 & 2cos X, a =0.

1011. f(x)

1 - 18x ¢ 9x2 - 2X5 + 6 Inx, a=1

1012. f(x)

I(x2 +1) arctan x - £2x - n), a=-1

Leida jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.

1013. f(x) = x5 - 9x2 + 15x - 3

1014. f(x) = x5 - 3x2 + 6x + 5
1015. f(x) = x - In(1 + x) 018. Ff(x) s x In x
1016. f(x) = I x2 - 1)2 1019. f(x) = x In"
1017. f(x) = .- .....
A X2- 4
2 *2

1020. f(x) = & ¢ TAx* X = (0,1)* ab>0
1021. f(x) = x Ix| K022. g(x) = (x - 1)5
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1023. g(x) = (i - D* 1024. h(x) =1 -IxI+ Inlxi

1025. F(x)

X - arctan x

1026. f(x) = x5 -
12

1027. f(x) = 2sin 2x + sin 4x
1028. f(x) = excos X

1029* f(x) = V/x5- 32 + 8
1030*. f(x) = In(x4 + 4X5 + 30)

1031% F(X) = —---m——— e
In(x® + 8x" ¢ 40)

O6eldakse, et funktsioonil f(x) on piirkonnas X globaalne
maksimum (globaalne miinimum), kui leidub niisugune punkt

aeX, et
f(x) 4 f(a) (vastavalt f(x) > f(a))
iga xfeX korral.

Weierstrassi teoreem ekstremaalsetest vaartustest (tleb,
et 10igus pideval funktsioonil f(x) on alati olemas globaalne
maksimum ja globaalne miinimum.

Kui funktsioon f(x) on pidev 1digus X = , siis glo-
baalsete ekstreemumite leidmiseks toimime jargmiselt:

1) leiame funktsiooni kriitilised punktid
Xg, X2, ..., x™ vahemikus (tf-,|S);

2) arvutame funktsiooni vaartused Kriitilistes punktides,

S.0. vaartused
f&xM)f f(x2), ... , T(xP);
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3) arvutame funktsiooni vadrtused 18igu  otspunktides,
s.o. f(et) ja f("3);
4) valime funktsiooni saadud vaartuste f(x"), f(x?),...
.., fCx»), f(ct), F(/0 hnlgast valja suurima arvu M javaik-
seima arvu m.
Siis on M = max f(x) globaalne maksimum ja m = min f(x)
globaalne miinimum.

2

Naide 7. Leida funktsiooni f(x) = (x° - l)2 globaalsed

ekstreemumid Idigus £-V2, 3] -
Lahendusl) f"(x) = 4(x2 - 1)x, siis kriitilisteks
punktideks vahemikus (-1/2,3) on statsionaarsed punktid x1=

=Q Y2~ "
2) arvutades funktsiooni vdartused kriitilistes punkti-

des, saame
f(o) =1, f() = o;

3) arvutame f(- N F(3) = 64;
) (2 16 (€))
4) leiame, et max |f(0), f(1), f(- ji), fF(A)" = 64 ja
min [f(0), f(1), f(- b, f(3)} =0.
Seega on globaalne maksimum

max (x2 - 1)2 = 64

ja globaalne miinimum

min (x2 - 1)2 = 0.
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Ulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid

méaramispiirkonnas X.

1032." f(x = 2X5 ¢ 3x2 - 12x + 1, a) X = [-1,5].
b) X = [-10,12]
1033. f(x = r==-7» X = [0,4]
X ¢1

1034. f(x = X2 - 3x ¢ 2 X =1-10,10]
1035. f(x = arccos X
1036. f(x = sin’, X = [-JC,XJ
1037. f(x =cos X - 1, X al-A,*]

rje i
1038. f(x I_& 2

- 1-x -
1039. fCx = arctan I = [0.1]
1+ X

1040. f(x = sin 4x - 2x, X a [0, 2]
1041. f(x a X - 1n cos X, X a 2, t]
1042. f(x alx]—1In cos X, X - [-J3 ,J]
1043*. cf(x aJ(l - x2)(1 ¢ 2x2)
1044. f(x a X - 21n x, X a [I,e]
1045. f(x a 28in X + cos 2X, X a[o,Tf]
Kui funktsioon f(x) on pidev vahemikus X = (o1,/25),

siis globaalsete ekstreemumite leidmiseks kasutatakse jéarg-



mist teoreemi .

V. Kui piirkonnas X pideval funktsioonil f(x) on (ksai-
nus lokaalne ekstreemum, siis viimane kujutab funktsiooni
f(x) globaalset ekstreemumit piirkonnas X.

Kui funktsioonil f(x) on mé&&ramispiirkonnas mitu lokaal-
set ekstreemumit,siis teoreemi IV rakendamiseks vOib  méara-
mispiirkonna sobivalt jaotada osadeks, nii et igas osas oleks
ainult Uks lokaalne ekstreemum.

Naide 8. Leida funktsiooni f(x) = x2In x globaalsed eks-
treemumid.

Lahendus. Funktsiooni f(x) md&aramispiirkond on vahemik
X = (,00) ja
f"(xX) =x (1 ¢ 21n x).

Ainsaks kriitiliseks punktiks on statsionaarne punkt

Et f"(—ﬁﬂ) = 2>0, siis punktis x- = —« tuhnuse 11 pbh-
STi A

Ve
jal lokaalne miinimum f(---)= Et leitud lokaalne ekstreemum
VS

on ainuke funktsioonil f(x), siis teoreemi 1V péhjal on ta

ka globaalseks miinimumiks« Seega

m = min f(x) = f
X€X ve 2e

Funktsioonil f(x) globaalset maksimumi ei ole.

Ulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid
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maaramispiirkonnas X

1046. f(x) = e<*2 1847; 0

1048. f(x) = — -
> 0 13 %2

1049. f(x) = sinSc + cos”"x

2 2

1050. F(x) = |- + TTTx » X = ab>0

1051. f(x) = 2tan x - tan2x, X = [o, *)

l052. f(X) = x4 - 8X5 4 22x2 - 24x + 12
1053. f(x) = 2ch x - x2

Ndide 9. TOestada, et iga x / 0 korral kehtib vdrra-

tus

Lahendus™ Moodustame funktsiooni

f(x) = ex - 1 - x.
Tuleb naidata, et iga x A0 korral on f(x) > 0.Funktsi-
ooni f(x) m&aramispiirkond on X = (-00 j 00), Et

f1X) =ex -1
siis funktsiooni f(x) ainuke kriitiline punkt on statsio-
naarne punkt x = 0. Kogu vahemikus X on

f'(x) = ex>0.
Seega punktis x = 0 on funktsioonil range lokaalne miini-

mum, mis teoreemi 1V pdhjal on ka funktsioonil globaalseks
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miinimumiks. T&hendab, iga x A0 korral on
f(x)>f(0) =0,
mida oligi tarvis néidata.
Ulesanded.
Toestada jargmised vorratused.
1054. 2 \[x>3 - j, kui x >1
K055, In(1 + x)”x, kui x > -1

1056. 2x arctan x \ In(1 x2)

1057. 1 +x In(x + \b + x2)> JI o

1058. In(1 + x) > - ~ L, kui x>0

1059. kui 1 +- **,p+qg>0 ja x>0
y 4 P 4

Naide 10« Koonusesse kérgusega H ja pdhja raadiusega R

tuleb kujundada maksimaalse ruumalaga plstsilinder. Milline

peab olema silindri raadius r ja korgus h?

Lahendus . Tahistame
otsitava silindri raadiuse
tdhega x ja kdrguse antud

tahega h. Siis silindri ruum-

ala on
V axx2h.
Joon. 23« Suurused x ja h on (lesande
tingimuste jérgi teineteisest sOltuvad. Seepérast voime
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avaldada naiteks h raadiuse x funktsioonina.

Selleks joonistage koonuse ja otsitava silindri telg-

I6ike (vt, joon.23). Kolmnurkade ABC ja sarnasusest
saame
R _H
kust
h = j[R - x).

Seega silindri ruumala V avaldub muutuja x funktsioonina!l

(V = ijjSx2RR - x)
Ix = (0,R).
Tuleb leida funktsioonil 7 = V(x) globaalne maks imum-
punkt.
St

V»(x) = x(2R - 3x),

siis funktsiooni V ainukeseks kriitiliseks punktiks on stat-

sionaarne punkt

fR>

sest 0”MX e Arvutades
/
VIAX) = -|S(2R - 6x),
- . o
saame, et V'(x) < 0. Tunnuse Il pdhjal punktis x”= jR on
funktsioonil V range lokaalne maksimum, mis teoreemi 1V

jJargi on ka globaalseks maksimumiks.
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Ulesanded.

1060. Leida arvu 36 niisugused kaks tegurit, mille ruu-
tude summa on minimaalne.

- 1061. Valmistamisel on kaanega kast, mille ruumala on
72 cm3. Maarata kasti m6otmed nii, et pbhja servade suhe
oleks 1*2 ja kasti téispindala minimaalne.

1062. Akna kuju on ristkulik korrapérase kolmnurgaga
Ulemises osas. Akna Umbermdédt on 3 nu Milline peab olema
akna alus, et akna pindala oleks maksimaalne.

1063. Kanali ristldige on ristkilik poolringiga alumi-
ses osas. Kanali ristldike tUmbermédt on 4,5 m. Milline peab
olema poolringi raadius, et kanali ristldike pindala oleks
maksimaalne?

1064. Korrapéarase kolmnurkse prisma ruumala on V. Mil-
line peab olema aluse pikkus, et prisma tdispindala oleks
minimaalne?

1065. Koonuse moodustaja pikkus on 20 cm. Missuguse
korguse korral on koonuse ruumala maksimaalne?

1066. Leida kerasse kujundatud maksimaalse silindri
mdotmed, kui kera raadius on R.

1067« Leida kerasse kujundatud silindrite maksimaalne

kilgpindala, kui kera raadius on R.



1068. Maarata kerasse kujundatud maksimaalse taispind-
alaga plistkoonuse mddtmed, kui kera raadius on R.

1069. Missuguse kesknurga korral saab ringist véljaldi-
gatud sektorist valmistada maksimaalse ruumalaga koonuse ?

1070. Missugusest kdvera y= i____« punktist  tdmmatud

puutuja moodustab x-teljega suurima nurga?

1071. Paraboolil y» x2 leida punkt, mille kaugus sir-
gest y= 2x - 4 on minimaalne.

1072. Voérdhaarne kolmnurk Umbermddduga 2p podrleb
aluse Umber. Milline peab olema alus, et tekkinud po6rdkeha
ruumala oleks maksimaalne?

1073» Leida maksimaalse uUmbermddduga ristkilik, mis on
kujundatgd poolringi raadiusega R.

1074. Leida maksimaalse pindalaga ristkulik, mis on ku-

jundatud ellipsisse

1075» Punkt A asub ringjoonel. Kddl BC on paralleelne
ringjoone puutujaga punktis A. Kui kaugel peab asuma k&6l
BC punktist A, et kolmnurga ABC pindala oleks maksimaalne?

10761 Punktist A valjub punkti B suunas &uto, liikudes
kiirusega 80 km/t . Samal ajal valjub punktist B rong,
liikudes punkti Csuunas kiirusega 50 km/t. On teada, et

«CABC = 60<= ja AB = 200 km. Missugusel ajamomendil (lugedes
aega liikumise algmomendist alates) on sdidukid teineteisele

koige lahemal?
1077» Vihmapiisk langeb raskustungi mdjul ning aurustub
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tihtlase kiirusega nii, et algmass T kahaneb vordeliselt
ajaga (vordetegur on k)* Mitmendal sekundil parast lange-
mise algust on vihmapiisal maksimaalne Qineetiliné>energia,
kui dhu takistust mitte arvestada? Kui suur on maksimaalne
kineetiline energia?

1078. Horisontaalalusel asetsevat koormist kaaluga P
tuleb nihutada temale rakendatud jou F abil. H66rdumine
on vordeline jduga , mis vajutab keha vastu alust ja on
suunatud vastupidi nihutavale jéule. Hddrdetegur on k. Mis-
suguse nurga all aluse suhtes tuleb rakendada joud F, et
ta suurus oleks minimaalne? Leida nihutava jou minimaalne

vaartus.

8J. Joone kumerus _ja kdanupunktid,

Oeldakse, et joon

Y= f(x)

on piirkonnas X kumer (nfgus), kui igas punktis a«X joone
y= f(x) puutuja asetseb Ulalpool (vastavalt allpool) seda
joont.

Joone kumeruse ja ndgususe piirkondade leidmiseks kasu-
tatakse jargmist teoreemi.

1.Joon y= f(x), kus funktsioon f(x) on véhemalt kaks
korda diferentseeruv, on kumer (on ndgus) piirkonnas X

parajasti siis, kui

f"(x) <0 (vastavalt f'(x) >0)
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kogu piirkonnas X.

Joone y= f(x) punkti (a,f(a)) nimetatakse tema k&a-
nupnnk-tlks. kui leiduvad lhepoolsed Umbrused ( a- < a9
ja (& a «IM), et Uhes neist on joon y= f(x) kumer, tei-

ses aga nogus.

Joonel y= f(x) vbib olla kd&nupunkt vaid tuletise
y" = f*(x) kriitilises punktis.

Joone k&&nupunktide leidmiseks vdib kasutada jargmist
teoreemi.

11* Kui tuletisel f"(x) on kriitiliaee punktis x = a

range ekstreemum, siis punkt

(a, f(a)
on joone y= f(x) k&&nupunkt.
Halde 11. Leida joone

v= (1 + x2) ex
kumeruse ja ndgususe piirkonnad ja kaanupunktid.
Ljuiendue. Funktsioon
f(x) = (1 + x2) ex
on diferentseerus kaks korda. Leiame tuletise
f*(x) = (1 ¢ x)2 ex

kriitilised punktid. Voérrandist

f"xX) = (x+ 1D +3) ex =0

saame kaks kriitilist punkti



Funktsioon f"(x) on pidev. Ta muudab marki vaid punktides
x,, ja Xg* Seega vOime f”1{x) mérgi kindlaks teha tema (Uksi-

kute vaartuste abil ja see on antud joonisel 24.

f"(-10)>0 f'(-2)<0 f(0)>0
Joon. 24.

Jooniselt néeme, kasutades teoreemi l,et joon
V= (1 amx2) ex

on kumer vahemikus (-00, -3) ja (-1, 00)ning ndgus vahemi-
kus (-3, 1). Definitsiooni jargi on kohtadel x * -3 i Ja
Xp = -1 joonel kaanupunktid. Kaanupunktide koordinaadid on

(-3, 10e-5), (-1, 2e-~1).
Naide 12. Leida joone
Y= 3x - sin 3X
kaanupunktid.

Lahendus_. Leiame funktsiooni y = y(x) tuletised

y <= 3 - 3cos 3x,
y" s 9sin 3x,

y"*= 27cos Jx.
Tuletise y* kriitilisteks punktideks on punktidf kus

yH a 9sin 3x = 0,
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s.t. punktid

xk = (k = =T
Et
y'. (L2 A0,
3

siis teoreemi Il jargi on punktid

(s%-, bl )

iga taisarvulise kkorral joone kd&nupunktid.

Ulesanded.
Leida jargmiste joonte kumeruse ja nBgususe  piirkon-

nad ning ka&anupunktid.

1079. wy=x5 - 6x2 ¢ 12x + 4 1085. 7 = earctan X

* 2
H080. Y= -2- 1086. wy=¢e ¥
X - 4
1081. = 1087. wy= (x + 2)5
X + 12
1082. 1y = arctan x - X l088. wy=Xx - sin X
1085. wy= x2In x 1089. y= 4X5 - 12x

1084. Y= 4x - cos 2X

1609@.. Olgu P(x) positiivsete kordajatega ja paarisarvu-

liste astmenditajatega poliunoom. Tdestada, et funktsiooni
Y= P(x) + ax + b graafik on kdikjal ndgus.
1091. Olgu jooned y= if(x) ja y= y(x) ndgusad vahemi-

- 174 -



kus (a,b). Naidata, et selles vahemikus on a) joon y=
= 9 + y(x) nodgus; b) joon y=dC) y(x) samuti no-
gus, kui funktsioonid d>9 ja \/(X) on positiivsed ja neil

on Ghine miinimumpunkte

Ulesanded»
Leida jargmiste joonte k&&nupunktid.

1092. Yy = sin 2x - 4x + 2

1003. y=-8__  (a>0)
a2 4.x2
1094. y = In(1 + x2)
1095» wy= x sin(In x) (x>0)

1096. y= (x2 - 1)2

1097« Naidata, et joone y= -—— kolm kaanupunkti
x +1
asuvad dhel sirgel.

1098. Missuguste ~vaartuste korral on punktid (a,y(a)),

kus aAO0, joone
_ h -h2x2
7" 1T (b>0)
kaanupunktideks?
1099» N&idata, et joontel y= - e~x ja V= e_Xxsin X
on thised puutujad joone y= e sin x kaanupunktides.
1100. Missuguste a ja b vaartuste korral on punkt

(1,3) joone y = ax™+ bx2 k&anupunktiks?



84. Joone asumptoodid.
Kui joone
Y= f(x)
punkti (x,y) kaugenemisel I6pmatusse tema kaugus mingist
sirgest laheneb nullile, siis seda sirget nimetatakse moo-
ne y= f(x) aslUmptoodiks.

Aslimptooti vdrrandiga

X = a
nimetatakse plst- ehk vertikaalasiumptoodikst asimptooti vir-
randiga

y=mx +b
aga kaldasumptoodiks.

Kui kdvera y= f(x) punkt (x,y) léheneb kaldasimptoodile
protsessis x —-*o0=> , sils seda asumptooti nimetatakse parem-
poolseks . kui aga protsessis x -* —<=0 , siis vasakpoolseks.

Kui m = 0, siis kaldasumptooti nimetatakse roht- ehk
horisontaalasiumptoodiks.

Kehtivad jargmised teoreemid.

I. Sirge x = a on joone y= f(x) plstasimptoodiks pa-

rajasti siis, kui
lim f(x) = =o00.

Il1. Sirge y= DX + b on joone y= f(x) parempoolseks

kaldasimptoodiks parajasti siis, kui



1. Sirge y=m2x + t2 on joone y= f(x) vasakpool-
seks kaldasumptoodiks parajasti siis, kui
g = ing,

/b2 = lim [f(X) - n"xj

Ndide 14. Leida joone

aslimptoodid.
Lahendws . Et
lim = oe ,
I+ Y
siis sirged
x =1 ja x=-1

on teoreemi | jargi joone pustasumptoodid.

Leiame kaldasumptoodid. Saame

my= lim2 =Hm - x - =1,
* _kk%x
—_ I' —_ l' X2 _
Q1 = lim (y - x) = 2 ( —@wd.;.— - x) =0.
Seega teoreemi Il Jérgi sirge y= x on parempoolne kald-

aslimptoot. Analoogiliselt

m lim = -1,

(! X
b. = lim (y - x) = 0.
Teoreemi 11l jargi sirge y= -x on vasakpoolne kaldasimp-

toot.

Naide 15» Leida joone
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y = X + In X
aslimptoodid.

Lahendus. Et
lim yv=-o00

X-.0+
siis sirge x = 0 on joone pistasimptoot.
Vasakpoolset kaldasiumptooti joonel ei ole, sest x >0.

Uurime parempoolse asimptoodi olemasolu. Saame:
sualim2=1 n
X

b, = Hmp &-x) = lip In x = o0.
Seega joonel parempoolset kaidasiumptooti ei ole teoreemi Il
pohjal.
tilesanded.

Leida jargmiste joonte aslimptoodid.

1101. y=-—-— -2 1109. ¥= Jx2 -1
x-2)Y
X 1110 =
>@ - 4x< + 3 .y—7A77
1103. ¥'= —ﬂ)g—— 1111. y= &%*2* 2
. I .
X?
1104. y= — 1112. y=-1
X +9 1- e
1
eX 1113, y=- L2
Nl + » 1114. _zz =1
a Vv
1107. y= xIn(e + 1) m 3,Xxy=a @AO

1108. y= 2< + arctan 2 1116. y= C+ =
2 <x- b)2
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85« Funktsiooni graafiku .joonestamine Iseloomustavate

andmete .jargi.

Funktsiooni graafiku joonestamisel iseloomustavate and-
mete jargi toimime jargmiselt.

1) Leiame funktsiooni ma&aramispiirkonna ning katkevus-
punktid, selgitame kas funktsioon pole paaris-, paaritu
vOi perioodiline funktsioon.

2) Leiame asumptoodid.

3) Leiame monotoonsuse piirkonnad ja ekstreemumid.

4) Leiame kumeruse piirkonnad ja k&&nupunktid.

5) Saadud andmete jargi joonestame funktsiooni graafiku.

Selleks valime saadud andmete p6hjal kdigepealt sobiva mddt-
thiku ja sobiva telgede paigutusega koordinaattasandi. See-
jarel kanname koordinaattasandile asimptoodid, ekstreemu-
mid ja kd&nupunktid. Siis joonestame jark-jargult  funktsi-
ooni graafiku, arvestades punktides 1),3) ja 4) saadud and-
meid. Vajaduse korral leiame veel tdiendavalt mdned teised
graafiku punktid (naiteks graafiku I6ikepunktid koordinaat-
telgedega, asimptootidega v8i muud, samuti ka tihepoolsed
piirvaartused esimest liiki katkevuspunktides).

Naide 16. Joonestada funktsiooni

f(x) = X + -2-
XI\

graafik iseloomustavate andmete jargi.
Lahendus_. *1) Funktsiooni médramispiirkond on
X = j(- 00 fo), (0,00)j . Katkevuspunkte piirkonnas X ei

ole. Funktsioon ei ole paaris-, paaritu ega perioodiline
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funktsioon.
2) Leiame graafiku aslmptoodid. Funktsiooni graafikul

on piistasimptoot

x =0,
sest Vio f ~
big £O) =00 ,
(mis Utleb, et funktsiooni graafik laheneb aslimptoodile

x = 0 mdlemalt poolt) ja lUhine parem- ja vasakpoolne kald-

aslimptoot
y =X,
sest
m = lim =1,
bl -» oo X
= lim [f(xX) - x] = 0.
3) Leiame monotoonsuse piirkonnad ja ekstreemumid. Sel-

leks leiame kdigepealt funktsiooni kriitilised punktid. Et
f.(X) =1-4
x) 4

siis ainukeseks kriitiliseks punktiks on statsionaarne

punkt
xN = V~2,

sest x2 = O~ X. Kanname x-teljele punktid ja x2 ning
maarame tuletise margi x-telje igal saadud osal (nditeks

argumendi x sobivalt valitud vdartuse abil).

kasvab 0 kahaneb O kasvab

-0oon« 25.
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Saame tulemuseks, et funktsioon
vahemikus (- ca , 0) kasvab,
vahemikus (0, V 2 ) kahaneb,
vahemikus ( ¥2, oo ) kasvab.

Monotoonsuse vahemike valjakirjutamise asemel vdib tule-
muse markida lihtsalt joonisele (vt. joon. 25). Jooniselt
néeme, et punktis x" = 2 on lokaalne miinimum f( V~2) =
= g \R2 ~ % -1,26, mis (teoreemi 1V jargi paragrahvist 2) on
vahemikus (0, 00 ) dUhtlasi ka globaalne.

4) Leiame graafiku kumeruse piirkonnad ja k&anupunktid.
Et

f*"(x) = > 0,
siis funktsiooni graafik oﬁrkogu piirkonnas X nogus ja seega
graafikul kaanupunkte ei ole.
5) Saadud andmete jargi joonestame funktsiooni graafiku.
Enne leiame veel graafiku I8ikepunktid x-teljega (y-telge

graafik ei I8ika, sest x = 0~ X). Need saame virrandist

fx) = - - =0, kust x = -1. Et f(X) - (mx + b) =
X2

=X + }pj—x = 1 siis graafik kaldasimptooti y= x ei
I16ika ja asetseb ulalpool seda aslmptooti.
Nuld kanname xy-tasandile asumptoodid x = Q Y= X, eks-
treemumi E = ( \f2, % \Ti) a (1,26; 1,89) Oa funktsiooni
nullkoha x = -1 ning joonestame (lejaanud andmete pdhjal

funktsiooni graafiku (vt. joon.26).
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Naide 22» Joonestada funktsiooni
yv= \Ix3 - 62
graafik iseloomustavate andmete jargi.
Lahendus_. 1) Funktsiooni mé&&ramispiirkond on X =

= (-o00 1 00), milles ta on pidev. Ta ei ole paaris- ega
paaritu ega perioodiline funktsioon.
2) Pustasimptoote ei ole. Et m = ﬂjﬁb§ =1 ja b =

3 - *) = “2, siis graafikul on dUhine parem- ja vasak-
poolne kaldasumptoot y= x - 2.

3) Arvutades

saame funktsiooni Kkriitilised punktid
=0, x2 =4, x5 = 6.
Paigutades nad x-teljele, mdarame x-telje igal saadud osal

y* méargi, mille abil teeme kindlaks monotoonsuse piirkon-
nad (vt, joon. 27).

kasvab 0 kahaneb L4 kasvab 6 kasvab

Joon.27.
Jooniselt nédeme, et kohal x = 0 on funktsioonil lo-

kaalne maksimum f(0) ja kohal X =4 lokaalne  miinimum
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f(4) = -21-3,17.

4) Arvutades (logaritmilise diferentseerimise teel )

yH = 8
\I X4 (x — 6)5
saame tuletise y* kriitilised punktid

X =0, Xj = 6.

Paigutades nad x-teljele, maarame x-telje igal saadud osal

y" margi, mille abil teeme kindlaks kumeruse piirkonnad (vt.
joon.28).

Jooniselt ndeme, et punkt K= (6,0) on graafiku ainuke k&a-
nupunkt.

5) Joonestame funktsiooni graafiku. Selleks kanname
xy-tasandile aslmptoodi Yy« x - 2, ekstreemumid E*= (0,0),
E27;(4; -3,17) ja kdanupunkti K= (6,0). Edasi uurime veel
graafiku ja asumptoodi vastastikust asendit. Funktsiooni
pidevusest ja punktide Ef,E2 ja Kasendist ndeme, et graa-
fik 18ikab aslmptooti. LOikepunkti L saamiseks lahendame
vorrandi

f(x) - (&x +b) = x3 -6x2 - (x-2) =0,
kust saame x = E. Seega punktis L = (R-,--P) I16ikab graa-
fik asUmptooti*3 3 3
Ekstreemumite asendi jargi néeme, et punktist L vasakul

on graafik tGlalpool asimptooti ja punktist L paremal - all-
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pool asumptooti. Nild. joonestame Ullej&&dnud andmete pdhjal

graafiku (vt. joon.29)»

Ulesanded.
Joonestada jargmistele funktsioonidele graafikud ise-

loomustavate andmete pdhjal.

1117. y=

Go
1118. 7 -5- "';
1125. yv= g- - 4
> - 3R 3-X%
V.
1126. y= 2.1
1120. y= 62 - A4 (x - 1)2
9
1127. y= ~ -
1121. y= X2 (x - 1)2
2 x

1128*? yy= 72L1-2
1122. vy 16 5x
1129, y=|x + \[4 - x

1123. Y=

1130. y= <+ 1)2 - R(x - 1)
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1131 . y= (x + 1)5 Vv ? 1140.

1132 v - s
133 y= ¢
kui

1134 . y=1" 71

lo, kui
1135 = >&%<
1136 ¥ &
1137 = |B<- Y

1138. y= In(1 + €39

1139« yy In(x2-v +

1141.

1142.

x= O 1143.

1144.
1145.

1146.

17T,

- X -

X

1 + In]x], kui -cox

1148. =
Y ex.

kui x> 1

1149. Y= Xarctan X

1150. f(x) = In(cos >

Y= 1n|x|- ~
xX¢ 1
y a iS-i
"X
y = SE&L*.
YV=X¢ - N

V= sin X . sin 2X

Y= X+ sin X

v=2x- " X

arcsin X

Y1777

1151. f(x) = >x- In Isin x|t kus 0" x|<7T

ex+2 _ WM Mui x<-1,

1152 f(x) P

24

- 3x2 - 1» kui
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Vi. DIFERENTSIAALARVUTUSE
RAKENDUSI

81. Ligikaudne arvutamine.
Kui funktsioon f(x) on vahemalt n korda diferentseeruv
kohal xQ, siis kehtib Taylori valem
f(x) =Pn(x) + oCn,

kus x = xQ + Ox ja

Suurust Pn(x) nimetatakse Taylori polinoomiks ja suu-
rust
«n = o( Axn), Kkui Ax-»0

jaakliikmeks Peano kujus.
Kui tuletis f~n\x) on pidev 18igus

ja on diferentseeruv vahemalt vahemikus (xQ, xQ + Ax),
siis vdime jaakliikme kirjutada Lagrange*i kujus

1 (n+1)
<tn = T-——=_ F Cx0 + 0Ax) Ox11 , O<0 <1

v6i Cauchy ku.ivs
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Kui Taylori valemis on xQ = 0, siis [Ox= X ja me

saame Maclaurinli valemi

f(x) = f(0) + £*(0)x + *yfm (0)x*+ ... + ~rf(n)(0)xn+ocn#

1= Taylori valemi ja&kliikme jaoks saame jaakliikme
Lagrange®™i kujust hinnangu

ILn n+l
kus K< %n,\z E)7I " ,
MA+1 = max [fF(n+D) )] -
X. 4 X 4 X.+b*.

2= Teades argumendi x vaartust ligikaudselt (vea ulem-
maar ehk absoluutne viga olgu Sx), saame valemist Y=
= f(x) arvutamise tulemusena ka yvéaartuse ligikaudselt,

kusjuures vastav absoluutne viga Sj avaldub valemiga

&y = |fF )l SXm

Suuruste x .ia y suhtelisteks ehk\ relatiivseteks vigadeks

nim. vastavalt vaartusi

$ i* - w \ Sx-
3= Algebralise summa absoluutne viga vdrdub liideta-

vate absoluutsete vigade summaga:
5(u - v) =8u + Sv.

4= Korrutise relatiivne viga vordub tegurite relatiiv-

sete vigade summaga:
<) _ Su Sv
luvl ul M
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5= Jagatise relatiivne viga vOrdub jagatava ja jagaja

relatiivsete vigade summaga:

Su Sv
U j U\ VI

Naide 1. Mitu liiget tuleb vdtta Maclaurin®i valenmis,
et arvutada funktsiooni ex vaartusi 1digus [-1, 1] tapsu-
sega KO B?

Lahendus®. Et f~\x) = eX, siis

MA = max|fAn+1rMX)|] = e < 3.
Liikmete arvu n mé&ramiseks saame seega vdrratuse

IL |4 -— 1n+l = - 2--- 4 O*5
1 nl (n+1)I (n+1)I

(sest peab olema Iotal4 FO“® ja = 1), millest

(n + 1)1 >3 . 105 = 300000.

Et 91 = 362880, siis voime votta n + 1 =9 ehk n = 8.
Seega valem

eX:1+x+X2+.--+X8

voimaldab arvutada eksponentfunktsiooni vaartusi 18igus
[-1, 1~ té&psusega HO~".

Naide 2. Milline viga tekib matemaatilise pendli peri-
oodi arvutamisel valemiga T = 2n\[", kui pendli pikkus on
1 * (24,0%0,2) cm?

Arvutame vaetava relatiivse vea -pt . Selle méarami-

seks paneme tahele, et arvutamisel kasutame suuruste ic ja
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N ligilahedasi vaartusi. Seega sO0ltub otsitava suuruse viga
ka sellest, mitme 6ige kimnendkohaga on vdetud * ja g < Vas-
tavate kimnendkohtade arv tuleb valida nii, et see ei  muu-
daks oluliselt suuruse vaartust, kuid ei tooks ka kaa-
sa liiga suuri arvutusi.

Vastavalt reeglitele 22, 4ja 5 saame

I B
Et
g=(980 t 2 ‘ ning 3X=3,14 - 0,002, sest sel korral
se
1J&* i~rtoo jj _ ofol % ning $* _ 0,002.100 ~ _ 0fQ7 w4
2 S 2.980 * 3,14
Seega

= (0,07 ¢ 0,01 + 0,42) % = 0,5 %.

Ulesanded.

1153» Tdestada ligikaudne vérdus

va2 ¢ x it ae¢ ia (a>0),

kus|Jtl«a2 (kirjutis A«B tédhendab, et kahe positiivse
arvu A ja Bpuhul A on oluliselt véiksem kui B).
Arvutada* a) VT» b) ~3~ ja c) "120.

1154-. Toestada valem
y »
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Na ¢ X «ra ¢ — (a>0),
nall“«

ku§ |xl«» all.
Arvutada: & JT> b) V60, © Vioo, d) Viam
Leida jargmiste ligikaudsete vdrduste absoluutne viga:

1155» ®X ~ 1+Xx + 12 + e . + vi orxAI

1156. sin x ~x — X2 gand
6 2

23
1157. tanx%x + 5_,|xu0,1
1158. Ml + x41 + f- 04x 41

1159» Veenduda, et nende nurkade korral, mis on vaikse-

mad kui 28=, on ligikaudse vdrduse

sin x*x - ¥? + §9

viga vaiksem kui }0_60 Seda teades, leida sin 20° kuue Oige
koliaga.
1160. Leida cos 10= tapsusega HO”3. Veenduda, et selleks

piisab vdtta teise astme Taylori polinoom.

Taylori valemi abil arvutada ligikaudselt jargmised suu-

rused, vOttes sobiva n. Hinnata vastavat viga.

1161. Y30 1164. arctan 0,8
1162. V 250 1165. arcsin 0,45
1163. In 1,2 e 1166. (1,1)1*2

1167» Ruudu kilg a= (2,4 - 0,05)m. Millise absoluutse

ja relatiivse veaga on voimalik arvutada ruudu pindala?
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ios. Millise relatiivse veaga vdib mddta kera raadiust,

et kera ruumala saaks maarata JW tapsusega?

1169« Tehnilistes arvutustes taandatakse sageli ir ja
/g, kui Uks neist seisab lugejas ning teine nimetajas. Kui

8uur viga sel juhul tehakse?

82. Vorrandite ligikaudne lahendamine.

Olgu vaja lahendada vd@rrand

f(x) =0,
kus f(x) on vaadeldavas piirkonnas vahemalt kaks korda di-
ferentseeruv funktsioon.

1® Ko6dlude meetod (vt. joon.30).

Leiame a ja b selliselt, et

f(a) ja f(b) on erinevate

markidega ning f*(x) ja f"(x)

sailitavad marki l16igus [a,b].

Alglahendiks xQ vdtame 16i1-

gu [a,b] selle otspunkti, kus Joon.30.

f(x) ja f'(x) on erinevate markidega. Jargmised lahendid

xnt/| arvutame jark-jargult valemist

X . =Xx- (a“xn)fcn)
ntl1 A

Selliselt saadud jada {xn| koondub vdrrandi lahendiks x*,

kusjuures
I*a - x"U*" (1)
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kus

2<. Newtoni (puutujate) meetod
(vt. joon.31XPnnktid a ja b vali-
me nagu eelmisel juhul 1®. Algla-
hendiks xQ valime I6igu [a,b] sel-
le otspunkti, kus f(x) ja f'(x) on
sama margiga. Jargnevad lahendid
xn+~ arvutame jark-jargult vale-

mist

f (Vv (=020 @

Ka siin h;%)xﬁ = x* . Lahendi viga hinnatakse valemiga (1).

Naide 1. Leida vorrandi f(x) = x3 -3x-5=0 lahend
ning hinnata selle viga.

Proovimise teel leiame, et f(2) = -3 ning f(3) = 13*
Seega asetseb lahend 13digus [2, 31 < Arvutame f"(x) = 3x2-3
ja f"(x) = 6x. Vahetult kontrollides ndeme, et I8igus [2,3]
on eeldused Newtoni meetodi rakendamiseks tédidetud. Et sel-
les I6igus f*"(x) > 0, siis valime alglédhendiks xQ = 3» Ar-

vutame valemi (2) abil jargmise lahendi x”. Et
f(3) =27 -9 -5 =13,

f73) =27 - 3 = 24,

SIXS
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Hindame saadud lahendi tapsust valemi (1) abil. Et tu-
letis f*(x) kasvab 13digus [2,3] , siis

m=Ff*2) =12 - 3 = 9.
Seega valemi (1) jargi

K —x*14 = 2*2 = 0,36.
y 9

Arvutame jargmise l&hendi x2* Leides

f'(2,5) = 3.2,52 - 3 = 15,75,

Saame

x9 = 2,5 - 21—
2 15,75

2,5 - 0,19 = 2,3.

Edasi leiame lahendi x*, saame

f(2,3) = 0,267, f'(2,3) = 12,87,

X, = 2,3 = 2,279.
B 12,87
Et f(x?) = f(2,279) = 0,003,
siis
X3 - x*U = 0,00036,

kust ndeme, et x* annab meile lahendi, kus vahemalt kats
kohta parast koma on diged. Kui arvutada x", saaksime veel

tépsema lahendi lahendile.
Ulesanded.

Lahendada jargmised vorrandid kolmekohalise tapsusega

- 193 -
25



(algléahendid leida graafiliselt).
2
1170. x - 6x + 2=0 1173, x° ¢ )-(]%L-rox

1171. x4 - x -1 =0 1174. x logx

11
-

1172. x - 0,1 sin x =2 1175» x + ex =0

1176. Naidata, et positiivsete kordajatega polinoomil
f(x), millel on vaid paaritute astendajatega liikmed, on
Uks ja ainult ks (vbib-olla ka kordne) A -punkt (s.t, vor-
randi f(x) = A lahend). Leida k6dlude meetodi abil vdrran-
di

x5 +3x-1=0

lahend tépsusega 10 ,
1177, Toestada teoreem: vorrandil XN +px +q=0
on kolm reaalset lahendit parajasti siis, kui 4pA§27q.2< 0.

Leida ko6dlude meetodi abil vérrandi

XN -9 +2=0
lahendid tapsusega 10 ,

83* Parameetriliselt antud funktsioonid.

Olgu antud pidev joon vorranditega
X = x(t)

ly =y(®

Kui joont (3) saab esitada vdrrandiga

y=f(x) vdi x = g(y),
siis oeldakse, et funktsioon f(x) vOi vastavalt g(y) on
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antud parameetriliselt vorranditega (3).

Kui x(t) ja y(t) on vahemikus (<*,/$) diferentseeru-
vad funktsioonid ning y"(t) A0, siis virrandid (3) mééara-
vad lhese pideva funktsiooni

7 =7 [t)1= O ©)

(kus t = t(X) on x = x(t) pédrdfunktsioon), millel kohal x

on tuletis
v =Y. )
X t
Tahistades A\. = f ja x£ = x, vdime valemi (5) kirju-
tada kujul
r-i.
X X

Funktsiooni (4) teine tuletis y"2 arvutatakse jargmi-

X
se eeskirja jargi (kasutades valemit (5)):

, X s
= (i)T"- (6)
Analoogiliselt valemi (5) pdhjal
x3 = (9% Gy ~ et %)
jne.
Vastaku joone (3) punktile (a,b) parameetri VAartus
t - thys.t.
|a = x(t0),
= 7(1Q)

siis punktis (a,b) on joone (3) puutuja mdaratud vérrandiga
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7-b = x~* ®
y t0)  3c"(t0)

ja normaal-vdrrandiga

z-=-£- = jljz-2. 9)
x t0) 7 (t0)

Polaarkoordinaatides antud joont

r=(y) (<)

vdib vaadelda parameetriliselt antud joonena

X = r cosy= cos (p9

Yy=r sin?= f(ip) sinip.

Naide 1« Arvutada funktsiooni

I_*

cC:.Is

tuletised 7 ja y'" e
yx X2 ] yx5

Lahendus_. Valemi (5) jargi saame

2
X = = - 3t2et.
Eeskirja (6) (voi vahetult valemi (5)) jargi on

-6t e* - 3t2 e* p- p
y?= (Yl = e - = 3e (2t + t2).
X

Ja l6puks saame eeskirja (7) (voi jallegi vahetult valemi
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) Jargi

vV = (Y P = 632t(t2 3t 1 _
N t

X2 X ~
_e_

= 6e5t(t2 + 3t +1).

Naide 2. N&idata, et joon r = ea” I6ikab punktist O
valjuvaid raadiusvektoreid Uhe ja sama nurga all.
Lahendus. Olgu raadiusvektori
ja joone vaheline nurk o ning
puutuja toéusunurk of (vt. joon.
32). Sel juhul \

Piisab, kui naidata, et

tan(Y - (F = const.
Arvestades, et tany = 2 ,saame

tan(\y - ()= sin” coscp - amdein"f f cos<f- i sind.
cos f cos"f + sinvj/sinf 1. cos<f+ ysiIn<f

Et x = rcos*= ea™ cos ning Y= r sinp= ea” siny?,
siis X = aea™coseaisin™= eaBa cosy» - sinw),

v= a ea”siny,fea”cosy>= ea”(a siny>+ cosy?).

Seega
tan (y-ip) =
ea”(a 8inycosy>+ cospy— a sinycosy> + sinpyp _ }A\

- P
eaf(a eos f - sinyJcosy>+ a sin y + sin/fcos y?)
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Ulesanded.

Elimineerida parameeter jargmistest voOrranditest,
2
1178. x = 3t, y=6t - t

1179. x =t5 +1, 7 = t2

1180. x = cos t, Y= sin 2t
1181. x =ep- sinip, Y= 1 - c0sS
1182. x = tan t, y= sin 2t + 2cos 2t

Leida jargmiste funktsioonide puhul
1183. x = a cosif, Y= bsin<

1184. = a(<f- sinif), wYy= a(l - cosy)

1185. x

B

1186. x = 1In(1 + t ), Yy=1t - arctan t

1187* x = etsin t, y=-efcos t

1*1 _ 3at
iT? "' 7

1188. x

Milliste nurkade all I6ikuvad jargmised jooned?
1189. Yy=Xx2 ja X = % cos t, y-= 2 sin t
- - atf
1190. x = acos@, Y= asintoja x = -
R ] Ht2 " 1+t2
Leida jargmiste joonte puutujate ja normaalide vor-

randid margitud kohas.

1191. x = sin t, y=cos 2t, kui t = g

1192. x = 21n cot t +*1, y= tan t + cot t, kui t = 2
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1193* X - - N 2» Y= , kul t =2
1+t 1+t

Arvutada jargmiste funktsioonide puhul mé&rgitud tule-

tis. 9
1194., x = at2, y= bt5;
dy2
1195» X = a cos t, y= a sin t; ~-2
dx2
1196. X = a cost, y= a sin3t;
dx3
d4
1197. x = a(t - sint), y=acos t; - f
dx4

*1198. Naidata, et joone

x = a(cos t t sin t),

ky = a(sin t - t cos t)
normaalid on ringjoone

x2 + y2= g 2

puutujateks.

Naide 3. Leida joone

X = ebt
y=sin t
k&anupunktid.

Lahendus. Tuleb leida tuletise y» kriitilised punk-

tid. Selleks arvutame y";, saame
X

” sin t +cos t

7.2 =" 2t
X e

199 .



Et ePt £ Ot siis kd&nupunktid vdivad olla vaid seal, kus

=0, s.t. kus
X2

sin t + cos t = 0.
Viimane vdrrand on samavdarne vlrrandiga
tan t = -1,

kust saame
t=-2+krr (k=0, -1, -2, _..).

Paigutades need parameetri vaartused joone voOrrandisse, saa-
me punktid (x,y), mis kdik osutuvad k&anupunktideks (sest
neis y" ¢ 0).
x3
Naide 4. Joonestada joon x2)7 = x2 + );.
Lahendus. Selle joone leidmiseks esitame joone parameet-
rilisel kujul:

1
X ~sin ¥ y - cos ©*

Et sin t ja cos t on perioodilised funktsioonid perioo-
diga 2*t, siis on mdtet vaadelda vaid parameetri t muutu-
mist ldigus [b,2r]. Kuidas muutuvad joone koordinaadid x
ja yparameetri t muutudes, selle kindlakstegemiseks jaota-
takse parameetri muutumispiirkonnad (antud juhul 161k

[0, 2ac; osadeks. Jaotuspunktideks vdetakse

(e}

V punktid, kus x v&i Yy pole maaratud,
2) punktid, kus x vOi S/ pole méaratud,
3) punktid, kus =+ vdi S/ vordub nulliga.

Antud juhul
%
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Seega vaadeldaval juhul tuleb meil jaotuspunktideks vdtta
kdik sin t ja cos t nullkohad I8igus [o, 2ir] , s.t. punk-
tid t= taJljat™*2n* & reneva™ uurime X jay
kaitumist nendele jaotuspunktidele l&henemisel. Selleks
leiame piirvéartused:

a) kui t -*0+, siis x -* ja y-»1+;

b) kui t -2 -, siis x-"1- ja y-»«;

c) kui t siis x -1- ja y-»-00 ;

d) kui t -*3C-, siis X —*+« jJa y-* -1+4j

e) kui t *%X+, siis Xx-=>-» jay-»-1+»

) kui t-> ,S1iS X->-1+ jay-> - 00 ;
g) kui t-» |3r+, siis x-*-1+ jay-» « ;
h) kui t-*2Jt- , siis x->- 00 ja y-*»1-,

Saadud andmed votame kokku jé&rgmisse tabelisse:

- ° X Y

Piirkond nack mirk  Muutumise iseloom  muutumise ise-
loom

©, ) - + kah. (o0 ,1-) kasv. (1+, 00 )

(F,*) + + kasv.(1-, 00) kasv. (- o, -1-)

(*»1*) + - kasv.(- oo .-1-) kah. (-1-, -00)

(1. 2*) - - kah. (-1-, - 00) kah. (oo f 1-)

Jargnevalt asumegi joonise tegemisele. Eelnevalt aga

leiame veel y* = %} vddrtused nende jaotuspunktidena esi-
X
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nevate t vaartuste korral, kus x ja 7 on mdlemad 16plikud.
Kui selliseid on, siis margime need punktid kdigepealt graa-
fikule koos vastavate puutujaldikudega. Antud joone puhul
aga niisuguseid punkte pole.

Edasi vaatleme, kas meie joonel on rb6ht- ja  piustasimp-
toote. Selleks vaatleme koostatud tabelist, kas muutuja X
lahenemine lI6pmatusse ei vasta muutuja 7 ld&henemisele min-
gile kindlale konstandile. Naeme, et antud juhul on niisu-

guseid aslmptoote neli: x = -1 ja 7 = -1. Kanname need

graafikule ja joonestame joone (vt. joon. 33)« Selleks pa-

neme veel enne tahele, et vdrrandist x272 :'ﬁz + x2 jarel-

dub vaadeldava joone siummeetrilisus nii koordinaattelgede

kui ka nullpunktide suhtes.

Joon. 33*

Naide 4. Joonestada joon x" & 77 = 3x2«
Ka siin laheme ile parameetrilistele vdrranditele, vdttes
7 = tx. Sel juhul
X? * tV = 3*2,
millest



Leiame, et

X ——m———- 2*
Cl wO;“ A e8p)2
Kui koostada rasiin tabel samal pdhimdttel nagu eelmises

tlesandes siis saame jargmise tabeli:

. X f X N

Piirkond  psrk mark  muutumise iseloom muutumi)ge iseloom

(-00, -1) - + 0 kahaneb - oo 0 kasvab

(-1, 0 - + kahaneb 3 - 00 kasvab 0

©. L - + 3 kahaneb 2 0 kasvab AO

(>11.% - - 2 kahaneb 0 V? kahaneb 0
Tabelist ndeme, et t = - 00 korral x = Q y=0, t=0

211 j
korral x =3, y =0, t =1 p korral x =2, y3g ning
t= korral x = Q y= 0. Leiame niid y* = =~ - nendes

punktides. Saame, et y* =oo t kui t = * 00 fAy* =00, kui
t=0, Jayl=0, kui t = \}M\.

Samuti nahtub tabelist, et kui t->-1, siis nii x kui
ka y ldhenevad I8pmatusele. Seal vdib esineda kaldasumptoot.

Kui kaldasimptoot y=mx + b esineb, siis

m = Llim£ ning b = lim(y - mx).
Arvutades néeme, et
Y.
X

m=li -1 ning lim - mx) = 1.
t_”k ga_*_<(y )
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Konstrueerime niiid joone graafiku, kandes xy-tasandile
kéigepealt need punktid koos vastavate puutujalGikudega,
mis vastavad parameetri vaartustele t=-00 ,t=0 ja
t = W-- Samuti kanname joonisele saadud asiimptoodi V=
=-X 31 (vt. joon. 34).

tilesanded.

Joonestada jargmised jooned:

1199. x = t5 ¢ 3t ¢ 1, y =15 -3t+1

1200. x =t~ - 3T, Y=t - 6 arctan t
1201. x = -2* ,y= .H2

1 ¢t 1 et5
1202. r = a sin X0 (kolmeleheline roos)

1203. r = a tan<
1204. = a(l ¢ cos<p) (kardioid)

Joonestada jargmised jooned, viies eelnevalt nende vor-

randid polaarkoordinaatidesse.
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1205. (x2 + y2)x = 2y 1207. (X2 + y2)5 = 27x2y2
1206. x4 + y4 = x2 + y2

84. Joonte puutumine. Kdverus,

6eldakse, et punktis xQ on joontel

y=1() Jja y=9()

n-.1&rku puutumine, kui

g (xQ) = F(kY(xQ)  (k =0,1,.+=,n)
ning
g(n*1)Cx0) A F(n+1H x 0).
Ringjoont
x-p2+(y-m2-=R2,

millel on antud joonega x = x(t), y= y(t) punktis x véahe-
malt teist jarku puutumine, nim. antud joone kdverusringiks
punktis x. Selle ringi raadiust

LY .

.o Kk o

yX - Xy
nim. kdverusraadiuseks ning viimase podrdvaartust ae - ko-
veruseks.

Kui joon on antud polaarkoordinaatidee r = f( ip), siis

2 12 m
%Bi r +2r +_I’I’_*._

Cr2 ¢ r*2)
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Joone kdverusringide keskpunktide geomeetrilist kohta nim.
joone evoluudiks. Kui joon on antud vorranditega x = x(t),

y=y(t), siis evoluudi mddravad vérrandid

LN - 2 ?

§ - X - MK LJ. y
X -3y
2.9

YT gy

Naide O, ligida polinoom, millel on funktsiooniga
f(x) = cos x punktis x = 0 véahemalt neljandat jarku puu-
tumine.

Lahendus.. Et meil f(0) =1, f*(0) =0, f'() =1,
**(0) =0 ning f17(0) = 1, siis vastava polinoomi P(x)
kordajate méaramiseks saame viis vorrandit:

P(0) =1, P*(0) =0, P"(0) =-1, P"»(0) =0, PIV(0)=1
Otsitav poliinoom P(x) peab olema neljanda astme pollinoom

P(X) = aQ + eujX ¢ a’\x2 +anx®  and

(sellel on viis kordajat, mida saame maarata viie tingi-
muse abil)e Et

Pr(x) = @ + 2a2x + 3R + 4a><,

P'(X) = 2a2 + 6a" + DAL,

PT(x) = 6a3 + 2dapglt BUIVIW) = 24a.,
siis saame siit
P(0) =aQ =1, PYO) = al =0, P"(0) = 2a2= -1
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PUO) = 6aj =g P<W(O0) . 24" , 1If

millest asa1l, a =0, a = - a =0 jaa =- .
24
Seega polunoomil

=1- 22X +J-x4
Re9 2 24

on funktsiooniga f(x) = cos x punktis x = 0 neljandat jarku
puutumine. Naeme, et saadud poliinoom on funktsiooni cos X
neljanda astme Taylori polinoom. See on ka loomulik, sest
n-astme Taylori polinoomi esimesed n tuletist vastavas punk-
tis langevad kokku vaadeldava funktsiooni vastavate tule-
tistega, s.t. funktsioonil on n-jarku puutumine oma n-astme
Taylori polinoomiga.

Naide 2. Leida ellipsi x = a cos t, y=Db sin t evo-
luut.

Lahendus.Arvutades saame

X =-asint, y=Dbcos t,

X =-acos t, y=-bsint
ning siit
X2 + y2 = a2sin2t + b2cos2t
yX - Xy = ab sin’t + ab cos®t = ab.
Seega
2
5: acost — >472t.t.b2°0os t b coet = af,. bz ~
ab a
P _ P P P A
A= $<sint ¢ §_5|_”_E_a_bt2_99§_t(_a Sintf\l = h—T‘.? sinft.

Siit ndeme, et ellipsi evoluudiks on astroid.
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Ulesanded.

1208. Naidata, et joontel y= tan x ja y= arctan x on
teist jarku puutumine punktis x = O.

1209. Leida selline sirge y=mx . b, millel oleks joo-
nega y= x» - 3x2 + 2 enam kui esimest jarku puutumine*

1210. Millisel ruutparaboolil y= ax2 + bx ¢ < on pun-
tis xQ joonega y= ex teist jarku puutumine?

1211. Leida neljanda astme parabool Y= ax4 ¢ bx™ ¢
+ cx2 + dx ¢ e, millel on punktis x = 0 aheljoonega Y=

= a ch - neljandat jarku puutumine,
a 1

1212. Olgu y= e kui x ®0, ja y=0, kui x =0.
Naidata, et sel joonel on punktis x = 0 x-teljega l0pmata
suur puutumise jark.

Leida jargmiste joonte kdverused.

1213.x = 3t2, y=3t — t5, kui t =1

1214. x = a(cost + t sint), y= a(sint - t eost), kui
t >2.

2

1215. r = a(1 + cosy?)

Leida suurim kdverus jargmistel joontel.
1216. wy= In x

121?. x =acos t, y=Db sin t
1218. y=a ch I

1219. Leida suurim kdverusraadius joonel r= a sin™ V.
Leida jargmiste joonte kdverusringide keskpunktide

koordinaadid ja evoluudi vbrrana.
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1220. y= >l 1223. 6 = ar

1221, -2~ =1 1224. r=a
2 8
2 2 2

1222. 0o T = -

1225» Haidata, et tsikloidi x= a(t - sint),
y=a(l - cost) evoluudiks on samuti tsikloid, mis esialg-

sest erineb vaid asendi poolest tasandil.
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VASTUSED

. peatikk.
81.
10 a 6 5
1-E 2N E E 1- E -
K<l A - K0 =il < 0 (D
5 K n-» ig| >a<tl
H <_'> n _ _ _
|_.£I‘<_1 I>"V. B,1I§04lz.,!_élSn EK:1 Y
\'%4
2* 20+ £ 2K 10.1142°1M 144"1*...471= £2 (") K+l
K0 [ =i}

L. E 47T " 12 E ankb 1*. 23 (bariiac
Kl x+bl K0 <)

IT.M+bg+bj+bM+tM+bg« 1£.35+436+437+38+39+21 < 18§*2+3+4+5+6,

12.al+a2+...+ag» 18. "2 + V2 + ...¢ VT,

b
I~.1og 2 - log 3 + ... ¢ (-Dnlogn. 20.-5, 2]. b+2 *
sb+1
* N b4 —2——0... * "n~1~r+’\T * 0 22» 1+1+1+1+1+1.
n+l
24. 23 £8-°% 27 .4+5+3(A-1+"1)="12. 28.1+(1+22)+
n+l n
+(1+222)=20. 22.12+48t. 20.YL 2* “Z1 2"= 211+1.
t=0 j=0
2.
x-2) Y, kui x>2,
n g = F&D TV

1 (2-x) jy , kui x42.
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24. 4= VSS = (J1%5, kui a>< , , h.
TSA r I-fib.kui a0, (=<tb)*

iz- (b2»1) Ja2+11 56.(x2-i+l) JIPI, sest x-x2-1<0.

12*%5 Iyl V 2xy = 5xy w2xy, (xy>0). 28.x+|x-1] =/2*~1* kui x>1»
"1, kui x™M
- &.Ne — *** =121 = |*"2* ~ *»|* 40.(10a-Jx) VTS, kui a>0,

X>0;(8a-5x) /ax, kui a<0, x<0. 41J2x2. kuix>0;

-"2x2,kui x"0# 42 - N(1-m)2(m-2), sest juure all peab
olema m-2 >0, mille tdttu 1-m<O0« 4£. \|x2-9, kui x"-3;

-Jx2-9, kui x >3 (.juured pole madratud, kui -3<x$3),
44, J (x+1)5,kul x 4-1, vOi x> 1; - J(x+1)5, kui -1 4x <l1,.
4. \J5(+x+1)2. 46. ~(x-1) . 4£. Ixb(y-2), kui x >0;

-\[X6(y-2), kui xi0. 48. J(x2-2)x. 4$%. J(y2-1)2(y-10) .

g0 -J22(1-22), kui 0"x < 1; - w£2(1-z2), kui -14 z<0.

§ 3.

5Z.en = n2. 58.Sn = n(n*1). 52.Sn = JL-. 60. Sn = S [2~+

+(n-1)d”« 66. Vdrratuse a)implikatsiooni osa kontrolli-

miseks liita autud vorratusele vbrratus 211>2\ vdrratu-

se b) tdestamisel kasutada vlrratust a).
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86.
10z. ~ ; -0,5. 108. 1;puudub* 10$. puudub; 8. 110 . puudub;
puudub. 111. 3; puudub; 3; 1, 112 . puudub; 0;310. 11£. puu-
dub; puudub? 4;0. 114. puudub; -1; oe ; -1. 1I£. puudub;
puudub; 00 1 -00. 116. 1» Oi 1; 0. 117. 1;0, 1£8. 1,55 1
119 5; -3,5.. 120.2; 0, 121.coj-00 , 122. -1; - . 123. oot
0. 124. 1,25;-5. 125. Osa a) tOestus juhal inf{-xj=a#-00.
Siis teoreemi Il pdhjal on -x >a, kust x 4 -a; ja igaf>0
korral leidub selline x, et a+ £>-x}.a, kust -a-i<x;-a,
Teoreemi I jargi on siis sup {x}= -a, mida oligi tarvis
tlestada. 126.Y0rduse a) tdestus  juhul inf{x}:i%«0 jJa
infjyj=b#-<«. Olgu t>0 suvaline arv. Bt x™a, yM b, siis
x+y >a+b. Samuti leiduvad sellised x ja y, et a*2>x>a,
b+]>y >b, kust a+b+£>x+y >,ath. Teoreemi Il jargi on siie

inf {x+y] =atb, mida oligi tarvis tdestada.

Il peatikk.
8 1.

DA, (-<*>,<%)e 122, {(-00 ,-2),(-2,2), (2,00 )Je
170. J(h-00, ->I=l,Ne,00)]. 11 . (-2,0]. 1*2 .j(- 00,-3],
[-1,0], [1 17.\(1,D,(2, 00 2J4. [- 1,1]-.

135. [1,100]. [[-2,0),(0,1~. 137. Valem ei mdara
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funktsiooni. 128.{]| (n=1,2,...), 12a.(10(2x" 2)*10(2k+])X ),
KOH ,*243,... . W . IM. (-00, 00).

142. {(0,1),(1, «©)| . 14£. (2KEAQk+L)x), wOH# +2 ...

144 .. + aar, k=0,7,72,...} . 14£. Valem ei maadra funktsi-
ooni. 146.ftan g <»). 147. (2K3T,(2k+1)X), k=1,2,3,*..

148. [1,4). 149. Valem ei md&ra funktsiooni. 150. Valem ei
maara funktsiooni. 151. Samad. 152 _Erinevad. 155. Erinevad.
154 _ Samad. 155. Samad. 156. Erinevad* 157. Erinevad*

158. Erinevad* 159. f(0)=0*f(0,1)=0,3081 j f(-1)=1; f(2)=10;
f(£)=£2(p6-2M+"2+43)* 160.-0,5?-1F2. 161. f [F(x)] alog(logx);
flo(D)]=log x2{ g[g(x)1=x4; g[f(x)]1=log2x. 162. a) y>(-x)=
=1-X2Jy>(x +1) s -X2 - 2x ;i) +1=2- x2; PQg)*1-"5i

1 -1m yblP)- -AZ2 =-(2x+h). b) y>(-x)=lg; V»(x-M)=
<fx) 1-x2 h ( )- by y>( )1—9)]( b

JE_. N+ do» 2-, (JIDEL; JL_=l«s. ytetb)- <X =
x+’2’¥w+l»l« ;xé)xﬂ*?’\_ 1(—(§( yelzﬁ)yx

2 16£. f(-3)=2; f(0)=1; f(-1-)=JC; f(1)=£;
(1+x) (1+x+h) -9 © (PO) M 2

f(10)=0. 164. F(- 75)= - PC- D13 F- =L FQIL;

2
pO+t=jr; P(2)=1; P(it)—JT:HZ—It. 167. f(=>R-5x+6. 168.F(x) =
=3x-x2 162. 2f(x):1tNI1" .2I 70. f(x)=1+2x2.121. f(x)=
=sin 2x-x. 172. f(x)=x2-2, sest x2+,)€lé|—-(xx£l)2—2. 173. f(x)=0,
kui x=-1jx=4;f(x) ~0, kui X 6.](-00,-1)](4, 00)] ; F(x)<0,
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kui xe(-1,4). idgfc. f(x)* 0; f(x) >0, kui xeJ(0,1), (2, o0},
f(x)<0, kui x 6 {(-«*>,0)](1,2)}. 22 *00 >0, kui

Xc(- oo, oo). 126. F(x)=0, kui x=0; vOi x=~j f(x) >0, kui
it(-=<=»0), <j,1),@, ~)}i f(x) <0, kui xg{(0, D}
177. £(x) >0,kui x t(- 00, 00). 178. f(x)=0, kui x=-1;

f(x) <0, kui x€.¢- |,-1)* 179. f(x)=0, kui x=0; f(x) >0, kui
xt(-06e,-3); F(x) <0, kui xfe(-3,2). 180. tp(x)=0, kui x=0
jax=2; 1j/()=0, kui x=-1 ja x=3#

8§2.
181. Paaritu. 182. Paaris. 183. Paaris. 184. Paaritu.
185. Paaritu. 186. Paaris. 187. Paaritu. 188. Ei paaris ega
paaritu. 18". Paaris, 17°0. Paaritu# Igl. Ei paaris ega paa-

ritu. 192. Paarita. Viia juur nimetajasse. 193. f(x)=
(<1, kui x€[o, oo ); f-jfx , kui xeC0*9)»
=1 i 194. f(xX)s = )

i-x-1, kui xt(-00,0). W-x, kui xE£(-9»0).

195. Paaritu, 1°6. Paaria. 198.0 = 199.co= Z£,200.¢cj= 2 t
201.w=S. 202.uj= A. 205.~ =J7. 204.¢j= - 205. cj=X.

206. @2=c, 202. 208.0=St. 209.~ =X .2K0. Ei ole pe-
rioodiline. 211. Ei ole perioodiline. 212. Ei ole perioodi-

line. 21£. 0=27T » 214. Ei ole perioodiline. 217. y=(x-2k)2,
x c[2k-1,2k+1] , k=0,-1,-2,... .

215 -



—x+4K, kul X £ (4K, 1+4K),

218. y= - (¢2-4K)2, kui xE[l#K,3HK],
x-4-hk, kui x<£[3+4K,4+4K] (K=0,*1,-2)

221. ykahaneb piirkonnas (-1, ). 222. wkasvab piiiv
konnas (-, 00 ). 223. ykahaneb piirkonnas (1 , 0°).
224. T(x) kasvab monotoonselt piirkonnas (- <>, 00).
225. a) X = -y; b) x=2, Y=(- 00 ,-4J« 226. @) x=-; b) x=i,
225. @) X = -y; b) X3, Y=( ) x==; b) xei
Y=(0, 00 ). 227. a) x=- fj, Y=(0, oo ); b)x=1/y, Y=]0, oo )}
c) x=i/y, Y=[o, <0). 228. a) x="(3* "y+5)» Y=[5>, 00 );
b) >cOB4*\/y"5), Y=C-5, <~). 222. x = log(y-1), Y=(1,00).
230. x=log,-i-, Y=(0,1). 231. & x=0y1-2, Y=(- » , 00)]
1<7 -
b) > aAor’inr), Y=(- <bl 00). 222. a) x=- \fl-y2, Y= [0,I];
b) x= >fl-y?, Y=[0,1]. 2~. @) x:ésin 2y, Y:E- E,E];
b)x=-sin 2y, Y=]- -,0j . 234. a) x=*2 Ycos y, VY$jo,"];
b) x=-2 Veos y, Y=[otj].- 2~. a) x=1l+cos y, Y=Q-7T,0];

b) x=1+cos y, Y=[-3T,- *]. 236. x=2 tan(J -y)-3 , Y=[=,"].

237. x=— - 2tan Z, Y=(3JT 97r).
5 5 6

X, kui x t(-<~,1),
238. y= TS, kui x t[l,161 *
> kui x €16 ,00).
arccoe(x+1), kui Xf£ 2,-1),
27"2- 7 = - arcsin(-x), kui xef_ifl),

"m-arccos(1-x), kui xe[1,2)bl



-x-3, kui x€[-5,-2),

245_ vt.ulesanne 243. 271. f(x) = 1+ V4-x2 kui xef.2,2)
2x-5, kui xe[2,4].

X=[-5,4] ., T = [-1,3].

|x+2, kui x £ (-o0 ,-17,
272« 1
X, kui xe(0,2),
,  kul >x6p,3],
11, kui xdo, 00),

273. V= xx(R%- ¥B), X=(0,2R).

at(2rR-x)2, kui x €]0,r] ,
274.S= "~ OCR2, kui x £[R"3R] ,
A 3t(6Rx-x2-8R2),kui xe[3R,4R] .

275. X»0,68# 276. x ~ 1,37i >@=l0. 277. x~0,86.
27Smx1=-3, y,=-2; X2=-2, M=-3 *x"=2, y"=3, X"=3, ¥*=2.

222. X1«-3,6, yl*-3,1; x2™ -2,7, ¥» 2,91 x? ~ 2,9,

Yv1,8;  x™; 3,4, yAdc-1,6. 280. x/= yA= Pr= ,
=,
111 peatikk.
§1.
281 - N=— . 282. N:(ZZZ*}Z. 283. N=fr=3( £ + >TI0)] 2
3e £ 2N
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284, N= \]|1+M. 285. N=J(1+FI1+8M)* 286. N=InM . 282« M=*"r*

290. 2,5.221. 1+ 222- - |. 221* °*82U:— N e 2n— N *
ro, kui lal<1,
z 207. Hm X = s-, kui a=1,
u 2
1, kui Rl>i,

Lei eksisteeri* kui a=-1.

298. 1-e*. 299. -» 300. 0. 303. Kasutada vOrdust — —-=-
X e - K<)

=1 __ 1 304. Kasutada vérratust -r ¢ — 1- .305.vaadelda
K k+l k2  k(k+l)

avaldist CAn“3 * 308. lim xQ= 1(1+ \VVI'+4a"). 309« 1. 370» 0

jal.311.0 ja 2. M2. 0jal, 3*3. - ja £14. -00ja«».

316. - o0.UB. - 5 jal.212- 00+ 21§. 0 jal1l.319 0 1a

A
log 4. 320. a ja b. Jada koondub juhul a=b. 321. min”~b,-»

ja max(a,b,-—-—lzj,“kar‘ra—rz—f; min(a,b,- 2 ja 00 , kui
a>lj - 00ja 00 ,kui a<-1; min(;,b) ja max(l,b), kui a=1;
min(- ’é,b) ja maxg,b) kui a=-1. 322. -1 ja 1. 323. S=t.
324.S=£. 22f S:;;E' £26. £=FfU. £22.s=£. 128. s
329.S=]. £50. S =-3+ v/i+Tvdi S=min(1 ). 1. £= -2 +
*(/mle vii <y=min(l,])- N 2.<€=|(*-1+/TJil ) Voi

S=min(1,”2 s). 333.s4(-1+>/1+8e ). 334. &=Tj|- voi

- 218 -



laCi.i20-.225. Tal s=Bill(1(J01
0 £
A8« S=_ ~E' v5i £=min(l,io . 339. 7= _J .
5+2 £ 5 N
240. *~(-1+ dTEM. 141. ~=-~A* ] - 5=— -336. Vali-
( 1+M 2+M

da jadad >« (LW, ? 3a Xn= ~ *

83.

357. -77. US. 23. U2+ 0. 160. 2.-361. log 2.
362. 2*162. 1%4- 0.161. 0,5.266—- 1-282- 1,5.
368. -—4.162. 1. 370. 0- 121. 1. 122. 1. 121.

224. .2.121. 2. 1%6. 2. 122* ?e 128* 272% -3

380. —-1.381. 0.182. - - .383. QO 384. 1. 181* -1
3 56 3

186. ~ .282. -2.188» '7 jA2* 389* mm3 "N 2* “%221- 1

222. 1-121- 4.124. - .121. = .126. 1. 122«* . 228. I
n 7 3 5
309. - 2. 400. Q 401. 1. 402. -+403. 2. 404. 1/2.
2 2 8
405. 2. 406. 4. 402. ~2. 408. |. 409. - \ . 410. oO.
3
411.0.412. 1.413. 25 414. 5.415. 12*416. B2 .

417. e.418. e”. 419. Ae. Teha muutuja vahetus u= He
1

ja astmenaitajas kasutada valemit (7). 420. e 2. Kasu-



tada vOriust cs)_? X = 1—Igl—cos X) ja teha muutuja vahetus
X=2u, 421. e_ 2% 422. e «42£. 1,
84.
425.8& = 426* Y* 1- Ul- 427. 5=min(1,tanf )#
428 _<f=1-cos L . 429.<=1-cosg . 450. <b5=1-cosf.
451. N= Jf-4, kui 0< 1..432. N-Ji-3, kui

455. N=A-~_ kui 0<£4 |. 435. N=2+ &

456. N:é(M+ Jm2-4M-12), kui M >6; N=1, kui 0-CM<6.

457 . N=1(M+ F M2+4M-3), kui M >-2+ N=1, kui CKM £-2 W 7.
458. N=L(1¢ VI+12M). 459. N=A(-1+ \|1+12)) . 440. F(1-)=2,
f(1+)=5, f(2)=8. 441. ¢(0)=0, g(2-)=4t g(2+)=5. h(0-)=1,
h(0+)=0, h(1-)=1, h(1+)=3. 445. {& = a [al; Pp(-1-)=-2,
F(-1%)=-1, f(-)=»1, y(1+)=0. 444. w/(-1-)=1, \f/(-1+)=0,

If/(1-)=0, y(1+3«1 .445. 1. 446. -1. 447. 1%448. -1.

449. 00 . 450. - 00 . 4£1. -6. 4"2. 65 455. 0. 4£4. 1.
45£. 0. 476.00. 4"2. -.478. 5;. 459. 0, kui a>0 vbi b=20
a a

- 00, kui a<0, b>0}0o, kui a<0, b 4.0. 460 . 0,kui

a<0 voi b =0;00, kui a>0, b>0; - oo, kui &0, b<0.
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461. 1. 462.00. 46£. —o00. 464. 0. 465. 27. 466. 004 467. 6,
468. 1« 462. 0, 420. 0,25. 421* -0,5. 422. 1, 475. O<
474. 0. 4-75« 45» 476. -0,2. 477. 0 Ja«« 478. 0,5
ja-o@.479. 1,5 ja -,1,5. 480. 0. 481. 0« 482. 0.

483. m=1, n=-1* 484. m=1; n=-0,5. 485. m=-1: n=0,5.

486. m=-1, n=0 . 487. Viia avaldis mx mwmamargi alla ja

£ b.
kasutada omadust 1) paragrahvist 5; m=r ’\TaIK, n=2—-— .

k=1 2 4a
488. -» 489. e U2Q. e6,4Et. e.4£2. e. 422« e.

85.

494 = o(~n), 495. Sama jarku* 496. Sama jarku.

497. cC=o(M# 428. Sama jarku. 422* * *<>(/*)e 507"2r "f=r,
k=1# 508« oLn~ *(5)1 *25, k=]. 202. <*(x)~2x, X-*0, k=1.
510 .c(k@) ~ X, k=1* 511 .ot(x) ~ - -, k=3. 512. 0L5(x) 3
=("\1—x-1)~ _(_15:)25’ k:é. 513. oL(x) ~"fx, sest >ll+2x=
=l+x+to(x); k=1. 514. cc(x)~"x, k=1e 515. cl(X)— jX2,k=2.
516. d(x)~ |, k=l 2)2. ot(x) -x \T3? k=1. 518. oLl ~

~rj3(1-x), kui x ->1-; kaj\. 519» () - g(x_/i)f >x-n, k=1.

- 221 -



N /\/\'ifB

520. oc(x)~] \3(2x-3), k=- *521. <*() ~ - -(-) ,
X keg. £22. <*(x)~#A5, i<, k=3.72* 5. £24- |.
525. 1.526. 15-"A27* 1% £28- A2* - ~e550» §

(B1O , sest tan 0=0)* 53%» ¥ 532. e 522* 5 0*

535. -1- 536. -00 .537- 0. "8. 3 N2« <1 e50Q* “i*

JU 73, 542. 2 (/32-=c2). 543. cos”a. 544.-An*C03g ,
£AE. 1. £46. 2. 547» - 2 *548. 0; kasutada vordust

1if cos f(x) = cos limf(x) ja teoreemi 7 1k.”Ol. 549._1.
££0. - ££l«1 _££2. " kasutada teisendust cos x =

=" 2sin * ££2..-2. 554. - " vtta tanx=l+z ja kasutada
valemit 1+tan2x = cos“2x.

§ 6.
563. a=-1. 564. a=-1, b=1. 565. Vasakpoolne . 566. Va-
sakpoolne. 567« Parempoolne.. 568. Parempoolne. 569« Parem-

poolne. 222. S= 1i-. 571. 5=1. ~72.S= |f-~Z3. S=e.
574.S= -_. 575» S= 288y Lahutades ja liites avaldise
x"sinp saame f(x)-F(x 9)=(x-x")sin2+x«(sin~sinl,) ;

8 =— ——* W * 578. f(-1)=5. 579. f(7)= - - =
1425 T — - 56
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580. Ei saa. £81. rW =o.m . f(1)=0.~ n n

katkevus punktis x=0. £84. Hupe punktis x=0. m . Teist I'im

katkevus punktis x=0. £86. Brvaidatav katkevus punktis x=0.

~&. Teist liiki katkevus punktis x=0. £88. Kd&rvaldatav kat-
kevus punktis x=0; teiat liiki katkevus punktides x=—=1.

589« Teist liiki katkevus punktis x=j5. ££0.Hlpe punktis

x = 0. 591. Teist liiki katkevus punktis x = 1. 592. Hupe

punktis x = 1. 593» Hipe punktis x = 0. 594. Kdrvaldatav

katkevus punktides x = kv, kus k= 0,-1,-2,...

1V peatikk.
8l»
595. M>c999; [Iy3. a hyallx b hvaqayikl).
598. 2x 3. 600. (x<*0), 601. -
602. -sinx. 605. - V-. 604, -——605. 606. Q
cos"Sc sin X
507. 608» 1. 602» 75,88; 60,85; 49,03; 48,05-
610. 5>4-6>2-0, 611. 2at+b. 612 . ---272* 615. - [,,+8%.
n TI a+l b4
614. 2= * - N-3x"\ 616.
\l&a 5xix n
o 14«
617, - ———-——--———-618» -———————————— 619. b-ac
32 Tx  3XxVx2 x (2<-1)2 (b+cz)2
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620. - zzR. . 621. 2ex(x+l). 622. x4ex(5«0.

623. e (Z2~2). 624. 2e2x+tex+2-e"x . Kasutada vordust e2"

*

+3x+2+eg=ex (ex+e2)+  625. 5X ln5-2(In5-1)x+2(Ins-1)] .

626. 1+Inx. 622. - —V - 628. eX(1+x)
Inx Inx x
¢ In_x-zl. 629. 2x log_x+ -x . 630. e K=t
In3 log” 10g2xIn2
2
631. —————- 2--—-  632_.1. 6". ~xIn4 ¢ 8xIn8. 624. 32-
x(1+1Inx)2 X 4

-3XIn3. 621- ex(3LM3+3Lr|xldp. 626. (M)XIn~- -Rfr.

637. —loEE ““- e 628 . 2cosx-3sinx. 639.

sin”2x
640. t2sint . 641. 0. 642. arcsin x +
[1-x2  1+x2
643. (u Cosu-sinu)(-ij - —_7"2")* 644. - -—- —
u inu 1-fcost
YL F— L — = 646. 2%
(cosx + x sinx) -
642. -——---——-
2(arcoos x) >J1-x
648. cotx - = —————- 2--—- 642. * chx. 650.
sin x  (x-1)2 cil x
651. - 1- + ——=2————- ?c— X + -2=». 652. 2cos2t+8t+1.
2J2x

ch2x sh2x Inx x In2x
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786. - -° aXth-  Jlog (1«)  (e>0).

1*2i artth i = kuix<Oi
w22 s e 7’4~ x>0
f-1, kui x ~1; /1, kui x<1;
659« 7" =\ 2x-3, kui 2] 66Qty, =L )
] kui x >1.
11, kui x > 2.

661. 7*=0, kui x AOQO; punktis x = 0 “tuletist ei ole.
662. 7,=0, kui x ei ole taisarv. Kui x on taisarv, silis

tuletis ei eksisteeri. 663. 7*:2% i x<6\: Punktis
, kui x>

x=0 tuletis ei eksisteeri. 664. 7 ,= _ X * ~*Punktis
1, kui x>-1.
[2x, kui X >1, x< -1;
x=-1 tuletis ei eksisteeri. 665. ¥,=( 2%, -kui -1<-x<1*

Punktides x=1 ja x=-1 tuletis ei eksisteeri; 7,(1+)=2,

2x, kui x>0,

7'0-)=-2, 7'(-1+)=2, 7*(-1-)=-2. 666. 7'={_2x" kui x <0;
2x-3, kui x<1 voi x>2,

X=(-00 ,00). 667. 7*=

3-2x,kui 1<x <2. Punktides

x=1 ja x=2 tuletis ei eksisteeri.

f1-3x2, kui x <=1 vOi kui 0<x<1;
668.7 x J _p ) . }
[3x -1, kui x >1 vBi kui -1<x<0

X = [(-00,-1),(-1,0),(0,1),(1,«=)}-
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4
2 X kui > Q

669. VY = 4

-2 X , kui xaQ X=(- a> se)-

* 3 £ l——kui x> Q,
670« Y'=22¢, X=(- )¢ 621» Y =<

-1, kui >x<Q
>

- rkui >e(- {2, fl);
@2->2)2
XAHED Q) - 872 V= o i s, )

<) vii xt(ci2, «j);
X-{(-,*>,- FfCc- 32, /2),( ni2, «<>)}.
kui x >1;

= = 0,1),(1,
673 v kui x€ (0,1)» X =160.1.Q, 0}

674. y* =1 “%S kui x6(1,«w) voi xfe(-<~, -1),

U j, kui x£(0,1) vdi xe (-1,0);

X = {(-<*>,-1),(-1,0),(0,1),(1, 00)}.
¢ ylpr ““1=g2a» kui X £(-00 ,-1),

2
““x Tna - log2a, kui x t (-1,0),
673. yf *<

& log2a, kui x e (0,1),
x Ina

2
\Y x 'Ina o log2a, kui xe (1,»0);

X ={(-00,-1),(-1,0),(0,1),(1,00)).

676. W = (““cosx> kui xe(C2k-1)n ,2kic)),
I cosx, kui x e ((2kJdr , (2k+1)?r) ;

X ={(kot ,(k+1)ar)] ,kus k=0,-1,i 2,... .
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_c1 M . *
677. ycz\fsmx, kui x € @I S=_2Kll]+ ),

v sinx, kui <6 (2K + 2k3t + ~r);

X = @K - 1» 2K#3)D,2K #2151 )T kus w0, HF-2,.,. .

cosx - xsinx, kui x€](o,"J , [ =f 2Kk
678. Y = [- - S£+2x]\ k0,2, ...
A-(c-sx - xsinx),kui x2]|(«",0); -2kg2 >¥)
- - Jt); «=0,2,... .
¢, )

Tuletis ei ole madaratud ainult punktides x = K  kus

kui IxI1*1,

KON paaritu taisarv. 679. B
P y':l 1, kui x>1,
-1, kui x41.

Tuletis ei eksisteeri punktides x = -1 ja x = 1.

680. y = (=*  kui -1<x40 ja 0<x<.l;
2x-2,kui  |xI1>1.

Tuletis ei

eksisteeri punktides -1 ja 0.

~ s kil x Ges, (<00),
681. v» =, cos2x  sin2:

______ Lp > kui x t((k*D* ,(K+1)*);
Cos X sin X

X ={(<t, (<)%, (k*DX , (k#D)ir], kus k=0,%1,-2,... .
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X cosx - aime kui X £k, (2k+)A:),
682. yx * X2

_ X cosx - sinx ket <€E(QrDT, (2k+2)3D);
x2
X - { @<oCc,@< 1), (Dar ,2a<)>2C)}, kus w=0,-1,-2,... .

683. 12(3x-5). 684. (<#2)(3><H). 68E. -20(5+2><)9 (35#><)19.

-1
«(12x #17). 686.--—-2-—. 682. - ~(3-2<)~"T 688. -20x0-><3)?
2 Ni-x A
2
689 . 620. ——-£----mm— —jE-———- , kui p<I< Il .
A @-*2) (@-12)

691. aaL *|l«£ , kul ixt / 1.
=<6  EX?

622. L2HZXB_& T _ #8ul x PWe 693 -m
8 x-f VXZUX +Vx+ 4x (1+x2)

694 . m  kui x"-. 695. cost - 2sin2t.
(2X-1)8 2

696. (2005"82£)"". 697. -12cos24x sindx« 698. 9 cos(3x+5),
sia(2 2=Ja)

22 1» fx mR cosx(l»tanx) (sinx+x cosx)-x tanx”
' >Tx(1*x)2 - (1+tanx) cos X

701. 21 — . P 1+COSAX

JN(LX2)28in231*x2 v 0 SSST T kus* krr

k-0,-1,-2,... .,703. 1+tanbx, wus xacsc , « =0,-1,-2t...
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793« 00S(S1H0X) 00SXx ZQux [A 008M1]vx

106» P 6LLI —"n)(oos(n«p Xe Z0QZx " 00s X008(uy)Xe
708~ IS, X 00SX@TMIXAIET 705« F A OpaklOm

Z10- coal@< X Aas>ax X A(AX)- ZN- NI € X Ly Xy ox
p.d |

1X Lux a)

o.e Tevose 1, X) €3X x v AU#xx(ge" )]

6 I/ P<e1
M+e ) \ 1evoyelL(a )]

o v(LKtc')— ;—) &>0)x OL « L

718- —==-T-——-—- OL. -——IrsH5 - ZOx 80T hy
| ohl1(1<K) 1.h1.2]'] «M|ZL
A - 11 A- (X>0)e m, eslyxje
— — an'x OhyX obx
n A
2% —a— - x ZS6, X obly, 797, 9IUOEIN X, 7S8x ———-Ll-g-m
~7 1 denx-enx 1(uxo
_ 81000SX * Z30« BX « x o W
-1 1 -- 5 no o« (V1) g

2 d - 733 - (<>0)«
VM- IX-ax T (*N-x) 14B6xO-x)
M-9vs (M), 18- .

m=2) m- v  GRUVR
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27"8. 1SS-  (041XA.1). .- . - =2-.
] > ( ). 739 Laxh (X#)). 240 2)%_
1<
241. e e .242. - - - .
arctan {l/l? Q< 2) /W <w«*> L1A 1<<* U
743. < logeX log™Clog”x) InQIn(In?))] = 20Z2* - ~ - .
x Jl+In”
745, (l«r2( W r 1. (x>-1)# 2. 1 (IxI>1).
X _
747. (xI>{]). 228~ 7=="* ZitS- =====—- (x>-1).
3x -2 3 Vx2n 2(1+ VxH)

750. —m gx-2k¥% Ik-, k-taisarv) e
COSX

751. - J - (x* S£zl_x, k-taisarv). 272. - i2*S (x>0
X

COosX n

753. 2sin(Inx) (x>0) » 22t» In(x+ "1+x2).

755.

Isin SE<B" «? — m 756. - [(+2x+2)arctan — |
2 2 JZP X 1 l« J

_asin3x_ . 2TS" iNei In2# 25%. o.
760. - &=-— - m761. ———— - . 762. 2cos2x - 3sin 6x .

763. - 1 mm (Xx>etx<l). 264* + "™ (-@®+k3t<x <2 +k*,
X 6 =0=2X 4 4

k-talsarv). 277- LIX 766. ———-———— . 767. 3
£57 aiA coax " YW »

z8s- (_1+X 2)2 272 - -€=: y ZZ°- 2—(15(2-)
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221— ni+iunc) (x>Q. 222. xsinX(cos;x. Inx e BJ|NX) (x>0).

773. (sini)l+cosx(cot2x - In sinx) - (coax)l4einx,

(tan™x - In cosx), (0<x - 2Kkir<], K- taisarv).

moeClAX [In" +2} - T3] (x<-1, x>0).

775- e j-2- - — 5- - Tr~-r] Cx>3,x<1).
v f~ W 7 *-2 2(1-1) «»*>
12 _
776. x*77(1-Inx) (x> 0). 777. 2IF b——— Mg»**?2fcd(x+1)2
Ix(x+1) J

(x>-1, >xA0)e 28 *[I5x * In(In30)] (Inx)x .

T779- (3+2x2+2xcot2x)x2ex2sin2x. 28)*
3(x-5)N(x+1)

0+ 5). 281.

il L . 282.
A X(1-x ) NxM-1)2 X Inf(
2S- X 1_r(2+1Bx). 284. +alwc)« V. (Iflna Inx)»
t xxaxxIna('l +Inx) (x >0). 785. 1 x2-21n2x ¢
Inx¥ L
+xInxIn(Inx)]cx>1). 288. 282.
\Ju2 +v2 u2*v2
790. &]T G— - ~ Inv)e 221- -.El_ - SUSI . 222. 2xf*(x2).
uv u v luu wulnu

793. sin2x [f*(sin2x) - f'Ccos™x)] , 227- ef~ [exfdeX)+

+ F(X)F(ex)] . 22£* f4x) FECX)JF\FL[F(x)]\ . 226. f Ax-)=
-F*(x+)=sgnx, kui x"0. f1(0-)=-4, f«(00=1_797. f4x-)=
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------- <agd=k*| k=0,1,2,...). S24. -1

¢ ?aro*an * ta (*eo, m<V- SS. (l«)exta. BJ6. ,imeta.
1+X

ea- — T.--WL <mmn - ax u>o).
Va2+x2 X 2X fx

840. 841. - — - (id>1) . 842. vwdu+uwdv+uvdw .
- n xJ?3r

843. vdirgudv e Q)e 7844. Hduzvdv (u2+v2>Q)<

Cu2+v2)T
843. (u2+v2>0) . 846. (U2+tA0).
anv2 _ u+Vv
847. JL (cosx - 848. - tan2x (X/-+k?r , k-taisarv) .
2x2 2

849. -cotx (x"23c, k-taisarv). 850. -1. (]xI<-1). 851. 1,00
851. 1,007 . 8£2. 0,4849. 8£5. 0,8104. 8£4. 4,950.
855. 0,7702 . 8£6 . 0.46676 . 8£2* 1»070. 8£8. 1,04139.

859« 1,64872. 860. 1,0358.

84.
867. Z12=2xfl . 868. 2e“%2(2x2-1). 86"« 2s~ - (X/""X,
(1«2)5/2 _ CoA 2
k=o,%i,...). W - fke°f"“W -f,2wW. (f(x) >0).
t )
821. _ + X ft=xj: . 822. X><[(Inx+1)2+1).
\['@-x2)5
- 233 -
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873. 2(uu"4u*2). 824. HHUZAIf - (uv >0),
u \'

875. Qurw’™ u'vguv«?2  (u2+v2>0),
(u2+v2)1
826. uv [(vi*+ v*Inu)2 ¢ v + v'inu)].

877 . y"=4x2f" (x2)+2f Ax2); y"1=8x f,MQ2)+12xFH(x2).
8784 7= *UCES ¢ Y= _ At < -
- it:*'(;)- 822* y"=e2xfH(ex)»exf*(ex); y*"=e?xf*"(eX)+
¢ 3e™XF7{ex)+exft "(ex)= 880.y" =\ [f'(Inx) - Fdnxji
V* = [P Usa) + 2F(Inx)] - 881. W 2=2. A

(x>0)* 882. ---s_é-A . 883. WD R Jdx2.

A< )?
384 (a2-b2)ab sin2xdx2  88%. vd2u-ud2v-2dv(vdu-udv)
(b2sin2x+a2cos2x)2 n

(v>0). 886. aulna(du2lna-KI2u) e 887. f(v2-u2)du2-4uvdudv*

+(u2-v2)dv2 Ku2*v2)(ud2u*vd2v)] (u2+v2) 2 (u2+v2 >0)*

888. y"6)=4.6! ; y*7)=0. 889- . 890.
y"6) yrT) 1-x)6 "
821. _ ~"Cs”~K2 2} (XA)). 822. 122-1.1U2->8— (X<1).
X**5 nn 2'100(1-.X)100/ ~
822» exy (-1)3 % kus AL no.9 ... (fO-i), A?n= 1.
X O u

i=0
C-DAnlc”Cad-bcK
(cx+d)

894. —4e cosx. 82f.



826. b? v .J,2n-1) (x<l)e 822>7cosC214£5),

(1-2x)n+2 2 2

s » {Inx (x>0>* 822" 120"5.

900. ———-1&— dx5(x>0)* 221- eX(lax ¢ 5 - 4 +4 - -4)dx\
Q”"a X a?

902. euCduAr6du2d2u+4dud”u+3(d2u)2+iu). 2Q1. 2udlOu+

+ 20dud9u+90d2uddu+240d5ud7u+420d\d6u+252(d5u) 2 .

2d”~ . Madfu t £S, 22J. SL[2"\ (- 1)“] .
ur U U J

906. F(2k)(0)=0; F(2k+1)(0)= [1.3 ... (2k-2)2]2, k=0,1, ...

907. n(n-1)an“®. 909. x"=1 x"=-—-2-—-; x""= Z12-1-2.79!'L. .

7 \Y@5 *)
90. - - - 211« 2x?y- ALy " F3Y)Y2+ 2x4Ci-y2)] .
Y 1+y2*  (1+y2)3

928. 1 .929. 1« 93Q. 1 In a. 221» (E)Z* 932. 2. 221* “%
6 6 6
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934.\ 977- 1.936. 0 * A . 1. 228% =*222* p* nsl5<=%kuUi
O<atl] oo kui n>1. 940«5 * 2£L* % 242 0. 943. ¢2f0~<“1e

945. 1# 946. e3. 947. é* 946. 1 .949. . 950. 1.251* 1-

2£2.e2, 251« "1* Sffc. 1* 252* D/(go 8. s 257« 0* 258" *

959. -* 260. 1i.261* 1. 262.00» 261. 1, ~64. 0. 2SS* 1*
e

266. 1» £6F. 0,268. 1»282» 1*

V peatikk.
8l.

970» Kasvab piirkonnas £(-«*>,-2),(0,2)* , kahaneb
piirkonnas [(-2,0), (2,«>)]. 971. Kasvab vahemikus (e,00),
kahaneb piirkonnas {(0,1),(1,e)J . 972. On kasvav# 973«0n

kahanev. 974. Kahaneb vahemikus (-00j3), kasvab vahemi-
kus (3,00 ). 975. Kasvab piirkonnas [(-%»-1),(1, 00 )} ,

kahaneb vahemikus (-1,1). 976. On kahanev. 977. Kasvab

vahemikes (- , — + %), kahaneb vahemikes (- ™+— ,E£+f)
2 2 3 2 32 2

(k=0,-1,-2,...). 978. Kasvab piirkonnas [(0,2), (4,00 )} »

kahaneb piirkonnas j(-<*>,0),(2,4)} . 979« Kasvab vahemi-
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kus (0,n), kahaneb vahemikus (n, qq ). gqqq. Kahaneb vahemi-
kus (-«>,-1), konstantne 16igus [-1,1], kasvab vahemikus

L ,<» )= 981. Kasvab monotoonselt, kasvab vahemikes (")

ja (*,2*), konstantne lGigus 282. Kasvab piirkon-
dades (- o0, -1), da (»=<= ), kogu piirkonnas (-00, 00)

ei ole monotoonselt kasvav. 983» Kasvab monotoonselt, kons-

tantne poolldikudes (-7, - ja [2 ,m1). 989. Kasutada
vOrratust sin x<x, kui x>0. 990. Kasutada vOrratust
x<tan x, kui 0<x <-2. 991. Kasutada voOrratust Ulesandest

989. 22£» Tuleb tdestada, et f(x) >f(* vahemikus (0, B),

kus f(x) = - F . 994. Kasutada vorratust Ulesandest

992. 225* Kasutada vOrratust naitest 4.

§ 2.

998. Maksimum kohal x

0. 999. Maksimum kohal x = 0.
1000. Maksimum kohal x

1
o

1001. Maksimum kohal x

1
o

1002. Miinimum kohal x = 1. 1003. Miinimum kohal X = KT

(<= 0,%&1,#2,...). 1004. Miinimum kohal x = 0. 1005. Maksi-

mum kohal x = kt , miinimum kohal x = (k ¢ Dtc (k=0,%1,+2,
...). 1006. Maksimum kohal x = (k + j)*,.miinimum kohal x=kir

k=0,-1,-2,...). 100?» Maksimum kohal x =" + 2kfr,



miinimum kohal x = - ) + a2a1(k = 0,-1,-2,...) 1008« Eks-
treemumeid ei ole. 1Q09. Miinimum f(0) =1» KK« Miinimum
5(0) = 2. 1011. Maksimum f(1) = - 10. 1012. Kohal a= -1
ekstreemumit ei ole. 1Q13. Kohal x = 1 on maksimum f(1) = 4,
kohal x =5 miinimum f(5) - -28. 1014. Lokaalne ekstree-
mum puudub. 1Q15e Kohal x = 0 on miinimum f(0) = O»

1016. Kohtadel x = - 1 on miinimum f(-1) = 0, kohal x =0

on maksimum f(0)

1. 1Q17. Kohal x = 2 ¥=3 on miinimum
f(2ra =23 » kohal x = -2 J3 on maksimum f(-2 >f3) = -"3.
1018. Kohal x = é on miinimum f(1) = - é. K0 19» Kohal
x =1 on miinimum f(1) = 0, kohal x = e on maksimum
f(e~2) = 4e-2. 1020. Kohal x = on miinimum f(g"g-)=

= (atb)2. 1021. Ekstreemumit ei ole. 1022. Ekstreemumit
ei ole. 10234 Kohal x = 1 miinimum g(1) = 0. 1024. Kohal

x = - 1 maksimum h(£ 1) =0. HK25. Lokaalne ekstreemum

puudub. 1026. Kohal x :’1( on miinimum f(g) = 972 kohal

n
x = 0 maksimum f(0) = 1. 1027. Kohtadel x = (k - é)k—
(k =0,-1,-2, ...) on miinimum Y= kohtadel

x = (k ¢ é)%- (k =0,-1,-2, ...) maksimum y= )
1028. Kohtadel x = (* ¢ = (x=0,-1,-2, ...) on maksi-

mum y = en /N\f2, kohtadel x = (2 + &1 (k=0,-1,-2, ...)
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cf + 2dr

on miinimum y= _e N2 Vaadelda abifunktsiooni
9g(x) = >& <32 + 8 lokaalseid ekstreemumeid. Funktsioonil
f(xX) on kobal x = O maksimum ja kohal x = 2 miinimum.
1050¢ Vaadelda abifunktsiooni g(x) = x* * 4x™ ¢ 30 lokaal-
seid ekstreemumeid. Funktsioonil f(x) on kohal x = -3 mii-
nimum. Peab olema g(x) > 6. KO31. Vaadelda abifunktsiooni
g(x) = xN + 8x" + A0 lokaalseid ekstreemumeid. Peab olema

1 A g(x) >0. Funktsioonil f(x) lokaalseid ekstreemumeid ei

ole. 1052. a) max f(x) = f(5) = 266; min f(x) = f(l) = -6;
XE]- xt[-1,53

b?(em?:)flof?Z()J = £(12) = 3745; ng?lof?z% = f(-10) = - 1579.
1033. Q/ag(( fQx) =@ 252) ; QiGan(x) = f(0) = -1.
2W » Xa€a)>é f(x) = f(-10) = 100; )n(u]pl f(x) = f(1) = £(2) =0.

2222» wm« f(x) = f(-1) aar, min f(x) = f(1) = 0.

IfeX X €X

1026. max f(x) = f(i 2) - non f(x) = f(0) = f(=x=Jt)= 0.
Xex N 2 X« 0

1022. max f(x) = f(0) = fF(xX) =0, min f(x) = f(x£)= -1.
X6 X x £X

1028. max f(x) = f(-5) = min f(x) = f(S) = -2
XeXx XEX

1039. max f(x) = f(0) = £ , min f(x) = f(1) = 0.
X e X 4  xfcx

1040. max f(x) = £(»), min f(x) = f(5") .
xfeX() ™) ><£—X() ™)

1041. Ta€xxf(x) f(é) , min f(x) = f(- 23) .

X €X
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1042. uaxf(x) = f(=&), min f(x) = f(0) .
g ) = 1 3) man ) ©
1043. Vaadelda abifunktsiooni g(x) = (1 - x2)(1 + 2X2) glo-
baalseid ekstreemumeid piirkonnas, kus g(x)>0. maxxf(x) =
X e
= f(- 2) =2, min f(x) = f(-1) = 0.
8 x X
1044. max f(x) = f(1)=1, min f(x) = f(2) =2 - Ind .
xsx() @ ng() @
1045. Q?éxf(x) = f(%): f(!5) =1, nipy f(x)=f@) =
=f(A) = fX) = 1.

1046. m%xxf(x) = f(0) =1, globaalset miinimumi ei ole.
X

1047» Globaalset maksimumi ei ole, min f(x) = f(0) = -1.
Xex

2

1048. max f(x) = f(1) = 2; min f(x) = f(-1
xfcx() @ *xeX() D

1049. max f(x f(k-) =1 k =0,-1,72,); min f(x) =

max. ) ( 2) ( ) min €9
=f(ij2F+]) =5 (k=0,-1,i2,...).
1050« Globaalset maksimumi ei ole, min f(x) = f(r-m) =

x £X at+D
=(ath)2. 1051. max F(x)= f(?) = 1. globaalset miinimumi
xeX 4
ei ole. 1052. Globaalset maksimumi ei ole, minxf(x) =f(1) =
Xe

f(3) =3« HO53. Globaalset maksimumi ei ole, mian(x) =
X <

= f(0) = 2. 1060. 6 ja 6. 1061. 3cm, 6 cm ja 4 cm.
1062. ,~(6 +f3)*0.70. H063. g"j- A =B0" 1064. Vav'.

1065. 20~ cm. 1066. Silindri kbrgus on — ja pbhja
3 £

- 240 -



raadius on R L. 106Z» R2(1 W 5)* 81% kerapinnast.

1068. Koonuse korgus on | R. 1Q69. 2ir”~? « l070. ($ JL f2)

1221. (1.1y. 10zs- 5. (- 3asJ1. 102. uist—

kiliku killjed on &a<2 ja b <2 ja nad on paralleelsed ellip-
si telgedega. 1075» Kaugusel 2 ringjoone diameetrist.
N 2b N2

1076.1 |z t t 58 min. KO77. — 2 see; £ 5£21 .
A3 K " K Sec

1078 min Y= —B& f kui ot= arctan ke

83»

1079. Kumer vahemikus (-00,2), ndgus vahemikus (2,00)f
punkt (2,24) on kaanupunkt. 1080. Kumer vahemikus (-00,4),
nogus vahemikus (4, 00), k&anupunkte ei ole. 1081. Kumer
piirkonnas {(-6,0),(6,00 )} ,ndgus piirkonnas [(-00,-6),
(0,6)1, kohtades x = 0, x = 6 ja x = -6 on kaanupunktid.
1082. JK/umer vahemikus (0, 00), ndgus vahemikus (-00,0).
Kohal k= 0 on k&inupunkt. KO83. Kumer vahemikus (0, e-" 2y
ndgus vahemikus (e“® 2,«3), kohal x = e""~2 on k&anupunkt.
1084. Kumer vahemikes (- + Kit; + kjt) ja nbgus vahemikes
(-1 +rcj g+ kir) (k=0,%£1,-2,...). Kohtadel x =
= - N+ KiM; x =" +kirjax =~ + rw( k=0,-1,-2, ...) on
kdanupunktid. 1085. Kumer vahemikus (jtOO )» ndgus vahemi-
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kus (-ocjj), kohal x =2 on k&inupunkt. 1086. Kumer vahe-
mikus ( - 21,
\2 fz
kohal x = - -L. on k&anupunktid. 1087. Vahemikus (-o00 ,-2)

), nogus vahdhikes (-<», - —3) ja @ =00Y;
2 <2

on ndgust vahemikus (-2, <) on kumer; ka&nupunkt on (-2,0).
1088. Vahemikes @<rr, (2k ¢ 1)*) on ndgus, vahemikes

((2k - 1)X ,2kir) on kumer; kohal x = w1 on kaanupunktid
(k=10,-1,-2,...). K089. Vahemikes (-o00, - V3) ja (0,75)

on ndgus, vahemikes (- N> 0) ja (I3 ,”) on kumer; k&anu-

punktid on 0) ja (0,0). KO92. (5?, 2 - 2kx)
(x=10,-1,7%2, ...)* 1021. M, 3P), (- ). 1024.

Al
(1,In 2), (-1, In 2)* 1095. Kohtadel (k=0,il,-2t...)

on kaanupunktid. 1096. (0,1), (b Sd&). 1098. h = —

1100. a=- ", b =1 .

N B4
1101. x =2; y =0. 1102.x =1, x =3; y=0.
1103. x = = 2» y=1. 1104. y=x. 1105.x = Q y=1.
1106. >x=-1. 1107. x= €“1; y=x+ €1. 1108. y=2x ¢+
. > parempoolne; y= 2<- 5 - vasakpoolne. 1109 V=X
- parempoolne, y= =< - vasakpoolne. 111Q. y= 1 - parem-

poolne, y= -1 - vasakpoolne.® 1111. y= 2. 1112. x=Q

y= O - parempoolne, y=1 - vasakpoolne. 1113. y=Q
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Hi*- y =17x. 1115. x =0; y= O°1l16. X = & y= c.

8 5.

1117« Paaritu funktsioon; asiimptoote ei ole; maksimum-
punkt x = - \B« miinimumpunkt x =/3; kaanupunkt (0,0).
1118. Paaritu funktsioon; asilmptoot x = 0; ekstreemumeid
ei ole; kaanupunktid (-1,2) ja (1,-2). 1119. Asumptoote
ei ole$ maksimumpunkt x = 0, miinimumpunkt x =2; ka&nupunkt
(1,-2). 1120. Paarisfunktsioon; asiimptoote ei ole; maksi*-
mumpunkt x = - \fj , miinimumpunkt x = 0; k&&nupunktid
(il, 7), 1121. Asimptoot x = 0; miinimumpunkt x = 1; kaa-
nupunkt (-V2, 0). 1122. Asimptoodid x = 0, x =4, y=0;
maksimumpunkt x = g; kadanupunkte ei ole. 1123. Asiumptoo-
te ei ole; maksimumpunkt x = 3; kaanupunktid (0,0) ja
(2,‘]‘?:)). 1124 . Asumptoodid x = 0 ja y= -1; mi inimumpnnh-t
x = -V5 kéanupunkte ei ole. 1125. Asumptoodid x = 3 ja
X +y-1=0; miinimumpunkt x = 2, maksimumpunkt x = 4;
ndgus vahemikus ( - 00 ,3), kumer vahemikus (3,«0). Kaanu-
punkte ei ole. 1126. Asimptoodid x = 1 ja y= 0; maksimua-
punkt x = -1; k&anupunkt (-2, - |). 1127. Aslmptoodid
x =0, x =1 ja y= 0\ ekstreemumeid ei ole; kaanupunkt

(2 »0). 1128. Aslmptoodid x = 0 ja y= 0; kahaneb piir-
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konnas {(-co,0), (J, oo )j ja kasvab vahemikus (0, ");

maksimumpunkt x = E? kaanupunkt (2,#3. 1129» Aslimptoote

ei ole; graafiku otspunktid (0,2) ja (4,2); maksimumpunkt

X =2; kaanupunkte ei ole. 1130. Paaritu funktsioon; aslmp-

toot 7 = O} miinimumpunkt x = -1, maksimumpunkt x = 1; k&a-

nupunkt (0,0). 1151» Asiumptoote ei ole; maksimumpunkt

X = - >pp miinimumpunkt x = 0; k&anupunktid kohal x = -1

jax = 2 1132 . Asumptoodid x = 0 ja 7 = 1; kaha-

neb vahemikus (-00,0) ja (0,<»); ekstreemumeid ei ole;

kumer vahemikus (- 00, 4 ndgus vahemikus (-4[b) ja

(0, 00); ké&anupunkt 1f - 1133» Paarisfunktsioon: aslap-
11

® +
toot 7 * O; maksimumpunﬁt X = 0; kdanupunktid (- - :KQ-
<2.

1134 . Paarisfunktsioon: aslmptoot 7 = 1; miinimumpunkt x=0;
kdanupunktid (- r? e4 )= 1135. Asumptoot 7 = 0; mak-
simumpunkt x = 1; k&anupunkt (2, E.). 1136. Aslin™>toot
x = 0» kahaneb vahemikes (—00 , Og ja (O, é), kasvab vahe-

mi kus (*,00); miinimum kohal x = », kus ﬁln Yv=-¢€ ; k&— 2
mer vahemikes (-<o, 0) ja (0,00); kaanupunkte ei ole.

1137 . Aslmptoote ei ole; kriitiline punkt x = 0, kus tu-
letis ei eksisteeri} kohal x = 0 on miinimum, kus min 7=0;
kumer vahemikus (-00,0); ndgus vahemikus (0,00)j ké&anu-

punkt (0,0). 1138. Parempoolne aslmptoot 7 = 0, vasak-
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poolne asujg>toot y= -x; ekstreemumeid ja kad&nupunkt« ei
ole. 1139» Aslimptoodid x = -1; miinimumpunktid x = * "2;

kdénupunktid Ka (* 1,89; 1,33). 1140. Aslmptoodid x = 0,
X = -1; ekstreemumeid ei ole; kd&nupunktid kohtadel x =1
ja x = 2-(5* 1141. Aslimptoodid x = 0 ja y= 0; maksigum—
punkt x = €2  7*39» kus uaxyst 0,74; kaanupunkt (e” ;0,70)
~(14,39; 0,70). 1142. Asumptoot y= 0; ekstreemumid aset-
sevad kohal x, kus x = tan x. Graafik kujutab endast kustu-
vat lainetust. 1143. Esimest liiki katkevuspunkt kohal x=0,
kus ij% 7 =1; asUmptoot y= x; graafik l06ikab aslimptooti
kohal x = kOr(k = -1, -2, ...). 1144. Paaris- ja perioodi-

line funktsioon perioodiga 2X, Loigul [sjor maksi-

mumpunktid X = arccos 1 kus 7aax- 4 jal =*, kus
7max= 0; miinimumpunktid x = arccos (- 1 4
jaXx a0, kus 7- =0; kaanupunktid 9 ,0),(arcsin %O ,

1iZ) da -arcsin ~ - tiz, . 1145. Paaritu funktsioon;
27 3 27
aslimptoote ei ole; ekstreemumeid ei ole; k&&nupunktid

(X , k3t), kus k=0,-1, -2...... 1146. Paaritu funkt-

sioon; aslmptoodid x = 0 ja 7 3 2x; graafik 138ikab asump-
tooti 7 = 2x kohal x =" + Kz 1147. Paaritu funktsioonv
astmptoodid x = -1; ekstreemumeid ei ole; ka&nupunkt (0,0).

1148. Esimest liiki katkevuspunkt kohal x = 1; pistastmp-
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toot x = 0 ja parempoolne rdhtasumptoot y= Q maksinum ko-
hal x = 1; kus max y= 1j kumer vahemikes (—00, 0) ja (0,1),
nogus vahemikus (1, 00); k&&nupunkte ei ole* 1149« Paaris-
funktsioon» parempoolne kaldasumptoot y* ® x - 1, vasakpool-
ne kaldasimptoot y= —-2x — 1; miinimumpunkt x = 0, kus

min yao; kaanupunkte ei ole. 1130. Paaris- ja perioodili-
ne funktsioon perioodiga O = Jt ; asumptoodid x = (2k+1)"i
kohal x = kx on maksimum f(k*)= 0; kumer vahemikes
((2k-iyE, (@k+1)2)t (k = 0,-1,-2, ...); kd&nupunkte ei ole.
1151» Astmptoodid x = 0, x = - ; miinimum kohal x = -

jax =], kus f(- N -2 ja f(™) ~ 1; ndgus vahemikes
(-*%,0) ja (0,*); k&a&nupunkte ei ole. 1152. Esimest liiki
katkevuspunkt kohal x = -1, kus lim f(xX) = e - 1; vasakpool-
Le aslmptoot y a-1; kaevab vahemikes (-00, -1),(-1.,0) ja
(2, eo ), kahaneb vahemikus (0,2); kohal x = 0 on maksimum
() * -1", kohal x = -1 ja x = 2 on miinimumid f(-1) = f(2)=
= -5» ndgus vahemikes (-« , -1) ja (1, 00), kumer vahemikus

(~1,1); k&anupunkt on (1,-3)«

VI peatikk. =~
81.
1 1 a) 2,25; b 5,833, © 10,9546, 11M4. 3 2,083,

b 2,9907, € 1,958, 4) 1,995*, J1152- tATTT* STOs*



HZz* 2.10“6, 1158, 1159. 0,34-2020. 1160. 0,985.

10
1161. 3,1072. 1162. 3,0171- 1165. 0,182321. 1164. 0,67474.

1165» 0,46676. 1166. 1,12117\.] 1167. 0,24 m, 4,2%.
1168. —£1£i’\0,33%. 1162-0»3*.
g 2.
1170. 0)= - 2,602, x2 = 0,340, Xj = 2,262. 1171. x1 =
=-0,724, Xg = 1,221. 1122. x = 2,087. 1122- x1 = 0,472,
X2 =9,999. 1174. = 2,506. 1175. x = -0,567. 1176. x =0,32.
1177. x~= -3,10, x2=0,22, Xj=2,88.
83.

1178. x2 - 18x + 9y = 0. 1179.y5 = (x-1)2. 1180y2 =

= 4x2(1 - x2). 1181. x = Arccoe(l - y) + "2y - y2. 1182. y=

m . 1182;Lz-tan_t# 1188# t(2rt5) ii1Q9.Ldlkuvad
2 1+ tan t 1-2t

kahes punktis; dl=0" s arctan ~ ~87012". 1190. Ldikuvad

kolmes punktis: = ot" = 30 = 0. 1191 ¢ 4x ¢ 2y - 3=

=0, 2x —4y ¢ 1 =0. 1192.y=2, x=1. 1193. 4x ¢ 3y - 12a =
=0, 4y - 3x - 6a = 0.
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2= 1-196. <Rt - »ato2t.

1194 . ——=-12? * mIn = _
9% % asind t 9a coe't at

? .1199. Pidev joon iga t puhul.

Maksimum  (-3,3), miinimum  (5,-1), k&&nupunkt  (1,1).

Kui x —», eiie joone puutuja tdus laheneb thele. 1200. Pi-

y =X jay =x + 6ir. 1201. Joon ei ole mdaratud punk-

tis t = -1. Asumptoot x + y+ 1 =0. Punktis O joon Idi-

kab iseennast, kusjuures puutujaiks on seal koordinaattel-

jed. Esimeses veerandis kinnine silmus. 1202. Joon l&bib
kolm korda punkti 0, kusjuures puutujaiks on tal seejuures

polaartelg ning sirged (=1 ja y= -1 , Ekstreemumid
3 3

on *f= = <f= . ja @= g puhul. Tuleb vaadelda polaar-
nurki poolldigul [0, 4c). 1203.Eksisteerib 18igus \0t 27r],

valja arvatud Nogr o e Stimmeetriline polaartelje

ja sirge (fbo ~ suhtes. Joon puutub punktis 0 polaartelge ja
iseennast. Aslmptoodid on x = a ja x = -a. 1204. Eksis-

teerib iga ~ puhul. Polaarkauguse maksimum, kui %= 0, ja
miinimum, kui X . Polaartelje suhtes simmeetriline kin-

nine joon.
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1205» Joon asub ribas -1~x”"1 ning on stouneetriline koordi-
naatide alguse suhtes. Jdii4>toodiks on y-telg. Punktis O
on kdanupunkt, kusjuures puutujaks on x-telg. On veel kaks
k&énupunkti. 1206. Punkt O on isoleeritud punkt. Punktides
©,-1) ja (-2, - £ ~) on puutujad paralleelsed x-tel-
jega. Punktides (-1,0) ja (- 5 - VZ:) on need paral-
leelsed y-teljega. Joon on kinnine ja on simmeetriline nii
koordinaattelgede kui ka punkti O suhtes. 1207. Joon labib
neli korda punkti O, kus puutujaiks on koordinaatteljed.

Joon on stameetriline punkti O, koordinaattelgede kui ka
nende vaheliste nurkade poolitajate suhtes. Joon asub ruu-

dus -2 £x 4 2, -24Y42, kusjuures puutub ruudu kilgi punk-

tides {2, 2 ja (*2,={D).

sa.
1209. y= -, 3<# 3* 1210. @= 5 0, b = &X(Q - x ),

c= eXo(1-x0* -2). 1211. y=-z1 +~ * ¢(1213.
r 2 W 2a

222 . LUl »>b, .U .

1218. -. 1219. *q, 1220. ?_=x -H + Ix »
b a 4 " — 7 “
4 = *=+ 1221. f = ,
n(n-1)x">2 a
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2 2 2
TM,-frcy vV, @/ - b = @3+ 1B)

12 2 % 2 2
1222. J=x+ 33D, " » ¥+ 3M5. (F+")7 + J - P

m2a? 1223. 5=1 i x1] (37 "a), 1 =- 2zl+-2=z .
1224, r= Taae(™ " 5. 1225.Vtta = a(r-sinT) ,

N+2a=al -cosT). kusT=t - &.
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