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ARITMEETIKA JA ALGEBRA

I. REAAL- JA KOMPLEKSARVUD

§1. Naturaalarvud

¢. Naturaalarvudeks nimetatakse arve
DT D)
mis on tekkinud esemete loendamise ja jirjestamise vajadusest.
Naturaalarvu mSiste on algm¥iste, s.t. m¥iste, mida me ei de-
fineeri, kiill defineerime selle abil aga teisi arvuliike,

Igast kahest (erinevast) naturaalarvust tlks on teisest
suurem, Kui naturaalarvud paigutada nende kasvava suuruse Jir-.
jekorda, siis saame naturaalarvude rea (1).

Naturaalarvude rida on l¥pmatu, s.t. igale naturaalarvule
jérgneb naturaalarvude reas veel naturaalarve., Selle rea liik-
mele n jirgnevaid naturaalarve kirjutame kujul

net, 2" B3, . e
K#esolevas paragrahvis m¥istame arvu all ikka naturaalarvu.
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2, Naturaalaryu lahutamine 8lgtegureiks. Arvust 1 suure-

maid naturaalarve, mis jaguvad ainult arvuga 1 ja arvu endaga,
nimetatakse algarvudeks, K¥ik muud arvust 1 suuremad naturaal-
arvud on kordarvud, s.t., nad jaguvad peale arvu 1 ja arvu enda
veel mingi naturaalarvuga. Arva 1 ei loeta ei alg- ega kordar-
vuks,

Kordarva saab kujutada algarvude korrutisena, Xordarvu
kujutamist algarvade korrutisena nimetatakse algtegureiks la-
hutamiseks. Arvu lahutamiseks algtegureiks lelame jarkjirguli-
se jagamise teel arvu algtegurid, alates kdige viiksemast alg-
tegurist. Selleks on soovitav kasutada jirgmist skeemi:

1210 | 2

605 | 5

121 |13
11 {11 5
T20 = 2-5-11°.

450 = 2:3:3:5.5 = 2~32-5§- .



3. Arvade _vébim ihiskordge. Arvu, mis jagubd antud “vu-
dega, nimetatakse nende arwide iihiskordseks. Niiteks 36 on : ~vu-
de 3 ja 4 tthiskordne, sest ta jagub nii 3-ga kui ka 4-ga,

Antud_arvude vihimaks ihiskordseks (VUK) nimetatakse

véhimat arvu, mis jagub antud arvudega.

Antud arvude vihimaks iihiskordseks on m¥nikord suurin
antud arvudest (kui ta jagub antud arvudega). Niiteks arvude
18, 9 ja 6 vihim ithiskordne on 18,

VUK leidmiseks lahutatakse antud arvud algtegureiks ja
korrutatakse ilks arvudest temas puuduvate teiste arvude algte-
guritega.

Nxide. Arvude 66, 110 ja 154 vHhim ithiskordne leitakse
jirgmiselt:

66| 2 110| 2 158] 2
33%:3 29173 T 07
11 (11 1114 11011

VUK = 2.3.11.5.7 = 2310.
Arvude vihimat i{thiskordset kasutatakse murdude teisen-
damisel ithenimelisteks,

4. Arvude_suurim_ihistegur. Antud arvude tthisteguriks ni-

metatakse iga arvu, millega antud arvud jaguvad. Niiteks arvu-
de 36 ja 48 tihisteguriks on arv 4, sest 36 ja 48 jaguvad 4-ga.

Antud arvude suurimaks fthisteguriks (SUT) nimetatakse suu-

rimat arvu, millega antud arvud jaguvad.
Kui k¥ik antud arvud jaguvad viikseima arvuga antud arvu-

de hulgast, siis see v#ikseim arv ongi antud arvude SUT, Nui-
teks arvude 35, 140 ja 175 suurim fthistegur on 35, Uldiselt tu-
leb arvude SUT leidmiseks arvud lahutada algtegureiks ja leida
nende k¥igi iihiste algtegurite korrutis,

Niide. Arvude 90, 120 ja 165 suurim ithistegur leitakse
Jjédrgmiselt:

90 | 2 120 | 2 46519
45 | 3 60| 2 b 4 B
15| 3 30| 2 i1l 19
S 5 1513

8115

SUT = 3¢5 = 15,
Arvude suurimat fihistegurit kasutatakse murdude taandami-
selo



§2.RatsTonaalarvad

antud arvust uue arvu tuletamist iilhe Ja sama eeskirja jargi.
Aritmeetikas vaadeldakse nelja pShitehet ehk aritmeetilisi
tehteid: liitmist, lahutamist, korrutamist ja jagamist. Nende
tehete tulemusl nimetatakse vastavalt summaks, vaheks, korru-
tiseks ja jagatiseks,

1) Kahe naturaalarvu a ja b summa a + b on arv, mis saa-
dakse, kui naturaalarvude reas arvust a arvu b vdrra edasi
loendada.

Kahe naturaalarva liitmine on alati teostatav, s.t. natu-
raalarvude a ja b summa on alati naturaalarv. Summal on jérg-
mised kaks pShiomadust:

I. Summa on kommutatiivne, s.t., summa ei s3ltu liidetava-
te jirjekorrast:

2a+b=D5b+ a,
II, Summa on assotsiatiivme, s.t. summa liitmise asemel
v8ib liita liidetavad eraldi:
a+(b+c)=(a+0b)+c,

2) Kahe naturaalarva a ja b korrutis & . b on arv, mis

saadakse, kui arv b v3¥tta a korda liidetavana:
ey i
Kahe naturaalarva korrutamine on alati teostatav, Korruti-
sel on jédrgmised kolm pShiomadust:
III, Korrutis on kommutatiivne, s.t. korrutis ei s¥ltu te-
gurite j&rjekorrast:

ae+eb=D>bo- a,

IV, Korrutis on assotsiatiivne, s.t, kerrutise (be) korru-
tamise asemel (arvuga a) ,v3ib korrutada tegurid eraldi (esmalt
b arvuga a, siis ¢ saadud korrutisega):

S (b ) m (v ) e,
V. Korrutis on liitmise suhtes distributiivne, s.t. summa
~gorrutamise asemel v3ib iga liidetava eraldi korrutada ja saa-
dud korrutised liita:
a*(b+oc)=a-b+a.o0,



3) Kahe arvu a ja b vahe 8 — b on arv, millega liites ar-
vu b saadakse arv a:

a-b=c,kulc+d= a,

Seega lahutamine on liitmise p&trdtehe: antud summa a ja
tihe liidetava b jirgl otsitakse teist liidetavat c.

Lahutamine on naturaalarvude hulgas ainult siis teostatav,
kui vidhendatav on suurem kui lahutatav,

Selleks et lahutamine oleks teostatav juhul, kui vihenda-
tav ja lahutatav on v3rdsed, on kasutusele v3etud arv mmll:
a-a=b-b=,,,=0,

Selleks et lahutamine oleks teostatav juhul, kui vihendatav
on viiksem kul lahutatav, on kasutusele v3etud negatiivsed ar-
vud: kui a<b, siis a = b = =(b = a), nfiteks 7 = 13 = -(13=7)=
= =6, Arvu -3 nimetatakse arva a vastandarvuks.

Naturaalarve koos nende vastandarvudega ja arvuga null ni-
metatakse tdisarvudeks, Tdisarvude hulgas on liitmine, lahuta-
mine ja korrutamine alati teostatavad.

4) Kahe arva a ja b jagatis a8 : b on arv, millega korruta-
des arvu b saadakse arv a:

a:b=cykuiced=a,

Seega jagamine on korrutamise pbtordtehe: antud korrutise a
Jja tthe teguri b jérgl otsitakse teist tegurit c.

Jagamine on tdlsarvude hulgas ainult siis teostatav, kui
Jagatav a on jagaja b kordne., Selleks et jagamine oleks teosta-
tav ka siis, kul jagatav el ole Jagaja kordme, on tH#isarvude
hulka laiendatud murdarvudega (mida saab anda mitmel kujul).
Kirjutades murdarve harilike murdude kujul, saame iga Jagamise,
kus jagaja on nullist erinev, kirjutada kujul

ai:b-= % .
Jagamisel arvuga 0 puudub m¥te.

Tsisarve koos (positiivsete ja negatiivsete) murdarvudega
nimetatakse ratsionaalarvudeks.

Et ka iga tdisarvu saab kirjutada hariliku murruna %, kus
P Ja q on t#isarvud ja q # 0, siis

iga ratsionaalarv on v#ljendatav kujul %,
kus p ja q on tiisarvad ja q # O.




v8rdseks osaks, kus n > 1 on naturaalarv, ja v8tta saadud osi
m, kus m on samuti naturaaslarv, siis saame osade hulga, mida
mérgitakse siimboliga % Ja nimetatakse harilikuks murruks.
Sama tulemuse sasksime, kui jaotaksime m iihikut n v8rdseks
osaks ja v8taksime iihe sellise osa (joonis 1), Nii iihest kui
teisest murru saamisviisist jdreldub, et n2 = m, millest

n
omakorda jdreldub, et

m: n=

siB

s.t. harilik murd % on naturaalarvude m ja n jagatis. Loeme

selle v8rduse 8igeks ka siis, kui n = 1, nii et % =m. .rve
m ja n nimetame vastavalt murru % luge jaks ja nimetajaks ,
nende vahel olevat kriipsu murrujooneks.

Murdu, mille lugeja on nimetajast vdiksem, nimetatakse
lihtmurruks, ja murdu, mille lugeja on nimetajaga v8rdne véi
sellest suurem, nimetatakse liigmurruks. Lihtmurd on vdiksem

kui 1, kuna liigmurd on v8rdne l-ga v8i sellest suurem.

WL_LJ%_I_LLLJ_J

A
7

Joonis 1,

Liigmurdu, mille lugeja on nimetaja kordne, saab teisen-
dada tédisarvuks, ja liigmurdu, mille lugeja ei ole nimetaja
kordne, saab teisendada segaarvuks, s.o. tdisarvu ja murru

summaks. Néiteks %Q =3 ja %2 = l§_%_2 =3 4 g = 32. CUmber-
pdordult, segaarvu saab teisendada liigmurruks:

Murru saamisviisist jdreldub: 1) kui murru lugejat korru-
tada mingi naturaalarvuga, siis murd suureneb sama arv korda,
2) kui murru nimetajat korrutada mingi naturaalarvuga, siis
nurd vdheneb sama arv korda. Neist kahest omadusest jdreldub
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murru pdhiomadus: murru suurus ei muutu, kui murru lugejat ja
nimetajat korrutada (jagada) iihe ja sama arvuga. Neid teisen-
dusi nimetatakse vastavalt murru laiendamiseks ja taandamiseks.

Murru saamisviisist jédreldub, et kahest iihenimelisest mur-
rust on suurem see murd, mille lugeja on suurem. Teisendades
kaks erinimelist murdu iihenimelisteks ja rakendades eelmist
tunnust, saame, et murdudest % Jja % on

& b a_ b
vei 2 =2 vei 2o

=1
Blo

>

vastavalt sellele, kas
an > bm v6i an = bm v8i an < bm.

Aritmeetilised tehted murdudega tuginevad tehetele natu-
raalarvudega ja alluvad punktis 1 loetletud arvutamise p8hi-
seadustele I - V., Need tehted defineeritakse jdrgmiste vOrdus-
te abil:

a b an 4+ bm
Bn men ’
a b van'-.ba
m Fia m.n °’
a b ab
ek w83
M A mn
2,b_an
AP W T

Kui murdude nimetajatel leidub ilhistegureid (v6i murrud
on koguni #thenimelised), siis saab liita ja lahutada lihtsa-
malt.

3. Kimnendmurrud. Murdu, mille nimetajaks on 10”, kus n

sS=EZ=s=E==S=====T
on naturaalarv, ja mis on kirjutatud koma abil, nimetatakse
kilmnendmurruks. Neid murde kirjutatakse jidrgmiselt:

16 = 0,4; 18y = 0,03; ZE2 = 2,745,

s.t. kirjutatakse ajnult lugeja, eraldades selles paremalt
koma abil nii mitu kohta, kui mitu nulli on nimetajas (kui lu-

8



geja kohtade arv on vidiksem nimetaja kohtade arvust, siis kir-
jutatakse lugejale vasakule paras arv nulle juurde).
Kiimnendmurdude suur eelis on tehete lihtsus nendega: teh-
ted kiimnendmurdudega taanduvad kergesti tehetele tdisarvudega.
Hariliku murru teisendamine kiimnendmurruks toimub kas mur-
ru laiendamise teel ( g B 273435%42—5 = I%%g = 0,375 ) v6i lu-

geja jagamise teel nimetajaga ( g =3 3:8=0,375 ). M6ne ha-
riliku murru teisendamisel kiimnendmurruks tekib l8pmatu perioo-
diline kiimnendmurd, s.o. murd, milles mingi number v8i numbri-
te rilhm 18pmatult kordub, nditeks

£ =0,666..03 2 = 0,8333...; %—% = 0,32727...

Korduvat numbrit v6i numbrite riilhma nime tatakse kiimnend-
murru periocoodiks. Kui periood jdrgneb komale, siis murd on
puhtperioodiline; kui aga koma ja perioodi vahel on mittekor-
duvaid numbreid, siis murd on segaperioodiline.

4. LOpmatu perioodilise kiimnendmurru teisendamine harili-

kuks murTuks. [Spmatut puhtperioodilist kiimnendmurdu saab

vaadelda 1l8pmatult kahaneva geomeetrilise reana, nditeks

21 21 21
0,2121... = === 4 + + «++ Seet8ttu saab niisuguse
: 100 = 1002 & 1000 e

murru teisendamisel harilikuks ﬁurruks kasutada 1l8pmatult kaha-
neva geomeetrilise rea summa valemit

s = I_E__'
>.9
kus a on rea esimene liige ja q on rea tegur. Ulalantud nidite
puhul

seega 21
0y 2101 vasm eotPet 2 - .

100
Analoogiliselt leiame:

1 OuTTees = ok + rl's! Tl o 2ts s i A

g




2. 2,5353%...

2+1-8-8-+1—£8-6+.-. =2+I—I%'2§$

7
3. 0,477Tee. = I% + I%ﬁ + IU%U + IU%UU tone = I% + I—%gf% =
4 7 PR sl
1%+ To0=ID = 16 + 96 = 9 26
4.0,352626... = g8 + 22 Py ESHT N R 7 S -1
' A B e e
26 _ 3491
+ 555 = 990 -

Kolmes viimases ndites geomeetriline rida algad paremal
seisva summa teisest liikmest.

On kerge pOhjendada, et puhtperioodiline kiimnendmurd v¥r—
dub niisuguse hariliku murruga, mille lugejaks on periood ja
nimeta jaks arv, mis on kirjutatud nii mitme 9-ga, kui mitu
kohta on perioodis.

Néiteks 0,123123... = !1,53 ¥ 3% g

§ 3. ITrrateslonaalarvid

1. Arvu astendamine. Astendamine on tehe, mille abil iiks

antud arv (astendatav) v@etakse tegurina nii mitu korda, kui
suur on teine antud arv (astendaja).

Arvu a astendamisel arvuga n saadud arvu nimetatakse ar-
vu a n-daks astmeks ja mirgitakse siimboliga a®. Definitsioo-
ni kohaselt astendatav a on mistahes arv, kuid astendaja n>2
on naturaalarv (sest arvu saab tegurina v8tta 2, 3 jne. kor-
da). Tdienduseks antud definitsioonile loeme arvu esimeseks
astmeks seda arvu ennast. Niisiis

a® = a.a...a; al = 8.

n tegurit
Niiteks: 2,57 = 2,5-2,5+2,5 = 15,625; (-2)2 = - 32;

50 4
-1)”" = 1; 0% = o.
(1) ; e



Astme definitsioonist jdreldub:

1) positiivse arvu aste on positiivne arv;

2) negatiivse arvu aste on paarisarvulise astendaja puhul
positiivne, paarituarvulise astendaja puhul negatiivne;

3) arvu 0 iga aste on O, arvu 1 iga aste on 1.

4) astendamine ei ole kommutatiivne, 8t, a® # na, nédi-
teks 3% = 81, kuid 4> = 64.

rija) tdhendab leida niisugune arv, mille astendamisel arvuga
n _saadakse arv a.

Arvu a juurimisel arvuga n saadud arvu nimetatakse n-daks
juureks arvust a ja midrgitakse siimboliga Q/E (eeldusel, et
uiisugune arv on olemas). Niisiis

(<>;)n = a.

Teist juurt arvust nimetatakse ka ruutjuureks ja kolman-
dat juurt kuupjuureks. Ruutjuure puhul juurijat tavaliselt ei
kirjutata.

Juurimise definitsioonist selgub, et juurimine on asten-
damise pUdrdtehe: astendatava leidmine antud astme ja astenda-
ja jargi. 3 -

Niited: VB8 = 2, sest 27 =8; I8 = -2, sest (-2)3 «
= -8; V25 =5, sest 52 = 25.

Viimasena antud juurt v6iks lugeda ka v6rdseks arvuga -5,
sest (—5)2 = 25, kuid iihese tdhenduse andmiseks juuresiimbolile
loetakse juur positiivsest arvust ikka positiivseks.

Ratsionaalarvude hulgas ei leidu iga juurija puhni Juurt
igast ratsionaalarvust, nditeks ei leidu arvu W o T8epoolest,
kui leiduks ratsionaalarv % = VF', kus vlime eeldada, et m
Ja n on iihistegurita arvud, siis (ﬁ) = 2 ja n? = 2n°, siit
néhtub, et a2 ja seega ka m on paarisarv (sest paaritu arwvm
ruut on paaritu arv). Oletades, et m = 2p, kus p on naturaal-
arv, ja asendades m vlrduses -2 = 2n2 arvuga 2p saame, et
n? = 2p2, s.t. ka n? ja seega ka n on paarisarv. Kuid siis m
ja n pole iihistegurita arvud, nagu eeldasime. See vastuolu nii-
tab, et pole olemas niisugust ratsionaalarvu, mille ruut oleks
2.

Eerge on veenduda, et ratsionaalarvude hulgas ei leidu
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ka paarisarvulise juurijaga juurt negatiivsest arvust, » iteks
ei leidu v-4 . T8epoolest, selle arvu ruut peab olema W
kuid iihegi ratsionaalarvu ruut ei ole negatiivne.

3. Irratsionaalarvu m8iste. Selleks et osutuks v8imali-

kuks leida mistahes naturaalarvulise juurijaga juurt igast
positiivsest arvust, on vaja ratsionaalarvude hulka tdiendada
uute objektidega. Sedasama nfuab ka 1l8ikude kaudne m86tmine
(joonis 2 ): kui tédisnurkse kolmnurga kaatetid on niditeks 1 m
ja 1 m, siis Piitagorase teoreemi pShjal hiipotenuusile ehita-
tud ruudu pindala on 2m~ ja hiipotenuusi pikkuseks meetrites
seega arv, mille ruut on 2. Seet8ttu on loomulik seda arvu
tdhistada siimboliga B, Analoogiliselt saame veenduda, et
18ikude m86tmine nbuab ka siimbolite V3, JE, 7 ja paljude
teiste kasutuselev8tmist arvudena.
Nditame, et arvudel V2, V3,

E/E'Jne. leidub ratsionaal-

arvude hulgas oma kindel %3
koht. Nditena v8tame esi-
mese neist. Et (vZ2)? =

1
siis 2 on suurem kui 1,
kuid vdiksem kui 2 (sest ;
12 = 1, kuid 22 = 4). V6t- o . e
tes ruutu arvud 1,1, 1,2 ; #is
Joonis 2.

«es 1,9, nédeme, et V2 on
suurem kui 1,4, kuid vdiksem kui 1,5. Jdtkates seda t00d, saa-
me jdrgmise tabeli:

1<vV2< 2
1,4¢ V2 < 1,5
1,41 ¢ J2 € 1,42
1,414 ¢ V2 < 1,415
1,4142 ¢ V2 < 1,4143
1,41421 < V2 < 1,41422
Jjne.
Nii saame kaks l8pmatut kiimnendmurdude jada, mis ndhta-
. ~vasti viivad iilhe ja sama 1l8pmatu kiimnendmurru juurde, mille
Mnewwunanuaﬁl
} ;SRS WV B
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Selle kiimnendmurru numbrite jada ei l8pe, sest vastasel juhul
V2 oleks ratsionaalarv. Samal p8hjusel see kimnendmurd ei
saa olla perioodiiine.

Arve, mida saab anda l8pmatu mitteperioodilise kiimnend-

murru kujul, nimetatakse irratsionaalseteks.
Nagu V§; nii saame ka teisi juuri positiivsetest arvudest
anda l8pmatute mitteperioodiliste kiimnendmurdudena (kui need

juured pole ratsionaalarvud). K8ik sellised juured on seega
irratsionaalarvud. Niisamuti saab l8pmatute mitteperioodilis-
te kilmnendmurdudena esitada ka paarituarvulise juurijaga juu-
ri negatiiveetest arvudest, kui need juured pole ratsionaalar-
vud. Paarisarvulise juurijaga juuri negatiivsetest arvudest
pole sellisel kujul v¥imalik esitada.

4. §§2§1§§ES=LQS§§§¥§§8=LQé§§§§§=§§§§§=32222225§- Kui
ruutjuur antud arvust on irratsionaalne v8i kui ta on ratsio-
naalne, kuid 8ige suure kiimnendkohtade arvuga, siis arvutus-
tes on sageli vaja asendada ta ligikaudse vdidrtusega, mis on
vBetud teatud tdpsusega.

Olgu ruutjuur arvust antud kiimnendmurruna ja olgu selle
murdosas enam kui n kohta. Leida selle ruutjuure ligikaudne

vddrtus tdpsusega -ii tdhendab iimardada seda juurt kujutav
10

kiimnendmurd murdosa n-da kohani (puuduga v6i liiaga vastavalt
sellele, missugune on jdrgmine koht).

Ruutjuure ligikaudset vddrtust saab leida nn., ruutjuure
algoritmi abil. Kuid lihtsam on ja kiiremini viib sihile jdrg-
mine v8te.

1) Leiame peast juure mingi ldhendi (kuitahes jdmeda) ja
Jagame juuritava selle esimese ldhendiga. Kui jagatise ja esi-
mese ldhendi murdosades on n iihist kiimnendkohta, siis nende
arvude iihised kohad annavadki juure ligikaudse véddrtuse tdp-
susega 13107

Ndide. Leida V5,3 tdpsusega 0,01. VO8tame esimeseks lé-
hendiks 2,3. Jagades 5,3 arvuga 2,3, saame jagatiseks (tuhan-
dikeni) 2,304. V6rreldes seda jagatist proovitava lihendiga,
ndeme, et

V5,3 = 2,30
tdapsusega 0,01 (jdrgmine koht on védiksem kui 4).
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2) Kui eelmises punktis kirjeldatud viis ei anna juurt
nButud tipsusega, siis leiame esimese ldhendi ja esimese jaga-
tise aritmeetilise keskmise. See on juure teiseks ldhendiks.
Jagades juuritava juure teise ldhendiga ja vOrreldes jagatist
teise ldhendiga, ndeme, kas nButud tdpsus on saavutatud véi
mitte.

Ndide. Leida /5,3 tdpsusega 0,001. Esimene lihend 2,3
ja esimene jagatis 2,304 ei anna juurt n6utud tépsusega. Leia-
me nende aritmeetilise keskmise: (2,3 + 2,304):2 = 2,302. Ja-
gades Jjuuritava 5,3 saadud keskmisega, saame 2,3023%., VOrreldes
tulemust jagajaga, ndeme, et

V5,3 = 2,302

tdpsusega 0,001 (sest jdrgmine koht on vdiksem kui 3).

3) Kui juure teine ldhend ei ole killlaldase tdpsusega,
siis leiame aritmeetilise keskmise abil kolmanda jne., kuni
nbutud tdpsus on saavutatud.

M & r k u s. Esimeseks ldhendiks v8tame kahekohalise, tei-
seks nel jakohalise arvu. Kui esimene ldhend pole vSetud viga
huupi, siis teises lidhendis on tavaliselt 4, erandjuhtumil 3
8iget kohta. Iga uue ldhisvddrtusega 8igete kohtade arv tava-
liselt kahekordistub.

Niide 1. Leida /30 tépsusega 0,0001.
Olgu esimeseks ldhendiks.......... 5,4
Siis esimene jagatis on ..30:5,4 = 5,555
Teine lihend Ofe .« sveissussinenseios DlTE
Teine jagatis on .......30:5,477
Kolmas 1ABeNd O« s vsacirnssamses s SndiiL

V30 = 5,4772.

Ndide 2. Leida /550 tdpsusega 0,01.
Teisendame juurt nii, et juuritava tdisosa
oleks tihe- v81i kahekohaline arv:

V550 = 10+V5,5

Olgu ‘esimene lHhend.....c.c.dvase 24
Esimene jagatis .........5,5:2,4
Peine LBhend. i il soiiviavsovansese Py 346
Teine jagatis..........5,5:2,346 =
Roluias TRHeR i oy Siide’s & ainneio sae 2,3452

V550 2 10.2,345 ™ 23,45.
14

(]
[\
S
3

L

]

N
N
N

:



5. Astme m@iste lildistamine. Eespool vaatlesime astmeid

positiiveete tdisarvuliste astenda jatega. Astme m8istet saad
iildistada nii, et astendajaks v8ib olla iga ratsionaalarv, ise-
gi irratsionaalarv. See teostub jirgmiste definitsioonide kau-
du.

1) Iga arv (vdlja arvatud O0) astmes O loetakse vOrdseks
arvaga 1. Niisiis 30 = 1; #)°=1; =1, ki a #o.

2) Negatiivse astendajaga astme all méistetakse murdu,
mille lugeja on 1 ja nimetaja on endise astendatavaga aste,
milles astendaja on endise -astendaja vastandarv.

Niiteks: 1) 572 o —;2 - ,15; 2) ()7 = i e (%)3,1%%.
(g)
Uldiselt:
LA )
8 = e,
2B

3) Murrulise astendajaga astme all méistetakse juurt, mil-
le juurija vOrdub astenddjaks oleva murru nimetajaga ja juuri-
tava astendaja vOrdub selle murru lugejaga.

2
Niiteks: 1) 3. V4% 2) 273=_%_=3_1_,

2
27‘5 27

Ulaiselt:

2 a
al = /;m 3
4) Irratsionaalse astendajaga astme definitsiooni vt.
Kisseljov, ‘Algebra VIII-XI klassile’, n°97.

Tehted astmetega, mille astendajad on ratsionaalarvud,
toimuvad samade seaduste jédrgi, mis kehtivad astmete kohta na-
turaalarvuliste astendajate puhul (II, § 1, 3™ ja § 4, 5).

§4. Nimega arvud

1. Suuruste m8gtmine. Matemaatika rakendamine tegeliku

elu iilesannete lahend;nieel eeldab mitmesuguste suuruste m68t-
mist.

Byiide II, § 1, 3 tdhendab kdesoleva raamatu teise pea—
tiki paragrahvi 1 punkti 3.
A5




M868ta mingi suurus tdhendab kindlaks teha, mitu korda
vastava suuruse iihik mahub mé8detavasse suurusesse v8i missu-

guse 0sa uhikust see suurus moodustab.

M66tmise tulemusena saadud arvu nimetatakse selle suuruse
m86tarvuks ja m66tarvu koos m68tmisel kasutatud iihiku nimetu-
sega selle suuruse vddrtuseks ehk nimega arvuks.

Iga suuruse m66tmisel on iihikuks mingi sama liiki suurus,
nditeks pikkuse m88tmisel on iihikuks mingi pikkus, pindala
m88tmisel mingi pindala ja t66 mO6tmisel mingi t66. Et vdlti-
da suurte mf6tarvude kasutamise vajadust, on pal jude suuruste
w88tmiseks tarvitusele v8etud mitmed iihikud, mis omavahel on
koosk8lastatud ja moodustavad m88dustiku. Praegu on enamikus
maades kasutusel meeterm88dustik, milles iga kahe sama liiki
ihiku suhe on 10 v6i selle aste. Seet8ttu meeterm88dustikku
nimetatakse detsimaalseks. Selles m86dustikus iga suuruse iihi-
kute nimetused tuletatakse péhiiihiku nimetusest eesliidete kau-
du, mis nditavad vastava iithiku ja p8hiiihiku suhet. Need ees-

liited on jargmised (sulgudes on antud tdht, mis tihiku tdhise
saamiseks asetatakse p8hiiihiku tdhise ette):

mega- (M) = 10° = miljon detsi- (d) = 10! = Kiimnendik
kilo- (k) = 10° = tuhat senti- (c) = 1072 = sajandik
nekto-(h) = 102 = sada milli- (m) = 1077 = tuhandik
deka- (da) = 101 = kiimme mikro- (PJ = 10—6 = mil jondik

Eri 1iiki suuruste iihikuid on v6imalik sel teel koosk6-
lastada, et suurema hulga suuruste ilhikud tuletatakse vdhesest
arvust pShisuurusteks.valitud suuruste iihikutest. VOttes ndi-
teks pindalailihikuks niisuguse ruudu pindala, mille kiilg on 1 m
v6i ruumalaiihikuks niisuguse kuubi ruumala, mille serv on 1 m,
Ja nimetades neid vastavalt 1 ruutmeetriks ja 1 kuupmeetriks,
oleme pindala- ja ruumalaiihiku tuletanud pikkusiihikust.

S68ltuvalt sellest, missugused suurused v8etakse pShisuu-
rusteks teiste suuruste m68tmisel, on v8imalik saada mitmesu-
guseid m86tiihikute siisteeme. Uldtuntud on niiteks mS6dunud sa-
jandi keskpaiku kasutuselev¥etud sentimeeter-gramm-sekundsiis—
teem (liihendatult CGS-siisteem), milles k8ik iihikud on tuleta-
tud siisteemi nimetuses esinevast kolmest iihikust.
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Avaldist, mis nditab, kuidas mingi suuruse iihikud on tu-
letatavad m868tiihikute siisteemi pShisuurustest, nimetatakse sel-
le suuruse dimensiooniks.

Kui siisteemi pdhisuurﬁateka v8tta nditeks pikkus (L),
mass (m) ja aeg (t), siis pindala dimemnsioon on lz. kiiruse
= 0.t"!, kiirenduse dimensioon on =5, j6u

t

dimensioon on

& cHes

dimensioon on B - m. @ t? jne. Dimensiooni méistet ei tule

ct
N

samastada suuruse iihikute nimetustega: dimensioon on k6igi sama
suuruse thikute lhise struktuuri néditaja antud siisteemis. Et

kiiruse dimensiooniks on %, 8.t. 22%%%5' siis kiiruse iihiku-
teks saavad olla n#éiteks g%?’ E%, §§3 ja muud.

Dimensiooni m8iste on heaks vahendiks suuruste vddrtusi
sisaldavate v8rduste kehtivuse kontrollimisel: selle m8lemal
poolel peab olema iiks ja sama dimensioon.

vudega (suuruste Vﬂérhunaga} milledest igaiihel on ainult iiks

nimetus, jdetakse lihtsamatel juhtudel nimetused andmete juur-
de kirjutamata ja miargitakse see ainult tulemuse juurde. Nai-

teks kui keha liigub kiirusega 5 5%3’ siis 4 sekundiga lébi-

tud tee pikkuse arvutame jidrgmiselt: 4:5 = 20 (m). Sama iiles-

annet vOib lahendada ka kujul

4 sec.5 E%E = 20 Esfé! = 20 m.

Viimane lahendusviis on tarvilik seal, kus andmete hulgas esi-
nevad keerukamate dimensioonidega suuruste védadrtused. Kontrol-
11 huvides ja tulemuse dimensiooni mé&ramiseks on neil juhtu-
del kasulik teha operatsioon ka nimetustega.

Kui tehetes esinevad arvud on mitmenimelised, siis on ni-
metuste kirjutamine tehete sooritamisel mdddapdédsematu. Ndi-
teks, kui tuleb liita kaks ajavahemikku (ja me ei soovi neid
teisendada ilhenimelisteks): 3 pdeva 4 tundi 37 minutit ja 2
pédeva 22 tundi 53 minutit, siis kasutame jérgmist skeemi:

3d 4h3Tn
2d22h53m

5d26h 90 m

ed 2000
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Kus mitmenimeliste andmete teisendamine iihenimelisteks ei
. too kaasa tunduvat lisatddd, seal on socovitav mitmenimelised
andmed asendada iihenimelistega.

3. Protsendid. K6ikidest murdudest leiavad tegelikus elus

k8ige sagedamini rakendamist sajandikud ehk protsendid:
1%=0,00 = qfgs 75 %=0,75 =25 150 % = 138 = 1,5.

Neid kasutatakse peamiselt mitmesuguste andmete (suuruste)
v8rdlemiseks, nditeks kahe suuruse suhte vil jendamiseks, aga
ka osa leidmiseks mingist tervikust ja terviku méddramiseks osa
jdrgi. Neid protsentarvutuse kolme pOhiiilesannet lahendame jarg-
miselt.

1) Kahe arvu m ja n suhte % vdl jendamiseks protsentides

jagame esimese arvu teisega (kuni tuhandikeni, kui jagamine va-
rem ei 18pe) ja kirjutame tulemuse protsentides.

Nditeks arvude 5 ja 7 suhe on 5:7 = 0,714 = 71,4 %.

2) Protsentides antud osa leidmiseks antud arvust korru-
tame selle arvu antud osamdéraga.

Nediteks 65 % arvust 4850 on

65 %4850 = 65.48,5 = 3152,5 % 3200.

3) Terviku leidmiseks tema protsentides antud osa jédrgi
Jagame antud osa antud osamdidraga.

Nditeks, kui 35 % arvust on 280, siis arv on

280 : 35% = 28000 : 35 = 4000 : 5 = 800.

Protsentiilesannete lahendamisel tuleb alati silmas pidada
seda, missugusest suurusest on protsendid véetud ehk mis on
100 #. Kui on nditeks teada, et mingil autobussiliinil iihel
kuul séitjate arv vidhenes 50 & vOrra ja jdrgmisel kuul suure-
nes 50 % vOrra, siis oleks ekslik arvata, et s8itjate arv saa-
vutas endise taseme: s8itjate arvu suurenemine 50 % v8rra on
arvutatyd eelmise kuu vdhenenud sfitjate arvu alusel ja moo-
dustab seega ainult

50%+ (100% - 50%) = 50%+50% = 25% °
iile-eelmise kuu s6itjate arvust, s.t. s6itjate arv saavutas
50% + 25% = 75%

ile-eelmise kuu tasemest.

4. Vordeline jaotamine. Jaotada antud arv N vOrdeliselt
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antud arvudega =, b, ¢, ..., k tdhendab jaotada antud arv osa-
deks, mis suhtuvad nagu antud arvud a, ..., K.

Otsitavad osad A, B C, sesy K‘peavad olema vO8rdelised ar-
vudega a, b, ¢, ..., k. Tdhistades vOrdeteguri tdhega t, saame
seosed:

A = at, B =Dbt, C=ct, ... K= kt.
Nende vastavate poolte liitmisel saame:
Kot BUiB a5 o %k HaBE & DY EOL ¥ ava + AL
ehk,et saadud osade summa peab vOrduma jaotatava arvuga,
He(a+Dsos vee + k)t;

millest
t = N ) % g
G g - B e S e B
kuB ni=8 + DB &+ Ci4 eos + Ko
Teades vOrdetegurit t, saame:
k
A= .0 . % ,x-k

Ndide. Kui kuivendustodde kulu 480000 rbl. jaotada kolme
kolhoosi vahel vOrdeliselt neile kolhoosidele kuuluvate kui-
vendatavate aladega 300 ha, 800 ha ja 400 ha, siis vastavalt
tuleb tasuda

esimesel kolhoosil

= 320+300 96000 rbl.;

480000 - 300
+ +

256000 rbl.;

I
fl

teisel kolhoosil xd900R8:800 o - 320.800

kolmandal kolhoosil 358§g98%35g9155 = 320-400 = 128000 rbl.

§ 5. Reaalarvud

1. Reaalaryu m8iste. Teatavasti iga irratsionaalarvu saab
esitada 16pmatu mitteperioodilise kiimnendmurruna ja, iimberpddr-
dult, iga selline kiimnendmurd on irratsionaalarv. Kuid ka iga
ratsionaslarvu saab anda 16pmatu kilmnendmurruna, nimelt peri-
oodilise kilmnendmurruna:

3 = 3,000... v01 3 = 2,999...; & = 0,4 = 0,3999...20,4000..

% = 0,666... jne.
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Seega k6iki meile tuntud arve saab esitada l8pmatute kiimnend-
murdudéna. Anname neile ka iihise nimetuse:

k@8iki ratsionaal- ja irratsionaalarve koos nimetatakse
reaalarvudeks.

Reaalarvudel on jdargmised tdhtsad omadused:

1) reaalarve saab jdrjestada suuruse jidrgi, s.t. iga ka-
he reaalarvu a ja b kohta kehtib iiks kolmest vditest:

ag<h yo0i a=h  véi--a>b;

2) reaalarvude hulgas on neli p6hitehet alati teostata-
vad (vélja arvatud jegamine nulliga), s.t. kahe reaalarvu a
ja b summa, vahe, korrutis ja jagatis (viimane juhtumil, kui
b # 0) on reaalarv.

sama sirge punktidena. Selleks vOtame sirge, loeme selle iihe
punkti nullpunktiks, nimetame sirge kahest vastandsuunast iihe,
nditeks suuna paremale, positiivseks ja teise negeutiivseks,
16puks valime iithiku. Kui niiiid selle iihiku kanname nullpunktist
1, 2, 3 jne. korda paremale ja vasakule poole (joonis 3 ),siis
paremal nullpunktist saame positiivseid, vasakul negatiivseiad
tdisarve kujutavad punktid. Kasutades 1l8igu vOrdseteks osadeks

. 3 " +

- e

e NPT TRTE T 0% TR R T W e

i';fé 5

Joonis 3.

jaotamise konstruktsiooni, saab arvsirgel médrkida iga ratsio-
naalarvule r = % (m ja n - ithistegurita t#isarvud) vasta-
va punkti. Need punktid tdidavad arvsirge tihedglt (s.t. iga
kahe punkti vahel leidub kuitahes palju ratsionaalarve kuju-
tavaid punkte), kuid ei tdida pidevalt, s.t. arvsirgel leidub
punkte, millele ei vasta ihtki ratsionaalarvu (joonis 2). Ku-
jutleme niilid, et arvsirgel on kujutatud ka k8ik irratsionaal-
arvud punktidena. M6nda neist, nagu vﬁ?, saame kujutada tédp-
se konstruktsiooni abil, teiste kujutamist aga saame ainult
16pmatu protsessina m8elda, kui need arvud esitame kiimnendmur-
dudena: 9 = 3,1415926...; log 5 = 0,6989...; sin 5° = 0,0872...
Saab t8estada, et niiid on sirge téidetud punktidega pide-
valt: igale arvsirge punktile vastab iiks reaalarv (ratsionaal-
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ne v8i irratsionaalne). Et iihtlasi ka igale reaalarvule vastab
arvsirgel iiks punkt, siis Oeldakse, et reaalarvude ja arvsirge
punktide vahel kehtib liksiihene vastavus.

%. Reaalarvu absoluutvddrtus. Positiivse arvu absoluut-

vddrtuseks on see arv ise. Negatiivse arvu absoluutvaadrtuseks
nimetatakse selle arvu vastandarvu. Arvu O absoluutvddrtus on O.
Arvu a abscoluutviirtust médrgitakse siimboliga |a|, nditeks:’

|75] = 13 1-13,31 = 13,3 Jo| = 0

Joptis fa & by kulia = D0 e e by kulg # b0
la b"{b-a: kul a - be0; ! * 1= {_acp | kui a  b<O.

4. Aritmectiline keskmine ja_geomeetrilinme keskuir:. Sage-

11 on vaja mingit n arvust koosnevat arvudehulka (niditeks dhe
klassi Opilaste pikkusi)

31, 32; 33, ve ey an

iseloomustada mingi iiheainsa arvuga. Selleks kasutatakse nn.
keskmisi arve, milledest tdhtsamad on aritmeetiline keskmine
ja geomeetriline keskmine:

1) arvude 81y 8y, ey 8y aritmegtiliseks keskmiseks nime-

tatakse jagatist

al +82+ v an

H
n

2) arvude 815 8oy eceey By geomeetriliseks keskmiseks ni-

me tatakse juurt

n
\/al‘32-a3...an‘.
Viimast keskmise m8istet kasutatakse ainult positiivsete arvu-
de puhul.
Vaatleme ainult kaht arvu:
kahe arvu aritmeetiline keskmine vOrdub arvude poolsumma-

ga ja geomeetriline keskmine vérdub ruutjuurega arvude korru-
tisest,

Saab tlestada, et kuil arvud pole v8rdsed, siis aritmeeti-
line keskmine on suurem geomeetrilisest keskmisest.
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§ 6. Eompleksarvud

dega, oleks juurimine m6nikord v@imatu, nditeks siis, kui
ruutjuure mdrgi all on negatiivne arv. Niisuguse, matemaatika
kui teaduse seisukohalt vastuv6tmatu olukorra k6rvaldamiseks
tuleb arvude hulka tédiendada veel uute objektidega. Selleks de-
fineerime esmalt nn. imaginaarse iilhiku i v6rduse abil

3% el
ja moodustame avaldise
a + bi;

kus a ja b on mistahes reaalarvud. Seda avaldist nimetame komp-
leksarvuks, kusjuures arvu a nimetame kompleksarvu reaalosaks,

‘arvu bi kompleksarvu imaginaarosaks ja arvu b imaginaarosa kor-
dajaks.

On ilmne, et reaalarv on kompleksarvu erijuhtum: kui
b = 0, siis on loomulik, et ka bi = 0, seega a + bi = a. Kui
b # 0, siis kompleksarvu nimetame imaginaararvuks ja erijuhtu-
mil, kui a = 0, puhtimaginaararvuks. Niisiis, kompleksarvud
jaotuvad kahte 1iiki: reaalarvud (kui b = 0) ja imaginaararvud
(kui b # 0). Viimased ongi need arvud, millega laiendasime
reaalarvude hulka.

Uues, laiendatud arvuvallas saab leida ruutjuurt igast
negatiivsest arvust, nditeks \/-9 =\/9--i-5 = 134, Uhenduses sel-
lega igal reaalsete kordajatega ruutv8rrandil leidub kaks lahen-
dit (mis m6nikord on vé8rdsed).

Néited, 1) x°2 - 6x + 5 = 05 = 3% 23

2) x2 - 6x +13=0; x=3% 24 .

2. EKompleksarvu geomeetriline kujutamine ja_trigonomee t-

=== ==E=Esos=sfz==s====S=S==S E=sS=s=

sest selle tdidavad reaalarvude kujutised.

Kompleksarvude geomeetriliseks kujutamiseks v6tame tasa-
pinna ja sellel kaks koordinaattelge. Kompleksarvu a + bi saa-
me kujutada niiid selle tasapinna punktina, mille abstsiss on
reaalosa a ja ordineat on imaginaarosa kordaja b (joonis 4).

~
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Reaalarve kujutavad punktid asetsevad siis abstsissteljel
(reaalteljel), puhtimaginaararve kujutavad punktid ordinaat-
teljel (imaginaarteljel) ja muid imaginaararve kujutavad punk-
tid védl jaspool neid telgi.

J
Z
Z

b a+be ;
L— Irsing
9\

/ 0
. - T cosy
Joonis 4. Joonis 5.

Kompleksarvu saame geomeetriliselt kujutada veel teisiti,
nimelt vektorina (-)_i, mis lédheb punktist O (030) punkti Z (aj;b).
Selle vektori (joonis 4) projektsioon abstsissteljel on reaal-
osa a ja projektsioon ordinaatteljel on imaginaarosa kordaja b.

Téhistades nurka reaaltelje positiivse suuna ja kompleks-
arvu kujutava vektori vahel tdhega ( ja vektori pikkust tdhe-
ga r, saame, et a ja b igasuguste vddrtuste puhul (joonis 5)

a=rcos{P ja b=rsing,
mist6ttu kompleksarvule saab anda jédrgmise, nn. trigonomeetri-
lise kuju:

a+bi=w (costf R | sin(p).

Arvu r nimetatakse kompleksarvu mooduliks ja (f) argumen
diks. Jooniselt on kerge nidha, et

r = Va2 s v? ja tan?=-2, kui a. # 0.

Nurga ‘f’ iiheseks middramiseks tema tangensi pShjal tuleb ailnas
pidada veel a v6i b uirki. Kui a = 0, siis b > 0 puhul (’7
Ja b< 0 puhul Y = ,‘,-’l.

Ndited.

1) Anname trigonomeetrilisel kujul kompleksarvu
8 = -3 4+ 41,

Siina = -3, b = 4, seega r = V25 = 5 ja tan\P=-%_
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Bt a <0, sils P =90 - arctan § ~180° - 53°10' = 126%0' ja
-3 4+ 41 = 5 (cos 126°50' + 1 sin 126°50').
+

2) =1 = 1e(cosdl + i 84nT ) = cos9 4+ 1 sinST .

3) -1 = 1+(cos %Z- + A sdn 323 = cos %E-+ i sin %zi

Igal kompleksarvul on argumendi véddrtusi ldpmata palju,
mie liketeisest erinevad 27n vérra (n - tédisarv), sest
cos (tf+ 25in) = cos P ja sin (¢+ 2n) = ein § . Argumendi
peavddrtuseks nimetame selle viddrtuse, mis asetsed -7Tja T
vahel '(incl,).

Kaks kompleksarvu loetakse vOrdseks siis ja ainult siis,

n

kui nende geomeetrilised kujutised tihtivad, s.t. kui nende
reaalosad on vOrdsed ja imaginaarosade kordajad on vOrdsed:

&+ b 2B 3 dk i kuti e =618 -bied.

dega. Tehted kompleksarvudega defineeritakse nii, et jadksid

piisima reaalarvude puhul kehtivad arvutamise pShiseadused, mil-

ledele lisandub imaginaarse iihiku definitsioon 12 = -1, Neid
seadusi rakendades saame jdrgmised eeskirjad.

1) (a_+bi) + (c + di) =a +bl +c +di = (a +0c) 4+

+ (b + d)i.

Neides (3 = 51) + (6.4 91) = 9 &+ 41,

2) (a +bil) - (c +di) =a +bi-c=-di=(a~c)q

+ sb - gl_.

Neide: (3. - 5i) - (6 + 91) -3 - 141.

Niisiis, kahe kompleksarvu summa (vahe) reaalosa ja ima-
ginaarosa kordaja v8rdub vastavalt komponentide reaalosade ja
imsginaarosade kordajate summaga (vahega).

Geomeetriliselt saame kahe kompleksarvu summat ja vahet
t0lgendada antud vektoritele ehitatud rodpkiiliku diagonaalvek-
toritena, mille suund on sobivalt valitud (joonis 6): kui

= =

a + bl = 0Z,, ¢ +di = oz2, siis
- - a5

(2 + 1) + (c + di) = 0z, + 0Z, = 08;

— > o
(a + 1) = (¢ + d1) = 0z; - 02, =__§Z1, sest
0%, + 3,3, = 02,.
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3) (a + bi)(e + di) = ac + bic + adl + bidl = (ac =bd) +
+ (ad + beli,
Niide: (4 = 38)(2 + 51) = (8 + 156) + (20 =6)1 = 23 + 141,
S . EKaht kompleksarvu a + bi
‘ Ja a = bl nimetatakse
// a eksarvudsk
Z 74 Arvutused nHitavad, et
kahe kasskompleksarvu
surma ja korrutis on

5 . Treaalarvud:
o (a+b1)+ (a=bi)=2a,
1 ‘{ (8 +b1)(a=bi)= aZ+ b2,
Js{ 4) Kahe kompleksarvu

e a Joonis 6. & *+ bl ja ¢ + di jagamise

s saab taandada kompleks-
arvu ja resalarvu jagamisele, kul jagatav ja jagaja kore
rutada jageja kaaskompleksarvuga:

2 +bi (a4 bi)(c~-di) _(ac + bd) + (bec - ad)i
c+di (c + di)(e - ai) o* 4 d°

Lugedes kehtivaks summa jagamise seaduse, saame:

a + bi - 8c _+ bd o bc - ad i
e ¢ ak 02 + d2 627+ d?

" B4 4% 6 =20 .8 4 15 14
Ndide: = + ie= - ¥ 1.
2w 8t 4o 25 4325 29 %8

ITI, ALGEBRALISTE AVALDISTE TEISENDAMINE

§1.Tehted iksikliikmetega
ja hulkliikmetega

o Uksliige. Uksliikmeks nimetatakse iga astet ja astmete
korrutiat. kus astendatavateks on arvud v3i tihed ja astendaja-
teks on naturaalarvud.
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Naited: 5i-2x; 3,14r%; 7ab’; ax’y’,

Uksliikmes esinevat mumbrilist tegurit (kui seal leidud
ka txhelisi tegureid) nimetatakse yiksliikme kordajaks. Korda-
ja 1 jietakse tavaliselt kirjutamata, Uksliikme kordaja mirki
nimetatakse ka ilksliikme mirgiks.

Uksliikmeid nimetatakse sarnasteks, kui nad iildse ei eri-
ne v3i erinevad ainult kordajate poolest. Niiteks iiksliikmed
485, -585 ja §95 on sarnased,

2, Uksliikmete liitmine ja_lshutamine, Hulkliige. Uksliik-

mete liitmiccks tuleb liidetavad itksliikmed kirjutada iiksteise
jirele nende murkidega (+ v8i -), mis neil on,Saadud avaldist
nimetatakse antud tiksliikmete summaks, Niiteks iiksliikmete
312, ~7x, 2,5xy ja -2x° summa on

3%° - 7x + 2,5y - 2x°.

Uksliikmete lahutamiseks fiksliikmest tuleb lahutatavad
dksliikmed kirjutada vihendatava jHrele vastandmiirkidega. Saa-
dud avaldist nimetatakse tiksliikmete vaheks, Niiteks Uksliikme-
te -7x, 2,5xy ja -2x° lahutamisel tiksliikmest 312 saame vahe

3% + 7x - 2,5xy + 2x°,

Uksliikmete summasid ja vahesid, lithemalt tiksliikmete al-
gebralisi summasid, nimetatakse hulkliikmeteks ehk poliinoomi-
deks, Neis esinevaid tiksliikmeid (koos iiksliikme ees oleva mir-
giga) nimetatakse hulkliikme liikmeteks., Hulkliikmes v&ib 1iik-
mete jirjekorda muuta, See asjaolu v3imaldab hulkliiget koon-
dada, s.t., @asendada sarnased liikmed theainsa 1liikmega,
mille kordaja vdrdub asendatavate liikmete kordajate summaga,

Riide:

2x - 9xy - 5x + 6:3 - 3xy + 413 - Tx + Xy =

= 6:3 + hx3 - O9XY = 3Xy + Xy + 2Xx - 5Xx - 7x = 1013 - 11 xy - 10x!

3. Ukeliikmete korrutamine, jegamipe js_sstendamine. Uks-
liikmete korrutamiseks ja jagamiseks tuleb osata korrutada ja
Jagada k¥ige lihtsamaid tiksliikmeid, s.o, tthe ja sama arvu aste
meid,

1) Uhe ja sama arvu astmete korrutamisel astendajad liide-
takse:
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am . an ® , AeBeBeee ABeBees 8 = amn.

m tegurit n tegurit
Korrutise kommutatiivsuse ja assotsiatiivsuse

+8ttu taandub iiksliikmete korrutamine astmete korrutamiseks:
) >
(58”b02)+(=287c%) = 53“‘:*32(-2)8304 = 5e(=2)(a%ad)b(c?0?) =
= -1Ga’bc =
Niisiis, tiksliikmete korrutamisel kordajad korrutatakse
Ja thesuguste tiheliste tegurite astendajad liidetakse,

, 2) Une ja sama arvu astmete jagamisel jagaja astendaja

lahutatakse jagatava astendajast:
m tegurit m-n tegurit

———
n a-a-.oo-a- 3’8"“‘3‘ Me=N

kui m>n, siis a":a” = @cacrese Tl
n tegurit
kui m = n, siis a":a” = 1, kuid sel juhtumil ka 8™ P=a%1;
n in n-n
kul m< n, siis 8 °:8 =grprrrrg = = ol
n-m tegurit

See reegel on seega kehtiv m ja n igasuguste naturaalar-
vuliste viartuste puhul. -

Asendades korrutiste jagatise tegurite jagatiste korruti-
sega, saame fiksliikmete Jjagamise taandada astmete jagamiseks:

1) “Sba : (-331)) =:-§ . :—— . ?r = -gahb.

2) 5a’p : (-ZabBo) -_g . 22 . %3 . % = -g-azb'20-1.

Kui jagaja m¥ne tihelise teguri astendaja on suurem kui
sama tzhe astendaja jagatavas, siis tiksliikmete jagatis ei ole
enam fiksliige, vaid algebraline murd (nagu viimases nBites).

3) Uksliikme astendamine naturaalarvuga toimub korrutise
astendamise ja astme astendamise reegli alusei.

Korrutise astendamisel astendatakse iga tegur eraldi ja

saadud astmed korrutatakse:

(ab)® = @beab.«-ab =.a3s8pb---b, = a b,
R et 1 N el
n tegurit n te- n tegurit
gurit

Astme astendamisel astendajad korrutatakse:

R R i B & i Sy o g

n tegurit n liidetavat
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Uksliikme astendamisel astendatakse iga tegur eraldi ja
tulemused korrutatakse:
(«28%b%0)° = -8afb%°,
4, Hulkliikmete liitmine ja_lahutamine. Et hulkliikmed

on algebralised summad, siis toimub hulkliikme liitmine hulk-
1iikmega ja hulkliikme lahutamine hulkliikmest nagu summa 1iit-
mine summaga ja summa lahutamine summast:

hulkliikmete 1iitmisel tuleb nende k¥ik liikmed koos mir-
kidega kirjutada tiksteise jirele ja koondada saadud hulkliige,
kui sel leidub sarnaseid liikmeid;

hulkliikme lahutamisel tuleb vihendatava jrele kirjutada
lahutatava hulkliikme k¥ik liikmed vastamdmirkidegs ja koonda-
da saadud hulkliige, kui sel leidub sarnaseid liikmeid.

Nzited: 1) (ax2 - 5% 4+ 6) + (4:2 +3x =7 =

= 8:2 - 5x + 6 + hxz +3x =7= 1212 -2x -1,
2) (8x° - 5x + 6) - (4x° + 3x = 7) =

= 812 -52 + 6 = 412 -3x+7= sz - 8x + 13,

5. Bulklilkme korrutamine Ukgliikmege js bulkliikmega.
Et hulkliige on algebraline summa, siis hulkliikme korrutamine
nii tksliikmega kui k@ hulkliikmega toimub summa korrutamise
seaduse (korrutamise distributiivsuse seaduse) alusel,

Hulkliikme korrutamisel tksliikmega tuleb hulkliikme ige
liige korrutada selle iiksliikmega ja saadud korrutised liita,

Eadde: 4x2(3x0y - Sx°y° - 7x) = 1200y - 20x%y> - 28x3.

Hulkliikme korrutamisel hulkliikmega tuleb fthe hulkliik-
me iga liige korrutada teise hulkliikme iga liikmega ja saa-

dud korrutised liita,
Kgidg:(sz ex+ 1) (x=-1)= 5% - 2 4x- 5x2 +X=1=
= 5x" - 6x° +2x -1,

6. Eulilitimete korrutamise sbivelemid. Avaldiste kiiremaks
teisendamiseks on kasulik jérgmised hulkliikmete korrutised
kindlalt meeles pidada,

1) Kahe arvu summa ruut: (a + b)2 = 8% + 26b + b°.
2) Kahe arvu vahe ruut: (a - b)2 s w 28b + ba.
3) Kahe arvu summa kuup: (a + b)° = 2’ + 382 + 3 qbz + b

|
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&) Kshe arva vahe kuup:  (a - b)° = a’-3a2b+3ab~b>,
5) Kahe arvu summa ja va- '
he korrutis: (a +b)(a="2)= al 3,
6) Korrutis, mille ttheks
teguriks on kahe arva
summa ja telseks sama-
de arvude vahe mitte-
taielik ruut: (a + b)(a2 = ab + b2) = a° + b,
7) Korrutis, mille itheks
teguriks on kahe arvu
vahe ja teiseks nende
arvade summa mittetHie-
1lik raut: (a - b)(n2 + ab + bz) g
Nende valemite kehtivust on kerge kontrollida otsese kor-
rutamise teel, Nende valemite kergemaks meelespidamiseks on ka-

 sullk tihele panna, et esimesest valemist saadb teise, kolman-

dast neljanda Ja kuuendast seitsmenda, kul neis arv b asendada
arvuga -b,

7. Hulkliikme_jagamine Uksliikmegs_js hulkliikmega. Fulk-
liikme jagamine itksliikmega toimub nagu summa jagamine arvugsa.

Hulkliikme jagamisel fiksliikmega tuleb hulkliikme iga
liige jagada tiksliikmega ja tulemused liita,

Naiteks: (15x 8:? + 6x ) 3: = Sx gx + 2,
Kui hulkliikme igs liige el jagu tiksliikmega, siis Jaga-

' tiseks on algebraline murd (segaavaldis):

(15:“ - 8y + 612) s 3x2 = 5:2 - gl! + 2,
x

Jagada hulkliige hulkliikmega tihendab leida niisugune

‘hulkliige, millega jagajat korrutades saame jagatava (kui sel-
' line hulkliige leidub),

Vaatleme ainult tthe ja sama t¥he hulkliikmete Jaganist.
See toimub jirgmiselt (nagu mitmekohalise arvu jagamine mitme-
kohalise arvuga):

1) korrastame hulkliikmed neis esineva t¥he kahanevate

astendajate Jirjekorras;

29




2) leiame jagatise kdrgeima liikme, jagades jagatava k¥r-
geima liikme jagaja k¥rgeima liikmega;

3) leiame esimese jiigl, korrutades jagatise k¥rgeima
liikme jagajaga ja lahutades selle korrutise jagatavast;

4) leiame jagatise teise liikme, jagades esimese jazgi
k¥rgeima liikme jagaja kdrgeima liikmega;

5) jitkame jagatise liikmete leidmist kirjeldatud viisil,
kuni jisgl kdrgeima liikme aste on madalam jagaja kdrgeima
liikme astmest.

Kui viimane jidsk ei ole 0, siis antud hulkliige jatgita
ei jagu antud jagajaga.

Natde: 6x* 4+ 70’ -2 4+ 7x -2 |24 i
62 + 9%° - 3x° 3" -x +2
- 213 + 12 + 7x = 2
—-- 2x3 -3x2 + X
4x° + 6x = 2
~—512 + 6x - 2 .

Kui antud jagatava viimased kaks liiget oleksid n#iteks
8x - 5, siis viimane jiik oleks x - 3,
Nagu arvude puhulgi on jagatav P(x), jagaja Q(x), jagatis
T(x) ja jisk R(x) seotud jhrgmiselt:
P(x) = Q(x)-T(x) + R(x),
s.t. jJagatava saame, kui jagaja ja juagatise korrutisega liida-

me jadgi., Sel puhul

g{%% a P(x) + %{f% .

yes Baaurr it wel ahntanine tes
gureiks

1o Tegurelie ishutenlss Libsssmad viitied. Hulkllikne el
sendamist korrutiseks nimetatakse huliiliikme tegureiks lahuta-
miseks, Tegureiks lahutamine loetakse 1¥petatuks, kuil hulklii-
ge on esitatud korrutisena, milles hulkliikmelisl tegureid
enam ei saa tegureiks lahutada, dulkliikme teguritena v¥ivad

esineda ka iiksliikmed,
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Hulkliikme tegureiks lahutamise lihtsamad v&tted on J&rg-
'mised.

1) Teguri toomine sulgude ette: kui hulkliikme k¥ik 1iik-
‘med sisaldavad tthise teguri, siis kirjutatakse see sulgude et-
te, kusjuures sulgudesse j&ib antud lkliikme ja sulgude ette
‘viidava ilksliikme jagatis.

Nalde: 2x°a - Ax°a® - 2x°a = 2123(1 -2a -1),

2) Liikmete rithmitamine: kui hulkliikmete ilksikud liikme-
te rithmad omavad fthiseid tegureid, mille toomisel sulgude ette
osutuvad sulgudes seisvad avaldised samasteks, siis selle tihi-

ge avaldise saabd onakorga tuua sulgude ette,
NHide:2ab - ac + ¢ = 2bc = a(2b - ¢) - ¢(2b = ¢) =

= (2b - ¢)(a - o).
3)Korrutise abivalemite kasutamine: vahetades korrutamise
abivalemites (II, § 1, 6) valemi pooled, saame abivalemid te-
gureiks lahutamiseks; nH#iteks kahe arvu summa ja vahe korrutise
valemist saame valemi ruutude vahe tegureiks lahutamiseks, s.o.
valemi a° - b2 = (a + b)(a - 1),

Nuited: 1) 9x° - 16 = (3x - 4)(3x + &).
2) 4x° + 20xy + 25y° = (2x + 5y)°.
3) 16x° - 588> = 2(8x° - 27a°b°) =
= 2 [(2x)° - (3ab)?] = 2(2x - 3 ab) (4x +
+ 6 abx + 9a°b°).
Tavalizelt tuleb hulkliikme tegureiks lahutamisel kasuta-
da mitut v¥tet.

2. Bputkoluliikme lsbutemipe tegureiks. Ruutkolmlitk-
meke nimetatakse avaldist ax“ + bx + ¢ (mille erijubtumiks on

x> + px + q). Ruutkolmliikme lahutamisel tegureiks sasb kasu~
tada riihmitamisvdtet.

Niide: 12 +8x+12 = £ +6x + 2x + 12 = x(x + 6) + 2(x+6)=
= (x+2)(x+6).
Tuletame valemi ruutkolmiiikme tegureiks lahutamiseks.
Olgu ruutkolmliikme 12 + pX + q nullkohtadeks x, ja x,. Siis
Vieta teoreemi p¥hjal (III, § 4, 4)

p==(xy +x,) Ja a=x3,,
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Seega ruutkolmliige lahutub tegureiks Jérgmisel t:

x2 4 PX + q = x° - (x1 > 12)x + XX, = x° - XX = XX +

+ XX, = xX{x s xy) - xz(x -x) =(x-x)(x - x2).

Rui ruutkolmliikmes ax? + bx + ¢ viia esmalt kordaja a
sulgude ette, siis sulgudesse jddb taandatud ruutkolmliige,
mille tegurid oleme juba leidnud:

2 2 b c
ax® + bx + ¢ = a(x” + gx + 3) = a(x - x;)(x - x;).

Ndide: Lahutada tegureiks 3x2 . 4% 4ok
Leiame kolmliikme nullkohad:

3x2 A% 51 =08
gt o a S ¥ V4-3
Y. ’
&
xls—z, 12="10
Kolmliige lahutub tegureiks jargmiselt:

532 4 4x 4 1= 3(x + )(x + 1) = (3x + 1)(x + 1).

Kui kolmliikme nullkohad on imaginaarsed, siis kolmliige
reaalseika tegureiks ei lahutu.

3. Bezout' teoreem _hulkliikme jaguyusest binoomiga x - a.

Bt AT e 12 Rt halc LRI
Hulkliikme jagamisel binoomiga huvitab meid sageli vaid kilsi-

mus, kas hulkliige jagub binoomiga v8i mitte, ja kui ei jagu,
siis milline on jidk. Jddgi mddramiseks kasutataksegi Bezout'

teoreemi:

tdhe x hulkliikme jagemisel binoomiga x - a, kus a on mis-

tahes arv, tekib jddk, mis on v6rdne hulkliikme selle viirtu-
sega, mis vastab x vidlrtusele a.

Tdahe x hulkliikmeks ehk poliinoomiks nimetatakse teatavas-
ti avaldist

aoxn + nlxn'l + szxn°2 + eee + 8, X + &,
kus n on naturaalarv. Téhistame poliinoomi siimboliga p(x) (mi-
da loeme "x-i poliinoom p") ja poliinoomi véddrtuse, kui x = a,

siimboliga p(a) (mida loeme "poliinoomi p vddrtus kohal a"), Po-

liinoomi jagamisel binoomiga x -~ a saame jagatiseks poliinoomi
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pl(x), mis on iihe v8rra madalema astmega kui p(x), ja jddgiks
mingi arvu R:

p(x)i(x = a) = py(x) + 52z ,

seega
p(x) = (x - a)py(x) + R.

Viimane v8rdus on samasus, s.t. ta kehtib x iga viddrtuse
puhul, seega ka juhul kui x = a. Asendades x arvuga a, Ssaame:
p(a) = (a - a)p;(a) + R,

millest
R = p(a),
.nagu oligi vaja téestada.
Kui polilnoom jagub binoomiga x - a, siis R = 0, seega
p(a) = 0. Umberpsdrdult, kui p(a) = 0, siis polilnoom jagub bi-
noomiga x - a. Kui oleme leidnud niisuguse omadusega arvu a,
siis

p(x) = (x - a)p;(x).
' Edasi uurime poliinoomi pl(x) jaguvust, kui pl(x) jagub binoo-

miga x - b, ja Jjagatiseks on pz(x), siis ka p(x) jagub selle
binoomiga ja

p(x) = (x - a)(x = b)p,y(x),
kus p2(x) on kahe vOrra madalama astme poliinoom, Nii saame
t86d jdtkata, kuni polilnoomi teguriteks lahutamine on 18peta-
tud.

Ndited: 1) Lahutada tegureiks p(x) = x4+ X3 -7x2 - x + 6.

Proovides selgub, et p(1) = 0, p(-1) = 0, p(2) =0 ja
p(=3) = 0. Seega

e -1 ~x 4 6= (x =:1)(x «:X1)(% =2)¥x"+ 3).

2) Lahutada tegureiks 3x> 4+ 11x° - 40x + 12.

Proovides x vddrtusi %), %2, leiame, et p(2) = 0, tdhen-
dab poliinoom jagub binoomiga x =2. Jagades poliinoomi selle bi-
noomiga saame jagatiseks trinoomi 3x2 + 17x=6. Viimase tegu-
riteks lahutamiseks leiame vastava ruutvérrandi lahendamisel
tema nullkohad. Et need on % ja -6, siis

3x3 , 11x2- 40x + 12 = 3(x - F(x+ 6)(x - 2) = (3x = 1)(x +6)

(x - 2).
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3) Lahutada tegureiks x> + 3x2 4+ 3x + 2.

Proovides leiame, et poliinoomi iiheks nullkohaks on -2.
Jagades poliinoomi bimoomiga x + 2, saame jagatiseks x2 +x + L
Viimane reaalseiks tegureiks ei lahutu, sest tema diskriminant

(§)z~q=%--l<0-

Seega

x> 4 3x2 A3 2wy 2)(x2 AL AR T e

§ 3. Algebralised aarrund

1. Algebralise murru mdiste. Algebraliseks murruks nime-

tatakse kahe algebralise avaldise jagatist.
Nédited murdudest:

m a
c

m b 3x? 4+ 5x - 7
n’ as

8:3 - 212 PV | 5

Kui algebralises murrus esinevad tdhed asendada arvudega
ja teha murrus ettendihtud tehted, siis saame arvu, mida nime-
tatakee antud murru vddrtuseks. Téhti v6ib asendada ainult nii-
suguste arvudega, mille puhul murru nimetaja ei muutu nulliks.
Neid arve nimetatakse tdhtede lubatavateks vidrtusteks. Nditeks
murrus %—E—% tédhtede a ja b lubatavateks viddrtusteks on igasu-
gused védrtused, vidlja arvatud need, millede puhul a = b,

Igal algebralisel murrul leidub vdhemalt iiks vddrtus, Néi- |

teks murrul %% on iiks vddrtus (%), murrul —>- on kaks viirtust

+

ial
(-1 ja +1), marrul % on 16pmatu hulk védrtusi. Avaldisi, na-

gu ﬁ"s' millel pole iihtki vidrtust, ei loeta murdudeks.

2., Murdude pShiomgdus. Aritmeetiliste murdude pShiomadus
on jédrgmisel viisil iildistatav algebraliste murdude péhiomadu-
seks:

algebralise murru lugeja ja nimetaja korrutamisel véi ja-
gamisel iihe ja sama avaldisega, mille vddrtuseks ei ole null,
saadakse murd, mis on agggself v8rdne antud murruga.

Murru lugeja ja nimetaja jagamist iilhe ja sama avaldisega
nimetatakse murru taandamiseks, korrutamist iihe ja sama avaldi-
sega murru laiendamiseks. Nende teisenduste abil saame murrule
‘anda tema lihtsaima kuju, samuti ka murde teisendada iihenimelis-
teks. 34




Néited: 1) 6x° 4+ 8x§ 2x(3x + 4y) _ 2x 5
9xy + l2y Sy(3x + 4y). .3y

)a- a_L‘b N -(b‘gl
p2-82 (b-a)(b+ra) (b-a)bsa)
e 1
& a +b i
3) s JRE - WK R stx s 1) g
x -Ai ,x2 -1 (x:=2)(x+ 1) x~4

Ndidetes 1 ja 2 taandasime murrud lugeja ja nimetaja iihi-
se teguriga, ndites 3 esmalt laiendasime murdu arvuga x ja siis
taandasime avaldisega x + 1. g

3. Tehted murdudega. Algebraliste murdude liitmine, lahu-
tamine, korrutamine ja jagamine defineeritakse nagu vastavad
tehted harilike murdudega (I, §2, 2). Tarbetu taandamise vidl-
timiseks on murdude liitmisel ja lahutamisel iihiseks nimeta-
Jaks soovitav v8tta antud nimetajate véhim iihiskordne (mit-

te lihtsalt nimetajate korrutis).
Sa

36 2 2 2
Ndited: 1) 33 + 5n2 - S0 +222222—
10a“be 4ab 20a“b“c
e T+l Ry
2)x+l_x +3= x+1_ ™ ¢ 3

2x-2 2x°-2 2(x-1) 2(x+1)(x-1)

L x4 1)% - (22 B 22 4+ 2x 41 -2 -3 s
2(x + 1)(x =1) 2(x + 1)(x - 1)

2x - 2 3 2(x - 1) & i 2
2(x + 1)(x - 1) 2(x 3 L) (2 « 3 F el

Murdude korrnt&niael Ja jagamisel taandame tulemuse enne
‘korrutamist iihisel murrujoonel.

Ndide: a2 7 b2 . 5.2 A 5b2 W (.2 e b22“ At b) L
az - bz a+b (a

- b°)(5a° + 5b%)

(a2 + v2)(a + b) 1

(a + b)(a - b)5(a 4 B2)  5(a = 1)

Et algebralise murru astendamine naturaalarvulise asten-
dajaga on v0rdsete tegurite korrutamine, siis
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(&8 - a2 8 _ @:8seese8 _ 8
B YD B R st vy b2 s
n tegurit

Murru astendamisel astendatakse lugeja ja nimetaja eraldi

ja esimene tulemus jagatakse teisega.

§ 4. Juuravaldiste teisendamine

1. Tehted juurtega. Juurte korrutamine, jagamine, asten-
damine ja juurimine toimub jidrgmiste teoreemide alusel. Neis
teoreemides juuritavad a, b tdhendavad positiivseid arve.

1) Vbrdsete juuri jatega juurte korrutis on sama juurija-

ga juur juuritavate korrutisest, s.t.

VE \VE = VaE. ™
Nédide: \/_'\/g=\/208 =JR= &

2) VBrdsete juurijatega juurte jagatis on sama juurijaga
juur juuritavate jagatisest, s.t.

GV @
Niide: VB :V2 = \/B:2 =V4 = 2.

3) Juure aste on sama juurijaga juur juuritava astmest,lt

n n &
R o) o Vo (3
= b P g
Ndide: (\/?)2 3, 52 '\/2—.
4) Juur juurest on juur, mille juurijaks on endiste juu-
- rijate korrutis, s.t.

P | mn
\/; = \/ a. (4)
Nédide: ’\3/_3\6/7,

Nende vdidete t8estamine toimub iihel ja samal viisil:
tlestatava vOrduse mélemad pooled astendatakse iihe ja sama ar-
vuga (v6rduse 1, 2 ja 3 puhul arvuga n, vlrduse 4 puhul arvu-
ga mn), mille tulemusena saadakse vOrdsed arvud. Et tlestata-
vate vOrduste pooled on positiivsed arvud(I, §3, 2), siis nen-

de n-date astmete vOrdsusest jdreldub ka astendatavate avaldis-
te v8rdsus. 36



2. Eorrutise, jagatise_ ja_astme juurimine. Kui vérdustes
1 ja 2 vahetada pooled, siis saame vastavalt korrutise juuri-
mise ja jagaiise juurimise eeskirja.

Kui vBrduses 3 astendaja m on juurije n kordne, iitleme

m = kn, siis vérduse vasak pool teisendub jédrgmiselt:

n n kn n =
(VO = (Va) = [a]*¥=akaa?.
Vahetades pooled, saame vOrdusest 3 niiiid astme juurimise eeskir-
Jjas

BlB

VA
a =a , kui m on n kordne,

Korrutise juurimise ja astme juurimise eeskirja kc. ra-
kendamine v6imaldab tuua teguri juurimismérgi alt selle giie:

\/n aknb = n\/ah- x\l/;= ak v b.
Nédide: \/53371 =\/523,6.5ax = 533- V5ax.

3+ duuge tesndanine ig lslienfening- Xei. jouritsyeks on

aste, milles astendajal leidub juurijaga iihine tegur, siis
saab juurt taandada, s.t. juurijat ja astendajat v6ib jagada

nende ilhise teguriga:

T8epoolest, vOrduse 4 p6hjal (kui selles vahetada pooled):

?/QE - \/m kV Bkn.
Et astme juurimise eeskirja jargi juurimismirgi all olev juur
on an, siis saamegi iilal antud vérduse. Vahetades selles vérdu-
ses pooled, saame eeskirja juure laiendamiseks. Juurte laienda-
mine v8imaldab teisendada erinevate juurijatega juuri vOrdsete
juurijatega juurteks ja seega igasuguste juurte korrutamist ja
jagamist.

3 5 15 15 1S —ra ks
Ndide: \/a?.\/a? = ’a.lo~ \/3—9_ = aloag = 319 =
L9 e 15
. = aldat = a\/a.T .
Teguri viimine juurimismirgi ette ja juure taandamine v@i-
maldavad anda juuravaldisele (s.o. juuri sisaldavale avaldise-
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le) tema lihtsaima kuju:
4 4
\/324a4x2 - \/%aex = ‘v/g422a412 - \/éazx = \/%22a21 -
- V4a?.2x = 3aV2x - 2aV2x = (3a - 2a) V2x = aV2x.

de vOrdlemine ja tehete sooritamine murdudega on iildiselt liht-
sam, kui murdude nimetajates ei esine juuri. Murru lugeja ja
nimetaja korrutamisel sobiva avaldisega on v6imalik nimetajat
(v81i -~ tarbe korral - lugejat) vabastada juurtest. Nimetaja
vabas tamine ruutjuurest toimub lihtsamatel juhtudel jargmiste

ndidete eeskujul.

1) alke = Bete o BV,

2) X - x(a +VDb) _x(a +VDb) ;
a-Vb (a-Vb)(a+Vb) a’-bd
3) x g x(Va -Vb) =x(\/§-v-k_>)_

Ve +Vb  (Va +Vb)(Va -VD) g

Neid teisendusi kasutame ka juuravaldise ligikaudse vddr-
tuse arvutamisel.

VB -V7 _ (V8 -V7)? .8-2V56 4 7~
V8 +VT7T (V8 +VT)(V8 -VT7) 8 -7

~ 15 - 27,483 = 15 - 14,966 = 0,033.

Ndide:

5. Tehted ratsionaalsete astendajatega astmetega. Varem
ndgime (I, §3, 5), et astme méistet on v6imalik niiviisi tildis-
tada, et astendajaks v6ib olla mistahes ratsionaalarv. _Saab
t8estada, et nende tildistatud astmete korrutamine ja iildista-
tud astme astendamine toimub samade seaduste jédrgi, mis kehti-
vad naturaalsete astendajate puhul. Teatavasti viimaste puhul
(11, 81, 3)

aB.gl = i+l
Veendume ndidete varal, et sama eeskiri on kehtiv ka siis, kui
1) ks astendaja v6i ka m6lemad on negatiivsed tidisarvud,
2) m6lemad astendajad on positiivsed murrud, 3) iiks astenda ja
on positiivne murd, teine negatiivne murd.

1) Olgum = 4 ja n = -3, Siis a®.a® = a%.a™2 = a4-—%- =

: ¢ a
=at:a%-ajake am+n-= R ) P a, seega viaide on 6i-

g€e.
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3
2) Olgu m = 1, 0= r.:Si1s. alea = a.?mg Va-Ve =
2

5
=Q/;306\/8_2=6\/a_5— j&ka Bm+n=a -a’:a?+3.=as=€/:§,

seega vdide on Oige.

Wi -
noj -

e 2 1
3) Olgum=? Ja nz—g. Siis

1 %
m _n Va
e o BT f?/"'?’?ﬁ\/_

s e 2 e 4
PLr Pt . B a2r= a® -\6/;,
secega vaide on Bige.

Analoogiliselt on v8imalik vdidet tlestada ka iildkujul.
Uldistatud kujul astmete korrutamise eeskiri iihendab iiheks
eeskirjaks astmete korrutamise, astmete jagamise, juurte korru-
tamise ja juurte jagamise eeskirjad.

Analoogiliselt saab tlestada, et ka astme astendamise ees-
kiri
m)n mn

(a = &

on kehtiv igasuguste ratsionaalsete astendajate puhul, See
eeskiri vdimaldab astme Jjuurimist ja juure astendamist ning
Juurinist asendada astme aatendamiaega.

shdtad: it ) WEIE o (e )‘ 7‘ -nt .
12

2) (3/3)2=(a7>2=a"‘.a3.
7 %1 ;l» 3 o
3) Vo2 /23 < (2267 o (5)T = 2% o2 .

III. VORRANDID, VORRATUSED. FUNKTSIOONID

$ 1.y o0rdus Ja - ¥yOorrrand

1. Vcrdusg£ samasuse ;g vdrrandi mOiste. VO6rdus on siimbo-

lites kirjutatud lause, mis v&ljendab kahe uuurnle(algebralise
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avaldise, erijuhtumil arvu)vérdsust. VOrdused on nditeks:

3,7 = 35+ (a-b)%=a?-2ab 4% 2x-9=5.

V6rdust, milles esinevate tdhtede vddrtused loetakse tea-
daolevaiks ja mis kehtib nende tdhtede mistahes véddrtuste pu-
hul, nimetatakse samasuseks. Nditeks vOrdus

b2 + (3a - 2b)2 = 9a® - 12ab + 502
on samasus.
V8rdust, mis sisaldab ithe v6i mitu tdhte, mis tdhendavad
tundmatuid arve, nimetatakse vOrrandiks. Néditeks

5x+a=a’

on iilhe tundmatuga esimese astme v6rrand, kui selles x tdhendab
tundmatut ja a antud arvu; sama vOrrand on iihe tundmatuga tei-
se astme v8rrand, kui seliles a tdhendadb tundmatut ja x antud
arvu; ja sama vOrrand on kahe tundmatuga teise astme vOrrand,
kui selles x ja a tédhendavad m8lemad tundmatuid arve.

Uhe tundmatuga vOrrandi lahendiks nimetatakse arvu, mis
rahuldab v8rrandit, s.t. mille asetamisel vOrrandisse tundmatu
asemele vOrrandi pooled osutuvad v6rdseiks. Kahe tundmatuga

vOrrandi lahendiks nimetatakse arvupaari, mis rahuldab v6rran-
dit, ja ilildiselt n tundmatuga vOrrandi lahendiks n arvust koos-
aevat arvuhulka, mis rahuldab v8rrandit. V6rrandi lahendi leid-
mist nimetatakse v8rrandi lahendamiseks. VOrrandi lahendite

arv v8ib olla mitmesugune, nditeks:

vOrrandil 2x - 7 = 5 on iiksainus ‘lahend x = 63
v6rrandil x2 + 4x - 21 = 0 on kaks lahendit x; = -7 ja
33

x
2
vO8rrandil _l_l'- = 0 lahendid puuduvad;
X 9

vOrrandi S5(x + 1) + 2 = 5x + 7 lahendiks on iga arv.

2. Yorrandite sameviiirsuse mdiste. Kaht vOrrandit nimeta-
takse ekvivalentseiks ehk samaviddrseiks siis, kui neil k6ik
lahendid on iihised, s.t. kui esimese vOrrandi iga lahend on ka
teise vOrrandi lahendiks ja teise v8rrandi iga lahend on iiht-
lasi esimese vOrrandi lahendiks. Néiteks vOrrandid x° - 5K
=6 ja5kx+6=x% on ekvivalentsed, sest nii iihe kui teise

' y6rrandi lahenditeks on 6 ja - 1. VOrrandid x(x2 -5x + 6) =y
40




ja x2 - 5x + 6 = 0 pole ekvivalentsed, sest esimesel neist on
kolm lahendit, teisel ainult kaks.

Samavdidrseiks loetakse ka kaks vOrrandit, milledel lahen-
did puuduvad.

Vdrrandi lahendamine tolmub sel teel, et antud vdrrandist
tuletatakse sellega samaviirne vorrand, vilmasest temaga sama-
vidirne vdrrand jJne., kuni jdutakse lahendinl, Seega tuleb vdre
randi lahendamisel jdlgida, et kasutatavad teisendused annaksid
eelmisega samaviidrse vorrandi, Asendades vorrandl sellega mitte-
samavidiirse vdrrandiga, léheb mdni lahend kaduma v31i tekivad
v3srlahendid, Eriti ohtlik on esimene olukord, sest kadumal&i-
nud lahendit on hiljem raske iiles leilda, Kul vdrrandi lahenda=
misel kasutataved teisendused vdimaldavad vGdrlahendite tekkie
mist (n#iteks juurvdrrandite lahendamisel), siis tuleb kdiki
leitud lahendeid kontrollida esialgse vorrandi kevdu.

1) V6rduse pooled on vahetatavad: kui a = b, siis ka b =a.

2) Kui kahest suurusest kumbki on v6rdne kolmandaga, siis
nad on vOrdsed ka omavahel: kui a = ¢ ja b = ¢, siis a = b,

3) Vérdus jddb kehtima, kui selle pooltega liita v6i neist
lahutada iiks ja sama suurus: kui a = b, siis kaa * m = b % m,

Sellest omadusest jdreldub, et vOrrandi iga liiget v6ib
viia v6rrandi iihelt poolelt teisele, muutes selle liikme mirgi
vastupidiseks, sest liikme iileviimine on selle liikme lahutami-
ne v8rrandi mélemast poolest. X

4) V6rdus jddb kehtima, kui selle pooli korrutadas v8i ja-
gada iihe ja sama, nullist erineva arvuga: kui a = b, siis ma =
=mb ja2=2(m4fo).

VOrrandi x = a poolte korrutamisel nulliga saame vOrrandi
O+x 0, mis pole esialgse vOrrandiga samavdidrne, sest vOrrandi
0+x = 0 lahendiks on iga arv. VOrrandi poolte jagamine tundma-
tut sisaldava avaldisega on lubatud ainult juhul, kui see aval-
dis tundmatu lihelgi vddrtusel ei vOrdu nulliga. Vastasel kor-
ral kaotame need tundmatu vddrtused, mille puhul see avaldis
vOrdub nulliga. Nditeks vOrrandi x - 5x2 + 6x = 0 poolte jaga-
misel x-ga kaotame lahendi x = 0.

5) Vlrdsete positiivsete suurus te astendamisel fihe ja sa-
ma reaalarvuga saadakse vOrdsed suurused: kui a = b, siis

n
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a® = b™ (a ja b on positiivsed).

6) V6rdsete positiivsete suuruste logaritmid iihel ja sa-
mal alusel on vérdsed: kui a = b, siis log & = log;b (e Ja
b on positiivsed).

7) V@rdus ab = 0 on v8imalik siis ja ainult siis, kui a =
=0 ja b on nullist erinev arv v8i b = 0 ja a on nullist eri-
nev arv v6i a = 0 ja b = 0,

8) Vordus § = 0 on v6imalik siis ja ainult siis, kui
a2 =0 ja b on nullist erinev arv.

»

§i2.  Bhie i d pd NN g Al ot o e drine
V.- ONP. T B

Kui pédrast vOrrandi lihtsustamist (murdude kaotamist,
liikmete iihele poolele viimist ja koondamist) tundmatu esineb
vOrrandis ainult esimeses astmes, siis nimetatakse seda v6rran-
dit esimese astme vOrrandiks ehk lineaarseks v8rrandiks. Line-.
aarse vOrrandi iildkuju on ax = b, kus a ja b on antud arvud
(a # 0) ja x on tundmatu. V6rrandi lshend avaldub kujul x = %.

Lineaarsel vOrrandil ax = b, a # 0, leidub alati iiks la-
hend.

See lahend on

1) positiivne, kui a ja b on samamargilised;

2) negatiivne, kui a ja b on erimdrgilised;

3) null, kui b = 0 (sest a # 0).

Vérrandi ax = b, kus a = 0, lahendamisel v8ib esineda
kaks juhtumit. :

1) kui b = 0, s.t. kui vOrrand omandab kuju O+x = 0, siis
lahendiks on iga arv, sest seda v8rrandit rahuldab meelevaldne
arv; nditeks vOrrandit

A01x + 66 - 100(x - 4) = 70 - x = 396
rahuldab iga arv;

2) kui b # 0, s.t. kui v6rrand omandab kuju 0.x = b # 0,
siis lahend puudub, sest pole olemas arvu, mis nulliga korru-
tamisel annaks nullist erineva arvu b. Nditeks v8rrand

16 --})-+x=12
ei oma lahendit.

J
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Vérrandit ax = b, kus a = 0, nimetatakse nullastmeliseks

vOrrandiks.

g Rah e taddaatege i neanrne
vOdrrandisisteen

0lgu antud kahest kahe tundmatuga lineaarsest vOrrandist koos-

nev siisteem
{31" il | oot |
a,x + b2y = Cye

Selle siisteemi lahendiks nimetatakse arvupaari (x, y), mis
rahuldab siisteemi m8lemaid vOrrandeid. Nditeks siisteemi
10

3x - 5y
x + 2y 1
v .
labendiks on arvupasar x = 5, y =1, lihemalt {54 L%

’Siisteemi nimetatakse homogeenseks, kui vO:randite vaba-
liikmed on nullid: e =i, = 0. Nditeks homogeensed on siistee-

n

mid
{21 -3y =0
6x + 5y = 0

Jja
2x -3y =0
{61 - 9y = 0.

Homogeensel siisteemil leidub alati vdhemalt iiks lahend, ' nn.
nulldahend: x =y = 0.

' Kahe tundmatuga lineaarse vOrrandi graafiliseks kujutiseks
(geomeetriliseks vasteks) on sirgjoon koordinaattel jestikus
(mida saab joonestada kas kahe punkti jédrgi v6i algordinaadi
ja t6usu abil). VOrrandisiisteemi geomeetriliseks vasteks on
seega kaks sirget. Nende kahe sirgjoone iihise punkti koordi-
naadipasar ongi antud silisteemi lahendiks. Et kahel sirgjoonel
v6ib olla kas ilks iihine punkt (kui sirged l6ikuvad) v6i k6ik
prnktid iihised (kui sirged iihtivad) v8i neil ei ole {iihtki
ithist punkti (kui sirged on paralleelsed), siis vOrrandisiis-
teemil on kas iiks lahend v6i l0pmata palju lahendeid v61 siis-

43




teemil ei ole iihtki lahendit. Homogeense siisteemi geomeetrili-
seks vasteks on koordinaatide nullpunkti ldbiv sirgetepaar.

2. Yorrandisiisteemi lahendamisv8tted. VOrrandisiisteemi
saab lahendada graafiliselt, kui joonestada siisteemi vOrrandi-
tele vastavad sirgjooned ja leida jooniselt nende l8ikepunkti
koordinaadid. Analiilitilistest lahendusviisidest tédhtsamad on
asendusvlte ja liitmisvOte.

1) AsendusvOte seisneb selles, et siisteemi iihest v8rran-
dist avaldatakse iiks tundmatu teise abil ja saadud avaldis
paigutatakse teise vOrrandisse esimese tundmatu asemele. NOnda
tekkinud iihe tundmatuga lineaarsest vOrrandist leitakse teine
tundmatu ja siis selle abil ka esimene. Nditeks punktis 1 an-
tud teise siisteemi teisest vOrrandist saadava avaldise

X =17=2y
esimesse vOrrandisse asetamisel saame
3(7 - 2y) - 5y = 103
s8iit saame, et
y=1
ja siis
: > W e T R B F P

2) Liitmisv6tte rakendamisel korrutame siisteemi vOrrandi-
te mOlemad pooled niisuguste arvudega, et pédrast vOrrandite
liitmist iihe tundmatu kordaja oleks null. Nii tekib iiks line-
aarne vOrrand iihe tundmatuga.

Néditeks:

3x = 5y =10 | -2
X 4 2y = 7 4.5

(2¢3 + 5¢1)x + Oy = 20 + 35
x\.= 5,
Teise tundmatu saame niiid leida nditeks siisteemi teisest
vOrrandist.

3. Kahe tundmatuga lineaarse vOrrandisiisteemi uurimine.

B e

Eeldame, et siisteemi

81X + by = ¢y

a,x + byy = ¢,
k6ik kordajad ja vabaliikmed on nullist erinevad, ja uurime
siisteemi lahenduvust, s.t. selgitame, missuguste kordajate ja
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vabaliikmete vddrtuste puhul siisteemil on iiks lahend, missu->
guste puhul lO8pmata hulk lahendeid ja missuguste puhul lahen-
did puuduvad.

Korrutades esimese v8rrandi pooli arvuga b2 ja teise poo-
11 arvuga -bl ning 1iites vOrrandid, saame vOrrandi, mis si-
saldab ainult tundmatut x:

(alb2 - szbl)x = byey = blc2'

Analoogiliselt tuletame vOrrandi, mis sisaldab ainult tundma-
tut y. Selleks korrutame esimese vOrrandi pooled arvuga -a,
ja teise vOrrandi pooled arvuga a; ning liidame vOrrandid:

(a1b2 - asby)y = 8¢, - 8,¢) .
Tdhistades x ja y kordajat neis vOrrandeis liihidalt tdhega )\
(delta), vabaliikmeid vastavalt tdhtedega ZSX ja zsy, saame
antud siisteemi kirjutada kujul
{i-stx
'Y =8y,
kus A= a1b, = ayby, A = byey - bye, ja Ay = ajc, - a,c;.
Rakendades niiiid lineaarse vOrrandi uurimisel saadud tule-
musi (III, §2), ndeme, et .
1) siisteemil leidub iiksainus lahend, kui A # 0;
2) siisteemil leidub 1l8pmata hulk lahendeid, kui A\ = 0,
Ay =0 ja Ay = 03
3) stisteemil ei leidu lahendit, kui A= 0,A # o.AJ #:0
Juhtumil, kui A # O, saame siisteemi lahendi avaldada ku-
B A,
X = Z— Ja y = -A—— .

jul

Anname siisteemi lahendi olemasolu tunnusele A # 0 kerge-
mini meeldejédva kuju: 4\ # 0 téhendab, et ab, - asby £0
ehk a)b, o ab, ehk

O,
a,” b,

Kahe tundmatuga lineaarsel vOrrandisiisteemil leidub iiksai-
nus lahend, kul tundmatute kordajad siisteemi vOrrandeis ei ole
vlrdelised.

Analoogiliselt eelnevaga saame l6pmata hulga lahendite
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Kahe tundmatuga lineasarsel vOrrandisiisteemil leidub 16p-
mata palju lahendeid, kui tundmatute kordajad ja vabaliikmed
siisteemi vdrrandeis on vOrdelised.

Lahendi puudumise tunnuse A = 0, A, #0, ZXy # 0 saame

eelneva eeskujul anda jargmiselt:

a8, T
Kahe tundmatuga lineaarsel vOrrandisiisteemil lahendit ei
leidu, kui tundmatute kordajad on v8rdelised, kuid nende suhe
ei v8rdu vabaliikmete suhtega.
Naited: 1) 2x +.  3y= 6 > 3
10x & 15y wBa =210~ 15

|
|
\
& S S| !
i
|

Siisteemil on
16pmata palju
lahendeid.

k|
(@ {o)]

2)f 2x+ 3y=5 , 4 g Ststeemil la-
10x v 15y =30 IO~ 16 # 35 hendit ei ole.

3)f. 2t s 0y = B 2 3 Siis teemil on ‘
e~ by w30 I Pare iiks lahend.

Kuil siisteemi vOrrandeis tundmatute kordajad ja vabaliik-
med on vl8rdelised, siis vOrrandid on teineteisest s6ltuvad ja
ihe neist v8ib k6rvale jatta. Siisteemi lahendite saamiseks tu-
leb lilejddnud vOrrandis anda iihele tundmatule vabalt vddrtusi

ja arvutada neile vastavad teise tundmatu viddrtused. Andes ndi-
tena toodud siisteemi 1 esimesele vOrrandile kuju

Yo 20 %x,
saame selle siisteemi lahendid anda kujul (x; 2 - %x), milles
x-le vddrtusi andes saame kuitahes palju lahendeid.

Et homogeensel siisteemil leidub alati vidhemalt iiks lahend |
(null-lahend), siis selle siisteemi lahendamisel saab esineda
ainult iiks kahest v8imalusest: siisteemil on iiksainus lahend,
kui tundmatute kordajad ei ole vOrdelised, ja 1l8pmata palju
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lahendeid, kui need kordajad on vOrdelised.
flevaate k6igist vaadeldud juhtumitest annab tabel 1lk. 47.

§4s Uhe tundmatuga rautvorrand

1. Ruutvérrandi liigid. RuutvOrrandiks nimetatakse vOrran-

dit, milles pdrast vOrrandi lihtsustamist (sulgude avamist,
koondamist) tundmatu kérgeim aste on teine aste. RuutvOrrandi
lildkuju on

; ax2 £.0X 3 6 = 0,
kus x on tundmatu ja a, b, ¢ on antud reaalarvud, kusjuures
a # 0. Kui ruutliikme kordaja a = 1, siis v6rrandit nimetatak-
se taandatud vOrrandiks ja kirjutatakse kujul

x? + Px + q = 0.

Taandanata vOrrandit saab taandada, kui selle pooli jagada kor-
dajaga a.

Kui vdhemalt iiks arvudest b ja ¢ on null, siis ruutv6rran-
dit ninetatakse mittetdielikuks. Mittetdielike ruutvérrandite
ildkujud on:

1) ax? + bx = 0, 2) ax? + L= 0 3) ax? = 0.

1) V6rrandi ax? + bx = O lahendamiseks lahutame vlrrandi
vasaku poole tegureiks ja rakendame korrutise nulliga vOrdumi-
se tingimust (III, §1, 3):

x(ax + b) = 03
X'=0"v01 ax 3 b =03
. b '
X = 03 X 3 it
2) V6rrandi ax2 + ¢ = 0 lahendamiseks avaldame vOrrandist

tundmatu ruudu:

millest

o e RN M
o ol a’ . o -y

Kui a ja c on iihe ja sama mirgiga, siis vOrrandi lahendid

on imaginaarsed. Kui a ja c on erinevate mirkidega, siis vOrran-
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di lahendid on reaalsed.

%) Vérrandi ax2 = 0 lahendid tulenevad eelmise virrandi
lahenditest, kui v8tta seal c = O:
X = x2 =0 3

3. Taieliku ruutvdrrandi lahendamine. Lahendame esmalt

¥+ Fre3 i 233 e r3 33 3t it 23k fo it

taandatud ruutvérrandi
x2 +pPx + q=0.

Selleks eraldame vOrrandi vasakust poolest tdisruudu, liites
selle poolega ja lahutades sellest (5)2:

r2Bx s B2 - B2 ra=0;

(x+ B2 - (VB - )% = 0.

Lahutades niitd vOrrandi vasaku poole tegureiks ja kasutades
korrutise nulliga vérdumise tingimuet, saame:

(*~+§-\:§3°q)(X+§-+\v§3-q)=0;

Xy g —\/%E -q =03 X + g +\/§3);_3_:_?;
"1"5*\/%3"“ "2='§'\/’§3""

———
=

P o\ /B

Sellest valemist saame taandamata ruutvOrrandi lanendivalemi,
kui teha jdrgmine asendus: p = %, q = % (sest kui taandamata
ruutvdrrand taandada, siis p ja q asemele saame need avaldi-

sed). Seega vOrrandi

ax2 +bx +#c =0
lahendivalem on

Lol g odae B2l o
By, 5 e e NHeple e g
MOne lihtsa teisenduse abil saab sellele anda kuju
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Niide. Lahendada vOrrand 3x° + 5x - 2 = 0.
Lahendivalemi jdrgi

-5+ Vo5 424 =521

X = 5 () ’

tédhendab

"
| -

X = -23 X,
Kontroll:
1) 3¢(-2)2 4 5¢(=2) - 2 =22 - 12 = 0.

2) 3~(.})2 + 5»§ ~2=2=2=0.

x, =-5% +‘/Q§)2 -q ja x,=-4% -\V/3)? - a.

Liites need lshendid saame:

Korrutades need lahendid saame:

Seega taandatud ruutvOrrandi lahendite summa vOrdub tundmatu
esimese astme kordaja vastandarvuga ja lahendite korrutis vOr-
dub vabaliikmega.

Taandamata ruutv6rrandi puhul lahendite ja kordajate va-
helised seosed on jdrgmised:

kordaja a on positiivne (vastasel korral korrutame vOrrandi
pooli arvuga -1). Tdhistame ruutvlrrandi lahendivalemis juuri-
mismdrgi all seisva avaldise b2 - 4ac tdhega D ja nimetame sel-
le avaldise vOrrandi diskriminandiks:

D =052 -4 ac.

VO6rrandi diskriminandi ja kordajate mérkide pShjal saame
lahendite kohta Oelda jargmist:
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1) Kui D> 0, siis on ruutvlrrandil kaks reaalset ja eri-
nevat lahendit. Kasutades v8rrandi kordajate ja lahendite vahe-
lisi seoseid

T e % ja  xx, = % ’
saame lahendite markide kohta Oelda jargmist:

a) kui ¢ < 0, siis iiks lahend on positiivne ja teine nega-
tiivne (s6ltumata b mdrgist), sest lahendite korrutis on =siis
negatiivne;

b) kui ¢ >0 ja b <0, siis on m6lemad lahendid positiiw
sed, sest lahendite korrutis on positiivne ja ka summa on posi-
tiivne;

c) kui ¢ >0 ja b >0, siis on m6lemad lahendid nega-
tiivsed, sest niiiid on lahendite korrutis positiivne (see n&di-
.tab, et lahendid on iihesuguste mirkidega) ja lahendite summa
on negatiivne.

2) Kui D = 0, siis ruutvlrrandil on kaks reaalset ja v6rd-
3set lahendit. Lahendite mdrk on vastupidine b margile.

3) kui D< 0, siis ruutvlrrandi lahendid on imaginaarsed.

astme vOrrandit, mis sisaldab ainult Iundmatu paarisarvulise
astendajaga astmeid ja vabaliiget. Biruutv6rrandi iildkuju on

ax4 + b12 +€ = 0.

Selle v8rrandi lahendamiseks teisendame ta ruutv8rrandiks,
vOttes uueks tundmatuks y = x°. Asendamisel saame

ayszyfc=0-,

Lahendades selle vOrrandi saame kaks lahendit y, ja ¥y, mille-
de kaudu biruutvOrrandi lahendid avalduvad jidrgmiselt:

ot G LE Yt O Bl Tl L Al g £

Kui ruutv6rrandi ay2 + by + ¢ = 0 lahenditest y, ja Yo
1) m8lemad lahendid on positiivsed, siis biruutvOrrandi
k6ik lahendid on reaalsed;
2) iks lahend on positiivne ja teine negatiivne, siis bi-
ruutvOrrandi kaks lahendit on reaalsed ja kaks imaginaarsed;
3) mOlemad lahendid on negatiiveed, siis biruutvlrrandi
* k6ik lahendid on imaginaarsed; :

Bk
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4) m6lemad lahendid on imaginaarsed, siis biruutvlrrandi
k61ik lahendid on imaginaarsed.
Ndide. VOrrandi
=322 -t =¢

lahendamiseks asendame x2 tdhega y, siis vOrraandiks saame

y2 =Dy~ 4% 0.
Selle lahendamisel saame:

Bt % + \/% + 4
yp =4 yp=- 1. |
antud vOrrandi lahendid on seega

"
PN

x| = 23 o SR 2% x.5 ¥ Y] Xy = -1.

§5  Rautwv8rrandisistesnid
kahe tundmatuga
\

1. Qgg?._;cz;1222&1;%2215;1%:2232;22;ggzggégsggggegglg2:5223-}

koosneva siisteemi lildkuju on

1
Ax% 4 Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F =0 i
{Mx + Ny + P.= 0. ' |
Siisteemi lahendamiseks tuleb teisest vOrrandist avaldada iiks
tundmatu teise kaudu ja asendada esimeses vO8rrandis see tundma-
tu saadud avaldisega. Nii sgadakse ruutvlrrand, mis sisaldab
ainalt iihe tundmatu.

Nédide 1, Siusteemi

ox® -~ y2 + Xy - 5x + 4y + 17 = 0
i~ y= 3 =0
lahendamiceks avaldame teisest vOrrandist tundmatu y:

3o (v e
Saadud avaldisega asendame y esimeses vOrrandis:
2x? - (x - 3)% + x(x - 3) - 5x + 4(x - 3) 4+ 17 = O.
Pédrast sulgude avamist ja sarnaste liikmete koondamist eaaﬁe:

2

o VRl o SRk SR ¢
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ehk

2

y QN AR T ¥k

jelle lahendid on
X =1 ja X, = ~-2.

Varem leitud y avaldisest saame:

g g Jja Yo = =5
Siisteemi lahendid on (13 =-2) ja (-2; =5).
Ndide 2. Lahendades samal viisil siisteemi

%9 =% Xy + 7y2 +12x + 21y + 22 =0
v 2x -y + 10 = 0,

saame lahenditeks arvupaarid (-4; 2) ja(- lgg; - %%).

Peale kirjeldatud iildise vOtte saasb erikujuliste silisvece-
mide puhul kasutada veel m6ningaid erivétieid. Nditeke siistee-
mi

X + y=a
{Xy = b,
kus on antud kahe tundmsatu summa, ja korrutis, saab lahendada
nii, et Vieta teoreemi alusel (III, §4, 4) koostame ruutvlr-
randi

22 - az + b =0,

mille lahendid ongi x ja y vddrtusteks:

xl=zl 12'
va 2l b % - il

Analoogiliselt saab lahendada ka siisteemi

[l
n

#
13

xX-y=a
xy = b,
kui sellele anda kuju
x4+ (~y) =a
x(-y) = -b.
Koostades ruutvlrrandi
zz-az-b=0

ja lahendades selle, saame:
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Ndide 1. {x + ¥y =5

,1 -3 ’b = 2,
Ndide 2. P ST e
xy = T0.

=E==S=Ss==SS=S=3I==S== T============

6ige lihtsat siisteemi, kus mOlemad v6rrandid on teiseastmeli-
sed.

2. Kahest ruutvdrrandigt koosnev_siisteem. Vaatleme ménda

1) siisteeme 2 4 y2 =a {XZ = y2 =8
Ja

xy = b xy =Db
on k@ige lihtsam lahendada asendusvO8ttega: asendades esimeses
vOrrandis y teisest saadava avaldisega ;. saame biruutvérran-

di, mille lahendamisel leiame x.

Néide. %74 y2 = 25
xy = 12
12
Feg
2 | 144
X; 4 tatey= 25
x

xt - 25x% 4+ 144 = 0
x2 = 16 voi 12 =9
x=%4 voix =13,
Vastavad y vddrtused leiame vOrrandist xy = 12. Siisteemi la-
henditeks on
(47 3), (=45 =3),. (33 4), (=33 ~4).
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2) siisteemi
x2 + y2 = a
{ Xy =b
lahendamist on v8imalik taandada lineaarsete siisteemide lahnen-
damisele. Selleks korrutame teise vOrrandi m6lemad pocled 2-ga,
liidame siis need pooled esimese vOrrandi vastavate pooltega

ja lahutame neist:
2 2
+ X TEY a
2xy = 2bj

(x + y)2 =a ¢+ 2b

(x = y)2 =a - 2b.
Jédrelikult

x4+ y=%vVa 420

x -y=% Va - 2p,

$iit saame neli kergesti lahenduvat esimese astme vOrrandisiis-
teemi, mille lahendid on antud siisteemi lahenditeks.

Naide. (x° + y° = 25 & xe 4 y° = 25 G S y)2 = 49
{ xy. = 12, '{ 2xy = 24. {‘x 3 y)2 =
x+y=%7
{x-y:tl.
x+y=1 x4y el X+ y= =7 x+y=-=T
{x -yi= L {x -y ==1l. {F = o el e {x -y =-1.
{xl = {x2 =3 {x3 = -3 {x4 = -4
¥y = 3. Fo-® 4 Wy il Y m9e
3) Siisteemi
x% 4 y2 =a
12-y2=b

lahendamiseks liidame ja lahutame v8rrandite pooled (jagades
tulemused veel 2-ga):

2 a + b
x S—T—-
2 . &8=2D>b
y _._2_.. .

Neist on kerge saada x ja y vidrtusi.
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§.8, Mo ¥ratue oa

dist, mis on iihendatud mirgiga > ("on suurem") v8i < ("on
vidiksem" ), moodustavad vOrratuse. Neid avaldisi (arve) nimeta-
tukse vOrratuse poolteks. Mirgid > ja < pole rakendatavad
mistanecs kompleksarvude puhul.

V8rratus a > b tdhendab, et arv a - b on positiivne, s.o.
a - b > 0, Analoogiliselt v6rratus a < b tdhendab, et a - 0 <0.

VOrratus teks nimetatakse ka mirkidega > ("on suurem
v8i vbrdne") ja & (von vidiksem v61 vO6rdne") iihendatud
avaldisi.

V6rratuses esinevad tdhed tdhendavad kas antud arve véi
tundmatuid. Tundmatuild tahistatakse tavaliselt tihestiku vii-
maste tdntedega.

¥6ni vBrratus, mis sisaldab tundmatut, kehtib selle téhe
iga vddrtuse juures, nditeks vOrratus 712 SER 7x?. Seevastu
vorratus 2x - 8 > 0 kehtib ainult siis, kui x > 4. KOiki arve,
mis seda tingimust tdidavad, nimetatakse vOrratuse 2x - 8 > 0
lahenditeks.

Lahendada v8rratus tdhendab leida vOrratuses esineva tund-
matu (tundmatute) vddrtused, millede puhul vOrratus kehtib.

tesisaldavate vOrratuste seitse lihtsat omadust, mis vdl jenda-
vad positiivsete ja negatiivsete arvude teatud omadusi. Iga
omadust saab kirjutada veel teisel kujul, mille saame, kui
mirk > asendada vastupidise mirgiga < ja mirk < vastupi-
dise mdrgiga > .

1) Eui a > b, siis b < a:

vO8rratuse poolte vahetamisel muutub vOrratuse médrk vastu-
pidiseks.

See omadus viljendab tbsiasja, et kui a = b on posi-
tiivne arv, siis b - a on negatiivne arv.

2) Kui a > b ja b> ¢, siis a>c.

T8estus. Kui a > b ja b >c, siis a - b ja b - ¢ on posi-
tiivsed arvud. Et kahe positiivse arvu summa

(a-b) + (b=-c)m=a-b4+b=-c=a-c¢
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on positiivne, siis a -~ ¢ > 0, s.t. a >c.
3) Kui a > b, siis a + ¢ > b + ¢, kus ¢ on meelevaldne
reaalarv:

vlrratus jddb kehtima, kui selle mOlema poolega liita

iiks ja sama reaalarv.

T8estus. Kui a > b, siis a - b on positiivne arv, seega

ka
a=b .eci=cZ(a +:0) = (by:c)
on positiivne arv ehk teisiti a + ¢> b + c.

Jareldus., Vlrratuse liikme v8ib viia vOrratuse lihelt poo-
lelt teisele, muutes liikme mérgi vastupidiseks (sest liikme
tileviimine tdhendab selle liikme lahutamist vOrratuse mOlemast
poolest).

4) Kul 2> b ju ¢ >0, siis ac> be ja 2> 2

vl8rratuse poolte korrutamisel (jagamisel) iihe ja sama po-
sitiivse arvuga jddb vOrratuse mdrk piisima.

T6estus. Kul a > b, siis a - b on positiivne arv. Selle

korrutamisel positiivse arvuga c saame positiivse arvu

(a - b)e = ac - be,
tdhendab ac> bc. Vdide jidb Oigeks ka siis, kui ¢ asendada
positiivse arvuga %, tdhendab % > % .
5) Kui a> b ja o< 0, siis ac {bc Ja o
vBrratuse poolte korrutamisel (jagamisel) iihe ja sama ne-
gatiivse arvuga muutub vOrratuse midrk vastupidiseks.
T6estus. Kui a > b, siis a - b on positiivne arv. Selle
korrutamisel negatiivse arvuga c saame negatiivse arvu
(a - b)e = ac - be,
tédhendab ac < be. Vdide jagamise kohta jdreldub sellest endi-
sel viisil.
O). Xatia >0 JaeTsd,atis a o > b ¢ ds
samapidiseid vOrratusi v6ib liikmeti liita, sdilitades
tulemuses sama mérgi.
T6estus. Et eelduse kohaselt a = b ja ¢ -~ d on positiiv-
sed arvud, siis on positiivne ka nende summa
(@a-Db) + (c-d)=a-b+c-d=(a+c)~- (b4 ad),
tdhendab a + ¢ > b 4+ d.
7) Kui a>b jac < d, siis a -¢c > b - d:

olm
olo
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vastupidiseid vOrratusi v6ib liikmeti lahutada, sédilita-
des tulemuses selle vOrratuse mZrgi, millest lahutati.
T6estus on.analoogiline eelneva t8estusega.

™

samu tundmatuid, nimetatakse samavdsrseiks ehk ekvivalentseiks
siis, kui neil k6ik lahendid on iihised, s.t. kui iihe vOrratuse
k6ik lahendid on teise lahenditeks ja iimberpddrdult.

VOrratuse lahendamine teostub pShiomaduste 1, 3, 4 ja 5
alusel, kuna nende abil antud v8rratusest tuletatud vOrratus

on antud vOrratusega samavddrne. Omadused 2, 6 ja 7 pole raken-
datavad vOrratuste ja nende siisteemide lahendamiseks, sest nen-*
de abil tuletatud vOrratused pole samavdidrsed antud vOrratuste-
ga. Nditeks ei saa vOrratusesiisteemi

X ~6>'x 48
X8>0
asendada (nagu v8iks arvata p6hiomaduse 2 p6hjal) vOrratusega
3x - 6> 6,

sest antud sfisteemi rahuldavad arvad x > 7, kuna viimast
vdrratust rahuldavad arvud x > 4.

4. (Uhe tundmatuga esimese_astme vOrratuse lahendamine,

Uhe tundmstuga esimese astme vOrratuseks ehk lineasarseks vOrra-

tuseks nimetatakse vOrratust, millele saab anda kuju ax > b,
kus 2 ja b on antud arvud (a # 0) ja x on tundmetu.
Selle vOrratuse lahendamisel v8ib esineda kaks juhtumit:
1) kui a> 0, siis p6hiomaduse 4 jérgli x> %, 8.t. vOrra-
tust rahuldavad k8ik need reaalarvud, mis on suuremad arvust %;
2) kui a< 0, siis pbhiomaduse 5 jirgi x < %, 8.t. vOrra-
gust rahuldavad k8ik need reaalarvud, mis on vidiksemad arvust

a

VOorratuse teisendamisel kujule ax > b v6ib juhtuda, et
kordaja a osutub vOrdseks nulliga, seega vOrratus omandab kuju
O+x> b. Seda vOrratust rahuldab iga arv, kui b < 0, ja ei ra-
hulda Ukski arv, kui b> 0. X

Nédited: 1) 2 - 3x:&€ 14 ~ §x
5x = 3x < 14 - 2
2K T 12
X -6,
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VOrratust rahuldavad k6ik reaalarvud, mis on véiksemad
kui 6. :
29 i;.gi+9é_3.¥_i_.§_xl.12
148 - 8 x 4108 <K 9x - 24 - 12x
- 8x + 3x< - 24 - 256
- 5x< - 280 | :(-5)
x> 56,
V6rratust rahuldavad arv 56 ja kOik temast suuremad arvud.
3) 2(x - 1) = x>3(x-1) -2x -5
2% WD Loy e B i = 2= §
X-x>-84+ 2
0-x >~ 6.
VOrratust rahuldavad k8ik reaalarvud.
4) 2x -~ 2<x - (8 - x)
OF ~ RS X B X
2x - 2x<L -8 + 2
Qsx <~ 6,
V8rratusel lahendid puuduvad.

5. Uhe_tundmatuga teise astme vOrratuse_ lahendamine. Uhe
tundmatuga teise astme vOrratuseks ehk ruutvOrratuseks nimeta-
takse vOrratust, millele saab anda kuju

ax2 + Bx + ¢> 0,

kus a, b ja ¢ on antud arvud (a # 0) ja x on tundmatu.
Vaatleme selle vOrratuse lahendamist esmalt juhtumil, kui
b = 0. Siis saab vdrratusele anda kuju

2 £ (kui a»0) voi < - S (kui a<0)

ehk, tédhistades paremat poolt tédhega m,

x°>m vei x°<m. (%)

Arvu m kohta on M__ge iilks kolmest viditest:

n>> 0. ¥t m =0 voi m<<0.
Vaatleme neid v6imalusi eraldi.
I, Kui m > 0, siis vOrratused (% ) on samavidirsed vOrra-
tustega
Ixi>vm ja |x}< Vm,
RKujutades arvsirgel punktid Vm ja ~-/m nédeme, et

2
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jaotuvad kolme riihma:

-Vm 0 v 2
x <=V -Vm<x< Vm x> vl
Joonis 7.

a) arvud, mis on vidiksemad kui - Vm;
b) arvud, mis on suuremad kui - \/m, kuid védiksemad kui

Vm;
¢) arvud, mis on suuremad kui Vm.
Neist ainult riilhmade a ja ¢ arvud rahuldavad vbrratust
x2> m, kuna riihma b arvud rahuldavad v8rratust x2 < m:
vOrratuse x2 > m lehenditeks on arvud x < -Vm ja ka ar-
vud x > Vm, lihemalt |x|>YH;
vOrratuse x“< m lahenditeks on arvud x, mis tdidavad
tingimusi -\Vm < x < Vm, lilhemalt |x|< Vm.
Ndited. 1) VOrratuse x“ > 4 lahenditeks on arvud
X T2 da ke ATVEaN X > 2.

2) V6rratuse x2 < 4 lahenditeks on arvud vahe-
mikust - 2 < x <2,

3) VOrratuse 312< 75 ehk x2 < 25 lahendi-
teks on arvud vahemikust - 5 < x <5.
II.Kui m = 0, siis vOérratustel (%) on kuju

x2>0 ja x2<0.

Esimese vOrratuse lahendiks on iga reaalarv, vdlja arva-
tud arv O (sest nullist erineva reaalarvu ruut on positiivne):
x # 0. Teist vOrratust ei rahulda iikski reaalarv.

ITII, Kui m << 0, siis vOrratust x2> m rahuldab iga reaal-
arv, kuid vOrratust 12< m ei rahulda iikski reaalarv.

Ndited. 1) VOrratuse 312> - 1 lahendiks on 1ga' reaal-
arv.

2) VOlrratusel 2x2< - 5 lahendid puuduvad.

%) VOrratuse 5x2> 0 lahendiks on iga reaalarv,
védl ja arvatud arv O.

Kuil vOrratuses

ax” 4 ux ¥ 67> 0
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kordaja b # 0, siis eraldame vOrratuse vasakust poolest tiis-
ruudu. Selleks esmalt jagame vOrratuse pooled arvuga a ¥ 0,
kirjutades saadava vOrratuse (vastavalt sellele, kas a > 0
v8i a € 0) kujul

x2+Px+q>0 voi x2+px+q<0.

Eraldades niiiid tdisruudu saame

(x+%)2+.q- (§)2> 03 (x+§)2+ q - (5-)2(0
ehk
(x+ 82> B2 -0 (x+B2< B2 -

Lahendades neid vOrratusi mittetiielike vOrratuste

x2> m ja x2< m

eeskujul, saame lineaarsed vOrratused x + g kohta, millest
leiame x.

Miited: 1) x° - 4x + 3> 0;

(x-2)2+3-4>o-, * P
(x-2)2>1;____{' \)
e T B TR x> 8

x< 13 x> 5.

2) x2+6x<0 3) 2 - 6x + 10> 0; >
(x+3)2-9<o (x-3)2+1o-9>o
(x + 3)2 < G T 2 £ K

& = iy
o Tl 3 l 3 Lahendiks on iga reaalarv.

- 6 é x 5 O. =====================é===
4) 3x2-5x4+2<0; 5) 2-8x+17<0'
g5 2 3 (x - 4)2 +17 - 16 <0;
xX© - Fx + =g
3 % ) (5 @R 1
Ty & o
1) 3 . e 0 Lahendid puuduvad.
SRR G e T
(x '6) < 35,
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§<x <1
2
0 3 1 =
e e —

6) Milliste a vddrtuste puhul on mOtet avaldisel

\/532 wiolay 2%

Antud avaldisel on m6tet, kui 5a? - Ta + 22 0.
Lahendame selle vOrratuse:

Vastus. Antud avaldisel on mOtet siis, kui a<< % y Ja
ka siis, kui a> 1.

7) 12% - 1] < 2;
T e s
—1<x2< 8

Et reaalarvu ruut on alati suurem kui =1, siis vasak-~
poolne vOrratus on Hileliigne. J&&#b iile, et
2
S <

-V/§_<.x 3 V_l

seega

§ 7. - ?Puanktsioonide graaftikund

1. Funktsiooni mOiste. 0Olgu meil kaks hulka mingisugu-
seid objekte, niiteks klassi Opilased ja nende kohad klassis.
Kui iihe hulga igale objektile vastab iiks objekt teisest hul-

gast, siis Geldakse, et nende kahe hulga objektide vahel on
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olemas vastavus (ehk funktsionaalne sdltuvus). V3i teine n#ide:
arvad, mis aveldavad 13ikude pikkusi, ja arvud, mis avaldavad
13ikudel kui l&bimdstudel konstrueeritud ringjoonte pikkusi.
Tdhistame tédhega x iihe hulga objekte (milledele vastavad
teise hulga objektid) ja tdhega y teise hulga objekte (mis vas-
tavad x~dele). Piltlikult k6neldes on x originaali tdhis ja y
kujutise tdhis. #laltoodud esimeses ndites on x Opilase tihis,
y tema koha tdhis, teises nédites on x ldbim66du pikkus, y vas-
tave ringjoone pikkus. On ilmne, et x pole mitte iilhe kindla ob-
jekti tdhis, vaid antud hulka kuuluva mingi objekti tidhis (esi-
meses ndites on x klassi mingi Opilane, teises ndites mingi
mittenegatiivne arv). Selles mOttes nimetatakse x muutujaks.
Et x on niisugune objekt, mille valime meelevaldselt, siis ui-
metatakse x s0ltumatuks muutujaks ehk argumendiks. Samuti
muutuv on y. Soovides toonitada, et otsime valitud x-le vasta-
vat y-t, nimetame y s8ltuvaks muutujaks ehk x funktsiooniks,
tdhistades seda siimboolsel kujul

y. = f(x)ii ek i yo='y (x).

Kuna keskkooli (ja ka TPI esimese kursuse) ma temaatikas
vaadeldakse funktsionaalseid seoseid ainult niisuguste suurus-
te vahel, mille vddrtused on reaalarvud, siis piirdume vasta-
valt kitsendatud funktsiooni mOistega, andes sellele jargmise
definitsiooni:

iike suurus (y) on teise (x) funktsioon, kui on olemas ees-
kiri, kuidas leida teise suuruse (x) vddirtusele vastavat esi-
mese suuruse (y) vddrtust.

V6ib juhtuda, et mOningatele x vddrtustele antud eeskiri
el v8imalda leida vastavat y vadrtust.

Suuruse x nende viddirtuste hulka, millele v8ib leida vas~
tavaid suuruse y vddrtusi, nimetatakse funktsiooni miéiramis-
piirkonnaks. Suuruse y ehk funktsiooni vddrtuste hulka nime-
tatakse funktsiooni muutumispiirkonnaks.

Néiteks, kul eeskiri y viddrtuste leidmiseks on antud vale-

miga
p !
W
siis funktsiooni médramispiirkonda kuuluvad k8ik reaalarvud,
mis on suuremad kui arv 1, sest ainult nende puhul v8imaldab

y:
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see eeskiri leida y vddrtusi: x > 1. Funktsiooni véddrtuste
hulka ehk funktsiooni muutumispiirkonda kuuluvad ilmselt k&8ik
positiivsed arvud. Soovides saada y-le nditeks vddrtust 10,
tuleb x-le anda niisugune vdirtus, et

\/X—l:l%
ehk
1
.0k * 0
seega
nid Y, 0k

nimetatakse niisugust joonist, millel argumendi vadrtused ja
neile vastavad funktsiooni vddrtused on kujutatud 16ikudena
v8i nurkadena.

Kujutamisviisidest kbige lintsam ja seepidrast koi
ge kasutatavam on koordinaatide meetod, kus x-telg (nn. abst-
sisstelg) ja y-telg (nn, ordinaattelg) on omavahel risti (ha-
rilikult x-telg on v@etud horisontaalsena, y-telg aga verti-
kaalsena). MOOtiihikud on mOlemal teljel sobivuse korral vbrd-
sed (nditeks sentimeeter) v0i ka erinevad (kui x ja y suurus-
jdrgud on erinevad). Telgede 1l6ikepunkt on m6lema telje null-
punktis; teda nimetatakse koordinaatide alguseks ja tdhista-
takse tdhega 0. Igal teljel on valitud positiivne suund, mis
on mdrgitud noolega, seega punkti koordinaadid on vastava mir-
giga kaugusarwvud.

Naiteks: leida punkt A, mille
¥ koordinaadid on x =4, y = 3, ja
B o— punkt B, mille koordinaadid on x = -1,
¥ = 5. Punkti A leidmiseks teeme piki
x-telge 4 sammu paremale ja siis 3 sam—
mu iiles paralleelselt y-teljega (joonis
8). On iilearune ajakulu otsida punkti
3 y~-teljel ja sealt joonestada horison-

Joonis 8. taalsirge.

Analoogiliselt punkti B saamiseks alustame tema ordinaa-
diga.
As jaolu, et punkti B mddravad kaks mdrgiga varustatud
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kaugusarvu -1 ja +5 (-1 on abstsiss, +5 on ordinaat), ti-
histame lithidalt kujul

B(-1, 5).
Lepime kokku: kul on tegemist mingi kindla fikseeritud punk-
tiga, siis varustame tema koordinaadid mingi indeksiga, nii-
teks A(x1, y1); kui aga punkt ei ole rangelt fikseeritud, siie
Jétame indeksid kirjutamata, nditeks kul punkt P on meelevald-
ne punkt (niinimetatud liikuv punkt) antud sirgjoonel, siis
kirjutame lihtsalt

P(x, ¥)+
3. Libtsamate funktsioonide graafikud. Eeskiri x vasurtu-

se jiargi y vastava viirtuse leidmiseks v¥ib olla formuleeritud
vdga mitmeti, Meid huvitavad esmajoones niisugused eeskirjad,
mis on antud ttheainsa esimese v3i teise astme avaldisega.

1) Lihtsaim funktsionaalne s¥ltuvus on vdrdeline s¥ltuvus

¥y.= kx.
y T8estame, et selle funktsiooni graa-
fikuks on koordinaatide algust 1l&biv
sirge. Selleks v&tame funktsiooni
graafikul kaks meelevaldset punkti
Py (x4, ¥4) 32 Pz(xz, y2) ning kanname
joonisele nende ordinaatl¥igud X By=
= kx, ja X,P, = kx, (joonis 9), Uhen-
dades punktid P, ja P2 koordinaatide
algusega 0, saame kaks t#isnurkset
Joonis 9. kolmnurka 0X,P, ja 0X,P,, mis on sar-
nased, sest nende kaatetid on v3rdelised:
X,P, £ ka " x, " 012
Ll By Tx W,

Kuid siis 4.12022 =/ X,0P,, tzhendadb punktid 0, P, Ja P, aset-
sevad ithel ja samal sirgel, Seega graafik on sirgjoon.

Kordaja k geomeetriliselt tdhendab x -telje ja graafiku
vahelise nurga P tangensit, sest

X,P X,P.
44 2. 2
= ol - FEiy tan(p .
1 2 4

Suurust k = tan (¢ nimetatakse ka sirgjoone OP, t¥usuks. Kui
k > 0, siis nurk x-telje ja sirge vahel on terav. Nditeks, kui
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k=1, siis ¢ = 45° ja sirge poolitab telgedevahelise nurga
esimeses ja kolmandas veerandis. EKui k<0, siis murk x-tel-
je ja sirge vzhel on niirinurk (teisiti: negatiivne teravmurk).
Niiteks, kui k = -1, siis ¢ = 135° (teisiti: =45%) ja sirge
poolitab telgedevahelise nurga teises jJa neljandas veerandis
(joonis 10).
2) Lineaarse funktsiooni
54 y=kx+Dd
graafik 1¥ikab y-telge punktis A(0;
\\\\\ e b), sest kui x = 0, siis y = b, See
graafik on sirgjoon tdusuga k = tanf,
kui(pon nurk selle sirgjoone ja
x-telje vahel, T¥estuseks vdtame
graafikm punktile A(0; b) lisaks
graafiku kaks meelevaldset punkti
By(xy3 79) 38 Pp(xy5 yp)y kus yy =
=kxy +b jay, =k, +b (joonis
Joonis 10. 11). Kui nende punktide ordinaate
vihendada b vdrra, siis saame kolm punkti
0, xy5 kx) JaQfx,; kx,),
mis asetsevad ilhel sirgel, sest nad on s¥ltuvuse y = kx graafi-
ku punktid, Sellest j4reldudb (kuidas?), et ka punktid 4, P, ja
Pa asetsevad {thel ja samal sirgel. Sirged AP2 Jja 0Q2 on paral-
leelsed (kui rdpktiliku AonPz vastaskuljed), mistdttu nende
1¥ikamisel sirgega x tekivad v¥rdsed kaasnurgad ¢ .,

Joonis 11.

Kui lineaarse funktsiooni avaldises kx + b kordaja k = 0,
slis y = b, s.t. x igale viirtusele vastab iikks ja sama y viir-
tus b, Funktsiooni graafikuks on niilid x-teljega paralleelne
sirge,

66




N¥ited., Joonisel 12 on esitatud all jéirgnevate funktsioo-
nide graafikud:

1ey=.3 V 8 —
6 F
2,3 = =2 \ x///l 4
1
3.y=§'x s ¥
4, y=x
S. y'=" 2% 7 3
60!’-‘%2 ]
Te ¥ = —x > e S
1 7 10
8, y=3+3x / \\
21 / o 9
9.y=—2+51 —/_
2
10.yf.4—2x. B
3 Joonis 12.

Lineaarse funktsiooni y = kx + b m&#ramispiirkonnaks on terve
x-telg, sest igale reaalarvulisele x viirtusele vastab iks-(ja ai-
mult iiks) y viirtus, Selle funktsiooni rakendatavus on Hirmi-
selt laiaulatuslik, Vaadeldes x-i ajana, kuuluvad siia kdik
tthtlaselt kulgevad protsessid (konstantse kiirusega 1libik#idud
tee pikkus 8 = vt + s, konstantse tootlikkusega tsstava masi-
na produktsioon), hind ja koguv#irtus, Hooke'i seadus, ideaal-
se gaasi ruumala ja temperatuuri vaheline seos konstantse r&hu
puhul v3i r¥hu ja temperatuuri vaheline seos konstantse ruum-
ala puhul, alalisvoolu elektromotoorne jdud ja voolu tugevus
kindla takistuse puhul jm,

3) Ps8rdvdrdeline s3ltuvus

v
on miiratud k¥ikide x viirtuste puhul, vilja arvatud x = 0,
Graafik on siimmeetriline koordinaatide alguse O suhtes, st.
kui punkt (x1, 11) asetseb graafikul, siis asetseb graafikul
ka punkt (x4, -¥,).

Funktsiooni graafiku saamiseks koostame x ja y vastavate
vilrtuste tabeli ning graafiku skitseerimisel peame silmas, et
k3vera harud pliramatult lshenevad koordinaattelgedele (joonis
13). Joont nimetatakse v¥rdhaarseks hiiperbooliks. Kui k>0,
siis hiiperbool asetseb esimeses ja kolmandas veerandis, ja
kui k< 0, siis teises ja neljandas  veerandis. Andes
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seosele y = § kuju xy = k,

ndeme, et suurust k v3ib geo-
V=&, x>0 meetriliselt t3lgendada kui vas-
tava mirgiga ristkiiliku pindala.
Selle ristkiiliku kaheks vastas-
tipuks on koordinaatide algus
ja punkt graafilkul, killgedeks
_Xaga koordinaattelgede 1&igud nirg
e ~ graafiku punktist koordinaat-
;-4 telgedele tfmmatud ristléigud.
Siinkohal soovitame luge-
jal valmistada rea ptsrdvdrdeli-
se s¥ltuvuse graafikuid, andes
Joonis 13, suurusele k vairtusi:
12, 6, 4, 1, 0, =6.
Niiteid fiitisikast: seos kiiruse ja aja vahel iihe ja sama
tee puhul; seos alalisvoolu tugevuse ja takistuse vahel kind-
la elektromotoorse jdu puhul; seos ideaalse gaasi ruumala ja
r¥hu vahel kindla temperatuuri puhul (ideaalse gaasi isoter-
mid).
4) Funktsiooni

. 12

graafiku konstrueerimiseks koostame tabeli:
x| o 21|22 |3 ...
yl 0 I + 1 | + hl + 9 I cee

Vastav graafik on jirgmine (joonis 14):

Seda joont nimetatakse parabooliks;
ta on siimmeetriline sirge suhtes, mis lan-
geb tthte y-teljega. Edaspidi nimetame pa-
rabooli stimmeetriatelge lihtsalt paraboo-
11 teljeks, Punkti, kus parabool 1¥ikub
oma teljega, nimetatakse parabooli hari-
punktiks. Kdesoleval juhul haripunkt aset-

X geb koordinaatide alguspunktis,
Funktsiooni 2 LA
Joonis 14 y= axz; a>o
graafiku ehitamiseks koostame samuti x ja y vairtuste tabeli,
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xuid teeme seda nénda, et kohe selguks, millist osa etendad
kordaja a:

+ 1 + 2 + 3
x 0 T e = l cos
1 4‘2
¥|°\; a & 15

Vérreldes seda tabelit eelmisega nideme, et joonis 14
sobib ka kdesoleva funktsiooni jaoks, kuid selle vahega, et
ithikl6igu asemel tuleb vOtta 161k pikkusega é. Sellepédrast
joonisel 14 on meelega jdetud markimata Uhiku pikkus.

Kui a ¢ 0, siis parabool asetseb allpool x-telge siiiveet-
riliselt parabooliga y = - axz.

Mida suurem on a absoluutvdédrtus, seda kitsam on para-
bool.

Praktiliselt kasulik on jdrgmine lihtne konstruktsioon:
haripunktist kantakse paremale 18ik %; sellele 16igule konst-
rueeritakse ruut; haripunkti vastastipust tehakse niiiid iiks
samm paremale ja kolm sammu iiles. Lugejal soovitatakse: 1)konst-
rueerida graafik funktsioonile

y=3x!
kandes graafikule punktid:

(33 3)4 (65 .12)3

esile t6sta ruut tippudega (0,0), (33 0), (0; 3); 2) konstru-
eerida graafikud funktsioonidele

y=2 x? Jja y = % xa.
Missugused ruudud tuleb konstrueerida nende paraboolide
puhul, kumb neist paraboolidest on kitsam, kumb laiem?
5) PFunktsiooni

y=ax’+ ¢

graafiku punktide ordinaadid on k6ik ¢ vOrra suuremad paraboo-
1i y = ax’ vastavate punktide ordinaatidest. Jérelikult graa-
fik on parabool, mille haripunkt on punktis (03 c).

Graafik ehitatakse nii, et esmalt leitakse haripunkt ja
eiis tehakse, léhtudes haripunktist, kOik teised kogstruktsim»
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nid niisamuti, nagu parabooli y = cxz puhul.

¥ 43

Joonis 15. Joonis 16.

Niiteks kujutades parabooli y = & X'+ 2, teeme haripunk-
tist (0;2) 6 sammu paremale ja siis 6 sammu iiles (joonis 15).

Kui funktsiooni avaldises ax2
vate mdrkidega, siis parabool 18ikab x-telge kahes punktis,
mis on siimmeetrilised y-telje suhtes (joonis 16). Kui aga a
ja ¢ on samade médrkidega, siis 18ikepunktide abstsissid on
imaginaararvud, seega reaalseid 1l6ikepunkte ei leidu.

6) Funktsiooni

+ ¢ arvud a ja ¢ on erine-

y = ax? + bx + ¢

graafiku konstrueerimiseks vOiksime koostada x ja y vddrtuste
tabeli, kuid kindlamini viib sihile jérgmine arutlus: kordaja

a sulgude ette toomisega ja tdisruudu erhldamisega anname funkt-
siooni avaldisele kuju

& o
¥ = a(x + g2)% 4 b= tac),

mis on analoogiline kujuga y = ax2 + C¢. Sellest jdreldame, et

otsitav graafik on parabool, mille siimmeetriatelg on paralleel-
ne y-teljega ja 10ikab x-telge mitte enam punktis

x =0,

nagu funktsiooni y = ax? + ¢ pubul, vaid punktis, kus

X + 2% =0
ehk
- 251
x = *




Koefitsiendi a osa on jddnud tépselt endiseks; haripunkti or-
dinaat on vabaliige. Parabool 18ikab x-telge kahes erinevas
reaalses punktis v61i kahes iihtelangenud punktis (puutepunkt)
v6i kahes imaginaarses punktis vastavalt sellele, kas avaldis
b2 - 4ac on positiivme v6i null v6i negatiivne.

Praktiliselt vOiks graafiku skitseerimine toimuda jérgmi-
selt: 1) leida ruuttrinoomi ax2 + bx + ¢ nullkohtade poolsum-
ma -~ yg, 2) leida haripunkt, 3) konstrueerida ruut kiiljepik-
kusega =9 mille iiheks tipuks on haripunkt.

Nitde. y = §(x? - 8x - 14).

Simmee trifatelje v8rrand (joonis 17):

x = 4,
Haripunkti ordinaat (y vd&rtus, mis vastab x-i vddrtusele 4):
vy = £(42 - 8.4 - 14);
¥, = -5.
Seega haripunkt on
(3; -5).
Niilid teeme haripunktist
6 sammu paremale ja 6
sammu {iles; jOuame punkti
(10,1), mis on otsitava
parabooli punkt; sellest
teeme 6 sammu paremale ja
3¢6 = 18 sammu iiles; punkt
(16,19) on otsitava para-
booli punkt. Mérgime niiiid
X punktid, mis on leitud
punktidega siimmeetrilised
sirgjoone x = 4 suhtes.
Nii saame puhktid (=2, 1)
Ja (=8, 19). Nendest punk-
tidest piisab parabooli
skitseerimiseks. Kontrolliks v8iks vOtta punkti (0, - %) vei
méne teise punkti.
7) Ruutfunktsiooni graafik on heaks vahendiks teise ast-
me vOrratuste lahendamisel, sest

y=&x2+bx+c

Vil

Joonis 17.



graafikust on otseselt niha, missugused x véddrtused rahuldavad
vOrratust

axz +bx +¢>»0
ja missugused vOrratust

ax2 +bx + ¢ 0.

Andes lahendatavale vOrratusele kuJu, milles a > 0,ja ar-
vutades ruuttrinoomi diskriminandi (D’ 9 b2 - 4ac ning tarbe
korral ka nullkohad xy Jja X,, saame vOrratuste lahendid otse-
selt jidrgmisest tabelist.

Diskri- Funktsiooni Vor;atuse
minant y=ax’ +bx 4+ c 612+bX+c>o|ax2+bx+c<Q
graafik lahendid
x < X3
D > (o] ja ka xl L -2 L 12
X > Xp

\ k6ik reaalarvud,
[vdlja arvatud
A PT w\\ 1 + foullkont punduves
X = -
Yg i
k6ik reaal-
DO S puuduvad
H

[

Néide. Lahendada vOrratus 8x - xz;> 12.
VOrratuse normaalkuju (kus a > 0):

x% - 8x + 12 < 0.
Ruuttrinoomi diskriminant:

D's 42 « 12 216 - 12 « 4> 0,
Nullkohad:

x1’2=4t\/1)=
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Xy = 23 x, = 6
VOrratuse lahendid:

IV. PROGRESSIOONID

ST A tas et Ine ' procgiT e s8R looNn

1. Aritmeetilise progressiooni mfiste. Aritmeetiliseks

progressiooniks nimetatakse niisugust arvude jada, milles

iga arvu (vdlja arvatud esimene) ja sellele eelneva arvu vahe
on jédv.
Néditeks arvude jada 2, 7, 12, 17, 22 on aritmeetiline
progressioon, sest iga kahe jdrjestikuse arvu vahe on 5.
Aritmeetilist progressiooni moodustavaid arve nimetatak-
se progressiooni liikmeteks ja tdhistatakse siimbolitega

815 85y 8gye0058y,
kus indeksid 1, 2, 3,...,n on liikmete jdrjenumbrid. Kahe jadr-

jestikuse liikme vahet nimetatakse progressiooni vahekg' Jja
tdhistatakse téhega d:

d = ay.1 - ay .

Kui progressioonl vahe on positiivne, siis progressiooni nime-

tatakse kasvavaks, kui negatiivne, siis kahanevaks. Aritmeeti-
lise progressiooni mistahes liige (peale esimese ja viimase)
on oma kahe naaberliikme aritmeetiline keskmine. T6epoolest,
progressiooni definitsiooni p6hjal

o T T gt
millest
a. + a
i et kel
x 2

2. Aritmeetilise progressiooni iildlii

tud aritmeetiline progressioon

81, 3.2, a3..n ’ano
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Progressiooni definitsiooni p6hjal
a, = a; + ds '
az = a, + d'= a; + 2d;
8y = 85 + d =a; + 3d.
Analoogiliselt liikmete arvutamist jédtkates ndeme, et
aritmeetilise progressiooni iga liige (ehk iildliige)
ay = a; + (k = 1)d.

Aritmeetilise progressiooni iga liige v8rdub summaga, mis
saadakse, kui esimese liikmega liita progressiooni vahe ja k@i-
g1 eelnevate liikmete arvu korrutis.

Nédited: ag = aj + 6d; ayy = a) + 19d; aj;50 = 8y + 99d.

progressiooni summaks s nimetatakse tema k@igi liikmete sum-
mat:

B=al+8.2+33+... +Bn-

Et summa otesene arvutamine suure arvu liidetavate korral on
tiillikas, siis tuletame valemi summa arvutamiseks. Selleks kir-
jutame summa kord alates esimesest liikmest, avaldades k6ik
liikmed progressiooni esimese liikme ja vshe kaudu, teine kord ala-
tes viimasest liikmest, avaldades kO8ik liikmed rea viimase 1iik-
me ja vahe kaudu:

s =2a; +(a; +d) + (a3 +2d) + o0 + 2y + (0 - 1)d];

s=an+(an—d)+(an-2d)+...+[an-(n—l)d].

Liites vOrduste vastavad pooled saame:

28 = (a1 + an) + (ay + an) +(ay +a,) + «oe + (a1 + an).
Et liidetavaid (a; + a;) on n, siis ;

28 = (al + an)-n,

millest
a, + 8
e

2
Aritmeetilise progressiooni summa vOérdub progressiooni
esimese ja viimase liikme aritmeetilise keskmise ja liikmete
arvu korrutisega.

Summa valemile saab anda teise kuju, kui a, asendada aval-
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disega a, = a; + (n - 1)d. Siis

\

s 2) + &) + (n - 1)ad

e n
2

ehk 2a; + (n-1)a
B = e—— e 1l ¢
2
Ndide. Leida esimese n paarisarvu summa.
Need paarisarvud moodustavad aritmeetilise progressiooni
2, 4, 6, ¢2s, 2n. Selle rea summa

e 2420
2

o n-=mn + 1),

4. Ulesanded. Aritmeetilist progressiooni iseloomustava-

test suurustest aj, 8., d, n, s peab kolmvsuurust olema antud,
et mddrata iilejddnud suurusi (sest meil on kaks vorrandit'nen—
de viie suuruse jaoks). Nende suuruste leidmist selgitavad
jédrgmised ndited. ;

1) Vanim lilesanne progressioonidest (pdrit umbes 3000 a.
e.m,a):

Sada m66tu vilja jaotada viie inimese vahel nii, et tei-
ne saaks nii pal ju rohkem esimesest, kui palju kolmas saab
rohkem teisest, neljas kolmandast ja viies neljandast. Peale
selle peavad esimesed kaks kokku saama 7 korda vdhem vilja kui
kolm {ile jé&nut kokku. Kui palju vilja tuleks anda igaiihele?

Lahendus.

Ulesandes on tegemist aritmeetilise progressiooniga, mil-

le liikmed peavad tiitma kaht tingimust: ;

a; +a, + az + 8, + ag = 1003
‘ T(ay + a2) =8z +8, + 35..
Avaldame k6ik liikmed ai’ja d kaudu, teades, et n = 5 ja

8 = 1003
2&1 + 44

2
7(2&1 +4d) = 3a, + 9d.

+5 = 1003

Siisteemi lihtsustamisel saame;
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a; + 24 = 20%
llal - 2d = 0.

. Niisiis
lZal = 203
ay = 1%;
d ' = 9%.

Seega vili tuleb jaotada jdrgmiselt:
1, 108, 20, 29 ja 383 mOOtu.
2) Leida aritmeetilise progressiooni liikmete arv ja va-
he, kui a; = 0,2; a, = 5,2 ja s =137,7.

Lahendus.
Kasutades summa valemit leiame n:

Q:2_;5_£.n = 137,73

5,4n = 275,4;
n = 51,
Leiame iildliikme valemist d:

0,2 + 504 = 5,23
504 ‘=53
& = 0sks
3) TOestada, et kmia, bJjac on aritmeetilise progressioo-
ni kolm jérjestikust liiget, siis nende vahel on olemas seos

aZ 4 8be = (2b &+ 0)2.

Lahendus. g
‘Et aritmeetilise progressiooni iga liige on naaberliikme-
te aritmegtiline keskmipa, siis

B R D iR TRph R e 6
2

Asendades tOestatava v8rduse vasakus ja paremas pooles
2b summaga a8 + C, saame vasakul poolel
al .+ 4c(a 3+ c) = a?
Ja paremal poolel
(8 40 % c)? = (a + 2c)2 = a
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Et tulemused on vOrdsed, siis antud seos kehtib. 2

4) Kaldpinda moBda veerev kera ldbib esimeses sekundis
0,5 m ja iga jdrgneva sekundiga 0,7 m rohkem kui eelmises.
Leida kera poolt 10 sekundiga ldbitud tee pikkus.
' Lahendus.
Sekundis ldbitud tee pikkused moodustavad aritmeetilise
progressiooni, mille esimene liige a; = 0,5, progresaiooni
vahe 4 = 0,7. Leida liikmete summa, kui n = 10.

[éal + (n - l)d]- n
8 = 3 5 H

8 = l_i_%LQLZ + 10 = 36,5.

Seega 10 sekundiga l#bib kera 36,5 m.

§ 2. Geomeetriline progressioon

1. Geomeetrilise progressiooni mdiste. Geomeetriliseks

progressiooniks nimetatakse niisugust arvude jada, millee
iga arvu (vélja arvatud esimene) ja sellele eelneva arvu ja-
gatis on j&&v.

Nditeks arvude jada 2, 4, 8, 16, ... on geomeetriline
progressioon, sest

48 16 S
L N Jufe Sk 5

Geomeetrilist progressiooni moodustavaid arve nimetatak-

se progressiooni liikmeteks ja tédhistatakse siimbolitega
815 8oy Bgy ee y By,

kus 1, 2, ...,n on liikmete jirjenumbrid, Geomeetrilise
progressiooni mingi liikme ja eelneva liikme jagatist nimeta-
takse progressiooni teguriks ja td&histatakse tdhega q. Teguri
q Jjédrgi saab progressiooni liikmeid jédrgmiselt iseloomustada:

1) kut g > 0y 8iis brogreasiooni k@ik liikmed on iihesu-
guste médrkidega;

2) kui q ¢ 0, siis pwogressiooni liikmed on vahelduvate
médrkidega; '

3) kui [q[> 1, siis progressiooni liikmete absoluutvédr-
tused kasvavad liikme jédrjenumbri kasvades;

77




4) kui |q|< 1, siis progressiooni liikmete absoluutvdér-
tused kahanevad liikme jérjenumbri kasvades.
Geomeetrilise progressiooni iga kolme jédrjestikuse liik-

; ak+l _ 8k
De ay ;, 8, jaag., vahel kehtib seos T e i ehk

2
o "Bt ; Lishiios 10 Ml
mis iitleb, et geomeetrilise progressiooni iga liige (peale

esimese ja viimase) on oma naaberliikmete geomeetriline kesk-
mine. :

2. Geomeetrilise progressiooni iildliikme valem. Olgu an-
tud geomeetriline progressioon

819 8py Bzy see 5 Bpy
mille tegur on g. Kohal k seisev liige (iildliige) on a, Ja

sellele eelnev liige 8y 1+ Geomeetrilise progressiooni defi-
nitsiooni jérgi

ehk
ey s . AT,
Geomeetrilise progressiooni iga liige, alates teisest,

vOrdub eelneva liikme ja progressiooni teguri korrutisega.
Andes k-le jédrjest vddrtused 2, 3, 4, ... , n, saame:

a, = 8;°q

85 = ay'a = 8;°0° 5
By E-8Burg = al-q3 Jjne.
Uldiselt:
8 = al-qk—l .

Geomeetrilise progressiooni iga liige v6rdub arvuga, mis
saadakse progregsiooni esimese liikme korrutamisel rea teguri
astmega, milles astendajaks on kOigl eelnevate liikmete arv.

Nédited: 55 = al'q4;

17
o s T R S e Bl “1'qgg .

3. Geomeetrilise progressiooni summs valem. Geomeetrilise

progressiooni summaks s nimetatakse tema liikmete summat:

S=Bl+82+33+-..+8n-
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Selle summa otsene arvutamine on tiilikas, kui liikmete
arv on suur. Kiiremimi jOutakse eesmdrgile vastava summa vale-
mi kasutamisel. Selle valemi tuletamiseks avaldame liikmed az;
B3y ses y By esimese liikme ja rea teguri kaudu ning korruta-
me saadud vérduse

8 =a +a°q+ al-q2 AN a1~qn'
kummagi poole teguriga q:
8q = a;:q + al-q? eyt al-qn_l % aloqn .
Lehutades teise vOrduse pooltest esimese vOrduse vasta-
vad pooled, saame:
8q - 8 = al-qn -8 ,

millest
n n
g = b il
ot B0k Sl B n- W
Ndide. Geomeetrilises progressioonis on viis liiget. Esi-

mese nelja liikme summa on 13 ja viimase nelja liikme summa

19,5. Leida progressiooni ddrmised liikmed.

Lahendus.
Ulesande p6hjal
8) + 8, + a5 + &, =135 (1)
a, + 85 + 8, + 8g = 19,5. (2)

Teise vOrrandi kirjutame kujul
q(a1 + 8, + 85+ 34) =19,5.
Et suluavaldise vddrtus vOrdub 13, siis

Esimese liikme a; leidmiseks kasutame summa valemit:
4
8- ($* - 1] :
iy .

13 = 20, (8 - 1)s &, = 1,6.

Lahutame vOrrandi (2) pooltest vOrrandi (1) vastavad pooled:
&5 - Bl = 675'
ag = 6,5 4+ 1,6 =.8,1,
Seega a; = 1,6 ja ag = - % B
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§3. L8pmatult kahaney geomeet -
1A T meiprogredsoon

1. Muutuva suuruse piirvdsrtus. Suuruste muutumise ise-

loomustamisel kasutatakse mitmeid erlmaisteid ja -stimboleid,
milledest tihtsamad on Jérgmired,

1) Muutuvat suurust s nimetatakse t3kestatuks, kui leidub
niisugune arv M > 0, mida suuruse s absoluutviirtus el iileta:
|8l < M. Nditeks nurge siinus on t¥kestatud suurus, sest

|sin x| £ 1.

2) Kuil suurus 8 muutub nii, et tema absoluutvidrtus
saab suuremaks kuitahes suurest etteantud arvust ja sellest
suuremsks ka jd#b, siis Seldakse, et suurus kasvab t8kesta-
matult. Suuruse s t8kestamatut kasvamist mirgitakse siimboliga

8 > oo
(loe: s kasvab t¥kestamatult).

Kui t¥kestamatul kasvamisel suurus omandab ainult posi-
tiivseid v8i ainult negatiivseid vidiértusi, siis suuruse mwutu-
mist m#rgitakse vastavalt kujul

85 +o0 Vil 85 -co
(loe: s kasvab t¥kestamatult positiivses suunas, negatiivses
suunas),

Nzited. 1) Kui teravnurk x lzheneb 90°-le, siis tan x-»>+o0;
kui nﬂrimzrk x ldhened 90°-le, siis tan x> -o0; kul nurk x
lzhenedb 90 -le, siis tan x> oco.

2) Kui ringi sisse joonmestatud korrapzirase hulk-
nurge tippude arv kasvab tSkestamatult, siis kasvab t¥kestama-
tult ka hulknurgs sisenurkade summa s = (n - 2) » 360°:

kui n->+o°, siis 5> + o0.

3) Kuil suurus s muutub ndnda, et tems ja jHHva suuruse A
vahe absoluutvdidrtus
ls = 4]
sasb kuitahes vidlkeseks, siis Beldakse, et suurus s liheneb

suurusele A ehk suuruse s piirvidrtuseks on suurus A,
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Seda suuruse s muutumist mérgitakse kujul
s-»>A v¥i lim s = A,

kus siimbol 1lim on lithend ladinakeelsest sdnast limes (piir).

Kui s pole vabalt muutuv suurus,vaid s3ltub nditeks suu-
rusest x, sils tema muutumiseks nii, et ta liheneks antud suu-
rusele A, on tarvilik, et x muutuks sobival viisil (kas lzhe-
neks mingile arvule a v¥i kasvaks t¥kestamatult).

Suuruse x lihenemist arvule a ja sellest tingitud suuruse
g lihenemist arvule A midrgitakse kas kujul

kui x»>a, siis s> A v3i 1im s = A,
x>a

Analoogiliselt mérgitakse suuruse x t&kestamatut kasva-
mist ja sellest tingitud suuruse s ldhenemist arvule A:

kui x>0, siils s> A v¥i 1lim s = A,
X-» 00

Niited: 1) Kui suuruse x vi#rtusteks on
0433 0,335 0,333; 0,3333; ..o,

siis x—;%— ehk lim x = %, sest |x - %—l visrtusteks
on siis [0,3 - 5l5 10,33 - 31 5 10,333 - 35 ...
ehk 1+, : fhs 3

'5'6 ’ 3‘6‘6’ m’ ece o
mis naitab, et [x - 5| saab kuitahes viikeseks.

2) Kui ringjoone raadius on r ja selle sisse joo-
nestatud korrapirase k¥¥lhulknurga timberm33t on s, ,
siis lim s = 2%r.
n- +00

Mirkus. Uhtse mirkimisviisi loomiseks loetakse siimbolid
0, + 0 ja - o0 t¥kestamatult kasvavate suuruste piirviirtus-
teks, kunigi need stimbolid ei tihenda arve, Nii kirjutatakse
n&iiteks

lim‘___tan x = cO.
I
x-')}-
2. Igoreemid plirvigrtuste arvutapiseks. Plirviartuste
leidmisel tugineme jirgmistele teoreemidele,

1) EKui murru lugeja on ji#v ja nimetaja liheneb nullile,
siis murd kasvab t¥kestamatult:

1lim ; =0, a=const,
x>0
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Viite t¥estamiseks tuleb niidata, et kui x-0, siis
murru -?E absoluutviirtus saab kuitahes suureks, Selleks vSta-
me kuitshes suure positiivse arvu M, koostame v3rratuse

a
IEJ >N

ja nxitame, et kui x—»0, siis koostatud vdrratusel lahendeid

leidub, olgu M kuitahes suur, V8rratuse lahendamisel saame:

1al
oM

Jja 1al

ixt < 9
Kui x- 0, siis Ix! muutub kuitahes viikeseks ja seega viimane
v3rratus on rahuldatud. Kuid siis on rahuldatud ka v¥rratus

.

a a v
Ix[>M, sete F—>o02

2) Kui murru lugeja on j##v ja nimetaja kasvab t¥kestama-
tult, siis murd lzheneb nullile:
lim % = 0, a = corst,

X 00
Vdite tSestamiseks tuleb niidata, et kul x» o, siis saad
a a lal
|7 - ol =zl = 5¢

kuitahes vidikeseks, Selleks v3tame kuitahes viikese positiivse
arvu { ja nditame, et kul x> o0, siis x teatud viirtusest ala-
tes rahuldab tema iga viirtus vdrratust

lal

= <E.
Lahendades selle v3rratuse, saame: °

ixE .
Kui X900, 8ils X! - +09, tihendab, leidub kuitahes palju x

vidrtusi, mis rahuldavad seda vdrratust, olgu & kuitahes vii-
ke,

3) Kui astme aluse absoluutviirtus on viiksem kui 1, siis
positiivse astendaja t¥kestamatul kasvamisel aste liheneb nul-
lile:

1im a® = 0, 1a1<1,
n- +00

Viite tJestamiseks tuleb niidata, et kui n— + oo, siis
P e 0| = |a|®
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saab kuitahes viikeseks, Selleks v8tame kuitahes viikese posi-
tiivse arvu € ja n#itame, et kul n— +o00, siis n teatud viirtu-
sest alates on v3rratus

a1 ok
rahuldatud n iga viirtuse puhul, V3ttes vdrratuse mdlema poole
logaritmid alusel 10, saame

n . loglalglog £
ehk, jagades vdrratuse m¥lemad pooled negatiivse arvuga logia,

nos %.%g—‘%; "

Et n> +oc0, siis tema teatud vdirtusest alates on see vdrratus
rahuldatud, olgu £ kuitahes viike, !

Niide. Kui a = 0,8, siis a°< 0,7, a'< 0,5, a°< 0,2,
816< 0,03, a32< 0,001, a 4( 0,0000001, mis n¥itab, et n tSkes-
~tamatul kasvamisel a” lxheneb nullile Sige kiiresti.

4) Kui astme aluse absoluutviirtus on suurem kui 1, siis
positiivse astendaja t¥kestamatul kasvamisel aste kasvab tSkes-
tamatult:

lim a® =00, 18151,

n-s +00
T¥estus. Et
1 1
a® = er-)n ZEISE— ’
a a
siis n

kus juures ].2;, <1. Kui n > +o0, siis teoreemi 3 p¥hjal (%)n-» 0
ja seega teoreemi 1 pdhjal
—-}—-->oo ehk 1im a® = 0.

(-5)u n- +o0
Naited: 1) 1lim 1,5% =oo, 2) 1im (-0,95)" = 0
n-» oo n-> +oo

n- +co
n- +
pShjal murru nimetaja kasvab tdkestamatult ja seega teoreemi
2 p¥hjal murd liheneb nullile,
4) 1im 0,05 . 2% = 1in 4% =00, sest teoreemi 3
n- +oo n-++0 2')

2\n 8
3) 1im 8 - ()" = 1im = 0, sest teoreemi 4
3 csg n =
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pShjal murru nimetaja lsiheneb nullile ja seega teoreemi 1 pSh-
jal murd kasvab tdkestamatult,

Jireldus, Naidete 3 ja 4 eeskujul saab t¥estada, et kui
korrutise iiks tegur on jaiv ja teine tegur liheneb nullile v3i
kasvab t¥kestamatult, siis ka korrutis vastavalt liheneb nulli-
le v8i kasvab t¥kestamatult,

liikmete arv n kasvab tdkestamatult, siis progressiooni nime-
tatakse l¥pmatuks. Vaatleme 13pmatut geomeetrilist progres-
siooni:
a4 8,43 a1q2; ...;a1qn'1;... A

Leiame, kuidas muutub selle #ldliige a_ = a,a""", kui
n->+o0 :

1) Kui g1 >1, siis lin a_= lim a,¢"" =00, sest kui

n-> +oo n-> +oe

n-> +o00, siis ka n - 1> +90, seega eelmise punkti teoreemi 4
ja jarelduse pdhjal a1qn"1—->oo. '

2) Kui g/ <1, siis 1im a_ = lim a,a®" = 0, sest kui

n-> +oo n- +o° ’

n- +o0, siis analoogiliselt teoreemi 3 ja jdrelduse p&hjal
a1qn"1_, 0.

3) Kul ig! = 1, siis jada on a5 2,5 8,5 ... Vi
845 =843 845 =843 ..., 8.t, jada liikmete absoluutviirtused on
konstantsed. r

Kui 13pmatu geomeetrilise progressiooni teguri absoluut-
vagrtus I1al > 1, siis progressiooni nimetatakse l¥pmatult kas-
vavaks ja kui lq! <1, siis 1¥pmatult kahanevaks. Ulalpool
niigime, et 1¥pmatult kasvava geomeetrilise progressiooni uld-
liige kasvab t¥kestamatult ja 18pmatult kahaneva geomeetrilise
progressiooni iildliige liheneb nullile:

kui la/ >1, siis lim z-:1q“"1 =003
n- 400

kui (g1 <1, siis lim a1qn'1 = 0.
n- +0°

Niited: 1) Kui a, = 3 ja g = 5, siis progressioon on

35 155 755 375; 18755 93755 ... a,—> oo
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2) Kui a; = 3 jaq = 115-, siis progressioon on

3 25 3 TamS 53-5;151-35; i SR,

3) Kui a, = 3 jagq= -%, sils progressioon on
35 -3 535 ~[35 gam - JIEE +ee 8 0.

4, L¥pmatuli_kahaneva geomeetrilise progressiooni summa.

Kui 13pmatu jada
81; 82; 33; see an, eece
liikmed ithendada mérkidega +, siis saame l¥pmatu rea

81+32+33+...+8n+ ces

Kui vaadeldavaks jadaks on 1¥pmatult kahanev geomeetriline
progressioon, siis liikmete tthendamisel miirkidega + saame 1¥p-
matult kahaneva geomeetrilise rea ;

a4+ 80+30° 4 .0 +80% & ..e (*)
(milles esimese liikme t#hiseks on a), Tekib kiisimus, kas saa-
dud rida esitab mingit arvu v¥i mitte. Kiisimuse lahendamine
otsese liitmise teel pole v¥imalik, sest liitmine jH#tkuks 18p-
matult. Kiill osutub aga vdimalikuks liita esimesed n liiget ja
leida siis saadud summa s, piirvidrtus n tSkestamatul kasvami-
sel (kui see piirviirtus on olemas).

Rea (=) esimese n liikme summa

sn-a+aq+aq2+ ...+3qn-
leiame geomeetrilise progressiooni liikmete summa valemi J#rgi
(1v, §.2, 3):

n n
a - ag a(1 -q") a n
e v nia 1..q"1_q(1-q>'

Kui n—> +00, siis q", 0, sest gl <1 (p. 2, teoreem 3); kuid
siis 1 - q">1 Ja seega
a
e Buh 2
n-> +oo0

Seda piirviirtust nimetatakse l13pmatult kahaneva geomeet-
rilise progressiooni summaks Jja tzhistatakse tzhega s:

1

s = ,'——-a .
======-=-=g'==
Seda arvu esitabki 13pmatult kahanev geomeetriline rida:

RN (R S iy
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Niited: 1) 3+%+§2’+ see =
%,

2) 3 - 2

f
+
!
.
n
-“iw
[}
wichw Wil
it
ol
L]
n
[ B

3) Kui 3 + 3% + 3X° + ... = 2, siis

e,

seega

ja

V. LOGARITMID

§81, Logaritmi m8iste Jja pdhionmas
dused

a nimetatakse niisuggst arvu x, millega on vaja logaritmi
alust astendada, et saada arv x.
Arvu x logaritmi alusel a mirgitakse stimboliga log‘ Xeo
Ulal antud definitsiooni saab selle stimboli abil kirjutada 1i-
hidalt j&rgmiselt:
loga X=Y, kul @ = X eeecvcoccecces ()

Nzited: 1) 1og7h9 =2 gest 72 = 49;

2) 1°35'T§— = =3, sest 5 =3 . ng H
3) log, v/- = 3 , sest 25 v/—;

4) logy 81 = -4, sest (3-)"A = 81,
3
Jireldus. Kui vdrdustest (¥ ) suurus y elimineerida (asen-
dades teises v¥rduses y tema avaldisega esimesest), siis loga-
ritmi definitsioon avaldub {theainsa v¥rdusena:

1 X
Pk (% )

= X ,ecccccc0000000000e
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1
Fuited: 1) 3837 2 g 2) 2 2
1 8
3) 52logg3, (108572 _ 2 _ o

logs,5 log,5 Lo
8) 8 o2 2> S 825)3 = 53 = 125,

Logaritmide aluseks k31lbab iga positiivme arv, vidlja ava-
tud arv 1, Viimane ei k&1lba selleks, sest arvu 1 k&ik astmed
on v3rdsed. Logaritmide aluseks ei k¥1lba ka negatiivne arv,
sest negatiivse arva m¥ned astmed pole reaalarwvud,

2% 59522325198:2@;9229"2529' Vaatleme mitmesuguste arvude
x logaritme tthel ja samal alusel a )1 (logaritme alusel 0< a<1
ei kasutata). Kui on tegemist logaritmidega ithel ja samal alu-
sel, siis alust ei tarvitse mirkida: logax = logx.
1) Arva 1 logaritm on igal alusel 0:
log 1 = 0, sest a° = 1,

2) Aluse logaritm v¥rdub arvuga 1:

loga=1, sest a = a,

3) Arvu kasvamisel kasvab ka tema logaritm:
kui X5 > Xy, siis ka logxe > 105:1 o

Kirjutades arvud x, ja x, v3rduse (* #¥) p¥hjal astmetena,
saame eelduse Xy > Xy kujul

log x log
a 2>a a 5

Lugedes ilma lshema pdhjenduseta ¥igeks, et ithe ja sama aluse
a>1 puhul suuremal astmel on ka suurem astendaja, saame:

log X5 > log X

4) Negatiivsetel arvudel ja arvul 0 ei ole logaritme, sest

alog By

on iga reaalarvulise astendaja (log x) puhul positiivme, s.t.
x> 0.
5) Arvust 1 vdiksemate positiivsete arvude logaritmid
on negatiivsed, sest kuli 0<{x<1, siis omaduse 3 p¥hjal
log x<log 1

ehk
log x< 0.
6) Arvust 1 suuremate arvude logaritmid on positiivsed,

87




sest kuli x » 1, - siis omaduse 3 p¥hjal
log x> log 1
ehk (omadus 1)
log x > 0.
Seejuures, kui 1< x < a, siis 0<log x < 1, ja kuil x> a,
siis log'x>1.
Naited: 1) 0 < log,3<1 (sest 1< 3< 4, omadus 6);
2) log,8 > 1 (sest 8> 5, omadus 6);
3) 108,0,5 < 0 (sest €< 0,5 < 1, omadus 5);
L) 1og36 > logq5 (sest 6 > 5, omadus 3).

suuruse Xx eksponer_xtfunktsiooniks, kui x , gs 8 on mingd
positiivne konstant (a#1).

Kujutame selle s¥ltuvuse graafiliselt eeldusel, et a>1,
niiteks a = 2, Selleks arvutame 2% viidrtused, mis vastavad
niiteks x t#isarvulistele vaﬁrtustele -3 kuni 3:

xL-3!-2I-1 B Y 1 B
Sl lrd . I1I | o] 8

Kujutades need vﬁartuspaarid graafiliselt saame jooni-
se 18, Bt x iga vairtuse juures 2% > 0, siis eksponentkdver
on kogu ulatuses pealpool x-telge, kusjuures x kasvades ka
y = e kasvab, Need kaks omadust on eksponentfunktsioonil a*
iga aluse a >1 puhuls

1) a* > 0; 2) kui x, > x4, siis ax2>a 1.

Kui astme aluns O <a < 1, nditeks a = %. siis

y-(§) '—;i’

mille graafikuna saame joonise 19, Siis _ 1

1) a*> 0; 2) kui X, > X4, siis a G
Kui a = 1, giis y = a* = 1, mille graafikuks on x-teljega pa-
ralleelne sirge 18bi punkti (03 1).

Kokkuvdte:

1) eksponentfunktsioon ax(a > 0) on x iga vHiértuse juures
positiivne;

2) argumendi x kasvades eksponentfunktsioon kasvab, kui
a > 1, ja kahaneb, kui 0 < a <1; :
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3) iga aluse 2 puhul (a > 0) eksponentfunktsioonl graafik
18bib punkti (03 1),
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Joonis 18. Joonis 19,

4. Logaritmfunkisiooni graafik. Suurust y nimetatakse

suuruse x logaritmfunktsiooniks, kui y = log x kus a # 1 on
mingi positiivme konstant (tavaliselt a > 1).

Selle s¥ltuvuse saame seosest y = a*, kui viimase lahen-
dame x suhtes ja vahetame selles tihed x ja y selle mirkiml-
seks, et endine vabalt muutuv suurus x on loetud s¥ltuvaks
muutujaks ja endine s¥ltuv muutuja y argumendiks:

kui y = a*, siis x = log,y ehk, vahetades tahised,

y = logax

Kirjeldatud seose t¥ttu eksponentfunktsiooni ja logaritm-
funktsiooni nimetatakse teineteise pddrdfunktsioce-
nideks,

Kujutame graafiliselt mingl logaritmfunktsiooni, n#iteks
funktsiooni y = 10521. Selleks anname x-le viirtused, millede
logaritmid on tiisarvud =3-st kuni 3-ni:

sl RARIR J‘l 4} 2

logyx | =3 [=2 [ =1 | 2155
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Vastav graafik on kujutatud joonisel 20

3 '///”’,,—;ng=&3zx
2 \ g
119

1 T, 3 I e TR R e X
..{ o~

-2

-3 : ' =
Joonis 20.

Punktis 2 k#sitletud logaritmide p¥hiomadused avalduvad
selles graafikus jirgmiselt:

1) graafik 13ikab x-telge punktis (130), s.t. log 1 = O;

2) graafik 1#bib punkti (25 1), s.t. logy2 = 13

3) logaritmfunktsioonl graafikuks on tSusev joon;

4) graafik asetseb tiielikult y-teljest paremal, s.t.
nullil ja negatiivsetel arvudel puuduvad logaritmid;

5) vahemikus 0<x < 1 on graafik allpocl x-telge, s.t.
nende arvude logaritmid on negatiivsed;

6) vahemikus x > 1 on graafik pealpool x-telge, s.t. nen-
de arvude logaritmid on positiivsed.

Kul logaritmide aluseks v3tta endise aluse a pdtrdarv %,
siis logaritmfunktsioonl graafikuks saaksime joone, mis on
x-telje suhtes siimmeetriline joonega y = log‘x (punktiirjoon
joonisel 20),

Kui tthes ja samas teljestikus kujutada eksponentfunktsioon

y= a* ja tema pddrdfunktsioon y = log, X, siils saame sirge y = x
suhtes siimmeetrilise joonepaari (joonis 21),
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Joonis 21.

§2. Logaritmimine ja poten t-
seerimine

1. Korrutise logariim. Logaritmi definitsiooni p¥hjal
3 logan

m=a 2 jan=a 3

kus a on logaritmide alus. ILeiame arvude m ja n korrutise:
log_m log.n log_m + log.n
B R R R el e e g -
Et arvude m ja n korrutise logaritm on astendaja, millega
alust a astendades saadakse korrutis mn, siis viimasest vdrdu-
sest -jireldub, et
log‘(ln) = loggm + log,n.

See jureldus kehtib ka rohkem kuil kahe teguri puhul, sest ithe
ja sama arvu a astmete korrutamisel liidetaksd astendajad iga-
suguse tegurite arvu puhul:

logg(mnp ... T) = log,m + logn + 108D + «ee + 10g,Te
Korrutise logaritm v3rdub tegggite logaritmide summaga,

2. Jagatige logaritm, Leiame arvude
log m log.n
BsR T jsnea €a
Jagatise:
los.n logan
m:ns=a : a

log.m —log.n
- 8a
Et arvude m ja n jagatise logaritm on astendaja, millega alust

a astendades saadakse jagatis min, siis viimasest v¥rdusest
Jéreldub, et
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log, % = log,m - log,n.

Jagatise logaritm v¥rdub jagatava logaritmi ja jagaja
logaritmi vahega,

log.l
3, Astme_logaritm. Et m = a

, 8iis

mn 9 (alogan)n s

Selleft jireldub, et

nelog m
= a

loggmn)- n log‘m-
Astme logaritm v¥rdub astendatava logaritmi ja astendaja

korrutisega.
4, Juure logariim. Ige juurt saab kirjutada astmena kujul

1
‘ —
\/G;= o™, Seepdrast juure logaritm avaldudb jirgmiselt:
3 logam

n 1.
log, Vm = log (m ) = : log.m =
a a n a n

Juure logaritm v¥rdub juuritava logaritmi ja juurija ja-
gatisega. ?

5. Avaldise logaritmimine. Algebralise avaldise logaritmi-
miseks nimetatakse tema logaritmi avaldamist avaldises leiduva-
te arvude logaritmide kaudu. Iga avaldise logaritmimine tugineb
punktides 1 kuni 4 k#sitletud korrutise, jagatise, astme ja juu-
re logaritmimise eeskirjadele, Summa ja vahe logaritmi avalda-
mine liikmete logaritmide kaudu pole v¥imalik, nii et n¥iteks
log(a + b) # log & + log b.

Nzited: 3
1) log 2;:45; log 2 + % log b - 4 log c.

5 2, Y77 _ 1 !
2 { /2;2&_;.2_1;; - 3
? log o.86 - 13,68 5 [? log 5,74 + 5 log 7,7
- (log 0,86 + 4 log 13,6)].

3) 1og (2 =V3)7 = 7 108(2 -\V3).
6. Doientgeerimine, Potentseerimiseks nimetatakse aval-

dise leidmist tema logaritmi jirgi., Juhinduda tuleb jErgmis-
test reeglitest:

1) logaritmide summa v¥rdub korrutise logaritmiga;

92

-




2) logaritmide vahe v¥rdub jagatise logaritmiga;

3) logaritmi ja mingi arvu korrutis v3rdub astme logarit-
miga; ;
4) logaritmi ja mingi arvu jagatis v¥rdub juure logarit-
miga; .

5) iithe. ja sama aluse puhul on vdrdsetel logarifnidel ka
v3¥rdsed logaritmitavad, ; ~

Nzited. 1) Leida x, kui log x = 3 log & + % log b - log c.
Teisendame v3rduse parema poole:

5
5 3../b
log x = 105(33) + log Vb = log e = 1032—512: >
JErelikult 5
al Vyp

X =

[+
2) Leida 3, kul 1log x = 3[ 5 log 37,8 + 5 log 0,94 -
(log 7,8 + 3 log 59,1)].

Teisendame vBrduso'parena _poole:
log x = 3[1081/37,8 + log (0,94°) - (log 7,8 + log (59,1%))] =

= 3 log _ﬂl—-—_—i-%-'s.ohs = los(M) 3

7,8 + 59,1 7,8 « 59,13

Jirelikult
o (222

7,8 » 59,1

§3.Kamnendlogaritmiad

1. EKymnendlogaritmide omadused. Kimendlogaritmideks ni-
metatakse logaritme alusel 10. Arvu & kiimnendlogaritmi margi-
me sfimboliga log a, Seega log a8 = b kul 10? = &,

Arve 10", kus n on positiivme v¥i negatiivne taisarv,
nimetatakse jirgutthikuteks, Jirguithiku 10" kiinmendlogaritm

v3rdub arvuga n : log(10%)= n,

Naiteks log 100 = 10g(10%) = 2; log 0,001 = 1og(10™>)==3.
Kirjutades jérguiihiku numbri 1 ja sellele jirgnevate v¥i eelne-
vate nullide abil, n¥eme, et jirguithikw kiimnendlogaritm vrdub
tema kirjutuses numbri 1 jH#rel olevate nullide arvuga v¥i sel-
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le numbri ees olevate nullide arvu vastandarvuga (kaasa arva-
tud null tervet), Muude ratsionaalarvude kiimnendlogaritmid on
irratsionaalsed., T¥estame seda vastuvditeliselt, oletades, et
mingi ratsionaalarva a # 10® (n - téisarv) kiimnendlogaritm on

ratsionaa]arvg, kus p ja Q on tiisarvud: log a = g. Siis loga-
ritmi definitsiooni pdhjal 10£ = a, Astendades v¥rduse m&le-

maid pooli arvuga q, saame 10P = al, Et 10P on jirguthik, al

aga mitte, siis saadud vdrdus pole v8imalik ja seega meie ole-
tus oli vale, Ratsionaalarvu a # 10" kiimnendlogaritm avaldub
1¥pmatu mitteperioodilise kiimnendmurruna, mille tiisosa nime-
tatakse logaritmi karakteristikuks Jja murdosa mantissiks.
Viimased antakse tavaliselt 3, 4, 5 v¥i 7 kiimnendkohaga. Kui
arvu logaritm on negatiivme, siis antakse talle kuju, kus ka-
rakteristik on negatiivme, mantiss aga positiivne. Selleks la-
hutatakse tiisosast 1, murdosaga aga liidetakse 1,

Nzide: log 0,5 = -_6, 36103 = 1, 69897, Viimases kirjutu-
ses mantiss on positiiwvme, karakteristik negatiivme, Selliseid
arve nimetatakse poolnegatiivseteks ja neid loetakse nagu "iiks
miinusega koma kuuskiimmend iiheksa kaheksasada {iheksakiimmend
seitse" v¥i "kuuskiimmend iiheksa tuhat kaheksasada iiheksakiim-
mend seitse"+ Arvu korrutamisel jarguthikuga 10" ehk teisiti,
koma nihutamisel arvus n koha v¥rra paremale (kui n>0) ¥v3i -n
koha v¥rra vasakule (kui n<0) tuleb liita arvu kiimnendlogarit-
mi karakteristikuga n, mantiss aga jitta endiseks, sest

1og( a « 10™) = log a + 10g(10™) = log a + n,

mis erineb arvu a logaritmist t#isarva n v3rra. Seet¥ttu on
arvudel, mis erinevad tiksteisest vaid koma asukoha poolest ar-
vus, iiks ja sama logaritmi murdosa,., Kiimnendlogaritmide tabeli
koostamisel piisab kui anda arvude 1 - 10 logaritmide murdosad,
sest nende abil saab leida k¥igi arvude kiimnendlogaritme,

Tuletame reegli arvu kiimnendlogaritmi txisosa mi#ramiseks,
Kui arvu a t#isosa on iilhekohaline arv, siis

1€ a< 10,

et 0< log a< 1,

mis nHitab, et log a tiisosa on 0, Nii n¥iteks log 7,85=0,8949.
Et iga n-kohalise tHiisosaga arvu saab kirjutada ithe ithekohalise
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tdisosaga arva ja 10n-1 korrutisena, siis eespool t¥estatud
teoreemi p¥hjal n-kohalise tiisosaga arvu kilmnendlogaritmi ka-
rakteristik on n-1,

Nuide: log 7850 = 10g(7,85 » 10°) = log 7,85 + log(10°)=

= 0,8949 + 3 = 3,8949,

Iga kimnendmurdu, mille tiivenumbrite ees on n nulli (kaasa ar-
vates ka tihelisi t#histav null), saab kirjutada ithe iihekohali-
se thisosaga arvu ja 10" korrutisena. Jirelikult selle kiim-
nendmurru logaritmi karakteristik on -n,

Niide: log 0,000785 = 10g(7,85 * 10™%)=

= log 7,85 + 1og(10™*)= 0,8949 - 4 = 14,8949,

Niisiis:

arvust 1 suurema tiisarva ja kimnendmurru logaritmi ka-
rakteristik on {the v¥rra viiksem arvu ti#isosa numbrite arvust;
arvust 1 viiksema kiimnendmurru logaritmi karakteristik sisal-
dab nii mitu negatiivset ithelist,kui mitu nulli on arvu tive-
numbrite ees (kaasa arvatud ka tthelisi tzhistav 0),

2. Aryutamine logaritmide tabelite abil. Logaritmide prak-
tiline viirtus seisneb selles, et nende abil on kerge leida
mitmekohaliste arvude korrutisi, jagatisi, astmeid ja juuri,
Eriti suurt t#psust mittenSudvate arvutuste puhul kasutatakse
neljakohalisi tabeleid, millede abil saame vastuses neli tilve-
numbrit, kusjuures viimane neist ei tarvitse olla ¥ige., Aval-
diste puhul, mis sisaldavad liitmist ja lahutamist, tuleb te-
hete komponendid arvutada eraldi. V, Bradise "Neljakohalistes
matemaatilistes tabelites" leldudb peale logaritmide mantissi-
de tabeli veel antilogaritmide tabel, mida kasutatakse arwvu
leidmiseks tema logaritmi jargi, Antilogaritmide tabeli kasu-
tamisel tuleb meeles pidada, et arvm tilvenumbrid leitakse ta-
belist logaritmi mantissi jargi (jattes seega karakteristikm
k¥rvale) ja koma asukoht arvas miiratakse karakteristiku jar-
gl, Trigonomeetrilisi funktsioone sisaldavate avaldiste vdirtus-
te arvutamiseks on tabelitekogudesse paigutatud ka trigono-
meetriliste funktsioonide logaritmid, Selgitavad mirkused ta-
belite kasutamise kohta_on lisatud tabelite juurde,

Niited. 1) Leida V/857.

Tshistame otsitava tdhega x; siis
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log x = % log 857 = 7 + 2,9330 = 0,4190.

Antilogaritmide tabeli abil leiame, et
: x = 2,624,
.
2) Arvutada 4103 o 503.2
19,14 « sin 7741
Kui mirgime avaldise viirtuse tihega x, siis

log x = 2 log 4,193 + 5 log 503,2 - log 19,14 =

- log sin 7°41",
Arvutamise h¥lbustamiseks kasutame jirgmist skeemi:
2 log 4,193 = 2 « 0,6225 = 1,2450

% 108 503,2 = 5 + 2,7018 = 1,3509

log 19,14 = =1,2819 = 2,7181
log sin 7°44' = 71,1261 = 0,8739
log x = 2,1879
x = 154,1,
Niites on kasutatud lahutatava teisendamist liidetavaks,
See toimub nii, et t#isosast lahutatakse 1 ja murdosaga 1lii-
detakse 1:

=141
- 1 2319 = 2,7181;
-131
- T,1261 = 0,8739.

3) Arvutada v/‘;—;;

p 9 \#::
51,22 \/
0,497

2 log 0,256 = $-T,4082 = %.2,2246 = T,1123

log M =

-1 +1
--2 log 51,22 = -2-1 7095=-0,8548 = T,1452
A ~h+h -141
- § log 0,082 = —4+¥,9138=-T,8190 = 0,1810
log x = 27,9356
x = 0,08622,
4) Arvutada 5
x = o 2558 ¥0,021 _ 4000%1,




Arvutada tuleb ositi, sest avaldises esineb vahe, Tdhista-
me vidhendatava tZhega 2 ja lahutatava tihega b ning arvutame a

ja b: By
L
P 2§,§;50!02 ;

log 25,8 = = 1,4116
110g 0,021 = } + Z,3222 = T,1611

-log 3,512 = -0,5455 = T,4545
log a = 0,0272
a = 1,064

b = 100022 1=(10%)257210%3; 10g b = 0,3
b= 1,995,
Asendame antud avaldises a ja b leitud viidrtustega:

5 5 5
x = V1,064 - 1,995 = V0,931 = - V0,931;

5
-x = vV 0,931; log(~x) = %log 0,931 = % - T,9689 = T, 9938;

-x = 0,9858
x = -0,9858,

-§4, BEkxsponent- ja logaritnm-
vdrrandid

1. Eksponentv3rrand. Eksponentvdrrandiks nimetatakse v¥r-
randit, kus tundmatu esineb astendajas. Uks eksponentv¥rrandi
lahendamise v¥te pShineb jirgmisel astmete omadusel: kui fthe
ja sama arvu astmed on vdrdsed, siis on v¥rdsed ka astendajad.
Teine lahendamisvdte: logaritmitakse vrrandi m¥lemaid pooli.

Vaatleme nende vdtete rakendamist jirgmiste n#idete juures.

2-x _ 256
llid‘ 1 ° 0 25 = .
—_— Y oX+

Teisendame v¥rrandit nii, et selle m¥lemad pcoled oleksid

vhe ja sama arvu astned:a
PP = fgy s A0SR

Astmete vdrdsusest jireldub astendajate v¥rdsus:
=2(2-x) = 8 = x = 3;
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v3rrandi lahendamisel saames

X = 3.
Kontroll: o
0,252 = (P! = 8;
B - -k
2 T~ St
Niide 2,
Ry 10,

Logaritmime v3rrandi m&lemaid pooli:
x log 2 = log 10,

log 10 1 B
x = foi7 = 53070 = 3,322

Viimase arvu saamiseks kasu%ane pédrdarvude
Nulde 3.  ,x+2 , ;X _ 3y

8% 42 4 4% = 3

5%(1641) = 31;

Seega

22X _ p;
2rm 13
1
I‘E-
Niide 4.
322 _ 40 . 3% 4 3= 03

(6 1 B TS B U e kO 0 N
Tzhistame 3% tzhega z, Siis v3rrand saab kuju
322 - 108 + 3 = 0,
millest leiame:
%4 =35 8, =
Edasi saame kaks eksponentvdrrandit:

1) 3®=3 3%
11 = 1; le-1.

Nzide 5.
Haide 5 R e

Jagame v3rrandi m¥lemaid pooli arvuga 9*:
G+ B* = 1.
T#histame (3) tahega %z, Siis v3rrand on:
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52 + % =1=0;

S AV
24 '_‘1‘%‘/‘—5"; ) ’“"—1'2"'2'

K&lbab ainult esimene l:uhend, sest (%Dx peab olema positiivne:

(%)xa[ii—l.
Logaritmides selle vd¥rrandi pooli,saame avaldada x:
g o l08(V5 1) ~log2
log 2 - log 3

dit, kus tundmatu esineb logaritmitavas avaldises. Logaritmvir-
randi pShiliseks lahendamisvdtteks on potentseerimine, Et po-
tentseerimisel v¥ime saada v¥rrandi, millel on rohkem lahendeid
kui lshtevdrrandil, siis tuleb logaritmvdrrandi lahendeid ikka
kontrollida,
Nzide 1,

log (2x + 1) = log x;
2x + 1 = x3
x= =1,
V¥rrandil puudub lahend: v3rrandi m¥lemad pooled kaotavad mEt—
te, kui x = -1,
Nzide 2, 108(1% = 0;
2 log x = 05 log x = 05 x4 = 1.
Lahendades teisiti:
lqg(xz)= log 1; x2 =4 x» 31,
ndeme, et esimesel viisil lahend -1 1l#ks kaduma,
Eiide 0. log(x+1) + log(x - 1) = log 3
log(x + 1)(x - 1) = log 3
xz = 45 x4 = 25 X, = =2,
Kontroll niitab, et lahend x, = -2 on v¥3rlahend.
Naide 4. log(x + 6) = X log (2x - 3) = 2 - log 25
2
log (x + 6) - % log(2x - 3) = log 100 - log 25

2 log(x + 6) - log(2x - 3) = 2 log 1%%

2
logggiizég- = log 16

2
x + 6
o = 16
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x2 +12x + 36 = 32 x - 48

x° =20 x + 84= 0
x4 = 14
= 6,
Kontroll: 1) log(14 + 6) = %108(28 - 3) = log 20 - %10325=
= log 20 - log 5 = log 4;-
2 - 1log 25 = log 100 - log 25 = log 4;
111 = 14 on lahend, 4
2) log (6 + 6) = 5 log(12 = 3) = log 12 - 5 log 9 = log 12 -
- log 3 = log 4; x, = 6 on la-
hend,

Vi, UHENDID, NEWTONI BINOOM

§1.Uhendiad

1 ariatsioonid. Mitmeid loodusobjekte ja {thiskonnanih-
tusi saab vaadelda lihtsamate objektide v3i nihtuste ithendite-
na, Nimetame neid lihtsamaid objekte v¥i nshtusi tihendite ele-
mentideks, Niiteks keemiline i#thend koosneb keemilistest elemen-
tidest, k¥ne koosneb sdnadest, viimased omakorda hiilikutest,
kiinmendstisteeml arva kirjutus koosneb numbritest 0, 1, 2...,9,

thendriik koosneb riikidest jne, Allpool vaatleme kolme 1iiki

tthendeid: yvariatsioone, permutatsioone ja kombinatsioone.

Yariatsioonideks m elemendist n-kaupa nimetatakse ithen-
deid, millest igatiks sisaldab n elementi antud m elemendi hul-
gast ja mis erinevad fiksteisest kas elementide endi v¥i nende
jarjekorra peolest. 3

Niiteks k¥ik kahekohalised arvud, mis on kirjutatud numb-
rite 1, 3, 5 ja 7 abil ( teisi numbreid kasutamata) , on va-
riatsioonid 4-st elemendist 2-kaupa.

Variatsioonide arvu m elemendist n-kaupa tihistatakse
stimboliga A7, Leiame valemi A} arvatamiseks.

0lgu meil m elementi

a, by 0y dy eee 4 ky 1,
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Variatsioonid iihekaupa2 on need elemendid ise, iiksikult

vaadelduna, Seega

A:n:m,

Koostame antud elementidest variatsioonid kahekaupa, Sel-
leks ithendame esmalt elemendi a iga tilejdinud m-1 elemendiga,
siis elenendi b iga iile j4inud m-1 elemendiga jne., 18puks 1
iga iilejgédnud elemendiga:

ab, ac, ad, ... 4 3k, al
ba, bc, bdy ¢.. 4 bk, b1
1a, 1b, 10y ccscesess 1Ko

Saime tabeli, milles on m rida, igas reas m-~1 ithendit.
Selles tabelis leiduvad k¥ik variatsioonid m elemendist kahe-
kaupa, tihendab

A: = m(m - 1).

Variatsioonide moodustamiseks kolmekaupa v3tame iga va-
riatsiooni kahekaupa ja iihendame selle jir jekorras iga illejis-
nud m-2 elemendiga, mis v¥etud ithendis ei esine. Nii saame ithen-
dist ab jargmised m~2 ithendit kolmekaupa:

abc, abd, ... , abk, abl,

Moodustades igast variatsioonist kahekaupa m-2 variat-
siooni kolmekaupa, saame neid m-2 korda rohkem kui on variat-
sioone kahekaupa, Tihendab,

Azl(l—Z)-Li
ehk

AZ an (m-1)(m - 2).
Jitkates ithendite moodustamist samal viisil, saame:

A: = (m - 3)-A2 =m(m - 1)@ - 2)(m - 3);

8 = (m-4) Adam(m - 1)(m - 2)(m - 3)(a - 4).
Uldiselt: 3
A2 =n(m-1)(m-2) s [@a-(a-1)].
Saadud valemi v3ib s¥nastads jargmiselt: k¥igi v¥imalike

variatsioonide arv m elemendist n-kaupa v¥rdub n Jjirjestikuse

tdisarvu korrutisega, milles suurim tegur on m.
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Naited: 4y Ag = 7.6.5¢4 = 840,

2) Mitmel erineval viisil v3ivad 40 koosolekust
osavdtjat valida endi hulgast koosoleku juhatuse koosseisus
juhataja, tema asetditja ja sekretir?

Iga v3imalik juhatuse koosseis (juhataja X, tema asetdit-
ja Y ja sekretér Z) kujutab endast itht variatsiooni 40 elemen-
dist 3-kaupa, sest kaks koosseisu loeme erinevaks, kul samade
isikute X, Y, Z vahel on ametid jaotatud teisiti. Seega erine-
vaid viise juhatuse moodustamiseks on:

3
Aao = 40-39.-38 = 59280.

tatakse ﬁhendeidl mis sisaldavad k¥iki antud elemente ja eri-
nevad tiksteisest ainult elementide jirjekorra poolest.

Seega permutatsioonid on niisugused variatsioonid, kus
igas tthendis esinevad k¥ik antud elemendid. Sellest jdreldub,
et permutatsioonide arv m elemendist
B, = A: snln ~ e =2) weifmalme1din

= nfm -1~ 2) jue 1

ehk

Pm mePra O s i

KSigi v¥imalike permutatsioonide arv m elemendist v¥rdub
naturaalarvude 1, 2, ,..m korrutisega.

Naturaalarvade korrutist 1.2.3 ... m nimetatakse m fakto-
riaaliks ja tzhistatakse stimboliga m! Niiteks 5! = 1:2.3.4.5 =
= 120,

Permutatsioonide arv m elemendist avaldub niiid valemiga

Pm = m!

Niide. Mitmel viisil v¥ivad 4 reisijat istuda neljakohl—

lises kupees?

PA m 41 = 1.2.3:4 = 24,
seega 24-1 viisil,

3. Kombinatsioonid. Kombinatsioonideks m elemendist n-kau-

pa nimetatakse iithendeid, millest igaiiks sisaldab n elementi an-

tud m elemendi hulgast ja mis erinevad iiksteisest vihemalt ithe

elemendi poolest.
Seegza kaks kombinatsiooni m elemendist n—kaupa ei loeta
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erinevaks, kui nad sisaldavad samu elemente, kuid erinevas
jar jekorras: elementide j#rjekord kombinatsioonis ei ole olu-
line,

Kombinatsioonide arvu m elemendist n-kaupa tzhistatakse
stimboliga c;. T¥estame, et

n
n m
c_ = .
AT

Selleks kujutleme, et igas kombinatsioonis m elemendist n-kau-

pa tehakse k¥ik v¥imalikud permutatsioonid (mida on Pn); siis
flhest niisugusest kombinatsioonist saab Pn uut tthendit; C:

niisugusest kombinatsioonist saabd c: . Pn tthendit, Need uued
tthendid on aga variatsioonid m elemendist n-kaupa, Tdhendab,

B oA
= AR -
Cqp * B, = A, millest C, 7 -

Kombinatsioonide arv m elemendist n-kaupa on v3rdne va-
riatsioonide arvuge m elemendist n—kanpg;nis on jagatud permu-
tatsioonide arvuga n elemendist.

Niide 1. Kombinatsioonide arv 4-st elemendist 3-kaupa on

: 3
C?{:;iﬂh. '2-#.

3
Kui elementideks v3¥tta a, b, ¢ ja d, siis kombinatsioonid

neist 3-kaupa on

abc, abd, acd ja bed.

Naide 2, Brigaadis on 12 t8tlist, Teatud iHlesande tiitmi-
seks tuleb neist v#lja saata 5-liikmeline riihm, Mitmel viisil
v8ib sellist rithma koostada?

Kaks rijhma saab lugeda erinevaks, kul nad erinevad vihe-
malt tthe t86lise poolest. Sellest nihtub, et tegemist on kom-

binatsioonidega:
- 12.11.10.9-8

c?z - - . . ool 792 «
Rtthma saab koostada 792-1 viisil,

Mirkus. Kombinatsioonide arva m elemendist n-kaupa tihis-
tatakse ka sumboliga (§), mida loetakse "m iile n",
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4, Valem Cn c"n. Kombinatsioonide arv m elemendist

¢ '*p""’ o(m - 1)(m - 23;.. (m-n+1),

n

n-kaupa

Laiendame saadud murdu korrutisega
(m - n)(m - N - 1) ese 3'2'1 = (m - n)!

Murru lugejas on niilid m!,seega
c® - m! a3
m - ni{m-n)!
Rakendame tulemust selleks, et arvutada kombinatsioconide
arv m elemendist (m-n)-kaupa:

cl-n _m! = m! 5

= (m=n)!(m -(m-n)]! (m-n)! n!
V3rreldes kahte viimast avaldist sz2ame, et
n D1

Cp=Ch
Seda seost on soovitav kasutada arvutamisel sils, kui

n > 5 m. Mepoolest, C;4, arvutamiseks tuleks kirjutads murd,

.

mille lugejas ja nimetajas on 97 tegurit (enamiku neist saab
taandada), Lihtsam on aga:

c27? 100-97_ 3 100-99:98 _
100 c1 0100 -_172252. 161700.

Mirkus. Bt Cj = 1, siis loetakse, et ka Co = Cp = 1.

§2. Newtoni binoonm

1. Bingomvalemi tuletamine. Korrutades kaks erinevate
liikmetega binoomi a, + b1 ja a, + ba,saame hulkliikme, millel
‘on 22 liiget, kusjuurea igas liiknos on kaks tegurit, neist tiks
kummagl binoomi liikmete hulgast:

(a1 + b1)(a2 + ba) % 3,8, + a,b, + bya, + b,b,.
Kui selle v¥rduse pooli korrutada kolmanda binoomiga 33 ¥ b3,
siis paremal saame hulkliikme, millel on 2°liiget, kusjuures
igas liikmes on kolm tegurit, neist ilks igast binoomist:
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(a1+b1)(az+b2)(33+b3) = 84353, + a8, +e,by8, +a1b2b3 +
+ b1aaa3 + b1azb3 + b1b283 + b1b2b3.
Kerge on nzha, et kui korrutatavate binoomide arv suure-
neb ithe binoomi v3rra, ziis
1) korrutamisel szodava hulkliikme liikmete arv kasvab
kahekordseks;
2) igasse liikmesse tuleb tegurina juurde uue binocomi iks
liige.
Sellest jireldub, et n binoomi korrutamisel (kui nende
liikmed on k&ik erinevad) saadakse hulkliige, mille
1) liikmete arv on 27;
2) igas liikmes on n tegurit, neist iks iga binoomi 1iik-
mete hulgast;
3) liikmete hulgas esinevad k¥ik vSimalikud kombinatsioo-
nid n elemendist, milleks on n binoomi tiks v¥i teine liige.
Hulkliikme 1iikmeid saab liigitada selle jirgl, mitu bi-
noomide teist liiget b, (v3i esimest liiget ni) on hulkliikme
liikme tegurite hulgas, Kui mingis liikmes on b1 teguritena
k“korda, siis a8, on seal teguritena n - k korda, ja neid 1iik-
meid on hulkliikmes nii palju, kui suur om CX ehk ¢2°K.
Niisiis:
(a4+b4)(a,4b,) .. (.n-1+bn-1)(‘n+bn) -

3O IR R & Y Vo ueet Sigl SRR et ) +
i 2 e 571'2 i 192 n=-1 "n’

N 1 ~"
ainult tegu- C, liiget tihe teguriga b,
rid a :
+\(b1b2.3 see an + ooo*a1aa oo"n_z bnp1 bn)1+ see + b1b2000 bno
. S DR ainult Yegu-
n 11iget kahe teguriga b, rid b,

Asendades selles v¥rduses binoomide esimesed liikmed arvu-
g2 a ja teised liikmed arvuga b, saame valemi binoomi & + b ast-
me arvutamiseks:

(a+b)® = a® 4 o} a® b 4 c2aP P2

2 b + cgan'3b5+... +b°,
Seda valemit nimetatakse Newtoni binoomvalemiks., Valemi
paremat poolt nimetatakse binoomi astme arendiks.
Algebra algkursusest tuntud valemid (a £ b)? ja (a % 1)>
arvutamiseks on Newtoni binoomvalemi erijuhtumid,
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Naited, 1) (a + )5 =
a5+cép,4‘b+c§a5b2+cgazb3+cgn]‘b4+b5=

a5 + 5 a% + 10 a%Z + 10 a%% + 5 av? + VO,

2) (1+x)6=1+céx+c%xz+ & x 5+ch‘+ch5+

6=14+6x +15x2+2o::3 +15x% + &5 + x5,

[}

L g

3) (x=1)7 =x" + cF 28 (a1) + &2 («1)% + of xH(-1)3 4
7
+ o4 25(-1)% + c§ xz(.1)5 +05 x(~1)8+ (-1)
=z = 7x% + 2125 - 352% + 35x° - 21x°% + 7x = 1.
2+ Binoomi astme arendi #ldliilme valem., Bilnoomi astme
arendl k3igil liikmeil on iiks ja sama struktuur: p
(a+b)® = c0a%5% + ¢2 &bt + Za™ R4 L., + Blgpl s
+ 0} %", sest C) = Cp = 1 ja b° = &% =1, Arendl 1illmete

fihtse ehituse td3ttu saab nende arvutamiseks anda theainss va=
lemi - 11dliikme valemis

S ck nekple Bl n=kpk
k.(n"k)o

Selles valemis k + 1 on arendl liikme jérjenumber (esimese

liikme puhul k = O, teise liilme puhul k = 1 jne.), Tyyq Om

arendl.liige jérjenumbrige k + 1, Andes valemis k-le vElrtused
0, 1, ¢ee , n,saame JHrjekorras kdik arendi liikmed. Valem
leiab kasutamist peamiselt siis, kui on vaja léilda ainult mdne
da tksikut arendl liiget. .

Naited. 1) Leida (2 = —a-) arendl 6, liige.

5
Ts='.l'5+1=05an"5b5=cs'24‘ (=% =
)
9:8:7:8 04, x°VE el
Y T 25 =-65x? V.
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3
2) Leida { Vx + )" arendi liige, milles X puudub.

L
v
Asendame t11dliikme valemis

k _nek .k
= cn a b

suurused n, & ja b andmetega ,
n=15’a=\/;=x3’b=_l'—=12:
vx
1 -1 x
116k =% k G -g
k(xS 2 5
Tei * U O x°) =-cl{5:: L

Et otsitavas liikmes x puudub, sils sasdud #ldliikme avaldises
x astendsgja peab vdrduma nulliga:

5-%-%:0.

Selle vdrrandi lahendamisel seame k = 6, Otsitav liige on seega

= nB
Ty = Cig o

3e Binoomkordajate summa. Binoomi astme arendi kordajaid

ne=2 =l
AT o T e T

ehk taandatult

nah e sl dy

e

nlmetatakse binoomkordajalks. Ful binoomvalemis

(0 + B)% =2+ cf a™1p + 02 an=2p24 4 020202 4
% ci“.bn-l + po
asendadg a = b = 1, saame
- 1 :
2n—1+cn+c§+ oco"’cla!"'ci*"l,

millest ndhtub, et binoomkordajate summae v3rdub arvuga 2“, kus
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n on binoomi astendaja. Ful bincomvalemis asendada a arvuga 1

a b arvuge .l, siis saame:
3 ’

o=1-c3;+c§-cg+...+(-1)n.

Sellest ndhtub, et paarisnumbrilistel kohtadel seisvate binoom=

korda jate c}], cﬁ, see Summa vdrdub paaritunumbrilistel kohta-

del seisvate kordajate 1, C§, see SUMMAZA.

Néide. Kui n = 6, sils binoomkordajad on

1
1, cso 026, c‘:’;. C%, C%, 1
ehk
2,:6p 18, 20, .15; 6;'1,
binoomkorda jate summa
146+15+20+ 15+ 6+ 1 =064 Ja ka 26 = ¢4,
paarisnumbrilistel kohtadel selsvate korda jate summa
6+ 20+ 6 =32

Ja ka paaritunumbrilistel kohtadel seisvate kordajate summa
1+156+15 + 1 = 32,

BT B0 X0 R D

Lk.
ARITMEETIKA JAL ALGEBRA

I. REAAL- JA KOMPLEKSARVUD

§l. Fiaturaalarvud
l. Naturaalarvu mOiste....cocc0000cvvcee olo b Bitrain s v e el am
2. Naturaalarvu lahutamine algtegureiks ... ............
3. Arvude vHhim fthiskordne ....cccccecocacccscecsocsns
4. Arvude suurim Hhistegurecscccocecescevcsossscarcscvane
§2.Ratsionaalarvud
1, Ariheetilised tehtedeccesocccscovscsacessccnccccnses
2. Harilikud murru@ecceccesceccesosccscssccccccsassasas
3¢ Kimnendmurrudescescsccasssccsesscscsscecoscsssssacssscsces 8

4. LOpmatu perioodilise kiimnendmurru teisendamine hari-
TARUKS BUTINKBs oo cocssnanasovssdbsesesaissssnssetnes 9
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b
5e
6.

1.
2-
3.

§ 3. Irratslonaalarvud
l. Arvu astendaminescccececoccvecsscccessscacsssssscscss
2. ATV Juurilineccccccscccoscesccosvscosessscessensases
3., Irratsionaalarvu m0isteeccecccccccceccsssacescovanee
4. Ruutjuure ligikaudne leidmine antud tdpsusegacecesces
5. Astme mOiste iildistamines..cesecsccccccscceosccosncncen
§ 4. Nimega arvud
l. Suuruste mOOtmine.cccvceoecccsccscccccccscancasesnsne
2. Tehted nimega arvudegaessecccococscsccscsccscvoscsscss
3. Proteendid.cccococecccessssoscsccscsssnscscssssccsse
4. VOrdeline jaotamine...cceosevceccccccccsccossssccssns
§ 5. Reaalarvud
l. Reaalarvu mOisteeccsceccsovscccscssssccccsocsssssscnse
20 AYVBIrgO@scessioccssccncsecresesoscosasnsssossssssssnss
3. Reaalarvu absoluutvalrtuB..csececosccsscnssssssnccce
4. Aritmeetiline keslmine ja geomeetriline keskmine....
§ 6. Eompleksarvud
1. Komplokearyu mO18te . iscosssssersaviossonsasnconsnne

2. Kompleksarvu geomeetriline kujutamine ja trigono-
meetriline KujUecccosossocnscsccccosccsnsencsnscnnnssne

3. Neli pOhitehet algebralisel kujul antud kompleksar-
VUACEBescocsosvesvosessnsocsssesssasscsssssssssssnss

II, ALGEBRALISTE AVALDISTE TEISENDAMINE

§1.Tehted #Hksliliikmetega Ja
Rulkliikmetega »

UkBliig€ ccieeecsccscccscocctecscsccassssnscscsnsccsoce

fksliikmete liitmine ja lahutamine, Hulkliige seec.vcee
Uksliikmete korrutamine, jagamine ja astendamine .....
Hulkliikmete liitmine jJa lahutamine ...ccvoccccecccccce
Hulkliikme korrutamine tiksliikmega ja hulkliikmega ...
Hulkliikmete korrutamise abivalemid ..ccecccceccccsccne
Hulkliikme jagamine #tksliikmega ja hulkliikmega ......

§2,Hulkxliikme lahutamine
tegureiks
Tegureiks lahutamise lihtsamad vitted ...cecccececcce
Ruutkolmliikme lahutamine tegureiks ,...cccccoccccccee
Bezout' teoreem hulkliikme jaguvusest binoomiga x - a
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Murdude pEhiom8dusS scceceesoccescscsccssssscssccscsnce 34
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§4, Juuravaldiste teisendani-
ne

Pehted Sunttegh doll N i N it i e s isneis disveass: 39
Korrutise, Jagatise ja astme juurimine SRR YR )
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Tehted ratsionaalsete astendajatega astmetega ,....... 38

III, VURRANDID, VURRATUSED, FUNKTSIOONID
§ 1. V8&rdauns ja vSrrand

V¥rduse, samasuse ja vdrrandi m¥iste ...cc.ccccece0eee. 39
V¥rrandite samavidirsuse m¥iste ...eecececcecsscccccccs 40
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v¥rrand 42
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S o s L L R T SRR R SRR S L S R B AR T
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CTAOER  CROP R 5 ot 54 s mal'stninsdissianiorsssssstaiatnl
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Biruutvdrrand 0 P 000000 ers009000000000080000000ssc0s00econ 51
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he tundmatuga

1. Uhest lineaarsest ja tthest teise astme v¥rrandist koos-

ROV  SUBTAGM o s iasrsnessassase s anssesasse wEstsiiessondais 3
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5e
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3.

1.
2.
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1.
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