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SISSEJUHATUS

Tehnikumi kaugoppeosakonna teise kursuse - Gpilastel tuleb
oppeaasta jooksul matemaatikas 14abi to6tada kolm koondiilesannet.
Igale koondiilesandele jiargneb vastava kontrollt6o iithe variandi
lahendamine.

Koondiilesanne nr. 4 sisaldab jargmised teemad:

1) logaritmid *;

2) arvutusliikat;

3) liitmisteoreemid,;

4) trigonomeetriliste funktsioonide summa ja vahe teisenda-
mine korrutiseks;

5) trigonomeetrilised p66rdfunktsioonid;

6) trigonomeetrilised vorrandid,;

7) pohilised seosed kaldnurkse kolmnurga elementide vahel.

Koondiilesanne nr. 5 sisaldab jargmised teemad:

1) sirged ja tasapinnad;

2) kahe- ja mitmetahulised nurgad;

3) hulktahukad.

Koondiilesanne nr. 6 sisaldab jargmised teemad:

4) poordkehad;

5) iithendid. Newtoni binoom **.

Kontrolltéode variandi valikul juhinduge alljargnevast:

a) kontrollt66 esimese variandi lahendavad "Gpilased, kelle
perekonnanime algustdht on A kuni E;

b) kontrollt6o teise variandi lahendavad oOpilased, kelle pere-
konnanime algustdht on F kuni L;

* Teemas «Logaritmid» on kiisimused liitprotsentidest, tédhtajalistest hoius-
test ja maksetest ette ndhtud ainult majandustehnikumide ja -osakondade Opi-
lastele. Need oOpilased lahendavad ka vastavad iilesanded kontrolltoost nr. 4.

** Teema 5 on ette ndhtud ainult majandustehnikumide ja -osakondade opi-

lastele. Need Opilased lahendavad ka selle kohta kdivad iilesanded kontrolltost
nr. 6.
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¢) kontrollté6 kolmanda variandi lahendavad opilased, kelle
erekonnanime algustdht on M kuni S;

d) kontrollt66 neljanda variandi lahendavad opilased, kelle
erekonnanime algustidht on T kuni U.

Kirjandus

A. Kanuun Kypc aare6pnl. T'ocrexuspar (edaspidi — Kalnin).
.P.Kisseljov. Algebra opik keskkooli VIII—X Kklassile, II osa. RK «Peda-
googiline kirjandus». Tallinn (edaspidi Kisseljov, Algebra II).
A. LaritSev. Algebra iilesannete kogu, II osa, keskkooli VIII—X Kklassile.
RK «Pedagoogiline kirjandus». Tallinn (edaspidi — LaritSev, II).
II. Augpeesn. Kypc snementapnoii reomerpun. Iocrexusmar (edaspidi —
Andrejev).
P. Kisseljov. Geomeetria. Stereomeetria XI klassile. Eesti Riiklik Kir-
jastus (edaspidi Kisseljov, Geomeetria II).
. A. Robkin. Geomeetria iilesannete kogu. Stereomeetria XI klassile. Eesti
Riiklik Kirjastus (edaspidi — Robkin, II).
SI. KoxeypoB. Kypc tpuroHomerpun. I'ocrexuzpar (edaspidi — KoZeurov).
A. Robkin. Tasapinnaline trigonomeetria. Opik keskkooli X klassile.
RK «Pedagoogiline Kirjandus». Tallinn (edaspidi — Robkin, Trigonomeet-
ria).
. Novosjolov. Trigonomeetria. Keskkooli IX—X klassile. Eesti Riiklik
Kirjastus. Tallinn (edaspidi — Novosjolov, Trigonomeetria).
.A.Robkin. Trigonomeetria iilesannete kogu keskkooli X klassile. RK «Peda-
googiline Kirjandus». Tallinn (edaspidi — Ro&bkin, Trigonomeetria iiles-
annete kogu).
.Stratilatov. Trigonomeetria iilesannete kogu IX—XI klassile. Eesti Riik-
lik Kirjastus. Tallinn (edaspidi — Stratilatov, Ulesannete kogu).
.M. Bradis. Neljakohalised matemaatilised tabelid.
. Borkvell. Arvutusliikati teooria ja kasitsemine. Eesti Riiklik Kirjastus
(edaspidi — Borkvell, Arvutusliikat).



KOONDULESANNE NR. 4

ALGEBRA
Teema 1. Logaritmid

Logaritmi moiste. Poordfunktsiooni moiste. Otsese ja poord-
funktsiooni graafikute vaheline seos. Logaritmifunktsioon kui eks-
ponentfunktsiooni poérdfunktsioon. Logaritmfunktsiooni graafik.
Logaritmfunktsiooni omadused, kui logaritmide alus a > 1. Kor-
rutise, jagatise, astme ja juure logaritm. Uksliikmete logaritmi-
mine. Potentseerimine.

Kiimnendlogaritmid ja nende omadused. Logaritmi karakte-
ristik ja mantiss; tdienduslogaritm. Logaritmide tabeli ehitus ja
arvutusi logaritmide tabeli abil. Moodul iileminekuks iihest loga-
ritmide siisteemist teise. Logaritmide tabeli kasutamisel tekkiv viga.
Eksponent- ja logaritmvorrandid.

Majandustehnikumide ja -osakondade opilastele: Liitprotsendi
valem. Ulesanded tahtajaliste hoiuste ja maksete kohta.

Kirjandus

1. Kalnin. § 105—127, harjutused: 1—6, 10, 18, 19, 22—30, 35—38.

2. Kisseljov. Algebra II, § 101—121.

3. Larit8ev, II. Ulesanded nr. 281, 824, 841—846, 859, 860, 867, 872, 874, 883,
890, 901, 904, 905, 908, 917.

;11 Kalnin. § 172—174, harjutused: 1—11 (majandustehnikumide ja -osakon-

ade opilastele).

METOODILISED JUHENDID

Teema labitootamist tuleb alata logaritmi moiste omandami-
sega.



Antud arvu logaritmiks antud alusel nimetatakse astendajat,
millega tuleb astendada alust, et saada antud arv:

loge M = x, see tdhendab, et a*=M,

kus a on logaritmide alus, M — antud arv ja x on selle arvu loga-
ritm.

Pidage meeles, et logaritmide alus on positiivne arv. Niiteks:
logs 64 = 3, sest 4% = 64.

Voib esineda kolme liiki iilesandeid:
1) logs X==5; x=20+32:
2) log.16=2; x?=16; x=4(sest logaritmide alus on posi-
tiivne);
3) log52—15=x; 5":%; x = —2, sest 5‘222—15.

Keerulisemaid iilesandeid tuleks lahendada jargmiselt:
1

Leida arvu —— logaritm alusel 3.
3y81
Lahendus:
logs 51 =X, siit3x=+;
3Y81 3y81
R SR g W, S At . s 20 |
S R = e 3F =38
SYBECL Sk 8P a8

Kui astmed on vordsed ja ka astme alused on vordsed, iihest
erinevad positiivsed arvud, siis on vordsed ka astmenditajad.

Jarelikult x = — %

Logaritmfunktsiooni omadused:

1. Negatiivsetel arvudel ei ole logaritme. Néiiteks proovime
leida arvu (—9) logatrimi alusel 3. logs(—9)=x, siis 3* = —9.
Kuid 3* ei saa olla negatiivne mitte ithegi argumendi x viartuse

Kofral (32 =19, 3% l=% ). Seetdttu negatiivsetel arvudel logaritme

olla ei saa.
2. Arvu 1 logaritm on null.

logs 1==0, sest a®=1.

3. Aluse enda logaritm on 1.
log,a=1, sest a! =a.



4. Uhest suuremate arvude logaritmid on positiivsed ja iihest
viiksemate arvude logaritmid negatiivsed (kui @ >1).

Néditeks: logs9=2; logs—é—= —2.
5. Suuremale arvule vastab ka suurem logaritm (kui a > 1).

Niditeks: logs9=2; log; 81 =4.

On vajalik tunda vordust: a'%8aM = M.

Toepoolest, olgu a'°taM = x; logaritmime selle vorduse mole-
mad pooled alusel a: log, M - loga a = loga X, kuna log, a= 1, siis
loge M = log, x. Kui logaritmid on vordsed ja alused on vordsed,

siis peavad ka arvud vordsed olema, s.t. x= M, mida oligi vaja
toestada.

Niditeks: 35 —=5;
3 210835 — 25  gest 21085 — Z1ogs* — 52 — 95

Logaritmfunktsiooni omadusi voib naha graafikult, ehitades néi-
teks funktsiooni y = logs x graafiku.

Omandage hésti korrutise, murru, astme ja juure logaritmi-
mise reeglid. Pidage meeles, et summat logaritmida ei saa.

Nédited: 1) log(abc)=loga— logb - logc;

2) log(;2)=loga —(log b+ log ¢);
3
3) 1og(1/—“2—)=_ (2 log a — log m — 2 log n);
4) log(a+ b)=log(a—+ b);
5) log(a?—b%)=log[(a—b)(a+b)]=
—log (a — b)+ log (a + b);
6) leida logie 36, kui logio2==0,3010, log; 3=
== 04771
Lahendus.
log1o 36 = log10(2? - 3%)= 2 log10 2 + 2 log1o 3 =2-0,3010 4
~+2-0,4771 = 0,6020 -+ 0,9542 = 1,5562.

Logaritmimisele vastupidist tehet nimetatakse potentseerimi-
seks.

Niditeks: logx=2loga—3logb+-é—logc, leida x.

5
atyec

X = B8




Toepoolest, logaritmides selle vorduse, saame:

log x=2 loga—l——é—]ogc—Blogb.

Arvutamiseks kasutatakse matemaatikas tavaliselt kiimnend-
logaritme. See on logaritmide kogu alusel 10. Kiimnendlogaritmi-
del on rida omadusi, milliseid peab hésti tundma. Nendel omadus-
tel pohinevad arvutused logaritmide tabeli abil.

Kalnini 6pikus (§ 122 jj.) ja Kisseljovi opikus (§ 119) on selgi-
tatud, kuidas kasutada arvutuseks Bradise logaritmide tabelit.

Tabelis on logaritmide mantissid positiivsed. Negatiivse karak-
teristiku korral jadb siis logaritmile kunstlik, poolnegatiivne kuju.
On vaja osata poolnegatiivset logaritmi teisendada negatiivseks
arvuks ja vastupidi. Naditame, kuidas seda teha.

a) Teisendada poolnegatiivsele kujule logaritm —2,5628. Siin
on logaritmi karakteristik ja mantiss mdlemad negatiivsed. Et tei-
sendada logaritmi poolnegatiivseks, peame tema murdosa muutma
positiivseks, Selleks liidame logaritmi murdosale (1) ja téis-
osale (—1):

—1+41 %
—2,5628 = 3,4372 (arvust 1 tuleb lahutada 0,5628).

b) Teisendada negatiivseks arvuks logaritm 3,5624.

Siin on logaritmi karakteristik negatiivne, kuid mantiss posi-
tilvne. On vaja teisendada ka mantiss negatiivseks. Selleks lii-
dame logaritmi murdosale (—1) ja tédisosale (-+1):

+1—1
3,5624 = —2,4376.
Logaritmidega voib sooritada tehteid ka poolnegatiivsel kujul:

a) , 15726 b)  2,3286 > ik 3
¥z Siin me (—2)-st votsime iihe,
jai_(—8); (—3)—(—5)=—3+

+5=2

3,9658 5,8427
3,5384 2,4859

1 —141
c) 3,6624 d) 5,3672 | o
5

X 3,6836

13,8120

Et viimases nédites logaritmi tdisosa jaguks kahega, me peame
liitma temale (—1), et aga logaritmi vdartus seejuures ei muutuks,
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liidame murdosale (-1). Algul jagame (—6) 2-ga, siis 13 2-ga
jne.

Kui logaritmidega arvutamise oleme selgeks saanud, voime
asuda eksponent- ja logaritmvorrandite lahendamisele.

Lahendame moned eksponentvorrandid.

1. 2*=4. Viime vorrandi molemad pooled iihisele alusele 2,
st. kirjutame 4 asemel 22, saame

2x=22;
xe=2

(kui astmed on vordsed ja astme alused on vordsed, siis on ka
astendajad vordsed).

1

) B Tl — g,
1

3x+3 asiny EE 5

3xH8 — 3—2;

x+3=—2; x=-—5.
3. 2m=16-(%)m;

21’3x—+l+24_2-—m;
21/3x_+1___24-YT+1;
VixrT=4—V3x+1;
2V3x+ 1=4; Vax+1=2

S8 kel

Kontrollime:
2},@ = 36 (_;_)V.'im ;

Mg (1),

2 b \
92— 94.22
==



4. 2*=26. Kui astme aluseid ei saa vordsustada, tuleb vor-
randi molemad pooled logaritmida:

g6  0,7782
xlg2=1g6; x——l§2 0.3010 (arvutage tulemus).
5. 3* 4 9" —84 =0; kuid 9*"' =9*.9!;
3* 4 9%.9!'— 84 =0; 9* = 3?5,
3*43%*.9— 84 =0;
Olgu 3* =y, siis saame
y+ 9y —84=0;
9>+ y—84=0;
yram TIEVIFT 98 — 1V,

18 ) 18 2
e By
Y1 = 18 ’
y1=3;
> Tt
Y= 18 .
1
Y= 39,

Y2 on sobimatu, sest y = 3* (eksponentfunktsmon) ei saa olla nega-
tiivne.

Seegay=3; 3*=3; x=1.
Néitame ka logaritmvorrandite lahendamist.
1. lgx=I1g2+41g5—31g3;
FIE S P
3¢ 20
14+ 1gx=31g2, kuna 1 =1g 10, voime kirjutada:
lg10+4 lgx=31g2;

s

10x =23,
¥ x-—-ﬁ—i
o B0 T R

3. x'®*=10000.
Logaritmime molemad pooled:

lg x1g x =1g 10 000, kuna lg 10 000 =4, voime klrjutada
lg?x =4, lgx=:+2

(lgx)1|=-2 x; = 102 =100,

(Igx)e=—2; xp= 102 =0,01.

10



Kontrollime:
100te 1% — 1002 = 10 000;

(0,01)120.0t = (0,01) 2 = (102)~2 = 10* = 10 000.

Liitprotsendid

(majandustehnikumide ja -osakondade GOpilastele)

Oletame, et hQiukassasse pandi tadhtajalisele hoiule 500 rubla.
Kui suureks kasvab see rahasumma 5 aastaga?

Nagu teada, maksab hoiukassa tdhtajalise hoiuse pealt 3%
aastas hoiusetasu ehk intressi. Kuna aastaga suureneb hoius 3%
500-st, s. 0. 15 rubla vorra, siis jargmisel aastal arvestatakse int-
ress juba 515 rublalt. Siin on meil tegemist muutumisega liit-

protsentide seaduse jargi, s. t. arvutatakse ka protsentide protsen-
did. Kuidas sellist iilesannet lahendada?

Iga hoiuleantud rubla kasvab aastas 13% rubla vorra, st. aasta

16puks suureneb rublane hoius (1 +%) rublani. Kogu hoius moo-

dustab aasta lopul 500(1—!—%) rubla. Teise aasta 16puks kasvab

iga rubla uuesti (l +£B) rublaks, seega 500(1—{—1—26) rubla kas-
3 3 3 \2

vab 500(1+m)(1+m) rublaks, s. o. 500(1+m) rublaks.

Kolmanda aasta 16puks moodustab hoiusumma 500( 1+ l%)a rubla,

viienda aasta 1opul on aga hoiusumma 500(1 _f_%(_))s rubla. Téhis-

tades selle summa A-ga, voime kirjutada:
3 \5.
A =500(1+m) ;
A =500 - 1,035,
Selle arvutamiseks logaritmime molemad pooled:
lg A=1g 500 + 5 1g 1,03;
g A =2,6990 4 50,0128 = 2,6990 - 0,0640 = 2,7630.

Antilogaritmide tabelist leiame, et A=579,4. Seega on hoius
5 aasta 1oppedes 579,40 rubla.
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Kui tdhistada: @ — hoiusumma (algsumma),
p — liitprotsendimaar,
t — aastate arv,
A — kasvanud summa,

saame jargmise valemi:
e p_\!
: a(l+ ]00) ;

. Lahendame veel iihe iilesande.
Kui suur summa tuleb panna hoiukassasse tahtajalisele arvele,
et kuue aasta péarast oleks hoius 1000 rubla?
Selles iilesandes on juba teada kasvanud summa A=
= 1000 rbl., kuid on tundmatu algsumma a. Kasutades liitprot-
sendi valemit, voime kirjutada:

1000 = a - 1,03¢;

1000 |
= T,085°

saadud vorduse logaritmime:

lga=1g 1000 —6-1g 1,03 = '
=3—6-0,0128=3 — 0,0768 = 2,9232.

Antilogaritmide tabelist leiame a: .
a—837.9.

Seega algsumma on 837,90 rubla.

Tédhtajalised sissemaksud
(majandustehnikumide ja -osakondade oOpilastele)

Oletame, et iga aasta algul makstakse hoiukassasse 50 rubla.
Kui suur summa koguneb hoiukassasse' 20 aasta jooksul, arvesta-
des liitprotsendiméaraks 2%?

Lahendame selle iilesande.

Esimene sissemaks muutub 20 aastaga 50 - 1,022° rublaks. Kuna
teine sissemaks on honukassas 19 aastat, siis ta muutub
50 - 1,02 rublaks.

Kolmas sissemaks on hoiukassas 18 aastat ja muutub selle aja
jooksul 50-1,02!® rublaks jne.

Viimane sissemaks asub homkassas uhe aasta ja muutub
50- 1,02 rublaks. rialn
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Kui liita koik need summad, saame hoiukassasse 20 aasta
jooksul kogunenud summa, mille téhistame tdhega A.

A =50-1,0220 4 50 - 1,02!1° 4 50- 1,02!8 ... +50 . 1,02 =
=50-1,02(1,021+ 1,028 4 ...+ 1).

Sulgudes on geomeetrilise progressiooni summa, mille esime-
seks liikmeks on 1, teguriks — 1,02 ja viimaseks liikmeks 1,02'°.
Selle progressiooni liikmete arv on 20 (nullist kuni 19-ni). Kasu-
tades geomeetrilise progressiooni liikmete summa valemit voime
kirjutada:

1,0220 — |
A =50' 1,02“r()—2j,
A T WRUSE — 1) ot SREH 1000 33

0,02
Arvutame 1,022, tidhistades selle x-ga;

x= 1,022 logaritmides saame:
lg x=20-1g 1,02=20-0,0086 = 0,172,
x=1,486.
A = 2550(1,486 — 1)= 2550 - 0,486 = 1239.

Niisiis, 20 aastaga on hoiukassasse kogunenud 1239 rubla.
Kasutades sama mottekdiku, voib tuletada valemi iilesannete
lahendamiseks tédhtajalistele sissemaksudele.
Olgu a — iga aastane tdhtajaline sissemaks,
p — liitprotsendimair,
t — aastate arv,

1‘*’100 .

Siis esimene tdhtajaline sissemaks kasvab ¢ aasta jooksul
agq' rublaks. Teine sissemaks on hoiukassas (f— 1) aastat ja kas-
vab tdhtaja 16puks ag?! rublaks. Kolmas sissemaks on hoiukassas
(t—2) aastat ja kasvab tdhtaja 1opuks ag®? rublaks jne. Viimane
sissemaks on hoiukassas iihe aasta ja moodustab aasta I6puks
aq rubla. :

Seetottu

A =aqt+ ag'' + aq ”—I—...—l—aq._
=aq(g-'+¢2 4¢3+ ...+ 1)=
=aq(l+.. +q“3+q““’+ A

Sulgudes on geomeetrllme progressioon, mille esimene liige
on 1, progressiooni tegur ¢, liikmete arv ¢ ja viimane liige ¢*~'.

T gt ..+q'“3+q“2+q“'==§"'—__—'-

13



Niisiis
g Lot
A aqq_l.
Tahtajaliste maksete valemit ja néiteid vaadake Kalnini
opikust.

Kontrollkiisimusi

1. Mida nimetatakse antud arvu logaritmiks antud alusel?

2. Missuguseid logaritmfunktsiooni omadusi te teate?

3. Millega vordub korrutise, murru, astme ja juure logaritm?
Toestage need teoreemid.

4. Mis on potentseerimine?

5. Missuguseid kiimnendlogaritmide omadusi te teate?

6. Tooge néiteid koikide tehete kohta logaritmidega poolnega-
tiivsel kujul.

7. Missugust vorrandit nimetatakse eksponentvorrandiks?

8. Missugust vorrandit nimetatakse logaritmvorrandiks?

9. Tooge néiteid eksponent- ja logaritmvorrandite lahenda-
mise kohta.

10. Tuletage liitprotsentide valem.

11. Tuletage tdhtajaliste sissemaksude valem.

12. Tuletage tahtajaliste maksete valem.

(Viimased kolm kiisimust on ainult majandustehnikumide ja
-osakondade oOpilastele).

Teema 2. Arvutusliikat

Arvutusliikati ehituse pohimote ja skaalad. Pohiskaala, ruut-
ja kuupskaalad. Arvude korrutamine ja jagamine liikatil. Kombi-
neeritud tehted korrutamise ja jagamisega. Ruudud ja ruutjuured,
kuubid ja kuupjuured. Arvude logaritmide leidmine. Liikati trigo-
nomeetrilised skaalad.

Kirjandus
alnin. XI ptk., § 135—171; harjutused nr. 1—83.

VK
2. MMauos. CuerHas JuHedika. ocrexmsmar, 1952.
3. Borkwell. Arvutusliikat.

METOODILISED JUHENDID

Enne kui hakata tootama arvutusliikatiga, tuleb koigepealt
oppida skaaladel olevate arvude lugemist, sest enamik vigu arvu-
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tusliikatiga tootamisel tekib arvude ebadigest lugemisest ja mar-
kimisest skaalal. Arvutusliikati kasutaja esmaseks ja peamiseks
tingimuseks on skaalade ja nendel esinevate jaotiste pohjalik
tundmine.

Kui pohiskaala (C ja D skaala) alguskriipsu lugeda 1-ks, siis
suured numbrid iihest kuni iitheksani tahendavad iihelisi ja nende-
vahelised pikemad jaotuskriipsud kiimnendikke. Sajandik-jaotu-
sed esinevad tiielikult ainult I-st kuni 2-ni, edasi 2-st kuni 4-ni
on koige lithem jaotuskriipsude vahe 2 sa]andlkku 4-st kuni
1opuni — 5 sajandikku. Siin saab sajandik-jaotisi méérata iihe-
kaupa silma jargi.

Arvude markimiseks ei vaadelda koma asukohta arvus, vaid
ainult selle arvu tiivenumbreid. Esimesele tiivenumbrile vastavad
arvutusliikati numbriga margitud jaotised (suured numbrid), tei-
sele tiivenumbrile kiimnendikud ja kolmandale sajandikud.

Kui méarkida pohiskaalal arv 35,6, siis loeme: kolm — viis —
kuus, kus 3 on esimene tiivenumber, 5 on teine tiivenumber ja
6 on kolmas tiivenumber; kui markida pohiskaalal arv 0,0723, siis.
loeme: seitse — kaks — kolm, kus 7 on esimene tiivenumber, 2 on
teine tiivenumber ja 3 on kolmas tiivenumber. Rohkem kui kolme-
kohalised arvud tuleb eelnevalt iimardada kolmekohalisteks. Juhul,
kui mitmekohalise arvu esimene tiivenumber on 1, voib selle arvu
iimardada neljakohaliseks, sest vahemikus 1—2 saab sajandik-
jaotusi silma jargi jagada tuhandikeks.

Vaatleme iiksikuid tehteid.

Kahe arvu a ja b korrutise ¢ leidmist tuleb teostada kahe loga-
ritmilise skaalaga, milledel on iihesugused mootkavad. Korrutise
leidmiseks tuleb nende skaalade abil liita arvude a ja b logarit-
midele vastavad loigud, sest

kui c=a-b, siis lgc=I1ga-1gb.

Me saame korrutamiseks jargmise eeskirja: esimese teguri
kohale, mille mérgime pohiskaalal D, viime keele alguskriipsu
C—1, seejirel, muutmata keele asendit, nihutame maérkijat pare-
male, kuni markija niit 14bib keelel (C-skaalal) teisele tegurile
vastava jaotuskriipsu ja loeme seejdrel vastuse mérkija niidi alt
D-skaalalt.

Kui aga teisele tegurile (b) vastav jaotuskriips satub vilja-
poole D-skaala piirkonda, siis peaks D-skaalast paremal asuma
veel iiks logaritmiline skaala jaotustega 10-st kuni 100-ni. Kuid
logaritmilise skaala perioodsuse tottu voib sel korral nihutada
arvutusliikati keelt vasakule poole, nii et C-skaala parempoolne
ots (C—10) tuleks D-skaalal esimese teguri kohale. Asetades niiiid
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imaérkija niidi C-skaalal teise teguri (b) kohale, loeme vastuse niidi
alt D-skaalalt.

Tuleb kohe markida, et litkatil arvutades saame kétte vastuse
tilvenumbrid, kuid koma méaramiseks peame sooritama lisaarvu-
tuse. Praktikas kasutatakse selleks peamiselt resultaadi ligikaud-
set hindamist tegurite jdmeda timardamise kaudu. Arvud iimar-
datakse iihe tiivenumbrini ja sooritatakse peast vastavad tehted.
Liikatilt loetud vastuse tiivenumbrites pannakse koma nii, et saa-
dud resultaat oleks kodige ldhemal timardatud teguritega soorita-
tud tehete tulemusele.

Niide 1. 1530-0,054 =

Mirgime esimese teguri 1-5-3 liikkati D-skaalal keele algus-
kriipsuga C—1. Niiiid viime niidi C-skaalal teise teguri 5-4-0
kohale. Loeme D-skaalalt markija niiiidi alt korrutise tiivenumb-
rid 8-2-6.

Koma asukoha médidrame jargmiselt:

2000 - 0,05 = 100.
Vastus peab olema 100 ldhedal, st. 82,6. Seega:
1530 - 0,054 = 82,6.

Naide 2. 0,755-3250=

Kui niiid keele alguskriips C—1 viia esimese teguri 7-5-5
kohale D-skaalal, siis jaotuskriips C-skaalal, mis margib teise
teguri tiivenumbreid 3-2-5, jdab viljapoole D-skaala piir-
konda. Seepidrast tuleb keele alguskriipsu asemel viia esimese
teguri kohale keele l6ppkriips C—10, voi, nagu oeldakse, teha
keele iilekanne. Korrutise tiivenumbrid on 2-4-5, et 0,8 - 3000 =

= 2400, on
0,755 - 3250 = 2450.

Nidide 3. Leida 23,4% jargmistest arvudest: 167; 254; 678;
832; 1226; 2402.

Ulesanne taandub antud arvude korrutamisele arvuga 0,234.

Mirgime keele algusega C—1 liikati pohiosal (D-skaalal)
arvu 2-3-4. Nihutades seejdrel markija niiti C-skaalal esiteks
grvu 167 ja siis 254 kohale, leiame kaks esimest tulemust: 39,1 ja

9,4.

Jargmiste tulemuste saamiseks tuleb keele 16ppkriips viia arvu
0,234 kohale D-skaalal. Praktiliselt on soovitav leida koik voima-
likud resultaadid keele esimese asendi juures (toodud iilesandes
tuleks ka kahe viimase arvu puhul leida resultaat keele esimese
asendi juures) ja alles seejérel teha keele iilekanne. Keele iilekande

16



teeme koikidel juhtudel, kui jaotuskriips, mille kohalt tuleks
lugeda vastus, asub véljaspool arvutusliikati pohiosa. Ulekanne
toimub jdrgmiselt: maérkija niit paigutatakse kas keele algus-
kriipsu voi loppkriipsu kohale, olenevalt sellest, kumb neist asub
litkkati pohiosal, seejédrel viiakse markija niidi alla keele 16ppkriips,
kui markija niit asus alguskriipsu kohal, voi alguskriips, kui
markija niit asus 10ppkriipsu kohal. Parast keele iilekannet leiame
iilejdanud tulemused. Tehes koik iilaltoodud votted saame, et
23,4% arvudest 167; 254; 678; 832; 1226; 2402 on vastavalt 39,1;
59,4; 158,6; 194,7; 287; 562.

Teostage niiiid iseseisvalt arvutuslitkati abil jdrgmised tehted:

0,015 - 3,5 = 0,0525;
2,96 7,5=22,2;

1,54 - 3,26 = 5,02;
0,546 - 90,8 = 49,6;
4,3-73,5-0,124 = 39,2.

Et leida arvutusliikati abil kahe arvu a ja b jagatist ¢, selleks
tuleb samuti nagu korrutamiselgi kasutada kahte logaritmilist
skaalat, millede mootkavad on vordsed. Siin tuleb nende skaa-
lade abil lahutada arvudele a ja b vastavad logaritmilised 16igud,
sest

]

kui c=—‘;—,- siis 1gc=‘lga—lgb.

Sellest saame ]agamlseks jargmise eeskirja: litkati D-skaalal
niidi abil maérgitud jagatavaga (a) kohakuti paigutatakse keele
C-skaalal voetud jagaja (b) ja jagatis loetakse kas keele algus-
kriipsu voi loppkriipsu kohalt, olenevalt sellest, kumb neist jddb
liikati pohiosal D-skaala piirkonda.

Jagamisprotsess, samuti nagu korrutamisprotsesski, koosneb
kahest etapist — jagatise tiivenumbrite leidmisest ja saadud
tulemuses koma oigest paigutamisest. Arvutusliikat tdidab ainult
selle etapi “esimese osa. Koma paigutamiseks tuleb jéllegi nii
jagatavat kui ka jagajat jamedalt {imardada ja leida koma oige
asukoht nende iimardatud arvude jagamise teel.

Naide 4. 357:0,271 =

Viime mérkija niidi D-skaalal jagatava tiivenumbrite 3-5-7
. kohale, seejarel nihutame keelf, kuni C-skaala jagaja tiivenumb-
reid 2-7-1 tédhistaw jaotuskriips jddb maérkija niidi alla. Jagatise
tlivenumbrid 1-3-1-8 leiame liikati D-skaalal (keele alguskriipsu
kohalt). Koma asukoht jagatises médaratakse jamedalt imardatud
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jagatava ja jagaja jagamise teel: 30 : 0,3 =100, seega 35,7 :0,271 =
= 131,8.

A

Naide 5. 0,00274:0,873 =

Viime mairkija niidi D-skaalal jaotuskriipsule 2-7-4 ja nihu-
tame keelt, kuni sellel asuv C-skaala jaotuskriips, mis kujutab
jagaja tiivenumbreid 8-7-3, jadb mdérkija niidi alla. Jagatise tiive-
numbrid 3-1-4 leiame jédllegi liikati pohiosal D-skaalal (keele 1opp-
kriipsu kohalt). Koma asukoha jagatises maidrame jamedalt
iimardatud jagatava ja jagaja jagamise teel: 0,003 :1==0,003,
jarelikult 0,00274 :0,873 = 0,00314.

Arvutusliitkatiga on mugav lahendada ka korrutamise ja jaga-
mise tehteid sisaldavaid kombineeritud iilesandeid.

Vaatleme iihte kombineeritud iilesannetest.

Naide 6.
6,343 _

8,7

Arvutada voib kahel viisil — alguses korrutamine ja siis jaga-
mine, voi vastupidi. Vaatleme, kuidas see toimuks praktiliselt.

Asetame markija niidi D-skaalal jaotuskriipsule 6-3-0 ja viime
keele 10ppkriipsu maérkija niidi alla. Nihutame seejdrel markija
niidi C-skaalal jaotuskriipsu 4-3-0 kohale ja mérgime sellega
liikkati D-skaalal saadud korrutise. Jdi iile teostada jagamine. Sel-
leks viime C-skaalal jaotuskriipsu 8-7-0 mérkija niidi alla ja loeme
keele 15ppkriipsu kohalt D-skaalal 16pptulemuse: 3,12.

Niiiid teeme need .tehted teises jarjekorras. Asetame mairkija
niidi jélle D-skaalal jaotuskriipsule 6-3-0 ja viime C-skaala jao-
tuskriipsu 8-7-0 markija niidi alla. Keele 1oppkriipsu kohale
D-skaalal jidi nende arvude jagatis. Jargnevaks korrutamiseks
tuleks jagatise kohale viia kas keele alguskriips voi 10ppkriips,
kuid viimane juba asubki jagatise kohal, seeparast lopptulemuse
leidmiseks tuleb meil, lugemata vahepealset resultaati, nihutada
markija niit C-skaalal jaotuskriipsu 4-3-0 kohale ja lugeda niidi
alt D-skaalal lopptulemus 3,12. On ilmne, et teine viis on palju
ratsionaalsem ja tdpsem, kuna seal tuli teha ainult iiks keele liike.
Niisiis tuleks korrutamise ja jagamise kombineeritud {ilesannete
lahendamise juures teha koigepealt jagamise ja seejédrel korru-
tamise tehe.

Kui nii murru lugejas kui ka nimetajas on mitu tegurit, néi-
teks avaldise 2:2°°"9 aryutamisel on soovitay jagada ja kor-

e-f-g
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rutada vaheldumisi, s. t. arvutada alljargneva skeemi  kohaselt
[(a:e-b):[-c]: g-d, tanu sellele viheneb keele liikkete arv ja
suureneb arvutuse tapsus.

Toodud naitest ilmneb, et teostades liikkatiga kombineeritud
tehteid, pole vaja lugeda (ja veel vidhem iiles kirjutada) vahe-
p§a]lseid tulemusi, vaid ainult mérkida neid liikatil markija niidi
abil.

Ruutskaalad (4 ja B) kujutavad endast samasuguseid loga-
ritmilisi skaalasid nagu pohiskaalad, kuid mootkavalt kaks korda
vdiksemaid, seepdrast vastab pohiskaala iihele pikkusele ruut-
skaala kaks pikkust, ehk teisiti véljendatult koosneb ruutskaala
kahest logaritmilisest ithikust. Skaaladega A ja B saab korrutada
ja jagada tdpselt samuti nagu pohiskaaladegagi, kuid vastuse
saame ebatdpsema. Selleks, et leida antud arvu ruutu, tuleb see
arv mdarkida niidiga pohiskaalal ja vastus lugeda ruutskaalal
markija niidi alt. Kuna asetamiseks kasutame kas jédmedalt
timardamise .viisi voi jargmist votet. Lahutame astendatava arvu
kaheks teguriks nii, et iiks teguritest oleks iihekohaline arv ja
teine tegur arvu 10-ne vastav aste. Sel juhul astendame arvutus-
litkkatil ithekohalise tdisosaga arvu, nmg saadud astet korrutame
10-ne vastava astmega.

Niaiteid:

5252 =(5,25.102)2 = 5,252 . 10* = 27,6 - 10 000 = 276 000
0,00172 =(1,7-103)2=1,72- 107 = 2,89 - 0,000 001 =,0,000 002 89.

Ruutjuure leidmiseks mérgitakse juuritav arv markija niidiga
ruutskaalal ja juure tiivenumbrid loetakse pohiskaalal markija
niidi alt. Ruutjuure leidmisel ei ole iikskoik, kummal logaritmilisel
ithikul markida juuritav arv. Lahtume siin ruutjuure leidmise
eeskirjast. Koigepealt jaotame juuritava arvu (kiimnendmurru)
komast vasakule ja paremale poole kahe numbri kaupa rithma-
deks. Kui seejuures esimene (vasakpoolne) tiivenumbreid sisaldav
riihm koosneb iihest tiivenumbrist, siis miérgitakse juuritav arv
niidiga ruutskaala esimesel logarltmlllsel tihikul, kui aga esimene
tiivenumbreid sisaldav rithm koosneb kahest tuvenumbrlst siis
margitakse juuritav arv ruutskaala teisel logaritmilisel iihikul.
Nii néiteks arvude 625; 3,042; 0,0248 ruutjuurte arvutamisel tuleb
nad niidiga mérkida ruutskaala esimesel logaritmilisel iihikul,
sest rithmitatult on need arvud: 6’25; 3,04’20; 0,0248; kuid arvude
1352; 16,15; 0,008 13 ruutjuurte arvutamisel tuleb nad niidiga
markida ruutskaala teisel logaritmilisel {ihikul, sest rithmitatult
on nad 13'52; 16,15; 0,0081’30. Selle vottega on lihtne méaérata
ruutjuure véddrtuses koma asukoht: juuritava arvu' iga rithm
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komast vasakul pool annab ruutjuure tédisosas iithe numbri. Kui
seejuures juuritav arv on vdiksem kui iiks ja koma jdrel esinevad
nullid (kuni esimese tiivenumbrini), siis on muidugi ruutjuure
tdisosa null ja koma jérel esineb nii mitu nulli, kui mitu rithma
jargemédda komast paremal pool sisaldavad kaks nulli.

Ndide 7. V2653 =

Jaotades juuritava arvu alates koma asukohast rithmadesse
26’53 ndeme, et esimene rithm sisaldab kahte tiivenumbrit — 26 —
ja seetottu tuleb juuritav arv mairkida A-skaala teisel logaritmi-
lisel iihikul. Ruutjuure vidirtuse loeme pohiskaalalt D maérkija

niidi alt: /2653 =51,5. Juure tdisosa sisaldab eespool toodud
kohtade maédramise reegli pohjal kahte tiivenumbrit, sest juuri- |
tava arvu tdisosas on kaks rithma.

Niide 8. 1/0,00052 =
Jaotame siin juuritava arvu rithmadesse jargmiselt: 0,00°05"20

ja margime niidiga A-skaala esimesel logaritmilisel {ihikul tiive-
numbrid 5-2 ning loeme niidi alt D-skaalal ruutjuure tiivenumb-

rid 2-2-8. 5
Seega 1/0,00052 = 0,0228.
Nadide 9.
# 48,5
V6,03

Ruutjuure véirtuse leiame pohiskaalalt, kui margime juuri-
tava arvu ruutude skaalal. Jérelikult tuleb iitaltoodud jagamine
sooritada pohiskaaladega, kusjuures aga jagaja tiivenumbrid
tuleb votta ruutude skaalal B.

Seega viime maérkija niidi D-skaalal jagatava tiivenumbrite
4-8-5 kohale ja B-skaala jaotuskriipsu, mis ‘margib jagaja tiive-
numbreid 6-0-3, markija niidi alla. Jagatise vdartuse 19,7 loeme
keele alguskriipsu kohalt D-skaalal. Kuna asukoha jagatises
madrame jagatava ja jagaja jamedalt {imardamise teel.

Arvude kuupide ja kuupjuurte nii otseseks leidmiseks, kui ka
arvude kuupe ja kuupjuuri sisaldavate kombineeritud avaldiste |
arvutamiseks on litkati iilemisel ddrel kuupskaala ehk liihidalt
K-skaala. K-skaalal on liikati pohiskaala pikkuses kolm {ihepikkust
logaritmilist iihikut, milliseid loeme jirgemooda (vasakult pare-
male) esimeseks, teiseks ja kolmandaks logaritmiliseks iihikuks.

K-skaala esimene logaritmiline iihik sisaldab arvusid 1—10,
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teine 10—100 ja kolmas 100—1000. Seega esinevad K-skaalal
koik arvud 1—1000, kui skaala alguskriipsu lugeda 1-ks.

Arvude kuupi tostmiseks mairgime niidiga astendatava arvu
D-skaalal ja loeme kuubi K-skaalal.

Kui astendatava arvu tdisosa on iihekohaline arv, siis koma
asukoha kuubis médédrab logaritmiline iihik K-skaalal, kust loe-
takse kuubi tiivenumbrid.

Kui aga astendatava arvu tdisosa ei ole iihekohaline arv, siis
koma asukoha mdiidramiseks kuubis lahutame ‘astendatava arvu
kaheks teguriks nii, et iiks teguritest oleks iihekohalise tdisosaga
arv ja-teine tegur kujutaks arvu 10-ne vastavat astet. Sel juhul
astendame arvutusliikatil iithekohalise tdisosaga arvu, mille astet
korrutame 10-ne vastava astmega.

Niiteks toimuks arvu 0,003 65 kuupi téstmine jargmiselt:
0,003 65° =(3,65- 107%) 3 =3,65%- 10°=48,6 - 10~? = 0,000 000 048 6.

Arvude kuupjuurte leidmiseks ja koma asukoha méaramiseks
kuupjuures jaotame juuritava arvu (kiimnendmurru) komast
vasakule ja paremale poole kolme numbri kaupa rithmadeks. Koige
esimesse tiivenumbreid sisaldavasse rithma voib jddda seega kas
iiks, kaks voi kolm tiivenumbrit. Jddb kdige esimesse tiivenumb-
reid sisaldavasse rithma iiks tiivenumber, siis margitakse juuri-
tav arv niidiga kuupskaala esimesel logaritmilisel iihikul; jdab
kaks tiivenumbrit, siis teisel logaritmilisel iihikul. Néiteks arvude
1234; 3,05 ja 0,006 42 kuupjuurte arvutamisel tuleb nad maérkida
kuupskaala esimesel logaritmilisel iihikul, sest rithmadesse jaota-
tult on nad: 17234; 3’050 ja 0,006"420; ning arvude 12 340; 30,5 ja
0,0642 kuupjuurte arvutamisel tuleb nad markida kuupskaala teisel
logaritmilisel iihikul, sest rithmitatult- on nad: 12’340; 307,500;
0,064°200; ning arvude 123,4; 305 ja 0,000 642 kuupjuurte arvuta-
misel tuleb nad mérkida kuupskaala kolmandal logaritmilisel {ihi-
kul, kuna nad riihmadesse margitult on. 123,400; 305,000;
0,000642. Kuupjuurte vdartuses koma asukoha méadramiseks annab
juuritava arvu iga rithm komast vasakul pool kuupjuure tédisosa
iihe numbri. Kui seejuures juuritav arv on vdiksem kui {iks ja koma
jédrel esinevad nullid (kuni esimese tiivenumbrini), siis on kuup-
juure tdisosa null ja koma jirel esineb nii mitu- nulli, kui mitu
rithma jidrgemooda komast paremal pool sisaldavad kolm nulli.
Siit jareldub, et koma asukoha kuupjuures voime kindlaks maa-
rata ljuuritava arvu rithmade jérgi, nagu see toimus ruutjuure leid-
misel.

¢ L
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Nidide 10. /7502 —

Jaotades juuritava arvu kolme numbri kaupa riithmadeks néeme,
et esimene rithm sisaldab iihte tiivenumbrit. Seega tuleb juuritav
arv mérkida kuupide skaala esimesel logaritmilisel ithikul. Mér-
kija niidi alt D-skaalal loeme juure tiivenumbrid 1-9-6. Kuna juu-
ritavas arvus on kaks riihma, siis juure tdisosa sisaldab kahte
tiivenumbrit ja jarelikult:

§. 820k
V7502 = 19,6.

_ Arvutusliikatiga on kerge lahendada ka vordeid. Selle kiisi-
muse teoreetiline osa on késitletud vastavas kirjanduses; siin piir- |
dume ainult moningate néidete vaatlemisega. Tahendame, et juhul, |
kui vorde eesliikmed markida arvutusliikati pohiskaalal D ja taga-
liikmed pohiskaalal C, siis neil skaaladel kohakuti seisvate arvude |
suhted on vordsed, vaatamata sellele, kas arvutusliikati keel on
liikatud paremale voi vasakule.

Siis saame jargmise eeskirja.

1) Antud vorde eesliikme mérgime mérkija l’llldl abil D-skaa-
lale ja viime sellega kohakuti vastava tagaliikme C-skaalal.

2) Seejdrel viime mérkija niidi teise suhte tuntud liikme kohta
(kui see on eesliige, siis D-skaalal, kui tagaliige, siis C-skaalal). |
Teise suhte tundmatu liikme loeme vastavalt kas C-skaalal voi |
D-skaalal markija niidi alt. Eesliikmete ja tagaliikmete paigutus
pohiskaaladel voib olla ka vastupidine, s. t eesliikmed voetakse
C-skaalal ja tagaliikmed D-skaalal.

0,65__ 3,2
b e

Asetame keele selliselt, et jaotuskriips, mis tdhistaks arvu 7,5,
jddks kohakuti D-skaala jaotuskriipsuga 3,2. Teeme keele iilekande |
ja loeme D-skaala jaotuskriipsu 0,65 kohalt C-skaalal vastuse
1,5623; jarelikult x = 1,523. Sama tulemuse oleks saanud ka siis,
kui tuntud liikmete paigutus pohiskaaladel oleks olnud vastu-
pidine.

Ndide 11. Leida antud vordest tundmatu x.

Nidide 12. Keemilise analiiiisi tulemusena koosnes analiiii-
sitav segu jargmistest komponentidest: A — 258 g, B — 150 g,
C—9¢g D—28g. f

Leida mitu % moodustab iga komponent segu iildkaalust.

Ulesanne taandub jargmiste vorrete lahendamisele:

Xy X3 _ X3 x4 100
258 150 94 28 530°
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Vortete kirjutusest jareldub, et D-skaala 16ppkriipsu kohale
tuleb asetada C-skaala jaotuskriips 5-3-0. Viime markija niidi
jark-jargult C-skaalal nimetajate 258; 150; 94 ja 28 kohale ja
loeme D-skaalalt vastused (x; leidmiseks tuleb teha keele iile-
kanne). Vastuseks saame, et komponent A moodustab 48,7%;
B —28,3%; C— 17,7% ja D — 5,3%.

Kédesoleva teema 1opul ei ole kontrollkiisimusi, sest oma tead-
miste ja oskuste parimaks kontrolliks on siin iilesannete lahenda-
mine. Pidage meeles, et ainult harjutamine teeb meistriks.

TRIGONOMEETRIA

Teema 3. Liitmisteoreemid. Kahekordse- ja poolnurga
trigonomeetrilised funktsioonid.

Kahe nurga summa voi vahe, kahekordse ja poolnurga trigono-
meetrilised funktsioonid.

Teema 4. Trigonomeetriliste funktsioonide summa ja vahe
teisendamine korrutiseks.

Kahe siinuse voi koosinuse summa ja vahe teisendamine kor-
rutiseks. Kahe tangensi voi kootangensi summa ja vahe teisen-
damine korrutiseks. .

Kirjandus

ozeurov. Trigonomeetria, § 35—42; harjutused 1, 2, 3, 7, 8, 12, 14, 28, 33,
39, 43, 45, 49—51 (teema 3 kohta); 1—12, 21—32 (teema 4 kohta).
bkin. Trigonomeetria, § 50—53, 55—62, 63—66.

bkin. Ulesannete kogu, § 9, nr. 1—9, 15—20, 21, 22, 24, 26, 27, 33, 36;
§ 10, nr. 1, 4—6, 8, 19—25 28—30, 34, 37, 46 47; § 11, nr. 4 2, 3,
7,8 10,11, 12 1% 19, 26, 28, 31, 32, 36, 41, 50—58, 59.

0
0

METOODILISED JUHENDID

Koigepealt tuleb oppida selgeks kahe nurga summa ja vahe,
kahekordse ja poolnurga trigonomeetriliste funktsioonide valemite
tuletamine. Pidage meeles, et sin(a + ) ei vordu sina+sin,6
vaid sin(a + f)==sin acos —{— cos @ sin §; sin2q ei vordu 2sine,
vaid sin 2a¢ =2 sin a cos a.
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cos 2a avaldamiseks tuleb osata pohivalemit cos 2a = cos? @ —
— sin? ¢ ja sellest tuletatud valemid:
cos 2a =1—2sin’ a;
cos 2¢ = 2 cos? g — 1;
1—tg?a
14 tg2a °

Koiki neid seoseid on vaja tunda.

icos 2a =

Toestame, et fat 71 cos 2a;
& T¥tg%a '
sin? @ cos?a —sin?a
l—tg?a __~ cos’a __ cos’a __cos?a—sina __
14+tg2e ] +_sin’£__ cos’a+sina cos?a-+sinfa
cos?a cos? @

= c0s2 @ — sin? @ ='cos 2a.

On kerge néha, et kui sin2¢=2sinacosa, siis sinda=
= 2 sin 2q cos 2a (vorduse paremal pool on nurk kaks korda vaik-
_ sem vasakul pool asuvast nurgast).

Seepérast on diged ka jargmised vordused:

5 358
4 sin 3¢ — 2 sin °%. cos ¢

. 2 Wik
. . (/4 a
M/ sma=2s1n7-c057,

cos 4a = cos? 2@ — sin? 2q;

3 S ey
COS @ = C08” sin® =-.

¢ Toestame, et - sin(a—+ )=
==sinacos §+ cosasing (joon. 1).

Olgu / ABC=a -

D\N L CBN=§.

Tombame sirge MKD | BC.
Joon. 1. SAMBD=SAMBK+SAKBD- (1)

Me teame, et kolmnurga pindala vordub tema kahe kiilje ja

nendevahelise nurga siinuse poole korrutisega, seepirast saame
vordusest (1):
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+BK-Bg-sinﬂ ;

voi BM - BD -sin(a + g)=BM - BK - sina -+ BK - BD - sin g.

BM-BD-sin(a+p) _ BM-BK-sina
2 2 2

Jagades vorduse molemaid pooli korrutisega BM - BD, saame

sin(a -+ p)=sina D+1§/§ sin f = sina - cos § - cos @ - sin §.

Koiki valemeid trigonomeetriliste funktsioonide summa ja vahe
korrutiseks teisendamise kohta tuleb hésti osata. Sageli saab kasu-
tada valemeid: :

a . a
14 cos @ =2cos?~+; 1—cosa=2sm27

Ka neid on vaja tunda.
Ulesannete lahendamise naiteid:

I sina=; cos p=7. Leida sin(a -+ f), kui 90° < a < 180°
ja 270° < B < 360°.

Selle iilesande lahendamisel tuleb silmas pidada, et a on teise
veerandi nurk ja § — neljanda veerandi nurk:

sin(a - )= sin & cos § -+ cos a sin g,

1
sma—-

cosa‘=]/l————— ]/9 -

Me klr]utame miinusmaérgi juure ette selleparast, et II veerand1
nurga koosinus on negatiivne.

Teades cos g vadrtust, arvutame sin g:
: 1 2F
sin p=— )/ 1—g—— YL,
R 2, [—2v2)\ [=v2a
z Sm(a‘f—ﬁ):g'g‘i‘( 3V )( 12/ )=

__2_+2v’ﬁ_2(1+1/ﬁ)
SR 15+ 15 :

Pery

siit

—

Arvutage tulemus tapsusega kuni 0,01.
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sin2 @ — cos? a

2) Toestada samasus: -
] Sina& Ccos a

tg 2a4+2=0.

Lahendus:
sina —cos?a __ 2(sin?a¢ —cos’a)

sinacosea = 2sinacosa
—2(cos2a —sin%a —2 ¢os 2a
o 32000 K = —2ctg 2a;
- 2sina cos a sin 2a

—2ctg2a-tg2a+2=—2-1+2=0.

Seega (0 = 0; samasus on toestatud.
3) Teisendada korrutiseks 1 -+ sin a.

Lahendus. Teame, et sin @ = cos(90° — @) ja 14 cosa=

=2 coszg-seepérast
1+ sina=1-4 cos(90° — a)=2 cosz(gig—“—) ==2.¢os? (45° ——-g—) g

éeda tilesannet saab lahendada ka teisiti:

: 2 H . 90°— © -
I + sin @ = sin 90° + sin @ = 2 sin —; ”cosgoz L=

= 2 sin (45° + = ) cos (45° — 7) kuid sin (45° + %) =

oo (1 £)] o (15— 5).

seeparast 1 - sin a = 2 cos (45° e —) cos (45° = %) =

=2c052(45°—~2—).

Nagu néete on esimene lahendusvote lihtsam.
4) Teisendada korrutiseks sin a -} sin 9a + sin 10q;
Lahendus. Algul teisendame sin @ 4 sin 9a;

sin @ -+ sin 9a =2 sin —"—*'&co “—29“=

== 2 sin 5a cos (—4a) = 2 sin 5a cos 4a, sest cos (—4a)= cos 4a.
sin @ -+ sin 9a -+ sin 10e = 2 sin 5a cos 4a + sin 10a,

kuid sin 10a = sin 2 (5a) = 2 sin 5a cos 5a;
seetottu:

sin @ + sin 9¢ +- sin 10a = 2 sin 5a cos 4@ +- 2 sin 5a cos S5a =
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9
_acos_“_=

= 2 sin ba (cos 4a -+ cos ba) =2 sin 5a - 2 cos 3 5

\

e «
—-—COS? 3

=4 sin Sa - coOs 5

Kontrollkiisimusi

1. Tuletage valemid sin(a -+ B) ja cos(a + ) teisendamiseks.
+ 2. Tuletage kahekordse nurga trigonomeetriliste funktsioonide

valemid. -

3. Tuletage " poolnurga trigonomeetriliste funktsioonide vale-
mid.
24
7.

5. Tuletage kahe nurga siinuse, koosinuse ja tangensi summa
voi vahe korrutiseks teisendamise valemid.

6. Arvutage ilma tabelita sin 75° ja tg 15°.

4. Toestage, et 1 + cosa=2cos? % ja | — cosa=2sin?

Teema 5. Trigonomeetrilised poordiunktsioonid
(tehniliste erialade opilastele)

Trigonomeetriliste podrdfunktsioonide moiste. Pohivalemid.
Poordfunktsioonide graafikud.

Teema 6. Trigonomeetrilised vorrandid
(tehniliste erialade opilastele)

Lihtsamad trigonomeetrilised vorrandid. Trigonomeetriliste
funktsioonide antud véirtustele vastavate nurkade iildavaldis.

Vorrandid, mis sisaldavad iihe ja sama argumendi iiht ja sama
funktsiooni. Vorrandid, mis taanduvad iihe ja sama argumendi {iht
ja sama funktsiooni sisalduvaiks vorrandeiks. Homogeensed vor-
randid. Vorrandid, mis sisaldavad erisuguste argumentidega funkt-
sioone. Vorrandid, mille vasak pool on korrutis ja parem pool null.

Kirjandus

1. KoZeurov. Trigonomeetria, § 43-50; iilesanded 1, 2, 3—12 (teéma 5
lliohta); 1—12, 15—26, 32—44, 52=-54, 72—75, 85—87, 125—126 (teema 6
ohta). .

2. Robkin. Trigonomeetria, § 48—49, 45—47, 70—71.

3. Robkin. Ulesannete kogu, § 15, 1—7, 17—24; § 3, 93, 97, 105; § 10, 52—62;
§ 14, 1, 6, 16—26, 35—45, 48—52.
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METOODILISED JUHENDID

Eelkoige oppige selgeks trigonomeetrilise poordfunktsiooni ja
trigonomeetrilise vorrandi definitsioon. Trigonomeetrilised p66rd-
funktsioonid on nurgad: ‘arcsina on nurk, mille siinus on a.

arc sin %= 309 sest sin 30° -=% :
arc tg 1 == 45° sest tg45°=1. ‘

Kui te kirjutate arcsinx (arcus tdhega vidike «a»), siis see

tahendab nurga peavéartust, s. t. nurk asub vahemikus —90° kuni

-+90° ehk vahemikus —Tz—kum +7; arc cos x asub vahemikus 0°

kuni 180° ehk vahemikus 0 kuni z; arctgx asub vahemikus —90°

kuni +90° ehk vahemikus —= kum + ; arcctgx asub vahemi-

kus 0° kuni 180° ehk vahemlkus 0 kuni z.

Pidage meeles, et nurga igale vdirtusele vastab tdiesti méara-
tud trigonomeetrilise funktsiooni viartus, kuid trigonomeetrilise
funktsiooni igale védartusele vastab lugemata hulk nurki, seepérast
tuleb: enne, kui lahendada trigonomeetrilist vorrandit, oppida sel-
geks nurkade avaldamine iildkujul.

sin x jaoks: x = 180° n 4 (—1)"a; ehk x=an +(—1)" - a;

cos x jaoks: x=360°n + a; ehk x=2an -+ a;
tg x jaoks: x = 180°n -+ a; ehk x =z n+} a;
ctg x jaoks: x=180°n+ a; ehk x=an + a,

kus n on mistahes tdisarv.
Niditeks: sinx=;‘/2§,
x=180°n -+ (—1)"-60°.
See v6rd.u:s madédrab koik nurgad, mille siinus on —V—Q—S——

Toepoolest, 6lgu n =120, siis
x=180°-0 -+ (—1)°-60°=60°.
Olgu n =1, siis x=180°-14(—1)'-60°= 180° — 60°=120°.
Toepoolest, sin 120° =-123—.
Olgu n = 2; siis x = 180°-2 4 (—1)2 - 60° = 420°

Toepoolest, sin 420° = sin(360° + 60°)= sin 60° = Vd
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Trigonomeetrilise vorrandi lahendamiseks tuleb teda eelkGige
teisendada, nii et yorrandisse jdéks ainult ithe argumendi {iks
funktsioon. Arvutades siis selle-funktsiooni vdartuse, madrame lei-
~tud funktsiooni vdirtusele vastava nurkade iildavaldise.

Niiteks, sin x = cos x, jagades vorrandi-mo6lemaid pooli suuru-

sin x coSs X %
sega cos X, saame = , siit tgx=1; x = 180° n + 45°“ehk
Cos X . cosX .

-x:nn—f—%—.

KozZeurovi opikus § 47 on toodud nditeid trigonomeetriliste
poordiunktsioone sisaldavate iilesannete lahendamise kohta ja
§ 50 trigonomeetriliste vorrandite lahendamise kohta. Soovitame
need iilesanded 1édbi té6tada.

Kontrollkiisimusi *

1. Mis on arc sin a, arc cos a, arc tg a?
2. Missuguses vahemikus asuvad trigonomeetriliste pd6ord-
funktsioonide peavéartused?

3. Millega vordub tg 2 (arc ¢ag%) ?

4. Mis on trigonomeetriline vorrand? !
5. Mis tdhendab lahendada trigonomeetriline vorrand?
6. Kirjutage nurkade iildavaldis, mis wvastab antud siinuse,
koosinuse voi tangensi viddrtusele?
7. Kuidas lahendatakse jargmise kujuga homogeenset vorran-
dit:
a sin? x -+ b cos x sin x -+ ¢ cos?2 x=0?

Te»etln a 7. Kaldnurksete kolmnurkade lahendamine

Kaldnurkse kolmnurga elementide vahelised pohiseosed. Siinus-
teoreem. Koosinusteoreem. Kaldnurkse kolmnurga lahendamine
1) iihe kiilje ja kahe nurga jargi; 2) kahe kiilje ja nendevahelise
nurga jargi; 3) kolme kiilje jargi.

Trigonomeetriliste funktsioonide logaritmide tabelid ja nende
kasutamine kolmnurkade lahendamisel.



Kirjandus

ozeurov. § 51—59, iilesanded nr. 1, 5, 13, 14, 53, 54, 59, 60, 73, 76, 79, 81.
obkin. Trigonomeetria, §98—99, 102—103, 111—114.

6bkin. Trigonomeetria iilesannete kogu, § 12, iilesanded nr. 1, 2, 5, 35—37;
§ 13, nr. 1, 2,7, 10, 24.

ovosjolov. Trigonomeetria, VI ptk,, § 35—45.

tra t latov. V ptk., § 15, iilesanded 336 (1; 3; 4; 5), 337; § 16, 341, 342;
§17, 344, 345, 347—349, § 18, 352—362, 364.

R ool o
»hzZ HPI

METOODILISED JUHENDID

Enne, kui asuda selle teema Oppimisele, tuleb korrata loga-
ritme. Ku1 kaldnurkses kolmnurgas on antud kiilg ja kaks nurka,
tuleb kasutada lahendamiseks siinusteoreemi.

Koosinusteoreemi kasutatakse siis, kui on antud kaks kiilge
ja nendevaheline nurk, Kuid see teoreem on ebamugav seepérast,
et summat ei saa logaritmida. Siin tuleb kas ositi logaritmida voi
kasutada valemeid:

tg A = asinC | tg A — asin B

b—acosC’ c—acosB "’

mis on toodud KoZeurovi opikus § 47. Seda valemit on kasutatud
iilesande lahendamiseks § 53.

Naiited iilesannete lahendamise kohta on igas trigonomeetria
opikus. Uurige neid. s

Kontrollkiisimusi

1. Toestage siinusteoreem.

2. Toestage koosinusteoreem.

3. Kuidas lahendada kolmnurk kui on antud iiks kiilg ja kaks
nurka?

4. Kuidas lahendada kolmnurk kui on antud kaks kiilge ja
nende kiilgede vaheline nurk?

5. Kuidas lahendada kolmnurk, kui on antud kolm kiilge?

#KONTROLLTOO NR. 4

Esimene variant

1. Arvutada x, kui logoix = —2.
2. Logaritmida:

x=(a®+ b3)\3/a_b2’(a -+ b).
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3. Leida x, kui logxz—%loga—}—l%]ogc——log&

4. Arvutada logaritmide tabeli abil:

. B R
1/'0,76 V 0,754 |
a) 18362 °

4
b) V2,56° 4 0,00366%;
(tehniliste erialade Gpilastele).

5. Metsa iga-aastane juurdekasv on 2,5%. Kui palju puud voib
anda metsatiikk 20 aasta parast, kui kéesoleval ajal on seal
14 000 m® puitu? (majandustehnikumide ja -osakondade opilastele).

6. Teisendada korrutiseks:
sin f - cos 2a.

7. Toestada samasus:
sin 80° — sin 20° 4 2 sin 40° sin 20° = 4 cos 50° cos 65° cos 5°.

8. Lahendada kolmnurk, kui on antud:
a=125 dm;  / A==5310/ %/ B.— 6820/

9. Arvutada liikatiga:

a) 0,064 -0,075;
12,8 sin 55°
b) o

Anda lithike seletus.

Teine variant

1. Arvutada logo,es 5.
2. Logaritmida:

JiL e

bVa

3. Leida y, kui logy 2_;)_ [3log(a—+ b)—2log(a—0b)].
4. Arvutada logaritmide tabeli abil: :

SR
) 1846 VO8I,
47 2
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3
b) v0,008642 + 3,5893;
(tehniliste erialade Opilastele).

5. Kui suur summa koguneb hoiukassasse 10 aasta jooksul,
kui iga aasta algul makstakse sisse 300 rubla ja hoiukassa poolt
arvestatav intressimédar on 3% aastas? (ma]andustehmkumlde ja
-osakondade opilastele).

6. Teisendada korrutiseks:

1 — cos 4e + sin 4a.
7. Toestada samasus:

(Bemsaoosze) 1 tgha”cl8 20
8. Lahendada kolmnurk, kui on antud

=13;6"cm; "/ A==36"195" /£ C==73"41".
9. Arvutada liikatiga:

sin24q °

a) 3,56 :0,0025;

by 224 1g4l°

sin 35°
Anda liihike seletus.

Kolmas variant

1. Arvutada x, kui log. : ==.
2. Logaritmida:

X*—O3V( Sab-

Leida x, kui logx—4logc—-—logb—|— l—log(a+b)
Arvutada logarntmlde tabeli abil:

~w

a) V 1,421/0,0275;
0367 4 4,256°
V7865 i
(tehniliste ‘erialade Gpilastele).
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5. Milline summa tuleb maksta iga aasta 1opul, et 5 aastaga



tasuda 2800 rublane laen, millelt arvestatakse 4% aastas? (majan-
dustehnikumide ja -osakondade Gpilastele).
6. Lihtsustada:

4 sin a cos a cos 2a
cos? 2a — sin? 2a¢

tg (90° — 4a).

7. Teisendada korrutiseks:
' sin 2a - sin 8a - sin 5a.
8. Lahendada kolmnurk, kui on antud: ;
a= 16,76 dm; b=18,568 dm; / C =63°22’.
9. Arvutada liikatiga: ;

e

3 > .
a) 1/0,000076;
) 2cos42 ¢

sin 66° °

Anda liihike seletus.

Neljas variant

1. Arvutada x, kui logx%= —2.
2. Logaritmida: '
. 7 R R A S
x =:% Vi (b3 + c3).
. ; 1 1
3. Leida x, kui logx=1 —4—loga—3 log b —I—?log(a +b).
4. Arvutada logaritmide tabeli abil:

) 7582 VOBEE .
8,433 ’

: 3
b) V2,3562+\/0,’0168;
(tehniliste erialade opilastele).

5. Mitme aastaga kahekordistub hoiusumma, kui igal aastal
arvestatakse juurde 3% intressi? (majandustehnikumide ja -osa-
kondade opilastele). ;

6. Teisendada korrutiseks:
; sin? @ — cos? a.
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7, Leida tg 2e, kui cos a=0,8 ja 270° < a < 360°.
8. Lahendada kolmnurk, kui on antud:

c=23,56 m; b=16,28 m; / A= 46°16".
9. Arvutada liikatiga:
: a) 7,6383;
‘ . p) 082 tg TR0

sin46°
Anda lithike seletus.



KOONDULESANNE NR. 5
GEOMEETRIA

Teema 1. Sirged ja tasapinnad

Tasapinna pohiomadused. Kahe sirge vastastikune asend ruu-
mis: loikuvad sirged, paralleelsed sirged, kiivsirged. Tasapinna
ristsirge ja kaldsirge. Teoreem tasapinna ristsirgest *. Teoreem
tasapinna kaldsirgest ja ristsirgest ning kaldsirgete projektsioo-
nidest tasapinnal *. Kolme ristsirge teoreem (otsene ja poordteo-
reem)*. Teoreem kaldsirge ja tema projektsiooni vahelisest nur-
gast *. Sirge ja tasapinna vaheline nurk.

Paralleelsed sirged ja paralleelsed tasapinnad. Teoreem tasa-
pinnast, mis on risti ithega paralleelsetest sirgetest. Sirge ja tasa-
pinna paralleelsuse kaks tunnust. Teoreem tasapinnast, mis 1dbib
teise antud tasapinnaga paralleelset sirget.

Paralleelsed tasapinnad. Kahe tasapinna paralleelsuse tunnu-
sed. Teoreemid kahest paralleelsest tasapinnast, mis on loigatud
kolmanda tasapinnaga; sirgest, mis on risti ithega kahest paral-
leelsest tasapinnast; paralleelsete tasapindade vahel "asuvatest
paralleelsetest sirgloikudest; vastavalt paralleelsete haaradega
nurkadest.*

Teema 2. Kahetahulised ja mitmetahulised nurgad

Kahetahulise nurga definitsioon. Kahetahulise nurga joonnurk.
Kahetahuliste nurkade vordsus ja mittevordsus: Kahetahuline
taisnurk.

Ristuvad tasapinnad. Tasapindade ristseisu tunnis *. Tasa-
pinnalise kujundi projektsiooni pindala *. Kolmetahuline ja mitme-
tahuline nurk. Kolmetahulise nurga tasanurkade omadus; mitme-
tahulise nurga tasanurkade omadus.

* Mirgitud teoreeme peavad Opilased oskama tdestada.
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Kirjandus

iss eljov. Geomeetria, II osa, § 1—18; 23—34; 38—52.

0bkin. Geomeetria, I osa. Ulesanded: § 1, nr. 9, 13—19, 22; § 2, nr. 7,
9, 10; § 3, nr. 1, 2, 9, 11, 18, 19, 20, 29, 30; § 4, nr. 1—6, 12, 19; § 5,
nr. 1—5.

3. Andrejev. Geomeetria, § 79—95, iilesanded 1—20; § 96—106, iilesanded
1—6, 12, 15, 16.

METOODILISE JUHENDID

oK
. R

Siiamaani késitleti geomeetrias kujundite ja joonte omadusi,
millistel oli iiks voi kaks moogdet. Selliste kujundite koik punktid
asetsevad {iihel tasapinnal. Seda geomeetria osa nimetatakse pla-
nimeetriaks.

Geomeetria teises osas, mida nimetatakse stereomeetriaks, opi-
takse geomeetriliste kehade omadusi. Geomeetrilised kehad oma-
vad kolme mooddet.

Koigepealt omandage tasapinna ristsirge ja kaldsirge ning
kaldsirge projektsiooni moiste. Samas on vaja lahendada iiles-
andeid kaldloigu ja selle projektsiooni teoreemide rakendamiseks.
Poorake erilist tdhelepanu kolme ristsirge teoreemile; see leiab
edaspidi laialdast rakendust. Lahendage selle teoreemi pdhjal
iilesanne nr. 22, § 1 (Robkin).

Pidage meeles, et kaldsirge ja tasapinna vaheliseks nurgaks
nimetatakse nurka, mis tekib kaldsirge ja selle projektsiooni vahel.
See nurk on iihtlasi vdikseim koikidest nurkadest, mis kaldsirge
moodustab tasapinnal asetsevate ja kaldsirge aluspunkti ldbivate
sirgetega. Vaadake ka selle omaduse toestust.

Kindlalt tuleb omandada joonnurga moiste. Iga kahetahulist
nurka moodab tema joonnurk. Joonnurga saamiseks tuleb kahe-
tahulise nurga serva mingist punktist tommata kummalegi tahule
servaga ristuv sirge. Nende ristsirgete vaheline nurk ongi kahe-
tahulise nurga joonnurk. Tuleb meeles pidada, et *vordsete kahe-
tahuliste nurkade joonnurgad on vordsed ja et suuremal kahe-
tahulisel nurgal on ka suurem joonnurk.

Stereomeetrilise joonise puhul tuleb arvestada kujutise ting-
likkust: vordsed 16igud joonisel voivad olla tegelikult erinevate
pikkustega ja vastupidi; tdisnurka voib joonisel kujutada nii niiri-
nurk, tdisnurk kui ka teravnurk.

Kuna stereomeetriline joonis valmistatakse kaldparalleei-
projektsioonis, siis tuleb joonise valmistamisel tdita jargmisi
noudeid: : i

1) sirge projektsiooniks on sirge, viljaarvatud kujutamis-
kiirtega paralleeine sirge (siin saadakse punkt);
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- 2) paralleelsed sirged jaavad paralleelseteks;

3) tihel ja samal sirgel asetsevate 16ikude suhe ei muutu.

Joonise valmistamisel soovitame veel tdita jargmisi noudeid:

1) valmistada joonis pliiatsiga;

2) kujutades prismat (rooptahukat), mis asub teie ees, joo-
nestage teie suhtes paralleelselt asuvad servad horisontaalselt,
teie poole suunduvad servad aga 45° nurga all horisontaalsetega;

3) koik teie suhtes paralleelsed sirgloigud joonestage iihes ja
samas mootkavas, nendega ristuvad 16igud aga kaks korda védhen-
datud mootkavas;

4) monikord on kasulik teha planimeetrilisi abijooniseid iiksi-
kutest hulktahuka elemen-
tidest (kolmnurgast, roop- 8
kiilikust). See kergendab
iilesande iihe voi teise kii-
simuse lahendamist.

- Materjali paremaks
emandamiseks voib valmis-

tada néitlikke vahendeid o
traadist, wineerist, karton- A

gist. ~

Soovitame opilastel
muretseda vineeri (30 X
X 20 cm), plastiliini, mo- Joon. 2.

~ ned vardakesed (10—15).

Kattes vineeri 2—3 mm paksuse plastiliini kihiga, v6ib var-
raste abil ehitada peaaegu iga stereomeetrlllse kujundi (valja-
arvatud umarkehad)

Lahendame 1. ja 2. teema kohta modned {ilesanded.

Ulesanne 1. Viljaspool tasapinda asuvast punktist on tasa-
pinnani ehitatud ristloik ja kaldloik. Leida kaldldigu pikkus, kui
ta on ristldigust 4 cm vorra ja oma projektsioonist’ sellel tasa-
pinnal 8 cm vorra pikem (joon. 2).

Antud: AB — tasapinna P kaldloik; BO | P; AO — kald-
16igu AB projektsioon tasapinnal P; AB— BO = 4cm; AB—AO =
=8 cm. Leida AB.

Lahendus.

Vaatleme kolmnurka AOB. Ulesande tingimuste kohaselt
BO | tasap. P, seega, vastavalt ristsirge definitsioonile, BO on
risti iga sirgega, mis asub tasapinnal P ja ldbib punkti 0; see-
tottu BO | AO; s. t. / BOA=90°% jarelikulf /\AOB on tiis-
nurkne.

1. Ulesande tingimuste kohaselt BO = AB —4; AO=AB —8.
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;2. Pythagorase teoreemi kohaselt AB2= A02 -\ BO?2, seetdttu

AB? —(AB —8)2+(AB—4)2;
AB? — AB?— 16AB -+ 64 -+ AB2 — 8AB + 16;
AB2 — 24AB + 80 = 0; .

ABis =12+ /144— 80; AB, = 12 } 8= 20;
ABy =12 —8=4.

AB, ei sobi, sest kui hiipotenuus AB oleks 4 cm, siis AO =
=4 —8=—4, mis ei ole voimalik. Seepédrast AB =20 cm. Toe-
poolest, kui AB =20 cm, siis BO =20— 4=16 cm ja AO =
= 20 —8=12 cm; 202= 1624 122 (kontrollige)

Ulesanne 2. Mingist punktlst ruumis on tasapinnani juhitud
ristloik, pikkusega 15 cm ja kaldloik, pikkusega 25 cm. Leida rist-
16igu projektsioon kald-

8 16igule (joon. 3).
Antud: AB — kaldloik
tasapinnale P; BO | P;
D BO=15 ©cm;  AB=
=250
a : Leida BO projektsi-
oon loigul AB.
A 0 Lahendus.

1. BO projektsiooni
saamiseks 1oigul AB
ehitame ristloigu AB-le
punktist O; BD ongi
otsitav projektsioon. Selle iilesande lahendamiseks meenutame teo-
reemi: tdisnurkse kolmnurga kaatet on keskmine vordeline hiipote-
nuusi ja selle kaateti projektsiooniga hiipotenuusil (vt. Kisseljov,
I osa, § 188 voi Andrejev, § 29).

R R TR T P i g (%)2=32=9. Nii-

Joon. 3.

AB 25
siis BD =9 cm.

Ulesanne 3. Mingist punktist ruumis on juhitud tasapinnani
kaks vordset kaldloiku AB ja AC ning ristloik AO pikkusega
6 dm. / ACO = / ABO = 60° ,/ CAB = 90°. Leida kaldloikude
aluspunktide vaheline kaugus CB ja kolmnurga ABC pindala
(joon. 4).

Antud: tasapind P; AB= AC — kaldloigud; AO | P; AO =
=6 dm; / CAB =90° / OAB= / OAC = 60°. ~

Leida CB ja /\ ABC pindala.
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Lahendus. /

I. AABO on taisnurkne,
sest- A0 | "P. . Z:0BA=30;
sest /'OAB = 60°.

2. Et 30°-se nurga vastas-
kaatet vordub poole hiipote-
nuusiga, saame AB = 240 =
=26 £=12::dm; siis ka AC=
== 2 du:

3. / CAB=90° seetotiu

SuspomCAAB _
12-12
2

4. Loigu BC arvutamiseks kasutame Pythagorase teoreemi:
BC = VAB?2 + AC2=1/144 +} 144 = /288 ~ 17 dm.

Ulesanne 4. Leida punkti kaugus tasapinnast, kui selle punkti
kaugused kahest tasapinnal asuvast punktist on 51 cm ja 30 cm ja
neid kaugusi kujutavate 16ikude projektsioonid antud tasapinnal
suhtuvad nagu 5:2 (Andrejev, VI ptk., iil. or. 6).

Antud: AB=51 cm; AC=
L — 30 cm (joon.5); AO | tasap. M;
BO OC—5"2
Leida AO.

Lahendus.
1. Olgii!'BO = b5x'ja-0C = 2x.

Siis Pythagorase teoreemi koha-
5 selt
7 c AO? =51% — 2542 ja
AO0?=30? — 4x2
8

=79 dm?. Joon. 4.

M 2. Kuna molema vorduse vasa-
kud pooled on vordsed, siis pea-
vad vordsed olema ka paremad
Joon. 5. pooled, s. o.

512 — 25x2 = 302 — 4x2;
512 — 302 = 25x2 — 4x2;

(51 -+ 30) (51 — 30) = 21x2;
21x2 =81 - 21;

x2=— 8§;

X12=+9.
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Et x on 101gu pikkus, siis ei saa ta olla negatnvne jarelikult
=9; 0€=2x= 18 ¢cm.
3. A0?=AC? — 0C? = 30%— 18%>= 576;

AO = /576 =24 cm. .

Olesanne 5. Taisnurkse kolmnurga ABC kaatetid on 15 m ja
20 m (joon. 6). Tdisnurga C tipust véljub kolmnurga tasapinna
ristloik CD =35 m. Arvutada punkti D kaugus kolmnurga hiipo-
tenuusist AB (Robkin, II osa, § 1, nr. 22—2).

Joon. 6.

Antud: tdisnurkne kolmnurk ABC; / C=90° AC=20 m;
BC =15 m; CD =35 m; CD | tasap. A\ ABC.
: Arvutada punkti D kaugus sirgest AB.

Lahendus.

1. Punkti kaugus sirgest kujutab endast sellest punktist antud
sirgeni tommatud ristléigu plkkust Tombame DM | AB.

2. Uhendades punktid C ja M paneme téhele, et CM | AB
(kolme ristsirge poordteoreerm pohjal). Toepoolest, DM on tasa-
pinna P kaldloik, mis on risti tasapinnal ABC asuva sirgega AB;
DM | AB (konstruktsmom pohjal), CM on kaldloigu DM prOJekt-
sioon samal tasapinnal, seepérast CM_|_AB

3. Pythagorase teoreemi pohjal AB2=AC?2-4 BC?2=20%>+}
+ 152=1625; AB=25 m.

4. Arvutame 16igu CM. Téisnurkse kolmnurga pindala vordub

AC-BC 15-20

tema kaatetite poole korrutisega, s. t. Siapc="F—=-——=
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= 150 m?. Sellesama kolmnurga pindala vordub ka hiipotenuusi ja

kdrguse CM poole korrutisega, seepédrast S.apc= 42 QCM == 25'2CM <

Vorrutades 150——~25 CM, arvutame CM; CM=32—0—50= 124m;

5. Kolmnurk DCM on tdisnurkne, sest 16ik DC on risti kolm-
nurga ABC tasapinnaga. Seeparast
DM? = DC? -+ CMz;
DM? = 352 + 122 = 1225 - 144 = 1369;

DM = /1369 = 37.

Seega DM = 37 m.

Ulesanne 6. Kahetahulise nurga sees voetud punkti M kau-

gus kummastki kahetahulise nurga tahust on 2 dm (joon. 7).
Leida punkti M kaugus kahetahulise
nurga servast, kui punktist M kahe-
tahulise nurga tahkudele tommatud
ristsirgete vaheline nurk on 120° (And-
rejev, VII ptk., iil. nr. 1).
* Antud: kahetahuline nurk AB; punkt
M kahetahulise nurga sees; MC =
. =MD =2 dm; MC ja MD on rist-
sirged tasapindadele P ja Q; MN | AB;
/ CMD = 120°.

Leida MN.

Lahendus.

1. Et nelinurga NCMD koigi sise-
nurkade.summa on 360°, / C= / D =
=90° ja / CMD = 120°, siis / CND =
=360° — 180° — 120° = 60°.

2. AMNC= A\ MND, sest MN on Joon, 7.
ithine kiilg; CM =MD ja*/ C= / D
iilesande tingimuste kohaselt. Jéarelikult 4 CNM = / MND = 30°.

3. A NCM on tédisnurkne, selles on 30° nurga vastaskaatet
pool hiipotenuuisi pikkusest, seepdrast MN = 2MC =2-2 =4 dm.

Seega MN =4 dm.

Ulesanne 7. Lébi tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusi on pan-
dud tasapind, mis moodustab kolmnurga tasapinnaga nurga 60°.
Arvutada tdisnurga tipu kaugus sellest tasapinnast, kui tdisnurkse
kolmnurga kaatetid on 12 dm ja 16 dm (joon. 8).

Antud: tdisnurkne kolmnurk ABC; / ACB = 90° nurk kolm-
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C nurga ABC tasapinna ja P
vahel on 60°; AC =16 dm;
. BC =12 dm; CO | tasap. P.

Jo Arvutada CO.
B Lahendus.
: 1. Kahetahulist nurka
A o]

0 tasapinna P ja kolmnurga
ABC tasapinna vahel moode-

takse tema joonnurgaga. Et
joonnurka saada, tombame
Joon; 8. tasapinnal ABC loigu CD |

| AB; iihendame punkti D

ristloigu CO alusega; OD on kaldloigu CD projektsioon tasa-
pinnal P. Kolme ristsirge poordteoreemi pohjal AB on risti ka °
OD-ga. Seetottu / CDO =60°, sest see servale AB tommatud
kahe ristsirge vaheline nurk ongi antud kahetahulise nurga joon-
nurga

kEt arvutada loik CO, lelame algul CD. Selleks madrame
Pythagorase teoreemi abil AB:

AB = /16?4 122 = v/400 = 20 dm. .

3. Teame, et tdisnurkse kolmnurga kaatetite korputis vordub
hiipotenuusi ja sellele tommatud korguse korrutisega, s. o.
AC -BC = AB - CD; siit

AC-BC 12.16
Chie —— — =———__96d

4. Et / CDO=60° siis / OCD = 30° selle nurga vastas-
kaatet on pool hiipotenuusi pikkusest, seepdrast DO =29,6:2 =
= 4,8 dm.

5. CO2= CD? — DO?,

CO?2 =9,62 — 4,82 = 92,16 — 23,04 = 69,12;

. CO= V69,12 ~ 8,3.
Seega CO ~ 8,3 dm.

Kontrollkiisimusi

Mida opetab stereomeetria?

Sonastage tasapinna pohiomadused ja ]areldused nendest.
Missuguseid sirgeid nimetatakse paralleelseteks?
Missuguseid sirgeid nimetatakse kiivsirgeteks?

N —
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5. Mis on tasapinna ristsirge?

6. Mis on tasapinna kaldsirge ja selle projektsioon antud tasa-
pinnal?

7. Nimetage sirge ja tasapinna ristseisu tunnus. |

8. Sonastage teoreem kahest kaldsirgest ja nende projekt-
sioonidest tasapinnal.

9. Sonastage ja toestage kolme ristsirge teoreem (otsene ja
poordteoreem).

10. Mis on kaldsirge ja tasapinna vaheline nurk?

11. Toestage teoreem kaldsirge ja tema projektsiooni vaheli-
sest nurgast.

12. Sonastage sxrge ja tasapinna ning kahe tasapinna paral-
leelsuse tunnus.

13. Nimetage pralleelsete haaradega nurkade omadus.

14. Mis on kahetahuline nurk?

15. Mis on joonnurk?

16. Sonastage seos kahetahuliste nurkade ja nende joonnur-
kade vahel.

17. Millised on ristuvad tasapinnad?

18. Toestage kahe tasapinna ristseisu tunnus.

19. Sonastage kolmetahulise nurga tasanurkade omadus.

20. Kui suur on kumera mitmetahulise nurga tasanurkade
summa?

Teema_ 3. Hulktahukad

Hulktahuka moiste. Prisma. Rooptahukas; selle liigid; roop-
tahuka servade ja diagonaalide omadus. Risttahuka diagonaalide
omadus *. Prisma pindala *. Pohimoisted ruumaladest. Risttahuka
ruumala. Cavalieri printsiip. Prisma ruumala *. Piist- ja kald-
rooptahuka ruumala *.

Piiramiid. Piiramiidi pohjaga paralleelse tasapinnalise 1oike
omadus *. Tédis- ja tiiviptiramiidi pindala *. Pindvordsete pohi-
tahkude ja vordsete korgustega piiramiidide ruumvordsus. Kolm-
nurkse ja hulknurkse piiramiidi ruumala *. Tiivipiiramiidi
ruumala *.

Kirjandus
1. Andrejev, VIII ptk, § 107—124; iilesanded nr. 1-—3, 6—8, 14, 15, 18,

21, 23—26, 32, 37, 45, 46, 48—50, 64—66.
2. Kisseljov. Gegmeetria, II osa, § 67—92.

* Mirgitud teoreeme peavad opilased oskama toestada.
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3. Robkin. Ulesannete kogu, Il osa, § 7, nr. 1—3, 10—11, 20, 29; § 8,

» nr.l 2 6—8 11—14, 24, 25; § 9, nr. 1, 2, 5—6, 13—15; § 10, nr. 1—5,
§ 11, nr. 1—4, § 12, nr. 1—4; § 16, nr. 1—4, 7, 18—21, 26, 27; § 17,
nr. 1—4, 15, 16; § 18, nr. 1—8.

METOODILISED JUHENDID

Teema «hulktahukad» on pohiliseks teemaks stereomeetrias.
Siin Opime prisma, piliramiidi ja tiivipiiramiidi omadusi, nende
pindala ja ruumala. :

Eelkoige on vaja hidsti moista iga keha definitsiooni, need
kehad tédpselt joonestada, tommates nihtamatud jooned punk-
tiiriga.

Kéesoleva teema materjali suure hulga t6ttu jaotame selle
kolmeks alateemaks:

1) prisma,

2) piiramiid,

3) tilvipiiramiid.

I. Prisma

Koigepealt Oppige dra prisma definitsioon ja liigitus pohja
kuju ning kiilgserva ja pohitahu vahelise nurga jiargi. On vajalik
teada, mitu tippu, serva, tahku ja diagonaali on igal prismal.
Niiteks nelinurksel prismal on 8 tippu, 12 serva, 6 tahku ja 4 dia-
gonaali (joon. 9). Pidage meeles, et korrapdrane prisma on eel-
kdige piistprisma, mille pohjaks on korraparane hulknurk. Ro6p-
tahukas on selline prisma, mille pohjaks
on roopkiilik. Rooptahukaid liigitatakse
kaldro6ptahukaiks, piistrooptahukaiks ja
risttahukaiks.

Piistrooptahuka kaks pohja on roop-
kiilikud, aga neli kiilgtahku — ristkiilikud.

Risttahuka koik kuus tahku on ristkiili-
kud. Kuup on risttahuka erijuhus — vord-
sete moodetega risttahukas. Kuubi koik
tahud on ruudud, koik servad iihepikkused.
On vajalik toestada teoreem risttahuka
diagonaalist. Poorake erilist tédhelepanu
prisma pindala moistele. Toestage teoreem
kaldprisma kiilgpindalast. Piistprisma
kiilgpindala vordub tema pohja timber-
moodu ja korguse korrutisega: Sx==P - h.




Prisma ruumala oppimisel tutvuge algul kahe pdhilausega ruum-
alade kohta, siis ruumalaiihikutega ja risttahuka ruumala arvu-
tamisega juhul, kus mootmed véaljenduvad tédis- voi murdarvudena.
Siis vaadake Cavalieri printsiipi ja sellele tuginedes toestage
prisma ruumala. Seda on histi selgitatud P. Andrejevi opikus
(§ 117—118) ja A. Kisseljovi opikus (II osa, § 89). Iga teoreemi
piiiidke kinnistada iihe voi kahe iilesande lahendamisega.

Lahendame néidisiilesandeid prisma
kohta. ; 8, C

Ulesanne 1. Kuubi diagonaal on a,
Leida kuubi tédispindala ja ruumala
(joon, 10).

Antud: kuup ABCDAB,CDy;

diagonaal B;D = a.

Leida: St, V.

Lahendus.

1. Tahistame kuubi serva x-ga, siis,
kasutades teoreemi risttahuka diago-
naalist, voime kirjutada:

A

Joon. 10.

ad
a2 = %2 12} x2; a2 =3x? x2n=§.
-

2. Et x on kuubi serv, siis #2 on kuubi iihe tahu pindala. Kuubi
koik kuus tahku on vordsed, seega on kuubi taispindala 6x2,
saame:

5

6a2
St == T = 2a2,
3. Kuubi ruumala leidmiseks tuleb enne midrata kiilje pikkus: "

_y/a® avV3
X = ?= 3

4. Kuubi ruumala vordub tema kiilje kuubiga:

TR a\/-é)s_a’\/2_7__a3~3 V3 _adV3
wk b &7 i slkucla 2 ana S

. Kui votta V3 = 1,73, siis voime avaldada kuubi ruumala tema
diagonaali a kaudu tdpsusega kuni 0,01 (arvutage iseseisvalt).

Ulesanne 2. Libi kolmnurkse piistprisma {ihe pohiserva on
voetud tasapind, mis 16ikab selle vastas asetsevat kiilgserva ja
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g moodustab pohitahuga nurga 45° (joon.
* 11). Prisma pohja pindala on Q. Avaldada
loike pindala (Rébkin, II, § 7, nr. 28).
Antud:  kolmnurkne  piistprisma
' ABCABCy; Spapc= Q; nurk AMC ja
M ABC vahel on 45°.
Avaldada S, amc.
A Lahendus.

1. Kahetahulise nurga AC mooduks on
tema joonnurk. Selle saamiseks tombame
BN | AC, siis on ‘MN ka risti AC-ga
(kolme ristsirge teoreemi pohjal) ja
Joon. 11, / MNB on kahetahulise nurga AC joon-

nurk, s. t. / MNB = 45°.
2 ANMB on tﬁisnurkne sest prisma on piistprisma. See-

parast m= cos 45°% MN = _—8553 = BNV/2.
AC-MN _ AC-BN /&5
3. SQAMC_ 2M 2 \/2
AC- BN
4. S, a8c= =Q.

“5, Jarelikult, SMMC;—Q\/Z

Miarkus. Kasutades teoreemi, et projektsiooni pindala vordub kujundi
pindala ja kaldenurga koosinuse korrutisega, saaksime kohe:

S. aBc= S, amc " ¢0s 45°;

Srasc_ Q —QV3

SAAMC cos 45° __l-: Bl cl
V2

Lahendades aga iilesannet eelppoltoodud viisil, et A N D
ihtlasi tuletasite meelde ka nimetatud teoreemi "” N ’
toestust. I

Ulesanne 3. Korrapdrase nelinurkse pris- I
ma diagonaal on 9 cm ja tdispindala 144 cm?. I\
Leida prisma ruumala (joon. 12). 13

Antud: korrapirane nelinurkne prisma oA
ABCDA,B,C,Dy; B:D =9 cm; S;= 144 cm? LY

Leida prisma ruumala. 8Ll J¢

Lahendus. ’

1. Prisma ruumala V=3S;-h. Nagu # L
néeme, tuleb leida prisma pohiserv ja korgus. Joon. 12.
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2. Téhistame prisma pohiserva x ja korguse y. Arvestades, et
risttahuka diagonaali ruut vordub tema kolme mo6tme ruutude
summaga, saame koostada esimese vorrandi:

2x%2 4 y?=8l.

3. Teise vorrandi koostamiseks kasutame antud tdispindala.
~ Prisma tdispindala vordub tema kiilgpindala ja kahe pohja pind-
ala summaga. Kiilgpindala vordub pohja iimbermoodu ja korguse
~ korrutisega, seetottu
| St = 4dxy + 2x2 = 144,
g - 2y~ 22 = T2

: : 2x2 2 — 81
: 4. Saame: { §2i2xz 2

Selle vorrandisiisteemi lahendamiseks lahutame esimesest vor-
randist teise, saame
x2 —2xy + y2 =29,

(x*—y)?=9,

X —Yy =43

/

]

Vaatleme veelkord vorrandisiisteemi kujul

2x2 + 4xy = 144
2x% =L s B
Liites molemad vorrandid, saame
4x2+ 4xy + y? = 225,
(2x + y)? = 225,
2+ y= 15 (votame 15 mar-

giga -, kuna kahe 16igu summa ei saa olla negatiivne).
5. Niiiid peame lahendama jérgmised siisteemid:

{ x—y=3 { xX—y=-—3
2+ y=15 2%y e=1h "'
=18, Ix=12
Y ==0 re==4
=3, Y=l

Kui votta x=6 cm ja y =3 cm, siis
Y =x}y=2386:3=108 cm?®
Vottes aga x=4 cm ja y =7 cm, saame
V="16:-T=112 cin®
Niisiis, V; = 108 cm3; Vo= 112 cm3.

/?
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Ulesanne 4. Leida kolmnurkse kaldprisma ruumala, kui
prisma pdhjaks on vordkiilgne kolmnurk kiiljega a=4 dm
(joon. 13), kiilgserv on vordne pohiservaga ja moodustab pohja
tasapinnaga nurga 60° (Andrejev, VIII ptk., iilesanne nr. 35).

Antud: prisma ABCAB,C;; AB=BC=AC=a=4 dm;
AA; =AB=a=4 dm; nurk sirge AA, ja tasapinna ABC vahel

on 60°.

B, Leida prisma ruumala.

Lahendus.

1. Prisma ruumala V=S, A.

2. Sirge ja tasapinna vaheliseks
nurgaks loetakse nurka, mis tekib sirge
ja tema projektsiooni vahel tasapinnal;
seepdrast tuleb kiilgserva ja pohja tasa-
pinna vahelise nurga saamiseks tom-
mata tipust A, ristsirge tasapinnale
ABC, ristsirge aluse iithendame punk-
tiga A. / A\AM ongi 60°. A;M on pris-

~ ma korgus.

3. Kolmnurgast 4AM leiame AM:

AM = AA; - sin 60° = “‘2/3 _

.
4. Vordkiilgse kolmnurga pindala avaldub kiilje a kaudu azl 3

toepoolest, kasutades nditeks Heroni valemit, saame:

sV EEE-IE-)-VEREE

_aV3
s T

v
5. Prisma ruumala on:

V3 av3
o 4300 T

(s 8- w3e64inn

Niisiis, V=24 dm3.

Ulesanne 5. Risttahuka diagonaal on ! ja ta moodustab pohi-
tahuga nurga «. Pohja diagonaal moodustab viiksema pdGhiser-
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'vaga nurga B. Arvutada risttahuka B
ruumala ja kiilgpindala (joon. 14). ! G
Antud:

risttahukas ABCDA]B]C]D], B]D = A
— 1, /B DB=a; / ABD =§. - — D,

Leida: V ja Sk. . : :

Lahendus. | \\

Ruumala ja kiilgpindala arvuta- | V4
miseks peame leidma kiilgserva ja | \
pohiservad. 1 \

1. Vaatleme kolmnurka BBD; 1 B8 \

(U T & b T
—T—sma, BB,_BD sin a. i
h=1-sina. P ey <\
B0 : 5 : B

2 gD e A Y Joon. 14.
- cos @ = [ cos a.

3. Vaatleme kolmnurka ABD; / A=90° :g =cos ;" AB =

= BD - cos = 1 cos a cos f. ;

&0 —sinp; AD = BD -sin =l cos asin f.

4. Niiiid saame arvutada rutimala:
V=8,-h=AB-AD -h=

=IlcosacosfB-lcosasinp-lsina=
= [3 cos?a cos g sin §sin a.

: ; T 4R sin2a . P
Et 2sinacos a=sin 2q, siis sinacosa==—; 2 ja cospsinf=
sm2,9
53—, saame

,sin28 __ [Pcosasin 2asin2p

COs a PG 4

__ 3 sin2a
V=PF——

5. Arvutame kﬁlgpindala‘:
Sk=P.h=(24B 4 2AD)h =
=2(l cos acos B+ lcos asin f)lsina=
= 2/% cos @ sin a(cos g+ sin g)=

=2 sin a cos a[cos § -+ cos (90° — B) =
= [2sin 2a - 2 cos 45° - cos (B — 45°)= 21/ 2 sin 2a cos (§ — 45°).
Arvutage logaritmide abil kiilgpindala, kui [=13,5 dm;

a = 38°14’; p=62°22’".
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Kontrollkiisimusi

1. Mis on hulktahukas?

2. Missugust hulktahukat nimetatakse prismaks?

3. Missugune on Kaldprisma, piistprisma, korrapirane
prisma?
Mis on rooptahukas?
Mis vahe on risttahuka ja piistr66ptahuka vahel?
Millist keha nimetatakse kuubiks?
Mis on prisma diagonaal?
Toestage teoreem risttahuka diagonaalist.
Toestage teoreem prisma kiilgpindalast.

10. Millega vordub piistprisma kiilgpindala? Kuidas arvutada
tdispindala?

11. Toestage teoreem risttahuka ruumalast.

12. Sonastage Cavalieri printsiip ja selle pohjal toestage, mil-
lega vordub prisma ruumala.

13. ‘Millega vordub kuubi ruumala?

SR 0N T3 T

"II. Piiramiid

Kirjutage vilja ja Oppige dra piiramiidi definitsioon, joones-
tage kolmnurkne, nelinurkne, kuwgsnurkne piiramiid. Nahtamatud
jooned tommake punktiiriga (nditeks piliramiidi korgus). Pidage
meeles, et korraparase piiramiidi pohjaks on korrapédrane hulk-
nurk ja piiramiidi korgus langeb pohja keskpunkti (joonisel
korrapérase piiramiidi pohi ei pea olema korraparane hulknurk).

Joon. 15. Joon. 16.




Tuleb kindlalt teada erinevust kiilgserva ja pohja vahel tekkinud
nurga ja pohiserva juures tekkinud kahetahulise nurga vahel.
Esimesel juhul médratakse nurk kiilgserva ja selle projekt-
siooni vahel pohitasapinnal (joon. 15, / SAO).
Teisel juhul mododab nurka joonnurk, mis tekib kahetahulise
nurga servale tommatud kahe ristsirge vahel (joon. 16, / SMO).
Tuleb korrata valemeid korrapdrase hulknurga kiilje arvuta-
miseks timberringi raadiuse kaudu:

a3 =RV3; as=R; a,=RV2,

an-——2RSI’ll—8-(l—

Samuti on vaja teada kolmnurga siseringjoone ja iimberring-
joone raadiuste arvutamise valemeid.

a) r=%,
kus r on kolmnurga (voi hulknurga) siseringi raadius;

S — kolmnurga (voi hulknurga) pindala;
p — kolmnurga (voi hulknurga) pool umbermootu
abe

b) R ——4_3-’
kus R on kolmnurga iimberringi raadius;

a, b ja ¢ on kolmnurga kiiljed; ]
S — selle kolmnurga pindala.

Piiramiidi kiilgpindala arvutamise teoreem kehtib ainuit korra- -
parase piiramiidi puhul, korrapératu piiramiidi kiilgpindala lei-
takse iiksikute kiilgtahkude pindalade summana.

Piiramiidi ruumala toestamiseks tuleb kasutada lemmat pind-
vordsete pohjadega ja vordsete korgus-
tega kolmnurksete piiramiidide ruum- S
vordsusest. Selle lemma toestuse oppi-
mine ¢i ole kohustuslik, kuigi seda on
lihtne téestada Cavalieri printsiibi abil
(Andrejev, § 122).

Lahendame m6ned iilesanded.

Ulesanne 7 Korraparase kolmniirk-
se’ puramindl pohjd ‘{imbermodt on

30\/3 cm ja kiilgserv 26 cm. Maiirata
piiramiidi korgus (joon. 17). ' Cc

Antud:  korrapérane kolmnurkne Joon. 17.

A
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piiramiid SABC; AB-+4 BC + AC=30v3 cm; SB=26 cm;
SO | tasap. ABC.

Miirata SO.

Lahendus.

1. Leiame kiilgserva AB = BC = AC:
AB=2VY3 _ 10y3em.

2. Leiame OB;-et piiramiid on korrapdrane, siis tema korgus
langeb pohja keskpunkti. Seega on OB kolmnurga timberringi raa-
dius:

o AB
AB = 5 = —
B=RvV3; R ek
TR s et 10 cm.
V-3

3. Téisnurksest kolmnurgast SOB (SO | OB) saame:

SO=1SB?—0B*= /262 — 102=/36-16=6-4=24.
Jarelikult, SO = 24 cm.

Ulesanne 2. Korrapérase nelinurkse piiramiidi kiilgpindala on
14,76 dm? ja tdispindala 18 dm?.
Arvutada  piiramiidi ~ ruumala
(joon. 18).

Antud: korrapirane nelinurkne
piiramiid SABCD; S = 14,76 dm?,
Sf = 18 dm?.

Arvutada piiramiidi ruumala.

Lahendus.

1. Kuna tédispindala on kiilg-
pindala ja pohja pindala summa,
on kerge leida piiramiidi pohja
pindala, nimelt:

Sp‘=‘St——Sk; "

Sp =18 — 14,76 =3;24 dm?. Joon. 18.

2. Et piiramiid on korrap;irane, siis on tema pohjaks korrapa-
rane nelinurk, s. t. ruut; ruudu pindala vordub tema kiilje ruuduga,

seepédrast:
AB? = 3,24 dm?;
AB = /3,24 = 1,8 dm.
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3. Piiramiidi ruumala arvutamiseks tuleb leida korgus SO.
Selle saame leida tdisnurksest kolmnurgast SOK, kus SK on piira-
miidi apoteem ja OK on pool ruudu kiilge. Et korrapidrase piira-
miidi kiilgpindala vordub pohja iimbermddodu (U) ja apoteemi
poole korrutisega, saame leida SK kiilgpindala valemist, nimelt:

o OeSK 25, 2.1476
k—_2—'; SK.__'E———TI-’S—-——‘},I dm.

4 OK=3AD=1%-18=0,9dm.
5. SO = VSK2— OK?2= /4,12 — 0,92 = /16,81 — 0,81 =

=4 dm.
6. Arvutame piiramiidi ruumala:
Sph  324.4°
e B 4
V=G =0 =432

Niisiis, V = 4,32 dm3.

Ulesanne 3. Piiramiidi pohjaks on vordhaarne kolmnurk, mille
alus on 12 ¢cm ja haar on 10 cm. Kiilgtahkude ja pohitahu vahelised
kahetahulised nurgad on igaiiks 45°. Arvutada piiramiidi korgus
(Robkin, II osa, § 9, nr. 6).

Antud: kolmnurkne piiramiid SABC (joon. 19); AB = BC =

‘— 10 em; AC = 12 em; / SMO — / SNO= / SKO — 45°% SO |

| | tasap. ABC.

Arvutada SO.

Lahendus.

1. Kuna kiilgtahkude ja pohitahu vahelised kahetahulised nur-
gad on koik vordsed, siis piiramiidi korgus langeb kolmnurga ABC
siseringi keskpunkti. Toepoolest, kahetahuliste nurkade joonnurgad
SMO, SNO ja SKO on koik vordsed — 45° mistottu /\ SMO =
= /\ SNO = /\ SKO (iihise kaateti SO ja kahe nurga jargi), jére-
likult OM = ON = OK, st. et O on kolmnurga siseringi keskpunkt.

2. Leiame OM valemi rz% jargi:

p =10—+1£_+_12= 16:
S=vplp—a)(p—0b)(p—c)=V16-6-6-4=4.6.-2=
= 48 cm?;

_
E 0

r g BT
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3. Arvutame SO. Kuna kolmnurk SOM on vordhaarne
(£ SMO = / OSM = 45°), siis SO = MO =3 cm.

Seega SO =3 cm.

Olesanne 4. Piiramiidi korgus on 16 m ja pohja pindala on
512 m2. Kui kaugel pohitahust asetseb pohjaga paralleelne 16ige,
mille pindala on 50 m? (Robkin, II, § 9, nr. 17)?

Joon. 19. Joon. 20.

Antud: piiramiid SABC (joon. 20); SO | ABC; SO =16 m;
S, =512 m?; abc || ABC; Sas = 50 m?,
. Leida OO;.

Lahendus.

1. On teada, et kui piiramiid on ldigatud pohjaga paralleelse
tasapinnaga, siis 10ike pindala suhtub pohja pindalasse nii nagu
suhtuvad nende kauguste ruudud piiramiidi tipust.

Sabc _%
e S
2 Kuna SO; ":.SO b 001 =16 — 001, siis
50 (16— 00))? ;
[ Tt 162 :

3. Taandades vasakut poolt 2-ga, saame:

25 _ (16—00))?
. TG
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Siin on kasulik votta vasakust ja paremast poolest ruutjuur,
saame:

P e R B L1016 - 004;

kui 5 =16 — 00, siis 00;= 11;
 kui’'5 = — (16 — 00,) = —16 -+ 00y, siis 00, =21, see aga ei ole
voimalik, kuna kogu piiramiidi korgus on 16 m, OO, on aga osa
korgusest ja ei saa seepérast olla 21 m.
Seega 00, =11 m.

Ulesanne 5. Avaldada korrapirase kuusnurkse piiramiidi tdis-
pindala, kui piiramiidi apoteem on S
k ja pohja apoteem on r (Robkin,

I1, § 10, nr. 3).

Antud: korraparane kuusnurk-
ne piiramiid SABCDEF (joon. 21);
apoteem SM =~k; OM=r.

Avaldada S;.

Lahendus.

1. Téispindala leidmiseks pea-
me koigepealt teadma kﬁlgpind-ﬂ
ala, mis vordub pohja iimbermoo-
du ja poole apoteemi korrutisega. M
Nagu néeme, tuleb leida pohiserv.
Téhistame selle x-ga. Kuna poh- 3 E
jaks on korraparane kuusnurk, siis Joon. 21.

AB = BCS QD DE = EF — AF =3,

/

2. OD on kuusnurga iimberringi raadius. R = x, sest korra-
pédrase kuusnurga kiillg vordub iimberringi raadiusega. DM =v%.
OM on antud pohja apoteem r.

Tdisnurksest kolmnurgast ODM saame:

oD = (5F)" + om;
em (5) 4
4x2 = x2 4 4r2;
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Et U = 6x, SM = &, siis

Sk=6x2-k iy P re G‘r/; ____Grk v—=2rk\/-3—.

4. Leiame pdhja pindala. Korrapirase hulknurga pindala vor-
dub tema iimbermo6odu ja apoteemi poole korrutisega.

6r 6r2  6r2V3
¥3 ' ¥3 3

Sp=3X+ =1

5. Niiiid avaldame tédispindala:
Sy == 2rk\/3 + 2r>\/3 = 2r (k + r) V3.

Olesanne 6. Piiramiidi pohjaks on kolmnurk kiilgedega 13 cm,
14 cm ja 15 cm. Kiilgserv, mis asetseb suuruselt keskmise pohi-
serva vastas, on 16 cm ja on risti pohi-
S tahuga. Arvutada piiramiidi tdispindala
(Robkin, II, § 10, nr. 18).
Antud piiramiid SABC (joon. 22);

AC =15.cm:
AB==13 cm;
BC =— 14 cm;
A SA | tasap. ABC; SA = 16 cm.
Leida Si.
Lahendus. :
1. Et.piiramiid ei ole korrapédrane,
Joon. 22. tuleb tema tédispindala arvutada {iksi-
kute tahkude pindalade summana.
2. Kuna SA | pohja tasapinnaga, siis SA | AC ja SA | SA,
s. t. et A\ SAC ja /\ SAB on taisnurksed.
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3. Leiame nende kahe kolmnurga pindalad:

SA-AB .
Sasap= 5 = 16213 = 104 cm?;

S __SA-AC __16-15
ASAC — 9 = 2

==1920 em3.

4. Leiame kolmnurga ABC pindala:

S=vVp(p—a)(p—2>b)(p—c);
S=1Vv24.6:7.-8=7:3-4=84 cm?.
5. Kolmnurga SBC pindala leidmiseks tombame SM | BC,
siis, kolme ristsirge teoreemi pohjal, AM on ka risti BC-ga (kuna
AM on SM projektsioon). .

. AMéBC e Wk _ALMQ_"_“ = 84; 7AM = 84;

AM=8./.—4=12cm.

7. SM= VAS? + AM?2 = /162 + 122 = /256 } 144 — 20 cm.
BC-SM _ 14-20 1,44 0o
g =y = cm?.
9. Arvutame piiramiidi tdispindala:
St=SasaB + Sasac+ Sascs + Saasc=
= 104 + 120 + 140 + 84 = 448 cm2.

8. Sasca=

Ulesanne 7. Korrapérase s
nelinurkse piiramiidi pohiserv
on a ja kahetahuline nurk kiilg-
tahu ja pohitahu vahel on a.
Avaldada piiramiidi tdispindala
ja ruumala (joon. 23).

Antud: korrapdrane neli-
nurkne  piliramiid @ SABCD;
AB=a; / SKO=a.

~
-~
—_

A e i
|

Leida Sy, V. .
Lahendus. i
1. Se= M . kus ' on 0
pohja {imbermdoot ja SK — A : 2
piiramiidi apoteem. Joon. 23.
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2. Leiame SK. Kolmnurk SOK on tédisnurkne;

OK-—— —g;
OR . ik QK i . a
L b cos a; SK cosa  2cose’

3. Et leida piiramiidi ruumala, avaldame korguse SO'= h:

SO '
—O—Eztga; SO = 0K -tga; SOK=%tga.

SK_ 4a-a _ a® \
4. Se= U.T_‘ICOSa-‘_COSa.
1 L l4+cosa ) _
5. COSa+a2—a2(COSa+1)_a2( cos a )_
'y 2a2 cos? 7
y cosa
‘ 1 XD atga _ dtga
6. V’==-3—Sp'h——'§-'(12' 9 -———6 -
Kontrollkiisimusi
I. Mis on piitamiid (definitsioon)?
2. Missugust piiramiidi nimetatakse korrapéraseks?
3. Toestage piiramiidi pohjaga paralleelse 16ike omadused.
4. Tuletage korrapidrase piiramiidi kiilgpindala arvutamise

valem.
5. Tuletage piiramiidi ruumala arvutamise valbm

III. Tiivipiiramiid

Omandage tiivipiiramiidi definitsioon. Joonestage kolmnurkne,
nelinurkne ja viisnurkne tiivipiiramiid. Pidage meeles, et korra-
parase tivipiiramiidi saame loigates korraparast piiramiidi poh-
jaga paralleelse tasapinnaga. Tiivipiiramiidi kiilgtahud on trapet-
sid: korrapérase tiivipiiramiidi kiilgtahud — vordhaarsed trapetsid.

Oppige dra teoreemid tiivipiiramiidi kiilgpindalast ja ruumalast.

Lahendame moned iilesanded.

Ulesanne 1. Malmist postament, korgusega 1,5 m, omab korra-
pédrase nelinurkse tiivipiiramiidi kuju. Pohiservad on 3 m ja 2m.
Leida postamendi kaal (malmi erikaal on 7,2 G/cm?3) (Andre]ev,
VIII ptk., iil. nr. 65).
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Antud: korrapirane nelinurkne malmist tiivipiiramiid
AlBlchlalblcldl (jOOﬂ. 24), k(')rgus 001= 15 m; AlBl=3 m;
albl == 20'm)

Leida piiramiidi kaal. .

Lahendus.

1. Piiramiidi kaal vordub tema ruumala ja erikaalu korruti-
sega. Et erikaal on antud, tuleb leida ruumala:

V=13 S+ S+ V5i-S).

2. Leiame pohjade pindalad S; ja S;. Kuna tiivipiiramiid on
korrapérane, siis on pohjaks korrapdrane hulknurk, antud juhul
ruut, mille pindala vordub kiilje ruuduga.

Seeparast §; —=3?2=9 m? S;=2*=—4 m?’

3. V=294 44 VI-49)=9,5 m’.

4. Leiame postamendi kaalu:

P=95-72=684.

Et ruumala on viljendatud kuupmeetrites, saame kaalu tonni-
des.

Seega on postamendi_kaal 68,4 tonni.

Joon. 24 Joon. 25

Ulesanne 2. Korrapirase kolmnurkse tiivipiiramiidi p&hiser-
vad on 6 dm ja 12 dm, korgus on | dm. Arvutada kiilgpindala
(joon. 25).
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Antud: korraparane kolmnurkne tiivipiiramiid ABCabc; AB =
=12 dm; ab =6 dm; korgus OO; =1 dm.
Leida Se.

Lahendus.

1. Korrapérase tivipiramiidi kiilgpindala vordub pohjade
iimbermootude poolsumma ja apoteemi korrutisega. Et pohiservad
on antud, tuleb leida apoteem.

2 Apoteemi (s. o. kiilgtahu korguse) leidmiseks tombame
Oym | BC ja On | bc. Punktist n tombame pohitahule rist-
sirge nk. Siis kolme ristsirge teoreemi alusel ka mn on risti BC-ga
ja samuti ka risti bc-ga,

s. t. mn — apoteem.

Vaatleme kolmnurka nkm. Pythagorase teoreemi pohjal
(mn)? = (kn)? - (km)>.
Et leida mn, peame teadma km pikkust.

3. Oym ja On on kolmnurkade siseringide raadiused, mistottu
saame:

|

iy 21/3( _?ﬁ)'
AR YW Y
O‘m_"Q;/s__Vs 75 o 2v3.
Vi TREgNh SO S | 87
LAY S, 2T - YF 8 =¥3
4. km= olm'— On =2y3 — 3= V3.

5. mn= v/ (kn)?  (km)?= vTF3=2.
6. Sy =040 gy BAB 5. 5y,

-mn

Seega on tiivipiiramiidi kiilgpindala 54 dm?.

Ulesanne 3. Korrapirase nelinurkse tiivipiiramiidi pohiservad
on a ja b ((a>b). Kiilgserva ja pohiserva vaheline teravnurk
on a. Avaldada tiivipiiramiidi ruumala (Robkin. Trigonomeetria,
§ 21, nr. 24).

Antud: korrapdrane nelinurkne ‘tiivipiiramiid A,B,C,D,a,b,¢,d;
(joon. 26); ABy=a; a1by=0b; / d\D\C,=a.
Avaldada ruumala.
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K K, ¢

Joon. 26 Joon. 27

Lahendus. b ]
I V="2(Si+ S+ V5i-5y),
kus S;=a? — alumise pohja pindala,
S, = b? — iilemise pohja pindala. 3
2. Vaatleme iihte kiilgtahku D,Cicid, (joon. 27.).

D\K = chl’:a;b;

dK=DK-tga="3"tga;

d,K on vordne apoteemiga mn joonisel 26.
Niistis, .
a—b
2

mn = tga.

3. Maiidrame korguse OO0, = mm,:
; (mm,)2 =(mn)2 —(mn)?2,
mn—=0n— 0my;

kuna O;m, = Om, siis
a b a—b'

mln=01n'—'0m=?——2-=T,

mm)?=(23°) t?a— (57)'= (*32) g a—D);

mm, = ]/(“T”)2 (tg?a — 1)=252 vigha— 1.
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; . sin @ sinfa—cos’a@ __ —cos 2
Teisendame tg2a — 1= - > —1= . = T0p e
cos“a cos“a cos“a

a—b ]/——cas2a__ @—0" F e

§ Mgy = 2 cos*e 2cosa V—c0s Za.
5. V=3 (Si+S:+ VSi-Sa)=

8—b s 2a(a?+ b2 Fab)= &

T 6cosa

— b8
6cosa

V —cos 2a.

Ulesanne on lahenduv, kui —cos 2a¢ > 0, s. t. 90° < 2 < 180°, |

Arvutage ruumala, kui a = 28,7 dm; b = 15,2 dm; a = 65°12".

Kontrollkiisimusi

Missugust keha nimetatakse tiivipiiramiidiks?

Milline on korrapdrane tiivipiiramiid?

Joonestage kolm erinevat tiivipiiramiidi.

Tuletage -korrapérase tiivipiiramiidi kiilgpindala arvutamise

IS CPRG T

%alem.
5. Tuletage tiivipiiramiidi ruumala arvutamise valem.

- KONTROLLTOO NR. 5
Esimene variant

1. Punktist véljaspool tasapinda cn tasapinnani juhitud kald-
16ik, pikkusega 2 m ja ristloik, pikkusega 1,6 m. Leida ristloigu
projektsiooni pikkus kaldloigul.

2. Risttahuka diagonaal on 13 m. Pohja pindala on 12 m?,
pohja iimbermoot 14 m. Arvutada selle risttahuka ruumala ja kiilg-
pindala.

3. Korraparase kuusnurkse piiramiidi korgus on h Pohja pind-

Vd . Avaldada piiramiidi talspmdala

4, Korraparase nelinurkse tuwpuramndl pohiservad on 15 cm
ja 8 cm. Kiilgserv on 7 cm. Arvutada tiivipiiramiidi ruumala.

5. Korrapdrase kolmnurkse piiramiidi pohitahu korgus on A,
kahetahuline nurk kiilgtahu ja pohitahu vahel on a. Avaldada piira-
miidi ruumala ja leida selle arvuline vdértus, kui A= 15 cm ja
a = 60°28".

3
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‘ Teine variant

1. Labi vordhaarse kolmnurga aluse on juhitud tasapind, mis.
moodustab kolmnurga tasapinnaga nurga 45°. Kolmnurga tipu

kaugus tasapinnast on 52 cm. Arvutada kolmnurga pindala, kui
tema haar on 26 cm.

2. Kolmnurkse kaldprisma kiilgservade vahelised kaugused on,
148 cm, 60 cm ja 104 cm ning kiilgpindala vordub prisma ristloike
pindalaga. Leida kiilgserva pikkus.

3. Korrapdrase kolmnurkse piiramiidi kiilgpindala on kaks
korda suurem pohja pindalast. Arvutada selle piiramiidi ruumala,
kui tema péGhiserv on 36 cm.

4. Leida korrapdrase nelinurkse tiivipiiramiidi ruumala, kui
tema apoteem on 130 cm, kérgus 126 cm ja pohiservad suhtuvad
nagu 7 : 3.

5. Piistprisma pohjaks on vordhaarne kolmnurk, mille korgus.
on h ja tipunurk a. Avaldada prisma kiilgpindala, kui prisma kor-
gus vordub pohja iimbermooduga. Arvutada kiilgpindala, kui ¢ =
= 43°16" ja h = 13,5 dm.

Kolmas varrant

1. Kahe paralleelse tasapinna vahel asub kaks 16iku. Nende
16ikude summa on 120 cm ja nehde projektsioonid tasapinnal on
10 cm ja 70 cm. Leida antud tasapindade kaugus teineteisest.

2. Kuubi diagonaalloike pindala on 1612 ¢m. Arvutada kuubi
tdispindala, ruumala ja diagonaaali pikkus.

3. Piiramiidi aluseks on vordhaarne kolmnurk, mille timber-
moot on 80 cm ja haar 25 cm. Iga kiilgtahk moodustab pohitahuga
nurga 45°. Arvutada piiratiidi ruumala.

4. Korraparase nelinurkse tiivipiiramiidi pohiservad on 2a ja
2b (a > b), kiilgserv on 2c. Avaldada tiivipiiramiidi ruumala.

5. Piiramiidi aluseks on tdisnurkne kolmnurk hiipotenuusiga
¢ ja teravnurgaga a. Mddrata piiramiidi ruumala, kui tema korgus
vordub pohja kolmnurga hiipotenuusile tommatud korgusega.
Arvutada, kui ¢ = 12,5 dm ja a = 38°20’.

Neljas" variant
1. Ringi keskpunktist véljub ringi tasapinnaga ristuv Ioik,

mille pikkus on 16 cm. Arvutada selle ristloigu otspunkti kaugus
ringjoone mistahes punktist, kui ringi pindala on 144z cm?.
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2. Piistprisma aluseks on kolmnurk kiilgedega 28 cm, 26 cm
ja 30 cm. Prisma korgus on vordne pohjaks oleva kolmnurga suu-
ruselt keskmise korgusega. Arvutada prisma tdispindala ja ruum-
ala. !

3. Piiramiidi pohja pindala on 512 cm2. Pohjast 11 cm kaugusel
asuva pohjaga paralleelse 16ike pindala on 50 cm?. Leida piiramiidi
ruumala. ,

4. Tiigi siivendil on korraparase nelinurkse titvipiiramiidi kuju.
Pohiservad on 14 m ja 10 m. On teada, et siivend mahutab 227
tonni vett. Méarata tiigi siigavus (tdpsusega kuni 0,01).

5. Korrapédrase nelinurkse piiramiidi pohja iimbermo6ot on 2a:
Tipu juures asuva mitmetahulise nurga koik tasanurgad on a.
Avaldaga ja arvutada piiramiidi ruumala, kui a= 38 dm ja e=
= 39°40".



KOONDULESANNE NR 6.
GEOMEETRIA

Teema 4. Poordkehad

Silindriline pind. Piistringsilinder. Silindri pinnalaotus. Silindri
kiilg- ja tdispindala *. Silindri ruumala *.

Kooniline pind. Piistringkoonus. Koonuse pinnalaotus. Koonuse
kiilg- ja tdispindala *. Koonuse ruumala *.

Tiivikoonus. Tiivikoonuse pinnalaotus. Tiivikoonuse kiilg- ja
tdispindala. Tiivikoonuse ruumala.

Kerapind (sfdédr). Kera. Kera tasapinnalised 16iked. Kera suur-
ring. Puutujatasapind. Lemma podérdkeha pindalast. Kera, keravoo
ja segmendi pindala. Kera ruumala *. Kera sektori ja segmendi
ruumala.

Kirjandus

1. Andrejev. Geomeetria, IX ptk, § 126—145, iilesanded nr. 1—4, 9—11,
20—25, 30—38, 44—49, 53—60.

2. Kisseljov. Geomeetria, II osa, § 105—122; 125—145.

3. Robkin. Ulesannete kogu, II osa, § 13, nr. 1—4, 11—13, 16—20, 23; §14,
nr. 1—4, 15—18; § 15, nr. 1—5, 11—15; § 16, nr. 56—60; § 17, nr. 36—40,
52—54; § 18, nr. 24—27, 32, 33; § 20, nr. 1—2; § 21, nr. 1—3; § 22, nr. 1—4;
§ 23, nr. 1, 2,12, 29, 30, 3.

METOODILISED JUHENDID \

Teema materjali jaotame neljaks alateemaks:
1) silinder,

2) koonus,

3) tiivikoonus,

4) Kkera.

* Margitud teoreeme peavad Opilased oskama toestada.
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I. Silinder

Eelkdige margime, et koik poordkehad tekivad mingi tasapinna-
lisé kujundi poorlemisel iimber telje. Silinder on keha, mis on
piiratud silindrilise pinnaga ja kahe paralleelse tasapinnaga.
Voime ka oelda, et silindriks nimetame keha, mis tekib ristkiiliku
poorlemisel iihe oma kiilje iimber.

Silindri iga 16ige, mis on paralleelne pchjaga, on ring. Arves-
tage, et teie opite ainult selliseid silindeid, millede pohjadeks on
ringid ja moodustajad on pohjadega risti (joon. 28).

Silindri kiilgpinnalaotus tasapinnal on ristkiilik,
mille aluseks on silindri pohjaks oleva ringjoone
pikkus ja korguseks silindri moodustaja.

Silindri kiilgpindala ja ruumala kohta kaivate teo-
reemide toestamisel tuleb kasutada teoreeme piir-
vaadrtustest, nimelt: a) korrutise piirvdartus vordub
piirvdartuste korrutisega ja b) konstandi piirvdartus
vordub selle konstandi enesega.

Toepoolest, kui silindri kiilgpinnaks votta piir,
millele 1dheneb silindri sisse kujundatud korrapérase
prisma kiilgpindala, kui tema kiilgede arv tokesta-
matult kasvab, siis voime kirjutada:

Sk silinder = llm Snk prisma lim (Pn - h),
n->00

kus n tdhistab prisma kiilgede arvu,
— prisma pdhja umbermoot
h — korgus.

Kasutades niiiid korrutise ja konstandi piirvdartuse leidmise
teoreeme, saame:
Sksit. =1im P, - limh=C - h=2aRh,

n->o0 n->0

kus C on pohja ringjoone pikkus, s. t.
lim P,=_C.

n=>0

Samal viisil toestame teoreemi silindri ruumalast:
Vsﬂ. = lim Vn prisma — ]im (Qn . h)=

n->o0 n-»>00

limQnlimh=S-. h|= aR2h,

n-»00  n»0
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kus Qn — silindri sissekujundatud prisma pohja pindala,
R — silindri pohja raadius.
Lahendame moned iilesanded.

Ulesanne 1. Ristkiilik kiilgedega a ja b (a>>b) poorleb
timber vdiksema kiilje. Leida tekkinud poordkeha tdispindala ja
ruumala (joon. 29).

Antud: ABCD — ristkiilik, poorleb iimber CD; BC= AD = a;
AB = GD=b.

Leida poordkeha S; ja V.

! 8 - ¢
G g
B8 .
s \\
R A
D e D
Joon. 29. Joon. 30.
Lahendus.

1. Ristkiiliku poorlemisel tekib silinder, mille korgus on &
ja pohja raadius a.

Selle pindala ja ruumala on kerge leida.

. S$t=2aR(h+ R)=2ma(b -+ a).

3. ¥ & aRh = na?.

Ulesanne 2. Ruut kiiljega a kujutab iihe silindri kiilgpinna-
laotust. .Leida selle silindri pohja pindala (Andrejev, IX ptk,
1r2):

Antud: ruut ABCD AB= BC = qa"(joon.-30).

Leida sellise kulgpmnaga silindri pohja pindala.

Lahendus.

1. Silindri kiilgpindala Sx= 2zRh, mis vordub ruudu pmd-
alaga a?; seetottu

2aRh = a,
2. Et h = a, siis 2zRa= a?;
c anichd
R -
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3. Ringi pindala S, = aR?,
jarelikult
S na? a?
P

C 42 4n

Seega pohja pindala on Z—n.
Ulesanne 3. Ringikujulisest metall-lehest on stantsitud silind-
rikujuline peeker 1abimdoduga 25 cm ja korgusega 50 cm. Leida
lehe 14bimo6t oletades, et lehe pindala stantsimisel ei muutunud.
Antud: silindri D = 25 cm; A =50 cm (joon. 31).
Leida lehe 1abimoot.

Lahendus.

1. Saadud peekri pindala koosneb kiilgpindalast ja iihe pohja
pindalast, s. o.

S = 2aRh - aR? = aDh + "2~

¢
O a‘ 6’
1
]
G--.c 1
,"»”I ::\

Joon. 3l1. Joon. 32.

2. Olgu lehe diameeter x, siis tema pindala on ”Tx?.

3. Kuna lehe pindala vordub silindri pindalaga, voimé kirjutada
jargmise vorduse:

nx? nD?
F i ek v

x2 fo @



- Paneme sisse arvulised véﬁrtused'

X =25.50 42,

4. Lahendame saadud vorrandi:
x2 = 5000 -+ 625;

x2=5625;
X == (b em,

/

Ulesanne 4. Silindri sisse on kujundatud piistprisma, mille
pohjaks on tdisnurkne kolmnurk teravnurgaga a. Selle kolmnurga
hiipotenuusile tommatud korgus vordub prisma korgusega ja on
h. Avaldada silindri ruumala ja tdispindala (joon. 32).

Antud: ABCabc — silindri sisse kujundatud piistprisma;
L/ ACB=90° / CAB=ga; CM | AB; CM=Aa=h.

Leida silindri S; ja V.

Lahendus.
1. St=2aR(h-+ R); tuleb leida pohja raadius R.
' IR, AR TR W
2. 5 " ot AC= sina~ sina’
% %:cosa; AB = 25 5 - - ;
cosa  sinacosea
h
(et h oy
_'25inacosa— sin 2a °
i 2ot h . 2mh hsin2e+4h \ __
5. Si= sm2a (h+ sm2a) P sm2a ( sin 2a )_

I

(sin2a + 1)= [cos (90° — 2a) - 1=

sm’ 2a n2 2a
21k s? 5 ¢
= =5, COS (45° — a). ps
6. Leiame silindri ruumala:
V=aR h_sin22a T sin?22a °
Kontrollkiisimusi

1. Missugust pinda nimetatakse silindriliseks pinnaks?
2. Missugust keha nimetatakse silindriks?
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3. Millega vordub silindri kiilgpindala? Toestage.
4. Sonastage silindri tdispindala valem.
5. Millega vordub silindri ruumala? Toestage.

I1.[ Koonus

Koigepealt joonestage koonus ning omandage koonilise pinna
_ ja koonuse definitsioon. Koonuseks nimetatakse keha, mida piira-
vad iihel pool tippu asetseva koonilise pinna osa ja tasapind, mis
16ikab koiki moodustajaid iihel ja samal pool tippu (Kisseljov,
§ 109). Voib anda ka teise definitsiooni: koonus on keha, mis tekib
tdisnurkse kolmnurga poorlemisel {ihe oma kaateti {imber
(joon. 33). See definitsioon on téiesti vastuvoetav, sest teie Gpite

S o

Joon. 33. Joon. 34.

ainult piistringkoonusi, s. t. koonusi, mille pohjaks on ring ja
korguse aluspunktiks on pohja keskpunkt. Koonuse kiilgpinna-
laotus kujutab endast ringi sektorit, mille kaare pikkuseks on koo-
nuse pohja iimbermodt ja raadiuseks on koonuse moodustaja
(joon. 34). Selle sektori kesknurga ¢ saame leida jargmiselt.

arn®

T8 vastavalt

Kaare pikkuse arvutamise valem on  AB =

meie téhistele UAB=£. Kaare pikkus vordub aga koonuse

180°
27R - 180°
nl BE

nla
180°’

pohja iimbermdoduga, seepdrast 2z2R = kust @ =
= R.360°, seega a==360°

Koonuse kiilgpindala ja ruumala arvutamise valemid tuleta-
takse piirvddrtuste abil. Koonuse kiilgpindala all moistame piiri,
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millele liheneb koonuse sisse kujundatud korrapérase piiramiidi
kiilgpindala, kui tema kiilgede arv tokestamata kasvab. Selle
pohjal voime kirjutada

Sk koonus =—
n=»c0
a
='lim Py lim —5———C i=2’;—Rl=an,
n->c0 n=>c0

kus C — koonuse pohja iimbermoot,

P, — piliramiidi pohja imbermoot,

an — apoteem,
I — koonuse moodustaja.

Piiramiidi kiillgede arvu tokestamata kasvamisel tema apoteem
ldheneb koonuse moodustajale ja pohja iimbermoot — koonuse
pohjaks oleva ringi iimbermoodule C = 2zR. Samuti tuletame ka
koonuse ruumala valemi. Koonuse sisse kujundatud korrapérase
piramiidi kiilgede arvu tokestamatul kasvamisel piiramiidi pohja
pindala liheneb koonuse pohja pindalale ja

h __K-h_ zR%h

: h : :
Vkoonus = llm ”2 == llm Qn L llm ?: T — 3 ’

n->00 ) n=»>00 n->o0

kus Qn — piiramiidi pohja pindala,
h — piiramiidi ja koonuse korgus,
K — koonuse pohja pindala.
Lahendame moningad tilesanded.
Ulesanne 1. Koonuse pchja pindala on 25& dm? Koonyse

moodusta;a on korgusest 1 dm vorra pikem. Arvutada koonuse
ruumala ja tdispindala (joon. 35).

Joon. 35. Joon. 36.
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y 4
Antud: koonus;

S, = 25x dm? SA —SO=1 dm.

Leida V ja St
Lahendus.
1. Leiame koonuse pohja raadiuse:
7R? = 25,
RPu= 28
R =5 dm.
2. /\SOA on tédisnurkne; :
SA =S80+ 1;

SA2= S02 4 0A?%;
(SO -+ 1)2 = S02 } 95;
S0? -+ 250 + 1 = SO -+ 25,
950 = 24.

Saame, et SO =12 dm; SA =13 dm.

3. V|= “Rj:h =ﬂ‘2§.12 -~ 100.7{%314 dma‘

4. Si=aR(R+ I)=5a(5-+ 13)= 90z ~ 282,6 dm?.

Ulesanne 2. Kruusakuhjal on koonuse kuju, mille pohja raa-
dius on 2 m ja moodustaja on 3,5 m. Mitu vankrikoormat saadakse
kruusast, mis on kiimnes niisuguses kuhjas? 1 m3 kruusa kaalub
3 T. Uhele vankrile laaditakse 0,5 T (Robkin, I osa, § 17, nr. 34).

Antud: koonus (joon. 36);

2 " 0A=2m; SA=35m.
Leida kruusa draveoks vajalik koormate arv.

Lahendus.
1. Leiame koonuse (kruusakuhja) korguse:

SO=VSAZ—0A?= 35— 2=/ (35F2) (35—2)=
V5,5-1,6= 2,87 m.

2. Arvutame koonuse ruumala:

v—2Rh 2428 _ 1202 m.

3. Kui palju kaalub iiks kruusakuhi?
12,02 - 3= 36,06 T.
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4. Kui palju kaaluvad 10 kuhja?
36,06 - 10 = 360,6 T.
5. Mitu koormat saadakse kruusast?
360,6 : 0,5 = 721 koormat.

Mirkus. Ulesannete kogus on antud vastus iihe kruusakuhja kohta.

Ulesanne 3. Tédisnurkne kolmnurk hiipote- P
nuusiga ¢ ja teravnurgaga a poorleb timber
hiipotenuusi. Leida tekkinud poordkeha ruum- C,
ala ja pindala (joon. 37).

Antud: tdisnurkne kolmnurk ABC;
AB=c, /ADUC =a
3 8

Leida poérdkeha V ja S. 3
Lahendus. Joon. 37.

1. Kolmnurga pdorlemisel iimber hiipotenuusi tekib kaks koo-

nust, jdrelikult vordub poordkeha ruumala nende kahe koonuse
ruumalade summaga: V= V- V..

. 2 .
2. Esimese koonuse ruumala V, =2 C03 g

. 2,
3. Teise koonuse ruumala Vo= % CO3 E.

4. Vit Va="5% (40 4 0B)=2£% . 4.
5. Leiame CO; CO = BC -sin a;

—%:cosa; BC=AB-cosa =c-cosa,

jarelikult, CO=c-cosasing—=2"032-sine _ ¢:snla
- CO? sy cochsitid 2a v ¢ o mcd sin? 2e
6 Vet AB "V = 13 =T
7. Leiame poordkeha pindala:
S=a-CO-AC+n-CO-BC=ax-CO(AC+ BC);

AC=c+sina; BC = ¢+ cos a; Co=c‘—s'2“—21.

S=’—"—C—';m—2"(c-sina+c-cosa)r=

= 7chzsin 2a[sin a + sin(90° — @) =
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Nt 512"2“ 2 ma+9(2)°—acosq'_9§°+“=

= ;c? sin 2 - sin 45° cos (@ — 45°)=

= —2—2 zc? sin 2 cos (@ — 45°).

Niisiis, S = ,.022\/ sin 2a cos (@ — 45°).

A Ulesanne 4. Kolmnurk, mille
kiiljed on 6 cm, 25 cm ja 29 cm,
poorleb oma vidikseima kiilje iim-
ber. Arvutada poéordkeha ruumala
ja pindala (Robkin, II osa, § 17,

nr. 562)
v Antud: /\ ABC poorleb iimber
c €, kiilje AB (joon. 38); AB — 6 cm;

BC = 25 cm; AC =296
Leida poordkeha V ja S.
Lahendus. :
1. Koige enne tuleb maérkida, et kolmnurk ABC on niiri-
nurkne, sest AC2 > AB? }- BC? (292 > 252 -} 62).
9. Poordkeha  ruumala vordub kahe koonuse ruumalade
vahega (koonused CAC, ja CBC,).
n-C02-A0 z-CO%-0B __=x- CO n-CO?
V= 3 — 3 = (A0 — OB)—-———— AB.
3. Et arvutada CO, leiame algul A\ ABC pindala Heroni vale-
miga:
Sa=Vp(p—a)(p—0b)(p—c)=Vv30-5-1-24=060 cm2,

Joon. 38.

4. 52 =280, siit CO=2; CO=2 P20 em
5. V‘=”_'4_3@°_6.=800n cmd &~ 2,5 dmé.

6. Leiame poordkeha pindala:

S=x-C0-AC+x-CO.BC=x-CO(AC+ BC)=
© = 20m-54= 1080z cm?~ 34 dm?.

Poorake tdhelepanu asjaolule, et poordkeha ruumala arvuta-
misel tuli iithe koonuse ruumalast lahutada teise koonuse ruumala
(kuna tekkis tiihik), kuid pindala arvutamisel tuli kahe koonuse
kiilgpindalad liita.
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Kontrollkiisimusi

Missugust pinda nimetatakse kooniliseks pinnaks?
Missugust keha nimetatakse koonuseks?

Tuletage koonuse kiilgpindala valem.

Tuletage koonuse ruumala valem.

Mida kujutab endast koonuse pinnalaotus ja kuidas arvu-
tada tipu juures tekkinud nurka?

U‘r‘“.‘*’!\":"‘

111. Tiivikoonus

Koigepealt omandage tiivikoonuse definitsioon. Tehke joonis.
Tiivikoonus on tdiskoonuse osa, mis jddb tema pohja ja pohjaga
paralleelse tasapinnalise 16ike vahele (joon. 39).

s ' G c
£

Joon. 39. Joon. 40.

Tiivikoonust voib vaadelda ka kui keha, mis tekib tdisnurkse
trapetsi ABCD poorlemisel alustega ristuva haara AB iimber
(joon. 40).

Tiivikoonuse kiilgpindala all moistame piiri, millele ldaheneb
selle tiivikoonuse sisse kujundatud korrapérase tiivipiiramiidi kiilg-
pindala, kui tema kiilgede arv tokestamata kasvab. Vastavalt sel-
lele tuletame tiivikoonuse kiilgpindala arvutamise valemi, nimelt:

Pat-Py
Sk tavikoonus = lim Sk tﬁvipﬁramiid= llm *Qn) =
n->o0
imP,+limP, _. ¢ 2 2
=—”—2—“—n—‘llman‘= l—;cz'l= an—; nR2°l=ﬂ(Rl+R2)1,.
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kus P, ja Py’ — tiivipiiramiidi pohjade iimbermoodud;
an — tivipiiramiidi apoteem;
| — tiivikoonuse moodustaja;
C, ja Cy — tiivikoonuse pohjade iimbermoddud.
Tiivikoonuse ruumala valemi tuletame nii:

V=1lim % (Sa+ Sa’+ VSa-Sa)=
n->00

= 2 (lim S, +1im S, +1im V'S, - 57) =
n-»o0

n-=»00 n=»>00
=4 (aR? + ar? + VaRe - art)= % (R*+ 1+ Rr).

Siin on tiivikoonuse ruumalaks voetud piir, millele ldheneb
tiivikoonuse sisse kujundatud korrapirase tiivipiiramiidi ruumala
tema kiilgede arvu tokestamata kasvamisel. Tiivipiiramiidi poh-
jade pindalad ldhenevad siis tiivikoonuse pohjade pindaladele #R?
ja @r.

Lahendame moned iilesanded.

Ulesanne 1. Kui palju vérnitsat kulub 100 tiivikoonusekujulise
pange varvimiseks, kui pange 1dbimoodud on 25 cm ja 30 cm ning
moodustaja on 27,5 cm ning kui 1 m? varvimiseks kulub 150 G
vérnitsat? (Robkin, II osa, § 15, nr. 17).

Antud: tiivikoonusekujuline pang (joon. 41); D; =25 cm;
Dy =— 30/cmi; #= 27,5 cm.

Leida 100 pange varvimiseks kuluva viarnitsa kaal.

Lahendus.
1. Arvutame pange kiilgpindala:

S =a(R1+ R2)1 == (12,5 + 15)- 27,5 ~ 2375 cm? = 0,2375 m?2.
Saja pange kiilgpindala on siis:
Sk==0,2375- 100 = 23,75 m?2.
2. Arvutame pange pohja pindala:

,__nD,”_n-252_625n= 2
Sp e T el 490,62 cme=.

Saja pange pohja pindala on siis:
Sp = 490,62 - 100 = 49062 cm? ~ 4,91 m?2.

3. Kogu viérvimisele kuuluv pindala on:
23,75 + 4,91 = 28,66 m?.
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4. Arvutame varnitsa hulga, mis kulub 100 pange varvimiseks:
0,15 - 28,66 ~ 4,3 kG.

Ulesanne 2. Tiivikoonuse moodustaja on 17 cm, telgloike pind-
ala on 420 cm? ja keskloike pindala on 196« cm?. Arvutada tiivi-
koonuse ruumala ja kiilgpindala (Robkin, II osa, § 18, nr. 33).

Antud: tiivikoonus (joon. 42); -

CD =17 cm; Sapcp = 420 cm?;
O, — keskloige; ringi O, pindala on 196z cm?.

Joon. 41 ' Joon. 42

Leida tiivikoonuse kiilgpindala ja ruumala.
Lahendus..
1. Leiame keskloike raadiuse:

R? = 196a; R?=196; R = 14 em.

2. Arvutame keskloike {imbermoodu:
Ci=27aR=2xn-14 = 287 cm.

3. Leiame tiivikoonuse kiilgpindala:

Sx=C,:1=28n-17 = 476z cm?,
kus m = 3,14.

4. Leiame tiivikoonuse korguse. ’Selleks vaatleme telgloike
pindala:

AD + BC
SaBcp = —2*_ - 00y;
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kuid A2FBC— MN (keskisik), 3

MN=2R=2.14=28 cm,

seeparast Sagcp = 2R - 00, = 28 - 00;,
kuna Sapcp = 420 cm?, siis 28 - 00; = 420,
siit 00, =43

5. Pohjade raadiuste méddramiseks koostame kaks vorrandit
kahe tundmatuga; iiks neist on: R-r=28 (kuna raadiuste
summa vordub keskloiguga).

Teise vorrandi saame Pythagorase teoreemi pohjal kolmnur-
gast CED:

= 15cm. ¢

« ED*= CD?— CE2.

Kuna CE = 00, siis ED?="172 — 152= 64, ED — /64 = 8 cm,
kuid ED = R — r, jérelikult: R — r=8. ,
6. Saime siisteemi:
R+ r=28
R—r=38
2R = 36
R=18
r=18—8=10.

Seega R = 18 cm, r = 10 cm.
7. Arvutame tiivikoonuse ruumala:

V="t (R4 r2 4 Rr)="2 (102 4 18 4 10- 18);

V = 3020z cm?.

kg

Ulesanne 3. Téisnurkne kolmnurk kaatetitega 15 cm ja
20 cm poorleb iimber sirge, mis on tommatud suurema teravnurga
tipust risti hiipotenuusiga. Leida p6ordkeha ruumala ja pindala
(joon. 43).

Antud: tdisnurkne kolmnurk ABC poorleb iimber MN; AC =
= 20 cm; BC = 15 cm.

Leida poordkeha ruumala ja pindala.

Lahendus.

1. Poorlemisel tekib joonisel 43 kujutatud keha. Et leida selle
ruumala, tuleb tiivikoonuse ACC;A; ruumalast lahutada koonuse
CBC, ruumala.
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Joonis 43.

2. Téhistades AB=R; CO,=r; O,B = h, saame:
V=2 (Rt + Rr+r)— 2L,
V=2 (R4 Rr).

3. AB= VAC?2+} BC2=/ 152+ 202 = 25,
st-R=2b<m.

4. Leiame r. Eukleidese teoreemi pohjal (Kisseljov, I osa,
§ 188) voime kirjutada:

CB? = AB - DB,;
225—25.DB; DB=22—9cm.
5. Madrame h; h?= CB? — BD? = 225 — 81 = 144,
h=12 cm.
6. Poordkeha ruumala on:
V=2 (R* 4 Rr)="2 (252 4 25.9)=
= 471 (625 4 225) = 3400 cm3, kus =z == 3,14.

Va1l dmd

7. Leiame poordkeha pindala:

S = (pind. AC)+- (pind. BC)+- (pind. AB);
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(pind. AC) tdhendab pinda, mis tekib 16igu AC pooriemisel; (pind
BC) — BC poorlemisel; (é)md AB) — AB poorlemisel.
(pind. AC)=x(AB + CO,)AC — tiivikoonuse kiilgpindala;
(pind. BC)=wx - CO, - BC — koonuse kiilgpindala;
(plnd AB)= gz - AB? — ringi pindala.
8 S=xn(25+9):-20+7x:9-15+ x-252= 680z 135.7t—|—
—+ 6257 = 14407 cm? ~ 45 dm?.

Ulesanne 4. Tiivikoonuse moodustaja,
pikkusega [/, ja suurema pohja tasapinna
vaheline nurk on «. Leida tiivikoonuse
ruumala ja kiilgpindala, kui iihe pohja
raadius on teise pohja raadiusest kaks
korda pikem (joon. 44).

Antud: tiivikoonus; AB=1[; / BAK =
=a; R=2r.

.Leida ruumala ja kiilgpindala.

Lahendus.

- AK
Joon, 43 L. A b
AK = AB - cos a =1[cos a.

D

2. BO=KO, =+ AOy;
jarelikult AK_—A01, A0, = 24K; AO,—QIcosa, AO; =R;
seega R = 2l cos a.

3 —%g:sma; BK = AB .sina=lsin a.

4, V=1f.§’i (R2+ r2 4 1’%r‘)=7£‘,§i2-g (412 cos? @ + 2 cos? a +

5 ; e ig
—+ 202 cos? a) =§nl3 sin a cos ? ; kuid sin @ cos a =

__ sin2e

jérelikult V = %nl“’ sin 2a cos a.
5. Leiame kiilgpindala:
Sk=a(R—+r)l=n(2l cos a + I cos a)l = 3xl2 cos a.



Kontrollkiisimusi

1. Missugust keha nimetatakse tiivikoonuseks?
2. Tuletage tiivikoonuse kiilgpindala valem.
3. Tuletage tiivikoonuse ruumala valem.

1V. Kera

Kera on keha, mis tekib poolringi p6orlemisel diameetri iimber.
Kera pind on pind, mis tekib poolringjoone poéorlemisel diameetri
iimber. Neid kahte erinevat moistet tuleb kindlalt teada ja mitte
segi ajada.

Kera pinda voib vaadelda kuj punktide geomeetrilist kohta, mis
asuvad iihest ja samast punktist (mlda nimetatakse kera kesk-
punktiks) vordsetel kaugustel.

Kindlalt tuleb omandada kera segmendi, kera vo0, kera sektori
ja kera kihi moiste. On vaja teada teoreemi, et kera iga tasapinna-
line 16ige on ring. Sellest teoreemist jareldame:

a) kera keskpunkti 14dbiv 1oige on kera suurring, s. t. tema raa-
dius on vordne kera raadlusega see ndhtub ka valemist r =

P \/R2 St d2
kus R — kera raadius,
r — loikeringi raadius,
d — loiketasapinna kaugus kera keskpunktist.
Toepoolest, kui d= 0, siis r = VR? =
b) 1oige, mille kaugus kera keskpunktist vordub raadiusega,
taandub punktiks, s. t. 16ikeringi raadiuseks on null.

Toepoolest, r = VR2 — R? = 0;

c) Kera keskpunktist vordsetel kaugustel asetsevate loigete
raadiused on vordsed. Toepoolest, kui d; = d, siis r; = rs,

kus ry = VR —dy?,
ra= \VR? — dy%; kuna d, = d,,
siis ka ry = ry; g
d) kahest loikest on suurem raadius sellel, mis asetseb kesk-
punktile ligemal.

Toepoolest, ry = VR?2 — d,2,.
rog = \/ﬁ—- d22,
kui do < d,, siis ro > r; (sest lahutatava vdhenedes vahe suureneb).
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Toestust noutakse ainult nendele teoreemidele, mis on program-
mis mérgitud tdrnikesega.

See mairkus kaib koigi stereomeetria teoreemide kohta: Kuid
kera pindala, segmendi ja v60 pindala, kera ruumala, segmendi
ja sektori ruumala arvutamise valemeid peab kindlalt teadma.

Lahendame moningad iilesanded.

Ulesanne 1. Kera ruumala on V. Leida kera pindala.
Antud: kera ruumala V.

Leida kera pindala.

Lahendus.

1. Leiame kera raadiuse.

EtV——nR3 susR3=—]a R= ]/—

2. Maéidrame kera pmdala
3 3

9V2-4n 36r V2
— 2 — = . —_—
iyt il 1/16 g A ] 1612.47: Y S

\/ 367 V2 \/ 36 V2.

Seega Skera = \/36.7IV2

0y Ulesanne 2. Kera pindala on 100z cm?.
Libi kera raadiuse keskpunkti on juhitud

: raadiusega ristuv tasapind. Leida saadud
K 16ike pindala (joon. 45).
Antud: kera O;

Skera = 100.7[ Cm2;
Loige O, on risti raadiusega;
TR
0,0 = L
Leida 16ike O, pindala.

Lahendus.

1. Leiame kera raadluse Kuna kera pindala on 100z cm?, siis
47R? = 100z, kust R = 5.

2. Arvutame 18ikeringi raadiuse ruudu tdisnurksest kolmnur-
gast OO,K. 00, = 2,5 cm; OK =5 cm.

0:K?= 0OK? — 00,2 =5 — 2,52 = 25 — 6,25 = 18,75 cm?.
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3. Leiame loike O, pindala:
S=ar’?=mx-.18,75 ~ 59 cm2.

Ulesanne 3. Kera on loigatud
kahe paralleelse tasapinnaga, millede
vaheline kaugus on 39 dm. Uks tasa-
pind asub iihel ja teine teisel pool
kera keskpunkti (joon. 46). Loigete
pindalad on 497 dm? ja 400z dm?.
Leida kera ruumala ja pindala ning
iga tekkinud kera osa ruumala ja
pindala.

Antud: kera O; Idiked O || Oy;
0,0:=39 dm; " So,=497 dm?
So,= 400z dm?. g

Leida kera ja tekkinud kera osade
ruumala ja pindala.

"Lahéndus.
1. Leiame loike @, raadiuse (0,K).

7w+ 0,K?2 =497, kust O;K=7 dm.
2. Leiame Ioike O, raadiuse (O;M).
7t - O:M? = 400z, kust O.M =20 dm.

3. Kera raadiuse miiramiseks vaatleme /\ 00K ja /\ 00, M.
Olgu kera raadius R, siis 00y =39 — OOy;

OK2 = 002+ 0,K?;, OK? = 00,2+ 49;
OM? = 002 + 0.M?; oMme =(39 — 00,)? —|— 400.

Kuid OK = OM = R, sellepérast on kahe vorduse paremad pooled
vordsed:
00,2 + 49=(39 — 00)* + 400.

Lahendame saadud vorrandi:
00,2+ 49 = 1521 — 78 - 00, + 00,2 + 400;

78 - 00, = 1872;
1872
OOl = 7_8_— 24

4. Leiame kera raadiuse:
R2=002+ 72= 242+ 49, kust R =25 dm.
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5. Arvutame kera pindala:
Skera = 4R? = 47 - 625 = 25007 dm?.

6. Arvutame kera ruumala:

Viera = - RS = 57 - 15625 = 20833 - dm.

7. Leiame ka tekkinud kera osade pindalad ja ruumalad. Lai-
kamisel tekkis kaks kera segmenti ja iiks kiht.

Eelkoige leiame iilemise segmendi pindala. Et tema korgus iy =
=ONy=R—00,=25—24=1 dm, siis

Sijl. segment — 2~75Rh1 = 275 . 25 ] = 50.71 dm2.
Leiame selle segmendi ruumala:
Vi, sogmen = athi? (R—5 ) = 7-1(25— 3 ) = 245 2 dm?.
Selle jdrel leiame alumise segmendi pindala. Tema korgus Ay =
= 0yNy =R — 00y =25 — 15=10 dm. Seega
Sal, segment = 2.7'[Rh2 =2 2510 =300.7t dm21

Leiame ka selle segmendi ruumala: :
Val. segment = 7thy? (R-— —}131) =z - 100 (25——139) = @)n =
= 2167z dm?.
Niiiid arvutame kera v66 pindala:
S =2aRh=2x-25-39= 1950 dm2.

Leiame kera kihi ruumala. Selle saame, kui kera ruumalast la-
S hutame kahe segmendi ruumalade summa.,

1 2 g
Viant = 20833 5 — (24§n 3 2166‘-3—.7:) :
Viant = 20833 a1 — 2191 5 v = 18642 dm’.

Ulesanne 4. Koonuse iimber on kujundatud
kera raadiusega R (joon. 47). Koonuse moodus-
taja ja pohja vaheline nurk on a. Avaldada
koonuse ruumala ja tédispindala.

Antud: koonuse iimber kujundatud kera;
R — kera raadius; / SBO;=a.
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Leida koonuse ruumala ja tdispindala.
Lahendus.

1. Tombame diameetri SD ja punkti D iihendame B-ga. Tekki-
nud kolmnurk SBD on tdisnurkne, sest / SBD = 90° kui diameet-
rile toetuv piirdenurk; / SDB = / SBA = @ kui ristuvate haara--
dega nurgad.

2. Leiame koonuse moodustaja /= SB.

g—g=sin a; SB=SD -sin a = 2R sin a;
= 2R sin a.
3. Leiame koonuse pohja raadiuse r = O,B.
%—:=cosa; 0,B = SB - cos @ = 2R sin & cos ¢ = R sin 2a;
r = R sin 2aq.
4. Leiame koonuse kdorguse h = O;S. :
%= sina; 0;:S =SB -sina, et SB= 2R sin a,

siis 0,S= 2R sina - sin a = 2R sin’ a;
h= 2R sin? a.
5. Koonuse tédispindala on:
S=aR(l+ r)= aR sin 2a (2R sina -+ 2R sin @ cos a)= -

22R? sin 2a sin a (1 + cos @)= 27R? sin 2a sin & - 2 coszg;

. . (/4
S =42R?sin 2a sin a cos? .

Z
6. Koonuse ruumala on:
2 2 oin2 > in2
7 nrah =nR sin 2% 2R sin? a =%ﬂR3 sial 95 bt e

Kontrollkiisimusi

Mida nimetatakse keraks?

Millist pinda nimetatakse kera pinnaks e. sfdariks?
Mis on kera segment?

Mis on kera voo? *

-l
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MiHega vordub kera pindala?

Millega vordub segmendi pindala?
Millega vordub voo pindala?

Millised on kera loiked?

Millega vordub kera ruumala?

Millega vordub kera segmendi ruumala?
Millega vordub kera sektori ruumala?

—QwoNoGo

ot

ALGEBRA

{majandustehnikumide ja -osakondade opilastele)
Teema 5. Uhendid. Newtoni binoomvalem
Variatsioonid. Variatsioonide arvu valem.
Permutatsioonid. Permutatsioonide arvu wvalem (faktoriaal).
Kombinatsioonid. Kombinatsioonide arvu valem.
Newtoni binoomvalem; selle omadused.

Kirjandus

Kalnin. § 152—160, iilesanded nr. 12—22.

METOODILISED JUHENDID

Koigepealt tuleb oppida eraldama iihendite liike ja tundma
kolme liiki iihendite arvu valemeid.

l. Ag=m(m—1)(m—2)...(m—n-+1) — see on variat-
sioonide arvu valem m elemendist n kaupa.
2. Ph=1:2.-3....-n=n! — see on permutatsioonide arvu
valem n elemendist.
Al e o £
3. C',',.=7':~=T~(m 1)71('_112732;)7'2.?.{(?*15—1)— — see on kom-

binatsioonide arvu valem m elemendist n kaupa.

Ei tohi dra segada iihendite iiht liiki teisega. Tuleb meeles
pidada, et variatsioonides on oluline nii elementide erinevus kui
ka elementide jarjekord, kuid kombinatsioonides elementide jarje-
kord ei ole oluline. Selgitame seda niitega.

Ulesanne. Koosoleku 100 osavotja hulgast tuleb valida koos-
oleku juhataja ja protokollija. Kui palju on erinevaid valiku-
voimalusi? :

Siin on tegemist sellise iihendite liigiga, kus nii elementide kui
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ka nende jirjekorra erinevus moodustab uue iihendi, s. t. tuleb

arvutada variatsioonide arv: Ajo= 100 - 99 = 9900. Seega on
koosoleku juhatuse valimiseks 9900 erinevat voimalust.

Muutes selle iilesande tingimusi jargmiselt: 100-st inimesest
tuleb valida 2 delegaati, siis siin enam jérjekord ei ole oluline,
vaid uus {ihend peab eelmisest erinema vdhemalt {ihe elemendi
poolest, s. t. tuleb arvutada kombinatsioonide arv, nimelt:

Choo =222 — 4950.

Pange téhele, et Pn=n! (! — faktoriaal).

1-2.3-....n tahistatakse n!

Naiteks:

n! %
(n_—W:n’ sest n!=1-2-3...(n—1)n;
(n—1)!=1-2-3...(n—1);
1:2:3..(a—1)n _
128" ol —1 .- .
Newtoni binoomvalemi 6ppimisel tuleb eelkoige teada arendit:

(x4 @)m = xm |- Chaxm! 4 CLa2xm-2 4 4 Chgngm—n | . | gm,

Pidage meeles, et selle arendi liikmete arv on (m 4 1), kus m
on binoomi astendaja. Niiteks arendis (x+ a)!° on 11 liiget.

On vaja teada, et binoomrea algusest ja 1opust vordsetel kau-
gustel seisvate liikmete koefitsiendid on vordsed.

Koigi binoomkordajate summa on 2m; (n - 1)-ne liige vordub

Loy = Cpanxmn, [gas arendi liikmes a ja x astendajate summa
vordub binoomi astendajaga (m). Tuleb meeles pidada, et jarg-
neva liikme binoomkoefitsendi leidmiseks tuleb eelneva liikme koe-
fitsent korrutada tdhe x astendajaga selles liikmes ja saadud
korrutis jagada koigi eelnevate liikmete arvuga.

Kontrollige koiki neid binoomvalemi omadusi niites:

(x + a) 6 = x6 + 6x5a + 15x4a2 - 20x%a3 —+ 15x2a* - 6xa° + ab.

Lahendame moned iilesanded.

1. Mitmest esemest saab moodustada 380 variatsiooni kahe-
kaupa?

Lahendus.
Olgu esemete arv x; siis vastavalt iilesande tingimusele

A% — 380;
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5.0 x(x— 1)=2380;
x2—x—380=0;

1+ VT 1520
SR 5
x1=———-H;3g; xp = 20;
x=222: 4 —_19 (ei sobi).

Jérelikult, x = 20.

2. Mitu diagonaali saab tommata kumeras kiimmenurgas?

Lahendus. '

On selge, et omades tasapinnal n punkti, millest iikski kolmik
ei asu iihel sirgel, on neid punkte iihendavate sirgete arv vordne
kombinatsioonide arvuga n elemendist 2-kaupa (sest iga kahte
punkti iihendab iiks sirge), s. o. C2. Et leida diagonaalide arvu,
tuleb arvust Ca lahutada hulknurga kiilgede arv n, seetottu on
kumera n-nurga diagonaalide arv:

C,,Q—nzg(n—;lL_'n:nz—Z_% =n(n;S) :

Meie iilesandes n =10, seepdrast, tdhistades diagonaalide
arvu S-ga, saame:

s=l000=3) _ 55
Vi S=Cjo—10="52 10 =35.
~ 3. Leida arendi (V +1/x viies liige, kui kolmanda
o F

liikme kordaja on 66 (Kalnin, nr. 22).
Lahendus.
Kdige enne leiame binoomi astendaja.
Et kolmanda liikme kordaja on C;, siis véime kirjutada:

C2—66, voi ™ “’;2 — 66:

n—n=132; n2—n—132=0;
1+ V1452,
2 b

Ay g =
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it = Sk h=12;
n2=]—_2—23; ne=—11 (ei sobi).
Jarelikult n = 12. Nﬁiid voime leida (% Va ) arendi

viienda liikme:

L4+1——C (Vx) (‘17;) ~C12 at 08 =493204'

Kordamiskiisimusi

1. Mida nimetatakse variatsioonideks? Mitu variatsiooni saab
koostada m elemendjst n kaupa?

2. Mida nimetatakse permutatsioonideks? Mitu permutatsiooni
saab koostada m elemendist?

3. Mida nimetatakse kombinatsioonideks? Mitu kombinat-
siooni saab koostada m elemendist n kaupa?

4. Mida tdhendab siimbol n!?

5. Kirjutage Newtoni binoomvalem.

6. Kirjeldage Newtoni binoomvalemi omadusi.

KONTROLLTOO NR. 6
Esimene variant

1. Silindri kiilgpindala suhtub tema tdispindalasse nagu
2:3,5. Arvutada silindri tdispindala, kui silindri kérgus on 32 cm.

2. Koonuse pohja pindala on 1007 cm? Koonuse moodustaja
on korgusest 2 cm vorra pikem. Arvutada koonuse ruumala ja
tdispindala.

3. Koonuse moodustaja on 10 em ja tema korgus 6 cm. Arvu-
tada selle koonuse sissekujundatud kera ruumala ja umberkulun-
datud kera pindala.

4. Mitu ruutmeetrit vaskplekki kulub ruupori valmistamiseks,
mille avade raadiused on 21,5 cm ja 18 mm ja moodustaja 1,42 m?

5. Koonuse telgloike pindala on Q. Telgloike tipunurk on a.
Avaldada koonuse ruumala (tehniliste erialade Gpilastele).

6. Mitmest elemendist saab moodustada kahekaupa 210 kom-
binatsiooni? (majandustehnikumide ja -osakondade oOpilastele).
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Teine variant

1. 2,5 m vaskjuhet kaalub 10,07 grammi. Arvutada juhtme
raadius, vottes vase erikaaluks 8,9 (arvutada logaritmidega).

o Koonuse pohja raadius on R ja tema ruumala V. Avaldada
koonuse tdispindala.

3. Tiivikoonuse suurema pohja ja moodustaja vaheline nurk
on 60°. Uhe pohja raadius on kaks korda pikem teise pohja raa-
diusest, mis on 15 dm. Arvutada tiivikoonuse ruumala ja téis-
pindala.

4. Kera pindala on 900z cm?. Arvutada kera ruumala ja 16ike
pindala, mis on juhitud 1dbi raadiuse keskpunkti risti raadiusega.

5. Koonuse pohjasse on kujundatud ruut, mille kiilg on a.
Tasapind, mis 1abib koonuse tippu ja ruudu iihte kiilge, moodus-
tab koonuse pinda loigates kolmnurga, mille tipunurk on a. Aval-
dada koonuse ruumala (tehniliste erialade Gpilastele).

; - b2 RPRR L SR 3
6. Leida arendi 7=+_bT viies liige, kui kolmanda
X

liikme kordaja on 66 (majandustehnikumide ja -osakondade Gpi-
lastele).

Kolmas variant

1. Avaldada silindri ruumala, kui tema pohja pindala on & cm?
ja telgloike pindala @ cm?2.

- 2. Koonuse telgloike pindala on 48 cm? Pohja pindala on
36 cm? Arvutada koonuse ruumala ja tdispindala.

3. Taisnurkne kolmnurk kaatetiga 8 cm ja hiipotenuusiga
10 cm poorleb iimber sirge, mis ldbib vdiksema teravnurga tippu
ja on risti hiipotenuusiga (sirge asub kolmnurgaga samal tasa-
pinnal). Arvutada podrdkeha ruumala.

4. Kera kihi pohjade raadiused on 20 cm ja 7 cm. Kihi korgus
on 39 cm. Arvutada kera kihiga ruumvordse kuubi serv.

5. Taisnurkne kolmnurk kaatetiga a ja teravnurgaga a poor-
leb iimber hiipotenuusi. Avaldada poordkeha pindala (tehniliste
erialade Opilastele).

6. Lahendada vorrand:

5A2 — 280x

(majandustehnikumide ja -osakondade Opilastele).
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Neljas variant

1. Ringikujulisest metall-lehest, mille raadius on 37,5 cm, on
stantsitud silindrikujuline peeker raadiusega 12,5 cm. Arvutada
peekri korgus, kui lehe pindala stantsimisel ei muutunud.

2. Kooniline nou, raadiusega 12 cm ja korgusega 21 cm, on
ddreni taidetud vedelikuga. Kallates selle vedeliku iimber teise,
silindrikujulisse nousse, tdidab vedelik ka selle nou dédreni. Arvu-
tada silindrikujulise nou taispindala, kui vedeliku siigavus selles
nous on 35 cm.

3. Tiivikoonuse pohjade raadiused ja moodustaja suhtuvad
nagu 1:5,5:12,5. Tiivikoonuse ruumala on 1448z m?® Arvutada
tiivikoonuse kulgpmdala

4. Kera pindala on S. Avaldada selle kera segmendi ruumala,
kui segmendi korgus moodustab 0,2 osa kera raadiusest.

5. Koonuse pohja pindala on #Q cm2. Moodustaja ja pohitasa-
pinna vaheline nurk on a. Avaldada koonuse tdispindala (tehni-
liste erialade Opilastele).

. G 2a 3a?
6. Leida arendi (3———-—5}—4

)12 keskmine liige (majandus-

X
tehnikumide ja -osakondade oOpilastele).
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