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Liihikokkuvote

Kaéesolevas bakalaureusetoos uuritakse origami matemaatilisi rakendusi, kesken-
dudes Pythagorase teoreemi toestamisele, kasutades 1-voldi origamit. T66 valtel
kasutatakse Huzita-Justini aksiomaatikat, mis kirjeldab pohireegleid geomeetriliste

konstruktsioonide loomiseks paberile voltimise teel.

Toestatakse, et teatud tingimustel, néditeks standardse A-formaadis paberi korral,
on voimalik teostada Pythagorase teoreemi toestuses kasutatud voltimised sol-
tumata paberi orientatsioonist, kuid suvalise ristkiilikukujulise paberi puhul on
orientatsioon siiski oluline.
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Abstract

This bachelor’s thesis explores the mathematical applications of origami, focusing
on proving the Pythagorean theorem using 1-fold origami. The study employs the
Huzita-Justin axioms, which describe the fundamental rules for creating geometric

constructions through paper folding.



It is demonstrated that under certain conditions, such as when using standard A-
series paper, the folds needed to prove the Pythagorean theorem can be performed
regardless of the paper’s orientation. However, for an arbitrarily sized rectangular
sheet, the orientation still matters.
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Sissejuhatus

Origami, iidne Jaapani paberivoltimise kunst (jpn #T 1 #X, ori ,yoltimine”, kami
wpaber”), mille alguseks loetakse 17. sajandit, oli algselt seotud kultuuritraditsioo-
nide, tseremoniaalsete ja esteetiliste vadrtustega, omamata siisteemset seost mate-
maatika voi muude teadusharudega. Téanapéeval leiame origami olulisi rakendusi

matemaatikas, sealhulgas matemaatilistes toestustes.

Esimene otsene viide paberi voltimise kasutamisest geomeetriliste konstruktsioo-
nide jaoks péarineb 14. sajandi lopust Luca Pacioli avaldamata kéasikirjast, kus ta
kirjeldab, kuidas saab paberitiikist voltida taisnurga juhuks, kui puudub voimalus
kasutada muid vahendeid téaisnurga saamiseks |1]. Pacioli kasutab seejérel saadud

taisnurka fikseeritud kiiljepikkustega kolmnurga ja ruudu konstrueerimiseks [1].

Matemaatikute tosisemat huvi hakkas origami dratama 20. sajandi esimeses poo-
les. Aastal 1934 formaliseeris itaalia matemaatik Margherita Beloch voltimisprot-
seduuri, mille abil on voimalik konstrureerida positiivse reaalarvu x kuupjuur (eel-
dusel, et arv x on voltimisega konstrueeritav) [1]. See voltimine, mis kéesolevas t66s
on Huzita-Justini aksioom [6], muudab voltimise véhemalt sama voimekaks konst-

rueerimise vahendiks geomeetrias kui sirglaua ja sirkliga konstrueerimine.

Voltimisreegleid ja nende seost klassikalise eukleidilise geomeetriaga hakati uurima
1980ndatel, mil teineteisest soltumatult kirjeldasid Huzita ja Justin elementaarsed

voltimistoimingud, mida niitid tuntakse Huzita-Justini aksioomidena [1].

Kéesoleva bakalaureuseto6 eesmérk on anda iilevaade 1-voldi origami aksiomaa-
tikast, sellele tuginedes konstrueerida suvalisest paberist ristkiilikuline paber ning
saadud ristkiilikulist paberit kasutada Pythagorase teoreemi toestamiseks. T66

valtel analiiiisitakse paberi orientatsiooni moju voltimise voimalikkusele.

Esimeses peatiikis antakse epistemoloogiline iilevaade origami kasutamisest toes-
tamise eesmargil. Teise peatiiki iilesanne on esitada edasiseks tooks vajalikud de-

finitsioonid ning tuua sisse kasutatavad pohimoisted.



Kolmas peatiikk kirjeldab Huzita-Justini aksiomaatika. Sellest aksiomaatikast 1ah-
tuvalt kirjeldatakse, kuidas suvalisele paberile voltida ristkiilik, ning kuidas leida

ristiiliku pikemat kiilge.

Viimases peatiikis ndidatakse artikli |2| eeskujul tiksikasjalikult, kuidas saab Huzita-
Justini aksiomaatikas antud voltimisreeglitega konstrueerida kolmnurgad, mille
pindalad toestavad Pythagorase teoreemi. Jareldusena néidatakse, et artiklis [2]

kasutatud voltimised ei ole voimalikud suvalise ristkiilikukujulise paberi korral.



1 Toestamine voltimise abil

Selles peatiikis anname {iilevaate peamiselt Friedmani ja Rittbergi artiklile |3] tu-

ginedes origami rollist matemaatilise toestusmeetodina.

Origami oma ajalooliste traditsioonidega on niiiidseks pikka aega pakkunud huvi
ka matemaatikutele tdnu voimalusele geomeetrilisi kujundeid luua iiksnes fiiiisiliste
toimingute kaudu. Matemaatilises kontekstis ei piirdu origami aga vaid loomingu-
lise valjendusviisiga, sest toimib ka vahendina geomeetriliste védidete uurimiseks
ja toestamiseks. Erinevalt klassikalisest eukleidilisest geomeetriast, kus on kasuta-
da sirkel ja sirglaud, voimaldab origami lahendada probleeme, mis eukleidilisest
geomeetriast tuntud vahenditega voivad olla ka lahendamatud. Neist kuulsaimad
on nurga vordselt kolmeks jaotamine voi kuubi ruumala mottes kahekordistamine.
Seda voimaldavad kindlad voltimisoperatsioonid, nimelt seitse Huzita-Justini ak-
sioomi. Nende kirjapanekuga kujunes vilja materjalil pohinev loogika — origamika['}

mis voimaldab deduktiivset arutlust 1abi kéelise tegevuse.

Friedman ja Rittberg viidavad, et origami kujutab endast eraldiseisvat materiaal-
se arutlemise vormi, mis erineb nii tekstilisest kui diagrammilisest arutlusest. Kui
tekstiline arutlus tugineb siimbolitel ja diagrammiline visuaalidel, siis origami toi-
mib labi paberi omaduste. Kui punkt volditakse sirgele voi moodustatakse volte-
joon kahe olemasoleva joone poolt moodustatud nurga nurgapoolitajana, on tege-

mist kiegakatsutava protsessiga, mitte iiksnes siimboolse tegevusega.

Origami kasutamise vaartus arutlusprotsessis seisnebki oma intuitiivses selguses.
Moned 19. sajandi teadlased, néiteks india matemaatik Tandalam Sundara Row,
uskusid, et 1dbi voltimise voib toestust vahetult tajuda, muutes abstraktsed seo-
sed ilmseks. Row avaldas juba 1893. aastal raamatu ,(Geometrical Exercises in
Paper Folding", milles esitab voltimise abil lahendatavaid iilesandeid ja toesta-
tavaid teoreeme. Teised, nagu Marcus Giaquinto, jaid ettevaatlikumaks, pidades

voltimist pigem illustratiivseks toestuseks. Friedman ja Rittberg viidavad aga, et

!Sulandsona origamika (ingl origamics) vottis kasutusele 1990. aastatel jaapani professor
Kazuo Haga, et tahistada paberi voltimise kasutamist matemaatiliste avastuste tegemisel.



senini pole tlikski korrektselt defineeritud voltimiskonstruktsioon olnud formaalsete

toestusprotseduuridega vastuolus.

Matemaatikas késitletakse voltimist idealiseeritud tegevusena. Kui reaalses elus
voivad voltejooned olla ebatéapsed, eeldab matemaatiline arutlus ideaalset paberit
ja téiuslikke voltimisi. Selline abstraktsioon voimaldab origamikonstruktsioonidel
kuuluda matemaatilise toestuse sfadri. Friedman ja Rittberg kirjeldavad origami-
pohises arutlemises kahte suunda: (1) voltimisoperatsioonide avastamine ja no 6i-
gustamine (nt Belochi volt), ja (2) voltimise kasutamine konkreetsete matemaati-
liste tulemuste visualiseerimiseks ja tuletamiseks. Molemal juhul toimib voltimine

lisaks oppevahendiks olemisele ka uute teadmiste allikana.



2 Origami matemaatiline konstruktsioon

Kaesolevas t66s eeldame, et paberi paksus ja sellest tulenevad voltimisel esinevad
vead on taielikult ignoreeritud. Samuti lahtume eeldusest, et koik voltimised on
ideaalselt teostatud. Voltimise all peame silmas tegevust, mille kdigus painutame
ithe osa paberist teise peale ja vajutame tasaseks. Oluline on tdhelepanu poorata
asjaolule, et vaadeldavaks objektiks ei ole voltimise teel saadud 3D voi 2D objekt,
vaid meile pakub huvi tekkinud murdejoonte muster. Mérgime veel, et antud t60s
kasutame sonu ,yvolt“, ,voltejoon” ja ,murdejoon”, mille all me moistame sama té-
hendust ning mille definitsooni anname peatselt. Jargnevad definitsioonid on périt

Adam Woodhouse'i doktoritédst [4] (v.a definitsioon [2] mille defineerime ise).

Definitsioon 1. Paber on hulga R? iiheli sidus tokestatud alamhulk, mis on

homdomorfne iihikringiga.

Voltimisprotseduuri labiviimiseks kasutatav paber on enamasti ristkiilikukujuline.
Ka juhul, kui algselt on tegemist mitteristkiilikukujulise paberitiikiga, on sellele
voimalik voltimise abil konstrueerida ristkiilikukujuline ala, kuid sellest tadpsemalt

juba jargmises peatiikis.

Definitsioon 2. Paberi voltimisel tekkivat joont nimetame voltejooneks.

Toome sisse t60ks olulised tasandi geomeetria algmoisted, milleks on punkt ja sir-
ge. Punkti P tahistamiseks kasutame téhistusviisi P(z,,y,), kus z, ja y, on vasta-
valt punkti P - ja y-koordinaat. Punktid jagunevad suvalisteks ja konstrueeritud
punktideks. Suvalise punkti all moistame paberi ehk tasandi peal olevat suvalist
punkti. Seevastu konstrueeritud punkt saab olla ainult kahe joone (enamasti sirge)

loikepunkt.

Sirget esitame vorrandiga y = ax + b, kus a ja b on suvalised reaalarvud. Ole-
masolevateks sirgeteks on paberi servad (v.a juhul, kui serv on kover), iilejadnud
voltejooned on voimalik aksioomide abil konstrueerida. Kéesolevas t00s samasta-

me sirge, sirgloigu ja voltejoone ning sirge saab olla vaid voltejoon voi paberi serv.



Igal voltimisel tekib sirge, mis ulatub paberi servast paberi servani.
Definitsioon 3. Peale voltimine ehk joondamine on kokku viimise protsess.
Peale volditavateks protseduurideks on: punkti teise punkti peale voltimine, joone
teise joone peale voltimine ja punkti joone peale voltimine.

Definitsioon 4. Huzita-Justini 1-voltimise konstruktsioonid on koiksugu-
sed voltimised, kus iihe voltejoone saamiseks on kasutatud minimaalset arvu peale

voltimisi.



3 1-voldi origami

1-voldi origami tdhendab, et paberile voltejoone saamiseks voime paberit voltida
vaid iihe korra. See tdhendab, et peale paberi kokku voltimist peame uue murde-

joone konstrueerimiseks paberi uuesti lahti tegema [5].

3.1 Huzita-Justini aksiomaatika

Origami ehk paberi voltimine on kasulik vahend geomeetriliste konstruktsioonide
loomiseks. Aastal 1989 kirjeldas Humiaki Huzita kuus voltimisega seotud toimin-
gut. Samal ajal avaldas Jacques Justin samateemalises t60s seitse erinevat protse-

duuri, sealhulgas iithe, mida Huzita ei kirjeldanud. [6]

2006. aastal toestasid Alperin ja Lang artiklis |7], et need seitse voltimisprotseduu-
ri on taielikud ehk katavad koik voimalikud punktide ja sirgete kombinatsioonid.
Kuigi Huzita ei nimetanud oma voltimisprotseduure aksioomideks, on origami ko-

gukonnas neid hakkatud nimetama just Huzita voi Huzita-Justini aksioomideks.

Huzita ja Justin mérkisid ka ise, et nende algselt kirja pandud protseduuride loe-
telu voib tédieneda uute reeglitega, nende teostatavus soltub punktide ja joonte
suhtelistest asukohtadest, ning need pole teineteisest soltumatud [1]. Artiklis [6]
tapsustatakse nende reeglite sonastusi, eemaldades mittetootavad juhtumid ja lop-
matud lahendid, ning lisatakse selged piirangud. See muudab need loogiliselt ran-
geteks. Iga protseduur on niitid iiheselt méadratletud ja rakendatav lopliku arvu

reeglitega. Seega saab neid péarast tdiendusi oigustatumalt kutsuda aksioomideks.

Koik selles alapeatiikis kasutatavad aksioomide kirjeldused périnevad artiklist , Ori-
gami axioms and circle extension® [6] ning joonised ja vorrandid péarinevad Mor-

dechai Ben-Ari raamatust ,Mathematical Surprises” [§].

Aksioom 1. Antud kahe erineva punkti P(z,,y,) ja Q(z4,y,) korral on olemas

tapselt tiks voltejoon 1, mis labib neid punkte (vt. joonis .
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Joonis 1. Aksioom 1

Voltejoone [ vorrandi tuletamiseks kasutame punktide P ja () koordinaate. Tous

on koordinaatide erinevuste jagatis ja vabalilkme mé&drame punktiga P:

(Y —yp) (2g — 1) = (Yg — Yp) (. — ). (1)

Aksioom 2. Antud kahe erineva punkti P(z,,y,) ja Q(x4,y,) korral on olemas

tapselt tiks voltejoon 1, mis voldib punkti P punkti QQ peale (vt. joonis @)

N W = Ot D

L\
T

1 2 3 4 5% 7 8

Joonis 2. Aksioom 2

Voltejoon [ on risti 16iguga PQ, seetottu on selle tous punkte P ja @ lédbiva sirge
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tousu negatiivne poordvaartus ning sirge [ labib 1oigu PQ keskpunkti:

(=252 = ) = = (2 = ) (2= 25 2)

Aksioom 3. Antud kahe erineva sirge ly ja ly korral on olemas loplik arv voltejooni

[, mis voldib sirge 11 sirge ly peale.

Joonis 3. Aksioom 3 juhul, kui sirged loikuvad

Juhul, kui sirged [; ja l5 on paralleelsed, siis sirge [; voltimisel sirge ls peale saame
voltejoone [, mis on paralleelne sirgetega [; ja [ ning asetseb tédpselt nende kahe

vahel.

Vaatame niitid juhtu, kui sirged [; ja Iy 16ikuvad (vt. joonis . Mérgime siinkohal
ara, et vaatame ainult juhtu, kus sirged l; ja [, ning saadud voltejoon [ ei ole
paralleelsed y-teljega. Olgu [ ja Iy defineeritud vastavalt vorranditega y = a2+ b,
jay = asx+bs, kus lildisust kitsendamata eeldame, et a; > as. Voltides sirge l5 sirge

[ peale, tekib meil voltejoon [. Saadud murdejoon labib sirgete [y ja lo 16ikepunkti
by — b by — ash

P( 2 1 ’ a102 — a0
a; — Ay a; — as

On kaks voimalikku murdejoont, l, ja [, kuna meil on kaks paari vastasnurkasid.

) ning on sirgete [; ja Iy poolt tekitatud nurga poolitaja.

Téhistagu [3 voltejoont, mis tekib sirge I voltimisel paripaeva sirgele [; ning [,

voltejoont, mis on saadud vastupéeva voltides.

Jéargmisena tuletame sirgete [, ja g tousud. Kui sirge [; nurk z-telje suhtes on 6,

ja sirge [y nurk z-telje suhtes on 6, siis murdejoon /g moodustab z-telje suhtes

12



01 + 0,

nurga

Sirgete [ ja ly tousud avalduvad vastavalt a; = tan6; ning as = tan 6. Sirge I

tousuks saame

91 + 92 -1+ SgIl(COS(@l + 92))\/1 + tan2(91 + 62>
ag = tan =
2 tan(01 + 02)

ayas — 1+ sgn(cos(0y + 0))/ (1 + a?)(1 + a3)
ap + a '

Seega saadud voltejoone [z vorrandiks on

y_yp:aﬁ(x_xp)- (3)

1
Voltejoone [, vorrand on y — y, = —— (x — ), sest sirged lg ja [, on risti.
a

Aksioom 4. Antud punkti P ja sirge Iy korral on olemas tdpselt iiks voltejoon [,

mas labib puntki P ning voldib sirge ly iseenda peale.

Aksioom 5. Antud sirge Iy ja punktide P, mis ei asu sirgel Iy ja punkti Q) korral,
on kas voimalik konstrueerida loplik arv voltejooni [, mus ldbivad punkti Q) selliselt,

et voltimine asetab punkti P sirgele Iy voi selline voltimimine ei ole voimalik.

Aksioom 6. Antud kahe erineva punkti P ja QQ ning kahe erineva sirge ly ja lo
korral on olemas kas loplik arv selliseid voltejooni I, mille korral punkt P volditakse

sirgele 1y ning punkt Q) sirgele lo voi selline voltimimine ei ole voimalik.

Aksioom 7. Antud punkti P ning kahe erineva sirge ly ja ly korral, kus punkt
P ei ole sirgel Iy on olemas kas loplik arv voltejooni [, mille korral samaaegselt

volditakse P ja ly sirgele lo voi selline voltimimine ei ole voimalik.

3.2 Ristkiilikulise paberi konstrueerimine

Olgu meil suvaline paber definitsiooni |1/ mottes (vt. joonis . Valime paberil kaks

erinevat suvalist punkti A ja B ning voldime iihe punkti teise peale. Tulenevalt

13



aksioomist [2| on meil voimalik teostada selline voltimine, mille tulemusel tekib vol-
tejoon [1. Saadud voltejoon [y 16ikab paberi serva(sid) kahes punktis, olgu nendeks

Py ja Py (vt. joonis [5)).

Joonis 5. Voltejoone [; konstrueeri-
mine

Joonis 4. Suvaline paber
Jargmise sammuna voldime punkti P; punkti P, peale. Tulenevalt aksioomist
tekib meil uus voltejoon Iy, mis on risti sirgega [;. Lisaks tekivad kolm punkti, mil-
lest huvipakkuv on sirgete [; ja Iy 16ikepunkt X (vt. joonis @ Votame taaskord
punkti P; ja voldime selle dsja konstrueeritud punkti X peale. Tulenevalt aksioo-
mist 2 tekib meil sirge [3, mis on risti sirgega [,. Taaskord tekivad kolm punkti:
16ikepunktid Ps ja Py sirge l3 ja paberi serva(de)ga ning sirgete I3 ja Iy 16ikepunkt
Y (vt. joonis 7).

P,

P

Joonis 6. Voltejoone [y konstrueeri- Joonis 7. Voltejoone I3 konstrueeri-
mine mine

Viimase sammuna voldime punkti P; punkti X peale. Tulenevalt aksioomist 2] te-

14



kib meil sirge Iy, mis on risti sirgega l3. Kui sirge [4 loikab sirget [y, siis on meil
soovitud ristkiilik olemas (vt. joonis [§)). Kui sirge Iy ei loika sirget I3, siis kordame
viimase voltimise protsessi, vottes punkti Pj rolli sirgete [3 ja l4 1oikepunkti. Selli-

seid voltimisi tehes onnestub meil 1opuks konstrueerida sirge [,,, mis loikab sirget

ls.

Joonis 8. Voltejoone [, konstrueerimine

Saadud sirged [y, ls, l3 ja [, moodustavad soovitud ristkiiliku. Kuna edasised vol-
timistoimingud saame teostada just selle konstrueeritud ristkiiliku sees, muutub
paberi algkuju voltimisprotsessi seisukohalt ebaoluliseks. Praktilises ja teoreetilises
késitluses voimaldab see meil lihtsustada arutelu, eeldades, et kogu voltimistegevus
toimub ristkiilikukujulisel pinnal. Seetottu eeldame jargnevas, et paber on hulga
R? kinnine alamhulk [a, b] X [c,d], a,b, c,d € R. Muuhulgas kasutame siinoniiiimi-
dena moisteid paberi serv ja ristkiiliku kiilg. Analoogiliselt on ristkiiliku tipp ja

paberi nurk meie jaoks samad moisted.

3.3 Ristkiilikulise paberi pikemate servade leidmine

Kuna oma edasises t00s kasutame just ristkiilikulist paberit, siis on loomulik kii-

simus, et kuidas ilma paberi servi mootmata leida pikemad servad.

Lemma 1. Kui ristkiilikulise paberi nurk voltida tema vastasnurga peale, siis saa-

dud voltejoon loikab ristkiiliku pikemaid servi.

15



Téestus. Olgu meil ristkiilik (vt. joonis [J)), mille tippudeks on A(0,0), B(0,b),
C(a,b) ja D(a,0), kus a,b > 0.

A D A D

Joonis 9. Kaks erineva orientatsiooniga ristkiilikut

Kasutades aksioomi [2 saame voltida punkti A punkti C' peale. Sellise voltimise
teel tekib meil voltejoon [, mille vorrandi saame tuletada vordusest . Selleks
sirgeks on

a +a2+b2
=—=z
=7 2

a® + b
Saadud sirge [ loikab kiilge AB juhul, kui < b ehk
a? < b’ (4)
2 12
ning kiilge AD juhul, kui < a ehk
a
v’ < a’. (5)

Sellest saame jireldada, et kiilgi AD ja BC loikab sirge [ juhul, kui b% < a?, teisi-
sonu AD ja BC on pikemad kiiljed. Kiilgi AB ja C'D lébib saadud voltejoon juhul,
kui a® < b? ehk juhul, kui kiiljed AB ja C'D on pikemad (vt. joonis [10]).

16



Joonis 10. Voltejoon [ 16ikab pikemaid servi

Jareldus 1. Olgu voltejoon | saadud paberi tipu voltimisel selle vastastipu peale.

Paber on ruudukujuline parajasti siis, kut joon | loikab paberi igat serva.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu meil ruut kiiljepikkusega a ja tippudega A(0,0), B(0, a),
C(a,a) ja D(a,0).

Eelduse kohaselt oleme saanud voltejoone [ tipu voltimisel tema vastastipu peale.
Lemma 1] kohaselt voltejoon [ 16ikab kiilgi AB ja C'D, kui kehtib vorratus (4)) ning
kiilgi BC' ja AD juhul, kui kehtib (5)). Kuna a = b, siis voltejoon [ 16ikab ruudu
igat kiilge.

Piisavus. Olgu meil voltejoon [, mis loikab ruudu igat kiilge. Selleks, et voltejoon
[ loikaks ruudu igat kiilge, peavad kehtima vorratused ja . Lihtne on néha,

et vorratuste kehtimiseks peab a = b ehk paber olema ruudukujuline. O
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4 Pythagorase teoreem

Pythagorase teoreemi peetakse iiheks vanimaks, kasulikeimaks ja tuntuimaks ma-
temaatika teoreemiks, millel on arvukalt erinevaid toestusi. Juba Eukleides esitas
oma teoses ,,Elemendid® sellele teoreemile mitu toestust. Tuntuim kogumik Pytha-
gorase teoreemi toestuseid périneb Elisha S. Loomise [9] sulest, kes klassifitseeris
ja analiiiisis 344 erinevat toestust. Internetist on kittesaadavam Alexander Bogo-

molny veebilehel [10] esitatud 122 toestust.

Tegemist on teoreemiga, mille toestamine on aktuaalne ka tédnapéeval ning tihti-
peale ilmubki uusi ldhenemisi ning toestusi. Ne'Kiya Jackson ja Calcea Johnson
on 2024. aasta artiklis [11] toonud teoreemile viilja viis uut toestust. Lisaks on
selles artiklis veel mainitud, et nende lahenemine voimaldab leida veel vahemalt

viis lisatoestust.

Voltimise teel on samuti voimalik Pythagorase teoreemi toestada ning seda on
tehtud erinevatel viisidel mitmeid kordi. Enamus juhtudel on toestused esitatud
mitmekordset voltimist kasutades. Uks selline tdestus on toodud mathcounts.org
veebilehel [12]. Meid aga huvitab kdesolevas t66s Pythagorase teoreemi toestamine
kasutades 1-voldi origamit. Teoreemi toestuse 1dbi 1-voldi origami on esitanud ka
Woodhouse oma doktorit6os [4]. Kuid selle toestuse kitsaskohaks on asjaolu, et koik
toestuses kasutatavad jooned ei ole saadud otsese voltimise teel, vaid on kasutatud

(volte)joonte vahele jadvate kujundite imberpaigutamist.

Kaesolevas t60s esitame Pythagorase teoreemile alternatiivse toestuse, mida meile
teadaolevalt ei ole 1-voldi origamiga varem tehtud. Esmalt tuletame meelde moned

toestuses kasutatavad kolmnurga geomeetrilised omadused.

Definitsioon 5 ([13]). Oeldakse, et kolmnurgad on sarnased, kui iihe kolmnurga
kiilgede pikkustest aq, by, c; saab teise kolmnurga kiilgede pikkused as, by, co, kui

korrutada neid sama reaalarvuga. See tdhendab, et kehtivad vordused

ay by &1

a2 by C2 '
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Teisisonu tahendab see, et nurgad ja kiilgedevahelised suhted on suurusteks, mis

kolmnurga suurendamisel ja vihendamisel ei muutu.

Definitsioon 6 ([14]). Oecldakse, et kaks nurka on teineteise tiiendusnurgad,

kui nende nurkade summa on 90 kraadi.

4.1 Pohitulemuse toestus

Meie Pythagorase teoreemi toestus tugineb Arsalan Warese toestusele [2], milles
kasutatud mitmekordse voltimise teel saadud jooned esitame iithekordse voltimise
kaudu, kusjuures kasutades vaid aksioome[I]ja[2] Lisaks pohjendame é&ra, et artiklis
[2] konstrueeritud nurk C' X Z on alati tdisnurk ning konstrueeritud punkt R asub

sirgel, mis ldbib punkte C ja Z.
Sonastame ja toestame t66 pohitulemuse.

Teoreem 1 (Pythagorase teoreem). Tdaisnurkse kolmnurga hipotenuusi ruut on

vordne kaatetite ruutude summaga.

Toestus. Olgu meil ristkiilikuline paber, mille pikemad servad on paralleelsed y-
teljega (vertikaalsed voltija suhtes). Kasutades lemmat [1| on lihtne leida pikemad

servad ning votta paber soovitud kujul ette.

Olgu paberi tippudeks A(0,0), B(0,b), C(2a,b) ja D(2a,0) (vt. joonis [L1]). Teiste
sonadega tdhendab see seda, et 2a < b. Esimese sammuna voldime punkti B punkti

C peale. Aksioomi [2| kohaselt on murdejoone [/; vorrandiks = a. Sellise voltimise

teel tekivad uued punktid X(a,b) ja Y (a,0).

Jargmiseks kasutame aksioomi [2] selleks, et voltida punkt A punkti X peale. Sellise
voltimise teel saame voltejoone [y, mille vorrand on vorduse pohjal
a a*+

y=-—13 + TR (7)

Kuna eeldasime, et 2a < b, siis ka a < b ning lemma [1| kohaselt loikab saadud
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A D

Joonis 11. Paber tippudega A, B,C ja D

voltejoon kiilge AB ja sirget [;. Téhistame punktiga Q(z,,y,) kilje AB ja sirge [

a’ +v?
2b

R(z,,y,). Teame, et x, = a, millest saame tuletada, et

loikepunkti. Teame, et z, = 0, seega y, = . Olgu sirgete [; ja l5 1oikepunktiks

_ a2+a2+62_62—a2
= % 2

Lisaks tekib meil ka kolmas punkt P(z,,y,) murdejoone [y 16ikumisel paberi serva-

ga AD voi DC'. Leiame, millisel juhul satuks punkt P kiiljele AD. Selleks fikseerime

2 b2
sirge [ vorrandis koordinaadi y, = 0 ning saame, et x, = @ . Selleks, et
2 2
saadud punkt asuks kiiljel AD, peab kehtima a4 < 2a ehk
a
b? < 3a?, (8)

kuid see on voimatu eelduse 2a < b tottu. Seega punkt P saab sattuda vaid kiiljele

CD. Leiame niitid punkti P koordinaadid. Et z, = 2a, siis

B 2a2+a2+b2_b2—3a2
=y % 2

o . . a® + b? b — a?
Joone [5 voltimisega konstrueerisime kolm uut punkti: @ ( 0, ) R a, T
b? — 3a?
ja P|2a,— |.
ja ( 02 )
Voltejoonte [; ja Iy voltimist iseloomustavad vastavalt joonised [12] ja [L3]
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A y
| “IR]
3 P
| | 12
A Y D A Y D
Joonis 12. Voltejoone [; konstrueeri- Joonis 13. Voltejoone [y konstrueeri-
mine mine

Jargmise sammuna kasutame aksioomi (1| ning voldime joone /3, mis 1abib punkte
3 _ 2

2ba
kiilje C'D loikepunkt. Leiame punkti Z koordinaadid. Et x, = 2a, siis

A ja R. Vordusest saame sirge l3 vorrandiks y = x. Olgu Z sirge 3 ja

b? — a? b? — a?
z pr— 2 p—
Y a b

Néeme, et punkt Z ei saa sattuda kiiljele BC' ega kiiljele AD. Selleks, et punkt
2 _ 2

7 satuks kiiljele BC', peaks kehtima > b, mis ilmselgelt ei kehti. Punkti

2 2

7 sattumiseks kiiljele AD peaks kehtima

< 0, mis eelduse 2a < b tottu

samuti el kehti.

Edasi kasutame aksioomi [1|selleks, et tekitada voltejoon [, punktide Y ja C' vahele.
Sirge [, vorrandiks tulenevalt vordusest on

b
y=—x—b.
a

Volditud sirge l4 16ikab sirgeid [, ning /3. Antud juhul huvitab meid vaid sirgete
Iy ja l3 16ikumispunkt W (zy, y,). Leiame punkti W koordinaadid. Sirgete I3 ja Iy

vorranditest saame
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2ab?
pram L Asendades saadud punkti z-koordinaadi sirge [3 vorrandise,
a

saame otsitava punkti y-koordinaadiks

ehk z, =

b —a® 2ab*  b(V* —a?)
YT T @2+ @+

Eelmist kahte voltimist iseloomustavad joonised on vastavalt [I4] ja [15]

B X C B X C
S V/ S ¥/
I ,/ : j
:ll L/ \ll //// I/V
Orrl On/
//T\\\‘\\ P //T\\7/‘\\ P
//Zg i lQ //23 i ,/, l2
P ! ,/ (] l4
A Y D A Y D
Joonis 14. Voltejoone [3 konstrueeri- Joonis 15. Voltejoone [4 konstrueeri-
mine mine

Jargmiseks sammuks kasutame aksioomi 2/ ning voldime punkti C' punkti W peale.
Sellise voltimise tulemusel saame voltejoone [5 ning kasutades vordust saame
voltejoont iseloomustavaks vorrandiks

a a® + b?
y=-—q38t—p— 9)

Joone [5 voltimisel tekib kolm uut punkti, kuid antud hetkel huvitavad meid ainult
punktid, mis tekkisid paberi servadele. Tahistame punktiga F’ sirge 5 ja serva C'D
loikumispunkti. Kuna xy = 2a, saame sirge /5 vorrandist, et

20> a4+ bV —ad?
YT T T T T

Paneme téhele, et punkt F' langeb kokku varasemalt konstrueeritud punktiga Z.

Olgu F sirge l5 ja serva BC' loikumispunkt. Kuna y. = b, siis saame leida koordi-
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naadi x. asendades koordinaadi ¥, sirge [5 vorrandisse:

p_ 9. _f_a2+b2
b b

Saame, et x. = a. Paneme taaskord tdhele, et selliste koordinaatidega punkt on

meil juba varasemalt olemas ning punkt £ ja punkt X on samad.

Eelviimase sammuna kasutame taaskord aksioomi 2| ning voldime niitid punkti B
punkti W peale. Sellise voltimise teel tekib meil sirge lg. Kasutades vordust
saame voltejoone [g vorrandiks

y=—x.
a

Lihtne on néha, et saadud voltejoon lg labib punkti A ning ldbib ka punkti X,
kuna molema punkti koordinaadid rahuldavad sirge lg vorrandit. Lisaks tekkis meil
ka sirgete lg ja [ 1oikepunkt, aga selle punkti koordinaadid ei ole meie toestuse

seisukohalt olulised.

Voltejoonte I5 ja lg voltimist iseloomustavad vastavalt joonised [16] ja [17]

B X . C B X . C
T\‘\\L5/ /T\‘\\E)/
| T Z ;| T Z
P & o
| ll //// I/V l6 /I I ll //// I/V
QL\‘\\B:/// l// QL\‘\//\B:/// l//
.y .
//\ v~ / //\ v~
T I N ¥
/ - | 1 l / / | 1 l
/// ld : /,l4 2 ///// lg : /,l4 2
A Y D A Y D
Joonis 16. Voltejoone [5 konstrueeri- Joonis 17. Voltejoone lg konstrueeri-
mine mine

Viimase sammuna kasutame aksioomi [If ning tekitame voltejoone [7, mis ldbib
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7
/\‘\\L5,
//: l \//’Z
o 7 /)
le | 1 AW
Q- /ot
b A
\//\B‘/ ,/
.
/ 71 v~
[ ~<
/ c P
// l3 ://l 12
/ Rz
’y 1/
1y \
A Y D

Joonis 18. Voltejoone [; konstrueerimine

punkte X ja W. Tulenevalt vordusest on voltejoone [; vorrandiks

2ba 2ba’?
y:_bQ—a2x+b2—a2+b' (10)

Antud juhul huvitab meid vaid sirge [; vorrand, seega viimase voltimise teel saa-

davad punktid meile huvi ei paku (vt. joonis [1§).

Teame, et kiilje BC' pikkuseks on 2a, seega 16ikude BX ja XC' pikkusteks on a.
Lisaks teame, et kiilje AB pikkuseks on b. Olgu loigu AX pikkuseks c.

Meie eesméark on néidata, et téisnurkse kolmnurga ABX korral kehtib vordus

L ()=

siis on sirged lg ja [5 risti, mistottu on kolmnurk AX Z on téisnurkne. Kolmnurgad

a® + b? = 2. Kuna

ABX ja XCZ on sarnased, sest molemad on tédisnurksed ning nurgad ZAXB ja

ZC X7 on teineteise tdiendusnurgad. Kasutades sarnaste kolmnurkade kiiljepik-

ICZ|  a G
= ek [c7] = &

kuste suhete omadust, saame samasuse @ pohjal

Analoogiliselt |XZ| = %. Lisaks on meil veel iiks taisnurkne kolmnurk XWZ,

sest sirged [7 ja [3 on risti:
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Joonis 19. Pythagorase teoreemi
visualiseerivad kolmnurgad

Tuletame meelde, et sirge 5 saime punkti C' voltimisel punktile W ning saadud
sirge 1abib punkte X ja Z. Teiste sonadega tdhendab see, et ka loik X W on pikku-
sega a ehk kolmnurgad X ZW ja XCZ on kongruentsed. Sirge lg saime punkti B
voltimisel punktile W ning saadud sirge ldbib punkte A ja X. Selle pohjal saame
samuti Oelda, et kolmnurgad ABX ja AXW on kongruentsed. See tdhendab, et
kolmnurga AX Z pindala on vordne kolmnurkade ABX ja XCZ pindalade sum-

maga (vt joonis . Selle asjaolu saame leitud kiiljepikkuseid kasutades esitada

. (?) b2 (). (11)

2b
Korrutades vorduse (11) mélemad pooled ldbi suursega —, saamegi, et
a

vordusena

a’ + b = 2. O]

4.2 Jareldused ja tahelepanekud

Teoreemi [1] toestuses on oluline, et voltimiste teel saadud kolmnurga XCZ nurk
/£ XCZ oleks taisnurkne. Edaspidi vaatame, milliste a ja b valiku korral meil selline

nurk tekib. Teisisonu me ei eelda, et kehtib 2a < b ehk me ei vali ristkiiliku pikemat
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kiilge voltija suhtes vertikaalseks. Selles tulenevalt saame teha mitmeid jareldusi

teoreemi [I] toestusest.

Jargnevas kasutatud punktide ja sirgete all moistame teoreemi (1] toestuses konst-

rueeritud punkte ja sirgeid.

Jareldus 2. Punkt P asub kiiljel AD, kui kehtib vorratus b* < 3a?.

Toestus. Viide jareldub vahetult tingimusest . Punkti P koordinaatideks on sel
2 b2
juhulp(“ + ,0). O
2a

Kui a = b, siis esitame sirge I; vorduse pohjal hoopis kujul y (b —a?) =
—2bax + ba*® + b* ehk x = a, muul juhul esitame sarnaselt teoreemis [1| esitatud

kujul .

Jareldus 3. Kui a # b ja sirged ls ja l; lotkuvad, siis asub nende loikepunkt kiiljel
AD.

Toestus. Eeldame, et sirged I, ja I; loikuvad punktis S. Avaldame selle punkti

x-koordinaadi:

2ba N 2ba’ b a a’ +b?
— x =——z
b2 —a2"® b2 — a2 bo* 2b
a? 4+ b? : N . . .
ehk x, = . Asendades sirge [ vorrandisse saadud koordinaadi z saame,
et ys =

Selleks, et punkt S asuks paberil, peab kehima

a?® + b?
2a

< 2a
ehk b? < 3a?. Muul juhul antud punkt voltimiste teel ei teki. O

Jareldustest [2] ja |3| saame vahetult, et > < 3a? korral sirged Iy ja [l; loikuvad
punktis P.
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Lemma 2. Kui a # b ja sirged ly ja l; loikuvad, sits on punkt W sirge ly ning

punkte X ja P libiva sirge lotkumispunkt.

Toestus. Eeldame, et sirged s ja 7 16ikuvad. Siis b?> < 3a? ja eelneva pohjal teame,

et selleks l6ikepunktiks on P. Punkti P koordinaatideks jarelduse [2] pohjal on
2 b2

P <a + ,0). Kasutades aksioomi I, saame punkte X ja P ldbiva sirge [y vor-

2a
randi, milleks vorduse (|1)) pohjal on

2ba 2ba’?
Yy = —b2_a2x+ a2 +b.

Leiame sirgete Iy ja I 16ikumispunkti WW’. Esmalt leiame koordinaadi x,,:

2ba 20a? b
TRt T T gt
2ab* b(b? —a?
ehk z,, = ﬁ, mistottu y,, = %. On ilmne, et W’ on sama teoreemi
a a
toestuses leitud punktiga W. O

Teoreemi [1| toestusest tuleb vilja, et punkti Z on voimalik leida ka punkti C'
voltimisel punktile W. Vottes arvesse asjaolu, et sirge [5 ldbib punkti X ning
16igud XC' ja XW on sama pikkusega, siis punkti C' voltimine punktile W on
sama protseduur, mis 16igu X C' voltimine sirgele [;. Kasutades aksioomi |3| saame
voltida serva X C' sirgele [;. Asendades vordusesse serva X C' rahuldava sirge
vorrandi y = b ning sirge [; vorrandi (10 saame tulemuseks

a a? + b?

y:—g:c—l— b

Lihtne on néha, et tegmist on vorrandiga @[)

Tegemist on olulise tdhelepanekuga, kuna alati ei pruugi meil olla voimalik punkti

W konstrueerida.
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Jareldus 4. Jdrgmised vdited on samavddrsed:

1. Ristkiiliku ABCD ks kiilg on teisest 2 korda pikem ehk a = b.
2. Punktid P, Y, R ja W langevad kokku.

3. Punkt Z on sama punktiga D.

Toestus. [1] = 2l Kuna a = b, siis jarelduse [1] pohjal voltejoon Iy 16ikab kiilge AY
ja murdejoont l;. Seega punkt P langeb kokku punktiga Y. Tuletades meelde, et
punkt R on sirgete [y ja [ loikepunkt, siis on ilmne, et punkt R on sama punktidega
Y ja P. Kuna punkt W oli sirgete [3 ja [ loikepunkt ja antud juhul langeb /5 kokku
kiiljega AD, siis on lihtne néha, et punkt W langeb kokku punktidega P, Y ja R.

= [3l Langegu punktid P, Y, R, W kokku. Neid punkte labiva sirge vorrand I3
on sama kiilge AD Kkirjeldava sirge vorrandiga, sest [3 saadi punkte A ja R labiva
voltejoonena ja antud juhul R =Y. Tuletame meelde, et punkt Z on saadud sirge

I3 ja kiilje C'D loikumisel. Sellest saame jéareldada, et punkt Z on sama punktiga

D.

= [} Olgu punkt Z sama punktiga D. See tdhendab, et kehtib y, = y, ehk
b — a?

b

= 0. On ilmne, et vorduse kehtimiseks peab olema taidetud tingimus a = b.

]

Jareldus 5. Kui paberi servapikkuste suhe on 1 : 2, on Pythagorase teoreem vord-

haarse kolmnurga jaoks toestatav kolme voltimisega.

Téestus. Olgu meil ristkiilik tippudega A(0,0), B(0,b), C(2a,b) ja D(2a,0) ning
kehtigu vordus a = b. Tekitame voltejoone [ sarnaselt teoreemi (1| toestusele. Tu-
lenevalt jareldusest |4 on punkt Z sama punktiga D ning punkt W langeb kokku
punktiga Y. Voltides punkti C' punktile W tekitame voltejoone, mille tdhistus
teoreemis [1If on /5. Voltides punkti B punktile W, tekitame voltejoone, mille tahis-
tus teoreemis|l| on lg. Kuna teoreemis (1| sirge I7 oli punkte X ja W labiv voltejoon,

siis [7 langeb kokku sirgega [; (vt. joonis .
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Joonis 20. Voltejooned juhul, kui a = b

Kui l6igu AX pikkuseks on ¢, siis ilmselt on ka 16igu X Z pikkuseks c. Sarnaselt
teoreemile [1| on sirged 5 ja lg risti. Lihtne on néha, et kehtib ¢ = a? + 12, O

Jareldus 6. Kui kehtib
b < a, (12)
siis punkt Z asub kiiljel AD ning erineb punktist D.

Toestus. Olgu meil ristkiilik tippudega A(0,0), B(0,b), C(2a,b) ja D(2a,0) ning

kehtigu vorratus . Voldime sarnaselt teoreemi (1 toestusele jooned [ ja lo, mida

2, 72
a a+b
kirjeldavad vorrandid on vastavalt © =a jay = ——x + i

b 2b

Kuna b < a, siis lemma [I| kohaselt loikab sirge [ 10ike BX ja AY’, seega punkti R
meil enam ei teki. Sirgete [; ja [y konstrueerimisel tekkisid meil punktid X(a,b),

a’? — b? ) b — 3a® . e
Y (a,0), @ ,b ) ja P(2a,———— ). Punkte P ja X ldbiv sirge on sama

2a 2
teoreemi [I] toestuses saadud sirgega [7, sest jarelduste [2] ja[3| pohjal 1oikuvad sirged

ly ja l; punktis P.

Kasutades lemmat [2] ning sellele jargnenud téhelepanekut, on punkt Z voimalik
konstrueerida loigu X C' voltimisel punkte P ja X ldbivale sirgele [;. Sellise volti-
mise tulemusel saame sirge, mille teoreemi (1| toestuses tahistasime sirgega [5. Kuna

b < a, siis saadud sirge 16ikab kiilje C'D asemel hoopis kiilge AD ehk tekib punkt

2 b2
Z (0, a Z ) (vt. joonis .
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Joonis 21. Punkt Z asub serval AD

Lemma 3. Olgu paber servapikkustega 2a ja b. Kui a ja b ei rahulda vorratust
(12)), siis on Pythagorase teoreem toestatav teoreemi toestuses tehtud I1-voltidega,

ilma paberit teoreemi [1] toestuses toodud viisil ette votmata.

Toestus. Sarnaselt teoreemi [I] toestusele tekitame voltejooned [y ja lo. Murdejoone

[y vorrandiks on x = a ning selle murdejoone konstrueerimisel tekkisid punktid
2 b2
X(a,b) ja Y(a,0). Voltejoone ly vorrandiks on y = —%x + a4 2—; . Kui joon [y

16ikab kiilge AD, siis tdhistame nende 16ikepunkti P’, kui Iy loikab kiilge DC),
tdhistame nende 16ikepunkti P”. Punktiga )’ tdhistame sirge [, ja kiilje AB 106i-
kumispunkti ning punktiga Q" voltejoone [y ja kiilje BC' 16ikepunkti. Kui need

punktid tekivad, siis on nendeks

2_|_1)2 a2+b2
p (2 0 (0
(252 ), o172,

b? — 3a? a® — b?
P// 2 -7 " b )
(20.757) @ ("5 0)

Punkti Q' saame, kui a? < b?, ning punkti P’, kui b* < 3a?. Seega vaatleme kolme

alamjuhtu:
1. a®> < b? < 3a?
2. b* < a® < 3a?
3. a® < 3a® < b

Kuna alamjuht, kus a = b on meil vaadatud jarelduses [5] siis piisab vaadata vaid
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alamjuhtusid:

1. a® < b* < 3a?;
2. b? < a? < 3a%;
3. a® < 3a® < b
Eelduse kohaselt a ja b ei rahulda vorratust , seega alamjuhtu [2 meil ei teki.

Lisaks paneme téhele, et alamjuht [3Jon kiisitletud teoreemi [T tGestuses, seega piisab

vaid vaadata alamjuhtu [T}

Eeldame, et a? < b? < 3a? ehk voltejoone Iy konstrueerimisel tekkisid meil punk-

2 | 12 2 32
tid Q' (0, @ +b ) ja P’ (a ;b ,0). Lisaks tekib ka sirgete [; ja lo 16ikepunkt
a

2b
b? — a?
R (a, 5% > Voltejooni [; ja l; iseloomustavad vastavalt joonised ja
B X C B X C
ly Yl b
| Q"¢ |
1 I~ !
| IS
| Ry
A Y D A Yy P D
Joonis 22. Voltejoone [; konstrueeri- Joonis 23. Voltejoone [y konstrueeri-
mine mine

Jargmise sammuna kasutame aksioomi (1| ning tekitame voltejoone I3, mis l&bib

punkte X ja P’. Saadud sirgeks vorduse (1) pohjal on

2ba 2ba’ "
y:_bz—a2x+b2—a2+ .

Kasutades aksioomi [1| saame voltida punkte C' ja Y ldbiva voltejoone Iy, mille

vorrandiks vorduse pohjal on
y=—x—b.
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Sirge [, 1oikab sirgeid Iy ja l3. Meile pakub huvi vaid sirgete l; ja [3 loikepunkt,
ek W 2ab? b (V* — a?)
milleks on
0?2 +a?’ b+ a?
tavalt joonised [24] ja [25

). Viimast kahte voltimist iseloomustavad vas-

B X C B X C
s s //
Q/ l\ : \\ QI l\ : \\ //
I~ b I~ b /
R %
\{\‘ \\kAW
R : N \\ R ://\/\\\\

A Yy P D A Y P D
Joonis 24. Voltejoone [3 konstrueeri- Joonis 25. Voltejoone [, konstrueeri-
mine mine

2 a?)
Punkti W tekkimiseks peab kehtima vorratus W > 0 ehk
a
b’ > a’. (13)

Vorratus on meil rahuldatud eelduse kohaselt.

Jargnevalt kasutame aksioomi 2] selleks, et voltida punkt A punkti W peale. Tule-
nevalt vordusest on saadud sirge [5 vorrandiks
a a® + b?

y:—gsc—l— b

Leiame sirge [5 1oikepunktid paberi servadega. Sarnaselt teoreemile [1{on serva BC'

62 42
jasirge l5 16ikepunktiks X (a, b) ning serva C'D ja sirge l5 16ikepunktis Z <2a, 2 ¢ ) .
Lisaks tekib ka sirgete l5 ja l4 16ikepunkt, kuid antud toestuses see meile huvi ei
paku. Kasutades aksioomi [2| voldime punkti B punkti W peale. Sellise voltimise

teel saadav sirge [ vorrandi saame tuletada vordusest ning selleks on

Y= —x.
a

Sarnaselt teoreemile [I] 1abib sirge lg punkte A ja X. Samuti loikab saadud sirge

lg sirget [y, kuid selle punkti koordinaadid meile taaskord huvi ei paku. Viimast
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kahte voltimist iseloomustavad joonised [20] ja [27]

B X C B X C
l T\Z 4 l /T\ N ’
1 AN ’ 1 AN ’
/ : \3 ~ l5 // !/ // : \\3 ~ l5 //
Q M. [ \\\/ Q M. l@/ [ \\\/
Iy~ AN I~
Y | Y l4/ \ S X | Y l4,’ \
~ / / ~ /
AW S AW
+\ 7\ 7 +\ s\
R | /\/\ \\ // R | /\/ \\
1/ DY ’ 1/ DY
A Y P D A Y P D
Joonis 26. Voltejoone [5 konstrueeri- Joonis 27. Voltejoone lg konstrueeri-
mine mine

Viimase sammuna kasutame aksioomi [1] selleks, et tekitada voltejoon I; punktide

A ja Z vahel. Sirge [; vorrandiks vorduse pohjal on

b? — a?

2ab

y:

Paneme téhele, et saadud sirge 1dbib punkte R ja WW. Viimast voltimist iseloomus-

tavaks jooniseks on joonis

B X C B X C
e n
AN / N AN /
, !1 \23 ~ l5 // /, "13\\\ l5 //
Q b l ’ I ‘\ 2 b l / N ~0
l\ N R 6/ : \ /\/\ ~ N R 6/ : \ >/\
2 >0 ’ R AN N / ] “ s
S Lol Y7 S DN 4o
AN ! \ W/ - /7 S I \ 7 - -
’ NN R | 4 / Sod '
// l7 ’,3"\// \ // l7 ’\,“‘\— //\
// _ - -7 | /\/\ \\ _ - | /\/\ \\
[P \‘/ W\ V. ad L/ hNRY
A Y P D A D
Joonis 28. Voltejoone [; konstrueeri- Joonis 29. Pythagorase teoreemi
mine visualiseerivad kolmnurgad

Kuna koik edasises toestuses kasutatavad sirgete vorrandid on samad teoreemi
toestuses saadud sirgetega, siis vorduse a? + b* = ¢* toestus on analoogiline

teoreemi toestusele. O

Kaéesoleva t66 raames oleme ndidanud, et kasutades suvalist paberit, on voimalik 1-

voldi origami abil nididata Pythagorase teoreemi kehtimist. Kui paber on suvaline,
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siis on voimalik kehtimist nédidata, kasutades teoreemis [1| toodud voltimisi, kuid

oluline on tahelepanu péorata paberi asendile.

Tulenevalt lemmast 3| ei ole oluline paberi orientatsioon, kui paber servapikkustega
2a ja b ei rahulda tingimust , ehk kehtib a < 0. Kusjuures viimast tingimust
rahuldavad koik A-seeria formaadis paberid (vt joonis 29)).

Arsalan Wares véitis oma artiklis ,,Looking for Pythagoras between the folds“ |2], et
suvalise ristkiilikulise paberiga on toestamine teostatav. Selle viite peame timber
liikkama, kuna suvalise paberi puhul on oluline orientatsioon. Artiklis [2| teostatud
mitmekordsed voltimised on saavutatavad lemma [3| toestuses toodud 1-voltidega,
kuid see eeldab teatavat kiiljepikkuste suhet. Lisaks toestasime viite, et nurk AX Z
(artiklis |2] nurk CXZ) on tédisnurkne ning punkt W (artiklis [2] punkt R) asub
sirgel, mis l&dbib punkte A ja Z.
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