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Liihikokkuvote

Kéesolevas bakalaureuset6os vaadeldakse interpoleerimist pidevate lineaar-
splainidega ning lineaarse teist liiki Volterra integraalvorrandi ligikaudset
lahendamist splain-kollokatsioonimeetodiga. Kasitletakse nii pideva tuuma-
ga kui ka norgalt singulaarse tuumaga integraalvorrandite lahendamist. T66
eesmargiks on uurida esitatud meetodi koonduvust ning saadud numbriliste
tulemuste vastavust teooriale.
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LINEAR SPLINE COLLOCATION METHOD FOR SOLVING
VOLTERRA INTEGRAL EQUATIONS OF THE SECOND KIND
Bachelor thesis
Lota Otsus

Abstract

In the present bachelor’s thesis the interpolation by continuous linear splines
and finding an approximate solution for Volterra integral equations of the
second kind with collocation method is described. The case of both Volterra
integral equations with continuous kernels and weakly singular kernels are
analyzed. The purpose of this thesis is to study convergence and the conver-
gence rate of the proposed method and its correspondence to theory.
CERCS research specialisation: P130 Funktsioonid, differential equa-
tions.
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Sissejuhatus

Kaéesolevas t00s vaatleme integraalvorrandit kujul
uw)= [ @-9) K@ pudy+ S, velatl, 01

kus K ja f on antud funktsioonid, o € [0,1) on antud arv ja w otsitav funktsioon.
Sellist vorrandit nimetatakse lineaarseks Volterra II liiki integraalvorrandiks: liiget
(r—y) “K(x,y) nimetatakse vorrandi tuumaks ja funktsiooni f nimetatakse vaba-
liikkmeks. Juhul « € (0, 1) nimetatakse vorrandit norgalt singulaarse tuumaga
Volterra integraalvorrandiks.

Funktsiooni K ja vabaliikme f kohta eeldatakse, et nad on pidevad funktsioonid
vastavalt piirkonnas a < y < z < b ja l6igul [a, b]. Sellisel juhul vorrandil on
olemas parajasti iiks lahend u(x), mis on pidev, kui z € [a,b] (vt teoreemi 5)).
To6s vaadeldakse vorrandi ligikaudset lahendamist kollokatsioonimeetodiga,
mis tugineb vorrandi lahendi w lahendamisele vorgul a = 29 < 1 < ... < T, =
b antud pidevate lineaarsplainidega u,. Meid huvitab, millistel tingimustel viga
Uy, —u viheneb, kui vorgupunktide arv kasvab ning kuidas iseloomustada vea u,, —u
suurust (vt teoreeme |§| ja .

Bakalaureuset6d koosneb kuuest osast. Esimeses osas tuuakse sisse vajalikud
tahistused ning tdhtsamad abitulemused, mida t60s kasutatakse. Teises osas kasit-
letakse 16igul [a, b] antud funktsiooni interpoleerimist lineaarsplainidega. T66 kol-
mandas osas vaadeldakse vorrandi lahendi olemasolu ja lahendi siledust. Nel-
jandas osas késitletakse vorrandi ligikaudset lahendamist pidevate lineaarsplai-
nidega kollokatsioonimeetodi abil ning uuritakse kollokatsioonimeetodil saadud l&-
hislahendite koonduvust ja koonduvuskiirust. Selles esitatakse ka kdesoleva t66
pohitulemused. Viiendas osas rakendatakse vaadeldud meetodit selliste integraal-
vorrandite ligikaudsel lahendamisel, mille lahend on teada. Kuuendas osas tuuakse
praktiliste tulemuste saamiseks vajalik programm, mis on kirjutatud programmee-

rimiskeeles Python. Lisaks antakse ka selle programmi selgitus.



1 Tahistused ja abitulemused

Selles peatiikis toome sisse vajalikud tdhised ning tulemused, mida t66s kasutatak-

se.

1.1

Tahistused

Edaspidi téahistame

D
2)

3)

10)

naturaalarvude hulka kirjutisega N,
reaalarvude hulka kirjutisega R,
funktsiooni f = f(x,y) esimest jarku osatuletist muutuja x jargi kas kirjuti-

sega — f voi kirjutisega f,

ox
funktsiooni f = f(z,y) teist jarku osatuletist muutuja z jérgi kas kirjutisega
2

922 f voi kirjutisega f7
16igul [a, b] pidevate funktsioonide g = g(x) ruumi kirjutisega C|a, b],

16igul [a, b] k korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide g = g(x) ruumi
kirjutisega C*[a, b], kus k € N,

piirkonnas @ = {(z,y) : a < y < x < b} pidevate funktsioonide ruumi
kirjutisega C(Q),

Euleri gammafunktsiooni I' = I'(a) seosega
oo
I'(a) :/ e "2 ldx, a>0,
0
Euleri beetafunktsiooni B = B(a,b) seosega

1
B(a,b) = / 2@ 11—z Yz, a>0, b>0,
0

pidevate lineaarsete operaatorite A : X — Y ruumi kirjutisega L(X,Y) ja
normiga ||Al|r(x,yy = min{M : [|Aully < M|Ju||x VYu € Cla,b]}, kus X,V

Banachi ruumid.



Osutub, et (vt [2], Ik 246-249)

[(a)L(b)

B(a,b) = I'(a+b)’

a>0,b>0.

1.2 Abitulemused

0
Teoreem 1. Olgu a,b € R, a < b. Olgu f(x,y) ja tema osatuletis %f(m,y)

pidevad funktsioonid piirkonnas Q = {(z,y) : a <y < x < b}. Olgu

F(z) = /x f(z,y)dy, =z € [a,b].

Siis funktsioon F on diferentseeruv loigul [a,b], kusjuures

F(z) = / " fo@y)dy + fx.a), @€ [0,

Eelneva teoreemi toestus on leitav raamatust [4] lehekiilgedel 236-237.

Teoreem 2. (Lagrange’i keskvddrtusteoreem) Olgu a,b € R ja a < b. Kui f on
pidev funktsioon loigus [a,b] ja diferentseeruv vahemikus (a,b), siis leidub selline
punkt ¢ € (a,b) nii, et

f(0) = f(a) = f()(b - a).
Lagrange’i keskviartusteoreemi toestus on leitav raamatust |7] lehekiiljel 127.

Lemma 1. Kui f € C*[a,b] ja P = P(x) on funktsiooni f vidrtusi f(x1), f(x2)

(x1, 9 € [a,b]) interpoleeriv lineaarne poliinoom, siis leidub selline £ € (a,b), et

f(@) - Pla) = 10

(x —z1)(x — 22), =€ a,b].
Eelneva lemma toestus on leitav raamatust [3] lehekiilgedel 16-17.

Teoreem 3. (Banach-Steinhausi teoreem) Olgu X,Y Banachi ruumd ja X po-
hihulk ruumis X . Jada Ay, € L(X,Y) koondub punktiviisi operaatoriks A € L(X,Y)

parajasti siis, kut on taidetud jargmised tingimused:

2) Apx — Ax Vax € Xj.



Teoreemi [3| toestuse voib leida raamatust [2| lehekiiljelt 137.

Teoreem 4. Olgu T lineaarne tdielikult pidev operaator Banachi ruumis E.
Homogeensel vorrandil v = Tv olgu vaid null-lahend v = 0. Projektorid P,, koon-

dugu n — oo punktiviisi ihikoperaatoriks: Pyu — u, kuin — oo Yu € E, s.t
||Pou—ullg — 0, kui n—oo0 VueE.

Siis vorrand

u=Tu+ f (1.1)

on iga f € E korral tiheselt lahenduv ning leidub selline ng, et n = ng korral on ka
vorrandid

up = PyTup, + Pof (n=1,2,...) (1.2)

iiheselt lahenduvad. Vorrandite lahendid u,, koonduvad n — oo korral vorrandi
lahendiks w. Kehtib veahinnang

l[un —ullg < cllu = Poullg, n = no, (1.3)

kus konstant c ei soltu suurusest n ega vabaliskmest f.

Uleminekut vorrandilt (1.1)) vorrandile ((1.2)) nimetatakse Galjorkini meetodiks. Eel-

neva teoreemi toestuse voib leida raamatust |5 lehekiiljelt 59.



2 Splainid

2.1 Vork

Olgu n € N. Vaatleme 16iku [a, b], kus a,b € R, a < b. Moodustame punktihulga

A, ={z0, 21, ., Tn: a=x0< 21 < ..< Ty =Db}

(2.1)

Hulka A,, = A, 4 nimetatakse 16igul [a,b] antud vorguks. Vork A, jaotab 16igu

[a, b] n osaldiguks [x;—1, ;] (i =1,...,n):

n

[a, 0] = [ Jli1, 2],

=1

Vorgu A,, pohjal moodustame osalodikude pikkused x; — z;—1 (i = 1,...,n) ja téhis-

tame maksimaalse osaloigu pikkuse tdhega h,,:

hn, = max (z; — zj—1).
i=1,....,n

Edaspidi eeldame, et

hp — 0, kui n— oo.

Kui iga osaldigu [z;_1,2;] (i = 1,...,n) pikkuseks on h = , siis

ja

ri=a+1th, i=0,1,..,n.

Sellist vorku nimetatakse iihtlaseks vorguks 16igul [a, b].

Vaatleme 16igul [a, b] ka erikujulist vorku punktidega z, ..., 2, kus

x; = (b— a)<1>r+ a, 1=0,1,...,n.

n

(2.3)

Siin r € [1,00) on vorgu ebaiihtlust naitav parameeter. Sellist vorku nimetatakse

gradueeritud vorguks 16igul [a,b]. Mérgime, et juhul » = 1 saame iihtlase vorgu.



Niiteks, kui » = 1 ja n = 8, siis jaotuvad solmed
x; = (b—a)(£> +a=a+ih (i=0,..38)
n

16igul [a, b] iihtlaselt (vt joonist 1).

Xp=a X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 Xg=b
Joonis 1: Solmede jaotus r = 1 ja n = 8 korral.

Juhul » > 1 paiknevad vorgu (2.3) punktid tihedamalt 16igu [a,b] vasakpoolse

otspunkti iimbruses (vt joonist 2).

X1

Xp=a Xz X3 X4 X5 X6 X7 Xg=b

Joonis 2: S6lmede jaotus r = 2 korral.

Osutub, et vorgu A, sdlmede (2.3 korral on vorgu tingimus (2.2) taidetud.
Toepoolest, sdlmede (2.3]) korral

wsa=0-0)| (1) = ()| ~0-0 (@) [ -e-v]

1\"
< (b—a) (ﬁ) m"l=0b-a)rn™t, i=1,..n

Seega

1
hp = max (z; —x;—1) < (b—a)r— =0, kui n— oco.
1<i<n n

2.2 Splaini definitsioon

Vaatleme 16iku [a, b], millel on defineeritud vork A,, seosega ([2.1)).

Definitsioon 1. Olgu n,m € N mingid konstandid. Vérgule A, wvastavaks
m—jarku splainiks, edaspidi lihidalt ka splainiks, nimetatakse funktsiooni Sp, =

Sm.An (), mis



1) igal osaloigul [xi—1,x;) (i =1,2,..,n) on dlimalt m-astme poliinoom, s.t
Sin() = agi1 + a1 12+ agi12° + . F ami1x™, T € [2i1, 2], (2.4)

kus aj;—1 (i=1,..,n; j=0,...,m) on mingid konstandid;
2) onm — 1 korda pidevalt diferentseeruv ligul [a,b] ehk Sy, € C™ [a,b].

Edaspidi nimetame splainiga S,, seotud vorgu A,, punkte z; (i = 0,...,n) splaini
Sy solmedeks.

Definitsioonist [I] jareldub, et vabade parameetrite arv, millest splain .S;, soltub,
on n + m. Tdepoolest, tingimusest 1) ndeme, et m-jarku splaini S,, méairavaid
parameetreid a;;—1 on kokku (m + 1) x n tiikki. Tingimus 2) aga méérab splainile
S igas sisesOlmes x1, x3, .., Tn—1 M Kitsendavat tingimust

S, Sy S e Cla, b).

m

Kokku oleme saanud (n — 1) x m tingimust, mis kitsendavad poliinoomi (2.4]) kor-

dajate aj;—1 (i =1,...,n; j =0,...,m) valikut. Jarelikult on vabu parameetreid
(m+1)n—(n—1)m=n-+m.

Splaini S, méaravate parameetrite leidmisel lahtutakse sageli tingimustest, et

Sy, interpoleerib vorgul A,, etteantud funktsiooni f = f(x) vaartusi f; = f(x;) :
Sm(ﬂj‘z) = fi, 1= 0, 1, ey N (2.5)

Tingimusi (2.5) nimetatakse interpolatsioonitingimusteks ja splaini S,;,, mis rahul-
dab tingimusi , nimetatakse vaartusi fo, f1, ..., fn interpoleerivaks splainiks.

Juhul m = 1 maaravad tingimused splaini S iiheselt ja sel juhul nime-
tatakse splaini S; interpoleerivaks lineaarsplainiks. Juhul m > 2 on tarvis splaini-
de S, maaramiseks lisaks tingimustele (2.5)) veel m — 1 lisatingimust. Kéesolevas
t60s keskendutakse lineaarsplainidega interpoleerimisele. Edaspidi tdhistame koi-
kide vorgule A,, vastavate lineaarsplainide hulga siimboliga S(A,,).

On lihtne néha, et S(A,) on vektorruum: kui 51,57 € S(A,), siis ilmselt
S+ ST € S(Ay) ning A € R korral ka AS; € S(A,). Veelgi enam, eespool toodud



arutelust jareldub, et S(A,) on 16plikuméotmeline vektorruum, mille dimensioon

onn+1.

2.3 Lineaarsed baassplainid

Olgu 16igul [a, b] antud vork A,, (vt (2.1))). Defineerime vorgule A,, vastavad funkt-

sioonid ¢y, ..., pn jirgnevalt:

r—x

, T € [.%'0,.%'1], —,, TE€ [xn—h‘rn]v
pola) = { 7170 pulz) = { Tn = Tt
0? T € ($1,$n], 07 T € [:’Uvan—l)a
(2.6)
Ti — Ti-1
pi(x) = M, T € [r,xi1], i=1,.,n—1, (2.7)
Tit1 — Tj
0, x € (20, Ti—1) U (Tit1, Tn).

Selliselt defineeritud funktsioonid ¢; (i = 0,...,n) on esimese astme poliinoomid
igas osaldigus [x;—1,x;] (i = 1,...,n) ning ka pidevad kogu 16igul [a, b]. Seega ¢; €
S(A,) (i =0,...,n). Splainide g, ¢; (i = 1,...,n — 1) ja ¢, esitused on toodud

joonisel 3 ja joonisel 4.

wo(x)

‘
To Iy T, =00

53 4

Joonis 3: Splainide ¢g ja ¢; (1 =1,...,n — 1) esitus.

10



Joonis 4: Splaini ¢,, esitus.

Splainide ¢; (i =0, ...,n) vdirtused solmedes z; (j = 0,...,n) avalduvad kujul

i) = (2.8)

Toepoolest, kui i = j, siis p;(x;) =1 (4,7 =0,...,n). Kui aga j # i ja i = 0, siis

r1 — T4
J, Z; S [$0,$1],

po(x;) = ¥1 7~ 10
0, r; € (z1,2p).

Kuna j # 4, siis ; # xo. Kui j = 1, saame ¢g(x1) = 0. Analoogiliselt jétkates
saame omaduse ([2.8) kehtivuse.
Toestame jargmise lemma, mis kirjeldab splainide ; (i = 0,...,n) lineaarset

soltumatust 16igul [a, b].

Lemma 2. Valemitega (@ ja defineeritud funktsioonid @o(x), ..., pn(T)

on lineaarselt soltumatud loigul [a,b], s.t nad moodustavad baasi ruumis S(Ay,).

Toestus. Naitame, et kui
appo(z) + a1p1(x) + ... + appn(x) =0 Va € [a, b, (2.9)

siis

apg=0a] =...=ap_1 = a, = 0.

11



Vottes seoses (2.9) argumendi x vaartuseks x = xg, saame seose ([2.8) pohjal
apg-14+04+...+0=0

ehk ap = 0. Analoogiliselt, vottes seoses (2.9) x = x; (i = 1,...,n), saame vastavalt
a; =0 (1 =1,...,n). Seega oleme nédidanud, et kui kehtib ([2.9)), siis

apg=a; = ... = a, =0,

ehk funktsioonid ¢;(x) (i =0, ...,n) on lineaarselt soltumatud 16igul [a, b]. O

Jarelikult moodustavad funktsioonid ¢; (i = 0,...,n) baasi ruumis S(4,) ja iga

splaini S € S(A,,) saab esitada baasielementide lineaarkombinatsioonina kujul
S1(x) = aopo(x) + ... + anpn(x), = € a,b],

kus ag, ..., a, on splaini S; € S(4A,,) maaravad konstandid. Vordustega (2.6))-(2.7)

antud funktsioone ¢; (i = 0,...,n) nimetatakse lineaarseteks baassplainideks.

2.4 Interpoleerimine lineaarsplainidega

Olgu funktsioon f = f(x) pidev 16igul [a,b] ja olgu 16igul [a,b] defineeritud vork
A, solmedega x, ..., x,. Esitame igas osaloigus [z;—1,x;] (i = 1,...,n) interpolat-
sioonitingimusi S1(z;) = f(x;) ja Si(zi—1) = f(x;—1) rahuldava funktsiooni Sy

jargmiselt:

;i — X r — T;—1

T fla)—=h ) i=1,..n. (2.10)
Ti — Ti—1 Tj — Ti—1

Si(x) = f(wi-1)

Imselt on funktsioon (2.10) lineaarne. Osutub, et ta on ka pidev 16igul [a, b]. See

aga jareldub asjaolust, et S on igas sisesolmes x; (i = 1,...,n — 1) pidev, s.t

xh_)Ilel Si(x) = fi = zh—>n;cll Si(z), i=1,..,n—1

<X, x; <x

Seega S1 € S(A,). Sonastame ja toestame jargmise lemma.

12



Lemma 3. Olgun € N ja loigul [a,b] defineeritud vork A,,. Olgu f € C[a,b] ja
olgu S1 = Si.a,.f € S(An) interpolatsioonitingimusi S1(x;) = f(x;) (i = 0,...,n)

rahuldav lineaarsplain. Siis kehtivad jargmised hinnangud:

1) kui f € Cta,b)], siis

h
— < l / . .
e 1) = $1(0)] < 52 e 1701 (211)
2) kui f € C?[a,b], siis
max |f(z) — Si(x)] < U5 max |f"(x)| (2.12)
X — <=2 X , .
z€[a,b) ! 8 zela,b]

kus h, on defineeritud vordusega .

Téestus. Olgu z € [z;_1,2) (i = 1,...,n), f € Cla,b] ja S; € S(A,) interpolat-

sioonitingimusi S1(z;) = f(x;) (i =0, ...,n) rahuldav lineaarsplain. Siis:

Xr;, — I r — T;—1
+

f(x) = Si(x) = f(ff)( ) = S1(x), w€ i1,

Ti — Tj-1 Ti — Tj—1

ehk igas osaloigus [x;—1,2;] (i =1,...,n)

F@) = i) = (F@) = fleen) o+ (F@) = f) = = (213)
Teoreemi [2] pohjal leiduvad sellised ¢ € (x;_1,2), 7 € (z,x;), et
f@) = f(zim1) = f(O)(x —2im1), @ € [wim1, 2] (2.14)
ja
f(@i) = fx) = f(n) (@ — @), 2 € w1,z (2.15)

Asendades seosed ([2.14)-(]2.15]) seosesse ([2.13]), on tulemuseks

f(x) = Si(2) = f'(€) (x —xi1) (2 — ) ) (x; — x)(xr — xi-1)

Ti — Tij-1 Ti — Tj—1

13



ehk

Fla) 1) = (7€) - ) T

Ti — Ti—1

kus ¢ € (xi—1,z), n € (x,2;), x € [Ti1,2] (i = 1,...,n). Vaatleme igas osaloigus

[zi—1,2;] (i =1,...,n) vahe absoluutviértust

£() — Si(a)] = |(£16) - ) T T D)

Tq — Tj—1

Kuna f € C'[a, b, siis

Seega kehtib hinnang

S0 <2 / (2 —@i1)(@; — )
snax (@) = Su)l < 2 max [£1@)] | max ST

On lihtne ndha, et iga ¢ = 1, ...,n korral

max ($ — l‘z‘fl)($i - 17) _ max 1 ) (l‘l — ZL‘z;l)Q _ hl’
Z‘G[Ii_l,xi] T; — Tij—1 .ZE[LI:Z'_LJ}I'] T; — Tij—1 4 4

kus h,, on maksimaalse osaléigu [x;_1,x;] pikkus.
Toepoolest, kuna funktsiooni z(z) = (x — z;_1)(z; — x) korral 2/(z) = z; +

x;—1 — 2x ning tuletise vaartus 16igu [z;—1,x;] (i = 1,...,n) otspunktides on vordne

nulliga, asub maksimaalne vaértus 1oigu keskpunktis w Jarelikult kehtib
hinnang
max |f(z) — Si(x)] < 2 max |f’($)‘h—n = —* max |f'(z)]
TE€[wi—1,%;] z€|a,b| 4 2 z€la,b]

Kuna vorratuse parem pool enam ei soltu konkreetsest osaldigust, saame tulemu-

seks hinnangu tervel 16igul ehk kehtib (2.11)).
Olgu z € [ri_1,7] (i = 1,...,n), f € C?[a,b] ja S; € S(A,) interpolatsiooni-
tingimusi Sy (x;) = f(z;) (i = 0,...,n) rahuldav lineaarsplain. Kuna f € C?[a,b],

14



saab lemma [I| pohjal funktsiooni f ja tema vd#rtusi interpoleeriva splaini S7 vahe

esitada igal osaloigul [x;—1, x;] kujul

f(z) — Si(x) = f”2(§) (x —x)(x —xim1), €€ (Tim1,mi), T € [Ti—1,x4).

_ [ () , ,
max |f(z) — Si(z)] = max | (r —z;)(x — x4-1)]
:DE[Ii_l,LL‘i} $E[J)i_1,$i] 2
< 5 max f'@)]_max |z = a)(e i)

_ 1! L _ .
= QIIQ%If (w)lxe@f%](% r)(r — 1)

Esimese véite toestuse pohjal saame hinnanguks

1 (:EZ — xi_1)2
ma. z) — S1(z)| € = ma "(x ma. -_—
:L"E[mi,izi] ’f( ) 1( )‘ 2 :EG[G,?}()] |f ( )‘ ze[xi,i(,aci] 4

2

_ hn 1"
=3 xfg@ﬁ]!f (z)],

kus h,, tdhistab maksimaalse osaloigu [z;_1,z;] (i = 1,...,n) pikkust. Saadud seose

parem pool ei so0ltu enam konkreetsest osaldigust, seega saame tulemuseks hinnangu
kogu 16igul [a, b] ehk kehtib hinnang (2.12)). O
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3 Lahendi olemasolu, iihesus ja siledus

Vaatleme integraalvorrandit (vt (0.1])

u(w) = [ o= K yuldy + f), o € o) (3.1)

Vorrandi (3.1) lahendi olemasolu ja iithesuse kohta kehtib jargnev teoreem (vt. [6],
Ik 5 ja 22).

Teoreem 5. Olgu o € [0,1). Kui funktsioon K on pidev piirkonnas Q =
{(z,y) : a <y <z <b}jaf e Clab], siis vorrandil on olemas tihene
lahend u € Cla,b].

Jargnevas iseloomustame vorrandi (3.1]) lahendi siledust. Kui a = 0, siis vorrandi

(3.1)) sileduse kohta kehtib jargmine teoreem.
Teoreem 6. Olgu o = 0. Siis kehtivad jdrgmised vdited.

1) Kui K on iiks kord pidevalt diferentseeruv piirkonnas Q ja f € ct [a, b], siis
vorrandi lahend u on kuulub hulka C*[a,b] ning tema tuletis avaldub
kujul

/ —K(x,y)u(y)dy + K (z,z)u(z) + f(z), =€la,b]; (3.2)

2) kui K on kaks korda pidevalt diferentseeruv piirkonnas Q ja f € C*[a,b], siis
u € C*[a,b] ning

@) = [ 5K ul)dy + 2K (o0 () + 2u(e) K r,5) + (o),
‘ (3.3)
kus x € [a,b].

Toestus. Olgu K 1iiks kord pidevalt diferentseeruv piirkonnas @ = {(z,y) : a <
y < x < b} jaf € Cla,b]. Siis leidub vorrandi (3.1) paremast poolest tuletis

muutuja x jargi, sest iga x € [a, b] korral saame teoreemi [1| pohjal kirjutada

[ weauwiy+ 1@] = [* 5 K uty+ Kot + ),
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mis on pidev funktsioon 16igul [a, b]. Seega vorrandi (3.1]) lahendil u(z) leidub pidev
tuletis 16igul [a, b], s.t kehtib vordus (3.2) ja v’ € Cla, b].

Oletame niitid, et K on kaks korda pidevalt diferentseeruv piirkonnas @) ja
f € C?*[a,b]. Toestuse esimese osa pohjal u € C'[a,b]. Siis leidub vorrandi (3.2)
paremast poolest tuletis muutuja z jargi, sest iga x € [a, b] korral saame teoreemi

[ pohjal kirjutada

. [ | go Bty + Ko, ajuto) +f’(:r)]

-= [ / (v)dy

:/ @K(x,y)u(y)dy—l—(K(m,x)u(ﬂv));-i-K;(Jf,m) u(x) + K (z, z)u'(x) + f"(z)

+ Ky (2, 2)u(z) + Kz, 2)u'(x) + f"(2)

~ [ K y)uty)dy + 2K 2)ue) + 2K (w0l (@) + (0, @ € [and],

mis on pidev funktsioon 16igul [a, b]. Seega vorrandi (3.1]) lahendil u(x) leidub pidev
teist jirku tuletis 16igul [a, b], s.t kehtib vordus (3.3) ja u” € Cla, b]. O

Kui a € (0,1), siis vorrandi (3.1)) lahendi tuletiste kditumist iseloomustamiseks
toome sisse hulga C*%(a, b], mille elementideks on 16igul [a, b] pidevad funktsioonid
u, mis on kaks korda pidevalt diferentseeruvad poolldigul (a,b] ning rahuldavad

tingimusi
W/ (z)| < ei(z—a)™®, |u'(2)] <colz—a) ™™, a<x<b, (3.4)
kus ¢; ja co on mingid positiivsed konstandid:

C?%(a,b] = {u € Cla,b] N C?*(a,b)] :

S (2)] < el —a)™?, Ju"(2)] < o — a)_o‘_l, a <z <b}.

Vaorrandi (3.1]) lahendi siledust a € (0, 1) korral kirjeldab jargmine teoreem (vt. [1]).

1). Kui funktszoon K on kaks korda pidevalt dife-

rentseeruv piirkonnas Q = {(z,y) : < b} ja f € C*%(a,b), siis vorrandi

(.) lahend u kuulub hulka C**(a, b] stue C[a bl N C?%(a,b] ning tema tuletiste
d (5.4

u' jau” jaoks kehtivad hinnangu

Teoreem 7. Olgu o € (0,
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4 Kollokatsioonimeetod

4.1 Kollokatsioonimeetodi kirjeldus
Vaatleme lineaarset teist liiki Volterra integraalvorrandit (vt (0.1]))
u(z) = /j(:c —y) “K(z,y)uly)dy + f(x), =z € [a,b], (4.1)
kus
acl0,1), feClab, KeC@Q), Q={(z.y): a<y<z<bl. (42

Teoreemist [5| jareldub, et sellisel juhul vorrand (4.1)) on iiheselt lahenduv ja tema
lahend w on pidev funktsioon 16igul [a, b], s.t u € Cla,b].

Olgu 16igul [a, b] antud vork A,,, kus n € N ja olgu vorgule A,, vastavad lineaar-

sed baassplainid ¢; (j = 0, ..., n) defineeritud vordustega ([2.6)-(2.7). Vorrandi (4.1)
lahislahendit u, (x) otsime kujul

un(x) = ZCjQOj(CC), LS [a7 b]v (43)
=0

kus ¢, ..., ¢, on konstandid, mis tuleb leida. Asetades lahislahendi w,, (4.3) vorran-
disse (4.1]) otsitava u kohale, saame defineerida funktsiooni kujul

) = (o) - [ (@ —y) K () un(p)dy — f(z), € [a,b].

Jargnevas vaatleme kollokatsioonimeetodit, mille korral noutakse, et hélve r,(z)
vorduks nulliga vorgu A,, solmedes x; (i = 0,...,n), s.t lahislahend u,(z) tuleb

leida tingimustest

un(:m) o /xl(x’t - y)_aK(xi7y)un(y>dy - f(m%) = 07 = Oa s T

ehk
Un(x;) = / Z(mi —y) *K(zi,y)u(y)dy + f(zi), i=0,..,n. (4.4)

Saadud tingimusi nimetatakse kollokatsioonitingimusteks funktsiooni (4.3)) jaoks ja
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nad kujutavad endast lineaarset algebralist vorrandisiisteemi otsitava funktsiooni
(4.3)) kordajate cg, ..., ¢, leidmiseks. Toepoolest, esituse (4.3]) tottu saame vordused
(4.4) kirjutada kujul

n . n

ch%'(%)=/jl(ﬂfz’—y)_aK(ﬂfiay)(ch%(y))dy+f($i)a i=0,..,n.

J=0 J=0

Kasutades baassplainide omadust (2.8)), jouame jargmise vorrandisiisteemini suu-

ruste cg, ..., ¢, suhtes:
n
C; — ZKZ']'C]‘ = f(l'z), = O, .y n, (4.5)
§=0

kus N
Kﬁzj’mrﬂ»ﬂK@hw%@m% ij=0,.m. (4.6)

a

Suuruste K;; (i,j = 0,...,n) leidmist saab lihtsustada, kuna kehtivad jérgnevad

seosed (vt (2.6)- (2.7)):

0, x¢ (wo,71),
0i(x) =0, x¢ (xj_1,zj41), j=1,..,n—1,
0

, X ¢ (Tp_1,Tn).

Seega saame K;; arvutamisel teha moningaid lihtsustusi. Kui j = 0, siis Kop = 0

ning ¢ = 1, ..., n korral

Xq —a 1 — 1 - y
Kio _/ (z;i —y) K(ﬂﬂz‘,y)@o(y)dy—/ (i —y) K(xi’y)xll -

Kui j <7 —1, siis

:Ej — .
— Yy—Tj—1

(i — y) K (2, y) —L—dy
l‘j — {L‘jfl

Ky = [0 Ko s = |

7j—1

.’Ej+1 €T i
+/ (z; — y)’“K(mi,y)L‘ydy, ji=1,...,n, 1i=2,..n.
x

j Lj+1 — Ty
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Kui j =14, siis 4,57 = 1, ...,n korral

i —a i —« y — Ti—1
K = / (; —y) K (2, y)pi(y)dy = / (x; —y) “K(x;,y) ——dy.
Ti—1 Ti—1

Tj — Tj—1
Kui j > 1, siis
z;
K;; = / (x—y) "K(zi,y)pj(y)dy =0, i=0,1,...,n, j=1,...,n.
a

Kollokatsioonimeetodi (4.3)-(4.4) abil on integraalvorrandi (4.1)) lahendi w l&dhend
u, kujul (4.3) leitav, kui vorrandististeem (4.5]) on iiheselt lahenduv. Tingimused,

millal see kehtib, on antud teoreemiga

4.2 Kollokatsioonimeetodi koonduvus

Olgu n € N. Olgu Ca, b] koigi 16igul [a,b] pidevate funktsioonide u normeeritud
ruum normiga |[ul|c(a,p = m[a>1{)] |u(z)|. Sellisel juhul on Cfa, b] Banachi ruum (vt 2]
z€(a,

lk 32). Integraalvorrandit (4.1)) vaatleme operaatorvorrandina kujul
u="Tu+ f, (4.7)

kus operaator T on defineeritud seosega
(T0)@) = [ -  Ka@yuwdy, acl). el (19

Eeldustest jareldub, et operaator T' : C'[a, b] — C|[a, b] on kompaktne lineaarne
operaator (vt [2], k 215-216). Teoreemist [5| jareldub, et vorrandile vastaval
homogeensel vorrandil uw = T'u on vaid triviaalne lahend.

Jargnevas esitame kollokatsioonimeetodi — operaatorvorrandina kujul
(L.2). Selleks toome sisse operaatori P, : Cla,b] — Cla,b], mis seab igale funkt-

sioonile u € C[a, b] vastavusse funktsiooni P,u € C|[a, b] kujul

n

(Pau)(z) = > ulx;)pj(z), =€ [a,b], (4.9)

J=0

kus ¢; (j = 0,...,n) on vorgule A,, vastavad lineaarsed baassplainid, mis on defi-
neeritud seostega (12.6)-(2.7). Osutub, et P, on lineaarne ja tokestatud operaator
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iga n € N korral.
Toepoolest, P, on lineaarne, sest kui u,v € Cla,b] ja A,y € R, siis

(Palhu+ 7o) () = 3 (Mulag)es (@) + yo(a)ei(@))

<.
Il
o

)\u(:L‘j)gpj (x) + Z 'YU(xj)SOj (r)
j—O

|
.M:

<
Il
o

u(z;)pj(z +VZ v(z;)pj(x

[

0

(Pru)(z) + ’Y(an)(w), x € [a, b].

I
>

Veendumaks, et operaator P, on tokestatud, tuleb niidata, et ||Pyul|cpy <
c||ullca,p iga u € Cla,b] korral, kus ¢ € R on mingi konstant.
Toepoolest, olgu u € C|a, b]. Siis definitsiooni (4.9)) pohjal saame

|| P uHC’ab] = maX ’Z u(zj)pj(x ‘
<
< s Z( a)ei(a)
HUHCab] maX Z%

= ||ullc(ap

sest Z @;j(x) =1, kui = € [a,b]. Oleme saanud, et iga n € N ja u € Cla, b] korral

[ Prul|cfa < lulloa,y-
Seega P, : Cla,b] — C|a, b] on tokestatud, kusjuures

|PallLctap)clapy <1, neN. (4.10)
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Seoste (2.8) ja (4.9) abil saame

n

(Pou)(zi) = Zu(x])%(z‘l) =u(x;), 1=0,..,n.

=0

Seega iga u € Cla, b] korral

(P2u)(z) = (Pa(Paw)) (z) = Y (Pyu)(w)p5(x)
j=0
= u(zi)pi(@) = (Pau)(z), = € [a,b],
7=0

s.t P,% = P,, mis litleb, et operaator P, on projektor. Sel juhul teame, et kehtib
[ Pulln(clap),clap) = 1 (vt [2], Tk 259-260). Kokkuvottes saame, et

| PallLclap,clap) =1, (n=1,2,...).

Lemma 4. Vordusega (4.9) defineeritud operaatori P, : Cla,b] — Cla,b]

korral Pyu = 0 parajasti siis, kui u(xz;) =0, i =0,1,...,n.

Téestus. Tarvilikkus. Olgu u € Cla,b] ja oletame, et P,u = 0. Siis (P,u)(z;)
0(i=0,...,n). Kuna P, definitsioonist jareldub, et (P,u)(z;) = u(z;), siis u(x;) =
0(=0,..n).

Piisavus jareldub vahetult definitsioonist , sest kui u(z;) =0igai =0,...,n
korral, siis (P,u)(z) = 0 iga x € [a, b] korral. O

Eelneva lemma pohjal ndeme, et kollokatsioonitingimused (4.4)) on samavéérsed
noudega
Po(up —Tu, — f)=0, (n=12,..), (4.11)

kus operaator T' on defineeritud seosega (4.8]). Operaatori P, lineaarsuse tottu
voime seose (|4.11]) kirjutada kujul

Pou, = P/Tu, + Pof, (n=1,2,..).

Kuna operaator P, on projektor, siis saame, et P,u, = u, ning seega kollokatsioo-
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nitingimused (4.4)) on samavéérsed vorrandiga
up = PyTun, + P, f, (n=12,..), (4.12)

kus u,, on otsitav.

Jargnevalt néitame, et iga u € C|[a, b] korral
|[Pou = ul|ofap) — 0, 1 — o0, (4.13)
s.t operaatorid P, koonduvad n — oo korral punktiviisi iihikoperaatoriks:
Pou—u, kui n—oo YuéeCla,b].

Selle niitamisel tugineme teoreemile 3, kus X =Y = C[a,b] ning X; = C'[a, 1],
mis on koikjal tihe ruumis C|[a, b]. Operaatorite A, osas vaatleme vordusega (4.9)

defineeritud operaatoreid P,.
Olgu u € C'[a, b]. Siis lemma [3| pohjal

m[a)z} lu(z) — (Pou) ()| < chy, (4.14)
z€[a,

kus h,, on 16igul [a, b] defineeritud vorgu A,, maksimaalse osaldigu pikkus ja ¢ € R
mingi konstant, mis ei soltu n valikust. Kuna nh%rxolo hp =0 (vt ), siis hinnangust
(4.14) jareldub, et

l[u — Poullclap = m[zuz} lu(z) — (Pyu)(z)| = 0, kuin — oo.
re|a,

Siis teoreemipéhjal saame iga u € C|a, b] korral, et kehtib . Kuna vorrandile
vastaval homogeensel vorrandil v = Tu on olemas vaid null-lahend v = 0,
siis ndeme, et on tdidetud koik iildise operaatorvorrandite koonduvusteoreemi [4]
eeldused.

Teoreemipf)hjal leidub selline ng, et n > ng korral on vorrandid iiheselt

lahenduvad ning

[un — ullclap = m[aui] lun(z) —u(z)| = 0, kui n — oo, (4.15)
z€|a,
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kus u € C[a,b] on vorrandi (4.1) (vorrandi (4.7))) lahend ja u,, on valemiga (4.12)
madratud vorrandi (4.1]) 1ahislahend.

Seega oleme toestanud jérgmise tulemuse.

Teoreem 8. Olgu « € [0,1) ja kehtigu eeldused . Olgu kollokatsioonimee-
todis — kasutusel vork A, defineeritud seosega . Olgu h,, vorgu
maksimaalne osaloigu pikkus ning kehtigu koondumine .

Siis integraalvorrandil on olemas tihene lahend u € Cla,b] ja leidub selline
ng, et n = ng korral on kollokatsioonimeetod: — abil saadav ldhislahend
un, € Cla,b] dheselt mddratud ning leiab aset koondumine (4.15).

Jéargnevas uurime koonduvuse kiirust, kus u € Cf[a, b] on vorrandi (4.1
lahend ja u, on kollokatsioonimeetodil — leitud integraalvorrandi lahisla-
hend.

Teoreemi [4] pohjal kehtib hinnang

|[un — ullclap < ellPau = ullcla ) (4.16)

kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest n € N. Kuna P,u on
funktsiooni u € Cfa, b] vaartusi interpoleeriv lineaarsplain, siis a = 0 korral saame

vahetult lemmast [3] ning teoreemidest [4] ja [6] jargmise tulemuse.

Teoreem 9. Olgu tdidetud teoreemi[§ eeldused. Olgu o = 0.
Kui funktsioon K on pidevalt diferentseeruv piirkonnas Q = {(z,y) : a <y <
x < b} ning f € Ca,b], siis kehtib veahinnang

max_|up(z) — u(x)| < crhy, (4.17)
z€[a,b]

kus ¢1 on mingi positisune konstant, mis ei soltu suurusest n.
Kui funktsioon K on kaks korda pidevalt diferentseeruv piirkonnas Q ja f €
C?[a,b], siis kehtib veahinnang

m[auz] un () — u(z)| < cah?, (4.18)
z€[a,

kus co on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest n.
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Sonastame ja toestame ka tulemuse, mille abil saame hinnata lineaarsplainidega

interpoleerimisel tekkivat viga juhul « € (0,1).

Teoreem 10. Olgu o € (0,1) ja kehtigu eeldused . Olgu kollokatsiooni-
meetodis — kasutusel gradueeritud vork A, (n € N) solmedega

z; = (b— a)(%>r+a’ 1=0,1,..,n. (4.19)

Stis kehtivad jdrgmised vdited.

1) Integraalvorrandil on olemas ihene lahend w € Cla,b] ja leidub sel-

line ng, et n = ng korral on kollokatsioonimeetodi — abil saadud
lihislahend uy, € Cla,b] iheselt madratud ning leiab aset koondumine (4.15).

2) Kui funktsioon K on kaks korda pidevalt diferentseeruv piirkonnas @ =
{(z,y): a<y<xz<b} ning f € CQ’O‘(CL, b], siis n = ng korral

2

—a’ (4.20)

)

n_r(l_a), kui 1 <r <

—_

max_|un(z) —u(z)| < ¢
z€[a,b] n=2

\]

, kui r >
l1—a

kus ¢ on mingt posititune konstant, mis ei soltu suurusest n.

Toestus. Toestust vajab vaid véide 2), sest véiide 1) jareldub vahetult teoreemist

Bl

Viite 2) toestus tugineb hinnangul (4.16)) ja teoreemist |7 saadavale tulemusele,
et u € C**(a,b]. Paneme tihele, et

1P = o = mmax  fun(z) = u(a)|.

T;—1<TLT;

Olgu x € [z, ;41 (i = 1,...,n—1). Kuna u,, on funktsiooni u va#rtusi interpoleeriv

lineaarsplain, siis lemma [1| pohjal leidub & € (z;, z;41) nii, et

u//
Up(z) —u(z) = 2(5) (r —x;)(x — zi41), @ € [z, Tip1]-
(zig1 — x)* N
Kuna |(z — x;)(x — xi41)| < o a teoreemi 7| pohjal

|U”(£)| < 62(1‘1‘ - a)_a_lv T e [1’i,l’i+1], 1= 17 sy — 17
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kus co on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest n, siis iga = € [z;, T;41]

korral
fun (@) — u(@)| < 5 - eaa; —a) "L (“4‘) = Slai— ) @i — )
<Zlo-a() ] o-a() - e-a() T

—~

o3 «|8 oo\@ DO | =

a2 () - ()

(b—a) o 1<n)r(a+1)(b— an > [(i 4+ 1) —fr.

Teoreemi [2 pohjal leidub selline n € (i,i +1) (i =1,....,n —1), et
i+ 1) —i"=r-n" i+ 1—1)

ehk
(i+1) —i"=r.-n" L

Kuna n € (i,i+ 1), siis 7- "L <7+ (i 4+ 1)""! ja seega kehtib
2 _ 2 2(r—1
((i+1)r—z"‘) <r2 (1)) =1, n—1.
Niiiid saame iga x € [z;, x;+1] hinnata

—r(a+1)
un () — u(z)| < cj(b — ) 1(7) (b— a)2n =212 (i 4+ 1)20—D)
n

8
i\ —r(a+1)
_ %(b _ a)l—a (%) TL_2T7“2(1 + 1)2(r—1)
= %(b —a)! o2 (4 )20 Dprlet =2y — 1
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Kunai=1,...,.n — 1, siis

i—r(a—i—l)(i + 1)2(r—1) _ i—r(a+1)(i + 1)27"(,L~ + 1)—2
— ’L'_Ta_r(i + 1)27"-—2r ~2r(z~ + 1)—2

() (a4 1)

— jra= r+2r(1+1 r <1+ )_2
1

S ) ()
S a Th e

L) =220-) =1 p— 1.
Jarelikult saame hinnangu

’un(x) o U(CU)‘ < %(b . a)17047,222(7"71)1'7‘(1701)72nr(a+1)72r

= c3 Zr(l o)— 2n77"(17a)’

x € [z, xiq1], i=1,..,n—1,

c - .
kus c3 = —Q(b—a)l_ar222(r_1) on konstant, mis ei soltu suurusest n. Kui r(1—a) <

2 ehk r <

, siis kehtib hinnang
-«

g () — u(z)] < e3i" 07277070 oo =N poe [y, 24404), i =1, ..,n — 1.

(4.21)
Kui aga (1 — a) > 2, siis kehtib hinnang
tp () — u(z)] < e3P0 27700 Cean™2 w e (a4, i) (4.22)

Jaab vaid iile hinnata viga u(z) — un(z), kus = € [a,z1]. Selleks esitame vea

kujul

1 — T

u(e) — wn () = / " (y)dy

1 —a

r—a

/I1 u'(y)dy, =€ la,x1]. (4.23)

1 —a
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Toepoolest, kuna a = z¢g < x < 21, siis

w(z) — un(z) = u(r) —u(a)po(r) — u(z1)ei(z)
T —_:Ul ~u(z) x —_a
X1 a X1 a

u(z)zy —u(r)a+ u(a)(x — 1) — u(zr)(x — a) + zu(z) — zu(zx)

= u(z) + u(a)

- T —a

_ (1 —2)(u(z) —u(a)) — (& — a)(u(@1) — u(z))
Ir1 —a

-z T —a

= —(u(z) —u(a)) - —
Iy —a r1—a

(u(z1) —u(x)), =€ la,x1].

Kuna u € C%%(a, b], siis néeme, et (4.23)) kehtib:

T —x

) ~unle) = 222 [Tty = 220 [Ty, e fanl

1 —a r1 —a

Kasutades seost (4.23), saame 16igul [a, z1] maksimaalset viga hinnata jarmiselt:

_ X _ T
max [u(o) — (o) = max 222 [Ty - 220 [ uay

z€la, 1] z€la,x1] T1 — a xr1 —
r—x [T, x—a [*1,
< max ' (y)dy| + | u (y)dyl)
z€la,z1 |\ T1 — G J, T —a ),
x Z1
< max (| [ @yl +| [ )a)
z€la,x1] a

/AN
E
&)
B
;\a
=
S
.
Ny
+
a\a
=
S
.
N4
~

= max

VAN
oV
"
AN N TN N N TN T

@\H
—~
|@
|
S
N—
Q
QL
<
+
z\
8
—~
<
|
S
N—
Q
QL
<
——
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Kuna a € (0,1) ja = € [a,x1], siis

2(.1‘1 _ a)lfa 9 1I\m 11—«
_ < = - n
e Jule) —un(@)l < == a0
o -«
= Mnir(lia) = C n*’f’(l*a)7 (424)
11—«

2(b —a)l=@

kus ¢4 = on konstant, mis ei soltu suurusest n. Hinnangutest (4.21)),

l -«
(4.22) ja (4.24) jareldub hinnang (4.20)). O
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5 Numbrilised eksperimendid

Kaéesolevas t66s toestatud teoreetilisi tulemusi on kontrollitud numbriliste eksperi-
mentide abil. Numbriliste eksperimentide tulemused on toodud tabelites 1-5, kus

n on osaloikude arv. Tabelites toodud kirjutis €, (n > 8) tdhistab vea

o oy = o) — )
ligikaudset arvutamist (mille tdpsem esitus on antud punktis 5.1), kus u on antud
integraalvorrandi tédpne lahend, u, on kollokatsioonimeetodil (4.3))-(4.4)) saadud

lahislahend, n on osaloikude arv. Lisaks on tabelites esitatud ka suurus —2, mille

En
abil on saab iseloomustada ligikaudset viga &,,.
Suuruste u,, ja €, arvutamiseks on koostatud programm programmeerimiskeeles

Python. Vastava programmiga saab tutvuda t66 lisades.

5.1 Naide 1

Vaatleme integraalvorrandit
xr
u(z) = / zyu(y)dy +x, x €[0,1]. (5.1)
0

See vorrand on kujul (4.1), kus [a,b] = [0,1], K(z,y) = 2y, o = 0 ning f(z) = x.
Léhislahendi u,(x) (n € N) leidmiseks kasutame osas 4 kirjeldatud kollokatsiooni-

meetodit, vottes aluseks iihtlase vorgu A, punktidega z; = ih, kus i =0,1,...,n ja
1
h=—.
n
Kuna vorrandi (5.1)) korral on funktsioon K kaks korda pidevalt diferentseeruv

piirkonnas Q = {(z,y) : 0 <y < x < 1} ja f € C?0,1], siis teoreemi |§| pohjal
saame hinnangu
1
max |un(z) — u(z)| < ca— = cah?,
max [un(@) = u(@)| < e2; =
kus ¢y on konstant, mis ei soltu suurusest n. Arvutame suurused &, jirgmiselt:
en = max |un(wik) — u(w)l,

i=0,1,....,n—1
k=0,1,...,20

kus z;, = xi“l‘%(xi_i_l—.ri) (1=0,..,n—1; k=0,...,20). Suuruse &, arvutamiseks
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kasutame vorrandi tapset lahendit

23

u(z) =zes, xz€]|0,1],
mille korrektsuses saab veenduda vahetu kontrolli abil.

Tabel 1: Vigade suhted esimese néite puhul.

w[3

n €n

8 0.01244
16 | 3.482-1073 | 3.581
32 19.235-107* | 3.770
64 | 2.380-107* | 3.881
128 | 6.041-107° | 3.939
256 | 1.522-107° | 3.969
512 | 3.820-107° | 3.985
1024 | 9.568 - 1077 | 3.992

En

Kui suurendada sélmede arvu 2 korda, viaheneb suurus &, terves loigus ligikaudu
4 korda. Saadud tulemused vastavad teoreemis [9] saadud teoreetilisele tulemustele

iihtlase vorgu korral.

5.2 Naide 2

Vaatleme integraalvorrandit

v sin (z)3
u(x) = /0 sin (x) sin (y)u(y)dy + cos (z) — é), x € [0,4]. (5.2)

See vorrand on kujul (4.1)), kus [a,b] = [0,4], K(x,y) = sin(x)sin (y), @ = 0 ning

sin (z)?

2 )

f(z) = cos (x) — x € [0,4].

Lahislahendi u,(z) (n € N) leidmiseks kasutame osas 4 kirjeldatud kollokatsiooni-

meetodit, vottes aluseks iihtlase vorgu A, punktidega z; = ih, kus i = 0,1,...,n
4

ning h = —. Kuna vorrandi ([5.2]) korral on K kaks korda pidevalt diferentseeruv

n
piirkonnas Q = {(z,9) : 0 <y < z < 4} ja f € C?0,4], siis teoreemi |§| pohjal
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saame hinnangu
1

max_|up(z) —u(x)| < CZﬁv

z€[0,4]
kus co on konstant, mis ei soltu suurusest n. Suuruse &,, arvutame nii nagu néaites

1 ja selleks kasutame vorrandi tépset lahendit

u(z) = cos(z), = €]0,4].

Tabel 2: Vigade suhted teise naite puhul.

n En -2

En

8 [4.785-1072

16 |1.224-1072| 3.895
32 13.133-107%| 3.917
64 | 7.951-1074 3.944
128 |2.004-107° | 3.968
256 | 5.031-107° | 3.983
512 | 1.260-107° | 3.991
1024 | 3.155-107% | 3.996 ~ 4

Tabelist 2 on néha, et suurus &, vaheneb terves 16igus 4 korda, kui suurendada

osaloikude arvu 2 korda, mis vastab teoreemis [J] saadud hinnangule.

5.3 Naide 3

Vaatleme integraalvorrandit

u(z) = /0 "= ) uly)dy + 2 WW% ze0,3. (5.3)

See vérrand on kujul (4.1), kus [a,b] = [0,3], K(z,y) = (z —y)*"', a =0 ning

'(2.01)I'(2.01)

_ 101 _ 3.02

flz) == T(1.02) x> xel0,3].

Lahislahendi u,(z) (n € N) leidmiseks kasutame osas 4 kirjeldatud kollokatsiooni-

meetodit, vottes aluseks iihtlase vorgu A, punktidega z; = ih, kusi =0,1,....,n ja
3

h = —. Kuna vorrandi ([5.3]) korral on funktsioon K iiks kord pidevalt diferentsee-
n

ruv piirkonnas Q = {(z,y) : 0 < y < z < 3} ja f € C[0, 3], siis teoreemi |§| pohjal
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saame hinnangu
1

max |up(z) —u(x)| < c1—
z€[0,3] n’
kus konstant ¢ ei soltu suuruse n valikust. Suuruse €,, arvutame nii nagu néites 1

ja selleks kasutame vorrandi tédpset lahendit

Tabel 3: Vigade suhted kolmanda naite puhul.

2

n En

8 [3.762-107°
16 |1.148-1073 3.3011
32 [3.388-107*| 3.4007
64 | 1.659-107%| 2.0439
128 8.237-107° | 2.0143
256 | 4.090-107° | 2.0140
512 | 2.031-107° 2.0139

1024 | 1.008-107° | 2.0139 ~ 2

En

Tabelist 3 on viha, et vastavalt teoreemis[9saadud tulemustele viheneb suurus-
te €y, suhe 2 korda, kui osaloikude arvu suurendada 2 korda ja koondumine toimub

kiiresti.

5.4 Naide 4
Vaatleme integraalvorrandit

6 /2

z _ 1 0.5 3 5
u(x) = / (x — y) " %Pu(y)dy + 2°° + 207 — 37T = (—) I‘Q(Z)Qaji, (5.4)
0 m

kus = € [0, 1]. See vorrand on kujul (4.1)), kus [a,b] = [0,1], K(z,y) =1, a = 0.5
ning

1 6 /2,05 3\2
f({]j) = 150‘5 —+ .7}‘0'75 — 571'1‘ — g (;) P2 (Z) Z'%, S [0, 1]

Kuna « # 0, siis vorrandi ([5.4)) puhul on tegu norgalt singulaarse tuumaga integ-
raalvorrandiga. Lahislahendi w, (x) (n € N) leidmiseks kasutame osas 4 kirjeldatud

kollokatsioonimeetodit, vottes aluseks gradueeritud vorgu A,,, mille sélmed on de-
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fineeritud seosega (2.3)). Vorrandi (5.4) korral on funktsioon K kaks korda pidevalt
diferentseeruv kolmnurgas Q = {(z,9) : 0 < y < = < 1} ja f € C*°%(0,1],
seega teoreemi [10| pohjal peab veahinnang max |u,(x) — u(x)| vastavalt r valikule

)

vahenema ligikaudu
25 ~ 1.4 korda, kui r =1,
2! korda, kui r = 2,
22 ~ 2.8 korda, kui r = 3 ja
22 korda, kui r > 4.

Suuruse &, arvutame nii nagu néites 1 ja selleks kasutame vorrandi tépset lahendit

u(x) = 2%° 4 207z €0,1].

Tabel 4: Vigade suhted r =1 ja r = 2 korral.

En
n En = n En =
ETL ETL

8 1.04059 8 0.26129
16 0.40827 2.549 16 | 6.159-1072 | 4.242
32 0.15711 2.599 32 | 1.546-1072 | 3.984
64 | 5.872-1072 2.676 64 | 4.124-1072 | 3.749
128 | 2.541-1072 2.311 128 | 2.023-107% | 2.033
256 | 1.752-1072 1.450 256 | 1.003-1073 | 2.023
512 | 1.215- 1072 1.443 512 | 4.975-107* | 2.016
1024 | 8.450 - 1073 | 1.437~ 22 1024 | 2.474-107* | 2.011

Tabel 5: Vigade suhted r = 4 korral.
En

n En

8 0.49760
16 |8550-1072| 5.820
32 |2.051-1072 4.162
64 |5.194-1073 3.955
128 | 1.326-10* 3.918
256 | 3.395-107* | 3.905
512 | 8.638-107° 3.930

1024 | 2.184-107° | 3.954 ~ 4

Tabelis 4 ja 5 saadud suuruste €, suhted vastavad teoreemis [10] toestatud tu-

lemustele.
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Kokkuvote

T66s uuriti Volterra teist liiki integraalvorrandi

uw) = [ =) K yutdy, € oy (5.5)

ligikaudset lahendamist pidevate lineaarsplainidega kollokatsiooonimeetodil. Sel-
leks defineeriti esmalt 16igule [a,b] vork A, ja vorgule vastavad lineaarsplainid.
Jargnevalt avaldati splainid defineeritud baassplainide — kaudu ja hinnati
lahislahendi viga (Lemma . Kolmandas peatiikis toodi vélja teoreemid vorrandi
lahendi olemasolu, iihesuse ja sileduse kohta vastavalt o valikule (Teoreemid
|§| ja . Viimasena toestati kollokatsioonimeetodi — koonduvus lahendiks
u ja 3 teoreemi integraalvorrandi lahenduvusest ja numbriliselt lahendamisel
tekkiva vea kohta (Teoreemid 8] [9] ja [10).

To606 lopetuseks esitati moned numbrilised eksperimendid, kus numbriliselt leiti
lahislahend u,, ja hinnati tekkivat viga w, — u, kus u on teadaolev tépne lahend.
Saadud viga vorreldi eelnevalt toestatud teoreetiliste tulemustega. Koostati prog-
ramm porgrammeerimiskeeles Python, mida kasutati ldhislahendi leidmiseks ning

vea koondumise hindamiseks.
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6 Lisad

6.1 Programmikood

import numpy as np
import scipy
import math as m
import matplotlib.pyplot as plt
r=1
a=0
b=1
def nkorral(n):
def K(x,y):
return (x—y)**x(—0.5)
def F(x):
return x**(0.5)+xx%(0.75) —0.5%m. pikx
—6/5%(2/m. pi)*x0.5% (m.gamma (0.75) ) x*2xx*x(5/4)
def U(x):
return x*x(0.5)+x%x*(0.75)
def phi(i,y):
if i==0:
if x[0]<=y and y<=x[1]:
return (x[1]—y)/(x[1] —x[0])
else:
return 0
if i=m:
if x|n—1]<=y and y<= x[n]|:
return (y—=x|n—1])/(x[n]—x[n—1])
else:
return 0
if (x[i—1]<=y and y<=x|[i]):
return (y-—x|[i—1])/(x[i]-x[i—1])
if (x|i]<=y and y<==x[i-+1]):
return (x[i+1]-y)/(x[i+1]-x[1])
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def

def

def

x=]

for

else:
return 0
integ(f, a, b):
def real(x):
return np.real (f(x))
def imag(x):
return np.imag(f(x))
reaalosa = scipy.integrate.quad(real, a, b)
imaginaarosa = scipy.integrate.quad(imag, a, b)
return (reaalosa[0] + ljximaginaarosa[0])
k(i,j):
if j==0:
return integ (lambda y: K(x[i],y)*phi(0,y),x[0],x[1])
if i—j:
return integ (lambda y: K(x|[i],y)*phi(j,y),x[1—1],x[1])
if jo—i 1
return integ (lambda y: K(x[i],y)*phi(j,y),x[j—1],x[]j])
+integ (lambda y: K(x[i]|,y)*phi(j,y),x[j],x[j+1])
else:
return 0
Un(muutuja):
summa=0
for i in range(len(c)):
summa—summa + c[1i]*phi(i, muutuja)

return summa

i in range(n-+1):

x.append ((b—a)*(i/n)*xrta)

A=np.zeros ((n+1,n+1), complex)

for

i in range(n+1):
for j in range(n-+1):
Alij1=k(i,7)

uhikmaatriks=np.identity (n+1)
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A=uhikmaatriks—A
FF=np.zeros ((n+1))
for i in range(len(FF)):
FF|i]|=F(x[i])
c=np.linalg.solve (A,FF)
viga=0
for i in range(n):
for k in range(20):
xik=x[1i]+kx*((x[i+1]—x[1i])/20)
vahe=abs (U(xik)—Un(xik))
if vahe>viga:
viga=vahe
return viga
N=[8,16,32,64,128,256,512,1024]
Nl=np.zeros (len(N))
for i in range(len(N1)):
N1[i|=nkorral (N[i])
for i in range(len(N)—1):
print (N1[i]/N1[i+1])

6.2 Programmikoodi selgitus

Antud punktis kirjeldame programmikoodis olevaid késke ja parameetrid ning kir-
jeldame koodi pohimoétet. Antud kood arvutab vélja n = 8,16, ..., 1024 jaoks nel-
janda néitevorrandi ((5.4) suurused &,.

Funktsioon nkorral(n) votab argumendiks osaloikude arvu n ja tagastab 16igul
[a, b] suurima tekkinud vea.

Funktsioonid K(z,y), F(z), U(x) ja phi(i,y) on vastavalt vorrandi tuum,
vabaliige, tdpne lahend ja baassplainid —.

Funktsioon integ(f,a,b) annab meile voimaluse integreerida ka kompleksarvu-
liste vaartustega.

Funktsioon k(7,j) arvutab vélja punktis 4.1 tehtud lihtsustusi arvesse vottes

kordajad K;; (vt (4.6]).
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Funktsioon Un(muutuja) defineerib lahislahendi, kui on leitud konstandid ¢; (i =

0,...,m) (vt (I3)).
Programmi jargnev osa tekitab koigepealt gradueeritud vorgu 16igul [0, 1] pa-
rameetri 7 = 1, lahendab vorrandististeemi (4.5)), arvutab suuruse &, ning tagastab

selle.

n
_2
En

Programmi viimane osa véljastab tabelites 1-5 toodud lahtri
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