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Sissejuhatus

Kiiti Morita oli jaapani matemaatik, kelle peamisteks uurimissuundadeks olid al-
gebra ja topoloogia. Morita 1958. aasta artiklist, ,, Duality for modules and its app-
lications to the theory of rings with minimum condition”, sai alguse Morita teooria,
millest sai iiks suur algebra osa. Jargnevatel aastakiimnetel peale 1958. aasta artik-
lit on Morita teooriat arendatud paljude algebraliste struktuuride jaoks, muuhulgas
ka poolriihmade jaoks. Antud t66s keskendumegi Morita ekvivalentsusele inversse-

tel poolrithmadel.

Kéesoleva referatiivse t66 eesmérgiks on anda iiksikasjalik toestus Mark Lawsoni
ja Bassima Afara artiklis ,, Morita equivalence of inverse semigroups”|[1] esitatud

peateoreemile. Anname teoreemi veidi mugavdatud kujul:

Teoreem (Teoreem 3.5 [1]). Olgu S inversne poolrihm ja I mittetihi hulk.

1. Iga McAlisteri funktsioonip: IxI — S puhul on inversne Reesi maatrikspool-

rihm ZM(S, 1,p) Morita ekvivalentne poolrihmaga S.

2. Iga inversne poolrihm, mis on Morita ekvivalentne poolrihmaga S on iso-
morfne mingi poolrihmaga kujul ZM(S,I,p), kus p on mingi McAlisteri

funktsioon.

To66 on jaotatud kolmeks osaks. Esimeses osas esitame moned vajaminevad defi-
nitsioonid ja abitulemused. Meenutame kategooriateooria moisteid funktor ja kate-
gooriate ekvivalents. Naitame, kuidas poolriithma S abil moodustada tema Cauchy
taield C'(S). Lisaks kategooriateooria moistetele tuletame ka meelde poolriihma-
teooriast moisted regulaarsus ja inverssus ning sonastame nende kohta edaspidi
vajaminevad iildtuntud tulemused. Tutvustame poliigoone ja nendega seonduvaid
moisteid. Ning toome muuhulgas sisse ka moisted nagu Morita kontekst ja McAlis-
teri funktsioon. Samuti sonastame teoreemi, mis annab meile erinevad viisid kir-

jeldada Morita ekvivalentsust kahe poolriihma vahel.
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Teises osas toestame peateoreemi esimese vaite. Selle jaoks néditame, kuidas saa-
da Reesi maatrikspoolrithmast regulaarne ning kuidas regulaarsest Reesi maat-
rikspoolrithmast saada inversne. Toome vélja, mis omadused on regulaarsel Ree-
si maatrikspoolrithmal, kui on rahuldatud moéned voi koik McAlisteri funktsiooni
tingimused. Lisame ka minimaalse inversse kongruentsi omadused ortodoksaalsel
poolrithmal. Lopuks sonastame, millal kaks inversset poolrithma on Morita ekviva-
lentsed ja néitame, et kui .S on inversne poolrithm, siis ta on Morita ekvivalentne

inversse Reesi maatrikspoolriihmaga.

Kolmandas osas toestame peateoreemi teise viite. Sarnaselt selle t66 teise osaga
toome sisse moned abitulemused, millel ehitame peateoreemi teise viite toestuse.
Toome sisse moned Morita konteksti definitsioonist tulevad omadused ning toes-
tame need. Samuti nditame, et Morita konteksti abil saame defineerida McAlisteri

funktsiooni.



1 Definitsioonid ja abitulemused

Eeldame, et lugeja juba teab kategooria ja alamkategooria moisteid. Selles t66s ka-
sutame neid moisteid samamoodi nagu nad on defineeritud konspektis [6] vastavalt

definitsioonis 1.6 ja definitsioonis 1.13.

Definitsioon 1.1. Olgu K, £ kategooriad. Ning olgu F' eeskiri, mis seab kategooria
K igale objektile A vastavusse kategooria L iiheselt médratud objekti AF ja kate-
gooria K igale morfismile ¢ kategooria £ {iheselt méaratud morfismi @ F'. Eelnevat

on mugav viljendada joonisena jargmiselt:

K £ c

A — AF
@ — oF

B s BF

Eeskirja F': L — L nimetatakse kovariantseks funktoriks, kategooriast K kate-

gooriasse £ kui kehtivad jargmised omadused.
1. Iga A, B € Obj(K), ¢ € K(A, B) korral oF € L(AF, BF).

2. Olgu ¢, ¥ mistahes morfismid, mida saab korrutada kategoorias IC, siis kehtib
(PY)F = (pF)(VF).

3. Mistahes A € Obj(K) korral (14)F = 1ap.

Kui eeskiri rahuldab tingimusi 1.-3., siis monikord 6eldakse, et eeskiri on funkto-

riaalne.

Definitsioon 1.2. Vaatame funktorit F': K — L ja iga objektipaari A, B €
Obj(K), kujutust

F*P. K(A,B) — L(AF,BF), ¢ oF.
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Funktor F' on tédpne (tiielik), kui kujutus FlA B on injektiivne (siirjektiivne) iga

A, B € Obj(K) korral.

Definitsioon 1.3. Funktor F': K — L on tihe, kui iga A € Obj(£), korral leidub
selline B € Obj(K), et BF = A.

Votame jargnevat tuntud teoreemi kui definitsiooni (vt teoreem 6.17 [6]).

Definitsioon 1.4. Oeldakse, et funktor F on kategooriate ekvivalents, kui F
on taielik, tdpne ja tihe. Kaks kategooriat on ekvivalentsed, kui nende vahel

leidub kategooriate ekvivalents.

Definitsioon 1.5. Poolriihma S element e € S on idempotent, kui ¢? = e.

Poolrithma S idempotentide hulka tahistatakse E(S).

Definitsioon 1.6. Poolrithma S elementi a nimetatakse regulaarseks, kui leidub
xz € S nii, et a = aza. Oeldakse, et poolrithm S on regulaarne, kui tema iga

element on regulaarne.

Definitsioon 1.7. Poolriihma S elementi a’ nimetatakse elemendi a inversseks
elemendiks, kui a = ad’a ja a’aa’ = o’. Elemendi a inverssete elementide hulka

tahistatakse V'(a).
Mirkus 1.8. Kuia' € V(a), siis d’a,ad’ € E(S), kuna (ad’)(aad’) = (ad’a)d’ = ad’
ja (d'a)(d'a) = (d'ad’)a = da.
Lause 1.9. Olgu S poolriihm, siis element s € S on requlaarne parajasti siis, kui
V(s) #0.
Toestus. Tarvilikkus. Olgu s € S regulaarne. Siis leidub = € S, et sxs = s.
Paneme téahele, et:

s(zsx)s = (sxs)xs = sxs=s
ja

(xsx)s(zsz) = s(sxs)(xsx) = zs(xsx) = x(sxs)x = xsz
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Seega xsx on s inversne element, millest xsx € V(s).
Piisavus. Olgu S poolriihm ja olgu s € S suvaline. Kehtigu V(s) # () iga s € S

korral, siis leidub = € S, et x € V/(s), millest szs = s. O

Jareldus 1.10. Poolriihm S on requlaarne parajasti siis, kui iga s € S puhul kehtib

V(s) #0.

Definitsioon 1.11. Poolriihma nimetatakse inversseks, kui tema igal elemen-

dil leidub tépselt iiks inversne element. Inversse poolrithma elemendi a inversset

elementi tahistatakse a~!.

Sonastame lausena Howie raamatust [3] peatiikist 5.2 lehekiilgedelt 152-153 périt

arutelu.

Lause 1.12. Olgu S on inversne poolrihm ja s,t € S, defineerime seose < jirg-
miselt:

s <t<= (Je € E(5))(s = et).
Seos < on jarjestusseos. Kusjuures kehtivad jiargmised omadused:
(1) s <t<= (3f € E(9))(s =1tf);
(1)) s <tANs <t =ss <ts <tt';

(i) s <t <= st <t L

Toome abiks sisse ka teoreemi 5.1.1 [3].

Teoreem 1.13. Poolrihm S on inversne parajasti siis, kui ta on regulaarne ja

tema tdempotendid kommuteeruvad.

Definitsioon 1.14. Olgu S poolriihm ja olgu I, A mittetiihjad hulgad; olgu meil
kujutus

P:AxI =S, (\i)—pri.



Koikide kolmikute (i,s,A) € I x S x A hulk on poolriihm, kus korrutamine defi-

neeritakse vordusega

(7:’ S, )‘)(]’ ta M) = (Z7 Sp,\’jt, H)

Seda poolrithma nimetatakse Reesi maatrikspoolriihmaks ja téhistatakse kir-
jutisega M(S;I,A;P). Kui I = Aja P: I x1I — S, (i,7) — p;j, siis M(S,1,P)

kutsutakse ruut Reesi maatrikspoolriihmaks.

Kui edaspidi tahame rohutada, et kujutus P eelnevast definitsioonist rahuldab

mingeid kindlaid tingimusi, siis tdhistame seda véikse tdhega p.

Definitsioon 1.15. Poolriihma S nimetatakse ortodoksaalseks kui selle idem-

potendid moodustavad alampoolrithma.

Definitsioon 1.16. Poolriihm S sisaldab lokaalseid iihikelemente, kui iga s € S

puhul leiduvad idempotendid e, f € S nii, et es = s = sf.

Niitid toome sisse iihe viga tuntud kategooria, mille abil on kirjeldatud lokaalsete

tihikelementidega poolriithmade Morita ekvivalentsust [2, 7].

Definitsioon 1.17. Poolrithma S Cauchy téieldiks kutsutakse kategooriat C'(5),
mille objektideks on hulga E(S) elemendid ja morfismid objektist e objekti f on
kolmikud (f,s,e), kus e, f € E(S) ja s € S, mille puhul kehtib vordus fse = s.

Kui meil on morfismid s.e)ja (e, s siis nende kompositsioon on
) M ) ) )

(f,s.e)(e s, g) = (f,s5,9).

Uhikmorfism objektil e on antud kolmikuga (e, e, e).

Definitsioon 1.18. Olgu S poolriihm ja X mingi mittetiihi hulk. Kujutust o: .S x

X — X nimetatakse vasakpoolseks S-toimeks hulgal X, kui

(Vs,t € S)(Vx € X)(so (tox) = (st)oux).
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Hulka X koos vasakpoolse S-toimega nimetatakse vasakpoolseks S-poliigooniks

ja tahistatakse stimboliga ¢.X.

Analoogiliselt defineeritakse parempoolne S-poliigoon Xg, milles parempool-

ne S-toime on kujutus x: X x S — X, mille puhul kehtib

(Vs,t € S)(Vx € X)((x *s)*t) = x  (st).

Edaspidi tahistame lithidalt s o x = sx ja x x s = xs.

Definitsioon 1.19. Olgu S ja T poolriithmad ja olgu X mingi mittetiihi hulk.
Oeldakse, et X7 on (S, T)-bipoliigoon, kui X on vasakpoolne S-poliigoon ja

parempoolne T-poliigoon ning kehtib

(Vs € S)(Vt € T)(Vx € X)((sz)t = s(xt)).

Definitsioon 1.20. Olgu M ja N vasakpoolsed S-poliigoonid 6eldakse, et kujutus

w: M — N on vasakpoolne S-homomorfism, kui

(Vm € M)(Vs € S)(p(sm) = sp(m)).

Kategooriat, mille objektid on vasakpoolsed S-poliigoonid ja morfismid on vasak-

poolsed S-homomorfismid, téhistatakse gAct.

Definitsioon 1.21. Olgu S poolrithm ja X mingi mittetiihi hulk. Oeldakse, et

vasakpoolne poliigoon ¢X on unitaarne, kui kehtib vordus SX = X, kus

SX ={sx|seS zeX}

Parempoolse poliigoonide puhul defineeritakse unitaarsus analoogiliselt.

Definitsioon 1.22. Olgu X = Xg ja Y = gY poliigoonid ja ¢ vahim ekviva-
lentsiseos hulgal X x Y, mis sisaldab koik paarid ((xs,y), (z,sy)), z € X,y € Y,
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s € S. Hulka (X x Y)/¢ nimetatakse poliigoonide X ja Y tensorkorrutiseks
ja téhistatakse X ® Y. Paarile (z,y) € X x Y vastavat ekvivalentsiklassi [(z,y)]y

tahistatakse kirjutisega x ® .

Liihidalt tahistame edaspidi poliigoonide tensorkorrutist X ®g Y.

Definitsioon 1.23. Olgu §X vasakpoolne S-poliigoon. Oeldakse, et X on piisiv,
kui kujutus

fe: SR X = X, pz(s®@x) = sz,

on bijektiivne. Kategooria gAct alamkategooria, mille objektideks on piisivad vasak-

poolsed poliigoonid tahistatakse gFAct.

Definitsioon 1.24. Olgu S ja T poolrithmad, iitleme et S ja T on Morita ekvi-

valentsed, kui kategooriad gFAct ja 7FAct on ekvivalentsed.

Kui S on poolrithm ja e € E(S), siis hulk

eSe = {ese | s € S}

on poolrithma S alampoolriithm, mis on iihtlasi ka monoid iihikelemendiga e.

Definitsioon 1.25. Alampoolriithma eSe nimetatakse poolriihma S, idempoten-

dile e vastavaks, lokaalseks alammonoidiks.

Definitsioon 1.26. Regulaarne poolriihm on lokaalselt inversne, kui tema iga

lokaalne alammonoid on inversne.

Definitsioon 1.27. Morita kontekst koosneb viisikust (5,7, X, (, ), [, |), kus

e S ja T on inverssed poolrithmad
e X on (S,T)-bipoliigoon gXr

e () X xX—>S
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o [ X xX =T

Kusjuures kujutused (, ) ja [, ] on siirjektiivsed ja rahuldavad jérgmisi noudeid,

kus z,y,z€ X,s€ SjateT):

(M1) (sz,y) = s(z, y);
(M2) (y,2) = (z,9)~";
(M3) (z,z)r = x;
(M4) [z, yt] = [z,y]t;
(M5) [y, 2] = [,y] 7"
(M6) z[z,z| = x;

(M7> (ac,y>z = :B[y? Z]

Oeldakse, et Morita kontekst on unitaarne kui poliigoonid ¢ X ja X7 on unitaar-

sed.

Jargmine teoreem on kokku pandud teoreemist 1.1 7] ja teoreemist 2.14 [2]

Teoreem 1.28. Olgu S ja T poolrihmad lokaalsete tihikelementidega, siis jérg-

mised vaited on samavddrsed:

(i) S ja T on Morita ekvivalentsed;
(i) kategooriad C(S) ja C(T') on ekvivalentsed;
(111) Leidub unitaarne Morita kontekst (S, T, X, {(, ),[, ])-

Lause 1.29 (Lause 2.5.1 [3]). Olgu S regulaarne poolrihm, olgu e, f € E(S), siis
hulk

Sle, f)={9€ E(S): egf =ef jage=g= fg}
on mittetiihi.
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Lemma 1.30 (Lemma 1.2 [8]). Olgu S requlaarne poolrihm, olgu e, f € E(S) ja
olgu
S(e, f) ={g € E(S): egf = ef jage =g = fg}.

Olgu @’ € V(a) ja b € V(b), siis iga g € S(a'a,bb’) puhul V' ga’ € V (ab).

Toestus. Paneme tihele, et markuse 1.8 tottu a’a, b’ € E(S). Naitame, et b'ga’ € S

on elemendi ab € S inversne element.

(ab)b' ga'(ab) = abb'ga'ab = a(bV' g)a’ab = a(ga’'a)b = agb = aa’agbb'b

= a(d’agbb’ )b = (ad’a)(bb'b) = ab
ja
Y gd (ab)t/ ga' =V (gaad') (b g)a' = V' g*a’ =V gd’

Seega b'ga’ € V(ab). O

Jareldus 1.31 (Jareldus 1.3 [8]). Olgu S regulaarne poolrihm ja olgu x1, x2, . .., x, €
S ja olgu 2 € V(x1), z), € V(xy,). Siis V(z122. .. 2y) Nl Sz # 0

Toestus. Toestame jarelduse kasutades matemaatlist induktsiooni.

Baas. Vaatame juhtu n = 2.

Olgu S regulaarne poolrithm, olgu x1, 22 € S jaolgu 2} € V(x1) ja i, € V(x2), siis
saame defineerida S(x}z1, zo2)), mis on mittetiihi tdnu lemmale 1.29 ning vottes
g1 € S(x)x1, xexh) saame tanu lemmale 1.30, et zhg12) € V(z122).

Samm. Olgu niitid n > 3.

Eeldame, et véide kehtib juhul n—1, siis olgu z,, € S, z}, € V(z,,) ja x,,_1gn—17 €
V(z1za. .. xp—1) Nal_,Sz). Mérkusest 1.8 saame, et ), gn_1272122 ... Tp—1 on
idempotent. Seega saame defineerida hulga S(z!, _;gn—12)x122 ... Tp_1, Tp2}), mil-

lest ténu lemmale 1.29 saame votta suvalise elemendi g ning rakendada lemmat
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1.30, et saada 2}, gx!,_ gn—12) € V(xz122...2pn_12y), kuna g,2},_,,gn—1 € S, siis

ka gz _1gn—1 € S. Seega saame, et z,gx],_,gn—17] € ), Sz].
Ehk kokku 2}, ga!, _ gn—12] € V(x122 ... 20) N2} ST}
Definitsioon 1.32. Olgu funktsiooni p: I x I puhul rahuldatud tingimused:
(MF1) (Vi € I)(piq € E(5));
(MF2) (Vi,j € I)(pi;ipi,jpjj = Pij);
(MF3) (Vi,j € I)(pij = ;) ;
(MF4) (Vi,j,k € I)(pijpjk < Pik);

(MF5) (Ve € E(S))(3i € I)(e < pi.).

Sellist funktsiooni p kutsutakse McAlisteri funktsiooniks.

Definitsioon 1.33. Ekvivalentsiseost p poolrithmal S nimetatakse selle poolrithma

kongruentsiks, kui ta rahuldab tingimust

r1py1 A T20y2 = (2172)p(Y1Y2),

mistahes x1, 2, y1,y2 € S puhul.

Definitsioon 1.34. Olgu S poolrithm ja p kongruents poolrithmal S. Téhistame
nitida={be S |apb}jaS/p={a|aec S} Defineerides niiiid hulgal S/p tehte

@b = ab saame faktorpoolriihma. Kujutust

n: 8= S/p, a~a,

nimetatakse poorithma S loomulikuks projektsiooniks faktorpoolrithmale S/p.

Definitsioon 1.35. Uhisosa koikidest regulaarse poolrithma S kongruentsidest p,
mille puhul S/p on inversne, téhistatakse v ja kutsutakse minimaalseks invers-

seks kongruentsiks.
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Edaspidi téahistame tdhega + alati minimaalset inversset kongruentsi.

Mairkus 1.36. Olgu S regulaarne poolriithm. Siis triviaalne seos S x S on kong-

ruents ja S/(S x S) on inversne. Seega eelnev definitsioon on korrektne.

Definitsioon 1.37. Poolriihm S on ortodoksaalne kui selle idempotendid moo-
dustavad alampoolrithma. Ortodoksaalset lokaalselt inversset poolrithma kutsutak-

se ilildistatud inversseks poolriihmaks.

Definitsioon 1.38. Alamhulka I poolriihmas S nimetatakse poolrithma S pa-

rempoolseks (vasakpoolseks) ideaaliks, kui

(Va € I)(Vs € S)(as € I (sa € 1)).

Lemma 1.39 (Lemma 6.1.4 [5]). Olgu S poolrihm ja a € S. Siis

(i) Sta = SaU{a} on vihim vasakpoolne ideaal, mis sisaldab elementi a.
(ii) aSt = aSU{a} on vihim paremkpoolne ideaal, mis sisaldab elementi a.

Definitsioon 1.40. Oecldakse, et S'a (aS') on poolriihma S elemendi a poolt

tekitatud vasakpoolne (parempoolne) peaideaal.

Definitsioon 1.41. Olgu £, R, D seosed poolrithmal S, mis on defineeritud jérg-

miselt:
(1) aRb < aS* = bS;
(2) aLb<= Sta = S'b;

(3) D=LoRehkaDb<= (3c€ S)(aLcRb),

mistahes a,b € S korral. Seoseid £, R, D nimetatakse Greeni seosteks poolriih-

mal S.
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Selles t60s ldheb meil tarvis ainult D seost ja tdpsemalt D seost idempotentidel.

Lausest 2.3.5 [3| saame poolrithmal S idempotentidel e, f € F(S) defineerida:

eD f <= (Ja,a’ € S)(ad' =e, da=Ff),

kus o’ on elemendi a inversne element.

Definitsioon 1.42. Olgu S ja T lokaalseid iihikelemente sisaldavad poolrithmad.
Oeldakse, et homomorfism 6: S — T on lokaalne isomorfism, kui on tdidetud

jargmised tingimused:

(LI1) (Ve, f € E(S))(Oless: eSf — 0(e)TO(f) on isomorfism);
(L12) (Vi€ E(T))(3e € E(S))(iD0(e)).

Definitsioon 1.43. Olgu ¢ : S — T poolrithmade homomorfism. Kongruentsi

ker¢p C S x S, mis on defineeritud seosega

(5,8") € kerg & ¢(s) = (s),

nimetatakse homomorfismi ¢ tuumaks.

Toome teoreemina sisse ka homomorfismiteoreemi jarelduse poolrithmade jaoks.

Teoreem 1.44 (Jareldus 10.5 [5]). Olgu ¢: S — T siirjektiivne poolriihmade ho-
momorfism. Siis S/ker¢ = T.
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2 Inversse poolrithma S ja Reesi maatrikspool-

rithma ZM(S, I, p) Morita ekvivalentsus

Lemma 2.1 (Lemma 2.1 [8]). Olgu S regulaarne poolrihm ja M(S,I,A, P) Reesi

maatrikspoolriihm tle S. Siis kehtivad jargmised vdited:

(i) kolmik (i,s,\) € M(S;I,A;P) on requlaarne element parajasti siis, kui
V(s) N pxjSpus # @ mingi j € I, p € A puhul;
(11) alamhulk RM(S;1,A; P) = {(3,5,A): V(s) NpxjSpui # @ mingi j € I, €

A puhul} on M(S; I, A; P) regulaarne alampoolrihm.

Toestus. (i) Tarvilikkus. Olgu (i,s,\) € M(S;1,A; P) regulaarne, siis lause
1.9 jargi leidub inversne element (j,¢,u) € M(S;I,A; P) nii, et (j,t,u) €
V((i,s,A)). Saame, et (i,s,\)(J,t, 1)(i,s,\) = (4,5, \) ning definitsiooni jér-

gi korrutades saame ka, et

(Z7 S, >\) (.]7 t7 :u) (Za S, )‘) = (7’7 Sp)\,jt) ,U,) (7’7 S, )‘) = (7’3 SPA,jtpu,i57 )‘)

ehk

(4, SPxjtPpis, A) = (i, 8, ).
Samuti (4, ¢, 1)(i, 8, A)(j, t, 1) = (j,t, p) ja iihtlasi kehtib ka, et
(j’ t, ,U,)(Z, 55 )\)(‘7’ 2 ’u) = (j’ tpﬂvis’ )\)(jv t, ,LL) = (]7 tp/l,isp/\jtv //J)

ehk

(ja tpu,ispk,jtv M) = (]a tv H)
Eelnevatest vordustest saame, et spy jtp, s = s ja tp,ispy ;t = t. Samuti
DA jtPu,iSPAjtPui = DA (EPu,iSPA )P = DA jtPuis

17



(if)

mistottu py jtpu: € V(s).

Piisavus. Olgu j € I ja u € A ja kehtigu V(s) N py ;Spu: # @. Votame
suvalise © € V(s) N py jSpu,i. Teame, et x peab olema kujul py jtp,.i, kus

t € S. Kehtib sxs = sp) jtp,is = s.

Saame

(i7 S, )‘) (.]7 t, /~L) (i, S, )‘) = (ia Sp)\,jtpu,isv )‘) = (iv S, )‘)

ehk (i,s,\) € M(S;1I,A; P) on regulaarne.

Olgu (i,s,\), (4, t, pu) € M(S;1I,A; P) regulaarsed, siis osa (i) jargi leiduvad
s" € V(s) NparSpu jat € V(t) NpunSpy,; mingite k,h € I, v, p € A jaoks.
Kasutades jareldust 1.31 saame V(spy ;t) Nt'Ss" # 0.

Vottes niitid = € 'S¢/, siis @ on kujul ¢'a’'s’" = p, pt"p, ;2'pa k" pus, kus
t",a',s" € S. Kuna korrutises py, nt"pp jx'pr 15" pv,i on kéik elemendid pool-
rithmast S, siis voime téhistada y = t"p, ;@'pys”, millest z = t'2's’ =
PuhYPvi € PuhSDy,i- Kuna  on valitud suvaline, siis ¢'Ss’ C p, ,Sp,,;, mil-

lest V(spxjt) N pupSov,i # 0.

Niiiid saame (7,5, A) (4, t, 1) = (¢, spajt, 1) ja V(spajt) Npu,pSpy,i 7 0, mingi
h € I, v € A puhul. Seega osast (i) saame, et (i, spy jt, u) on regulaarne, ehk

korrutis (7, s, \)(j, t, u) on regulaarne.

Kui me votame suvalise maatriksi P elemendi py; € S, siis S regulaarsuse

ja jérelduse 1.10 tottu leidub s € V(py;), mille puhul kehtib vordus
(1, s,)\)2 = (4,5, A) (4,5, A) = (4,5px8, A) = (1,5, A).

Saame, et (i,s,\) on idempotent, mistottu (i,s,A) € RM(S;I,A, P) ehk
RM(S;I,A, P) pole tiihi.

Seega RM(S;I,A; P) on M(S; 1, A; P) regulaarne alampoolrithm.
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O]

Definitsioon 2.2. Olgu S regulaarne poolrithm. Poolrithma M(S; I, A; P) regu-
laarset alampoolrithma RM(S; I, A; P) nimetatakse regulaarseks Reesi maat-

rikspoolrithmaks.

Lemma 2.3 (Lemma 2.2 [1]). Olgu S inversne poolrihm, siis requlaarne Reesi

maatrikspoolrihm RM = RM(S; I, A; P) on lokaalselt inversne.

Toestus. Olgu S inversne poolrithm. Olgu (i, s,\) € RM idempotent, siis kehtivad
vordused (7,s,A)(Z,s,X) = (4,5,A) ja (i,5,A)(4,5,A) = (i,5py;s, A), millest saame
5 = SPx;S.

Seega koik elemendid e € E(RM) on kujul (4,s, ), kus s = sp) ;s. Fikseerime
idempotendi e := (i, s, \) € RM ja niitame, et eRMe on inversne alampoolrithm

kasutades teoreemi 1.13.

1. Olgumeil a € eRMe, siis a on kujul (4, s, A) (J, ¢, 1) (4, 8, ) = (4, 5px jtpu,is, A),
kusje I, teSjaueA Kuna (i,s,\), (j,t, 1) € RM, siis ka nende korru-
tis (i, spajtPuis; A) € RM, seega leidub x € V ((4, spx jtpu,is, A)). Elemendi
exe € eRMe, puhul kehtivad vordused

alexe)a
=(1,8,\)(J, t, ) (2, 8, \) (2, 8, N)x(i, 8, A) (7,8, A) (4, t, p) (3, 8, \)
(5,5, NGt )0, 5, N2 5, ) G £ 1) (5,5, 0)
= (4, SP,jtPu,is, N2 (i, 5pajtPu,is, A) = (i, SPxjtDpu,is, A)
(

=(i,8,\)(J,t, 1) (%, 8, A) = a.

Seega eRMe on regulaarne.

2. Olgu r lokaalse alammonoidi eRMe idempotent, siis ta on kujul r = exe,
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kus z = (j, ¢, ). Siis kuna rr = r saame

(Z7 S, )‘) (]7 t7 /1')(7’7 S, )‘)(Za S, A)(]? ta ,U“) (Ilv S, )‘) = (Z7 Sp)\,jtpu,i37 )‘)(Za Sp)\,jtpu,isv )‘)

=(4, 8P, jtPu,iSPNiSPA,jtPu,iS, A) =1 = (1, SPA jtPu,iS, A).

Siit saame, et peab kehtima (spx jtpu,iS)Dxi(SPAjtPuiS) = SPAjtDu,is. Siit

aga saame, et spy jtp,ispy; on idempotent poolrithmas S, kuna

(DA jtPu,iSPAi PN, jtPui8)Pxi = (SPAjtDu,iS)Dxi

Saame analoogiliselt, et ka py ;(spy jtpu,is) on idempotent.

Néitame, et eRMe idempotendid kommuteeruvad. Olgu niiiid a = (j,¢, 1), b =
(k,u, &), sellised et eae,ebe € E(eRMe). Kuna S on inversne, siis temas

idempotendid kommuteeruvad teoreemi 1.13 pohjal, tuletame meelde, et keh-

tib s = spxis ja (spa,jtPu,isS)Pri, (SPAKUPEi8)PA,; € E(S) ning saame

(eae)(ebe) = (i, 5pxjtPu,is, A) (4, SPAEUPE iS5, N) = (i, SPA jEDu,iSPNiSPAKUDE,iS, A)

i, [(8PA,jtPw,i8)PAi]SPA K UDE i (SPAi5), A)

i, [(5Dx,jtPu,i8) Pl (SPA K UDE i8)PAi]55 A)

i, [(spakupe,i5)Pxil[(SPA,jtPu,i5)PAi)S, A)

(
(
(
(
(4, (SPA Kk UPg,i8)PA,i(SDPA,j1Pp,i (5P,i5) )5 A)

= (1, SpA KUPEiS, A) (1, 8P jtPuis, A) = (ebe)(eae)

Kuna eRMe on regulaarne, siis teoreemi 1.13 pohjal ta on inversne.

O

Lemma 2.4 (Lemma 2.3 [1]|). Olgu M = M(S,1,p), kus S on inversne poolrihm
ja p rahuldab (MF1)-(MF4). Siis M on ortodoksaalne ja kolmiku (i,s,j) € M
puhul kehtivad vdited:
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(i) (i,s,7) on requlaarne parajasti siis, kui s~1s < Djj Ja ssTl < Diji;
(ii) kui (i,s,j) on regulaarne, siis (j,s~1,i) € V((i,s,]));

1) (i,8,7) on idempotent parajasti siis, kut s < p; ;.
J J

Toestus. (i) Tarvilikkus. Olgu (i, s, j) regulaarne element. Siis leidub (k,¢,1),
et (i,s,7)(k,t,1)(i,s,7) = (iys,7) ja (k,t,1) = (k,t,1)(4,s,7)(k,t, 1), millest

saame ka s = sp; ptp;;s. Niitid

(ss )i = spjwtpri(ss™pii = spjktpripiiss

Kasutades, et p; ; on idempotent ja tingimust (MF2) saame, et kehtib p; ;p; ; =

PLIPLIDY; = DLiPLiPii = Pri ning kokku

—1 —1 —1
88 "Pii = SPjktpiSS T = 88 .

Lausest 1.12 saame, et ss~! < p; ;. Analoogiliselt saame niiidata ka, et s71s <

pj?j'

.o 71 . 71 . 71 _ L 71 _
Piisavus. Olgu s7's < pj; ja ss < p;;, siis saame s~ s = ep;; ja ss° =

e'pii, kus e, e’ € E(S). Vaatame niiiid elementi (j, s71, 7).

(iasaj)(j75 ! Z) Z S .7) ? Spjjs pi,isa.j) = (ivSpj,js_l(ss_lpi,i)s7.j)

-1/, 2

(4,
(i, spj s~ €'plis, ) = (i, s(pj s~
©
(

s)s™ €'pigs, )

1, S(ijJ) e/pi,isa .7) = (Zv Sepj}jsile/pi,’i*g) j)

i, (ss7's)s ™ (ss71s), ) = (i, 857 's,5) = (i, 5,5)

Seega (i, s, j) on regulaarne.

(ii) Toestuse osas (i) oleme niidanud, et (4, s, 5)(j, s~ 4, 4) (4,5, ) = (4, s, 7). Niiiid
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né‘itamea et (]7 37172‘)(2‘787].)(]‘7 57177;) = (]7 3717Z‘>:
(j, s

Js ‘971(pl,issil)s(silspj,j)sil7 7’)

— — — — —

<

)

AR

—

(e Y

I kS : :

u@~
S~—

V2]
VS

o

o
ol
<.

N—

[Va)

AR
-~
N—

(iii) Tarvilikkus. Olgu (i,s,j) idempotent. Kuna (i,s,7)(i,s,7) = (i,8,7), siis

peab kehtima sp;;s = s, sellest tulenevalt saame

—1 —1_..—1 —1 —1
§ =8 8§ =8 "8piss = PjiPjiPii = Pjis

niiiid kasutades (MF3) saame s~ < p;jl, millest s < p; ;.
Piisavus. Olgu s < p; j, siis s71 < pj; ja leidub e € E(S), et s~ = epj;.

Samuti

§ T =8 8§ =8 8§ 88 == silsepmss*l = esilspj,issfl

= e2pj7ispj7issfl = epjjispjjssfl = Silspm-ss*l.
Ning (MF2) pohjal p; jp;ipi; < pij, millest saame, et

(5pj.i8)s™ " (spjis) = spja(ss™ ' s)pjas < spji(pijpjipij)psis
< 8PjiPijPjis < 8Pjis
samuti kehtib vorratus
spjis = 8pjiss s = sp;is(sT1s)? = spjiss lssls = (spjis)s (ss's)

< (spjis)s™ (spjis)-
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Eelnevatest vorratustest saame, et (spms)s*l(spj’is) = spjis. Ehk kokku
spjis € V(s71) ja kuna S on inversne, siis saame s = spj;s ehk (4,s,j) on

idempotent.

Néitame veel, et M on ortodoksaalne. Olgu (i,s,j) ja (k,t,l) idempotendid. Siis

(iii) jéargi s < p;j ja t < pg,. Nidlid

(7;7 S,j)(k, t, l) - (iv Spj,kt7 l)v

mille puhul, kasutades (MF4), saame sp;it < p;;pjrpr; < pij, ehk korrutis

(4,5,7)(k,t,1) = (i, sp; xt, 1) on idempotent (iii) pohjal. O

Maérkus 2.5. Kui (i,s,j) € M on regulaarne element, siis lemmast 2.4(i) saame,

et p;;spj; = S.

Jareldus 2.6 (Jareldus 2.4 [1]). Olgu S inversene poolrihm. Kui M = M(S,I,p),
kus p rahuldab (MF1)-(MF/), siis RM on dldistatud inversne poolrihm.

Teoreemidest 6.2.4 ja 6.2.5 |3] saame sonastada jargmise lemma.

Lemma 2.7. Olgu S ortodoksaalne poolriihm, olgu s,t € S ja olgu v minimaalne

mversne kongruents, siis jargmised vdited on samavddrsed:

(1) syt;
(2) V(s)NV(t) #0;
(3) V(s)=VI(t).
Lemma 2.6 jargi on jargmises lemmas tegu ortodoksaalse poolriihmaga, mistottu

on lemma 2.7 kasutamine oigustatud.

Lemma 2.8 (Lemma 2.6[1]). Olgu RM = RM(S,1,p), kus p rahuldab (MF1)-
(MF}) ja olgu (i,s,j),(k,t,1) € RM. Siis (i,s,7) v (k,t,l) parajasti siis, kui s =

Diktprj ja t = prispji-
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Toestus. Tarvilikkus. Olgu (i,s,j), (k,t,1) € RM. Kehtigu (i,s,7)~ (k,t,1), siis
lemma 2.7 tottu on molemal elemendil sama inverssete elementide hulk. Niiiid
lemmast 2.4(ii) saame, et (j,s~',7) on elemendi (i, s, j) inversne element, mistottu

on ta ka (k,t,1) inversne element. Seega

t= tpl,jsilpz',kt jast= Silpi,ktpl,j‘sil‘

Niiiid kasutame lemmat 2.4(i) ja (MF4) ning saame

—1 -1 —1
8§ =288 "8=8S "pPiktpi;S S < DiiDi ktP1Dj; < PiktDlj-

Niiiid vottes (k,t,1) inversseks elemendiks (I,¢~!, k) saame analoogliselt, et see on

ka (4, s,7) inversne element, millest ¢! = t_lpkvispj}lt_l ning kehtib
t=tt"1t= tt_lpk:,z’Spj,lt_lt < Dk kPk,iSPj DLl < Pk,iSDj,l-

Niitid

$ < Piktprj < PikPkiSPjIPL; < PiiSPjj = S
Seega s = p; tpy; ja analoogiliselt

t < prispil < Priliktpi D1 < Pritprg =1t
Piisavus. Olgu (i,s,j), (k,t,l) € RM ja olgu s = p;tp; ja t = prisp;;. Olgu
(4,s71,i) elemendi (i, s, j) inversne element. Niitame, et (j,s71,7) on ka elemendi

(k,t,1) inversne element:

(G, s~ 5 ) (ko t, 1) (4,57 0) = (G, s tpigtprys~ i) = (4, s tssTh i) = (4,571, 9)
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ja

(k t, 1) (G, s~ 0) (K, t,1) = (ks tprgs™ pint, 1) = (k, t(praspia) 't 1) = (k,tt'¢,1)

= (k,t,1).

Seega V' (i,s,7) NV (k,t,1) # 0, millest lemma 2.7 tottu (4, s, )y (k,t,1). O

Definitsioon 2.9. Kasutades lemma 2.8 eeldusi, tdhistame
IM(S,1,p) =RM(S,1,p)/v.

Poolrithma ZM(S, I,p) kutsutakse inversseks Reesi maatrikspoolrithmaks

ile S.

Lemma 2.10 (Lemma 2.7 [1]). Olgu S ja T requlaarsed poolrihmad ja olgu 0: S —
T siirjektiivne homomorfism. Siis 8 on lokaalne isomorfism parajasti, siis kui iga

e € E(S) puhul 0|csc: eSe — 0(e)T0(e) on isomorfism.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu 0 lokaalne isomorfism. Siis definitsiooni 1.42 (LI1) poh-
jal Olesp: eSf — 0(e)TO(f) on isomorfism iga e, f € E(S) seega saame votta
f=e

Piisavus. Esialgu néaitame, et kehtib (LI1). Olgu z,y € eSf ja kehtigu vordus
0(x) = 0(y). Elementidel z,y leiduvad inverssed elemendid 2’,y’ € fSe. Toepoo-
lest, olgu = eaf ja 2’ € V(x). Siis on vahetult kontrollitav, et fz'e € V(x).

Homomorfismi omadustest saame 0(za’) = 6(ya’), kusjuures kuna kehtib
(eSf)(fSe) =eSfSe C eSe,

siis 22/, yy' € eSe. Niilid kuna 6|.se on isomorfism, siis za’ = ya’, millest saame

x = yx'z.
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Sarnaselt vottes 6(y'z) = 6(y'y), kuna kehtib

(fSe)(eSf) = fSeSf C fSF,

saame y'z = 3y, millest yy'z = y.

Kokku saame = = ya'z = (yy'z)2’z = yy'(za’z) = yy'z = y. Seega 0.5y on

injektiivne, kuna 6 on siirjektiivne, siis 0|csr: eSf — 0(e)TO(f) on isomorfism.

Niilid néitame, et kehtib (LI2). Olgu i € E(T'), kuna 6 on siirjektiivne, siis leidub
e € S, et 6(e) = i. Kuna S on regulaarne poolrithm leidub ¢’ € V(e) ja kehtib, et
ee’,e'e € E(S). Niiiid sellest, et kehtib (LI1) saame, et

H‘ee’Se’e: ee’Se'e — 9(66/)T9(e/e)
on isomorfism. Kuna

(ee)e(e'e) = e(e'ee’)e = ec'e = ¢, ja

(ee))e?(e'e) = (e'e)(e'e) = ee = €,

siis e, e € ee’Se’e ja kuna 0(e) =i = i = 0(e?), siis e = €2 ehk e € F(S). O

Lemma 2.11 (Lause 1.4 [9]). Olgu S regulaarne poolrihm. Loomulik projektsioon
poolriihmast S poolriihma S/~ on lokaalne isomorfism parajasti siis, kui S on fil-

distatud inversne poolrihm.

Lemma 2.12 (Lemma 2.9 [1]). Olgu S ja T inverssed poolrihmad. Kui 6: S — T

on stirjektitvne lokaalne isomorfism, sits S ja T on Morita ekivalentsed.

Lemma 2.13 (Lemma 2.10 [1]). Olgu S inversne poolriihm ja olgu M = M(S,I,p),
kus p rahuldab (MF1)-(MF5). Siis poolriihm S on Morita ekvivalentne poolrihmaga
RM =RM(S,1,p).

Toestus. Lemma toestamiseks defineerime kategooriate ekvivalentsi kategooriast
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C(RM(S,1,p)) kategooriasse C'(.S), siis teoreemi 1.28 pohjal saame, et S ja RM

on Morita ekvivalentsed.

Olgu s morfism kategoorias C(RM), siis s on kujul ((i,a,j),(i,s,k),(l,b, k)),
kus (i,s,k) € RM on regulaarne, (i,a,j),(l,b,k) € E(RM) ja kehtib vordus
(i,a,7)(i,s,k)(1,b,k) = (i,s, k). Kuna (i,a,j), (l,b,k) € E(RM), siis ap;; ja bpx,
on idempotendid ning kehtib vordus (ap;;)spr,i(bpk,i) = spk,. Seega saame, et kol-
mik x = (apj, Spk, bpr,) on morfism kategoorias C'(S) . Niitid saame defineerida

eeskirja ¥ jargmiselt:

C(RM) L y C(S)
(1,b, k) — bpk,;
s — z
(i,a,j) — ap;.j

Kontrollime definitsiooni 1.1 pohjal, et ¥ on funktoriaalne.

1. On selge diagrammi pohjal.

2. Olgu s,t mistahes morfismid, mida saab korrutada kategoorias C(RM), siis

nad on kujul

s = ((a,9), G5 1), (L0, R)), = (16, K), (1), (9, 1))

ja nende kompositsioon on

st = (.0, )0, spiat, D) (9. 1))
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Saame, et

(st)V = (ap;j, SPkitPh,g, Ch,g) ja

(sU)(t¥) = (apj,i» 5Pk,15 b0k1) (OPK15 tPR.g, CPL.g) = (aDj i, SPkEPR.g, CPR.g)

Seega (st)¥ = (s¥)(t¥).

3. Olgu u = ((i,a,j), (i,a,7), (i,a,j)) tthikmorfism kategoorias C(RM), siis
uwV = (apji,apji,apj;), mis on iihtlasi kategooria C(S) objekti ap;; iihik-

morfism. Kusjuures (7, a, j)¥ = ap;;.

Seega ¥ on funktor.

Niiiid nditame, et ¥ on tapne ja téielik ja tihe. Olgu (i, a, 5), (1, b, k) € Obj(C(RM))

fikseeritud. Defineerime nendel kujutuse
U D CRM)((G,a,), (1,5, K)) = C(S)(bprs apya)- (1)

Esialgu néitame, et funktor WU on tépne. Selleks peame néaitama, et kujutus (1)
on injektiivne. Olgu ((2, a,j), (i,s,k), (1,b, k)), ((i,a,j), (i,t,k), (1, b, k)) kategoo-
ria C'(RM) morfismid, mis asuvad samas morfismide hulgas ning millel on sama
kujutis funktoril W. Sellest, et neil on sama kujutis jareldub, et spy; = tpy; ning sel-
lest, et nad on samas morfismide klassis jareldub s = ap;;spr b ja t = ap;tpr b,
siit saame s = ap;i(spr,)b = apji(tpr,)b = t. Seega kujutus (1) on injektiivne,

mistottu funktor ¥ on tépne.

Niiiid naitame, et ¥ on téielik. Olgu meil idempotendid (i, a, j), (I,b, k) € C(RM)

ja olgu (ap; ;, s, bpg,;) morfism kategoorias C(S). Vaatame kolmikut

(G, ), Gy b, k), (1,,8) ).
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Kuna (ap; j, s, bpi,;) on morfism kategoorias C(.9), siis saame, et kehtib

ap;,isbpr, b = (apjisbpk,)b = sb,

millest saame (7, a, 7)(7, sb, k)(l, b, k) = (i, sb, k). Niiiid on ja&nud néidata, et (i, sb, k)

on regulaarne element. Kasutame selleks lemmat 2.1(1.). Saame, et

ap;jis = apji(apjisbpr1) = ap;isbpry = s

Niitid kuna (i, a, j) on idempotent, siis lemmast 2.4(iii) saame, et a < p; ;. Niitd
kokku saame
(MF4)

(MF2)
§=apj;s < pijPiiS < DiiS = PiiaPjiS = PiiaP;iPjiPiiS

*

(%)
= (pi,iap;,j)Pj,iP},iPiis = apj,is = s,

kus vorduse (x) saame kasutame mérkusest 2.5. Jarelikult kehtib p; ;s = s. Sellest
saame ka p;;sb = sb. Sarnaselt s = sbpy;, mistottu sb = sbpy;b. Analoogiliselt

saame lemmast 2.4(iii), et b < p;;, ja kuna

sb = sbpyb < sbprpir < sbprr = sbprbpr k. = SbPk kPE,PLI(PLIOPKK)

= sbpy, ;b = sb,

siis sbpg x = sb. Poolrithma S inverssuse tottu leidub (sb) ™! € V(sb). Votame niiiid

elemendi py x(sb) "'pi; € prxSpii. Paneme tihele, et

sbpy.k(sb) " 1p;isb = sb(sb) " 'sb = sb, ja

(Pr.1e(3D) i) sb(pr e (D) ' pis) = prx(sb) tsb(sh) " pii = pr i (sD) 'pis
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Seega V' (sb) N pkkSpii # 0 ja lemma 2.1 pohjal on (i, sb, k) regulaarne, millest
((z’, a,5), (i, sb, k), (I, b, k)) € C(RM).
Niiiid saame

\II[(la a, ])7 (Za Sba k)a (la ba k)] = (apj,ia prk,la bpk,l) = (apj,i7 S, bpk,l)-

Sellega oleme néidanud, et kujutus (1) on siirjektiivne, mistottu funktor ¥ on
taielik.

Olgu meil e € Obj(C(9)), siis e € E(S). Omadusest (MF5) leidub i € I, et e < p; 4,
millest tdnu lausele 1.12 tuleneb, et e = fp; ;, kus f € E(S). Saame niiiid, et (i, e, )

on idempotent poolrithmas RM kuna
(L €, Z)(Za €, ’L) = (Z7 €p; i€, Z) = (27 (fpi,i)pi,iea Z) = (7’7 fpi,ie7 2) = (Zv ee, 2) = (Zv €, 7‘)
Seega (i, e,i) on objekt kategoorias C(RM). Aga

(1,e,9)V = ep;; = fpiipii = [pii = e.

Niisiis igal objektil e kategooriast C'(S) leidub objekt (i, e,7) kategooriast C(RM),
et (i,e,1)¥ = ep;; = e. Seega funktor ¥ on tihe.

Sellega oleme naidanud, et funktor ¥ on téielik, tdpne ja tihe, mistottu on ta

kategooriate ekvivalents definitsiooni 1.4 pohjal. O

Saame niiiid toestada peateoreemi esimese osa.

Teoreem 2.14. Olgu S inversne poolrihm ja olgu p: I x I — S McAlisteri funkt-
sioon. Siis S on Morita ekvivalentne poolrihmaga ZM(S,1,p).

Toestus. Lemmast 2.13 saame, et S on Morita ekvivalentne Reesi maatrikspool-

rithmaga RM = RM(S,I,p). Samuti saame jareldusest 2.6, et RM on iildis-
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tatud inversne poolrithm. Seega lemmast 2.11 saame, et loomulik projektsioon
m: RM — RM/y = IM(S,I,p) on lokaalne isomorfism. Teame ka, et loomulik
projektsioon on siirjektiivne, mistottu saame tdnu lemmale 2.12, et Reesi maat-
rikspoolrithm RM on Morita ekvivalentne inversse Reesi maatrikspoolriihmaga
IM(S,1,p). Kuna Morita ekvivalents on evivalentsiseos, siis S on Morita ekviva-

lentne inversse Reesi maatrikspoolrithmaga ZM(S, I, p). O
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3 Inversse poolrithmaga Morita ekvivalentsed

inverssed poolrithmad

Juhime téhelepanu, et kuna Morita kontekst on defineeritud inverssetel poolriih-

madel, siis selles t66 osas on tdhtedega S ja T téhistatud poolrithmad inverssed.

Lemma 3.1 (Lause 2.3 [10]). Olgu (S,T,X,(,),[,]) Morita kontekst. Siis x,y €
X, se S jateT puhul kehtib:

(1) {z,y)(z,w) = (zly, 2], w);

(2) [z,yllzw] = [z{y, 2), w];

(3) (xt,y) = (x,yt™");

(4) [sz,y] = [z, s~ yl;

(5) (x,2) ja [z,7] on idempotendid.

Téestus. Néitame kehtivust ainult juhul (, ), kuna juht [, | on siimmeetriline. Ka-

sutame toestuses definitsiooni 1.27 omadusi (M1)-(M7).

(1) (@) zw) 2 ()2 w) " (@ly, 2, w);

1

(3) esiteks mérkusest 1.8 saame, et (zt,y)(zt,y)”" on idempotent. Paneme té-

hele, et kehtib:

o,y (t, y) "Mty y) L () (y, at) (wt, y)

1 _

D (e, g, at)(xt, y)

M5 14

OO oy, w7, ot (at, )
(M4)

=" (a([y, ylt ") " wt) (xt, y)
= (ztly, y], wt)(xt,y)
1

O vt )y, 2t) ot y) = (at, ).
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Lause 1.12 pohjal saame, et (xt,y) < (z,yt~1).

Analoogiliselt:

(y, wty(yt ™" z) "yt~ ) =

Seega (yt~',x) < (y, xt), millest (z,yt~") < (at,y).

Kokku saame (zt,y) = (z,yt~1);

(5) kehtivad vordused

Lemma 3.2 (Lause 2.4 [10]). Olgu (S, T, X, (, ),[,]) Morita kontekst ja olgu x €

X fikseeritud. Olgu niid

€z: E(S) = E(T), e [ex,ex], ja

ne: BE(S)— E(T), fw—(zf,zf).

Stis €, ja Ny on homomorfismid.

Lemma 3.3 (Lemma 3.2 [1]). Olgu (S,T,X,(,),[,]) Morita kontekst. Siis keh-

tivad jargmised viited:

(1) iga x € X jaoks leidub homomorfism €,: E(S) — E(T), et ex = xez(e) iga

e € E(S) puhul;

(2) iga x € X jaoks leidub homomorfism n,: E(S) — E(T), et xf = n.(f)x iga

f € E(S) puhul.
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Toestus. Toestame viite (2). Olgu n,(f) = (zf, zf), lemma 3.2 pohjal on 1, homo-
morfism. Tuletame meelde, et teoreemist 1.13 inversses poolriihmas idempotemdid

kommuteeruvad ja arvutame niitid 7, (e)z:
M7 M1 B M4
(af,zf)x (Z)a:f[xf,x] (MD) af[z, 2 f] " ((M4)
) (M6)

=Sxlx,z|f =" xf.

l’f([fl?, Jj}f)_l = l‘f[{L‘, :1:]

Vorduse (%) saame lemmast 3.1(5).

Osa (1) saame toestada analoogiliselt. O

Lemma 3.4 (Lemma 3.3 [1]). Olgu (S, T, X, (, ),[, ]) Morita kontekst. Olgu p: X x
X — S defineeritud kui py = (x,y). Siis p on McAlisteri funktsioon.

Téestus. Naitame, et kehtivad definitsiooni 1.32 tingimused (M F1) — (M F5):
(MF1) lemmast 3.1(5) saame, et p; , = (x,x) on idempotent;
(MF2) kasutame lemmat 3.1(1) ja (M6), mille pohjal
PraDayPyy = (2, 2) (@, y)(y, y) = (xlz, 2], y)(y,y) = (2, 9)(y,y)-

Niiiid kasutame lemma 3.1(1),(3),(5) ja (M6), millest saame

(z,y)(y,y) = (=ly. yl,y) = (@,y[y,y] ") = (@,yly. ¥]) = (z,y).

Ehk kokku pg 2Pz yPyy = Py
(MF3) pey = p, % jireldub otse omadusest (M2);
(MF4) lemmast 3.1(1) saame py ypy.- = (x,9)(y, 2) = (z[y, y], z). Lemmast 3.3 saa-
me, et z[y, y] = n2([y, y])z = ex. Seega
PzyPy,z = <5U[ya y]a z> = (6.%', z) = e<$> z>>
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millest tdnu lausele 1.12 saame py ypy . < (, 2);

(MF5) olgue € E(S). Kuna (—, —) on pealekujutus, leiduvad z,y € X, et e = (z,y).
Niiiid kuna kehtib (MF4), siis kehtib e = ee = ee™! = (z,9y)(y,z) < (x,z) =

Pz

O

Meenutame, et v on minimaalne inversne kongruents ja kasutades lemmat 2.4 saa-

me jargmises lemmas vaadata kongruentsi v nagu ta on defineeritud lemmas 2.7.

Lemma 3.5. Olgu (S,T,X,(, ),[,]) Morita kontekst. Olgup: X x X — S, ppy =
(x,y). Olgu R = RM(S, X, p) requlaarne Rees’i maatrikspoolrihm. Olgu 6: R —

T, (z,s,y) — [z,sy|. Siis 6 on siirjektiivne homomorfism ja tema tuum on 7.

Toestus. Esiteks nditame, et 8 on homomorfism. Reesi maatrikspoolrithma definit-

sioonist saame:

(x,8,9)(u, t,v) = (x, spyut,v) = (z,s(y, u)t,v)
Niud
0(((z,5,9)(u,t,v))) = 0((z, s{y, u)t,v)) = [z, s(y, u)tv]
ja
0((z,s,9)0((u,t,v)) = [z, sy][u, tv],

lemmast 3.1(2) ja omadusest (M1) saame

[z, sy][u, tv] = [z, (sy, w)tv] = [z, s(y, u)tv].

Seega 6 on homomorfism.

Niiiid néitame, et 6 on siirjektiivne. Olgu ¢t € T, siis leidub (x,y) € X x X,

et [z,y] = t. Vaatame elementi (z, (z,z)(y,y),y) € M(S,I,p). Paneme téhele, et
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lemmast 3.1(5) pz» = (x, ) ja pyy = (y,y) on idempotendid ja kuna .S on inversne

siis nad kommuteeruvad. Seega

PzxPyy = PyyPrx = PyyPyyPraPex € VT, 2)(Y,y)) N PyySPra-

Seega lemma 2.1 pohjal on element (x, (z, z)(y, y), y) iihtlasi ka poolriithma RM (S, X, p)

element. Selle elemendi kujutis # suhtes on

[z, (x, 2)(y, y)y] = [z, (z, 2)y].

Lemmast 3.1(4) saame [z, (z, x)y] = [(x,x)x,y] = [z,y] = t. Seega leidub elemendil

t originaal ehk 6 on siirjektiivne.

Jadnud on niidata, et kerf = 5. Olgu (z,s,y), (u,t,v) € RM(S, X, p). Kehtigu
0(z,s,y) = 0(u,t,v). Kujutuse 0 definitsioonist [z, sy] = [u,tv]. Niiiid saame, et

kehtib

*

s = (@, 2)s(y,y) = (@,2)(sy,9) 2 (alz, 9], v)

= (x[u, tv],y) = (z,u)(tv,y) = (x,u)t(v,y)
kus vordus (*) tuleb lemmast 3.1(1). Analoogiliselt saame

t = (u,u)t{v,v) = (u,u)(tv,v) = (ufu, tv], v)

= (ulz, syl,v) = (u, z)(sy,v) = (u, x)s(y, v)

Niitid lemmast 2.8 saame (z, s, y) v (u, t,v).

Vaatame niitid teistpidi, olgu (z, s, y) vy (u, t,v), siis lemmast 2.8 saame

s = (z,u)t(v,y) jat = (u,z)s(y,v).
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Saame kasutades eelnevaid vordusi ja (MT)

[u7tv] = [u7 <u7$>3<y7 U>U] = [u7 <u7 1:>8y[1),1)]]

Niitid kasutame lemma 3.1(4), (M2) ja (M7) ning saame

[u’ <u7 x>5y[vv ’UH = [ZE[U, u]v sy[v, UH
16puks kasutades (M4) ja (M5) saame
[2[u, u], sylv, v]] = (sy, x[u, u]) " v, 0] = [u, ][z, sy][v, v].

Seega [u,tv] < [z, sy]. Stimmeetriliselt saab naidata, et [z, sy] < [u,tv] ehk kokku

x, sy| = |u, tv| nagu vaja. ]
[, sy] = [u, tv] nag

Saame niiiid eelnevatest tulemustest toestada peateoreemi teise osa.

Teoreem 3.6. Olgu S, T Morita ekvivalentsed inverssed poolrihmad. Siis T on
isomorfne poolrihmaga ZM(S, I, p) mingi hulga I ja McAlisteri funktsiooni p kor-

ral.

Toestus. Olgu S, T Morita ekvivalentsed inverssed poolrithmad, siis teoreemist 1.28
saame, et leidub unitaarne Morita kontekst (S,7,X,(, ),[,]). Moodustame re-
gulaarse Reesi maatrikspoolrithma RM(S,I,p) ja defineerime p: X x X — S,
P2y = (x,y) lemmast 3.4 saame, et p on McAlisteri funktsioon. Lemmast 3.5 saa-
me, et leidub siirjektiivne homomorfism 6: RM — T, mille tuum on ker § = ~, kus
~ on minimaalne inversne kongruents. Jareldusest 1.44 saame, et kuna 6: RM — T

on siirjektiivne, siis RM/ker = RM /vy =ZM(S,I,p) =T. O
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Kokkuvote

To606 eesmérgiks oli iiksikasjalikult toestada Mark Lawsoni ja Bassima Afara artilk-
li ,Morita equivalence of inverse semigroups’|1| peateoreemi. Nimelt néitasime, et
kui S on inversne poolrithm, siis ta on Morita ekvivalentne inversse Reesi maat-
rikspoolrithmaga ZM(S, I, p), kus p: I x I — S on McAlisteri funktsioon, ning et
iga inversne poolrithm 7', mis on Morita ekvivalentne poolrithmaga S, on isomorfne

inversse Reesi maatrikspoolrithmaga mingi McAlisteri funktsiooni puhul.

Peateoreemi toestamise kiigus néditasime muuhulgas, kuidas saada Reesi maat-
rikspoolriihmast regulaarne Reesi maatrikspoolrithm ja kuidas sellest omakorda
saada inversne Reesi maatrikspoolriihm. Néitasime veel, kuidas kontrollida, et ho-
momorfism on lokaalne isomorfism ning toime sisse lemma, mis seostab lokaalse
isomorfismi leidumise kahe poolrithma vahel nende poolrithmade Morita ekviva-
lentsusega. Teise osa Iopus néitasime, et inversne poolrithm S on Morita ekviva-
lentne regulaarse Reesi maatrikspoolrithmaga RM (S, I, p). Sellega saime toestada

peateoreemi esimese viite.

Kolmandas osas toestasime moned Morita konteksti omadused ja néitasime, et
vottes Morita konteksti (S, 7T, X, (, ),[, ]) saame, leida siirjektiivse homomorfismi
regulaarsest Reesi maatrikspoolrithmast RM(S, I, p), kus p,, = (z,y), poolriih-
ma T, kusjuures selle homomorfismi tuum on minimaalne inversne kongruents ~.
Kasutades homomorfismiteoreemi tuntud jéreldust toestasime peateoreemi teise

vaite.
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