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PLANIMEETRIA.

Peatikk I.

Sirgjoon.
§ 1. Sissejuhatus.

Oma lmbruses me ndeme mitmesuguseid esemeid —
laudu, toole, raamatuid jm. Iga ese asetseb ruumis, mis
umbritseb meid kodikjal, viibime me toas vdi vdljas. Meie
eluase, Maakera, asetseb maailmaruumis, samuti kui
Pdike, planeedid ja kdik muud taevakehad.

Igal esemel on mitmesuguseid omadusi; nende Kkir-
jeldamiseks kasutame niisuguseid sdnu, nagu suur, raske,
immargune. Teatavaid esemete omadusi nimetatakse geo -
meetrilisteks omadusteks. Need on: _

1. eseme ku ju iseloomustavad omadused, nagu sirge,
kover, immargune; :

2. eseme suurust iseloomustavad omadused, nagu
korge, lai, 100 meetrit pikk;

3. omadused, mis naitavad eseme asendit teiste ese-
mete suhtes, nagu kummuli, r66biti, nurgeti;

4. omadused, mis nditavad eseme asukohta teiste
esemete suhtes, nagu peal, 5 meetri kaugusel, korval.

Kuju, suurust, asendit ja asukohta iseloomustavad omadused
on geomeetrilised omadused.



Peale geomeetriliste omaduste on esemetel mitmeid
- muid omadusi. Viimastega geomeetria ei tegele. Vaadeldes
geomeetriliselt seisukohalt naiteks raamatut, telliskivi voi
monda muud eset, jatame korvale aine, millest need ese-
med on valmistatud, nende kaalu, varvuse jm. ning poéo6-
rame tahelepanu ainult nende kujule ja suurusele. Nii vaa-
deldes kaovad erinevused paljude esemete vahel, nditeks
nii raamat kui ka telliskivi muutuvad risttahukaks, liiva-
hunnik ja kartulikuhi asenduvad koonusega, kummipallist
ja piljardimunast saab kera. Niiviisi saame uued ,ese-
med” — risttahuka, koonuse, ringi, roopkiiliku jne., mida
nimetatakse geomeetrilisteks kujunditeks.

Geomeetria on teadus, mis uurib geomeetrilisi kujundeid ja
nende omadusi.

Geomeetrilised kujundid liigitatakse tasapinna-
listeks ja ruumilisteks. Tasapinnalise kujundi
koik punktid asetsevad ihel ja samal tasapinnal. Niisugu-
sed kujundid on nditeks ring, sirgloik, kolmnurk. Geo-
meetria osa, mis uurib tasapinnalisi kujundeid, nimeta-
takse tasapinna geomeetriaks ehk planimeetriaks.

Kujundid, mille kdikidest punktidest ei saa 1dabi panna
uht ja sama tasapinda, on ruumilised. Nende uurimisega
tegelev geomeetria osa on ruumi geomeetria ehk ste-
reomeetria.

Sonad geomeetria, planimeetria ja stereomeetria on
voetud kreeka keelest ja tdhendavad vastavalt maamdot-
mist, tasapinnamddtmist ja ruumimddtmist. Need nimetu-
sed nditavad, et geomeetria tdahtsamaiks tiilesandeiks on
joone, pinna ja ruumi moodtmise lilesanded. Nende moot-
miste praktiline vajadus pohjustaski geomeetria tekkimist
Babtiloonias ja Egiptuses u. 4000 aastat tagasi.
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Ulesanded.
: 1. Kirjeldada tikutoosi (oma pliiatsi, kiiiinla) geomeet-
rilisi omadusi.

2. Nimetada kolm ruumilist kujundit ja kolm tasapin-
nalist kujundit.

3. Moodustada neljast tikust tasapinnaline nelinurk ja
ruumiline nelinurk.

4. Kirjeldada monda kerapinna omadust.

5. Missuguseid geomeetrilisi omadusi kirjeldavad jarg-
mised sdnad: k&rvuti; kumer; viltu; konarlik; madal?

§ 2. Sirgloik.

Kdige lihtsam geomeetriline kujund on punkt *. Geo-
meetriline punkt on suuruseta ja kujuta; tal on vaid ks
geomeetriline omadus, nimelt asukoht. Punkti margitakse
vaikese ringikesega, mille keskkoht ongi kujutatav punkt.
Punkte téhistatakse suurte ladina tdhtedega.

Margime tasasel pinnal, nditeks klassitahvli pinnal,
kaks punkti A ja B ning then-
dame need punktid teinetei-
sega mitmesuguste joonte abil
(joonis 1). Leiame nende joonte
hulgast koige lithema. Selleks
lahendame  pinguletdmmatud
niidi punktidele A ja B. Pin-
guletdmmatud niit nende punk-
tide vahel kujutab sirg-
I6iku AB. Punktid A ja B on sirgldigu otspunktid.
Sageli nimetatakse sirgldiku lihtsalt 16iguks. Niisiis

sirgloik on koige liithem joonldoik kahe punkti vahel.

Seega iga muu joon, mis tithendab punkte A ja B, on
pikem kui sirgldik AB. Meie kujutluse jargi

Joonis 1.

* punctum (lad) — torge, piste.



kaht antud punkti iihendab ainult iiks sirgloik.
Et kaht punkti ithendab ainult iiks sirgldik, siis 6eldakse,
et sirgldik on madratud oma otspunktidega.

Sirgldigu omaduste tottu on sobiv kahe punkti vahelist
kaugust moota sirgldiku mooda:

kahe punkti vaheliseks kauguseks on neid punkte iihendava
sirgloigu pikkus.

Sirgldigu joonestamiseks kasutame joonlauda.
Sama vahend vdimaldab ka sirgldiku pikendada. On
selge, et

sirgloiku saab pikendada nii iile tema iihe kui ka teise ots-
punkiti.

Kui sirgldik AB on pikendatud iile punkti B punktini C,
siis ilitleme, et punkt B on punktide A ja C vahel. Peale
B on punktide A ja C vahel veel palju muid punkte

Joonis 2.

(joonis 2); koik need A ja C vahel olevad punktid koos
punktidega A ja C moodustavadki sirgldigu AC.

Lubame, et sirgléigu asukohta tasapinnal voib
muuta, s. t.

sirgloiku saab viia teisele kohale, ilma et tema pikkus muu-
tuks.

Sirgldigu viimiseks teisele kohale kasutame sirklit*.
Selleks votame sirgldigu sirklile, s.t. paigu-
tame sirkli harud nii, et sirkli iiks otspunkt ﬁlhltijks 16igu
tihe otspunktiga ja teine — 1digu teise otspunktiga. Viies
niitid sirkli teisele kohale oleme ka 16igu iile viinud.

* circulus (lad.) — ring.



Joonestame kaks sirgldiku; olgu need AB ja CD. Vord-
leme nende pikkusi. Selleks paigutame sirkli abil iihe 1digu
teise peale nii, et nende thed ots- ,

B
punktid, nditeks A ja C, duhtivad, ja (?‘-*—4_5
vaatame, kuidas asetsevad nende 10i-
kude teised otspunktid, nimelt B ja D. A B

 E———

Seejuures esineb kolm vdimalust (joo-

nis 3): kas punkt B jaab punktide C

ja D vahele v06i punktid B ja D ihti- ‘; o B

vad voi punkt D jaab punktide A ja D

B vahele. Joonis 3.
Kui punkt B on punktide C ja D

vahel, siis iitleme, et 16ik AB on lihem kui 16ik CD, ja

kirjutame:

B0

Q

AB < CD;
kui punkt B thtib punktiga D, siis iitleme, et 16igud AB ja
CD on vordsed, ja kirjutame:

AB = CD;
kui punkt D on punktide A ja B vahel, siis iitleme, et 15ik
AB on pikem kui 18ik CD, ja kirjutame:

AB > CD.

Moénikord saab  sirgldikude vordlemise tulemust ette
oelda ja seetdttu pole vaja neid lksteise peale paigutada.
Kui 16ikude KL, MN ja OP kohta on teada naiteks, et

KL — MN: 5jas MN > OF,
siis saab otsustada, et
KL > OP.

Sirgldiku tdhistame sageli ka ainult iithe vaikese tdhega,
nditeks sirgldik a. Seda tahistusviisi on sobiv kasutada
eriti siis, kui ei ole oluline sirgldigu asukoht tasapinnal
vaid ainult tema pikkus.



Joont, mis koosneb sirgloikudest, nimetatakse murd-
jooneks (joonis 4). Murdjoon on kas lahtine voi
kinnine; lahtisel murdjoonel on kaks otspunkti, kuna

Joonis 4.

kinnisel otspunkte ei ole. Naditeks joonisel 4 kujutatud
murdjoontest viimane on kinnine. Murdjoone ldikude ots-
punktid on murdjoone tipud. Murdjoone tdhistamine
toimub tema tippude tahiste abil.

Ulesanded.

6. On antud punktid A ja B. Kuidas saada kdik punk-
tid, mis on A ja B vahel?

7. Maapinnal on maérgitud kaks punkti pistiloédud
kepikeste abil. Kuidas leida uusi punkte, mis on antud
punktide vahel?

8. Olgu Kuressaare, Viljandi ja Tartu kaugus Tallinnast
dhuteed modda kilomeetrites vastavalt k, v ja t. Vorrelda
neid kaugusi joonise 9 alusel ja jdrjestada need kahanevas
jarjekorras.

9. Joonist kasutamata

1. vorrelda 1dike a ja ¢, kui a = b ja b = ¢;
2. vorrelda 15ike x ja z, kui x >y ja y > z;
3. vorrelda 1dike s ja t, kui s> u ja t = u. :

10. On antud kolm punkti nii, et iikski neist ei ole
teiste vahel. Mitu erisugust lahtist murdjoont on méadratud
nende punktidega ja mitu kinnist murdjoont?
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11. Joonestada kinnine murdjoon ABCD, mis koosneb
neljast 18igust. Leida mingi kahe tipu vahel punkt, mis omn
ka tlejaanud kahe tipu vahel.

§ 3. Sirgloikude summa ja vahe.

Olgu antud kaks sirgldiku a ja b. Joonestame sirgléigu,.
mis vordub 1dikude a ja b summaga ehk, teisiti, liidame
Idigud a ja b. Selleks joonestame esiteks mingi kiillalt
pika 16igu ja kanname sellele sirkli abil 16igu KL = a; siis
leiame sama riista abil KL pikendil tle punkti L punkti M
nii, et LM = b. Nii saadud 16ik KM on Idikude a ja b
summa (joonis 5):

KM = g i

Kui juhtub, et 16igud a ja b on vordsed, siis punkt L
jaotab 16igu KM kaheks vordseks 16iguks ehk, teisiti, punkt
L poolitab 1digu KM. Sel juhul punkt L on 1digu KM
keskpunkt. Seega

10igu keskpunkt on punkt, mis jaotab 10igu kaheks vordseks
osaks.

Kolme v4i enama 16igu liitmiseks liidame enne kaks
16iku, siis tulemusega kolmanda 16igu jne.

Uhe ja sama 16igu korduval liitmisel saame joonestada
18igu, mis on antud 1digu kordne; et 16igu a jargi joones-
tada naiteks 10iku 3a, selleks joonestame esiteks 1digu
a + a ja liidame sellega veel kord 18igu a.

a

<

K L M

Joonis 5.

Kahe 16igu vahe leidmiseks ehk, teisiti, iithest 1digust
teise lahutamiseks tuleb iiht 16iku liihendada

9



teise vOrra. Et leida antud ldikude m ja n vahet (joonis 6),
selleks joonestame esiteks 16igu AB = m ja leiame siis
sirkli abil A ja B vahel punkti C nii, et BC = n.
Nii saadud 16ik
AC = m—n.

On selge, et Ulhest 1digust saab lahutada teise 1digu
ainult sel juhul, kui teine 156ik on esimesest lithem. Kui
ihest 18igust saab p korda lahutada teise 18igu, siis

m
o -0

B
s Lo

Joonis 6.

utleme, et teine 16ik mahwub p korda esimesele.

Osates sirgldike liita ja lahutada saame mitmesuguseid
algebralisi avaldisi kujutada sirgldikudena. Et kujutada 15i-
guna naiteks avaldist

' 3a — 2b,
‘vOotame vabalt kaks 16iku a ja b, ehitame 18igu 3a ja lahu-
tame sellest 16igu 2b. Lahutamine on kindlasti v&imalik,

Ve a X b

- 3a

j—s x —te s

Joonis 7.

kui votame a > b; siis iilejaav 16ik x kujutabki antud aval-
dist (joonis 7):
x = 3a— 2b.

Saab naidata, et 16ikude liitmisel, lahutamisel ja arvuga
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korrutamisel jadavad kehtima samad seadused, mis on keh-
tivad arvude puhul.
Ulesanded.

12. Joonestada kahe vabalt vdetud 16igu summa.

13. Joonestada kahe vabalt vdetud 16igu vahe.

14. Joonestada kahe punkti vahele vabalt kaks murd-
joont ja ehitada sirgldigud, mis on nende murdjoontega
iihepikkused. Kumb- murdjoon on pikem ja kui palju?

15. Ehitada sirgléik 4a, kus a on vabalt véetud 1dik.

16. Ehitada sirgldik 5a — 3b, kus a ja b on vabalt vde-
tud 16igud, kuid nii, et a > b.

17. Kujutada sirgldikudena avaldised a +b ja b + a
ning vorrelda tulemusi.

18. Kujutada sirgloikudena avaldised 2a + 2b ja
2(a + b). Mis vdib oelda tulemuste vordlemisel?

19. - Naidata) ef-a'= (b=s €) =ia. ¢ b'-Fic, kKus d; bi'ja e
on vabalt vdetud 16igud.

§ 4. Sirgloigu mootmine.

Eespool vordlesime sirgldikude pikkusi otseselt —
nende iiksteise peale paigutamise teel (§2). Sedasama on
voimalik teha ka kaudselt, nimelt 16ikude modtmise ja
saadud modtarvude vordlemise teel.

Mootmiseks vajame modtihikuid. Mootihikud maara-
takse riigivoimu poolt seadustega, et oleks tagatud iihtlaste
thikute tarvitamine. Riigivéimu kontrollile alluvad ka
tarvitatavad mooteriistad.

Noukogude Liidus on seadusliku mdddusiisteemina tarvi-
tusel nn. meetermdddustik, milles pikkuse pdhiiithikuks on
meeter* Tarvitatavamad pikkusithikud selles siistee-
mis on jargmised:

* metreo (kr.) — moOOtma.
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1 m =10 dm 100 cm = 1000 mm;
1'dn="10 cm = 100 mm;
1My = 10 mind;
1 km = 1000 m.
Meeterm6ddustikku mittekuuluva ihikuna kasutatakse
meresdidu alal Ghikut
1 meremiil = 1,852 km.
Maoota sirgloik tihendab leida, mitu korda pikkusiithik mahub
antud sirgloigule vo6i missugune osa pikkusiihikust on see loik.
Iem Olgu vaja mddta sirgloik
BN .o .
AB (joonis 8). Kasutades tiihi-
'? ' + kuna sentimeetrit, mahutame
selle moddetavale sirgldigule
nii mitu korda, kui ta mahub.
Joonisest ndaeme, et antud juhul 1 cm mahub moddetavale
16igule 4 korda ja et jaab tle 16ik, mis on vaiksem kui
1 cm. Seega

Il

-t

Joonis 8.

4.omi < ABKS em. :
Selle pohjal iitleme, et 1digu AB pikkus on ligikaudu 4 cm
v0i 5 cm. Kumma neist mootarvudest loeme 16igu pikku-
seks, see sOltub sellest, kas me lepime kokku mddta puu -
dusega voi liiaga. Nii ithel kui teisel juhul tekib
modtmisel viga. Et mddtmisvead oleksid v&imalikult
viikesed, selleks on kokku lepitud
moota puudusega, kui iilejiiiv 16ik on viiksem kui pool iihikut,
ja liiaga, kui iilejddv 10ik on vordne poole iihikuga voi suurem kui
pool iihikut.
Antud 18igu tapsemaks modtmiseks kasutame tiilejaa-
nud 15igu mootmiseks sentimeetrist vaiksemat thikut, s. o.
millimeetrit. Kui 1 mm mahub iilejdanud 16igule 3 korda
ja uus llejadk on vdiksem kui 1 mm, siis
4 cm 3 mm< AB<4 cm 4 mm
ehk K
4.3 cm < AB <id A cm.
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Eespool-toodud kokkuleppe kohaselt loeme 16igu AB pikku-
seks selle mddtarvu, mis on vaiksema veaga. Kui selleks
on 4,3 cm, siis

AB = 4,3 cm.

Vaadeldud juhul sirgldigu mo6tmine oli ligikaudne,
sest kasutatud pikkusiihik ei mahtunud tdisarv kordi mdo-
detavale 15igule. Kiisime, kas sirgldigu mddtmine vdib olla
ka tapne. Palja silmaga vaadates voib monikord ndida,

Joonis 9.

et pikkusiihik mahub mdddetavale ldigule tdpselt tdisarv
kordi, kuid kontrollides seda luubi v5i mikroskoobi abil
voib osutuda, et see ei ole nii. Et meil kunagi ei ole
teada, kas tapsena ndiv mootmine ka suurema suurenduse
kasutamisel osutub tdpseks voi mitte, siis {itleme, et
sirgloigu mootmine on ikka ligikaudne.
Ulesanded:
20. Joonestada kinnine murdjoon ja leida m&8&tmise teel
selle pikkus.
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21. Leida kaardil (vt. lk. 13, joonis 9) antud mdddu
alusel, kui kaugel on teineteisest Rakvere ja Narva, Tapa
ja Tartu, Tiiri ja Viljandi, Viljandi ja Tartu.

22. Avaldada 3,5 meremiili kilomeetrites.

23. Avaldada 20 km meremiilides.

24. Sirgldik on jaotatud kaheks mittevdrdseks 18iguks.
Nende Idikude keskpunktid on teineteisest 5,3 c¢cm kaugu-
"sel. Kui pikk on antud sirgldik?

25. 15 cm pikkune 18ik on jaotatud kaheks mittevdrd-
seks 16iguks. Kui kaugel teineteisest asetsevad nende 15i-
kude keskpunktid?

§ 5. Kiir ja sirge.

Kujutleme, et sirgloik on iile tema iithe otspunkti pii-
ramatult pikendatud. Saadud kujundit nimetame kii-
reks.

Sirgloiku iile iihe otspunkti piiramatult pikendades tekib kiir.

Kiirel on iliks otspunkt (joonis 10). Kiirt tdahistatakse

A B
O -0
A B
o= +
S A 8
Joonis 10.

kas tihe vaikese tdhega vdi kahe suure tdhega, milledest
iks on tema otspunkti ja teine tema iihe vabalt vdetud
punkti tdhis. :

Sirgldiku saame pikendada ka tile modlema otspunkti.
Mbttes voime seda teha piiramatult kaugele.

Sirgloiku iile molema otspunkti piiramatult pikendades tekib
sirgjoon ehk sirge.
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Eelnevast selgub, et kiire ja sirge joonestamine paberile
voi kujutamine mudeli abil ei ole vdimalik. Kui itleme,
et joonestame sirge, siis joonestame sellest sirgest ainult
16igu.

Sirget tahistatakse kas selle sirge kahe punkti tdhiste
abil, naiteks sirge AB, voi ithe vdikese tdhega tahestiku
viimaste tahtede hulgast, naiteks sirge s.

Joonestame kaks punkti A ja B. Nagu teame, neid
punkte iihendab ainult iiks sirgldik. Selle 16igu pikenda-
misel lile mdlema otspunkti saame iiheainsa sirge. Sellest
selgub, et

kahte punkti libib ainult iiks sirgjoon.

Kui sirge s 1abib punkte A ja B, siis oeldakse ka, et
sirge s ithendab neid punkte voi et punktid A ja B
on sel sirgel. Neid punkte nimetatakse siis selle sirge
punktideks.

Et kahte punkti labib ainult iiks sirgjoon, siis

sirgjoon on méaratud oma kahe punktiga.

Uhe punktiga ei ole sirge
maaratud, sest iht punkti
labib maaratu hulk sirgeid
(joonis 11),

Joonestame sirged u ja v
nii, et neil oleks ihine
punkt P (joonis 12). Oel-
dakse, et meed sirged 101-
kuvad selles ithises punk-
tis. Kiisime, kas need sirged
loikuvad veel mones teises : Joonis 1d.
punktis. Joonise piirkonnas
ei leidu teist 1dikepunkti, kuid vdib-olla leidub see kuski
vdga kaugel. Jarele mdeldes selgub, et teist 1dikepunkti
sirgetel u ja v ei saa olla. Tdepoolest, kui sirgetel u ja v
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leiduks veel teine iihine punkt, iitleme Q (joonis 12), siis
labiks ju punkte P ja Q kaks eri sirget, mida olla ei saa.
Seliest jareldub, et

kaks sirget saavad loikuda ainult iihes punktis.

Joonis 12.

Ulesanded.

26. Kuidas nimetatakse sirge osasid, milleks selle jao-
tavad kaks sirgel voetud punkti? _

27. Joonestada koik sirged, mida mdaaravad vabalt vGe-
tud viis punkti, kui nende hulgas ei leidu kolme punkti
lihel sirgel.

28. Mitu sirget on madratud 3, 4, 5 punktiga, millede
hulgas ei leidu kolme punkti thel sirgel?

29. On antud n punkti nii, et nende hulgas ei leidu
kolme punkti tthel ja samal sirgel. Mitu sirget saab, kui
iks antud punktidest ithendada iga tilejdanud punktiga?
Mitu sirget saab kdikide antud punktide tthendamisel?

30. Sirgel asetsevad punktid A, B ja C jarjestikku nii,
et AB = 16,5 cm ja AC = 28,3 cm.' Kui pikk on 16ik BC?

31. Sirgel asetsevad punktid A, B ja C nii, et AB =
= 3,85 m ja BC = 1,68 m. Kui pikk on 15ik AC juhul, kui
punkt B on punktide A ja C vahel, ja juhul, kui punkt C
on punktide A ja B vahel?

32. On antud punktid A, B ja C. Kus asetseb punkt B,
kui AB + BC = AC, ja kus on punkt B, kui AB+ BC > AC?
Kas saab juhtuda, et AB + BC < AC?
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33. Linnast A linnani B on linna C kaudu 57 km ja
linnast A linnani C on linna B kaudu 48 km. Kumb lin-
nadest B ja C on lahemal linnale A ja kui palju?

§ 6. Tasapind.

Sirgjoone abil saab otsustada, kas mingi pind on tasane
vOi mitte. Kui sirge joonlaua serva paigutame laua pin-
nale ja seejuures ndeme, et igas asendis joonlaua serv
uhtib laua pinnaga, siis litlemegi, et laud on tasane. Tasast
pinda nimetatakse tasapinnaks. Eeltoodu pd&hjal
utleme, et

tasapind on niisugune pind, millel asetsevad iga sirge koik
punktid, niipea kui sirgel on selle pinnaga kaks iihist punkti.’

Sellest jdareldub, et kui tasapinnal, naiteks tasasel
tahvlipinnal votta kaks punkti ja neist tdmmata 1abi sirge,
siis selle sirge kdik punktid on sel tasapinnal.

Sirgjoon jaotab tasapinna, millel ta asetseb, kaheks
pooltasapinnaks, milledest liks on sirgest iihel ja teine tei-
sel pool. Kui votta kaks punkti nii, et tiks on sirgest

Joonis 13.

iihel ja teine teisel pool, siis meie kujutluse jargi ei ole
voimalik minna mooda tasapinda lhest punktist teise ilma
sirgest lle minemata (joonis 13). Seda sirge ja tasapinna
omadust valjendame jdargmise lausena:
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sirgjoon jaotab tasapinna, millel‘ ta asetseb, kaheks eraldatud
pooltasapinnaks.

Ulesanded.

34. Naidata, et kiir ei jaota tasapinda kaheks eraldatud
osaks.

35. Mitmeks osaks jaotavad tasapinna kaks ldikuvat
sirget?

36. Kas vaikne merepind on tasane voi mitte?
37. Miks ei saa silindri kiilgpinda lugeda tasaseks,
kuigi sellele pinnale saab joonestada sirgeid?

§ 7. Teljeline siimmeetria.

Neid eraldatud pooltasapindu, milleks sirge jaotab tasa-
pinna, saab kergesti iihtivusse viia, kui lubada, et

tasapinda v6ib tema mistahes sirget mooda kahekorra murda.

Seda tasapinna omadust nimetame tema simmeet-
riaks* Niisiis

tasapind on oma iga sirge suhtes siimmeetriline.

Tasapinna kahekorra murdmisel mingit sirget moééda
tasapinna iga punkt iihtib sama tasapinna lihe punktiga.
Neid tihtelangevaid punkte nimetame antud sirge suh-
tes simmeetrilisteks punktideks. Kaks antud
sirge suhtes slimmeetrilist punkti saame, kui naiteks
paberilehe sellel antud sirget médda kahekorra murrame,
paberisse ndelaga augu teeme ja lehe siis uuesti avame;
niiid ndeme paberis kahte auku, mis asetsevad siimmeet-
riliselt kokkumurdejoone suhtes. Kui leht sama joont
mooda teistpidi kahekorra murda, siis osutuvad augud
jallegi kohakuti olevaiks. Seetdttu iitleme, et

iga punkt on antud sirge suhtes siimmeetriline iihe ja ainult
ithe punkfiga.

* symmetria (kr.) — tasamoodulisus; iihtlus.
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Kui antud punkt ei asetse kokkumurdesirgel, siis temaga
siimmeetriline punkt on samuti véljaspool seda sirget. Et
igale punktile leiduks siimmeetriline punkt, peame kokku-
murdesirge punkti lugema siimmeetriliseks tema endaga.

Sirget, mille suhtes kaks antud punkti on siimmeetrili-
sed, nimetatakse nende punktide simmeetriatel-
jeks.

Lauset ,punkt A on siimmeetriline punktiga B sirge s
suhtes” kirjutame lihidalt kujul :

A -~ B sirge s suhtes
ehk veel Tihemalt
A —=B (s).

Samas mottes, nagu konelesime kahest siimmeetrilisest
punktist, saame rddkida ka kahest stimmeetrilisest sirgldi-

/

e O

Joonis 14. =

gust (joonis 14 a), kahest siimmeetrilisest kiirest
(joonis 14 b), kahest stimmeetrilisest kolmnurgast (joo-
nis 14 c), lldiselt kahest simmeetrilisest kujundist.

Kaks kujundit on antud sirge suhtes siimmeetrilised, kui tasa-

pinna kahekorra murdmisel seda sirget mooda need kujundid
iihtivad.
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Kuij kaks 16iku on stimmeetrilised, siis on nad ka vord
sed, sest tasapinna kahekorra murdmisel médda siimmeet-
riatelge need 16igud Uhtivad:

: kui AB - CD, siis AB = CD.
Ulesanded.

38. Leida loodusest ja tarbeesemete juurest mnditeid
stimmeetria kohta.

39. Teha paberile tindiga mingi joonis ja murda leht
kokku, enne kui tint on kuivanud. Vorrelda saadud kahte
»Pilti”.

40. Kuidas saab paberist 1dikamise voi rebimise teel
stimmeetrilisi kujundeid?

41. Joonistada mingi suur triikkitdht ja sellega simmeet-
rilised kujundid plstsirge suhtes ja rohtsirge suhtes.

42. On antud, et sirge t suhtes A = A ja B B;. Mis
saab oelda 1dikudest AB ja A;B1?

43. Loikude AB, CD ja EF kohta on teada, et AB-—+ CD
sirge t suhtes ja CD — EF sirge s suhtes. Vdrrelda 13ike
AB ja EF.

44. Kus asetseb punkt P, kui P — P sirge s suhtes?
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Peatikk II
Nurk.

§ 8. Nurga moiste.

Joonestame kaks kiirt AB ja AC, mis valjuvad iihest ja
samast punktist A (joonis 15). Saadud kujundit nimeta-
takse nurgaks; seega

nurk on kujund, mille moodustavad kaks iihest ja samast
punktist viljuvat Kkiirt.

Nurka moodustavaid kiiri nimetatakse nurga haara-
deks ja nende tihist otspunkti nurga tipuks.

Nurka voib tdhistada vaga mitmeti, nimelt:

1. kolme punkti tdhise kaudu, kusjuures tipu tahis peab
jaama keskele;

2. kahe haara tdhise kaudu, kui haarad on tahistatud
ladina vaikeste tahtedega;

3. ainult tipu tahise kaudu;

4. ihe kreeka vdikese tdhega.

Nii saab joonisel 15 esinevat nurka tdhistada nel]al eri-
neval viisil:

BAC (vdi CAB), bc, A, «a.

Sona nurk asendatakse kirjutamisel mdnikord ka siimbo-
liga £, mis paigutatakse nurga nimetuse ette *; naiteks
zehpe:

*  symbolon (kr.) — tunnusmark.
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Nurga haarad jaotavad tasapinna, millel see nurk aset-

seb, kaheks eraldatud piirkonnaks nii, et tihest piirkonnast

ei ole vdimalik moéoda tasapinda teise piirkonda minna
ilma nurga iiht haara iiletamata. Tasapinna tihe piirkonna
kohta oeldakse, et ta on nurga sees, ja teise piirkonna
kohta, et ta on nurgast vdljaspool. Kumma piirkonna
loeme nurga sees olevaks, see on kokkuleppe kiisimus.

C A

K

Joonis 15. Joomis 16.

H'ariliku;lt margitakse nurga sees olev piirkond kaareke-
sega (joonis 15). Et nurga sees olevaks voib lugeda tks-
- koik kumma ilalkirjeldatud piirkonna, siis litleme, et

kaks iihest ja samast punktist viljuvat kiirt méddravad kaks
nurka.

Seetdttu ongi vajalik nurga mdrkimine kaarekesega.

§ 9. Nurga suurus.

Meie kujutluse jargi on ‘igal nurgal oma suurus. See
suurus muutub, kui nurga iiht haara poorata tasapinnal
nurga tipu Umber, teine aga endisele kohale jdtta. P66-
rates nditeks joonisel 16 kujutatud nurga KAL haara AL
noolega ndidatud suunas asendisse AL; on nurk KAL suu-

renenud ja nimelt nurga LAL; vdrra. Kui haara AL p&o- |

rata vastassuunas, siis nurk KAL vaheneb.

22




Poorame haara AL noolega ndidatud suunas, kuni ta
‘satub haaraga AK iihele sirgele (joonis 17 a). Saadud nurka
nimetatakse sirgnurgaks.

Sirgnurk on nurk, mille haarad moodustavad sirgjoone.

fy c

a b

Joonis 17.

Poorates seda haara endises suunas veel edasi kuni
ta uhtib esimese haaraga saame tdaispoérde (joo-
nis 17 b).

Niisamuti, nagu sirgldigu puhul loeme siingi v&imali-
tkuks, et

i nurka saab viia teisele kohale, ilma et tema suurus muutuks.

tEdaxspidi (§ 20)' ndeme, et nurga uleviimine taandub sirg-
16igu {ileviimisele ja on seega teostatav sirkli abil. Esi-
algu aga teeme seda tileviimist mdttes vdi kasutame sel-
leks vajaduse korral paberist véljaldigatud nurki.

Nurga viimine teisele kohale voimaldab vorrelda kahe
nurga suurust. Selleks paigutame iihe nurga teise peale
nii, et nende tipud ja tthed haarad thtivad, ning vaatleme,
kuidas \asetsevad nende teised haarad. Vordleme naditeks
nurki NOP ja KLM (joonis 18). Paigutame nurga NOP
nurga KLM peale nii, et tipp O iihtiks tipuga L ja et haar
ON iihtiks haaraga LK. Haar OP vG&ib seejuures sattuda
kas' nurga KLM sisse v0i selle nurga haarale LM vdi
,va'ljapoole nurka KLM. Esimesel juhul itleme, et NOP on
' vaiksem kui KLM, ja k1r]utame

| ZNQP: St KLM;
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teisel juhul nurgad on vordsed
NP [CLNL
kolmandal juhul NOP on suurem kui KLM
ZNOP: 2 2 KLM.
Seega
kaks nurka on vordsed, kui neid saab teineteise peale paigu-
tada nii, et iihe nurga haarad iihtivad teise nurga haaradega.
Toestame sel viisil, et
koik sirgnurgad om vordsed.

Selleks votame kaks sirgnurka, iitleme nurgad O ja O

Joonis 18. Joonis 19.

(joonis 19), margime nurga O {iihel haaral mingi punkti K
ja nurga O; haaral punkti K nii, et OK = O1K;. Paigu-
tame niilid nurga O nurga O; peale nii, et tipp O iihtib
tipuga O, ja et haar OK laheb mé6da haara O;K;. Siis punkt
K iihtib punktiga Ki, sest OK = O;Ky, ja sirge OK {ihtib
sirgega O1Kj, sest 1ldbi punktide Oy ja K; laheb ainult ks
sirge. Kuid siis on iihtinud ka nurkade O ja O; teised
haarad, sest nad on esimestega tihel sirgel, ja seega
Z 0O = £ 0O;. Et O ja O; on mistahes kaks sirgnurka, siis
jareldub nende vordsusest, et kdik sirgnurgad on vordsed.

Ulesanded.

45. Nimetada nurki kiirte OK, OL ja OM vahel.
46. Mitu nurka tekib kahe sirge 1dikumisel?
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47. Nurkadest «, 3 ja y on teada, et «a<f ja y = a.
Mis saab jareldada nurkade f ja y kohta?

§ 10. Nurkade summa ja vahe.

Joonestame mingi nurga ja selle sisse wvabalt Kkiire,
mille otspunktiks on nurga tipp, nditeks nurga AOB sisse
kiire OC (joonis 20). Kiir OC jaotab nurga AOB kaheks
osaks, millede summa on £ AOB: ,

L AROCH 2 COR—" 1 AOB.
Kumbagi liidetavat nimetame antud nurga ja teise liide-
tava vaheks:

£ AOC = £ AOB— £ BOC
£ COB = £ AOB— £ AOC.

e

Joonis 20. Joonis 21.

Olgu antud kaks nurka, nditeks ¢ ja . Nende summa
saamiseks ehk nende liitmiseks tuleb iliks nurk viia teise
kiilge, nii et nad asetseksid iithel tasapinnal ja et neil
oleks liks haar ithine (joonis 21). Siis. nende teiste haa-
rade poolt moodustatud nurk, mille sees on nurkade
ithine haar, ongi @ ja f§ summa. Samade nurkade vahe
leidmiseks tuleb iiks nurk viia, teise peale nii, et neil
oleks iiks haar iihine (joonis 22). Nende teiste haarade
poolt moodustatud nurk (mille sees ei ole nurkade tihist
haara) on antud nurkade vahe.
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Niisamuti nagu sirgldikude puhul on nurkade liitmise
ja lahutamise abil vdimalik méningaid algebralisi avaldisi
kujutada nurkadena, nditeks avaldisi 3a, 5¢—2f jm.

$

Joonis 22.

Nurkade liitmisel, lahutamisel ja arvuga korrutamisel
on kehtivad samad arvutusseadused, mis arvude puhul.

V6ib juhtuda, et nurga AOB sees xlr(')etud kiir OC (joo-
nis 20) jaotab selle nurga kaheks vordseks osaks, s. t.
ZAOC = £ BOC.

Antud nurk on siis kaks korda suurem kui kumbki poolita-
misel saadud nurk:

£ AOB =222 A0C . ja £ AOB = 2+ BOC.
Sel juhul kiirt OC nimetatakse nurga AOB poolita-
jaks

Nurgapoolitaja on kiir, mis jaotab nurga kaheks vordseks
osaks.

Toestame, et

nurgal ei saa olla rohkem kui iiks poolitaja.

Oletame korraks, et mingil nurgal, nditeks nurgal ABC,
on kaks poolitajat, nimelt BD ja BE (joonis 23). Et antud

nurk on kaks korda suurem kui poolitamisel saadud iga
uus nurk, siis
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= ABC: = 2= £ ABD
ja E

~Z ABC = 2+ £ ABE. c o
Molema vorduse vasakuks
pooleks on £ ABC; seetdttu

nende paremad pooled peavad - - !
olema vordsed, s. t.
2.2 ABD = 2- £ ABE, Joonis 23.

millest jareldub, et
<~ ABD = L ABE.

Kuid see jareldus ei saa olla dige, sest iliks nurkadest ABD
ja ABE on osa teisest, seega vdiksem teisest. Kui aga
saadud jareldus ei ole dige, siis ei ole dige ka oletus, mil-
lest lahtudes selle jarelduse saime. Niisiis ei ole dige, et
nurgal ABC on kaks poolitajat.

Kui nurga tasapind nurgapoolitajat moodda kahekorra
murda, siis nurga tipp jadb endisele kohale, kuid iiks
haar iihtib teisega, sest nurgapoolitaja jaotab nurga vord-
seteks osadeks. Seetottu ilitleme, et

nurga haarad asetsevad siimmeetriliselt nurgapoolitaja suhtes.

@

Ulesanded.
48. Leida paberist valjaldigatud nurga poolitaja.

49. Punktist O valjuvad kiired a ja b, mis on stimmeet-
rilised sirge .s suhtes. Kus asetsevad kiirte a ja b poolt
moodustatud kahe nurga poolitajad?

50. On teada, et £ A+ £ B sirge t suhtes. Mis saab
oelda nurkade A ja B suuruste kohta?

51. Nurk ABC on jaotatud kiirtega BD ja BE kolmeks
vordseks osaks. Kumb nurkadest ABE ja CBD on suurem?
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52. Nurkade « ja 3 summa on kaks korda suurem kui
samade nurkade vahe. Kui suur on nurk a vorreldes nur-
gaga f3?

53. Nurga « sisse on joonestatud kiir, mis jaotab a
kaheks mittevordseks nurgaks f8 ja y. Nurkade £ ja 7
poolitajad on b ja c. Kui suur on Zbc vdrreldes nur-
gaga a?

§ 11. Korvunurgad.

Joonestame sirgnurga sisse Kkiire,
mille otspunktiks on nurga tipp

B /u) (joonis 24). Saadud kaht nurka
(0] nimetatakse kdrvunurkadeks.
Joonis 24. Niisiis

korvunurkadeks nimetatakse kaht
nurka, millel on iihine tipp, iiks iihine haar, teised haarad aga
moodustavad sirgjoone.

Olgu antud mingi nurk, mis on sirgnurgast vaiksem,
utleme a (joonis 24). Tema korvunurga saamiseks tuleb
nurga a iht haara pikendada iile nurga tipu, sest siis tekib
a korvale nurk 3, mis koos nurgaga o tdidavad kdiki kor-
vunurkade kohta saadud ndudeid. K6rvunurkade saamisvii-
sist jareldub, et

korvunurkade summa vordub sirgnurgaga.

Téahistame sirgnurga suuruse, mis ju alati on ks ja
sama, tdhega 7. Selle abil saame korvunurkade a ja B
summa kirjutada kujul ;

e Sl

Vo&ib juhtuda, et nurk ja tema korvunurk on vordsed,

s.t. B = a (joonis 25.). Siis
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at+a=n
ehk
al g

ol ]

2¢ =7 - jaa=
Joonis 25.

Nurka, mis on vordne oma korvunurgaga, nimetatakse téis-
nurgaks.

Nagu nagime,

tidisnurk on pool sirgnurgast;
seetdttu tdisnurga tdhisena kasutame stimbolit g . Etsirg-
nurgad on vordsed, siis on seda ka nende pooled, tdhendab

koik tidisnurgad on vordsed.

Tédisnurga joonestamine toimub joonestamiskolmnurga
abil (joonis 32).

Vaatleme niiid kaht mittevordset kdrvunurka (joonis
26). Sel juhul tiks kdrvunurkadest on tdaisnurgast vaiksem,

009

Joonis 26. Joonis 27.

teine aga suurem. Taisnurgast vdiksemat nurka nimeta-
takse teravnurgaks (a joonisel 27); tdisnurgast suu-
remat, kuid sirgnurgast vaiksemat nurka aga nirinur-
gaks (f joonisel 27). Niisiis
kui iiks korvunurkadest on teravnurk, siis teine on niirinurk.
Sirgnurgast suuremat nurka nimetatakse kumernur-
gaks (y joonisel 27).
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Ulesanded.

54. Mitu taisnurka on téispbérde:s?

§5. Avaldada lks korvunurkadest teise nurga ja sirg-
nurga kaudu. ey

§6. Uks korvunurkadest on —1'52 n. Kui suur on teine
nurk?

§7. Mis liiki nurk on kahe niirinurga summa; nirinurga
ja tdisnurga vahe; teravnurga ja tdisnurga summa?

§8. Kahe korvunurga vahe on tdisnurk. Millise osa
sirgnurgast moodustab kumbki nurk?

539. Naidata, et kahe vordse nurga korvunurgad on
vordsed.

§ 12. Tippnurgad.

Antud nurga korvunurga joonestamiseks tuleb piken-
dada tema iiht haara tle tipu. Et pikendada vdib iikskdik
kumba haara, siis on igal nurgal dieti kaks korvunurka.

Uhe ja sama nurga korvunurki nimetatakse tippnurkadeks.

Pikendades nufga a molemat haara iile tipu (joonis 28)
saame nurga a kdrvunurgad f ja y ehk tippnurgad f3 ja 7.
Naitame, et need kaks nurka on vordsed.

Et korvunurkade summa on sirgnurk, siis

B Bt
ja ka
at+ y=a;
.seega
Joonis 28. ah B=a+y

Lahutades viimase vOrduse mdlemast poolest nurga «a
saame
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B =y
mida oligi tarvis tdestada. Nii oleme tdestanud, et
tippnurgad on vordsed.

Joonestame kaks ldikuvat sirget (joonis 29). Nende
16ikepunkti juures on tekkinud neli nurka, mis moo-
dustavad kaks tippnurkade paari (a jay; S jad). Uhtlasi on
joonisel aga ka neli kdrvunurkade paari. Kui iiks siinesi-
nevast neljast nurgast on antud, siis lilejadnud kolm nurka
on sellega mddratud: kui nditeks a on iikks kolmandik sirg-
nurgast, s. t.

= )

siis tippnurkade vordsuse tottu
T

7 =33
T

etatf=a siis f =a—a ehk/)’zn—~§,

seega

2n
B=-3 ) g4
ja samuti ;
2
B Joonis 29.
Ulesanded.

60. Nimetada koik joonisel 29 esinevad korvunurkade
paarid.

61. Kahe sirge 15ikumisel tekkinud nurkadest iiks on
% 7. Kui suured on teised nurgad?

62. Kahe sirge 15ikumisel tekkinud nurkadest iiks on
$7. Kui suured on teised nurgad?

63. Kahe tippnurga summa on ;- Kui suur on nende
- Uhine korvunurk?
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§ 13. Ristuvad sirged.

Kui kahe sirge s ja t 16ikumisel tekkinud nurkadest
ilks nurk on taisnurk, siis ka teised on tdisnurgad, sest
taisnurga koérvunurk on tdisnurk ja tdisnurga tippnurk on
samuti tdisnurk. Sirgete s ja t kohta oeldakse sel juhul,
etnad on teineteisega risti ehknad ristuvad
ehk nad on perpendikulaarsed?®* Niisiis

kaks sirget ristuvad, kui nende loikumisel tekib tdisnurk.

Sirgete s ja t ristumist méargitakse kirjas kujul

sdt
ja joonisel kaarekesega ning punktiga nurga sees (joo-
1t nis 30). Sama asjaolu saab aga kirjutada
ka kujul
. s Lst=" %
4] 2

Joonis 30. Toestame, et

libi sirgel antud punkti liheb ainult iiks sirge, mis on risti
antud sirgega. :

Olgu antud sirge s ja sellel punkt A (joonis 30). See
punkt on iihiseks tipuks kahel sirgnurgal, milledest iiks on
-{ihel ja teine teisel pool sirget s. Kui ldbi punkti A laheks
rohkem kui iiks sirge, mis on risti sirgega s, siis iga nii-
sugune sirge oleks vaadeldud kahe sirgnurga poolitaja ja
seega sirgnurgal oleks rohkem kui iiks poolitaja. Et seda
ei saa olla (§ 10), siis labi punkti A ldheb ainult.liks sirge,
mis- on risti sirgega s.

On kerge ndha, et kui joonise 30 tasapind mooda sir-
get t kahekorra murda, siis iihtivad need kaks kiirt, mil-
ledeks punkt A jaotab sirge s, ja sellega sirge s iga punkt

# perpendiculum (lad.) — lood.
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osutub simmeetriliseks sellesama sirge ithe punktiga. Nii-
samuti kujuneks olukord sirge t punktidega, kui tasapind
kahekorra murda moédda sirget s. Seetdttu oeldakse, et
sirge on siimmeetriline oma ristsirge suhtes.
See asjaolu voimaldab ndidata, et ka

labi punkti viljaspool sirget liheb ainult iiks sirge, mis on
risti antud sirgega.

Olgu antud sirge s ja valjaspool teda punkt A (joo-
nis 31). Toestame, et 1dbi punkti A ldheb ainult iiks sirge,
mis ristub sirgega s.

Tdestus. Oletame, et 1dbi punkti A ldheb kaks sir-

get, mis ristuvad sirgega s, iltleme t 1l s ja uls. Siis

'
o
\
o
&

§B

Joonis 31.

Joonis 32.

punkt A on sirge s suhtes stimmeetriline sirge t ithe punk-
tiga teisel pool sirget s ja samuti on punkt ‘A siimmeet-
riline sirge u ithe punktiga teisel pool sirget s, sest nii u
kui ka t on stimmeetrilised oma ristsirge s suhtes. Et punk-
til A on ainult iiks simmeetriline punkt sirge s suhtes (§ 7),
siis ¢t ja u peaksid 16ikuma veel ithes punktis, litleme B.

3 Geomeetria VIII Kkl.
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Kaks sirget saavad ldikuda ainult tthes punktis; seega ei
ole voimalik, et t 1 s ja u L s.

Niisiis ei saa olla kahte sirget, mis labiksid punkti A
ja oleksid risti sirgega s. Kill leidub aga iliks niisugune
sirge: selleks on sirge, mis ldbib punkti A ja temaga sirge
s suhtes simmeetrilist punkti Aj.

Kui kaks sirget 16ikuvad, aga ei ristu, siis iikks on tei-
sega kaldu.

Koige lihtsam on antud sirgele ristsirget ehitada joo-
nestamiskolmnurga ja joonlaua abil (joonis 32). Edaspidi
ndeme, kuidas seda iilesannet lahendada joonlaua ja sirkli
abil.

Ulesanded.

64. Joonestada antud sirgega ristuv sirge labi punkti,
mis on vdaljaspool antud sirget.

65. Joonestada antud sirgega ristuv sirge labi punkti,
mis on antud sirgel. \

66. Naidata, et kdrvunurkade poolitajad on teineteisega
risti.
2 Naidata, et tippnurkade poolitajad moodustavad
sirge. %
68. Nadidata, et kahe kdrvunurga poolvahe ja vdiksema
nurga summa on taisnurk. :

§ 14. Punkti kaugus sirgest.

Olgu antud sirge ¢ ja valjaspool seda punkt A. Joo-
nestame punkti A ldbiva ristsirge 10igu sellest punktist
‘kuni antud sirgeni, s. 0. 1digu AK joonisel 33. Selle 16igu
pikkust nimetatakse punkti A kauguseks sirgest t.

Punkti kaugus sirgest on punktist sirgeni tommatud ristloign
pikkus.

\
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Igal punktil on ainult iiks kaugus antud sirgest, sest
punkti ldabib ainult iiks sirge, mis on risti antud sugega,
ja sellel leidub ainult iks 16ik,
mis hendab antud punkti antud
sirgega. KOoiki teisi sirgloike,
nditeks 16ike AL, AM, AN joo-
nisel 33, mis ka tihendavad an- 'K t
tud punkti sirgega, nimetatakse e :
selle sirge suhtes kaldldiku-
deks. Tdestame, et 3

Va/ntu(? pllnktist antudmsirgeni tom- Joonis 3.
matud ristloik on kaldloigust liithem.

A

\

Selle tdoestamiseks pikendame ristldiku AK teisele poole
sirget t punktini B nii, et BK = AK, ja tthendame punkti B
mingi kaldldigu otspunktiga, naiteks punktiga M. Niiiid

AB < AM + BM,
sest sirgldik AB on koige lihem joonldik kahe punkti A
ja B vahel. Kui joonise tasapind modda sirget ¢t kahekorra
murda, siis iihtivad 16igud AM ja BM, sest punkt A iihtib
punktiga B ja punkt M jda&b endisele kohale. Seega
BM = AM. Kirjutades niitid tlalantud vorratuses AB ase-
mele 2+ AK ja BM asemele AM saame, et

2- AK< AM + AM
ehk ‘
2:AK<2-AM,
millest
AK < AM. :

Et- AK on punktist A sirgeni ¢ tdommatud ristldik ja AM
on samast punktist sama sirgeni tommatud mingi kald-
16ik, siis on tulemus kehtiv i g a niisuguse kaldldigu puhul.
Ulesanded.

69. Joonestada vabalt sirge ja valjaspool seda punkt
ning modta nende vaheline kaugus.
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70. Joonestada mingi teravnurk ja vdtta selle sees
punkt; leida voetud punkti kaugus nurga haaradest.

71. Joonestada kaks ldikuvat sirget ja votta valjaspool
neid punkt; leida vGetud punkti kaugus mdlemast sirgest.

72. Punkt A on sirgest s kaugusel 5 cm. Kui pikk on
16ik, mis ithendab punkti A temaga sirge s suhtes siimmeet-
rilise punktiga?
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Peatiukk IIIL

Ringjoon.
§ 15. Ringjoon ja ring.

Kui punkt liigub tasapinnal nii, et ta jaab ithest kind-
last punktist ikka iihele ja samale kaugusele, siis iitleme,
et punkt liigub ringjoont moodda. Niiviisi jarjest
edasi liikuv punkt jouab varem voi hiljem oma ldhtekohta
tagasi; seetdttu nimetame ringjoont kinmiseks joo-
neks. Niisiis

ringjoon on kinnine tasapinnaline joon, mille koik punktid on
ithest kindlast punktist iihel ja samal kaugusel.

Ringjoone joonestamine toimub sirkli abil.

Seda kindlat punkti, millest ringjoone
punktid on vordsetel kaugustel, nimetatakse
ringjoone keskpunktiks. Sirgldiku, mis
iilhendab keskpunkti ringjoone mingi punk-
tiga (nditeks sirgldiku OA joonisel 34) nime-
tatakse raadiuseks *. Joonis 34.

Uhe ja sama ringjoone raadiused on vordsed,
sest ringjoone koik punktid on keskpunktist vordsetel kau-
gustel. Raadiuse pikkust tdhistatakse harilikult tahega r.
Ringjoont keskpunktiga O ja raadiusega r margime stimbo-
liga O(r) ning ringjoont keskpunktiga O 1dbi punkti A siim-
boliga O(A).

*. radius (lad.) — kepp; kiir.
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Tasapinna osa, mida piirab ringjoon, nimetatakse ringiks.

Keskpunkti ja iihe oma punktiga, samuti keskpunkti ja
raadiuse pikkusega on ringjoon ja tema asukoht tasapinnal
maaratud, s.t. nende andmete jargi saab joonestada ainult
the ringjoone. Ainult raadiuse pikkuse jdrgi saab joones-
tada piiramatu hulga ringjooni, sest keskpunkti v&ib siis
vabalt valida. VOordsete raadiustega ringjooned on fiiks-
teisega vOrdsed, sest on mdeldav nende ringjoonte iiksteise
peale paigutamine nii, et nad thtivad.

Kui ringjoont poorata tema tasapinnal timber kesk-
punkti, siis tema iga punkt jadb keskpunktist endisele kau-
gusele, tdhendab liigub sama ringjoont mooda. Niisamuti
saame kujutella, et ringjoone mingit 16iku kahe punkti
vahel saab pooramise teel iimber keskpunkti viia teisele
kohale sel ringjoonel.

Olgu tasapinnal antud ringjoon iihes keskpunktiga ja
veel liks punkt, mis ei asetse ringjoonel. Uhendades ring-
joone keskpunkti antud punktiga vdib juhtuda, et see iihen-
dusloik ei 16iku ringjoonega (magu OP joonisel 35); vdib
aga juhtuda, et 18ikub sellega (nagu OQ joonisel 35). Esi-
" mesel juhul ltleme, et punkt asetseb ringis, teisel juhul,
et ta asetseb valjaspool ringi. Ringis asetseva punkti
: kaugus keskpunktist on vaik-
sem kui raadius, sest raadiuse
saamiseks tuleb 18iku OP veel
pikendada. Valjaspool ringi
asetseva punkti kaugus kesk-
punktist on suurem kui raa-
dius, sest naiteks 13ik OQ
koosneb raadiusest OB ja 18i-
gust BQ (joonis 35).

Umberpooérdult, kui on tea-
Joonis 35. da tasapinna ning mingi punkti
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kaugus ringi keskpunktist ja raadiuse pikkus, siis saab
maarata punkti asukohta ringjoone suhtes:
punkt on ringis, ringjoonel voi viljaspool ringi vastavalt sel-

lele, kas tema kaugus ringi keskpunktist on viiksem kui raadius,
vordne raadiusega voi suurem kui raadius.

Ulesanded.

73. Kasutades joonist 9 leida sirkli abil, missugused lin-
nad on Parnust ohuteed moodda ligikaudu niisama kaugel
kui Kuressaare. Missugusel joonel asetsevad need linnad?

74. Tommata joon, mille k&ik punktid on antud
punktist 2,5 cm kaugusel.

75. Joonestada sirgldik pikkusega 4 cm ja leida kaks
punkti nii, et nende kaugus selle 16igu kummastki otspunk-
tist oleks 3 cm.

76. Antud punkt A on 12 cm kaugusel ringjoone kesk-
punktist. Kui kaugel punktist A asetseb ringjoone kdige
lahem ja kui kaugel kdige kaugem punkt, kui raadius on
5 cm. :

77. Kumb ringjoontest A(B) ja B(A) on suurema raa-
diusega?

78. Kus asetsevad kdik need punktid, mis on antud
punktist antud kaugusel?

§ 16. Ringjoone diameeter.

Votame ringjoonel kaks punkti ja ithendame need sirg-
16iguga (joonis 36). Saadud 16iku nimetatakse ringjoone
koodoluks.

Ko6! on sirgloik, mis iihendab ringjoone kaht punkti.

Joonestades kodlu 1dbi ringjoone keskpunkti saame
ringjoone diameetri* ehk 1dbimdddu (DE joonisel 36).

* dia (kr.) — ldbi; mefreo (kr.) — mo0tma.
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Diameeter on kool, mis libib ringjoone keskpunkti.

Diameetri pikkust tdhistatakse harilikult tahega d. On
selge, et

d = 2r,
sest keskpunkt jaotab diameetri kaheks raadiuseks. Nai-
tame, et
diameeter on koige pikem kodl.
Selleks joonistame mingi kddlu, mis ei ole diameeter, nai-
teks kd6lu AB joonisel 36 ja ithendame selle otspunktid
ringjoone keskpunktiga O. Siis :
AB < AO + OB,

sest sirgldik AB on kdige lithem joonldik punktide A ja B
vahel. Asendades selles vorratuses AO ja OB tdhega r
saame

AB<'r+r
ehk
AB<2r
seega
d > AB,

millega oleme tdestanud, et diameeter on pikem kui iga
“muu kddl.

Joonis 36. Joonis 37.

Joonestame ringjoone ja selle ithe diameetri, iitleme
AB (joonis 37). Kui ringjoone tasapind moéocda sirget AB
kahekorra murda, siis iihel pool sirget AB olevad ringjoone

40




e e e e e e

punktid Ghtivad teisel pool seda sirget olevate sama ring-
joone punktidega, sest vastasel juhul ringjoone punktid ei
oleks keskpunktist vordsetel kaugustel. Seetdttu iitleme, et

ringjoon on siimmeetriline iga sirge suhtes, mis libib kesk-
punkti.

Sellest nahtub ka, et diameetri otspunktid jaotavad ring-
joone kaheks (vordseks) poolringjooneks.
Ulesanded.

79. Antud on ringjoone keskpunkt ja diameetri iiks ots-
punkt. Leida teine otspunkt. '

80. Labi antud punkti P joonestada 6 ringjoont raadius-
tega r = 2,5 cm. Kus asetsevad nende ringjoonte kesk-
punktid? '

§ 17. Kahe ringjoone loikumine.

Olgu antud punktid O; ja O: ning vdljaspool sirget
0102 punkt A (joonis 38). Joonestame ringjooned O;(A)

Joonis 38.

ja O2(A). Joonis néitab, et teisel pool sirget O102 on neil
ringjoontel veel teine ithine punkt, litleme B. Selle punkti
olemasolu saame aga ka tdestada, nimelt jargmiselt. Ring-
joonte iihisel punktil A on olemas sirge O;Oz suhtes stim-
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meetriline punkt, titleme B (§ 7); see punkt peab asetsema
nii esimesel kui ka teisel ringjoonel, sest kumbki neist ring-
joontest on siimmeetriline sirge O;0; suhtes (§ 16). Seega
punkt B on nende joonte ithine punkt. Et A on valjaspool
sirget 010, siis A ja B on kaks erinevat punkti (§ 7).
Niisiis:

kui kahel ringjoonel leidub iiks iihine punkt viljaspool nende
keskpunkte libivat sirget, siis neil leidub veel teine iithine punkt.

Kaht niisugust ringjoont nimetatakse ldikuvateks ring-
joonteks. Edaspidi selgub, et iile kahe iihise punkti kahel
ringjoonel olla ei saa ilma et need ringjooned thtiksid.
Nagu selgus,

kahe ringjoone I0ikepunktid on siimmeetrilised nende ring-
joonte keskpunkte libiva sirge suhtes.

See tosiasi voimaldab leida antud punktiga antud sirge
suhtes stimmeetrilist punkti. Olgu antud sirge s ja val-
jaspool teda punkt A (joonis 39). Votame sirgel s

A

o

Joonis 39. Joonis 40.

vabalt kaks punkti ja joonestame nende kui keskpunk-
tide iimber ringjooned, mis labivad pimkti A. Nende ring-
joonte teine ldikepunkt B ongi siimmeetriline pun_knga A
sirge s suhtes.

T66 kergendamiseks on soovitav ringjoonte keskpunktid
O; ja Oz votta nii, et nad on punktist A vOrdsetel kau-
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gustel. Selleks joonestame umber punkti A vaba raadiu-
sega ringjoone, mis 1dikab sirget s kahes punktis O; ja
Oz (joonis 40). Joonestades niilid s am a raadiusega ring-
jooned Umber punkti O; ja Oz saame nende joonte iihe
1oikepunktina A ja teise 1dikepunktina B, mis on siimmeet-
riline punktiga A sirge s suhtes. Niiviisi saab leida punkti
B, ilma et tarvitseks muuta sirkli haaret, s. 0. otspunktide
vahelist kaugust.

Ulesanded.

81. Kahe ringjoone keskpunktide vaheline kaugus on
4 cm ja raadiused on 3 cm ning 2 cm. Leida nende ring-
joonte 16ikepunktid.

82. Joonestada ringjooned O (2,5 cm) ja Oz (3,5 cm),
kui 0;0; = 1,5 em.

83. Joonestada antud punktiga antud sirge suhtes stim-
meetriline punkt a) kahe ringjoone abil, b) kolme ring-
joone abil, c) ristsirge abil.

84. Antud on sirge ja valjaspool seda 1dik. Joonestada
antud 16iguga siimmeetriline sirgldgik antud sirge suhtes.

85. Joonestada neli vordsete raadiustega ringjoont nii,
et iga ringjoone keskpunkt on kahe ringjoone ldikepunk-
tiks. Mitu ringjoonte 1dikepunktide paari on saadud jooni-
ses simmeetrilised kahe ringjoone keskpunkte ldbiva
sirge suhtes?

86. On antud sirge ja ringjoon, mille keskpunkt on
véljaspool antud sirget. Joonestada antud ringjoonega
antud sirge suhtes stimmeetriline ringjoon.

87. Antud on 13ik pikkusega 6 cm. Leida kaks punkti,

“mis on l8igu iihest otspunktist kaugusel 3 cm ja teisest

kaugusel 5 cm. Mitu sellist punktipaari leidub?
88. Antud on ringjoon ja selle liks diameeter. Leida
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viis paari selle ringjoone punkte, mis on slimmeetrilised
antud diameetri suhtes.

89. Joomestada ringjooned A (ri) ja B (rs), kui AB =
= ry + ro. Mitu thist punkti on neil ringjoontel?

90. Joonestada ringjooned A (r1) ja B(rz), kui AB =
= ri—re. Mitu thist punkti on neil ringjoontel?

§ 18. Kaar, kool ja kesknurk.

Ringjoone kaks punkti jactavad selle joone kaheks
kaareks. Kui need punktid ei ole ithe ja sama diameetri
otspunktid, siis on iiks kaartest vdiksem kui pool ringjoo-
nest, teine aga suurem. Kaare AB all mdistetakse harili-
kult vaiksemat kaart otspunktidega A ja B (joonis 41).

IO
Kaart otspunktidega A ja B tdhistatakse siimboliga AB vdi,

nagu sirgldikugi, tihe vaikese tdhega, naiteks a.

Kaks lihe ja sama ringjoone (v0i kahe vdrdse ring-
joone) kaart loetakse voOrdseiks, kui neid saab teineteise
peale paigutada nii, et neil iihtivad nii tihed kui ka teised
otspunktid. Kui iiks kaar on osa teisest, siis esimene kaar
on loomulikult teisest véiksem, nditeks (joonis 41)
DE < DA.

Kaartega on voimalik samu tehteid teostada, mis sirg-
16ikudega. Naiteks (joonis 41)

CD + DE = CE.

Ringjoone kaare otspunkte ithendab iiks selle ringjoone
kool, kuid iga kodlu otspunkte ithendavad k aks kaart;
koolu ja selle otspunkte iihendava vaiksema kaare
kohta oeldakse, et nad toetuvad teineteisele: kddlule
AB joonisel 41 toetub kaar AB (mitte aga kaar ACB).

Joonestame kaare AB otspunktidesse raadiused ja
pikendame neid; nii saame kaks kiirt OA ja OB ja nende
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vahel nurga AOB (joonis 42). Seda nurka nimetatakse
kesknurgaks. Seega
kesknurk on nurk, mille tipuks on ringjoone keskpunkt.
Kesknurga AOB, kaare AB ja kddlu AB kohta oeldakse,
et nad toetuvad iiksteisele.

Joonis 41. Joonis 42. Joonis 43.

Kesknurga sees asetsevat ringi osa nimetatakse sek -
toriks* Sektor on piiratud kahe raadiusega ja iihe
kaarega. 7

Vaatleme thes ja samas ringis kaht vordset kesk-
nurka AOB ja A{OB; (joonis 43). Naitame, et

vordsetele kesknurkadele toetuvad kaared on vordsed ja koolud
on vordsed.

Selleks poorame sektorit AOB tasapinnal imber punkti
O kuni ta satub sektori A{OB; peale ja raadius OA ldheb
mooda teise sektori raadiust OA;. Siis punkt A 1ihtib

_ punktiga A, sest OA.= OA;, raadius OB [ldheb mooda
raadiust OB;, sest £ AOB = £ A;OBy, punkt B ihtib
punktiga By, sest OB = OBj, ja kaare AB iga punkt iihtib
kaare A;B; lihe punktiga, sest nad on keskpunktist vord-

setel kaugustel. Kuid siis AB = Afl_Eh ja ka kool AB =
A;B;, sest nende otspunktid on thtinud.

* secare (lad.) — ldikama; vilja loikama.



Eeldame niitid, et joonisel 43 kaared AB ja AiB; on
vordsed. Poorates sektorit AOB timber punkti O endisel
viisil, jduame otsusele, et on vordsed ka kodlud AB ja
AiB; ning kesknurgad AOB ja A;OB;. Niisiis

vordsetele kaartele toetuvad koolud on vordsed ja kesknurgad
on vordsed.

Vaatleme vordsetele kddludele AB ja AiBy toetuvaid
kesknurki ja kaari. Poorame sektorit AOB timber punkti
O kuni punkt A ihtib punktiga A; (joonis 43). Siis
punkt B, jaades ringjoonele, iihtib punktiga By, sest AB =
= A1B;. Nii selgub, et

vﬁrdsgtele kooludele toetuvad kaared on vordsed ja kesknur-
gad on vordsed.

Viimane lause voimaldab joonestada antud kaarega
vordset kaart ja antud kesknurgaga vordset kesknurka,
sest sirkli abil on kerge saada antud kodluga vordset
koolu.

Esitatud kolm lauset kaarte, kddlude ja kesknurkade
kohta on diged ka siis, kui liks kaar, ko6l ja kesknurk on
ihes ja teine on teises, kuid niisama suure raadiusega
ringis. Sel juhul paigutame iihe.ringi teise peale nii, et
nende keskpunktid thtivad, ja jatkame siis tOestamist
endisel viisil.

Ulesanded.

91. Ringi raadiusega 3,5 cm joonestada Kesknurk; mis
toetub 5 cm pikkusele kodlule.

92. Joonestada raadiusepikkusele kodlule toetuv kesk-
nurk.

93. Mitu korda mahub raadiusepikkusele kodlule toe-
tuv kaar ringjoonele?

94. Mitmeks sektoriks jaotavad ringi 1, 2, 3 ..., n dia-
meetrit?
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95. Ku. suur on diameetrile toetuv kesknurk?
96. ng]oonel on jarjestikku voetud punktld ASBr G
ja D nii, et AC = BD. Naidata, et AB = CD.

§ 19. Kaare mootmine ja nurga mootmine.

MoGta kaar tihendab leida, mitu korda kaareiihik mahub
antud kaarele voi missugune osa kaareiihikust on antud kaar.

Et antud kaarele saab mahutada ainult sama ringjoone
kaart, siis kaarelihikuiks saab vdtta ainult sellesama ring-
joone kaari. Nendeks ithikuteks on vOetud kaare-
kraad, kaareminut ja kaaresekund?*.

Kaarekraad on 3%6 ringjoonest;

kaareminut on _610, kaarekraadist;

kaaresekund on ’610" kaareminutist **,

Kraadi stimboliks on °, minuti siimboliks ’ ja sekundi siim-
boliks ”. Kaareiihikud on tliksteisega jargmiselt seotud:
1° = 60’ = 3600”;
ol R
Erinevate raadiustega ringjoontel on erinevate pikkus-
( tega kaareiihikud: mida pikem on raadius, seda pikem on
‘ka kaarekraad.

\/‘\ Nurgatihikuna kasutasime eespool sirgnurka. Sellest

* gradus (lad.) — samm, aste; nimetused minut ja sekund omn
tuletatud ladinakeelsetest viljendustest parfes minutae primae
(esimesed vihendatud osad) ja parfes minutae secundae (teised
vihendatud osad).

*% Uhiku jaotamine 60 viiksemaks iihikuks on pirit babii-
loonlastelt, kellel arvusiisteemi aluseks oli arv 60 (kuuekiimne-
ehk seksagesimaalsiisteem).
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vdiksemad ithikud on nurgakraad, nurgaminut ja nurga-
sekund.

Nurgakraad on 3_2_0 taispoordest;

nurgaminut on FIO_ nurgakraadist;

nurgasekund on 61_0 nurgaminutixst.A

Et vOrdsetele kaartele toetuvad vordsed kesknurgad,
siis ringjoone jaotamisel 360-ks kaarekraadiks ja saadud
jaotuspunktide tthendamisel keskpunktiga jaotub taispdore
360-ks vordseks osaks. Iga saadud osa ongi nurgakraad.
Sellest jareldub, et nurgakraad, -minut ja -sekund on kesk-
nurgad, mis toetuvad vastavatele kaareilihikutele. Uhikute
vastavuse tottu

iga kaar sisaldab niisama palju kaareiihikuid, kui paljue kaa-
rele toetuv kesknurk sisaldab vastavaid nurgaiihikuid.

Seetdttu oeldakse, et :

kesknurk mootub temale toetuva kaarega.

On kasulik mdnede nurkade suurused meeles pidada nii
sirgnurga suuruse « kaudu kui ka kraadides:

taispoore 27 360°
sirgnurk 7 180°
taisnurk g 90°
pool taisnurka 12 45°

Et nurgaminut ja eriti nurgasekund on vdga vdikesed
ithikud, siis tarvitatakse neid seal, kus on vajalikud vdaga
tdpsed modtmised, nagu maamodtmisel ja astronoomias.
Nende iihikute vOrdlemiseks vdiks nditeks oelda, et
10 meetri kauguselt vaadatuna paistab
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inimese nagu (17,5 cm) tihekraadises nurgas,
olekdrre ldbimodt (3 mm) diheminutises nurgas,
juuksekarva 1abim4ot (0,05 mm) {thesekundises nurgas.

Maamootmistoodel va-
jalik suur tapsus nurkade
modtmisel saavutatakse
selleks eriti  ehitatud
nurgamootmise  riistaga,
nn. teodoliidiga
(joonis 44). Teodoliidi
olulisteks osadeks on
pikksilm ja kaks vdga
peene jaotusega ring-
skaalat, tiks horisontaal-
ne, teine vertikaalne;
neist esimene vodimaldab
modta nurki horisontaal-
tasapinnas ja teine verti-
kaaltasapinnas.

Paberile joonestatud
nurkade mootmisel ja
antud suurusega nurkade
joonestamisel kasutatak-
se mootmisriistana malli
(joonis 45). Malli pool-
ringi kaar on jaotatud
kaarekraadideks ja nur-
ga mooOtmisel leitakse,

Joonis 44,

mitu kraadi sisaldab nurgale kui kesknurgale toetuv malli
kaar. Et kesknurk modtub temale toetuva kaarega, siis
moddetava nurga kraadide arv on vordne mallilt loetava

kaarekraadide arvuga.

4 Geomeetria VIII kl.
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Malli abil saab mddta ka mistahes raadiusega kaart: sel-
leks joonestame kaarele toetuva kesknurga ja modddame
saadud nurga (joonis 45).

Joonis 45.

Ulesanded.
97. Ringjoone pikkus on 12 km. Mitu meetrit on selle
ringjoone 1-kraadise kaare  pikkus, 1-minutise kaare

pikkus?

98. Ringjoone 1°-se kaare pikkus on 7,5 cm. Kui pikk
on see ringjoon? 3

° 99. Maa ekvaatori pikkus on 40070 km. Arvutada
ekvaatori 1°-se, 1’-se ja 1”-se kaare pikkus. Vorrelda
ekvaatori 1“-se kaare pikkust meremiiliga.

100.
joonest?

101.

Mitu kraadi sisaldab kaar, mis on 3, 3, %, 3, % ring-

Missugune osa ringjoonest on 10°-, 20°-, 18°-,

54°-, 210°-ne kaar?

102,
103.

1,4n.

104.

Mitu minutit ja mitu sekundit on tdisnurgas?

Avaldada kraadides nurgad %m; ;7 0,357;

Mitu kraadi ja minutit on 12,5°, 7,3°, 243°, 87% °?




105. Mitu kraadi on 82°12', 15°54’, 32°20°, 30°30’30"?
106. Arvutada nurkade a = 81°45’ ja 3 = 28°38’ summa
ja vahe.
107. Arvutada nurkade a = 17 38°15", B = 43°2544" 7ja
= 46°54’05” summa.

108. Kuij suure nurga vorra poordub kella minutiosuti

- 42 min. valtel?

109. Missuguse aja valtel poordub kella tunniosuti
25°-se nurga vorra?

110. Ringjoone pikkus on 75 cm. Kui pikale kaarele
toetub 150°-ne kesknurk?

111. Kui suur kesknurk toetub kaarele, mis on § ring-
joonest?

112. Joonestada malli abil nurgad 35°, 60°, 127° 240°.

113. Jaotada vabalt voetud nurk malli abil 2-ks, 4-ks
vordseks nurgaks.

114. Joonestada kolm kontsentrilist, s. o. iihise
keskpunktiga ringjoont ja neis malli abil {ihine kesknurk

-45°. Mitu kraadi sisaldab iga kaar, mis on kesknurga

sees?

115. Malli kasutades joonestada sektor, mille nurk on
60° ja raadius on 5 cm.

116. Malli kasutades joonestada sektor, mille kaar on
2 ringjoonest ja raadius on 4 cm.

117. Kui suur on nurga 141°57" kérvunurk?

§ . ~ (o]
118. Kui suur on nurk, mis on oma kdrvun

$ SLe
vorra suurem? Ex Diii

119. Kui suur on nurk, mis on § oma korvunurgast?

120. Kahe tippnurga summa on 105°38’. Kui suur
kdrvunurk on neil tippnurkadel?
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§ 20. Konstruktsiooniilesanded.

Ulesannet, mida peab lahendama ainult joonestamise
teel, nimetatakse konstruktsiooniilesandeks*.
Joonist ja thtlasi ka mdttekdiku, mille kaudu ilesande
lahend leitakse, nimetatakse selle lahendi konstruktsioo-
niks. Kus see teisiti pole 6eldud, seal tohib konstruktsioon-
ilesande lahendamisel = joonestamisriistadena kasutada
ainult joonlauda jasirklit.

Konstruktsiooniilesande lahendamisel ei ole lubatud
arvutamine ega proovimine: otsitav punkt voi
joon leitakse ainult nende toimingutega, mida voimaldavad
joonlaud ja sirkel, s. o. sirgete ja ringjoonte joonestami-
sega. :

Konstruktsiooniilesande tdielikus lahenduses esinevad
jargmised osad:

1. llesande analiiiis, s. o. llesande lahendamise
voimaluste selgitamine;

2. lahendi konstruktsioon, s. o. vajaliku joonise
tegemine ja selle saamise kirjeldamine;

3. lahendi pdh jendus, milles ndidatakse, et saadud
lahend on dige;

4. lahendi uurimine, s. o. iilesande lahendite arvu
ja nende isearasuste selgitamine.

Lihtsamate iilesannete lahendamisel osutuvad analiiiis
ja lahendi uurimine tileliigseteks; sel juhul lahendus koos-
neb kahest osast: konstruktsioonist ja selle pdhjendusest.

Tutvume mdne  lihtsama konstruktsioontilesande
lahendusega, mis on aluseks teiste iilesannete lahendami-
sel. Neid iilesandeid nimetame pdhikonstruktsioonideks.

Pdhikonstruktsioon 1. Antud nurgaga vOrdse
nurga joonestamine.

* consfruere (lad.) — kokku panema; iiles ehitama.
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L‘.ahendus.‘

Analtutis. Olgu vaja joonestada nurgaga o vdrdne
nurk, mille itheks haaraks on antud kiir OK (joonis 46).
Et otsitav nurk ja antud nurk on voOrdsed, siis on vdrdsed

E

Joonis 46.

ka neile toetuvad kaared, mis tekivad, kui nende tippude
umber joonestada vordsete raadiustega ringjooned (§ 18).
Uhtlasi on vordsed neile kaartele toetuvad kodlud. Sellest
selgub jdargmine ‘

Konstruktsioon: 1. joonestame nurga a tipu iimber

vaba raadiusega kaare ja leiame selle ning nurga e haa-
rade 1dikepunktid B ja C;

2. joonestame sama raadiusega kaare iimber punkti O
ja leiame selle kaare ning antud kiire 18ikepunkti D;

3. joonestame timber puhkii D kaare raadiusega BC ja
leiame selle ning punkti D labiva kaare 13ikepunkti E;

4. joonestame kiire OE.

Pdhjendus: nurk DOE vdrdub nurgaga «, sest vord-
sete raadiustega ringides vordsetele kodludele toetuvad
kesknurgad on vordsed.

Uurimine: iilesandel on antud juhul kaks lahendit,
sest punktide O ja D tmber joonestatud ringjoontel on
kaks 15ikepunkti, milledest iikks on E. Teine nurk, mis

ulesande noudeid rahuldab, on sum!meetnhne nurgaga EOD
kiire OD suhtes.
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Késiteldud pdhikonstruktsiooni abil lahenduvad mitmed
tilesanded, nagu antud nurkade liitmine, nurgast nurga
lahutamine jt., mis on seotud nurga ileviimisega (§ 10).

Pohikonstruktsioon 2. Antud punktiga antud
sirge suhtes simmeetrilise punkti leidmine.
Lahendus on antud paragrahvis 17.

Pohikomnstruktsioon 3. Antud sirgele ristsirge
ehitamine labi véaljaspool sirget antud punkti.

Lahendus.

Analiis. Olgu antud sirge s ja valjaspool seda
punkt P (joonis 47). On vaja ehitada ldbi P sirge ¢, mis
ristub sirgega s. Kui t | s, siis ¢t on siimmeetriline sirge s
suhtes (§ 13), seega sirge t 1abib punktiga P sirge s suhtes
stimmeetrilist punkti Py. Nende kahe punktiga on sirge ¢
madaratud.

Konstruktsioon. Leia-
me punktiga P sirge s suhtes
siimmeetrilise punkti Py (§ 17)
ja joonestame sirge PP;. ;

Pohjendus. Et konstrukt-
siooni jargi Py on summeetriline
punktiga P sirge s suhtes, siis
sirge PPy l6ikumisel sirgega s
tekivad voOrdsed korvunurgad,
s. o. tdisnurgad. Seega PP; L s.

Uurimine. Ulesandel on
igasuguste andmete puhul ainult’ iiks lahend, sest labi
punkti vdljaspool sirget laheb ainult iiks sirge, mis on
risti antud sirgega.

Ulesanded.

Joonis 47.

121. Joonestada kahe vabalt vOetud nurga summa.
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122. Joonestada nurk, mis on antud nurgast kolm korda
suurem. ;

123. Joonestada vabalt kolmnurk ja ehitada sirkli ning
joonlaua abil tema nurkade summa.

124. Joonestada vabalt kaks nurka ja lahutada suure-
mast vaiksem.

125. Joonestada mingi kumernurk ja teravnurk. Leida,
mitu korda viimane neist mahub esimesse.

126. Joonestada nurk z— (a + f8), kus « ja 8 on va-
balt voetud teravnurgad.

127. Antud on sirge ja selle lihest punktist valjuv Kkiir.
Joonestada antud kiirega antud sirge suhtes siimmeetri-
line kiir.

128. Antud on nurk. Votta vabalt sirge, mis ldikab
nurga haarasid ja joonestada antud nurgaga siimmeetriline
nurk voetud sirge suhtes. :

129. Antud on sirge ja iihel pool seda punktid A ja B.
Leida sirgel punkt C nii, e¢ AC + CB oleks vdimalikult
viike. Ndpunaide: kasutada iihe antud punktiga antud
sirge suhtes stimmeetrilist punkti.

130. Antud on sirge ja véljaspool seda punkt. Joo-
nestada antud punktist antud sirgeni minev ristldik.

131. Antud on ringjoon ja selle iiks diameeter. Joones-
tada kaks selle diameetriga ristuvat kddlu ja ndidata, et
nende kddlude vahelised kaared on vdrdsed.

§ 21. Ringjoon ldbi kahe punkiti.

Eespool (§ 15) négime, et ringjoon ja tema asukoht tasa-
pinnal on maaratud, kui on teada ringjoone keskpunkt ja
raadiuse pikkus v&i kui on antud keskpunkt ja tliks ring-
joone punkt. Kiisime niitid, kas oma kahe punktiga on
ringjoon méadratud voi mitte. Nouame, et ringjoon ldbiks
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punkte A ja B (joonis 48) ehk, teisiti, 16ik AB oleks ring-
joone kooluks ja kiisime, kus peab olema selle ringjoone
keskpunkt. Et keskpunkt on ringjoone punktidest vordse-
tel kaugustel, siis keskpunktiks
kolbab ndhtavasti iga punkt,
mis on punktidest A ja B vord-
setel kaugustel. Niisuguseid
punkte leidub: ithe paari neist
saame, kui joonestame ring-
jooned A(B) ja B(A) ning leia-
me mnende ldikepunktid C -ja

fimaiis w8, D (joonis 48). Siis
AC = AB
kui ringjoone A (B) raadiused ja
BC = BA
kui ringjoone B (A) raadiused. Kuid siis
AL =BG,

sest nad mdlemad on vdrdsed 1diguga AB. Seega iihele
ringjoonele, mis 14bil¥ antud punkte A ja B, on keskpunk-
tiks punkt C, ja teisele kdlbab selleks punkt D, sest AD = BD.
Nii oleme leidnud kaks ringjoont, mis labivad antud kaht
punkti (joonis 49). Naitame niilid, et sirge CD iga punkt

J oonis 49.
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on punktidest A ja B vOrdsetel kaugustel. Selleks paneme
tdhele, et A = B sirge CD suhtes, sest kahe ringjoone C (A)
ja D (A) ldikepunktid A ja B on simmeetrilised ringjoonte
keskpunkte labiva sirge CD suhtes (§ 17). Kui niid sir-
gel CD vdtta mistahes punkt E (joonis 49), siis AE = BE,
sest AE — BE sirge CD suhtes (§ 7). Seega sirge CD iga
punkt kdlbab punkte A ja B labiva ringjoone keskpunktiks:

Joonis 50.

(joonis 50): labi kahe punkti ldaheb 16pmatu hulk ringjooni..
Loik AB on nende ringjoonte iihiseks kodluks, tihele neist
aga diameetriks (nimelt sellele, mille keskpunktiks on sir-
gete AB ja CD 15ikepunkt O).’

Kiisime niitid, mis on sirge CD 1digu AB suhtes. Ulal
saime 1ihe vastuse sellele kiisimusele: CD on sirge, mille
suhtes punktid A ja B on simmeetrilised; teisiti: CD on
punktide A ja B simmeetriatelg. Kuid sirget CD
saab veel teisiti maarata. Selleks paneme tédhele, et

1. sirge CD poolitab 1digu AB, sest siimmeetria tottu
AO = BO; :

2. sirge CD 1 AB, sest slimmeetria tdttu kdrvunurgad,
AOC ja BOC on vodrdsed, seega tdisnurgad.

Sirget, mis poolitab antud 1digu ja on sellega risti, nimetatakse
s\qll}; 16igu keskristsirgeks.
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Niisiis sirge CD on 18igu AB keskristsirge.

Loigul on ainult iiks keskristsirge,
sest tal on ainult liks keskpunkt ja seda ainsat keskpunkti
labib ainult ks sirge, mis ristub 1diguga. Sellest jareldub
otsekohe, et

antud kahel punktil on ainult iiks siimmeetriatelg,
sest kui neid oleks enam kui iiks, siis peaks 13igul olema
ka enam kui lks keskristsirge. Niisiis 16igu keskristsirge
on sama, mis 1digu otspunktide siimmeetriatelg. Sellest
jareldub 16igu keskristsirge tdhtsaim omadus:

16igu_keskristsirge iga punkt on 10igu otspunktidest vordsetel
kaugustel.

Seetdttu ringjoon, mille keskpunkt on 18igu keskristsir-
gel, saabki labida selle 16igu otspunkte.

Naitame, et niisugune omadus on ainult 15igu kesk-
ristsirge punktidel:

iga punkt, mis on 16igu otspunktidest vordsetel kaugustel, aset-
seb selle loigu keskristsirgel.

Eeldame, et punkt C on 16igu-AB otspunktidest vdrdse-
tel kaugustel, ja néditame, et punkt C asetseb 1digu kesk-
ristsirgel t. Selleks naitame, et punkt C ei saa aset-
seda vadljaspool sirget t (joonis 51). Kui punkt C oleks
valjaspool sirget t, siis kas A ja C véi B ja C on iihel
pool sirget t. Olgu B ja C iihel pool, punkt A seega teisel
pool. Siis AC loikab telge, iitleme punktis D. Uhendame
punkti B punktidega D ja C. Et sirgldik on kdige lithem
joonldik kahe punkti vahel, siis

B+ DC > BC:
Siimmeetria téttu BD = AD. Asendamisel saame siis, et
AD + DC > BC
ehk
ACEBC.
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Niisiis punkt C ei saa olla valjaspool sirget t, sest siis ta
ei oleks vordsetel kaugustel punktidest A ja B. Jaab iile,
et punkt C on sirgel t, nagu tahtsime naidata, ja seega
ainult 16igu keskristsirge punktid on 18igu otspunktidest
vordsetel kaugustel.

Kui sirgldik on ringjoone kodluks, siis tema keskrlst-
sirge peab ldbima ringjoone keskpunkti, sest keskpunkt
on koodlu otspunktidest vordsetel kaugustel:

_koolu keskristsirge ldbib_ringjoone keskpunkti._/

Pohikonstruktsioon 4. Antud 16igu keskrist-

Joonis 51. Joonis.52.

sirge joonestamiseks joonestame iihe ja sama raadiusega
ringjooned iimber 18igu otspunktide ja tdmbame sirge labi
nende ringjoonte 1dikepunktide (joonis 52). Selleks, et need
ringjooned 16ikuksid, tuleb ilmselt raadius votta suurem
kui pool antud 15igust.

Sama konstruktsioon voimaldab antud kahe punkti
summeetriatelje leidmist ja antud 1digu poolitamist.
Ulesanded.

132. Joonestada ringjoon, mis labib antud kaht punkti
ja mille raadius on antud. Mitu lahendit on tiilesandel?

133. Joonestada ringjoon, millele antud 16ik on k&6-
luks ja mille raadius on antud. Mitu lahendit on tilesandel?
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134. Joonestada antud kahe punkti siimmeetriatelg.

135. Joonestada antud 16igu keskristsirge.

136. Poolitada antud 18ik.

137. Joonestada ringjoon, millele antud 16ik on dia-
meetriks.

'138. Joonestada ringjooned raadiustega 4 cm ja 3 cm
nii, et antud 16ik @ = 2,5 cm on neile thiseks kodluks.
Mitu lahendit on tilesandel? :

139. Kus ldikuvad antud ringjoone kodlude keskrist-
sirged?

140. Antud on ringjoon. Kuidas leida tema keskpunkti?
Napundide: kasutada ililesande 139 tulemust.

§ 22. Kooluga ristuva diameetri omadused.

Olgu antud ringjoon oma keskpunktiga O ja ringjoone
mingi k351 AB (joonis 53). Eelmises paragrahvis ndgime,
et kd6lu keskristsirge 1dbib ringjoone keskpunkti. Vaa-
tame nililid poordilesannet, nimelt: kus kohal 16ikab koolu
sirge, mis ldbib ringjoone keskpunkti ja on risti kd8luga;
teisiti: kus kohal 15ikab kddlu temaga ristuv diameeter.

Olgu diameeter CD risti kddluga AB ja 13ikugu sellega
punktis E. Et 1abi punkti O ldheb ainult {iks sirge, mis on
risti 16iguga AB ja selleks ainsaks sirgeks on 13igu AB
keskristsirge, siis diameeter CD asetseb 18igu AB keskrist-
sirgel, seega labib k&dlu keskpunkti. Uhtlasi see diamee-
ter poolitab ka kaare AB ja sellele toetuva kesknurga
AOB, sest punktide A ja B siimmeetrilise asetuse tottu
sirge CD suhtes

AC-+BC, AD+BD, ~ AOC--. BOC.

Kokkuvotteks saame oOelda:

_kooluga ristuv diameeter poolitab koolu, sellele toetuva kesk-
nurga ja kaare. =
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See lause vdimaldab sirkli ja joonlaua abil poolitada
kaart ja kesknurka, sest kodluga ristuva diameetri ehita-
mine on sirkli ja joonlaua abil teostatav. Uhtlasi vdimal-
dab ta aga ka poolitada iga nurka, sest iga nurga saab
ju teha kesknurgaks.

Pohikonstruktsioon 5. Joonestada antud
nurga poolitaja.

Joonmis 53. ; Joonis 54.

Lahendus: 1. Antud nurga tipu O kui keskpunkti
imber joonestame vaba raadiusega kaare ja leiame selle
1dikepunktid nurga haaradega (A ja B joonisel 54);

2. punktide A ja B umber Joonerstame kaared sama (vO0i
mone teise) raadiusega ja leiame nende ldikepunkti K;

3. joonestame kiire OK, mis ongi otsitav nurgapooli-
taja.

Pohjendus. Kirjeldatud viisil saadud sirge OK on
16igu AB keskristsirge, sest tema kaks punkti O ja K on
vordsetel kaugustel punktidest A ja B. Kuid nurk O on
koddlule AB toetuv kesknurk ja seega AB ristsirge OK poo-
litab selle nurga.

Ulesanded. ;

141. Antud on ringjoon ning sellel punktid P ja Q. Poo-

litada IT@
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142. Antud on ringjoon ja selle iiks k6dl. Joonestada
kooluga ristuv 1abimoot.

143. Poolitada vabalt voetud nirinurk.

144. Joonestada sirgega ristuv sirge ldbi esimesel sir-
gel antud punkti. Napundide: rakendada nurga poo-
litamise votet.

145. Joonestada kdrvunurkade poolitajad. Kui suur on
nurk nende nurgapoolitajate vahel?

146. Joonestada sirkli ja joonlaua abil nurk 45°.

147. Joonestada sirkli ja joonlaua abil nurk 135°.

148. Joonestada sirkli ja ]oonlaua abil nurgad 22,5° j
WS

149. Jaotada ringjoon sirkli ja joonlaua abil kaheksaks
vordseks osaks. :

150. Antud on kolm punkti, mis ei asetse lihel sirgel.
Joonestada ringjoon, mis labib neid punkte. Napu-
nédide: kasutada tdsiasja, et kddlu keskristsirge ldbib
ringjoone keskpunkti.

§ 23. Nurgapoolitaja omadused.

Toestame, et

nurgapoolltaJa iga punkt on nurga haaradest vordsetel kau-
gustel. S 3

Eeldame, et sirge t on nurga O poolitaja ja A on selle
ks punkt (joonis 55). Joonestame punktist A nurga haa-
radele rlstlmgud AP ja AQ ning tdestame, ‘et

: AP = AQ. :

Toestuseks naitame, et 1digud AP ja AQ on teinetei-
sega stimmeetrilised sirge t suhtes. Nurga kahekorra murd-
misel moodda sirget ¢t iihtivad haarad OQ ja OP, sest sirge ¢
on nurgapoolitaja. Seejuures punkt A jadb endisele kohale
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ja ristldik AQ ldheb mooda ristldiku AP, sest vastasel juhul
oleks punktist A joonestatud sirgele OP kaks ristsirget, mis
on vdimatu. Et punkt Q nurga kahekorra murdmisel peab
sattuma nii sirgele OP kui ka sirgele AP, siis ta v0ib sat-
tuda ainult nende sirgete 15ikepunkti, s.o. punkti P. Sel-
lest jareldub aga, et 1digud AP ja AQ on vdrdsed.
Joonestame niitid ringjoone A (P) (joonis 56). Tdesta-
tud omaduse tdttu ringjoon A (P) labib ka punkti Q, sest
AQ = AP. On téahelepanu vadariv, et sel ringjoonel on
nurga kummagi haaraga ainult iiks tithine punkt. Tdepoo-
lest, kui nditeks haaral OP oleks ringjoonega veel teine

Joonis 55. Joonis 36.

thine punkt ltleme R, siis AP peaks olema vordne 13i-
guga AR, sest mdlemad nad oleksid siis ringjoone A (P)
raadiused. Kuid 16ik AP ei saa vorduda ldiguga AR, sest
AP kui ristldik on lihem igast kaldldigust, mis on tdm-
matud punktist A sirgeni OP (§ 14). Et AR > AP, siis punkt
R on valjaspool ringi (§ 15).

Sirget, millel on ringjoonega ainult iiks iihine punkt, nimeta-
takse ringjoone puutujaks.
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Seda ainsat iihist punkti nimetatakse nende joonte
puutepunktiks. Modnikord nimetatakse ka puutuja
16iku lihtsalt puutujaks, naiteks oeldakse, et 16ik OR joo-
nisel 56 on ringjoone A (P) puutuja.

Et punkt A oli nurgapoolitajal vabalt vdetud, siis (joo-
nis 57):

nurga haarad on iihisteks puutujateks neil ringjoontel, mille

/ keskpunkt on nurgapoolitajal ja raadiuseks on keskpunkti kaugus
<_ haarast.

Joonis 57.

Saab naidata, et koigi niisuguste, parajasti nurga sisse
mahtuvate ringjoonte keskpunktid on nurgapoolitajal.

Ulesanded.

151. Naidata, et sirgnurgast erineva nurga poolitaja
punkti kaugus nurga haarast on vdiksem kui sama punkti
kaugus nurga tipust. Napunadide: § 14.

152. Antud on nurga tipp, iiks haar ja nurgapoolitaja
iks punkt. Joonestada nurga teine haar.
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153. Antud on kiir k ja valjaspool seda punkt ‘A. Joo-
nestada labi antud kiire otspunkti uus kiir nii, et punkt A
oleks neist kiirtest vordsetel kaugustel.

154. Missuguse nurga poolitaja on risti nurga haara-
dega?

155. Joonestada neli ringjoont, mis puudutavad antud
sirget antud punktis.
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Peatikk IV.

Matemaatilised laused.
§ 24. Definitsioon.

Iga teadus uurib teatavaid objekte ja nende omadusi,
nditeks botaanika kasitleb taimi ja nende mitmesuguseid
omadusi, aritmeetika tegeleb arvudega ja nende omadus-
tega jne. :

Objektid, mida mingi teadus késitleb, on kas looduse
poolt meile antud v&i inimvaimu loodud. Naditeks algaine
hapnik on looduses olemas, kuid iihtegi arvu pole loodu-
sest leida — selle mdiste on inimene loonud. Inimvaimu
poolt loodud mdistete sisu tuleb piinliku hoolega selgitada,
sest vastasel juhul vdivad iihest ja samast asjast tekkida
hoopis erinevad kujutlused. Lauset, millega tutvustame
oma kaasinimestele mingit uut objekti (mdistet), nimeta-
takse selle objekti definitsiooniks. Definitsiooni
andmine on defineerimine.

Definitsioon * on lause, millega antakse sisu mingile uuele mois-
tele ja voetakse tarvitusele tema nimetus.

Naiteks lause ,kdd] on 16ik, mis tthendab ringjoone kaht
punkti” on definitsioon, sest selle llausega antakse sisu
moistele ,kd381”. Voiks Oelda ‘ka nii: uue moiste definit-

* definitio (lad.) — piiramine, méadramine.
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sioon on tdapne vastus selle mdiste kohta esitatud kiisimu-
sele: mis see on? Nii osutuvad definitsioonideks ka jarg-
mised laused:

diameeter on ko06l, mis ldabib keskpunkti;

ringjoone puutuja on sirge, millel on ringjoonega ainult
tks thine punkt. .

On iseloomustav, et definitsioonides saab sdna ,on”
asendada sOnaga ,nimetatakse”. Naiteks, kodlu definit-
siooni saame anda ka soOnastuses: ,ko6dluks nimetatakse
16iku, mis tthendab ringjoone kaht punkti.”

Matemaatikas piilitakse defineerida voimalikult koik
moisted, mida seal tarvitatakse. Moistet, mida kasutatakse
ilma definitsioonita, nimetatakse algmdisteks ehk
pohimdisteks. Need on mdisted, mis on arusaadavad
ilma definitsioonita ja mis on niivord lihtsad, et neid ei
saagi defineerida; geomeetrias tarvitatakse algmdistena
naiteks moisteid ,punkt”, ,pikkus”, ,suurus”, ,ruum” jm.
Ulesanded.

156. Missuguste moistete abil defineeritakse nurga
moistet?

157. Anda jargmiste modistete definitsioonid: sirgnurk,
teravnurk, kaarekraad, ring, sirgldigu keskpunkt, vordsed
kaared.

158. Leida eespool jamedailt trikitud lausete hulgast
definitsioone.

. § 25. Aksioom ja teoreem.

Matemaatiliste objektide, naiteks geomeetriliste kujun-
dite omadusi véljendatakse lausetes, mida nimetatakse
aksioomideks jateoreemideks™

# axioma (kr.) — pohilause; theorema (kr.) — Oppelause.
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Aksioom ehk pdohilause on niisugune lause, mis
valjendab mingit lihtsat tdde, mida ei ole vaja v0i ei saagi
pohjendada veel lihtsamate todede abil, sest sellest lihtsa-
maid todesid ei ole. Kaesolevas opikus on aksioomidena
voetud naiteks jargmised laused:

kaht punkti iihendab ainult liks sirgldik;

sirgldiku saab pikendada nii iile tema iihe kui ka teise

otspunkti.
: Teoreem on niisugune lause, millega viiljendatavat tode saab
ja tuleb pohjendada lihtsamate todede abil.

Teoreemid on naiteks jargmised laused:

kolmega jaguvad ainult need arvud, millede ristsumma
jagub 3-ga;

kaks sirget saavad 16ikuda ainult ithes punktis;

iihes ja samas ringis vordsetele kesknurkadele toetuvad
kaared on vordsed.

Teoreemiga valjendatava tde pohjendamist teiste tddede
abil nimetatakse teoreemi tdestamiseks. Teoreemi
toestamine toimub sel teel, et tuntud tddedest (aiksdoomi- ;
dest ja teoreemidest) jareldatakse jarjest uusi tdde-

; sid, kuni joutakse selleni,
mida soovitakse tdestada. Non-
da toestatakse teoreem arut-
luse ja mdtlemise teel, mitte
aga vaatluse v0di modtmise
abil. '

Geomeetriliste kujundite
tundmadppimisel rakendatakse
siiski ka wvaatlust ja modtmist.
Sel teel leitud omadused ei
tarvitse alati olla oiged ja
vajavad seepdrast tOestamist.
Joonis 58. Et vaatluse teel, s. t. silma
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kaudu saadud muljed vodivad olla ekslikud, selles vdib
veenduda vaadeldes joonist 58. Sellel ndaeme spiraali, toe-
liselt kujutab see aga thise keskpunktiga ringjooni, nagu
selgub sirkliga kontrollides.

Sellelaadilisi silmapetteid esineb palju. Kaks niisugust
on toodud joonisel 59. Joonlauaga kontrollides on kerge
veenduda, et nende kujundite kiiljed on sirged, aga ainult
vaatluse pohjal otsustades voiksime pidada neid kdveraiks.

N\~

=
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A

Joonis 59.

Ulesanded.

159. Leida eespool jamedalt trikitud lausete hulgast
aksioome ja teoreeme.

160. Loetella koik need tdsiasjad, s.o. definitsioonid,
aksioomid ja teoreemid, mida Kasutasime teoreemi ,tipp-
nurgad on vordsed” tdestamisel.

161. Otsustada iga jargneva lause kohta, kas ta on
definitsioon, aksioom v&i teoreem:

1. kui ikks kérvunurkadest on teravnurk, siis teine on
nurinurk;

2. nurgapoolitaja on kiir, mis jaotab nurga kaheks vord-
seks osaks;
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3. tasapinda saab iga tema sirget moéodda kahekorra
murda;

4. diameeter on kdige pikem kool

Teoreemi puhul 6elda tdde, mille abil seda teoreemi
saab pohjendada.

§ 26. Teoreemi eeldus ja viide;
teoreemi liigid.

Igas geomeetrilise sisuga teoreemis saab eristada kaht
osa: uhes neist 0eldakse, missugustest kujunditest on jutt,
ja teises vaidetakse mingit tosiasja nendest kujunditest.
Esimest osa nimetatakse teoreemi eelduseks ja teist
osa vaiteks. Naiteks teoreemis

tippnurgad on vordsed
voOetakse eeldusena, et nurgad on tippnurgad, ja vai-
detakse, et need nurgad on vordsed.

Eelduse ja vdite selgemaks eraldamiseks antakse teo-
reem sageli niisuguses sOnastuses, et eeldus algab sdnaga
kui ja vaide sdonaga siis. Nii sonastatult voiks teoreem
tippnurkade kohta esineda jargmiselt:

kui kaks nurka on tippnurgad, siis nad on vordsed.

Kahel teoreemil on monikord iiks ja sama eeldus voi
iks ja sama vaide. Sel juhul saab neid thendada Uheks
liitteoreemiks. Naiteks teoreeme

kooluga ristuv diameeter poolitab kdolu
ja . %
kooluga ristuv diameeter poolitab kodlule toetuva kaare
saab thendada uheks liitteoreemiks:

kddluga ristuv diameeter poolitab kddlu ja sellele toe-
tuva kaare.

Kui teoreemis vahetada eeldus ja vaide, s.t. eeldus teha
vditeks ja vaide eelduseks, siis saame uue teoreemi, mida
nimetatakse endise p6ordteoreemiks. Moodustame
nditeks poéordteoreemi jargmisele teoreemile:
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kui ihe ja sama ringjoone kaared on vordsed,
siis on vOrdsed ka kesknurgad, mis toetuvad neile
kaartele.

Vahetades selles eelduse ja vdite saame:

kuij tGhe ja sama ringi kesknurgad on vdrdsed,
siis on vordsed ka kaared, mis toetuvad neile
kesknurkadele.

Ka see teoreem on odige. Kuid mitte iga teoreemi
poordteoreem pole 0Oige; naiteks tippnurkade teoreemi
poordteoreem kolaks jargmiselt: vdrdsed nurgad on tipp-
nurgad. Kuid see pole tldiselt dige, sest mistahes kaks
vordset nurka ei tarvitse veel esineda tippnurkadena. Sel-
lest selgub, et iga teoreemi poordteoreemi tuleb uurida
omaette ja vajaduse korral ka tdestada.

Teoreemist saab moodustada uue teoreemi veel sel teel,
et teoreemi eeldust ja vaidet eitatakse. Nii saame antud
teoreemi vastandteoreemi. Anname vastandteo-
reemi jargmisele teoreemile:

kui 1ks korvunurkadest on teravnurk, siis teine on
nurinurk;
vastandteoreem on:

kui tks korvunurkadest ei ole teravnurk, siis teine
el ole nirinurk.

On kerge ndidata, et saadud teoreem on dige. Tdepoo-
lest, kui tiiks kodrvunurkadest ei ole teravnurk, siis ta on
kas tdisnurk voi niirinurk. Tdaisnurga korvunurk on tdis-
nurk, niirinurga koérvunurk on teravnurk, seega kumbki
neist ei ole niirinurk. Nij siis on 6ige, et kui iiks kdrvu-
nurkadest ei ole teravnurk, siis teine ei ole niirinurk.

Kuid mone teoreemi vastandteoreem ei ole Gige. Nai-
teks ei ole dige jargmise teoreemi vastandteoreem:

kui kumbki kahest liidetavast jagub 5-ga, siis ka
nende summa jagub 5-ga.
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Selle eelduse ja vaite eitamisel saame teoreemi:

kui kumbki kahest liidetavast ei jagu 5-ga, siis ka
summa ei jagu 5-ga. '

See teoreem ei ole dige, sest 5-ga mittejaguvate liide-
tavate summa monikord jagub 5-ga; néiteks 17 ei jagu
5-ga ja 8 ei jagu 5-ga, kuid nende summa 25 jagub 5-ga.
Eelnevast selgub, et ka vastandteoreem vajab omaette uuri-
mist ja vajaduse korral tSestamist.

Vastandteoreemi saab moodustada mitte ainult antud
teoreemist vaid ka selle poordteoreemist. Nii siis on iga
teoreemiga seotud veel kolm teoreemi: poordteoreem,.vas-
tandteoreem ja poordteoreemi vastandteoreem (ehk vas-
tandteoreemi poodrdteoreem). ‘

Né&dide: moodustame nimetatud kolm teoreemi jarg-
misest teoreemist: 3

kui punkt on 1digu keskristsirgel, siis on ta ldigu ots-
punktidest vordsetel kaugustel
Poordteoreem:

kui punkt on 1digu otspunktidest vordsetel kaugustel,
siis on ta 18igu keskristsirgel.

Vastandteoreem:

kui punkt ei ole 18igu keskristsirgel, siis ei ole ta 18igu
otspunktidest vordsetel kaugustel.

Poordteoreemi vastandteoreem:

kui punkt ei ole 16igu otspunktidest vordsetel kaugus-
tel, siis ei ole ta 16igu keskristsirgel.

Koik need teoreemid on odiged.

Ulesanded.
162. Oelda iga jargneva teoreemi eeldus ja vaide:
1. kdérvunurkade summa vordub sirgnurgaga;
2. kaks sirget saavad ldikuda ainult tihes punktis;
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3. ringi sees oleva punkti kaugus ringjoone keskpunk-
tist on vaiksem kui raadius;

4. vordsete raadiustega ringjoonte vordsetele kaartele
toetuvad kodlud on vordsed.

163. Sonastada eelmises ililesandes antud teoreemid nii,
et neis esineksid sonad ,kui” ja ,siis”.

164. Anda iga jargneva teoreemi poordteoreem, vas-
tandteoreem ja poordteoreemi vastandteoreem ning otsus-
tada iga teoreemi puhul, kas ta on 6ige vo6i mitte:

1. kui kaks nurka on vordsed, siis on vordsed ka nende
kdrvunurgad;

2. kui 16igud a ja ¢ on vordsed ning 1digud b ja c on
vordsed, siis ka l6igud a ja b on vordsed;

3. kui 16ik a on siimmeetriline 16iguga b sirge s suhtes,
siis 16igud a ja b on vordsed;

4. kui nurk a on tdisnurgast suurem, siis ta ei ole terav-
nurk.

§ 27. Teoreemi toestusest.

Teoreem sisaldab, nagu ndgime, kaks osa: eelduse ja
vaite. Need tosiasjad, mida sisaldab eeldus, loetakse teo-
reemi toestamisel tdidetuks ehk antuks. Toestada teoreem
tdhendab siis eelduses antud tosiasjadest jdreldada ehk
tuletada need tdsiasjad, mida sisaldab vaide. Niisiis tuleb
teoreemi tdestamisele asumisel kdigepealt selgitada, mis
on teoreemi eelduseks ja mis on vaiteks, teisiti, mis on
antud ja mida on vaja tdestada. Peale eelduse tuleb teo-
reemi tdestamisel harilikult kasutada ka varem tundma-
opitud tddesid (definitsioone, aksioome ja teoreeme). Sel-
leks, et ndha, missuguste varem tundmadpitud tddede abil
saab antud teoreemi tdestada, tuleb monikord joonist
tdiendada uute punktide ja joonte joonestamisega (§ 14),
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viia uuritav kujund teisele kohale, nditeks paigutada teise
kujundi peale (§18), uurida kujundi stimmeetriat (§ 22) voi
kasutada mdnda muud tdestamisvotet.

Uks sageli kasutatav tOestamisvote on vastuvadite-
line tdestus. Selle votte puhul oletatakse, et tdestatav
vdide ei ole d0ige ja ndidatakse siis, et see oletus teki-
tab vastuolu teoreemi eeldusega vO0i mdne varem Oopitud
teoreemiga, ja seetdttu ei saa olla dige. ‘

Naiteks teoreemi ,kaks sirget saavad ldikuda ainult
iihes punktis” tdestamiseks oletasime (§ 5), et sirged u ja v
16ikuvad peale punkti P veel punktis Q. Sellest oletusest
jareldub, et punkte P ja Q labib kaks eri sirget. Et see
jareldus on vastuolus lausega, mille jargi kaht punkti labib
ainult tks sirge, siis tdestuse algul tehtud oletus teise 18i-
kepunkti Q olemasolust ei ole dige. Kui aga sirgetel u ja v
teist 15ikepunkti ei saa olla, siis on dige, et nad saavad
16ikuda ainult punktis P.

Muidugi ei saa antud toestusest jareldada, et i ga kaks
sirget 1d0ikuvad: teoreem tlitleb vaid seda, et kui kaks sir-
get 1dikuvad, siis ainult tthes punktis.

Teoreemi tdestamiseks tuleb samm-sammult naidata,
kuidas teoreemi eeldusest ja muudest kasutada olevaist
tosiasjadest tuleneb teoreemi vaide.

Selleks peab oskama antud tddedest teha jdareldusi, s.t.
tuletada wuusi tddesid. Uus tdde tuleneb kas lihest v&i mit--
mest antud tdest. Kui on teada nditeks, et 16ik a ei ole
suurem kui 16ik b, siis saame jareldada, et kas a = b voi
a<h. Siin uus tdde (a < b) jdareldus iihest antud tdest
(a ei ole suurem kui b).

Mitmest tdest uue tde tuletamisel leiab sageli kasuta-
mist jargmine jdareldusaksioom: '

vorduses ja vorratuses v0ib iga suurust asendada temaga
vordse suurusega.
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Seda aksioomi kasutades saame, naiteks:
“kuia =h jarais=b; glis @ai=:cC,

sest asendades esimeses vOrduses suuruse b temaga vordse
suurusega ¢ saame jareldusena viimase vdrduse.

Nende kolme vordusega véljendatud tdsiasja sdnastame
jargmise jareldusteoreemina:

kui kaks suurust on eraldi vordsed iihe ja sama kolmanda suu-
rusega, siis on need kaks suurust ka omavahel vordsed.

Jareldusaksioomi pdhjal saame veel:

Lekul sz bija b e e SsiiS A > IC

2ikni g < b el b =icdsis @< o

Ulaltoodud aksioomi kasutades on kerge ndidata, et on
Oiged ka jargmised neli jareldusteoreemi:

vordsete suuruste liitmisel vordsete suurustega saadakse vord-
sed suurused:

vordsete suuruste lahutamisel vordsetest suurustest saadakse
vordsed suurused;

vordsete suuruste korrutamisel vordsete suurustega saadakse
vordsed suurused;

vordsete suuruste jagamisel vordsete suurustega saadakse vord-
sed suurused.

Neid teoreeme stimbolites valjendades saame:

kuia-= b jac —id, siis

\ b
g o= Fdi gt =h+—d; astc=Db¢d; ::d-
Nende vorduste kehtivust nditame jargmiselt:
iseenesest moistetav on, et
T4 e =ate »a—e=ig——C  gic=a ¢ ‘&’,z’c’,;

asendades nende vorduste paremates pooltes suurused a ja

¢ nendega vdrdsete suurustega b ja d saame vOrdused
b
a+C:ba+_d, a—C:b__.d' a.c:b.d’ g_:d,

mida oligi vaja tdestada.
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Ulesanded.

165. Teha jareldused igast jargnevast eeldusest ning
anda eeldus ja jareldus iihe lausena:

1. nurk « ei ole suurem kui 90°;

2. 1digu a pikkus ei ole 5 cm;

3. korvunurgad ei ole vordsed;

4. punkt M on punktide A ja B siimmeetriateljel.

166. Kasutades jareldusaksioomi ja -teoreeme teha jarel-
dused igast jargnevast eelduste paarist:

Lix=d: 2. a=b .. x=a+b 4 s=a+bh

Vi=:h % et b B de=-h

167. On antud, et a + 3> 2a. Toestada vastuvaiteli-
selt, et 3 >a.

168. Olgu « ja 8 kdrvunurgad ning y ja é kdrvunurgad.
Toestada, et kui a >y, siis £ <, ja sdonastada vastav teo-
reem,

§ 28. Vastandteoreemide kehtivusest.

Eespool ndgime, et ligast teoreemist saab eelduse ja vaite

vahetamise ja eitamise teel moodustada veel kolm teoreemi.
Naitame niitid, et k6ik need neli teoreemi on diged, kui tea-
tavad kaks teoreemi neist neljast on toestatud. Selleks mar-
gime iihe tdhega koik need tdsiasjad, mida sisaldab teoreemi
eeldus, nditeks tdhega A ja teise tdhega B koik need tosi-
asjad, mida sisaldab védide. Niild saab koik neli koneallole-
vat teoreemi anda jargmiste skeemidena.

Esialgne teoreem:

kui A on teada, siis on teada B.

Poordteoreem:

kui B on teada, siis on teada A.
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Vastandteoreem:

kui A ei ole teada, siis ei ole teada B.
Poordteoreemi vastandteoreem:

kui B ei ole teada, siis ei ole teada A.

Olgu esimene teoreem neist neljast toestatud. Nai-
tame, et siis neljas teoreem on ikka oige, s.t. poordteo-
reemi vastandteoreem ei vaja toestamist. Niisiis on antud,
et B ei ole teada (IV teoreemi eeldus); tuleb ndidata, et
siis ei ole teada ka A (IV teoreemi viide). Vaide on dige,
sest kui A oleks teada, siis esimese teoreemi jargi oleks
teada ka B; kuid meil on antud, et B ei ole teada, seega
A ei saa olla teada.

Niisamuti saame ndidata, et poordteoreemi kehtivusest
jareldub vastandteoreemi kehtivus ja timberpo6ordult, vas-
tandteoreemi kehtivusest jareldub poérdteoreemi kehtivus.

Niisiis koik neli koneallolevat teoreemi on Giged, kui
peale esialgse teoreemi on veel tdestatud poordteoreem voi
vastandteoreem. Harilikult tdestatakse peale esialgse teo-
reemi veel poordteoreem, kui seda saab tdestada. Kui see
osutub v&imatuks, siis neist neljast teoreemist on ainult
kaks 0diged: esialgne teoreem ja poordteoreemi vastand-
teoreem.

Ndide: Eeldame, et on tdestatud jargmine teoreem:

kui kolmnurga kaks nurka on vdrdsed, siis kolmnurk on
vordhaarne.

Sel juhul on &ige ka poordteoreemi vastandteoreem:
kui kolmnurk ei ole vordhaarne, siis tal ei ole kaht
vordset nurka.

Ulesanded.

169. Naidata, et vastandteoreemi kehtivusest jareldub
poordteoreemi kehtivus.
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170. Moodustada poordteoreem, vastandteoreem ja
poordteoreemi vastandteoreem teoreemist: kui x ei ole
kehtiv, .siis on kehtiv y. -

171. Missuguse teoreemi kehtivus jareldub iga jargneva
teoreemi kehtivusest:

1. kui £ A—+ £ B sirge s suhtes, siis
LA =B,

2. kui kaks 16ikuvat sirget u ja v on siimmeetrilised
sirge t suhtes, siis u ja v 16ikepunkt asetseb sirgel .

3. kui kumbki kahest liidetavast jagub 7-ga, siis ka
summa jagub 7-ga.
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Peatikk V.

Kolmnurk.

§ 29. Kolmnurga elemendid ja nende tidhistamine.

Kolmnurk on kujund, mis tekib kolme mitte iihel sirgel aset-
seva punkti ithendamisel sirgloikudega.

Need punktid on kolmnurga tipud ja neid ithendavad
sirgldigud on kolmnurga kiiljed. Iga kahe kiilje vahel
on kolmnurga iiks nurk. Kolmnurga nurki ja kiilgi nime-
tatakse kolmnurga elementideks *.

Harilikult tdhistatakse kolm-
nurga tippe ladina suurte tdhtedega,
nurki vdikeste kreeka tahtedega ja
kiilgi vaikeste ladina tdhtedega.

Kui kolmnurga tippude tahised on
: A, B ja C, siis tipu A vastas on
kilg a, tipu B vastas kilg b ja tipu
C vastas kiilg ¢ (joonis 60). Selle
tahistusviisi juures saab kolmnurga
nurka nimetada kolmel viisil, nditeks nurk ¢« ehk A ehk
CAB (ehk BACQC).

Kolmnurga tipust vastaskiiljele (joonis 61) voi selle
pikendile (joonis 62) joonestatud ristldiku nimetatakse
kolmnurga kdrguseks.

C

Joonis 60.

* elementum (lad.) — alge, algosis.
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Korgust tahistatakse harilikult tdhega h. Kolmnurga
kiilge, millele on joonestatud korgus, nimetatakse alu-
seks ja korguse otspunkti alusel — korguse alus-
punktiks. Et aluseks v&ib vdtta kolmnurga tikskdik

; X

Joonis 61. Joonis 62.

millise kiilje, siis on igal kolmnurgal kolm kdrgust.

Sirgldik, mis tthendab kolmnurga tippu selle vastaskiilje
keskpunktiga, on kolmnurga mediaan *. Kolmnurgal on
kolm mediaani. Kui punkt M on kolmnurga ABC kiilje BC
keskpunkt (joonis 63), siis 16ik AM on selle kolmnurga
ks mediaan.

c c
A 5
" X
L
A B A / B8

Joonis 63. Joonis 64?

Joonestame kolmnurga mingi nurga poolitaja, naiteks
nurga A poolitaja (joonis 64). Selle 16iku tipust kuni vas-
taskiiljeni, s. o. 16iku AN joonisel 64 nimetatakse kolm -
nurga nurgapoolitajaks ehk bissektoriks **

* medius (lad.) — keskmine. £
** bis (lad) — kaks korda; secare (lad.) — loikama
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Nii siis kolmnurga nurgapoolitajaks nimetatakse kolm-
nurga nurga poolitaja 18iku tipust kuni vastaskiiljeni. On
selge, et igal kolmnurgal on kolm nurgapoolitajat.
Kolmnurga kililgede summa on tema iimbermdadt.
Sona kolmnurk asendatakse kirjutamisel sageli stimbo-
liga A.

Ulesanded.

172." Vétta vabalt kolmnurga tipud A, B ja C ning joo-
nestada kolmnurga koérgus AK, mediaan BM ja nurga-
poolitaja CN.

173.7 Joonestada vabalt vOetud kolmnurga kolm kdr-
gust.

174." Joonestada vabalt vdetud kolmnurga kolm
mediaani.

175.7 Joonestada vabalt véetud kolmnurga kolm nurga-
poolitajat.

§ 30. Kolmnurga kahe kiilje summa ja vahe.

Olgu vaja joonestada kolmnurk, mille kiilgedeks on
kolm antud sirgldiku a, b, c. Ulesande lahendamiseks joo-
nestame 18igu BC = q, selle otspunkti B tmber ringjoone
raadiusega ¢ ja otspunkti C

uiimber ringjoone raadiusega b a
(joonis 65). Nende ringjoonte 108i- i 5 b

kepunkti A iithendamisel punkti- &
dega B ja C tekib kolmnurk, y ’
mille kiilgedeks on a, b ja c.
Kui vbdtta wvabalt kolm sirg- V- b
16iku ja haketa neist ehitama
kolmnurka, siis vdib juhtuda, et
see osutub vdimatuks; niisugune
olukord tekib néaiteks, kui ring- Joonis 65.
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jooned B (c) ja C (b) joonisel 65 ei 1dikuks. Vaatleme, mis-
sugustel tingimustel saab kolmest 16igust a, b ja c ehitada
kolmnurga.

Et sirgloik on kodige lihem joonldik kahe punkti vahel,
siis peab kolmnurga kahe kiilje summa olema suurem kui
kolmas kiilg. Seega

bizksg hdiieae @ =ohidia
a v hi>ic,
Kui teise vOrratuse mdélemast poolest lahutame ¢, siis
saame, et
a>b—ec.
Esimese vorratuse b + ¢ > a ja viimatisaadud vorratuse
kirjutame jarjestikku lihidalt jargmiselt:
b+c¢c>a>b—c.
See n'aitab, et killg a on teiste kiilgede summast vaiksem,
aga nende vahest suurem.

Samal viisil leiame, et

at+c>b>a—c ja at+b>c>a—>h.
Seega oleme tdestanud, et

kolmnurga kahe kiilje summa on suurem ja vahe on viiksem
kui kolmas kiilg.

Ndaide. Kui kolmnurga kiilg @ on 9 cm ja kiilg b on
7 cm, siis kiilg ¢ peab olema lithem kui 9 + 7 ehk 16 cm
ja pikem kui 9—7 ehk 2 am: .

16 >e > 2
Ulesanded.

176. Joonestada kolmnurk, mille kiilgede pikkused on
5,8 cm, 3,9 cm ja 6,7 cm. Mdodta selle kolmnurga nurgad.

177, Joonestada kolmnurk, mille kiilgede pikkused on
4 cm, 45 cm ja 7,5 cm ja tommata selle kdige lihema
kilje vastastipust kdrgus, mediaan ja nurgapoolitaja.
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178. Kas on olemas kolmnurk kiilgedega 1) 4 'm, 8 m,
10 m; 2) 1,2 dm, 1 dm, 2,2 dm; 3) 7,9 cm, 4,3 cm, 3,1 cm?

179, Kolmnurga kahe liihema kilje pikkused on
23 cm ja 18 cm. Missuguses vahemikus on kolmanda kiilje
pikkus?

180. Kolmnurga kiillg ¢ = 8,5 cm ja kilg a = 11,5 cm.
Missuguses vahemikus on kiilje b pikkus?

181. Kolmnurga kahe kiilje summa on 27,8m ja umber-
modt on 36,5 m. Kui pikk on kolmas kiilg? :

182. Kolmnurga kahe kiilje summa on 28,6 m ja nende
vahe on 5,8 m. Kui pikk on kumbki kiilg?

183. Kui suur peab olema l6ikude AB ja BC summa, et
punkt B oleks a) sirgel AC, b) valjaspool sirget AC?

184£.>T6estada, et kolmnurga iga kiillg on vaiksem kui
kolmnurga pool iimbermddtu.

185.) Toestada, et kolmnurga sees oleva punkti kau-
guste summa tippudest on suurem kui kolmnurga pool
umbermddotu.

§ 31. Kolmnurkade liigitelu kiilgede jargi.

Kolmnurki liigitatakse kiilgede ja nurkade jargi.

Kiilgede jargi on kolmnurk kas isekiilgne, vdrd-
haarne vdi vordkilgne. Isekiilgsel kolmnurgal ei
ole vordseid kiilgi (joonis 65), vordhaarsel on kaks vordset
kiilge (joonis 66) ja vordkiilgsel on kolm vordset kiilge
(joonis 67).

Vordhaarse kolmnurga kaht vordset kiilge nimetatakse
haaradeks ja kolmandat kiillge aluseks. Selle kolm-
nurga aluse vastasnurka nimetatakse tipunurgaks ja
aluse lahisnurki alusnurkadeks. Aluse vastastipust
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alusele tommatud ristldik on voérdhaarse kolm-
nurga korgus.

Vordkiilgset kolmnurka saab vaadelda kui vordhaarset,
mille alus on haaraga vordne. Seega iga vordkiilgne kolm-
nurk on ka vordhaarne.

Joonis 66. Joonis 67.

Ulesanded.
186. Joonestada vordhaarne kolmnurk, mille alus on
5 cm ja haar 4 cm. Mddta selle kolmnurga kdrgus.

187. Vordhaarse kolmnurga alus on 4,5 m ja haar on
alusest 0,75 m vorra pikem. Arvutada kolmnurga tmber-
moot. :

188. Mis liiki on kolmnurk:

a) mis ei ole vordhaarne;

b) mis ei ole vordkiilgne;

c) mis on saadud ringi keskpunkti iihendamisel kodlu
otspunktidega.

189. Vordhaarse kolmnurga iiks kilg on 14 cm ja
teine kiilg on 30 cm. Kumb neist kiilgedest on aluseks?

190." Voérdhaarse kolmnurga tmbermddt on 15 m ja
haar on alusest 1,5 m pikem. Kui pikk on alus?
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§ 32. Vordhaarse kolmnurga omadusi.

Joonestame vordhaarse kolmnurga aluse keskristsirge
(joonis 68). Sellel sirgel asetsevad koik punktid, mis on
aluse otspunktidest vordsetel kaugustel.
Et ka kolmnurga tipp on aluse otspunk-
tidest vordsetel kaugustel, siis aluse
keskristsirge peab labima tippu. Seetdttu

vordhaarse kolmnurga aluse keskristsirge
on selle kolmnurga siimmeetriateljeks.

Sellest jareldame, et
'

Joonis 68.

vordhaarse kolmnurga alusnurgad on
vordsed,

sest nad on aluse keskristsirge suhtes

stimmeetriliselt asetsevad nurgad. Et alusnurgad on haa-
rade, s. o. vOordsete kiilgede vastas, siis viimast teoreemi
saab veel teisiti sonastada, nimelt:

kolmnurgas on vordsete kiilgede vastas vordsed nurgad.

Et vordkiilgsel kolmnurgal k&ik kiiljed on vordsed, siis
on tal ka koik nurgad vordsed.

Vaatleme niitid vOrdhaarse kolmnurga korgust. Et
tipust saab alusele joonestada ainult ithe ristldigu, milleks
on aluse keskristsirge 18ik, siis vordhaarse kolmnurga kor-
gus asetseb aluse keskristsirgel, s. o. kolmnurga simmeet-
riateljel. Sellest jareldame, et

vordhaarse kolmnurga korgus poolitab aluse ja tipunurga, s. t.
vordhaarse kolmnurga korgus on iihtlasi aluse mediaan ja tipu-
nurga poclitaja.

Vordkiilgset kolmnurka voime vaadelda kui v&rdhaar-
set, mille aluseks vdib votta iikskdik missuguse kiilje; see-
tottu g

vordkiilgse kolmnurga iga kiilje keskristsirge on selle kolm-
nurga siimmeetriateljeks.
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Vaatleme nuud kolmnurka, mille kaks nurka on vord-
sed. Saab tdestada, et nende nurkade vastaskiiljed on vord-
sed, nii et

kahe vordse nurgaga kolmnurk on vordhaarne.

Eeldus: ¢ = 8 (joonis 69)..

Vaide: AC = BC.

T 6 estus. Ehitame kiilje AB
keskristsirge t ja kujutleme, et
joonis on seda sirget modda
kahekorra murtud. Siis thtivad

punktid A ja B kui summeet-
riliselt asetsevad punktid ning
nurgad « ja 3 kui vdrdsed
nurgad.

Joonis 69. Seega nurkade « ja 3 haarad
AC ja BC on simmeetrilises
asendis sirge t suhtes, mistdttu nende 16ikepunkt C asetseb
sirgel t. Kuid siis 16igud AC ja BC on teineteisega sim-
meetrilised sirge t suhtes ja
AC =BG

Uhendades selle teoreemi teoreemiga vordhaarse kolm-.

nurga nurkade kohta saame jargmise teoreemi:

kolmnurgas on vordsete nurkade vastas vordsed kiiljed ja
vordsete kiilgede vastas vordsed nurgad.

6.

Ulesanded. : .

191./ Joonestada kolmnurk, mille iiks kiilg on 5,5 cm ja
selle kiilje lahisnurgad on 40°.

192.2{' Joonestada vdrdhaarne taisnurkne kolmnurk.

193. 'Joonestada vdrdhaarne kolmnurk, mille alus ja
kdrgus on vordsed. g

194. {Joonestada vordkiilgse kolmnurga kolm sim-
meetriatelge.
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195)'Tdestada, et sirge, mis 1dikab nurga haarasid
punktides, mis on nurga tipust vordsetel kaugustel, on
risti nurga poolitajaga.

§ 33. Kolmnurga suurem nurk ja selle vastaskiilg.

Kolmnurgas on vordsete nurkade vastas vordsed kiiljed.
Vaatleme niiid kahe mittevdérdse nurga vastaskiilgi. Tdes-
tame, et

kolmnurgas on suurema nurga vastas suurem Kkiilg.
Eeldus: a > f (joonis 70).

Vdaide: BC> AC.

Tdestus. Ehitame punkti
A juurde murga f, nagu néi-
datud joonisel 70. Siis on
kolmnurgas ABD kaks vdrdset
nurka ja seetdttu

AD: = BD.
Kuna kolmnurga kahe kilje
summa on suurem kui kolmas
kiilg, siis kolmnurgas ADC
AD + DC >AC.

Asendades selle vorratuse vasakpoolses avaldises AD
temaga vordse suurusega BD saame BD + DC > AC.

Joonis 70.

Et BD ja DC summa on BC, siis
BC > AC,
mida oligi vaja toestada.
Toestame, et on dige ka eelmise poordteoreem, nimelt:
~ kolmnurgas on suurema kiilje vastas suurem nurk.
Eeldus: BC > AC (joonis 70).
Viaide: ¢> f.

87



Todestus. Mistahes nurkade ¢ ja 8 kohta on alati

oige iiks kolmest vaitest:
S T B voi i e >
Antud kolmnurga nurkade a ja 8 kohta esimene vaide ei ole
dige, sest siis peaksid olema vOrdsed nende nurkade vas-
taskiiljed BC ja AC, kuid eelduse jargi BC > AC. Ka teine
vaide ei saa olla dige, sest siis peaks BC olema vdiksem
kui AC, mis on vastuolus eeldusega. Ainsa vOimalusena
jaab pusima vaide
: i

mis ei ole vastuolus eeldusega.

Ulesanded.

196.: Kolmnurga nurkade kohta on teada, et y > a ja

e _\M‘ixs saab oelda kolmnurga kilgedest? . D
197. Kolmnurga kiilgede a, b ja ¢ kohta on teada, et
b—c>a—c>0.
Jarjestada kolmnurga nurgad nende suuruse jargi.
198. Kolmnurgas on a<c ja 8> y. Jarjestada kolm-
nurga nurgad nende suuruse jargi. :
199. Kolmnurgas on y > «a ]a b—c>0. MlStsugune on
koige pikem kiilg selles kolnmnurgas?

200. Vordhaarse kolmnurga timbermddt on 19,7 dm ja
aluse ning haara summa on 14 dm. Kumb on suurem, kas
alusnurk voi tipunurk?

§ 34. Kolmnurkade liigitelu
nurkade jargi.

Kolmnurkade ° liigitamiseks nurkade jargi tdestame
enne, et

kui kolmnurga iiks nurk on tdisnurk voi niirinurk, siis iilejdd-
nud nurgad on teravnurgad.
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Eeldus: £LC > 90° (joonis 71 ja 72).

Vaide: LA<90° LB<90°.

Toestus. Kui £ C = 90° siis BC on punktist B sir-
gele AC tdmmatud ristldik ja BA on samast punktist samale
sirgele tommatud kaldlgik. Seetdttu BC < BA (§ 14). Et
kolmnurgas on suurema kiilje vastas suurem nurk, siis
kﬁlje BC vastasnurk on vaiksem kui BA vastasnurk, s.t.

B : B

A &
Joonmis 71.
KA AL
ehk et w2 C.=190°,
Asa907
Niisamuti saame tdestada, et
LR 90

Kui £ C > 90°, siis joonestame labi tipu C sirge s LAC
(vdi s L CB). See sirge 16ikab kiilge AB, sest kiilje AB
iiks otspunkt on tihel- ja teine teisel pool sirget s (§ 6).
Olgu AB ja sirge s ldikepunkt D. Siis kolmnurga ACD
nurk C on taisnurk (sest CD | AC) ja tdestuse esimese osa
jargi

< A< 907,

Niisamuti saame ndidata (joonestades selleks sirge

s 1 CB), et
~Z B<90°.

Seega kolmnurga nurkadest ainult liks saab olla tdis-

nurk voi niirinurk. Sellest séltuvalt on kolmnurk nurkade
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jargi kas teravnurkne, tdisnurkne vdi niri-
nurkne. Teravnurksel kolmnurgal on koik nurgad terav-
nurgad (joonis 60), tdisnurksel on iliks nurk tdisnurk (joo-
nis 71) ja nilrinurksel on iiks nurk niirinurk (joonis 72).

Taisnurkse kolmnurga kiilge tdisnurga vastas nimeta-
takse hipotenuusiks?*; kiljed, mis moodustavad
taisnurga on kaatetid **.

Ulesanded.

201. Mis liiki on kolmnurk, kui ta ei ole niirinurkne?

202.. Mis liiki kolmnurk tekib kahe ristuva raadiuse
otspunktide lihendamisel sirgega?

203. Joonestada tdisnurkne kolmnurk, mille kaatetid on
2,9 om ‘ja 4,3 cm.

204." Joonestada taisnurkne kolmnurk, mille hiipotenuus
on 6 cm ja lks kaatet on 4,8 cm.

205." Missugune kiilg on niirinurksel kolmnurgal koige
suurem?

§ 35. Kongruentsed kolmnurgad.

Kaht tasapinnalist kujundit, nditeks kaht kolmnurka,
nimetatakse kongruentseiks, kui neid saab paigu-
tada teineteise peale nii, et nad teineteist tdpselt katavad,
s. 0. uhtivad. Seevastu kaht niisugust kujundit, mis ei saa
thtida, nimetatakse mittekongruentseiks.

Kui iihe kolmnurga teise peale paigutamisel ihe kolm-
nurga tipud iihtivad teise kolmnurga tippudega, siis iihti-
vad ka kiiljed, sest nad on tippude vahelised sirgldigud
ja kaht tippu ilihendab ainult liks sirgldik. Seeparast on
kahe kolmnurga kongruentsuse kindlakstegemiseks- kiillalt,
kui saab ndidata, et nende tipud pealepaigutamisel iihtivad.

*  hypoteinusa (kr.) — millegi iile pingutavv.
** kathetos (kr.) — (tina-) lood.
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Kongruentsete kujundite neid elemente, mis pealepaigu-
tamisel uhtivad, nimetatakse vastavateks elemen-
tideks. On selge, et kongruentsete kujundite vastavad
kiiljed on vordsed ja samuti vastavad nurgad on vordsed.

Kongruentsete kolmnurkade vastavaid tippe tdhistame .
ihe ja sama tdhega, lisades margi ' teise kolmnurga vas-
tava tipu tdhise juurde. Niiviisi tdhistades on vastavad
tipud A ja A’ (lugeda ,A prim”), B ja B’ jne.

Kujundite kongruentsuse markimiseks kasutatakse siim-
bolit =.

Nagu jargnevad teoreemid nditavad, on kolmnurkade
kongruentsust voimalik kindlaks teha juba mone elemendi
vordlemisega, ilma et tarvitseks kolmnurki teineteise peale
paigutada. Elementide kohta, mis vdimaldavad kolmnur-
kade kongruentsust kindlaks teha, oeldakse, et nendega on
kolmnurk mdaratud. ;

Leiame, mitme elemendiga voiks kolmnurk olla maara-
tud. Et on palju erinevaid kolmnurki, millede tihed kiljed
voi thed nurgad on vordsed, siis

ithe elemendiga ei ole kolmnurk maéiratud.

Samuti on olukord kahe
elemendiga: joonisel 73 on
mitu kolmnurka, milledel on
tthine kiilg OA ja milledel
teiseks kiiljeks on ihe ja 0
sama ringi raadiused, seega Joonis 75.
ka teised kiiljed on vordsed;
nii on neil kahed vordsed elemendid, kuid kolmnurgad ei
ole kongruentsed:

kahe kiiljega ei ole kolmnurk méaratud.

Kolmnurkade kongruentsuse tunnuste uurimisel jouame
varsti otsusele, et ainult

kolme sobivalt valitud elemendiga on kolmnurk madratud.
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§ 36. Kolmnurkade kongruentsuse esimene tunnus.

Kaks kolmnurka on kongruentsed, kui iihe kolmnurga kiilg ja
selle ldhisnurgad on vordsed teise kolmnurga vastavate elemen-
tidega.

Eeldus: AC = ACh A m LAy B2
(joonis 74).

C v R O A

Joonis 74.

Vaide: A ABC=A A'B'C'.

Toestus. Paigutame méttes kolmnurga ABC nii
kolmnurga A’B'C’ peale, et tipp A iihtiks tipuga A’ ja kiilg
AC satuks kiiljele A'C’. Siis
1. tipp C iihtib tipuga C’, sest eelduse jargi AC = A C’ i
2. kiilg AB satub kiiljele A'B’, sest L A = L A;

3. kiilg CB satub kiiljele C'B’, sest L C = L C'.
Kisime: kuhu satub tipp B? Et kaks sirget vdivad 16i-
kuda ainult ihes punktis, siis tipp B peab lihtima tipuga B’
Nonda on selgunud, et antud kolmnurki on v&imalik nii-
viisi teineteise peale paigutada, et nende tipud vastavalt
uhtivad. Jarelikult

N ABC e N ATBICH

Kolmnurkade kongruentsuse esimene tunnus (ehk
tunnus nkn) ndaitab, et
kolmnurk on miiratud iihe kiilje ja selle kahe lihisnurgaga.

Kolmnurga joonestamiseks antud kiilje ja selle lédhis-
nurkade jdrgi joonestame esmalt antud kiilje ja siis selle
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otspunktide juurde antud nurgad (joonis 75). Nende nur-
kade teiste haarade ldikepunkt on kolmnurga kolmandaks
tipuks. ‘

Voib juhtuda, et need haarad pikendamisel iildse ei
16iku (joonis 76). Antud nurgad sel juhul ei v&i olla kolm-
nurga nurkadeks. Edaspidi (§ 46) ndeme, missugust tingi-
must peavad taitma kaks nurka, et nad vodiksid olla kolm-
nurga nurkadeks.

5
T i o c g

Joonis 75 .

Antud kilje ja selle kahe ldhis-
nurga jargi kolmnurka joonestades
(joonis 75) véime antud nurgad pai-

gutada kas kiiljest tilespoole v&i

allapoole, véime nurga « paigutada A @
kas kiilje vasakpoolse tipu juurde

vOi parempoolse tipu juurde. Nii Joonis 76.

vdime saada neli eri kolmnurka.
Kasiteldud tunnuse jargi on k&ik need kolmnurgad kong-
ruentsed.

Ulesanded. \

206.2 Naidata, et kaks taisnurkset kolmnurka on kong-
ruentsed, kui lihe kolmnurga kaatet ja selle juures olev
teravnurk on vordsed teise kolmnurga vastavate elemen-
tidega.

207.7 Joonestada neli kolmnurka, millede iiks kiilg on
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3,5 cm ja selle lahisnurgad on 30° ning 70°, paigutades
need kolmnurgad stimmeetriliselt kahe ristuva sirge suhtes.
208. HToestada, et ‘sirge, mis on risti nurgapoolitajaga,
16ikab nurga haarasid punktides, mis on nurga tipust vord-
setel kaugustel.
209.2“T6e‘stada, et kolmnurk on vdrdhaarne, kui tema
nurgapoolitaja on uhtlasi ka kdrguseks.

§ 37. Kolmnurkade kongruentsuse teine tunnus.

Kaks kolmnurka on kongruentsed, kui iihe kolmnurga kaks
kiilge ja nende vahel olev nurk on vordsed teise kolmnurga vasta-
vate elementidega.

Eeldas: . AC =AKE B = PO~ =20
(joonis 77).

Véaide: AABC = AABC.

Toestus. Paigutame mottes kolmnurga ABC nii
kolmnurga A’B'C’ peale, et tipp C ihtib tipuga C’ ja kiilg
AC satub kiiljele A'C’.

B A

Joonis 77.

Siis

1. kilg CB satub kiljele C'B, sest eelduse jargi
S G e

2. tipp A ihtib tipuga A’, sest samuti AC = A'C’;

3. tipp B ihtib tipuga B’, sest BC = B'C’.
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Sellest selgub, et neid kolmnurki on voéimalik niiviisi
teineteise peale paigutada, et nende tipud tuhtivad; jdre-
likult

NABC = ARIBICE

Kolmnurkade kongruentsuse teine tunnus (ehk tunnus
knk) naitab, et

kolmnurk on maéadratud kahe kiilje ja nende vahel oleva
nurgaga.

Kolmnurga joonestamiseks kahe kiilje ja nende vahel
oleva nurga jargi joonestame esiteks antud nurga ja kan-
name siis selle haaradele, alates nurga tipust, antud kiljed
(joonis 78).

Joonis 78.

Nende 10pp-punktide tthendamisel saame antud elemen-
tidega kolmnurga.

On tukskodik, kumma antud kiilgedest paigutame tihele
vOi teisele haarale, sest kolmnurkade kongruentsuse teise
tunnuse jargi on kongruentsed koik kolmnurgad, millede
kaks kiilge ja nende vahel olevad nurgad on vastavalt
vordsed.

Ulesanded.

210\f'Kasu¢.ades kolmnurkade kongruentsust ndidata, et
vOrdsete raadiustega ringides vordsetele kesknurkadele
toetuvad vordsed kddlud.
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211.“Joonewst\ada kaks kolmnurka nii, et neil on ihine
nurk 35° ning selle lahiskiiljed on 3 cm ja 6 cm. Leida
selle kujundi simmeetriatelg.

212."Toestada, et kolmnurk on vordhaarne, kui tema
korgus on iihtlasi ka mediaaniks.

§ 38. Kolmnurkade kongruentsuse kolmas tunnus.

Kaks kolmnurka on kongruentsed, kui iihe kolmnurga kolm
kiilge on vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.

Eeldus: AB = A'B’; BC = B'C’; CA = C’A’ (joonis 79).

Véaide: A ABC= A A'B'C'.

Tdestus. Paigutame mdéttes kolmnurga ABC nii
kolmnurga A’B’'C’ kilge, et tipp B iihtib tipuga B’ ja kiilg
BC satub kiiljele B’C’. Siis tipp C tihtib tipuga C’, sest
eelduse jargi BC = B'C’, ja A ABC tuleb asendisse A”B'C’
(joonis 79).* Niitid punktid A’ ja A” on siimmeetrilised

A A
B G By C'
\\ "
N 7
‘\ ”'
‘\ f"
3 %
\‘ ’,‘
ko4
A’I
Joonis 79.

sirge B’C’ suhtes, sest eelduse kohaselt nad on sirge B'C’
kahest punktist vordsetel kaugustel:
B’A’ b B’A” ja CIAI = C’A".

* A” lugeda ,,A sekund®.

96



Kuid siis A A”B'C’ ja A A’B'C’ asetsevad siimmeetriliselt

ning seega

A A”B’C’ ~ A AIBrcl'
millest jareldub, et ka

A ABC = A A'B'C'.

Kolmnurkade kongruentsuse kolmas tunnus (ehk tunnus
kkk) naitab, et

kolmnurk on maéaidratud kolme kiiljega.

Kolmnurga joonestamist kolme kiulje jargi vaatlesime
eespool (§ 30).

On iikskoik, missuguses jarjekorras antud kiilgi kasu-
tame kolmnurga ehitamiseks, sest kolmnurkade kongruent-
suse kolmanda tunnuse jargi on kongruentsed koik kolm-
nurgad, millede kiiljed on vastavalt vordsed.

Ulesanded.

213. 'Joonestada kolmnurk, millest on antud kaks kiilge
ja tihele neist tommatud mediaan.

214.7, Tdestada, et virdsete raadiustega ringides vordse-
tele kooludele toetuvad vordsed kesknurgad.

§ 39. Kolmnurkade kongruentsuse neljas tunnus.

Kaks kolmnurka on kongruentsed, kui iihe kolmnurga kaks
kiilge ja ‘suurema kiilje vastasnurk on vordsed teise kolmnurga
vastavate elementidega.

Eeldus. - AB= A'B’; BC =B'C';
BC > AB; L A = L A’ (joonis 80).
Vaide. A ABC=A A'BC'.
Toestus. Paigutame mdttes kolmnurga ABC nii kolm-

nurga A’B'C’ kilge, et vordsete nurkade tipud A ja A’
ithtivad ja kiily AB satub kiiljele A’B’. Siis tipp B iihtib
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tipuga B’, sest eelduse jargi AB = A’B’, ja A ABC tuleb
asendisse A’B’C” (joonis 80).

- Naitame niitid, et sirge A’B’ suhtes A A’B’'C’ +— A A’B'C”.
Selleks kiisime, kus on punktiga C’ stimmeetriline punkt.
Punkt C’ asetseb nurga «; haaral A’C’. Selle haaraga on

C

Joonis 80.

simmeetriline nurga as; haar A’C”, sest eelduse kohaselt
a1 = ag. Teiseks, punkt C’ asetseb siimmeetriatelje punk-
tist B” kaugusel B'C’; punktiga C’ siimmeetriline punkt peab
olema punktist B’ niisama kaugel, seega ringjoonel, mille
keskpunktiks on punkt B’ ja raadiuseks B'C’. Seega punk-
tiga C’ simmeetriline punkt on seal, kus 1dikuvad kiir A’C”
ja iilalnimetatud ringjoon. Et eelduse jargi A’B’ < B/C’, siis
punkt A’ asetseb ringi sees, mistdttu kiir A'C” 1dikab
ringjoont ainult tUhes punktis, nimelt punktis C”.
Jarelikult C” on stimmeetriline punktiga C’ sirge A’B’ suh-
tes ja seega
A A’BICI'; AAIBIC’.
Et aga A’B’C” on lihtsalt kolmnurk ABC, nagu teda mdt-
tes paigutasime, siis jareldub, et
' DEABE =2 A ABIC
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Seega on tdestatud kolmnurkade kongruentsuse neljas
tunnus (ehk tunnus KkN).

Markus. Kui nurgad A ja A’ ei oleks suuremate vaid
vaiksemate kiilgede vastasnurgad, s.t. kui AB > BC ja sel-
lega thenduses A’B’ > B'C’, siis punkt A’ asetseks val-
jaspool ringi ja haar A’C” 16ikaks ringjoont kahes
punktis (joonis 81). Sel juhul ilalantud tdestus ei kdlba,
sest teoreemi eeldusest ei selgu, kumb neist punktidest
on G

Joonis 81.

See, et kaks kiilge ja vaiksema kiilje vastasnurk ei
olegi sobivad elemendid kolmnurga maddramiseks, selgub
jargneva tilesande lahendamisel.

Ulesanne. Joonestada kolmnurk, millest on antud
kaks kiilge ja ilhe kiilje vastasnurk.

Lahendus. Olgu antud elemendid a, b ja a (joo-
nis 82). Et nurk « on kiilje b lahisnurk, siis joonestame
kilje b ja ehitame selle tihe otspunkti juurde nurga a.
Edasi joonestame kiilje b teise otspunkti imber kaare raa- -
diusega a ja vaatame, kas kaar 16ikab ehitatud nurga teist
haara. Kui selle 16ikepunkti thendame kiilje b teise ots-
punktiga, siis tekib kolmnurk, milles nurga « vastaskiil-
jeks on a.
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Joonisel 82 antud elementidega {ilesannet lahendades
selgub, et kaar raadiusega a ei l6ikagi nurga teist haara;
tdhendab, siin antud kaks kilge ja tihe kilje

Joonis 82.

vastasnurk ei voimaldagi kolmnurka
saada. Pohjus, miks need andmed kolmnurka ei anna,
peitub selles, et kiilg a on liiga lihike: a on vaiksem kui
kiilje b otspunkti kaugus vastaskiljest. Hakkame piken-
dama kiilge a ja jalgime tekkivaid olukordi (joonis 83):

B
a
b b
A C A
' Vil
Joonis 83.

I juhul a = d, kus d on punkti C kaugus nurga o teisest
: haarast; tekib taisnurkne kolmnurk;

II juhul a > d, kuid @ < b; tekib kaks kolmnurka: AAB;C
ja A ABsC;

IIT juhul a = b; tekib iliks vdrdhaarne kolmnurk;
TV juhul a > b; tekib liks kolmnurk.
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Kui jatta korvale need juhud, mis annavad erikujulisi
kolmnurki (I ja III), siis voib oOelda, et ainult neljandal
juhul, s.o. kahe kilje ja suurema kiilje vas-
tasnurga jargi saab joonestada G he kolmnurga. Kahe
kilje ja vaiksema kiilje vastasnurgaga on maaratud kaks
uhtimatut kolmnurka vo6i tks taisnurkne kolmnurk véi ei
saa tullagi kolmnurka.

Ulesanded.

215. ({Joonestada kolmnurk, milles
a=35am b=S550m i a= 0%
Mitu kolmnurka on madadratud nende andmetega? MGJGta
tehtud joonisel kiilg ¢ ja nurgad f8 ning 7.
216./ Joonestada kolmnurk, milles
a=43 o, - H=85an ja =1,

217.:; Naidata, et kaks taisnurkset kolmnurka on kongru-
"~ entsed, kui Uhe kolmnurga hiipotenuus ja iks kaatet on
vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.

218. Tdestada, et iihes ja samas ringis vordsed kddlud
on keskpunktist vordsetel kaugustel.

219.."1 Toestada, et iga punkt, mis nurga haaradest on
vordsetel kaugustel, asetseb selle nurga poolitajal.

§ 40. Vordsete kiiljepaaridega kolmnurgad.

Kui iihe kolmnurga kaks kiilge on vastavalt vordsed teise kolm-
nurga kahe kiiljega, aga nende kiilgede vahelised nurgad ei ole
vordsed, siis suurema nurga vastas on pikem kiilg.

Eeldus: AB = DE; AC = DF; £ A> LD (joonis 84).
Véaide: BC > EF.
Toestus. Paigutame mdttes kolmnurga DEF nii kolm-

nurga ABC peale, et tipp D thtiks tipuga A ja kiilg DE
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satuks kiiljele AB. Siis tipp E iihtib tipuga B, sest AB = DE,
ja kulg DF satub nurga A sisse, sest eelduse jargi
L A> ZD (joonis 84). Tipp F vdib sattuda kas kolm-
nurga ABC sisse vodi selle kiiljele BC vo6i valjapoole kolm-
nurka ABC. Kui ta satub kiiljele BC, siis ta jadb punktide

NB D ; E

Joonis 84.

B ja C vahele ja se'ega BC > EF. Kui punkt F satub kas
kolmnurga ABC sisse v&i véljapoole seda kolmnurka,
iitleme punkti F’, siis ithendame selle punktiga C. Nii
saame kolmnurga ACF, mis on vordhaarne, sest eelduse
kohaselt AC = AF’. Joonestame selle kolmnurga sum-
meetriatelje ja tahistame punkti, kus see telg 16ikab kiilge
BC, tahega K. Selle punkti K tihendame punktiga F’ ja
vaatleme kolmnurka BKF’. Selles
BK -+ KF' > BF;
sest kolmnurga kahe kiilje summa on suurem kui kolmas
kilg. Stummeetria tottu
BFe=1KC,
Asendamisel saame, et
BK + KC > BF’
ehk
BC > BF’
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ja seega ka
BC > EF.
Vahetades tdestatud teoreemis nurkade A ja D kohta
tehtud eelduse vditega saame jargmise teoreemi:
kui iihe kolmnurga kaks kiilge on vastavalt vordsed teise

kolmnurga kahe kiiljega, aga nende kolmnurkade kolmandad kiil-
jed ei ole vordsed, siis pikema kiilje vastas on suurem nurk.

Eeldus: AB = DE; AC = DF; -BC > EF:
Vaide: LA > LD.

‘Toestus: Mistahes nurkade A ja D kohta peab dige
olema ks jargnevast kolmest vaitest: kas

2= L DNOT DA LD ZEA > D
Siinsete nurkade kohta aga esimene vaide ei ole dige, sest
kolmnurkade kongruentsuse tunnuse knk jargi peaksid siis
kolmnurgad ABC ja DEF olema kongruentsed, seega nende
kiljed BC ja EF peaksid olema vdrdsed; kuid seda ei saa
olla, sest eelduse jargi BC > EF. Ka teine véaide ei saa olla
Oige, sest kui ta seda oleks, siis vdiksema nurga A vastas
asetsev kiilg BC peaks olema vdiksem kui kiilg EF, mis
on vastuolus eeldusega. Oige on seega viimane vaide,
nimelt

LA,
Ulesanded. .

2202 TGestada, et vordsete raadiustega ringides pike-
male koolule toetub suurem kesknurk.

221.')’ Toestada, et vordsete raadiustega ringides suure-
male kesknurgale toetub pikem k&3dl.

222.] Viimase paragrahvi pdhjal ndidata, et kui iihe
kolmnurga kiiljed on vordsed teise kolmnurga vastavate
elementidega, siis neis kolmnurkades vordsete kiilgede
vastas on vordsed nurgad. Jareldada sellest. kolmnurkade
kongruentsuse III tunnus.
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§ 41. Pikkuse kaudne mootmine kongruentsete kolmnurkade
abil.

Kui kauguste ja kdrguste mootmine otseselt pole vahel-
olevate takistuste tottu voi monel muul pdhjusel hasti teos-
tatav, tuleb moota kaudselt. Paljudel juhtudel on see
kergesti teostatav kongruentsete kolmnurkade abil.
Monda niisugust voimalust selgitavad jargmised tlilesanded.

B Ulesanne 1. Moota
%\—%‘:Mi-j; —— kanali laius, kui ainult ka-

ST T e e 1iniali diliele ikdldale’ oncvoima-
lik juurde padseda.
Lahendus. Tahistame
kanali kaldal punkti A, mille
vastas risti iile kanali on
mingi hasti nahtav punkt B.
Edasi tdahistame kaldal kaks
Joonis 85. punkti C ja A’ nii, et
AC = A'C.
Niitid laheme punktist A’ risti kanaliga nii kaugele kaldast,
et meie asukoht B’ oleks punktidega B ja C iihel sirgel,
ja mdéddame punkt B’ kauguse kaldast. See kaugus vor-
dub kanali laiusega (joonis 85).

P3dhjendus: Kolmnurkadel ABC ja A'B’C on jargmi-
sed elemendid vordsed:
AC = AlC;

LA LA =900
ja

< ACB
Seega tunnuse nkn jargi

AABC = N A'BIC.

Jarelikult on vordsed nende kolmnurkade vastavad kjiljed
AB ja A'B.

£ A'CB.

Il
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Ulesanne 2. Mo6ota jarve kaldal asetsevate talude
A ja B vaheline kaugus.

Lahendus. Valime oma asukohaks niisuguse punkti
C, millest mdlemad talud on ndhtavad ja mille kaugust

Joonis 86.

vahemalt thest talust saab modta (joonis 86). Ehitame

niiiid punkti C juurde nurga ' nii, et

/

o=y
/ I

ja margime selle haaral punkti A’ nii, et

EN-=CA ;
Otsitava kauguse saame, kui mdddame punkti A" kauguse
talust B.

Pohjendus. Kolmnurkadel ACB ja A'CB on jarg-

mised elemendid vordsed:

A=A

r=1 ,
ja CB on nende kolmnurkade thine kiilg.
Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse knk jargi siis
N ACB 2N ACB;

millest jareldub, et

AB — AB.



Ulesanne 3. Mddta kahe punkti X ja Y vaheline
kaugus, kui neile punktidele on vdimalik juurde pdadseda.

Lahendus. Valime oma asukoha P nii, et saaks
moodta selle kaugust punktidest X ja Y (joonis 87); tahis-
tame sirgel PX punkti X’ nii, et

PX" = PX,
ja sirgel PY punkti Y’ nii, et

DY Py,
Niitid moddame 16igu X'Y’, millega leiamegi otsitava kau-
guse. x i

Pohjendus. Kolmnurka-
del PXY = PX'Y’ on jargmised
elemendid vordsed:

PX = PX',
PY = pY’
ja

L XDV X P

- Kolmnurkade kongruentsuse
tunnuse knk jargi siis
A PXY = A PX'Y’,
millest jareldub, et
XY = X% .
Ulesanne 4. Moota torni kdrgus, kui tornile on voi-
malik juurde paaseda.

Joonis 87.

Lahendus. Mdddame mingi nurgamodtmisriista, nai-
teks teodoliidi abil nurga A, mis sellest punktist torni tippu
suunatud vaatekiir moodustab rohtsirgega AC (joonis 88).
Siis moddame punkti A kauguse tornist ja punkti C kau-
guse maapinnast. Nurk C kolmnurgas ABC on taisnurk.
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Z
Z
Z
H
z
Z
Z
z
Z
Z
Z
7
Z
7
Z
Z

-

s

Joonis 88.

Niitid ehitame maapinnal kiilje AC ja nurkade A ning C
jargi kolmnurgaga ABC kongruentse kolmnurga ja mo0-
dame selle kiilje BC. Torni kdrgus on
B G,
Ulesanded.
223.%/Torni kdrgus paistab 50 m kauguselt nurgas 62°.
Leida vdhendatud joonise abil torni kdrgus.

\\
A ]
‘\ " /’
\ 1',’
‘
LRt
3T 1 e
L4 . )
% ' .
F14 '
= '
e E ‘
) e e o' et
Joonis 89.

224] Mererannal asetsevate vaatluspunktide A ja B
vaheline kaugus ehk baas * on 7,5 km. Merel olev laev

* pasis (lad.) — alus.
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paistab punktist A suunas, mille nurk baasiga on 34°, ja
punktist B suunas, mis moodustab baasiga nurga 71°. Leida
vahendatud joonise abil laeva kaugus kummastki vaatlus-
punktist.

225./ Toestada, et joonisel 89 AB = DE, kui OB = OE
ja OC = OF. Kuidas saab selle joonise eeskujul mddta A
ja B vahelist kaugust, kui punkt A on juurdepdasematu?
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Peatikk VI
Paralleelsed sirged.
§ 42. Paralleelide aksioom.

» Kaks sirget vdivad- olla tasapinnal nii, et nad 1dikuvad.
Naitame, et kaks sirget voivad ka mitte 1dikuda, kuigi nad
on lhel ja samal tasapinnal. Selleks tSestame, et

iihe ja sama sirge ristsirged ei ldiku.

Eeldus: sl u; t 1 u (joonis 90).

7
P

Joonis 90.

. Vdide: s ja t ei loiku.
. Toestus. Sirged s ja t kas 101kuvad voi ei 16iku. Kui
s ja t 1dikuksid iitleme punktis P, siis sellest punktist oleks
sirgele u joonestatud kaks ristsirget, mis on aga voOimatu.
Seega s ja t ei 1diku.
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Tasapinna sirgeid, nagu s ja ¢, nimetatakse paral-
leelseteks* sirgeteks, lihemalt paralleelideks
ehk ro6bikuteks. Niisiis

paralleelsed sirged on iihel ja samal tasapinnal asetsevad sir-
ged, mis ei 1oiku.

Sirgete paralleelsust margitakse siimboliga ||. Paralleel-
sete sirgjoonte 10ike nimetatakse paralleelseteks
l1dikudeks.

: Pohikonstruktsioon 6. Labi antud punkti val-
jaspool antud sirget joonestada antud sirgega paralleelne
sirge.

Lahendus. Olgu antud sirge s ja véljaspool seda
punkt P (joonis 91). Joonestame ldbi punkti P sirge PQ L s

;.-

\e o P,
< g X
H
\ BT s
5 :
|
X Q
Joonis 91.

ja samal tasapinnal ldbi punkti P sirge t L PQ. Siis t| s,
sest nad asetsevad iihisel tasapinnal ja on the ja sama
sirge PQ ristsirged. Et sirge t labib punkti P ja on paral--
leelne sirgega s, siis ta ongi ndutud sirge.

* parallelos (kr.) — teineteise korval, korvuti.
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Kiisime niitid, kas labi punkti P vOoiks minna peale sirge
t veel moni teine sirge, mis oleks paralleelne sirgega s.
Meie kujutluse jargi teist niisugust sirget ei saa olla, see
tahendab,

Idbi punkti viiljaspool sirget liheb ainult iiks sirge, mis on
paralleelne antud sirgega.

Seda vaidet piiiiti tdestada umbes 2000 aasta valtel, kuid
need tdestamiskatsed ei dnnestunud. Veel enam: selle vdite
tdestamisvoimaluste uurimisel selgus, et seda vdidet ei
saagi tOestada ilma mone uue selle vditega samavadrse
aksioomi tarvitamiseta. Seetdttu kasutame seda aksioomina
ja nimetame paralleelide aksioomiks.

Sellest aksioomist jareldub, et peale iihe k&ik sirged,
mis labivad punkti P, 16ikuvad sirgega s (joonis 91).

Paralleelide aksioomi tdestamiskatsete nurjumine viis
XIX sajandi esimesel poolel vene matemaatiku Nikolai
LobatSevski, ungari matemaatiku J. Bolyai ja saksa mate-
maatiku K. F. Gauss'i mottele, et on vdimalik niisugune
deomeetria, milles puudub paralleelide aksioom iilaltoodud
mottes. See geomeetria erineb tunduvalt ,harilikust” ehk
«eukleidilisest” geomeetriast *. Esimesena avaldas oma
uurimusi ,mitteeukleidilise” geomeetria alalt Kaasani {li-
kooli matemaatikaprofessor Nikolai Ivanovit§ LobatSevski
(elas 1793—1856).

§ 43. Paralleelide iihine ristsirge.
Paralleelide aksioom vdimaldab tdestada jargmist teo-
reemi:

kui sirge on risti iihega kahest paralleelsest sirgest, siis on ta
risti ka teisega.

* FEukleides, kreeka matemaatik, -elas u~ 315—255 e. m. a,,
andis esimesena geomeetria siistemaatilise iilesehituse.
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Eeldus: s| t; ult (joonis 92).
Varde: iils.

Toestus. Kui sirged u ja s ei ristuks punktis A, siis
saaksime ldabi punkti A ehitada sirge s’, mis oleks risti sir-
gega u; see uus sirge s’ peaks olema paralleelne sirgega ¢,
sest nad molemad ristuvad sirgega u. Kuid siis labiksid
punkti A kaks sirget, mis on paralleelsed sirgega t; et see
paralleelide aksioomi jargi ei saa nii olla, siis peavad sir-
ged u ja s ristuma.

ua &
——:4 eeesi, S - : : C
: S
j l ] = ' A
B = 1
Joonis 92. Joonis 95.

Seega paralleelidel on ristsirge iihine. Selle thise rist-
sirge 10iku paralleelide vahel nimetatakse parallee-
lide vaheliseks ristldiguks. Toestame, et

kahe paralleeli vahelised ristldigud on vordsed.
Eeldus: si||t, AB1lt CD 1t (joonis 93)
V. dide: AB.=.CD.

Toestus. Joonestame 1digu BD keskristsirge u. Et
paralleelidel ristsirged on tihised, siis sirge u on risti ka
sirgega s, millest jareldub, et kogu joonis on siimmeetriline
sirge u suhtes. Tdepoolest, kiired LA ja KB on siimmeetri-
lised vastavalt kiirtega LC ja KD, sest sirge u on risti nii
sirgega s kui ka sirgega t; punkt B on siimmeetriline punk-
tiga D, sest sirge u on 1digu BD keskristsirge; sirge BA on
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simmeetriline sirgega DC, sest nurgad B ja D on vdrdsed;
ja lopuks punkt A on siimmeetriline punktiga C, sest sir-
gete BA ja LA ldikepunktiga A simmeetriline punkt peab
olema nende sirgetega siimmeetriliselt asetsevate sirgete
DC ja LC iihine punkt, s. o. punkt C. Kuid siis

AB = CD
kui teineteisega stimmeetrilised 16igud.

Kahe paralleeli vahelise ristldigu pikkust nimetatakse
paralleelide vaheliseks kauguseks. Viimati
tdestatud teoreemi jargi on kdik kahe antud paralleeli
vahelised kaugused vordsed.

Ulesanded.

226.4 Sirkli ja joonlaua abil joonestada antud sirgele
roopsirge labi antud punkti.

227./M&5ta kahe paralleelse sirge vaheline kaugus.

228. L;Joonestada ringis kaks paralleelset kddlu ja tdes-
tada, et nende vahelised kaared on vordsed. Ndpu-
naide: leida kujundi simmeetriatelg.

§ 44. Tasapinna kolm sirgjoont.

Kaks sirget tasapinnal kas 1dikuvad voi on paralleelsed.
Paralleelsus on aga hoopis haruldasem kui 16ikumine: labi
punkti valjaspool sirget laheb ainult iiks selle sirge paral-
leel, kuid ldikavaid sirgeid vaga p\alj'u.

Olgu antud kaks ldikuvat sirget. Kui joonestame lisaks
neile veel kolmanda sirge, siis esineb iiks jargnevast kol-
mest asendi-vdimalusest: kas kolmas sirge Iloikab antud
sirgeid kahes eri punktis, nii et tekib kolmnurk (joonis
94 a), voi kolmas sirge lébib antud sirgete ldikepunkti
(joonis 94 b) voi kolmas sirge on paralleelne iihega antud
sirgetest (joonis 94 c¢). Esimesel juhul sirgetel on kolm
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16ikepunkti, teisel — tks 16ikepunkt ja kolmandal — kaks
16ikepunkti.

Kui on antud kaks paralleelset sirget, siis mingi kolmas
sirge kas 16ikab mdlemat antud sirget (joonis 94 c¢) voi ei
16ika kumbagi neist (joonis 94 d). Kolmandat vdimalust —
kus kolmas sirge 16ikuks iihega kahest paralleelist, teisega

g

Joonis 94.

aga mitte — ei saa olla, sest seda 16ikepunkti ldbiks siis
kaks sirget, mis molemad peaksid olema paralleelsed iihe
ja sama sirgega.’ Viimasel juhul, kui sirge ei 16ika antud
kaht paralleeli, on meil kolm paralleelset sirget. Viimase
juhu tekkimise voimalust nditab jargmine teoreem:

kui kahest sirgest kumbki on paralleelne mmgl kolmanda sir-
gega, siis on need kaks sirget paralleelsed.

Eeldus: x z; v | z (joonis 95).
Vaide: x|y.
Toestus. Joonestame sirge s risti sirgega z. Et sirge,

mis on risti iihega kahest paralleelist, on risti ka teisega,

S11S
Scile X;

samal pohjusel ka
3y
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Seega on sirged x ja y iihe ja sama sirge s ristsirged ja
jarelikult

x|l y.
Kolme sirge x, y ja z paralleelsust margime kujul
x|lylz
S
X
y
\ z

Joonis 95. Joonis 96.

§ 45. Kahe sirge loikumine kolmanda sirgega.

Kui kaht juhuslikku sirget s ja t, millede 16ikepunktist
me midagi ei tea, 1dikame mingi kolmanda sirgega u, siis
esineb meil kaks vOimalust (vastavalt joonistele 94 a ja
94 c¢): kas sirged s ja t 1doikuvad vdi on paralleelsed.
Kumma juhuga on tegemist, seda saab otsustada nurkade
abil, mis tekivad sirgete s ja u 1dikumisel ning sirgete ¢ ja
u 1dikumisel (joonis 96).

Et vorrelda nurki iihe 16ikepunkti juurest nurkadega
teise l0ikepunkti juurest, selleks anname jargmistele
nurgapaaridele nimetused:

1. nimetame kaasnurkadeks kaht nurka thel
pool sirget u, millede haarad sirgel u suunduvad ihtepidi,
nagu nurgad a ja o v&i y ja y’;

2. nimetame podiknurkadeks kaht nurka, mis
asetsevad tlks lhel ja teine teisel pool sirget u ja millede
haarad sirgel u suunduvad vastamisi, nagu nurgad ¢ ja f3’;

115



3. nimetame ldahisnurkadeks kaht nurka thel
pool sirget u, millede haarad 51rgel u suunduvad vastamisi,
nagu nurgad ¢ ja o’.

Toestame nende nurkade kohta jargmise teoreemi:
kui iiks paar kaasnurki on vordsed voi kui iiks paar poiknurki
on vordsed voi kui ithe paari ldhisnurkade summa on sirgnurk,
siis on koik kaasnurgad vordsed, koik poiknurgad vordsed ja koi-
kide ldhisnurkade summa sirgnurk.
Eeldus: a= d vdi y = o v8i 6 + o = 180°
(joonis 96).
Vidide: kaasnurgad on vordsed;
poiknurgad on vordsed;
lahisnurkade summa on sirgnurk.

Tdestus. Eeldame, et iikks paar kaasnurki on vdrdsed
naiteks a = d’; siis
B =pijaii="0
kui vordsete nurkade a ja o kdrvunurgad ja
Poisig :
kui vordsete nurkade a ja o tippnurgad; seega kdik kaas-
nurgad on vdrdsed. Asendades vordustes
o= a j-a Bt
nurgad a ja A nendega vordsete nurkadega y ja o saame, et
y=-aja d=p;
seega pdiknurgad on vdrdsed. Et a ja 6, samuti ka f8 ja y
moodustavad korvunurkade paari, siis :
a8 = 180% ja Bty = 1800,
Asendades « ja B nendega vdrdsete nurkadega o ja 3
saame, et
o’ ¥ & 1007 ju B+ 9 = 1A,
Seega lahisnurkade summa on sirgnurk.
Eeldame nuiud, et liks paar pdiknurki on vordsed, nai-
teks y =d. Et a ja y on tippnurgad, seega vdrdsed,
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siis ka ¢ = «. Kuid sel juhul, nagu eespool tdestasime, on
koik kaasnurgad vordsed, pdiknurgad vordsed ja lahisnur-
kade summa sirgnurk.

Eeldame 16puks, et {ihe paari ldhisnurkade summa on
sirgnurk, naiteks

derial e 180
Et 0 ja @ on kdrvunurgad, siis

& =Fia = 1808,
Neist vordustest saame, et :

et Bl B o

ehk lahutades vorduse mdlemast poolest
: a = (l,.
Kuid sellest jareldub endisel vii-
sil, et kdik kaasnurgad on vord-
sed, poiknurgad on vordsed ja
lahisnurkade summa on sirg-

nurk, mida oligi vaja tdestada. e ¢
: Juhul, kui ldigatavad sir- y’y U
ged s ja t on paralleelsed, on §
iilalmainitud nurkade kohta Joranis Ot

kehtiv jargmine teoreem:

kahe paralleelse sirge ldikamisel kolmanda sirgega tekivad
vordsed kaasnurgad, vordsed poiknurgad ja niisugused ldhisnurgad,
millede summa on sirgnurk.

Eeldus: s/t (joonis 97).

WMaladiel d = als =T 10Ek av= 180"

Toestus. Kui sirge u ei ristu sirgega t, siis joones-
tame paralleelide s ja t vahelised ristldigud SU ja TV. Nii
saadud tdisnurksetes kolmnurkades SUT ja TVS on peale
thise kiilje ST veel jargmised elemendid vordsed:

SU=TV ja £U=<LYV.
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Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse KkN jargi
ASUT = A TVS.
Et kongruentsete kolmnurkade vastavad elemendid on
vordsed, siis
a ==V

mlllega on tdestatud, et punktlde S ja T juures on ks paar
vordseid pdiknurki. Sellest jareldub eespool tdestatud teo-
reemi alusel, et kaasnurgad on vordsed, pdiknurgad on
vordsed ja lahisnurkade summa on sirgnurk.

Kui u_lt, siis ka ul s, mistottu koéik nende sirgete
16ikumisel tekkivad nurgad oh taisnurgad ja teoreemi keh-
tivus on ilmne.

Ulesanded.

229. Kaks paralleelset sirget on 1digatud kolmanda sir-
gega nii, et iiks tekkinud kaheksast nurgast on 63°. Kui
suured on teised nurgad?

230. Arvutada nurgad, mis tekivad kahe sirge 101karn1-
sel kolmanda sirgega, kui, kasutades joonisel 96 leiduvaid
tahiseid, ‘nurk & = 127° ja B +y = 234°.

231. Korvunurkade ja tippnurkade omadusi rakendades
tdestada, et joonisel 96 kasutatud tédhistuses « = ', kui
B=Pp.

232. Toestada samal viisil kui eelmises ilesandes, et
P+ o =180% kui B =F".

233. Toestada, et alusega paralleelne sirge, mis 101kab
vordhaarset kolmnurka, eraldab sellest kolmnurga, mis on
vordhaarne.

§ 46. Kolmnurga nurkade omadused.

Pikendame kolmnurga mingit kiilge iile iithe tipu. Nurka
selle pikenduse ja kolmnurga teise kiilje vahel nimetatakse
kolmnurga vdlisnurgaks. See nurk on kolmnurga
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nurga (ehk sisenurga) kdorvunurk. Mdlema kiilje piken-
damisel lle he ja sama tipu saaksime tippnurkade paarina
kaks vordset valisnurka (joonis 98). Seepdrast edaspidi
koneldes kolmnurga valisnurkadest, arvestame iga tipu
juures leiduvast valisnurkade paarist ainult ht neist
kahest, tkskoik kumba. Selle kokkuleppe jargi on kolm-
nurgal k o1 m valisnurka, iga tipu juures iiks. Kolmnurga
valisnurka tdhistame stimboliga «; v&i 3 vdi y;, vastavalt
sellele, missuguse sisenurga korvunurk ta on.

Joonis 98. Joonis 99.

Toestame et,

kolmnurga vilisnurk vordub temaga mitte korvuti asetsevate
sisenurkade summaga.

Tdestuseks joonestame ldabi tihe tipu, nditeks 1dbi C,
paralleeli CD vastaskiiljele AB. See sirge jaotab valisnurga
71 kaheks nurgaks «’ ja A (joonis 99). Et kahe paralleels2
sirge 1dikamisel kolmanda sirgega tekivad vordsed kaas-
nurgad ja vordsed pdiknurgad, siis

a = a
ja
BT
Nende vorduste vastavate poolte liitmisel saame, et
o+ Bl bt
ehk
ot /3 TAY s
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Samal viisil tdestub see teoreem iilejaanud kahe wvalis-

nurga kohta.
Sellest kolmnurga valisnurga omadusest jareldub ker-

gesti, et
kolmnurga sisenurkade summa vordub sirgnurgaga.

Toestuseks liidame vorduse

atf= 71
molema poolega nurga y. Siis saame, et
et Br+y=nty
71 ja y kui kdrvunurkade summa on m; seega
a By =

Sellest teoreemist jareldub, et
1. kolmnurga kahe nurga summa on véaiksem kui 180° ja
2. kolmnurgas ei voi olla rohkem kui uks taisnurk v&i

nurinurk,
sest vastasel juhul sisenurkade summa peaks olema suu-
rem kui 180°.

Edasi jareldub sellest teoreemist, et kui {ihe kolmnurga
kaks nurka on vordsed teise kolmnurga vastavate nurka-
dega, siis ka nende kolmandad nurgad on vordsed. See-
tottu voime kolmnurkade kongruentsuse I tunnuse niiid
jargmiselt tldistada:

kaks kolmnurka on kongruentsed, kui iihe kolmnurga iiks kiilg
ja kaks nurka on vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.
Viimase teoreemina kolmnurga nurkade kohta tdestame, et
kolmnurga vilisnurkade summa on tdispoore..

Toestus. Kolmnurga iga tipu juures oleva sisenurga
ja valisnurga summa on =z (joonis 100). Seega

a ey =

/3 + /3] =T
ja

y+y=m

120



Nende vorduste vastavate
poolte liitmisel leiame, et
a+ B+ y+ay + it yy =30
Et esimese kolme liidetava
summa on i, siis

® oy P vy =3
Lahutades selle vorduse mole-
mast poolest 7, jaab Joonis 100.

e Yl R L

Ulesanded.

234. Kui suur on tdisnurkse kolmnurga teravnurkade
summa?

235. Taisnurkse kolmnurga iiks teravnurk on 37°48".
Kui suur on teine teravnurk?

236. Vordhaarse kolmnurga tipunurk on 72°54’. Kui
suured on alusnurgad?

237. Vordhaarse kolmnurga alusnurk on tipunurgast
14° suurem. Arvutada nurkade suurused.

238. Vordhaarse kolmnurga alusnurk on 52°10". Kui
suured on selle kolmnurga valisnurgad?

© 239. Kui suur on vordkulgse kolmnurga nurk?

240. Vordhaarse kolmnurga tipunurga korvunurk on
148°. Kui suur on alusnurk?

241. Kui suured on kolmnurga nurgad, kui nad suhtu-
vad nagu 1:2:3?

242. Kolmnurga valisnurk a; = 81° ja y; = 117°40".
Kui suured on selle kolmnurga sisenurgad?
~ 243. Mis liiki on kolmnurk, mille iiks nurk on 34°15 ja
teine nurk on 55°45'2

244. Kolmnurga nurkadest a = 66°40" ja [3 = 48°30".
Jérjestada selle kolmnurga kiiljed nende pikkuse jargi.
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245. Vordhaarse kolmnurga aluse juures olev valis-
nurk on 132°. Mis on sellel kolmnurgal pikem, kas alus
vOi haar? :

246. Taisnurkse kolmnurga teravnurk « = 38° on pooli-
tatud. Kui suured’on sellel poolitamisel tekkiva niirinurkse
kolmnurga nurgad?

247. Toestada, et kaks taisnurkset kolmnurka on kong-
ruentsed, kui ithe kolmnurga hiipotenuus ja iiks teravnurk
on vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.

248. Toestada, et kaks taisnurkset kolmnurka on kong-
ruentsed, kui iihe kolmnurga iiks kiilg ja iiks teravnurk on
vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.

249, Toestada, et vdrdhaarse kolmnurga haaradele
tdmmatud kdrgused on viordsed.

' 250. Toestada, et taisnurkses kolmnurgas 30°-se terav-
nurga vastaskaatet on pool hiipotenuusi.

W 251. Jaotada sirkli ja joonlaua abil tdisnurk kolmeks
vordseks nurgaks.

§ 47. Sirgete paralleelsuse tunnused.

Kui kahest sirgest kumbki on risti mingi kolmanda sir-
gega vdi kumbki on roobiti mingi kolmanda sirgega, siis
need kaks sirget on paralleelsed (§ 42 ja § 44). Naitame
niitid, et kahe sirge paralleelsust saab kindlaks teha kol-
manda sirge abil ka sel juhul, kui kolmas sirge ei ole risti
ega ka roobiti antud sirgega. Selleks tdestame jargmise
teoreemi:

kaks sirget on paralleelsed, kui nende loikamisel kolmanda sir-

gega tekivad vordsed kaasnurgad voi vordsed poiknurgad voi nii-
sugused lihisnurgad, millede summa on sirgnurk.
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Eeldus: a = f vdi
a =9 Vol
a + 0 = 7 (joonis 101).

Vaide: st

Toestus. Labi sirge s ja 16i-
kaja tithise punkti S laheb parallee-
lide .aksioomi jdargi kindlasti tiiks
sirge, mis on paralleelne sirgega t.
Et me esialgu ei tea, kas sirge s on
see paralleel voi mitte, siis tahis-
tame selle paralleeli tdhega s’ ja
nditame, et s’ ja s on ks ja sama
sirge. Sirgete s’ ja t paralleelsuse Joonis 101.
tottu (joonis 101): '

afR= P =y jag el o
Kuid eelduse jargi
: A R e R T S e o R

Koigil kolmel juhul jareldub neist vordusepaaridest, et
ay = a. Kuna neil nurkadel iiks haar on iihine, siis peab ka
teine haar olema iihine, seega sirge s’ iihtib sirgega s, ja
st

Viimane teoreem annab uusi véimalusi sirgele roopsirge
ehitamiseks labi antud punkti.

Kui joonestada labi punkti A (joonis 102) mingi antud
sirget s 16ikav sirge u ja ehitada selle juurde kas nurgaga
f3 vordne kaasnurk a; v3&i nurgaga 8 vordne pdiknurk as,
siis ehitatava nurgé teine haar t on paralleelne antud sir-
gega s. Esimest votet rakendatakse vdga sagedasti roop-
sirgete joonestamisel joonlaua ja joonestamiskolmnurga
abil: kolmnurga nihutamisel piki paigalolevat joonlauda
jaab kolmnurga kiilg ikka paralleelseks oma endise asen-
diga. Niisugpst nihutamist nimetatakse raoplikkeks
(joonis 103).
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Eelnenud teoreemidest jareldub jargmine kahe sirge
16ikumise tunnus: !

kui kahe sirge loikamisel kolmanda sirgega tekivad ldhisnur-
gad, millede summa ei ole sirgnurk, siis need kaks sirget loiku-
vad geal pool loikajat, kus pool ldhisnurkade summa on viiksem
kui sirgnurk.
Tdepoolest: need kaks sirget peavad 1d6ikuma, sest kui nad
oleksid paralleelsed, siis ldhisnurkade summa peaks olema
sirgnurk. Nende 16ikumise puhul iiks paar ldhisnurki on
kolmnurga iithe kiilje lahisnurkadeks. Et kolmnurga kahe
nurga summa on ikka vaiksem kui sirgnurk, siig toimub
sirg'e‘te 16ikumine sealpool, kuspool lahisnurkade summa
on vaiksem kui sirgnurk.

Joonis 102. Joonis 105.

Ulesanded.
A

~ 252. Joonestada vordhaarse kolmnurga tipu juures
oleva valisnurga poolitaja ja toestada, et see on alusega
. paralleelne.

5, . 253. Punktis O Idikuvad kaks sirget. Uhel sirgel on
voetud punktid A ja C nii, et AO = CO, ja teisel sirgel
punktid B ja D. nii, et BO = DO. Teha joonis ja tdestada,
et AB || DC.
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§ 48. Vastavalt paralleelsete haaradega nurgad.

Joonestame kaks nurka nii, et ithe haarad on vastavalt
paralleelsed teise haaradega. Kui wvaadelda ainult terav-
nurki ja niirinurki, siis saavad esineda jirgnevad vdima-
lused:

1. mdlemad nurgad on teravnurgad (joonis 104).
2. mdlemad nurgad on nirinurgad (joonis 105).

3. lks nurk on terav- ja teine on nirinurk ' (joonis 106).

Joonis 104. Joonis 105. Joonis 106.

Toestame, et

vastavalt paralleelsete haaradega nurgad on vordsed kui mole-
mad on teravnurgad voi molemad niirinurgad.

Eeldus: k| m, 1| n; £ kl ja £ mn on mdlemad kas
teravnurgad voi nirinurgad (joonis 104 ja 105).

N adder: okl = Z-mn,

Tdestus. Olgu L kl = a ja £ km = . Kui ithe
nurga kumbki haar ei ldika teise nurga Uht haara, siis
pikendame neid nii, et see 15ikumine tekiks. Siis 3 ja y on
kaasnurgad paralleelsete sirgete n ja I juures (joonised 104
ja 105) ja seega
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Et nurgal « ja y on kaasnurgad (joonis 104) voi pdiknurgad
(joonis 105) paralleelsete sirgete k ja m juures, siis
a=y.
Neist vordusist jareldub, et
a=p,
mida oligi vaja toestada.

Samal viisil tdestame, et

kahe vastavalt paralleelsete haaradega nurga summa on sirg-
nurk, kui iiks nurk on teravnurk ja teine niirinurk.

Sel juhul (joonis-106) a ja y on ldahisnurgad, mis teki-
vad paralleelsete sirgete k ja m l6ikumisel sirgega I; see-
tottu

i Iaky s B
Et y ja 8 on kaasnurgad paralleelsete sirgete I ja n juures,
siis
y-=B.
Asendades saame, et
‘ i LR
mida oligi vaja tdestada.

Joonise abil saab veenduda, et kahe teravnurga ja kahe
nirinurga puhul nurkade haarad on samasuunalised voi
vastassuunalised. Kui aga iikks nurk on teravnurk ja teine
nurinurk, siis nurkade lihed haarad on samasuunahsed tei-
sed vastassuunalised.

Ulesanded.

254. Kahest vastavalt paralleelsete haaradega nurgast
iks on <% teisest. Kui suur on kumbki nurk?
255. Kahest vastavalt paralleelsete haaradega nurgast
iiks on teisest 76° vorra suurem. Kui suur on kumbki nurk?
' 256. Joonestada kaks vastavalt paralleelsete ja vastas-
suunaliste haaradega nurka nii, et nende nurgapoolitajad
on lhel ja samal sirgel. Uurida selle kujundi stimmeetriat.
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. § 49. Vastavalt ristuvate haaradega nurgad.

Joonestame kaks nurka nii, et tithe nurga haarad on vas-
tavalt risti teise nurga haaradega.” Vaatleme juhtu, kus
molemad nurgad on teravnurgad (joonis 107), ja juhtu, kus
mdlemad nurgad on niirinurgad (joonis 108), ning tdestame
jargmise teoreemi:

Joonis 107. Joonis 108.

vastavalt ristiseisvate haaradega nurgad on vordsed, kui mole-
mad on teravnurgad voi kui molemad on niirinurgad.

Eeldus: m_1lk, nl I ajaf on mdlemad teravnurgad
voi moélemad nirinurgad (joonised 107 ja 108).

Veiddde o= b

Toestus. Joonestame ldabi punkti A kiired

m’ | m jan|n
nii, et nende kiirte vaheline nurk
B =B

Et eelduse jargi m 1 k ja nl l,siis ka m' L k jan" LI
Seetdttu

joonisel 107 joonisel 108

a+ y =900 a—y = 900
ja :

B+ 9= 900 B — y = 900.
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Jarelikult ,

e =Bl /a—;':ﬂ'
Lahutades vasakul kasiteldud juhul vérduse mdlemast poo-
lest y ja liites paremal kasiteldud juhul y vorduse molema
poolega, saame nii ithel kui ka teisel juhul, et

v
‘ 8

p = p)
Et toestuse jargi
B=F
siis
a=p,

midagi oligi vaja toestada.
Sellest teoreemist jareldub, et

kahe vastavalt ristuvate haaradega nurga summa on sirgnurk,
kui iiks nurk on teravnurk ja teine on niirinurk.

Olgu « ja 8 kaks niisugust nurka ja olgu « teravnurk, f3
aga nirinurk. Siis ¢ kdrvunurk y on niirinurk ja tema haa-
rad, samuti kui nurga « haarad on vastavalt risti nurga f3
haaradega. Vast-tdestatud teoreemi jargi

y =B,
Et « ja y on korvunurgad, siis
i S e A
Asendades y temaga vdrdse nurgaga f3 saame
gichif=m

Ulesanded.

L, +257. Joonestada vdrdhaarse kolmnurga aluse iihest
otspunktist ristsirge vastasolevale haarale. Tdestada, et
nurk selle ristsirge ja aluse vahel on pool tipunurgast.

|~ 258. Kahe vastavalt ristuvate haaradega nurga vahe on
34°. Kui suur on kumbki nurk?

1 259. Nirinurga tipust on joonestatud selle nurga haa-
radega ristuvad sirged. Nende sirgete vaheline nurk on
420 Kui suur on nurinurk?
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260./Kahest vastavalt ristuvate haaradega hurgast uks
on teisest kolm korda suurem. Kui suur on kumbki nurk?

261. Nurga « haarad k ja I 16ikuvad nurga f3 haaradega
m ja n nii, et k L m, I 1 n ja nurk haarade k ja n vahel on
359, Kui suured nurgad on haarade ! ja m 1dikepunkti juu-
res?

iy
262/ Teravnurga f3 iiks haar on risti nurga « the haa-
raga ja teine on paralleelne nurga « teise haaraga. Aval-

dada nurk f3 nurga ¢ kaudu juhul, kui « on teravnurk, ja
juhul, kui ¢ on nirinurk.

8 Geomeetria VIIL ki ‘29



Peatikk VIIL

Nelinurk.
§ 50. Hulknurkade liigitelu.

Kui tasapinna neli punkti A, B, C ja D, millede hulgas
ei leidu kolme iihel sirgel asetsevat punkti, jarjestikku
thendada sirgloikudega, siis tekib kujund, mida nimeta-
takse nelinurgaks (joonis 109). Samal viisil tekib viie

D s,
&
D
A B .4 B
Joonis 109.

punkti iihendamisel viisnurk, kuue punkti iihendamisel
kuusnurk jne. (joonis 110). Kolmnurki, nelinurki, viis-
nurki jne. nimetatakse dldiselt: hulknurkadeks.
Hulknurk on kinnine murdjoon.

Antud punkte A, B, C,... nimetatakse hulknurga-
tippudeks ja neid jarjestikku ihendavaid sirgldike
hulknurga kilgedeks. Hulknurga kiilgede summa
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on tema imbermd ot. Sirgldiku, mis ithendab hulknurga
kaht mittejarjestikku asetsevat tippu, nimetatakse hulk-
nurga diagonaaliks* Hulknurga iga tipu juures on
hulknurga iks sisenurk. Hulknurga kiiljed, nurgad ia
djagonaalid on tema elemendid.

i
E
D
3 D
A c
” c
8 B
Joomis 110.

Hulknurgad liigitatakse

a) lihtsateks ja mittelihtsateks,

b) kumerateks ja mittekumerateks (ehk ndgusateks),

c) korraparasteks ja mittekorraparasteks (ehk korrapa-
ratuteks).

Hulknurka nimetatakse lihtsaks, kui tema kiilgedel ei ole iihi-
seid punkte peale tippude.

Joonisel 110 kujutatud hulknurkadest esimene on mitte-
lihtne viisnurk.

Hulknurka nimetatakse kumeraks, kui tema iga sisenurk on
viiksem kui sirgnurk. 3

Joonisel 109 kujutatud nelinurkadest teine on ndgus
nelinurk.

Hulknurka nimetatakse korrapéraseks, kui tema koik kiiljed on
vordsed ja koik sisenurgad on vordsed.

* dia (kr.) — labi: gonia (kr.) — nurk.
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Joonisel 110 kujutatud hulknurkadest teine on korra-
pdrane kuusnurk.

Et kdesolevas Opikus edaspidi ei kasitelda mittelihtsaid
ega ka ndgusaid hulknurki, siis sona ,hulknurk” tahendab
edaspidi ikka kumerat lihtsat hulknurka.

Ulesanded.

263. Mitu diagonaali saab joonestada 4-, 5-, 6-, n-nurga
igast tipust? Avaldada n-nurga diagonaalide tldarv.

264. Kas kolmnurk saab olla mittelihtne vdi nogus?

265. Kuidas nimetatakse korraparast kolmnurka?

§ 51. Hulknurga nurkade summa.
Toestame, et
n-nurga sisenurkade summa on (n—2)-180°.
Toestus. Joonestame diagonaalid hulknurga thest

tipust. Kui hulknurgal on n tippu, siis need diagonaalid

E

A B

Joonis -111. Joonis 112.

tikeldavad hulknurga n-—2 kolmnurgaks (joonis 111).
Nende kolmnurkade sisenurkade summa vdrdub hulknurga
sisenurkade summaga, sest nende kolmnurkade ko6ik nur-
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gad on kas hulknurga nurgad voi nende osad. Et iga kolm-
nurga sisenurkade summa on 180°% siis n— 2 kolmnurga
sisenurkade summa ja seega ka hulknurga sisenurkade
summa on
(n—2) - 1809,
mida oligi vaja toestada.
Naide. Nélinurga sisenurkade summa on
(4 —2) - 180° = 3600.

Kui pikendame hulknurga mingit kiilge, siis saame selle
hulknurga ithe vdalisnurga. Iga valisnurk on iihe sise-
nurga korvunurk (joonis 112).

Toestame, et
iga hulknurga vilisnurkade summa on 360°.

Hulknurga iga tipu juures on iiks sisenurk ja tiks valis-
nurk; nende summa on 180°, sest nad on kdrvunurgad.
.Olgu hulknurk n-nurk; tema n tipu juures olevate sise- ja
valisnurkade summa on siis

B 1800;
et sisenurkade summa on
5 ‘ (n— 2) - 180°,
siis valisnurkade summa on
n-180° — (n—2) - 180°
ehk
n - 480° — n- 1807 3602 .
ehk
360°.

Jareldus. Et korraparase hulknurga sisenurgad on
vordsed, siis on vordsed ka vdlisnurgad; seepdrast on
korraparase n-nurga iga valisnurk

3600
n
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ja iga sisenurk

0
87 o 2%
n
N aide. Korraparase 9-nurga valisnurk on
BV ehk 40°

ja sisenurk
180° — 40° ehk 140°.

Ulesanded.
266. Kui suur on 12-nurga sisenurkade summa?
267. Kui suur on 18-nurga sisenurkade summa?

268. Missuguse hulknurga sisenurkade summa on 12
taisnurka; 7 taispooret; 2340°2 ]

269. Missuguse hulknurga sisenurkade summa on
vordne valisnurkade summaga?

270. Kuidas muutub hulknurga sisenurkade summa, kui
tema kiilgede arv suureneb 3 vorra?

271. Arvutada korrapdrase 16-nurga sisenurk ja valis-
nurk.

272. Missuguse korrapérase hulknurga vélisnurk on 15°?

273. Missuguse korraparase hulknurga  sisenurk
on 135°?

§ 52. Trapets.

Trapets on nelinurk, millel ainult iiks paar vastaskiilgi on
paralleelsed.

Selle definitsiooni jargi joonisel 113 kujutatud nelinurk
on trapets *, kui AB| DC. Trapetsi paralleelseid kiilgi
nimetatakse alusteks ja teisi kilgi haaradeks.

* frapeza (kr.) — laud; nelijalg.
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Aluste vaheline ristldik on trapetsi k6rgus. Trapetsi
elementide tahistamist juhatab joonis 113.

Trapetsi aluste paralleelsusest jareldame, et

trapetsi haara ldhisnurkade summa on sirgnurk.

Selleks paneme tdhele, et nurgad A ja D on lahisnur-
gad paralleelsete sirgete AB ja DC ldikamisel sirgega AD;
seetdttu

2L AR B,
Samade paralleelide 16ikamisel sirgega BC saame, et
LB Gy

Kui trapetsi iiks nurk on taisnurk, siis on selle teoreemi
pohjal teine sama haara juures olev nurk samuti taisnurk;
kui naiteks

Z A =90° siis ka £D = 90°
(nagu joonisel 114). Niisugust trapetsit nimetatakse tdis-
nurkseks.

Joonis - 113. Joonis 114.

Diagonaal tiikeldab nelinurga kaheks kolmnurgaks,*mil-
ledel on iiks kiilg iihine. Seetdttu nelinurk on tldiselt
maadratud oma viie elemendiga. Et trapetsi haara ihe
lahisnurgaga teine lahisnurk on ma&aratud, siis trapetsi
madramiseks on kiillalt neljast elemendist. Nende hulgas
muidugi ei v6i esineda niisuguseid elemente, mis ikstei-
sest olenevad, nagu nditeks kolm nurka, sest trapetsi kol-
mest nurgast on paratamatult kaks niisugust, millede
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summa on 180°. Seetdttu trapetsi sisenurkadeks ei saagi
anda kolme mistahes nurka. On aga naiteks antud kaks
alust, iiks haar ja selle iiks lahisnurk, siis nende kui olene-
matute andmetega on trapets maaratud ja tema joonesta-
mine on vodimalik.

Ulesanded.
{1, 274. Joonesfad-a trapets, millel
7 a=%7cm, ¢c=32cm, d=35cm jaa=70°
275. Joonestada trapets, millel
a =6, 1¢cm;=b'=:3,2 e, ei=48 cm i ja J=:54 cm,
276. Joonestada trapets, millel
a = 5.8 oy iae 580 h s 24 oo e e =31 o

277. Trapetsi ithe aluse ldhisnurgad on 74° 10" ja
62° 30’. Arvutada teised nurgad.

278. Trapetsi ABCD kohta on teada, et AC 1 CB,
AD = DC ja £ CAB = 32°. Kui suured on trapetsi nurgad?
279. Joonestada taisnurkne trapets, millel
@.=:5,5cm. b =39 cmrja. d = 3 3ueny,
280. Joonestada taisnurkne trapets, millel
o= 4.2 g < =2 3om ja b =20 Cr,

¢ 281. Joonestada tdaisnurkne trapets, millel
a=— 64 oo, e — 84 afy 8.t = 75 cm.

§'53. Vordhaarne trapets.

Kui trapetsi haarad on voOrdsed, siis nimetatakse teda
vordhaarseks trapetsiks (joonis 115). Toestame, et

vordhaarse trapetsi aluse ldhisnurgad on vordsed.

Eeldus: AB| DC ja AD = BC (joonis 115).

Mia diessit A — B A iz D s O
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Toestus. Joonestame iithe aluse otspunktidest, nai-
teks punktidest D ja C, ristldigud DK ja CL teise aluseni.
Et paralleelide vahelised ristldigud on vordsed, siis

D= Gl

Joomis 115.
Eelduse jargi.

AD = BC
ja joonise jargi

Py i

Rakendades kolmnurkade kongruentsuse tunnust KkN
saame, et
A ADK = A BCL.
Kuid siis on vdrdsed nende kolmnurkade kdik vastavad ele-
mendid, seega.

i A e R
Et «D = 180%— A A ja £ C = 1807 2 B, sils. ka
<D= LC.

Jérgmi:se teoreemina toestame, et

vordhaarse trapetsi diagonaalid on vordsed.

Eeldus: AB| DC ja AD = BC (joonis 116).

Viide: BD = AC.

Tdestus. Kolmnurkades ABD ja ABC eelduse jargi
AD = BC

137



eelmise teoreemi jargi \
ZLA=LB
ja thise kiiljena neis kolmnurkades esineb AB.

Joonis 116.

' Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse knk jargi
' A ABD = A BAC;
sellest jareldubki, et
BD: = AC.

Ulesanded.

|
!

282. Joonestada vordhaarne trapets, millel
a=6cm, a=60" b= 3cu

283. Joonestada vordhaarne trapets, millel
a=39cm; e =52 cmi qd, - b:=i.2. 9 cn,

284. Kui suur on vordhaarse trapetsi vastasnurkade
summa?

285. Vordhaarse trapetsi vastasnurkade vahe on 48° 34’.
Kui suured on trapetsi nurgad?

286. Vordhaarse trapetsi haar on vdrdne lithema alu-
sega ja risti diagonaaliga. Kui suured on trapetsi nurgad?

287. Vordhaarse trapetsi imbermddt on 54 cm ja pikem
alus 18 cm. Leida lithem alus teades, et diagonaal poolitab
pikema aluse lahisnurga. !
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%, -288. Toestada, et vdrdhaarne trapets on siimmeetriline
kujund.

% .289. Toestada, et vdrdhaarsest kolmnurgast eraldub
vordhaarne trapets, kui kolmnurgas joonestada alusega
paralleelne 16ik.

A .290. Toestada, et trapets on vdrdhaarne, kui tema iihe
aluse lahisnurgad on vordsed.

§ 54. Roopkiilik.

Roopkiilik on nelinurk, millel kaks paari vastaskiilgi on paral-
leelsed.

Selle definitsiooni jargi joonisel 117 kujutatud nelinurk
on roopkilik, kui
’ AB| DC ja AD || BC.

Roopkilikut nimetatakseka parallelogrammiks*.
Roopkiliku kahe vastaskiilje vahelist ristldiku nimetatakse
roopkiliku kdrguseks. Et vastaskiilgi on roopkilikul kaks
paari, siis on tal ka kaks kdrgust.

Joonis 117. Joonis 118,

Peale eespool-antud definitsiooni on roopkulikul veel
mitmeid tunnuseid, millede alusel saab otsustada, kas antud

* parallelogrammon (kr.) — korvutiminev joonis.



nelinurk on roépkilik voi mitte. Uheks niisuguseks tunnu-
seks on jargmine teoreem:

vordsete vastaskiilgedega nelinurk on roopkiilik.
Eeldus: AB = DC ja AD = BC (joonis 118).
Vaide: nelinurk ABCD on roopkiilik.

Toestus. Joonestame nelinurga tihe diagonaali, nai-
teks diagonaali AC. Siis
ACABC = X CD Ay
» sest iihe kolmnurga kolm kiilge on vdrdsed teise kolmnurga
vastavate elementidega. Kuid siis
o =y2 ja 7= g2
kui vastavad nurgad neis kolmnurkades. Nende nurkade
vordsusest jareldub, et :
AB| DC ja AD| BC,
kuna nimetatud sirgete 1dikamisel sirgega AC on tekkinud
vordsed podiknurgad. Et nelinurga ABCD vastaskiiljed on
paralleelsed, siis ta ongi réopkiilik.
Teine teoreem, mis voimaldab otsustada, kas antud neli-
nurk on roopkiilik, on jdrgmine:
nelinurk, mille iihed vastaskiiljed on vordsed ja paralleelsed,
on roopkiilik.
Eeldus: AD = BC ja AD | BC (joonis 118).
V dide: nelinurk ABCD on' roopkiilik.
Todestus. Kolmnurkadel ADC ja CBA on iihine kiilg
AC, eelduse jargi neis kolmnurkades
Al—=:BC
ja poiknurkadena paralleelsete sirgete AD ja BC juures
Qo Ty
Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse knk jargi
: A ADC = A CBA.
Kolmnurkade kongruentsusest jareldub, et
A3 ==7e
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ja seega nelinurga ABCD vastaskiiljed AB ja DC on paral-

leelsed. Et eelduse jargi nelinurgal ABCD ka teine paar

vastaskiilgi on paralleelsed, siis on ta roopkilik.
Roopkiliku kaht lahiskiilge tahistame tdhtedega a ja b,

kiilje a lahisnurki tdhtedega a ja f, diagonaale tdhtedega

e ja f.

Ulesanded.

291." Joonestada roopkiilik, millel a = 39cm, b = 29 cm
ja e = 5,8 cm.

292.!,Joonestada roopkiilik, millel a = 4,5 cm, a = 48°
ja =4 2 'chy.

293, Joonestada roopkiilik, millel a = 5,5 cm, 8 = 130°
ja b= 4,1 cm.

294.%, Toestada, et nelinurk, mille diagonaalid poolitavad
teineteist, on roopkiilik.

295.( Eelmises iilesandes tdestatud lauset kasutades joo-
nestada roopkiilik, millel a=57 cm, e=%2 cm ja
fiz=x 5,2 cm;

§ 55. Rodpkiiliku omadused.

Tﬁ-éstaane kdigepealt, et

diagonaal tiikeldab roopkiiliku kaheks kongruentseks kolm-
nurgaks.

Eeldus: AB| DC ja AD || BC (joonis 119).
Vaide: A ABD = /A CDB.

Toestus. Kolmnurkadel ABD ja CDB on iihine kiilg
BD; selle kiilje lahisnurkadest

/31 = 0y
kui pdiknurgad paralleelide AB ja DC juures ning
0 = /32
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kui podiknurgad paralleelide AD ja BC juures. Kolmnur-
kade kongruentsuse tunnuse nkn pdhjal jareldame eeltoo-
dust, et
AABD = INCDPB,.
Jareldus. Et kolmnurkade ABD ja CDB vastavad
kiiljed on vordsed, siis
AB = DG ja:AD =BG,

D
A o "
o
A B dp A B

Joonis 119. Joonis 120.

Tahendab )

roopkiiliku vastaskiiljed on vordsed.
Samuti ka

COA R TR o B = i)

sest nad on vastavateks nurkadeks kolmnurkades, mille-
deks roopkiliku jaotab diagonaal BD voi diagonaal AC.
Seega

roopkiiliku vastasnurgad on vordsed.
Toestame veel, et

roopkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist.

Eeldus: AB| DC ja AD| BC (joonis 120).
Viide: AO =CO ja BO = DO.

Toestus. Kolmnurkade AOD ja COB kiilgedest
AD = BC;
sest nad on roopkiliku vastaskiiljed, aga

<
a .
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kui poxknurgad roopsirgete AD ja BC ldikaja AC juu-
res ja

o= _
kui podiknurgad samade roopsirgete ldikaja BD juures.
Kuid siis kolmnurkade kongruentsuse tunnuse nkn jargi

DAOD =ACOR
Sellest jareldub, et
AO = CO ja BO = DO,

sest nad on kongruentsete kolmnurkade vastavad ele-
mendid.

Kui réopkiiliku kahe vastaskiilje keskpunktid ithendame
sirgldigu abil, saame ro6pkiiliku keskldigu. Tdes-
tame, et .

roopkiiliku keskloik on kahe kiiljega paralleelne ja vordne.

Eeldus: AB| DC ja AD]| BC;
AE = DE ja BF =CF (joonis 121).

D C
E/

Joonis 121.

Véaide: EF| AB ja EF = AB.

Tdestus. Et roopkiliku vastaskiiljed on paralleelsed
ja vordsed, siis on seda ka nende poolitamisel saadud 13i-
gud; seetdttu

AE| BF ja AE = BF.
Nelinurk ABFE on seega roopkiilik. Sellest jareldub, et
EF | AB ja EF = AB,
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mida oligi vaja tdestada. Roopkiliku omaduste tottu on
siis keskldik EF muidugi ka kiljega DC ‘paralleelne ja
vordne.

Ulesanded.

296. Roopkiiliku imbermddt on 18,6 dm. Uks kilg on
teisest 1,8 dm pikem. Kui pikad on kiiljed?

297. Roopkiiliku iimbermddt on 5,5 m ja iliks kiilg on §
teisest. Kui pikad on kiiljed?

298. Roopkiiliku iiks nurk on 57° 15°. Kui suured on
teised nurgad?

299. Roopkiiliku iiks nurk on 52° 20" suurem kui teine.
Leida nurkade suurused.

300.:'_,“:1“635tada, et kui roopkiliku pikema kiilje ldhis- :
nurkade poolitajad 1dikuvad vastaskiiljel, siis liihem kiilg
on pool pikemast.

€01 Roopkiiliku pikema kiilje lahisnurkade poolitajad
Jaotavad vastaskiilje kolmeks 15iguks. Leida nende Idikude
pikkused, kui roopkiiliku kiiljed on 7 cm ja 3 cm. Napu-
naide: nurgapoolitajad 16ikuvad véljaspool roopkiilikut.

302. Vordhaarse kolmnurga alusel vabalt voetud punk-
tist on joonestatud sirged roobiti haaradega. Leida saadud
réopkiiliku imbermddt, kui selle kolmnurga haar on 12 cm.

303..,*:T6estada, et roopkiliku iihe kiilje ldahisnurkade
poolitajad on risti.

3040 Toestada, et roopkiliku vastasnurkade poolitajad
on paralleelsed.

305} Toestada, et 1digud KO ja LO joonisel 122 on vord-
sed, kui ABCD on roopkilik.

306. Leida, kui pikad on 1digud AD ja BC joonisel 122,
kui ABCD on roopkiilik ja AK = 1,7 m ning BL = 2,4 m.
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Joonis 122. Joonis 123.

§ 56. Kolmnurga keskloik.

Leiame kolmnurga kahe kiilje keskpunktid ja thendame
need sirgldiguga. Seda 1diku nimetatakse kolmnurga
keskloiguks. Toestame, et

kolmnurga kahe kiilje keskpunkte iihendav 16ik on paralleelne
kolmanda kiiljega ja vordub poolega sellest kiiljest.

Eeldus: AK = CK; BL = CL (joonis 123).

Viide: KL|AB ja KL =70~

Toestus: Labi punkti L joonestame abisirge parallel-
selt kiiljega AC ja labi punkti C teise abisirge paralleelselt
kiiljega AB. Ldigaku esimene abisirge kiilge AB punktis
D ja teist abisirget punktis E. Saadud nelinurk ADEC on
roopkiilik, sest tema vastaskiiljed on paralleelsed. Nai-
tame, et 156ik KL on selle roopkiiliku keskldik. Selleks on
vaja naidata, et punktid K ja L on vastavalt kiilgedele AC
ja DE keskpunktid. Punkti K kohta on see teada eeldusest
ja punkti L kohta selgub see kolmnurkadest BDL ja CEL.
Neis kolmnurkades eelduse jargi

BL = CIL,
nurgad BLD ja CLE on vdrdsed kui tippnurgad ning nurgad
DBL ja ECL on vordsed kui pdiknurgad paralleelide AB ja
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CE loikaja BC juures. Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse
nkn jargi seega
A BDL = A CEL,
millest jareldub, et
D e=EL.

Punkt L on jarelikult kiilje DE keskpunkt ja seega KL on
roopkiliku ADEC keskldik. Roopkiiliku keskldigu oma-
duste tottu

KL|| AD ja KL = AD.
Et AD = CE kui roopkiliku vastaskiiljed ja DB = CE kui
kongruentsete kolmnurkade BDL ja CEL vastavad kiljed,
siis AD = DB; jarelikult

AD = Af s
Avaldades 16igu KL omadused niiid AB abil saame
KL|AB ja KL="7.

Ulesanded.

307. Kolmnurga kiiljed on 22 m, 28 m ja 34 m. Tema
kiilgede keskpunktide iithendamisel saadakse uus kolm-
nurk. Kui pikad on viimase kiiljed?

308. Kolmnurga timbermddt on 2p. Kui suur tmber-
modt on kolmnurgal, mis saadakse esimese kolmnurga kul-
gede kelskpunkude uhendamisel.

309 Toestada, et sirge, mis ldbib kolmnurga ihe kiilje
keskpunkti ja on roobiti teise kiiljega, poolitab kolmanda
kilje.

310. Nurga sees on voetud punkt P. Joonestada labi
punkti P sirge, mille 16ik nurga haarade vahel poolitub
punktis P. Néapunadide: kasutada eelmise iilesande-
tulemust.
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§ 57. Trapetsi keskloik.

Leiame trapetsi haarade keskpunktid ja tihendame need
sirgloiguga. See 10k on trapetsi keskloik. Raken-
dades kolmnurga keskldigu omadusi toestame, et

trapetsi keskloik on alustega paralleelne ja tema pikkus on
aluste pikkuste poolsumma.

Eeldus: AB| DC; AK = DK; BL = CL (joonis 124).

Vaide: KL| AB ja KL= 22FPC.

Toestus. Joonestame sirge labi punktide D ja L.
See sirge ei ole paralleelne sirgega AB, jarelikult 1dikab
teda mingis punktis E. Naitame, et 16ik KL on kolmnurga
AED keskldik. Kuna punkt K on eelduse jargi kiilje AD

Joonis 124.

keskpunkt, siis on vaja veel ndidata, et punkt L on kiilje
ED keskpunkt. Et ta seda on, see jareldub kolmnurkade
BLE ja CLD kongruentsusest. Neis kolmnurkades eelduse
jargi

: Bla~— CL:
nurgad BLE ja CLD on vordsed kui tippnurgad ning nurgad
LBE ja LCD on vodrdsed kui pdiknurgad roopsirgete AB ja
DC juures. Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse nkn jargi

ABLE= ACLD,
millest jareldubki, et
Bl DL.
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Punkt L on seega kiilje ED keskpunkt ja 16ik KL on kolm-
nurga AED keskldik. Keskldigu omaduste tdttu

KL|| AE ja KL = “-.

Kuid AE on seesama sirge, mis AB; jarelikult ka
KL || AB.

Et AE = AB + BE ja kolmnurkade BLE ja CLD kongruent-
suse tottu BE = DC, siis

AE = AB + DC;

sellepdrast vdime iilalsaadud vordust KL pikkuse kohta kir-
jutada jargmiselt:

Ulesanded.

311. Trapetsi alused on 8,7 cm ja 59 cm. Kui pikk on
keskl1dik?

312. Trapetsi lks alus on 16 cm ja keskldik 12 cm.
Kui pikk on teine alus?

313. Trapetsi ks alus on 4,8 cm ja keskldik 6,4 cm.
Kui pikk on teine alus?

314. TOestada, et trapetsi keskldik poolitab trapetsi
kdrguse.

315. Trapetsi keskldik on 21,5 om ja iiks alus on teisest
7 cm pikem. Kui pikad on alused?

316. Trapetsi keskldik on 12 cm. Diagonaal tiikeldab
selle 16ikudeks, milledest liks on teisest 3 cm pikem. Kui
pikad on trapetsi alused?
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§ 58. Remb.
Romb on nelinurk, mille kiiljed on vordsed *.

- Selle definitsiooni jargi joonisel 125 kujutatud nelinurk
on romb, kui ;
AB = BC = CD = AD.
Et roopkiliku vastaskiiljed on
vordsed, siis saame rombi defi-
neerida ka jargmiselt:

romb on roopkiilik, mille iihe tipu
ldhiskiiljed on vordsed.

Sellest definitsioonist jareldub
siis juba koikide kiigede
vordsus. >

Et romb on roopkilik, siis on tal koik roopkiiliku oma-
dused. Lisaks neile on rombil veel eriomadusi. Tahtsaim
neist on see, et

Joonis 125.

rombi diagonaalid ristuvad.

Eeldus: AB=BC = CD = AD (joonis 125).

Vaide: AC 1 BD.

Toestus. Vaatleme kolmnurka ACD. Eelduse jargi

AD = CD,

nii et kolmnurk ACD on vdrdhaarne. Et rombi kui roop-
kiiliku diagonaalid poolitavad teineteist, siis punkt O on
kolmnurga aluse AC keskpunkt. Vordhaarse kolmnurga
aluse keskpunkti ja tipu tthendusldik on tihtlasi kolmnurga
kdrgus. Seetdttu

DO 1 AC
ehk, teisiti, ?
AC | BD,
mis oligi tdestada.
* rhombus (kr.) — varem kaksikkoonus, hiljem vordkiilgne

nelinurk.
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Vordhaarse kolmnurga - kdrgus on ihtlasi tipunurga
poolitaja. Nii poolitab DO nurga ADC; see tahendab aga,
et :

rombi diagonaal poolitab rombi nurga.

Rombi diagonaali nende kahe omaduse tottu

rombi diagonaal on rombi siimmeetriateljeks.

Et rombil on kaks diagonaali, siis on tal ka kaks stimmeet-
riatelge. Toestame, et

rombi diagonaalide 10ikepunkt asetseb rombi kiilgedest vord-
setel kaugustel.

Eeldus: nelinurk ABCD on romb ja O tema diago-
naalide 1dikepunkt; OK 1 AD; OL 1 AB; OM 1 BC;
ON 1 CD (joonis 126).

Vedilde  OK =0k = OM =LON.

Toestus. Eestpoolt teame, et nurgapoolitaja iga
punkt asetseb vordsetel kaugustel nurga haaradest. Et
diagonaal AC on rombi nurkade A ja C poolitaja, siis on
punkt O vordsetel kaugustel nurga A haaradest ja nurga
C haaradest, seega :

OK = OL ja OM = ON. Seesama punkt O kui diago-
naali BD punkt on vordsetel kaugustel nurga B haaradest,
nimelt

OFE:="OM.

Uhendades need kolm vordust saame
OK = OF = OM =ON,;
mida tuligi toestada.

Ringjoon, mille keskpunktiks on punkt O ja raadiu-
seks on 16ik OK, labib punkte K, L, M ja N. Seda ring-
joont nimetatakse rombi siseringjooneks. Sisering-
joone kohta oOeldakse, et ta on joonestatud rombi
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sisse. Rombi kiiljed on tema siseringjoone puutujate 15i-
gud, sest igal kuljel on selle ringjoonega ainult iiks tihine
punkt (§ 23).

Rombi joonestamisega saab kergesti lahendada jargmisi
konstruktsiooniilesandeid:

B (65

Joonis 126. Joonis 127.

1. antud sirgele tdommata roopsirge labi véljaspool sir-
get antud punkti;

2. antud sirgele tommata rnistsirge labi antud punkti;

3. poolitada antud nurk;

4. poolitada antud 1ik.

Lahendame neist esimese. Olgu antud sirge s ja val-
jaspool seda punkt A. Vdtame sirgel s vabalt punkti B
ja joonestame sirkli abil rombi, mille tiheks kiiljeks on
16ik AB ja mille teine kiilg BC on sirgel s (joonis 127).
Selle vastaskiilje pikendamisel saadav sirge AD | s ja 1dbib
punkti A. :

Teise tlesande lahendamisel esineb kaks juhtu: antud
punkt on antud sirgel v6i valjaspool seda. Nii iihel kui
ka teisel juhul iilesande lahendamine toimub rombi abil,
mille tks diagonaal on antud sirgel ja teine diagonaal
otsitaval sirgel (joonis 128).

Et nurga poolitamist ja 1digu poolitamist saab teostada
rombi abil, see ndhtub joonistest 54 ja 52.
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Joonis 128.
Ulesanded.

317. Joonestada romb, mille kiilg on 5 cm ja diagonaal
on 8 cm. :

318. Joonestada romb, mille kiillg on 6,5 cm ja ks
nurk on 45°.

319. Joonestada romb, mille diagonaalide pikkused on
antud.

320.>Toestada, et rombi korgused on vordsed.

321.'_1-51“6es|t.ada, et ristuvate diagonaalidega roopkilik
on romb.

322 Joonestada romb, mille kiilg vdrdub iihe diago-
naaliga, ja konstrueerida selle siseringjoon.

323. Joonestada romb tema korguse ja Uhe nurga
jargi.

324. Joonestada romb tema kiilje ja siseringjoone
raadiuse’ jargi.

§ 54. Ristkiilik.

Ristkiilik on nelinurk, mille nurgad on vordsed.

Selle definitsiooni jdrgi joonisel 129 kujutatud nelinurk
on ristkilik, kui

A= B e b= )
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Et nelinurga nurkade summa on 360°, siis ristkiiliku iga
nurk on 360°:4 ehk 90°. Seega ristkiilik on tadis-
nurkne nelinurk. Et ristkiliku iga nurk on tais-
nurk, siis tema vastaskiiljed on paralleelsed, sest nad on
risti iihe ja sama sirgega. Seega ristkiilik on roopkiilik
ja teda saab defineerida veel jargmiselt:

ristkiilik on roopkiilik, mille iiks nurk on tidisnurk.

Sellest definitsioonist jareldub r66pkiiliku omaduste
pdhjal otsekohe, et ristkiiliku k&ik nurgad on tdis-
nurgad.

Et ristkilik on roopkiilik, siis on tal koéik rodpkiiliku
omadused. Ristkiliku tihe eriomadusena tdestame, et

ristkiiliku diagonaalid on vordsed.

BEeldus) "2 A= 22 B € = DF (jdons 1 29):

V.aide: "AC = BD.

Toestus: Vaatleme kolmnurki ABC ja BAD. Neil on
uhiseks kiljeks AB, eelduse jargi nurgad B ja A on vord-
sed ning ristkuliku vastaskiilgedena on ka kiiljed BC ja AD
vordsed. Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse knk jargi

A ABC == A BAD.

Joonis 129. Joonis 130.

Kuid siis on vordsed ka nende kolmnunkade kolmandad
kiiljed, nimelt
AC:=38BD).
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Sellest ristkiiliku omadusest jareldub, et :

ristkiiliku diagonaalide loikepunkt on ristkiilikua tippudest
vordsetel kaugustel.

Toepoolest, kuna ristkiiliku kui roopkiiliku diagonaalid
poolitavad teineteist ja seejuures diagonaalid on vdrdsed,
siis on vordsed ka nende pooled; seega (joonis 130)

: AQO =BO = €O =DO.

Ringjoon, mille keskpunktiks on O ja raadiuseks on
OA, ldbib ristkiiliku tippe A, B, C ja D. Seda ringjoont
nimetatakse ristkiiliku imberringjooneks. Selle
ringjoone kohta oOeldakse, et ta on joonestatud
ristkliliku imber. Ristkiiliku kiljed on selle ringjoone
kddlud.

Kui ristkiiliku diagonaalide 16ikepunktist O (joonis 130)
joonestada ristsirge iihele kiiljele, siis see sirge on risti
ka vastaskiiljega, sest paralleelidel on ristsirged {hised.
Uhtlasi poolitab see ristkiiliku kaks kiilge, sest punktist O
naiteks kiiljele AB joonestatud ristsirge kui vordhaarse
kolmnurga ABO korgus poolitab aluse AB. Nii selgub, et

diagonaalide loikepunktist ristkiiliku kiiljele joonestatud rist-
sirge on ristkiiliku siimmeetriatelg.

Neid telgi on ristkiilikul kaks.

; Ulesanded.

325. Joonestada ristkiilik, mille tithe tipu lahiskiiljed
on 4,8 cm ja 7,5 cm.

326. Joonestada ristkiilik, mille iiks kiilg ja diagonaal
on antud.

327. Joonestada ristkiilik, mille imberringjoone raadius
on 3,5 cm ja nurk diagénaalide vahel on 35°.

328 Toestada, et ristkiiliku kiillgede keskpunktid on
ithe rombi tippudeks.
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o
329. Toestada, et rombi kiilgede keskpunktid on iihe
ristkiiliku tippudeks.

330. Toestada, et virdsete diagén‘a-ali‘dega roopkilik on
ristkiilik. 7 ~

§ 60. Ruut.

Ruut on ristkiilik, mille iihe tipu ldhiskiiljed on vordsed.

Sellest definitsioonist jéreldﬁb, et ruudu koik kiljed
on vordsed; tdepoolest: ristkiilikul on vastaskiiljed ikka
vordsed; kui lisaks sellele ka iihe tipu ldhiskiiljed on
vordsed, siis on juba ko&ik kiiljed vordsed. Selle oma-
duse tottu voib ruutu defineerida rombina, mille iiks nurk
on taisnurk. Sellest jareldub, et ka teised nurgad on tdis-
nurgad.

Joonis 131.

Nagu ndgime, on rombi ja ristkiilikut véimalik definee-
rida roopkiliku abil. Ka ruutu vdime vaadelda roopkili-
kuna, nimelt niisuguse roopkiulikuna, mille {ihe tipu lahis-
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kiilljed on vdrdsed ja risti. Seega on romb, ristkilik ja
ruut erikujulised roopkilikud (joonis 131). :
Et ruut on nii ristkilik kui ka romb, siis on ruudul
kodik rombi ja tihtlasi ka koik rist-
killiku omadused. Ruudul kui rist-
kiilikul on koik nurgad vordsed ja kui
rombil — koik kiiljed vordsed: ruut on
korrapdrane nelinurk. Sim-
meetriatelgedeks on ruudul nii rombi
kui ka ristkiliku stimmeetriateljed,
nii et ruudul on neli simmeetria-
Joonis 132. telge. Punkti, milles ldikuvad need
neli  siimmeetriatelge, nimetatakse
ruudu keskpunktiks (joonis 132).

Ruudu keskpunkt on vordsetel kaungustel ruudu kiilgedest ja
vordsetel kaugustel ruudu tippudest.-

Seepdrast saab ruudule nii sisse kui ka timber joones-
tada ringjoont (joonis 132).
Ulesanded.

331. Joonestada ruut, mille kiiljeks jaab antud sirg-
16ik.

332. Joonestada ruut, mille diagon.aal on 6,5 cm.

333. Joonestada ruut antud ringjoone sisse.

334?»‘ Ruudu ABCD kilgede AB, BC, CD ja DA kesk-
punktid on vastavalt K, L, M ja N. Toestada, et AL, AM,
CK ja CN loikumisel tekib romb.
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Peatiukk VIIL

Tahtsamad jooned ja punktid kolmnurgas.
§ 61. Kolmnurga kiilgede keskristsirged.

Tdhistame kolmnurga kiilgede a, b ja c keskristsirgeid
vastavalt stimbolitega kq, k» ja k.. Kiisime, kuidas asetse-
vad teineteise suhtes mingi paar keskristsirgeid, néaiteks
kv ja ke. On kerge ndha,
et nad ei v6i olla paral-
leelsed. Toepoolest, kui
kv oleks paralleelne sir-
gega ke, siis peaks kiilg b
olema risti ka sirgega ke,
sest paralleelidel on rist-
sirged Uhised (joonis 133).
Kuid siis oleks kiilgede Joonis 133.

b ja c iihisest punktist A
sirgele k. joonestatud kaks ristsirget, nimelt AB ja AC,
mida olla ei saa. Jarelikult

kolmnurga kahe kiilje keskristsirged loikuvad.

Joonestame kolmnurga ABC kiilgede AB ja BC kesk-
ristsirged ja tdhistame nende ldikepunkti tdhega K (joo-
nis 134).

Et keskristsirge iga punkt on vordsetel kaugustel 16igu
otspunktidest ja et punkt K on mnii esimese kui ka teise
keskristsirge punkt, siis
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AK = BK
ja

CK+=BK,
seega

AK:—CK,
Viimasest vordusest on ndha,
et punkt K on ka kilje AC
keskristsirgel, sest ainult 16igu
keskristsirge punktid on vord-
setel kaugustel selle 16igu ots-

Joonis 134. punktidest. Niisiis
kolmnurga kiilgede keskrist-
sirged loikuvad koik iihes punktis,

mis on selle kolmnurga tippudest vordsetel kaugustel.

: Joonestame ringjoone, mille keskpunktiks on kiilgede
keskristsirgete 1dikepunkt ja raadiuseks on selle punkti
kaugus tippudest. See ringjoon ldbib kolmnurga koiki
tippe. Ringjoont, mis labib kolmnurga iga tippu, nimeta-
takse kolmnurga imberringjooneks. Oeldakse ka,
et see ringjoon on joonestatud kolmnurga tumber ehk —
kolmnurk on joonestatud ringjoone sisse.

Seega:

kolmnurga iimberringjoone keskpunktiks on kiilgede keskrist-
sirgete 10ikepunkt.

Et kolmnurga kiilgede keskristsirged ikka ldikuvad ja
ainult tihes punktis, siis

iga kolmnurga tippe libib iiksainus ringjoon.
Sellest jareldub, et

libi kolme punkti, mis ei asetse iihel ja samal sirgel, ldheb
ainult iiks ringjoon,

sest kolm niisugust punkti vdib votta kolmnurga tippudeks.
Kui kolm punkti asetseb iihel ja samal sirgel, siis ei leidu
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ringjoont, mis ldbiks kd&iki neid punkte, sest nendega maa-
ratud 13ikude keskristsirged ei 16iku, vaid on paralleelsed
kui tihe ja sama sirge ristsirged.

Ulesanded.

335. Otsustada, kus on timberringjoone keskpunkt
teravnurksel, kus taisnurksel ja kus niirinurksel kolm-
nurgal.

336. Taisnurkse kolmnurga hiipotenuus on 10 cm. Kui
pikk on kolmnurga lmberringjoone raadius?

337. Joonestada ringjoon labi kolme punkti, mis ei
asetse ithel ja samal sirgel.

§ 62. Kolmnurga bissektorid.

Kolmnurga bissektor on kolmnurga nurga poolitaja
16ik tipust kuni vastaskiiljeni (§ 29).

Joonis 135,

Tahistame kolmnurga bissektorid vastavalt nurgale
simbolitega n, n; ja n,. Mingi nurgapaari poolitajad,
nditeks n, ja ng ikka 16ikuvad, sest kui nad ei 1dikuks,
oleksid nad paralleelsed, ja siis nende ldikamisel sirgega
AB peaksid tekkima lahisnurgad ¢ Jja# , millede summa
peaks olema 180° (joonis 135). Et teatavasti

aJ R s= 1807
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siis

5+4 < 180°;
jarelikult n, ja ng ldikuvad ja nimelt kolmnurga sees.
Tahistame nende 16ikepunkti tdhega N (joonis 136). Et

nurgapoolitaja punkt on nurga haaradest vordsetel kau-
gustel ja punkt N asetseb nii nurga A kui ka nurga B

poolitajal, siis

NP = NQ
ja
NR = NQ,
seega
Joonis 136. NP = NR.

Viimasest vordusest on ndha, et punkt N asetseb ka
nurga C poolitajal, sest ainult nurgapoolitaja punktid on
nurga haaradest vordsetel kaugustel.

Niisiis

kolmnurga bissektorid 1dikuvad koik iihes punktis, mis on selle
kolmnurga kiilgedest vordsetel kaugustel.

Joonestame ringjoone, mille keskpunktiks on nurga-
poolitajate 1dikepunkt ja raadiuseks on selle punkti kau-
gus kolmnurga kiilgedest. Sellel ringjoonel on kolmnurga
iga kiiljega ainult iiks tihine punkt, s.t. kolmnurga kiiljed
on  ringjoone puutujateks. Seda ringjoont nimetatakse
kolmnurga siseringjooneks. Oeldakse ka, et see
ringjoon on joonestatud kolmnurga sisse ehk kolmnurk
on joonestatud ringjoone tmber.
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Seega

kolmnurga siseringjoone keskpunktiks on kolmnurga bissek-
torite loikepunkt.

Et nurgapoolitajad ikka 1dikuvad ja ainult Ghes punk-
tis, siis :

iga kolmnurga sisse saab joonestada ainult iihe ringjoone.

Kui kolmnurk pole vord-
kiilgne, siis tema tmber-
ringjoone keskpunkt ja sise-
ringjoone  keskpunkt ei
iihti. Vordkiilgse kolmnurga
kiilgede keskristsirged on
thtlasi ka nurkade poolita-
jad ja seeparast

vordkiilgse kolmnurga iim-

berringjoone keskpunkt on iiht- Joonis 137.
lasi ka temasiseringjoone kesk-
punktiks.

Seda punkti nimetatakse vordkiilgse kolmnurga kesk -
punktiks (joonis 137). See punkt on vordsetel kau-
gustel tippudest ja vordsetel kaugustel kiilgedest.

Ulesanded.

338. Joonestada niirinurkne kolmnurk ja selle sise- ja
umberringjoon.

339. Joonestada vordkiilgne kolmnurk kiiljega 5 cm ja
leida selle keskpunkt.

340. Leida kolmnurga kiiljel punkt, mis on vordsetel
kaugustel kahest tilejaanud kiiljest.

341. Leida kolmnurga iithe nurga poolitajal punkt, mis
on kolmnurga kahest iilejddnud tipust vordsetel kau-
gustel.
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§ 63. Kolmnurga korgused.

Kolmnurga tipust selle vastaskiiljele v8i viimase piken-
dusele joonestatud ristldiku nimetatakse kolmnurga kor-
guseks. Et tippe on kolmnurgal kolm, siis on tal ka kolm
korgust. Neid tahistatakse simbolitega hy, hy ja h.. Toes-
tame, et

kolmnurga korgused voi nende pikendused 16ikuvad koik iihes
punktis.

Toestuseks joonestame labi kolmnurga ABC iga tipu
sirge 100biti selle tipu vastaskiiljega (joonis 138). Nii
saame uue kolmnurga A’B’C’, mille kiilgedega kolmnurga
ABC korgused on vastavalt risti:

he L B'C’, hp 1l A'C’ ja h.l A'B.

Joonis 138.

Uhtlasi need korgused poolitavad kolmnurga A’B'C’ kiil-
jed. Toepoolest, punkt A on kiilje B'C’ keskpunkt, sest
AB = BC =CHA
kui roopkilikute ABCB’ ja C'BCA vastaskiiljed. Samal viisil
voib veenduda, et punkt B on kiilje A’C’ keskpunkt ja
punkt C on kiilje A’B’ keskpunkt. Niisiis kolmnurga ABC
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korgused on risti kolmnurga A’B'C’ kiilgedega ja poolita-
vad neid kiilgi ehk, teisiti, nad on kolmnurga A’B’'C’ kiil-
gede keskristsirgete 15igud. Et kolmnurga A’B’C’ kiilgede
keskristsirged 10ikuvad koik thes punktis, siis 16ikuvad
samas punktis ka kolmnurga ABC korgused v&i mende
pikendused.

Ulesanded.
342. Joonestada nirinurkse kiolmnurga kolm kdrgust
ja leida nende 16ikepunkt.

343. Kus [6ikuvad teravnurkse, kus tdisnurkse ja kus
niirinurkse kolmnurga korgused voi nende pikendid?

§ 64. Kolmnurga mediaanid.

Sirgldiku, mis ithendab kolmnurga tippu selle tipu vas-
taskiilje keskpunktiga, nimetatakse kiiljepoolitajaks ehk
mediaaniks (§ 29). Mediaane tahistatakse stimbolitega m,,
mp ja me. Toestame, et

Joonis 139,

kolmnurga mediaanid loikuvad koik iithes punktis; see punkt
eraldab igast mediaanist iithe kolmandiku tema pikkusest.

Eeldus: 'AE = CE; AF = BF; BD = CD (joonis 139).

163



Vaide: AD, BE ja CF ldikuvad lihes ja samas punk-
tis M ning seejuures MD = 3AD; ME = 3BE ja MF = iCF.

Toestus. Joonestame kolmnurga ABC mingid kaks
mediaani, naiteks AD ja BE, ja tahistame mnende 1dike-
punkti tdhega M. Leiame 1dikude AM ja BM keskpunktid
G ja H; joonestame kolmnurga ABM keskldigu GH ja
kolmnurga ABC keskldigu ED. Kolmnurga ABC keskldik

ED|| AB ja ED = ‘7,
kolmnurga AMB keskl1dik
GH| AB ja GH =2

F U #

Sellest jareldub, et

ED || GH ja . ED = GH.
Kuid siis '
A EDM = A HGM,
sest neil on vdrdsed ks kiilg ja selle kaks lahisnurka kui
poiknurgad paralleelide juures. ~Nende kolmnurkade
kongruentsusest jareldub, et

MD = MG ja ME = MH.

Aga et GH on kolmnurga ABM keskloik, siis MG = GA ja
MH = HB; jéarelikult MD = MG = GA ja ME =: MH = HB,
millest

MD = 3AD ja ME = }BE.

Joonestame miiiid kolmanda mediaani CF. See peab 13i-
kuma nii mediaaniga AD kui ka mediaaniga BE punktis,
mis eraldab neist ithe kolmandiku; seega kdik kolm medi-
aani 16ikuvad tihes ja samas punktis M.

Kolmnurga mediaanide 1dikepunkti nimetatakse tema
raskuspunktiks. Toetades selles punktis naiteks
ihtlase paksusega papist valjaldigatud kolmnurka, jadb see
igas asendis tasakaalu.

164



Teoreem kolmnurga mediaanide ldikumisest annab vGi-
maluse 15igu jaotamiseks kolmeks vdrdseks osaks, nagu
selgub jargnevast llesandest. : D

Ulesanne. Leida ' antud
16igu AB kolmandik.

Lahendus. Tombame labi
punkti A vabalt kiire ja mdrgime
sellel punktid C ja D nii, et
AC = CD; sirgel DB margime
punkti E nii, et EB = DB. Siis
sirge EC eraldab 16igust AB tema
ithe kolmandiku (joonis 140).

Pohjendus. Sirgete AB ja Joonis 140.

EC 1dikepunkt F on kolmnurga
ADE mediaanide 1dikepunkt ja teatavasti see eraldab
igast mediaanist ithe kolmandiku. Seega FB = % AB.

Ulesanded.

344. Missugusel kolmnurgal iihtivad tihe kiilje poo-
litaja, sellele kiiljele tdommatud kdrgus ja vastasnurga poo-
litaja?

345. Missugusel kolmnurgal iihtivad iga kiilje pooli-
taja, sellele kiiljele tdmmatud korgus ja vastasnurga poo-
litaja?

346. Toestada, et tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusi
poolitaja voérdub poole hiupotenuusiga.

347. Toetudes eelmise ililesande tulemusele leida, kui
suur on nurk tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusi poolitaja
ja taisnurga poolitaja vahel, kui kolmnurga ks nurk
on 65°.

348. Taisnurkse kolmnurga hiipotenuusi poolitaja on
risti tihe teravnurga poolitajaga. Leida kolmnurga terav-
nurkade suurused, kasutades tiilesande 346 tulemust.

165



349. Leida taisnurkse kolmmnurga siseringjoone kesk-
punkt, timberringjoone keskpunkt, korguste 1dikepunkt ja
mediaanide 16ikepunkt.

350. Jaotada vabalt voetud 16ik sirkli ja joonlaua abil
kolmeks vordseks osaks.

351. Joonestada vOrdkiilgne kolmnurk tema umber-
moddu jargi.
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L
Peatikk IX.

Sirgjoon ja ringjoon.
§ 65. Sirgjoone ja ringjoone vastastikused asendid.

Eespool ndgime, et ldbi kolme punkti, mis ei asetse
ihel ja samal sirgel, saab ikka joonestada ringjoone ja
seejuures ainult the (§ 61). Kui aga kolm punkti on iihel
sirgel, siis ei leidu rmingjoont, mis neid ldbiks. Viimasest
tosiasjast jareldub kergesti, et

sirgjoonel ja ringjoonel saab olla iilimalt kaks iihist punkfti.

Toepoolest, kui sirgel s oleks mingi ringjoonega kolm
uhist punkti, siis 1dbi nende kolme punkti sirgel s laheks
ringjoon; see aga on vdimatu.

Niisiis jddb tile, et sirgjoonel ja mingjoonel vdib olla
kas kaks iihist punkti voi liks {thine punkt voi neil eji ole
uhtki thist punkti. Esimesel juhul sirgjoon on ringjoone
16ikaja, teisel juhul puutuja (§ 23), kolmandal juhul
sirge on taielikult valjaspool ringi. Missuguse juhuga neist
kolmest on tegemist, seda nditab ringjoone keskpunkti
kaugus sirgest:

sirgjoon loikab ringjoont voi puudutab ringjoont voi on tiie-
likult viljaspool ringi vastavalt sellele, kas ringjoone keskpunkti

kaugus sirgest on vidiksem kui raadius, vordub raadiusega v0i om
suurem kui raadius.
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Toestus. Keskpunkti kaugus sirgest on keskpunktist
celle sirgeni tdmmatud ristldigu pikkus (§ 14).

1. Eeldame, et OK 1l s ja OK<r (joonis 141). Siis
sirge s punkt K on ringi sees,
sest tema kaugus keskpunktist
on vaiksem kui raadius (§ 195).
Teiselt poolt leidub sirgel s
punkte, mis on valjaspool ringi;
nditeks punkt L on valjaspool
ringi (joonis 141), kui KL = r,
sest siis

Joonis 141.

OL > KL
ehk
QL >t

Et sirge s punkt L on valjaspool ringi, punkt K aga
seespool, siis nende vahel peab leiduma punkt, kus sirge
s 1dikab ringjoont. Selle punktiga sirge OK suhtes stim-
meetriline punkt on siis teiseks sirge s ja ringjoone 15ike-
punktiks. Niisiis sirge s on ringjoone- 16ikaja.

2. Eeldame, et OP 1 t ja OP =r (joonis 142). Niid
punkt P on ringjoonel, sest tema kaugus keskpunktist on

Joonis 142. Joonis 143.

vOrdne raadiusega; seega P on sirgjoone ja ringjoone ’
tihine punkt. Varem tdestasime (§ 23), et see punkt on
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nende joonte ainus thine punkt, s.t. sirge { on ring-
joone puutuja.

3. Eeldame, et OQ L u ja OQ >r (joonis 143). Siis
sirge u punkt Q on véljaspool ringi, sest tema kaugus
keskpunktist QO > r. Sirge u iga muu punkti S kaugus
ringjoone keskpunktist on aga suurem kui punkti Q kau-
gus, sest SO kui kaldldik on pikem ristldigust QO. - Nii-
siis sirge u k 61k punktid on vdljaspool antud Ttingi.

Ulesanded.

352. Joonestada ringjoon raadiusega 3,5 cm ja selles
kolm 1dikajat, mis asetsevad keskpunktist 2,5 cm kaugusel.
Kuidas asetsevad need l6ikajad niisuguse ringjoone suhtes,
mille raadius on 2,5 cm ja keskpunkt iihtib eelmise ring-
joone keskpunktiga?

353. Joonestada ringjoon, mille raadius on 2,7 cm ja
mis ldabib punktid A ja B, kui 16ik AB = 4,2 cm. MGoat-
mise teel leida, kui kaugel on ldikaja AB ringjoone kesk-
punktist.

354. Antud on ringjoon. Leida sirkli ja joonlaua abil
(ilma katsetamiseta) selle ringjoone keskpunkt.

355. Antud on sirge ja valjaspool seda kaks punkti.
Joonestada ringjoon, mis labib antud punktid ja mille kesk-
punkt asetseb antud sirgel. Missugusel andmete valikul
see llesanne ei ole lahenduv?

§ 66. Ringjoone puutuja omadused.

Toestame, et

ringjoone. puutuja on risti puutepunkti tommatud raadiusega.

Olgu sirge t ringjoone O (A) puutuja punktis A ({joo-
nis 144). Toestame, et OA 1 t.. Rakendades vastuvaitelist
toestust oletame, et OA ei ole risti sirgega t ja tom-
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bame siis punktist O sirgeni ¢ 16igu OA’, mis on risti selle
sirgega. Siis OA’ kui ristldigu pikkus on keskpunkti O
kaugus sirgest t. Uhtlasi see kaugus on vdaiksem kald-
16igust OA, seega vaiksem ringi raadiusest. Kuid siis :
sirge t on ringjoone ldikaja (§ 65). See tulemus on aga
vastuolus teoreemi eeldusega, mille jargi ¢t on ringjoone
puutuja; jarelikult oletus, et OA ei ole risti sirgega ¢{;
ei ole dige. Oige on siis, et OA 1 t.

Toestame, et on dige ka eelmise poordteoreem

raadiuse ristsirge, mis ldbib tema otspunkti ringjoonel, on ring-
Jjoone puutuja,

Labigu sirge t raadiuse OA
otspunkti ringjoonel, s. o. punkti
A ja olgu t 1 OA (joonis 144).
Siis OA pikkus on keskpunkti
O kaugus sirgest t, sest eelduse
jargi OA 1 t. Et see kaugus on
vordne raadiusega, siis eelmise
paragrahvi jargi sirge t on ring-
joone puutuja, nagu tahtsime
toestada.

Viimane teoreem vd&imaldab ehitada ringjoonele puu-
tujat, kui puutepunkt on antud: puutuja saamiseks joo-
nestame ldabi puutepunkti ristsirge raadiusele, mille ots-
punktiks - on antud puutepunkt. Et selliseid sirgeid on
ainult iiks, siis ringjoone iga punkti ldabib ainult iiks puu-
tuja.

Joonis 144.

Ehitame ringjoonele puutujad ldbi antud puutepunktide
A ja B (joonis 145). Need kaks puutujat kas ldikuvad
kuski punktis- D v0i on paralleelsed. Eeldame, et nad 16i-
kuvad, ja toestame sel puhul jargmise teoreemi:

puutujate 10ikepunkt on puutepunktidest vordsetel kaugustel.

Eeldus: sirged AD ja BD on puutujad (joonis 145).

170



Vidide: AD = BD.

Toestus. Uhendame punktid C ja D; siis tunnuse
KkN jargi
N ADC = /A BDC,
sest CD on iihine kiilg,
L A=.B ja AC = BC.
Jarelikult
AD = BD

Joonis 145,

kui kongruentsete kolmnurkade vastavad kiiljed.

Vaatleme niitid k66lu AB koos selle otspunktidest joo-
nestatud puutujatega AD ja BD (joonis 146). Et eelmise
teoreemi jargi AD = BD, siis A ABD on vdrdhaarne, mis-
tottu /
< DAB = £ DBA.

‘See tahendab, et

koolu otspunktidest joonestatud puutujad moodustavad koo-
luga nurgad, mis on vordsed.

Kui k66l AB labib ringjoone keskpunkti, siis nurgad
koodlu ja puutujate vahel on tdisnurgad, sest kumbki neist
on siis puutepunkti tommatud raadiuse ja puutuja vaheli-
seks nurgaks. Sel juhul puutujad ei 18iku, sest nad on
siis Ghe ja sama sirge AB ristsirged. :
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Puutujate vahelist nurka, mille sees on ringjoon, nime-
tatakse haardenurgaks (£ ADB joonisel 146). Olgu
puutuja ja kddlu vaheline teravnurk e ning haardenurk 9;
kolmnurgast ABD (joonis 146) saame siis, et

141 St o e

Qo

0 o
A i
Joonis 146.

Kui joonestada haardenurga D poolitaja (joonis 146),
siis peame saama koolu AB keskristsirge, sest vordhaarse
kolmnurga tipunurga poolitaja on aluse keskristsirgel. Et
kddlu keskristsirge 14bib ringjoone keskpunkti (§ 21),
siis ka

haardenurga poolitaja labib ringjoone keskpunkti.

Vaatleme niiid puutuja ehitamist juhul, kui puutepunkt
ei ole antud.

Ulesanne. Konstrueerida ringjoonele puutuja labi
punkti vdaljaspool ringjoont. x

Lahendus (joonisel 147). Joonestame antud ring-
joone keskpunkti C timber uue ringjoone raadiusega, mis
vordub antud ringjoone diameetriga, ja antud punkti A
umber ringjoone, mis labib keskpunkti C. Lo&ikugu need
kaks uut rningjoont punktides B; ja Bs. Joonestame sirg-
16igud B;C ja B2C; ldigaku need antud ringjoont punkiti-
des Py ja P,. Nii sirge APy kui ka sirge AP2 on siis antud
ringjoone puutujad labi punkti A.
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Pohjendus. Punkti A dihendamisel punktidega B;

ja C tekiks vordhaarne kolmnurk AB;C, sest
AC = AB, B

kui tihe ja sama ringjoone raa- A e
diused. Konstruktsiooni jargi on
punkt P; selle kolmnurga aluse
keskpunkt; et vordhaarse kolm-
nurga tipu ja aluse keskpunkti
thendusléik on kolmnurga kor-
gus, siis .

AP, | B,C.
Seega sirge APy on risti raadiu-
sega P.C, jarelikult AP, on puutuja. Samuti saame ndidata,
et AP, on puutuja. s

Joonis 147.

Ulesanded.

356. Joonestada puutuja, kui on antud ringjoone kesk-
punkt ja puutepunkt.

357. Joonestada ringjoonele, mille raadius on 3 cm,
puutujad labi punkti, mille kaugus ringjoone keskpunktist
on -5 cm: :

358. On antud ringjoone kaks puutujat ja puutepunkt
thel neist. Joonestada ringjoon.

359. Joonestada kaks ristuvat puutujat ringjoonele,
mille raadius on 2,5 cm.

360. Ringjoone kaks paralleelset puutujat 16ikuvad kol-
manda puutujaga punktides A ja B. Toestada, et A ABO
on taisnurkne, kui punkt O on ringjoone keskpunkt.

§ 67. Puutujanelinurk.

Joonestame ringjoonele puutujad véljaspool ringjoont
olevast punktist A ja veel teise paari puutujaid punktist C,
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mis on nurga A sees (kuid teisel pool ringjoont). Need
puutujad 1dikuvad kahes punktis B ja D, moodustades
puutujanelinurga (joonis 148). Antud ringjoont
nimetatakse selle nelinurga siseringjooneks.

Puutujanelinurk on nelinurk, mille kiiljed on ringjooile puu-
tujateks.

Saab toestada, et
puutujanelinurga vastaskiilgede summad on vordsed. ;
D Eeldus: ABCD on puutuja-
nelinurk (joonis 148).
Vaide: ARG <= BOGE
H -+ AD.
T 6 esitus. Tahistame kiilgede
F  ja ringjoone puutepunkte tdhte-
dega E, F, G ja H, nagu naidatud
joonisel. Et puutujate 15ikepunkt
on puutepunktidest vdrdsetel kau-
Joonis 148. gustel, siis
AF = AH BE =.BF (GG "= CF: ja

A E B

DG = DH.
Avaldame nende l6ikude kaudu vastaskiillgede summa
AB +CD:
AB 1 CDy— AR -+ BEAOG DG
ehk, asendades AE, BE jne. nendega vordsete ldikudega,
AB +.CD = Al £ BE CF 1 DH.
Et BF + CF = BC ja AH + DH = AD, siis
AR CD =B & AD.

Toestatud. teoreemist selgub, et nelinurk ei saa olla
ringjoone puutujanelinurgaks, kui tema vastaskiilgede
summad ei ole vordsed. Naiteks roopkilik, mis ei ole
romb, ei saa olla puutujanelinurgaks, sest tema vastas-
kiilgede summad ei ole vordsed; teisiti: niisugusel réop-
kilikul puudub siseringjoon.
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Vastuse kiisimusele, missugusel nelinurgal leidub sise-
ringjoon, annab eelmise poordteoreem:

kui nelinurga vastaskiilgede summad on vordsed, siis neli-
nurk on puutujanelinurk.

Eeldus: AB + CD = BC + AD (joonis 149).
Vaide: ABCD on puutujanelinurk.

Toestus. Leiame A ja B
poolitajate 1dikepunkti O ja joo- D
nestame ringjoone, mille kesk-
punktiks on O ja raadiuseks on D,
selle punkti kaugus kiiljest AB.
Et nurgapoolitajate 1dikepunkt
on nurga haaradest vordsetel
kaugustel, siis joonestatud ring- ’ T 1
joon puudutab kiilgi AD, AB ja
BC. Naitame, et ta peab puudu-
tama ka kiilge CD. Selleks ole-
tame katseks, et CD ei ole puutuja ja joonestame puutuja
CD;. Siis ABCD; on puutujanelinurk ja eelmise teoreemi
jargi

Joonis 149,

AB + CD; = BC + AD;.
Eelduse jargi aga
ARG =BG + AD;

Lahutades alumise vorduse pooltest tilemise vOrduse vasta-
vad pooled saame
CD—CDy = AD — ADy
ehk
CD—CD1 — DD1

Et saadud vdrduse vasak pool on kolmnurga CDD; kahe
kiilje vahe, parem pool aga selle kolmnurga kolmas kiilg,
siis viimane vordus ei ole dige (§ 30). Jarelikult ei ole
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diged ka eelnevad vordused ja ei ole dige oletus, mille
alusel need vordused saime. Kuid siis on 0dige, et CD
on puutuja, ja seega nelinurk ABCD on puutujanelinurk.

Ulesanded.

361. Koolu otspunktidest tdmmatud puutujad moodus-
tavad haardenurga 72°. Leida puutuja ja kddlu vaheline
nurk.

362. Toestada, et roopkilik, millele saab ringjoont
sisse joonestada, on romb.

363. Rombi kiilg on 12 cm ja iiks nurk on 30°. Leida
siseringjoone raadius. Napundaide: vt iilesanne 250.

364. Puutujatrapetsi iimbermodt on 18 cm. Kui pikk
on trapetsi keskldik? ;

365. Puutujanelinurga kolm nurka on 76°, 114° ja 98°.
Kui suured nurgad on nelinurgal, mille tippudeks on puute-
punktid?

§ 68. Kahe ringjoone vastastikused asendid.

Kui kahel ringjoonel on kolm thist punkti, siis need
ringjooned iihtivad, sest ldbi kolme punkti (mis ei ole iihel
sirgel) laheb ainult ks ringjoon (§ -61). Sellest jarel-
dub, et

kahel erineval ringjoonel saab olla iilimalt kaks iihist punkti.

Vaatleme kahe ringjoone vastastikuseid asendeid sdl-
tuvalt nende thiste punktide arvust. Olgu ringjoonte raa-
diused ry ja re, kusjuures ry; > re. Tahistame nende kesk-
punktide O; ja Os vahelise kauguse tdhega d: d = O10a.

I. Kui ringjoonel ei ole iihtki iihist punkti, siis teine
ringjoon on kas taielikult esimeses ringis (joonis 150) v&i
taielikult valjaspool esimest ringi (joonis 151). Esimesel
juhul (joonis 150)
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01A>0102+02B ehk I'1>d+l'2 ehk

d < ri<=Trs.
Teisel juhul (joonis 151) O;0s > O1A + O3B ehk
a2+
CHRRSEET
Joonis 150. Joonis 151.

II. Kui ringjoontel on tiks tihine punkt, siis teine ring-
joon puudutab esimest kas seestpoolt (joonis 152) voi val-
jastpoolt (joonis 153).- Esimesel juhul (joonis 152)

O]Og =2 OQP = O1P ehk 0102 = O1P—02P ehk
d =11 —Tro.

Joonis 152. Joonis 153.

Teisel juhul (joohi-s 153) 0102 = O;P + OoP ehk
d =55
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III. Kui ringjoontel on kaks tihist punkti, siis need
jooned ldikuvad (joonis 154). Nende keskpunktid koos
ihe 16ikepunktiga moodustavad kolmnurga O;O2L, milles

0102 = OlL o= OgL ja 0102 b OlL——— OQL
ehk
d<ri+re jad>ri—rs
ehk
11——1’2<d<1'1+1'2.

Korraldades need kahe ringjoone vastastikuse asendi
voimalused keskpunktide vahelise kauguse d kasvavasse
jarjekorda, saame:

1. kui teine ringjoon on téielikult esimeses ringis, siis

& <pp— 15
2. kui teine ringjoon puudutab esimest seestpoolt, siis
d =r11—ry;

3. kui teine ringjoon 1dikab esimest ringjoont, siis

d>ri—re ja d<r + rg;

4. kui teine ringjoon puudutab esimest valjastpoolt
siis
di= Ty & 1o;
5. kui teine ringjoon on tdielikult véljaspool esimest
ringi, siis ;
d > xq i Io. :
Saab tdestada, et nende teoreemide poordteoreemid on
diged, s. t. ringide raadiuste ja nende keskpunktide vahe-
lise kauguse pdhjal saab otsustada, missuguses asendis
on need ringjooned teineteise suhtes. Kui on teada nai-
teks, et
d= 17-emti =20cm ja 75 =8 cm
siis
I1—re =12 cm ja ry + rs =28 cm;
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see tahendab, et
Iy ~<fs < d.< T e Io.
Tulemus ttleb, et ringjooned ldikuvad.

Ulesanded.

366. Kuidas asetsevad teineteise suhtes kaks ringjoont,
kui nende .

1. keskpunktide vaheline kaugus on 4 cm ja raadiused
on 9 cm ning 5 cm;

2. keskpunktide vaheline kaugus on 3 dm ja raadiused
on 1,8 dm ning 1,4 dm.

367. Kolm voOrdset ringi raadiusega r puudutavad
uksteist valjastpoolt. Kui suured nurgad ja kiiljed on
kolmnurgal, mille tippudeks on puutepunktid?

§ 69. Kahe ringjoone iihised puutujad.

Kui lhe ringjoone kdik punktid on teises ringis (joo-
nis 150), siis esimese ringjoone kdik puutujad on teise
ringjoone ldikajaiks, jarelikult iihiseid puutujaid neil ring-
joontel ei ole. Kui iiks ringjoon puudutab tcizt seestpoolt
(joonis 152), siis nende iihist punkti P ldbiv sirge, mis on
risti 1ihe ringjoone raadiusega
O.P, on risti ka teise raa-
diusega O2P. Ringjoontel on
seega Uks dhine puutuja.
Kahel 18ikuval ringjoonel (joo-
nis 154) on ndhtavasti kaks
ihist puutujat. Nimetame neid
valisteks  puutujateks.
Nende olemasolu kinnitab all-
jargnev puutujate konstrukt-
sioon. Kui iiks ringjoon puudutab teist véaljastpoolt (joo-
nis 153), siis neil leidub kolm puutujat: kaks valist ja tks

Joonis 154.
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sisemine. Viimane on risti ringjoonte keskpunktide
iihendusldiguga. Ldpuks, kui iiks ringjoon on taielikult
viljaspool teist ringi (joonis 151), siis neil on neli thist
puutujat: kaks valist ja kaks sisemist.

- Ulesanne. Antud kahele ringjoonele joonestada
tthine valine puutuja.

Analits. Kui ringjooned on antud, siis on teada
nende keskpunktid ja raadiused. Olgu O; (r;) Uks ring-
joon, Os (r2) teine ringjoon ja t nende tihine puutuja
(joonis 155). Puutuja joonestamiseks on vaja leida tema
kaks punkti, nditeks puutepunktid.

Joonis 155.

Olgu A ja B need punktid. Siis O1A L t ja O2B 1 t, seega
0,A || O3B, ja nelinurk O;ABO2 on tdisnurkne trapets.
Selle joonestamine on teostatav, kui oskame joonestada
taisnurkset kolmnurka O{0:C, kus O:C 1 O;A. Kolmnur-
gast O;02C on peale nurga C teada veel tipud O; ja O
ning kiilje O;C pikkus, mis vordub raadiuste r; ja rs
vahega (sest O;C = O1A—CA = O1A— O3B = r1 —13).

Kolmnurga O;0:2C joonestamiseks tdmbame punktist
O puutuja ringjoonele, mille keskpunkt on O; ja raadius
on ry—rs. :
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Konstruktsioon. Umber punkti O; kui kesk-
punkti joonestame ringjoone raadiusega r;—rpz, tdmbame
sellele punktist O, puutuja O2C (§ 66) ja pikendame puute-
punkti tdommatud raadiust O;C kuni l6ikumiseni antud
ringjoonega punktis A, mis on Uuks otsitav puutepunkt.
Teiseks puutepunktiks B on iks neist punktidest, kus
ringjoon raadiusega COs umber punkti A Idikab teist
antud ringjoont. Sirge AB on puutuja.

Pohjendus. Nelinurk ABO2C on nmstkilik, sest
konstruktsiooni jirgi AB = COs, AC = BOs ja £ C = 90°.
Et ristkiliku nurgad on taisnurgad, siis AB 1 AO; ja
AB 1 BOs, seega AB on ringjoonte thine puutuja.

Lahendi uurimine. Ulesanne on lahenduv niipea,
kui saab joonestada taisnurkse kolmnurga O;O:C. Sellest
on antud hiipotenuus ja liks kaatet. Et hiipotenuus peab
olema pikem kui kaatet, siis O;02 > O;C ehk

d> Tas=—1 0%
See ndue on taidetud, kui teine ringjoon kas 1dikab esi-
mest voi puudutab esimest vdljastpoolt vdi on taielikult
vdljaspool esimest ringi (§ 68). Niisiis neil juhtudel on
olemas valine puutuja. Joonise siimmeetria tottu sirge
0102 suhtes on siis olemas veel teine vdline puutuja.

Joonis 156.

181



Kahe ringjoone sisemise puutuja konstruktsioon erineb
vdlise puutuja konstruktsioonist sellepoolest, et abiring-
joon O; (C) tuleb joonestada niid raadiusega ry -+ r2
(joonis 156).

Ulesanded.

368. Joonestada kahe ringjoone tihised puutujad, kui
ringjooned puudutavad teineteist valjastpoolt.

369. Kahe ringjoone keskpunktide vaheline kaugus
on 8,5 cm ja raadiused on 3,5 cm ning 2 cm. Joonestada
ringjoonte tihised puutujad.

370. Antud on kaks paralleelset sirget ja nende 10i-
kaja. Joonestada ringjoon, millele antud kolm sirget on
puutujaiks.

371. Votta vabalt kolm sirget, milledel on kolm 1dike-
punkti ja joonestada ringjooned, mis puudutavad igat vde-
tud sirget.

372. Kahe ringjoone thised sisemised puutujad on
teineteisega risti. Leida ringjoonte keskpunktide vaheline
kaugus, kui puutepunkte iihendavate kodlude pikkused
on 4 cm ja 3 cm.

§ 70. Puutuja ja koolu vaheline nurk.

Joonestame ringjoonele tema punktis A puufuja ja
kddlu (joonis 157). Nii saame ithe paari korvunurki; kum-
magi nurga sisse jaab kaarena iliks osa ringjoonest. Toes-
tame nende nurkade kohta jargmise teoreemi:

puutuja ja koolu vaheline nurk on niisama suur kui pool
kesknurgast, mis toetub nurga sees olevale kaarele.

Eeldus: DAB on puutuja ja kddlu vaheline terav-
nurk; diameeter EF poolitab kesknurga ACB (joonis 158).
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Vaide: £ DAB = 2£ACE; £ D1AB = 2 ACF,

Tdestus. Kui diameeter EF poolitab kesknurga ACB,
siis EF on risti k6dluga AB, sest vdrdhaarse kolmnurga
. ABC tipunurga C poolitaja on risti alusega AB. Niiid sel-
gub, et nurgad DAB ja ACE on vastavalt ristuvate haara-
dega teravnurgad, sest

DA 1 AC
F
DI
C
A 4 7 o
b N
Joonis 157. Joonis 158.

kui puutuja ja puutepunktist ldhtuv raadius ning
AB |-CE,
nagu selgus eespool; tuhtlasi aga
£ ACE < 90°
kui tdisnurkse kolmnurga teravnurk ja eelduse jargi ka
~ DAB < 90°.

Niisiis vaadeldavad nurgad on vastavalt ristuvate haa-
radega teravnurgad, seega

£ DAB = £ ACE.

Nende korvunurgad D;AB ja ACF on siis aga vastavalt
ristuvate haaradega niirinurgad, jarelikult

£ D1AB = L ACF.
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Varem ndgime (§ 19), et kesknurk mo6tub temale toe-
tuva kaarega. Kasutades seda valjendit puutuja ja koodlu
vahelise nurga kohta saame Gelda, et

puutuja ja koolu vaheline nurk mootub poolega nurga sees
olevast kaarest.

Ulesanded.

373. Kui suur on nurk puutuja ja kodlu vahel, kui
koal 1abib ringjoone keskpunkti?

374. Puutepunktist ldhtuva raadiuse ja kddlu vaheline
nurk on 18°. Kui suured on nurgad puutuja ja kddlu
vahel?

375. Puutepunktist lahtuv k06l jaotab ringjoone kaheks
kaareks, milledest iiks on # ringjoonest. Kui suured on
nurgad puutuja ja k6olu vahel?

376. Puutuja ja koolu vahelise nurga sees olev kaar
on 79°16’. Kui suured on nurgad puutuja ja kddlu vahel?

377. Kahe raadiuse otspunktidest on joonestatud puu-
tujad. Kui suur on nurk puutujate wvahel, kui raadiuste
vaheline nurk on 140°?

378. Toestada, et haardenurk mddtub poolega nende
kaarte vahest, milledeks puutepunktid jaotavad ringjoone.

§ 71. Piirdenurk.

Joonestame ringjoone kaks tihise otspunktiga kddlu KL
ja KM (joonis 159). Need kddlud moodustavad nurga LKM,
mille tipp on ringjoonel; niisugust nurka nimetatakse
piirdenurgaks.

Piirdenurk on nurk kahe koolu vahel, milledel on iihine ots-
punkt.

184



Iga piirdenurk toetub kaarele, millele toetub ka iiks
kesknurk: piirdenurk LKM toetub kaarele LM, millele toe-
tub ka kesknurk LCM. Kuid tihele ja samale kaarele toe-
tub madratupalju piirdenurki (joonis 160), sest piirdenurga
tipuks vOime valida mistahes punkti selle ringjoone tle-
jaanud kaarel.

Joonis 159. Joonis 160.

Saab tdestada, et koik piirdenurgad, mis toetuvad
thele ja samale kaarele, on vordsed. Selleks tdestame
enne, et

piirdenurga suurus on pool samale kaarele toetuva kesknurga
suurusest.

Eeldus: a on piirdenurk ja a; on kesknurk, mis toe-
tuvad tihele ja samale kaarele (joonis 161)

Vaide: a=%0.

Tdestus. Joonestame puutuja labi piirdenurga a tipu
(joonis 161). Eelmise teoreemi jargi puutuja ja k6olu vahe-
line {mrk

/3 = %/311
sest kesknurk f3; toetub kaarele, mis on nurga f3 sees.
‘Samuti puutuja ja kddlu vaheline nurk
at+ =% (a1 + Ba),
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sest kesknurk a; + f8; toetub kaarele, mis on nurga
a + f3 sees. Avades sulud teise vdrduse paremal poolel
saame
atfB=%a+3By
lahutades sellest iilalsaadud vorduse
B = %B1

vastavad pooled saame

a = %al-

Toestatud teoreem iitleb, et

piirdenurk mootub poolega kaarest, millele ta toetub.

\/a\

N

Joonis 161. Joonis 162.

Jareldused.

1. Uhele ja samale kaarele toetuvad piirdenurgad on vordsed,

sest igaiiks neist mddtub poolega ilihest ja samast kaa-
rest. ;

2. Diameetrile toetuv piirdenurk on tdisnurk,
sest vastav kesknurk on kaks tdisnurka.

Viimast jareldust, mida mimetatakse Thales’e * teoree-
miks, saab kasutada tdisnurkse kolmnurga ehitamiseks
hiipotenuusi ja kaateti jargi. Selleks joonestame (joonis

* Thales, kreeka filosoof, elas VI saj. 1. poolel e. m. a.
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162) ringjoone, mille diameetriks on hiipotenuus, ja moo-
dame diameetri Ghest otspunktist kodlu, mis vordub antud
kaatetiga. Selle kodlu otspunkti {ihendamisel diameetri
teise otspunktiga saame tdisnurkse kolmnurga, sest dia-
meetrile toetuv piirdenurk on taisnurk.

Thales'e teoreem annab wuue voOimaluse ringjoonele
puutujate ehitamiseks valjaspool ringjoont antud punktist
(vrd. joonisega 147): joonestame ringjoone, millele 16ik
AC on diameetriks, ja leiame selle ringjoone ja antud
ringjoone ldikepunktid P; ja Ps; need punktid ongi puute-
punktideks, sest diameetrile AC toetuvad piirdenurgad
AP;C ja AP>C on tdisnurgad. Teostada see konstruktsi-
oon!

Ulesanded.

379. Kui suur piirdenurk toetub kaarele 40° 75°,
118°20", 131°48"?

380. Piirdenurk toetub kaarele, mis on 76° vorra viik-
sem iilejadnud ringjoone osast. Kui suur on piirdenurk?

381. Umber kolmnurga, milles £ A = 58°40" ja LB =
72° 30°, on joonestatud ringjoon. Kui suurteks kaarteks
jaotavad kolmnurga tipud selle ringjoone?

382. Ringjoonel asetsevad jarjestikku punktid A, B, C
ja D nii, et AB on ¢ ringjoonest, f;C on | ringjoonest ja
ABCD?

383. Kaks ringjoont ldikuvad punktides A ja B. Punk-
tist A on joonestatud mdlema ringjoone diameetrid AC ja
AD. Tdestada, et punktid B, C.ja D asetsevad ihel ja
samal sirgel.

384. Toestada, et vordsetele kaartele toetuvad vordsed
piirdenurgad.

ringjoonest. Kui suured nurgad on nelinurgal
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385. Ringjoonel on tdhistatud vordsed kaared AB ja
CD. Tdestada, et AC ja BD on kas vordsed voi paralleel-
sed 1digud.

386. Antud sirgldik AB = 3,5 cm. Joonestada ringjoon,
milles k6dlule AB toetuv piirdenurk on 60°.

387. Antud sirgléoik AB = 4 cm. Leida punktid, mille-
dest 10ik AB paistab taisnurgas.

388. Antud on sirge s ja valjaspool seda 15ik AB.
Leida, kas sirgel s on punkte, millest 16ik AB oleks ndha
nurgas 60°.

§ 72. Ringjoone loikajate vaheline nurk.

Ringjoone kaks ldikajat on kas paralleelsed v&i 1diku-
vad. Eeldame, et nad 16ikuvad valjaspool ringi, ja tdes-
tame jargmise teoreemi:

viljaspool ringi loikuvate loikajate vaheline nurk mootub selle
nurga sees olevate kaarte poole vahega.

Joonis 163,

Eeldus: A sees on ringjoone kaared BiC; ja B2Ce
kus BsCo > B;C; (joonis 163).
: S P

Vaide: £ A mddtarv on sama mis 3 (B2C2 — B1Cy)
mootarv.
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- Toestus. Joonestame koolu BsCy; siis

Z.BsCiCo = £ A+ 2 ABsGy,
sest kolmnurga valisnurk vordub temaga mitte kdrvuti
asetsevate sisenurkade summaga. Siis

L A= ZLByCiCo— L AB>Cy.
Et esimene neist kui kaarele B:Cs toetuv piirdenurk mao-
tub poolega kaarest B:C, ja teine kui piirdenurk modtub
poolega kaarest B;Cy, siis nende vahe moo6tub saadud
poolkaarte vahega ehk, mis on sama, nende kaarte vahe
poolega; s. t.

~ o~ . 1 ~
Z A modtarv on sama mis 7 (B2Ce— BiC;) modtarv.

Olgu niiid loikajate tihine punkt ringi sees (joonis 164).
Naitame, et

ringi sees loikuvate loikajate vaheline nurk mootub selle
nurga ja tema tippnurga sees olevate kaarte poole summaga.

Joonestame endiselt k6olu B2Cy; et niiiid £ A on kolm-
nurga AB»C, valisnurk, siis

LA = 2 ABoCy + £ ACyBs,

£ AB>Cy kui piirdenurk mddtub poolega kaarest BiCy
ja £ AC{Bo modtub poolega kaarest B2Cy. Nimetatud nur-
kade summa modtub siis saadud poolkaarte summaga,
ehk, mis on sama, nende kaarte poole summaga. Niisiis

AT LT
Z A mddtarv on sama mis 3 (B;C; + B>Cs) mddtarv. Kaa-
red B;C; ja B:Cs on aga nurga
A ja tema tippnurga sees, seega
vaide on dige.

Kérvutades need teoreemid
teoreemiga piirdenurga suurusest
ndaeme, et ainult piirdenurk
modtub nurga sees oleva kaare
poolega; kui nurga tipp on ringi
sees, siis nurk on suurem Kkui
sama kaarele toetuv piirdenurk Joonis 164. -
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ja kui nurga tipp on valjaspool ringi, siis ta on vdiksem
sellest piirdenurgast.

Ulesanded.

389. Teoreemidest ringjoone ldikajate vahelise nurga
kohta tuletada teoreem haardenurga kohta (vt. iiles. 378)
ja teoreem piirdenurga kohta.

390. Tdestada, et nurk ringjoone puutuja ja Ildoikaja
vahel modtub poolega nende kaarte vahest, milledeks
puutepunkt jaotab nurga sees oleva kaare.

391. Leida nurk ringjoone ldikajate vahel, kui nurga
sees olevad kaared on 78° ja 134°% 55° ja 172°%
156°17" ja 4¥°39.

392. Ringjoonel jarjestikku wvdetud punktid A, B, C.
ja D jaotavad ringjoone kaarteks, mis suhtuvad nagu
2:5:7:1. Kui suur on nurk sirgete AB ja DC vahel, sirgete
AC ja BD vahel?

§ 73. Koolnelinurk.

Nelinurka, mille kiiljed on iihe ringjoone kdoludeks, nimeta-
takse koolnelinurgaks.

Kddlnelinurga tippe ldabivat ringjoont nimetame neli-
nurga Umberringjooneks. Toestame, et
koolnelinurga vastasnurkade saummad on vordsed.
Eeldus: ABCD on kddlnelinurk (joonis 165).
Vadiden ZA =o€ =B P
Tdestus. Nurgad A, B, C ja D on piirdenurgad, mis-
tottu igaliks neist on pool kesknurgast, mis toetub piirde-
nurgaga Uhele ja samale kaarele. Niisiis (joonis 165)
L=
ja
2C =&y

190



Nende summa

L AT ZC=Fat v i dlaTH

Nurkade a ja y summa on-aga 27. Seega
A

Joonis 165. Joonis 166.

Niisamuti ka
=Bl D=
sest nelinurga nurkade summa on 27. Kuid siis
A o el S BB LT AR B

Saab toestada, et see omadus on ainult k6dlnelinurka-
-del:

kui nelinurga vastasnurkade summa on =, siis nelinurk om
koolnelinurk,

s. t. tema Umber saab joonestada ringjoone.

Eeldus: LA + £ C = (joonis 166),

Vidide: ABCD_on-Kkd0lnelinurk.

Tdestus. Joonestame ringjoone ldbi nelinurga ABCD
kolme tipu, ndaiteks labi tippude A, B ja C, mis teatavasti
on alati vdimalik. Nditame, et see ringjoon ldabib siis ka
tippu D. Et

LA AL Bk 60 B IR
kui nelinurga nurkade summa ja eelduse jargi
LA A PG =
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siis lah.utades saame, et

LB+ Z£LD =m,

ehk ;
AP L Sy 2,}:22,4§

See tdhendab, et £ D mddtub poolega kaarest ABC. Eel-

mise paragrahvi jdrgi aga < D saab olla siis ainult piirde-

nurk. Seega ringjoon labi punktide A, B ja C labib ka

tippu D.

Ulesanded. :

393. Toestada, et roopkilik, millele -saab ringjoont
umber joonestada, on ristkiilik.

394. Missugustel erikujulistel nelinurkadel on olemas
iimberringjoon?

395. Toestada, et iga koodltrapets on vordhaarne.

396. Joonestada ringjoon, mille kahe paralleelse kddlu
pikkused on 75 cm ja 4 cm ning nende vaheline kaugus
on 2 cm. g

397. Kodlnelinurga ABCD diagonaalide ldikepunkt on
P. Toestada, et A ABP ja ADCP on vastavalt vdrdsete
nurkadega, samuti ka A BCP ja A ADP.

398. Ristkiiliku lihem kiilg on 5 dm ja diagonaalide
vaheline teravnurk on 60°. Kui pikk on ristkiiliku timber-
Tingjoone raadius? ;

399. Kodlnelinurga ABCD nurk A on 130° ja nurk B
on 95°. Kuj suur on nurk sirgete AB ja CD vahel?

§ 74. Ringjoon ja korrapirane hulknurk.

Olgu ABC... N mingi korraparane hulknurk (joonis
167). Poolitame selle nurgad A ja B ning tdhis-
tame nende nurgapoolitajate 1dikepunkti tdhega O. Nii
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saadud A ABO on vordhaarne, sest tema nurgad OAB ja
OBA on vdrdsed kui korraparase hulknurga nurkade A ja
B pooled. Uhendame niitid punkti O punktiga C. Saadud
uus kolmnurk BCO on kongruentne kolmnurgaga ABO,
sest

AB = BC, £ ABO = L CBO ja BO on iihine kiilg.

Joonis 167.

Seetdttu ka /A BCO on vordhaarne ning selles
| 9GS iy ) O

Kuid siis OCB on pool korrapdrase hulknurga nurgast ja
OC on nurga C poolitaja. Uhendades punkti O hulknurga
ulejaanud tippudega saame samal viisil tdestada, et need
l'ihenauslc‘)igud,poolitavad ka hulknurga ilejaanud nurgad.
Seega kdik hulknurga ABC...N nurgapoolitajad 1dikuvad
punktis O. Seejuures

OA' = OB = 0C =...=0N,
sest nad on kongruentsete vordhaarsete kolmnurkade haa-
rad, ja '
OP:=Q@ = ... = 0X
sest nad on samade kolmnurkade kdrgused. Seega:

korrapirase hulknurga nurgapoolitajad 10ikuvad koik iihes ja
samas punktis; see punkt on vordsetel kaugustel hulknurga tippu-
dest ja vordsetel kaugustel hulknurga kiilgedest.
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Sellest jareldub, et
iga korrapidrase hulknurga iimber ja sisse saab joonestada
ringjoone.

Nende ringjoonte iihist keskpunkti nimetatakse kor-
rapdrase hulknurga keskpunktiks.
Korraparase hulknurga saamiseks joonestame ringjoone

Joonis 168. Joonis 169.

ja jaotame selle nii mitmeks vordseks kaareks, kui mitu
kiilge peab olema hulknurgal. Kui ithendame jaotuspunktid
jarjestikku sirgloikudega, siis tekib hulknurk, mille kiiljed
on vordsed, sest nad on kddlud, mis toetuvad vordsetele
kaartele. Ka on vordsed selle hulknurga nurgad, sest nad
on piirdenurgad, mis toetuvad vdrdsetele kaartele (joonis
168). Jarelikult on see hulknurk korraparane. Seda hulk-
nurka nimetalakse korraparaseks kodlhulk-
nurgaks. ;

Korraparase hulknurga saame ka siis, kui ringjoonele
jaotuspunktides joonestame puutujad (joonis 169). Seda
hulknurka nimetatakse korrapdaraseks puutuja-
hulknurgaks.

Ringjoone voib jaotada vordseteks kaarteks kas sirkli
ja joonlaua voi malli abil. Ringjoone jaotamine sirkli ja
joonlaua abil ilma katsetamiseta ei ole teostatav
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igasuguse kaarte arvu juures; nditeks pole vdimalik ring-
joont sirkli ja joonlaua abil ilma katsetamiseta jaotada
seitsmeks vordseks kaareks.

Kdige lihtsamad ringjoone .jaotamise juhud on jaota-
mine 4-ks, 8-ks, 16-ks, 32-ks jne. vordseks kaareks. Nende
jaotamiste teostamiseks joonestame kaks ristuvat diameet-
rit, millega on ringjoon jaotatud 4-ks vordseks kaareks;
saadud tdisnurkade poolitamisega jaotame ringjoone 8-ks
vordseks kaareks jne. (joonis 170).

A ol
Joonis 170. Joonmis 171.

Ringjoone jaotamine 3-ks, 6-ks, 12-ks jne. vOrdseks
kaareks on voimalik ldhtudes ringjoone jaotamisest kuueks
vOordseks-kaareks, mis on teostatav sirkli abil. Toestame,
et

korrapidrase kuusnurga kiilg vordub iimberringjoone raadiu-
sega.

Eeldus: AB on korraparase kuusnurga kiilg ja punkt
O on umberringjoone keskpunkt.

Vdaide: AB = AO {(joonis 171).

Tdestus. A AOB on vdrdhaarne, sest AO = BO; jare-
likult
LA = 2 B
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Selle kolmnurga tipunurk O vdrdub 360° :6 ehk 60°. Sama
kolmnurga alusnurgad A ja B on seega
(180° —60°) : 2
ehk
60°.
Seega kolmnurga AOB nurgad on vordsed; kuid siis on
vordsed ka tema kiiljed ja seega

. AB = AO = BO.

Niisiis raadiusepikkuste kodlude
abil saame ringjoone jaotada 6-ks
vordseks kaareks. Nende kaarte
poolitamisega jaotub ringjoon 12-ks
vordseks kaareks, viimaste poolita-
misega 24-ks vOrdseks kaareks jne.
Nende kaarte otspunkte jarjestikku
thendades saame” korrapdrase 6-
Joonis 172. nurga, 12-nurga, 24-nurga jne. (joo-

nis 172).

Ulesanded.
400. Joonestada korraparane kuusnurk kiiljega 2 cm.

401. Joonestada korraparane kaksteistnurk, mille
iumberringjoone raadius on 2,5 cm.

402. Joonestada korraparane kolmnrurk mille timber-
r1ng]oone raadius on 3 cm.

403. Joonestada korrapdrane seitsenurk, mille timber-
ringjoone raadius on 3 cm. Ringjoone jaotamist toimetada
sirkli abil katsetades.

404. Joonestada korrapdrane kuusnurk, mille sisering-
joone raadius on 3 cm.

405. Joonestada korraparane kolmnurk, mille sisering-
joone raadius on 2,5 cm.
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406. Korrapdrase kaheksanurga iihest tipust on tom-
matud diagonaalid teistesse tippudesse. Arvutada diago-
naalide vahelised nurgad.

407. Korraparase kiimmenurga ihest tipust on tdmma-
tud diagonaalid teistesse tippudesse. Arvutada diagonaa-
lide vahelised nurgad.

Kreeka tidhestik.

Aa — alfa Nv — niii

B 8 — beeta Z¢& — ksii

I' y — gamma 0 0 — omikron
4 3 — delta II #— pii

E & — epsilon Po — roo

Z 5 — dseeta Y o¢— sigma
H7 — eeta " Tr — tau
69 — teeta Y v — upsilon
I ¢ — ioota D p — fii

Kx — kapa - X 7z — hii

4 2 — lamda Py — psii
My — miu £ o ~— .omega.
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