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Liihikokkuvote

Kéesolevas bakalaureusetdos tutvustatakse kaalutud kategooria moistet ning
kirjeldatakse lisatingimusi, mida kategooriateooriast tuntud korrutise, kokor-
rutise, astme, koastme, funktori ja adjunktsiooni moisted peavad rahuldama,
et olla moistlikul viisil kaalutud kategooria struktuuriga kooskolas. Tuuakse
néiteid nende moistete kohta arhetiiiipsetest kaalutud kategooriatest, nagu
naiteks meetriliste ruumide kategooria, punktiga meetriliste ruumide kate-
gooria ning Banachi ruumide kategooria. Samuti toestatakse moned {iildised
omadused, mida kaaludega kooskolas olevad adjunktsioonid rahuldavad.
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Sissejuhatus

Koigi meetriliste ruumide kogumit ja koigi Banachi ruumide kogumit saab vaadelda
néidetena kategooria moistest. Lihtsustatult 6eldes koosneb kategooria C objekti-
de klassist Ob(C) ja iga kahe objekti A, B € Ob(C) korral hulgast Hom¢ (A, B),
mille elemente nimetame morfismideks objektist A objekti B. Naiteks meetrilis-
te ruumide kategoorias on objektideks koik meetrilised ruumid ning morfismideks
koik Lipschitzi tingimust rahuldavad kujutused, mille Lipschitzi konstant ei iileta 1.
Banachi ruumide kategoorias on objektideks koik Banachi ruumid ning morfismi-
deks lineaarsed tokestatud operaatorid, mille norm ei iileta 1. Samas on meetriliste
ruumide kategooria ja Banachi ruumide kategooria teatud mottes erilised - igale
morfismile saab seada vastavusse arvu intervallist [0, 1], mida nimetame kaaluks.
Meetriliste ruumide puhul on selleks arvuks kujutuse Lipschitzi konstant, Banachi
ruumide puhul aga operaatori norm. See motiveerib meid uurima iildisemat, kaalu-
tud kategooria moistet - see on selline kategooria, kus igale morfismile vastab kaal
ehk arv intervallist [0, 1].

Kaéesoleva bakalaureuset66 eesmérk on uurida kategooriateooriast tuntud funkto-
ri ning adjunktsiooni moéisteid ja piiri ning kopiiri moisteid (korrutiste ja astmete
ning kokorrutiste ja koastmete néitel) kaalutud kategooriate kontekstis. T66 on ja-
gatud kaheks peatiikiks: esimeses peatiikis tuuakse vélja vajalikud eelteadmised nii
kategooriateooria kui ka funktsionaalanaliiiisi vallast koos illustreerivate naidetega.
Teises peatiikis defineerime kaalutud kategooria ning tdpsustame funktori, adjunkt-
siooni, korrutise, kokorrutise, astme ja koastme moisteid nii, et nad oleksid moistli-
kul viisil kooskolas kaalutud kategooria morfismidel oleva lisastruktuuriga. Toome
néiteid sellistest “kaaludega kooskolas” olevatest (ko)korrutistest, (ko)astmetest ja
adjunktsioonidest meetriliste ruumide ja Banachi ruumide kategooriatest. Samuti
toestame, et

e adjunktsiooni kaaludega kooskolas olemisest jareldub, et adjunktsiooni moo-
dustavad kaasfunktorid on kaaludega kooskélas;

e kaaludega kooskolas oleva adjunktsiooni parempoolne kaasfunktor siilitab
kaaludega kooskolas olevaid korrutisi ja astmeid.

Bakalaureusetoo autorile ja juhendajale teadaolevalt on viimati mainitud kaks tu-
lemust originaalsed. Samuti on (hetkel teadaolevalt) originaalsed kaalutud korru-
tiste, kokorrutiste, astmete ja koastmete definitsioonid ning kaalutud astmete ja
koastmete naited Banachi ruumide kategoorias.

Bakalaureusetoo lugejalt eeldatakse, et ta on tuttav funktsionaalanaliilisi pohi-
moistete- ja tulemustega (niiteks on labinud kursuse Funktsionaalanaliiiis I) ning
teab, mis on kommutatiivne diagramm. Kasuks tuleb ka pogus varasem kokkupuu-
de kategooriateooriaga.



1 Pohiteadmised

Selles peatiikis toome dra moned edasises vajalikud eelteadmised definitsioonide ja
abitulemuste kujul. Alustame madistetega funktsionaalanaliiiisist ja kategooriateoo-
riast ning anname nende illustreerimiseks moned néited. Eeldame lugejalt, et ta on
tuttav funktsionaalanaliiiisi pohimoistetega, nagu nt meetriline ruum, normeeritud
ruum, koonduv jada, Cauchy jada, Banahi ruum.

1.1 Pohimoisted funktsionaalanaliitisist

Siin alapeatiikis toome moned vajalikud definitsioonid ja teoreemid funktsionaal-
analiitisi valdkonnast, mida vajame peamiselt kategooriateoreetiliste moistete mo-
tiveerimiseks. Kui ei ole teisiti 6eldud, péarinevad koik definitsioonid ja tulemused
selles alapeatiikis opikust [3].

Definitsioon 1.1.1. Punktiga meetriliseks ruumiks nimetatakse meetrilist ruumi
(M, dpr) koos valitud punktiga 0p; € M. Tahistame seda (M, dar, Opr).

Definitsioon 1.1.2. Olgu (M, dyr), (N, dn) meetrilised ruumid ja olgu f : M — N
kujutus. Funktsioon f rahuldab Lipschitzi tingimust, kui

HLGRle,mQ eM dN(f(ml),f(mg)) SL-dM(ml,mg) (1)

Viikseimat konstanti Ly € R, mille korral omadus (1) kehtib, nimetatakse funkt-
siooni f Lipschitzi konstandiks. Kui f rahuldab Lipschitzi tingimust, nimetatakse
teda vahel ka Lipschitzi kujutuseks.

On tuntud tosiasi, et koik Lipschitzi tingimust rahuldavad funktsioonid meetriliste
ruumide vahel on pidevad |[3].

Markus 1.1.3. Kui M, N on meetrilised ruumid ja f : M — N on Lipschitzi
kujutus, siis f Lipschitzi konstandi saab samavéérselt defineerida ka kui vadrtuse

Lf = sup M

z,yeM dM (x’ y)
TFY

(vt néiteks definitsiooni 2.1.1 doktorit6os [6]).

Definitsioon 1.1.4. Olgu (M, dyy), (N, dy) meetrilised ruumid jaolgu f : M — N
kujutus. Kui f rahuldab Lipschitzi tingimust ja Ly < 1, siis nimetame funktsiooni

f ahendavaks.

Eelnev definitsioon erineb moénevorra 6pikus [3] toodust, nimelt noutakse ahenda-
vuse definitsioonis tavaliselt, et Ly < 1, s.t. et kehtib range vorratus.
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Definitsioon 1.1.5. Olgu (V.|| - ||lv), (W,]|| - |lw) Banachi ruumid (iile korpuse
R) ja olgu f : V — W pidev lineaarne kujutus. Kujutuse f normiks nimetatakse
korpuse R elementi

1f1] = sup [[f(z)]lw,
rEBy

mida tahistame téhisega || f||. (Siin By téhistab Banachi ruumi V' kinnist {ihikke-
ra).

Opikus [3] on ka toestatud, et

A1} = min {M € R | [|f(z)[[w < M - [[z]|v}.

1.2 Punktiga meetrilise ruumi Lipschitz-vaba ruum

Kui ei ole teisiti 6eldud, péarinevad koik definitsioonid ja tulemused selles alapeatii-
kis doktorit6ost [6]. Selles alapeatiikis on meie eesmérgiks illustreerida, kuidas saab
iga punktiga meetrilise ruumi (M, dps,0p7) jaoks defineerida Banachi ruumi, ku-
hu M isomeetriliselt sisestuks. See konstruktsioon osutub hilisemas seotuks mitme
kategooriateoreetilise moistega.

Definitsioon 1.2.1. Olgu (M, dys,0pr) punktiga meetriline ruum. Vektorruumi
Lipy(M) :={f : M — R | f rahuldab Lipschitzi tingimust ja f(05;) = 0}

nimetatakse punktiga meetrilise ruumi M Lipschitzi ruumiks.
Toepoolest, pole raske néha, et Lipy(M) on vektorruum iile korpuse R, kus

e liitmine ja skalaariga korrutamine on defineeritud punktiviisi, s.t. iga f,g €
Lipy(M), iga a € R ja iga m € M korral

(f +9)(m) := f(m) + g(m)
(af)(m) = a- f(m),

kusjuures liitmise puhul on tegu kommutatiivse tehtega;
e nullelement on kujutus
OLipO(M) M — R

m +— 0

e kujutuse f € Lipg(M) vastandelement on



—f:M—>R
m— —f(m).

Koige olulisem téhelepanek siinkohal ongi ehk see, et Lipy(M) on kinnine niimoodi
defineeritud tehete korral. Toesti, nullelement O a7y kuulub ruumi Lipg (M), sest

OLipy () (0ar) = 0 ja

dRr (OLip, (a1) (M1), OLipy (ar) (M2)) = dr(0,0) = 0 = 0 - dpip, (ar) (M1, M2)

kehtib iga mj, mo € M korral. Samuti kui f,g € Lipy(M), siis (f + ¢)(0n) =
f(O0rr) +g(0pr) =0+ 0 =0 ning

Vmi,me € M dr((f + g)(m1), (f + g)(m2)) =
= dr(f(m1) + g(m1), f(m2) + g(m2)) =
= [f(m1) + g(m1) — f(m2) — g(m2)]
< [f(ma) = f(m2)| + [g(m1) — g(m2)| =
= dr(f(m1), f(m2)) + dr(g(m1), g(m2)) <
< Ly -dpy(mi,mo) + Lg - dpr(ma, ma) =
= (Lf + Lg) . dM(ml,mg)

ehk ka f + ¢ rahuldab Lipschitzi tingimust ning kokkutvotteks f + g € Lipy(M).
Fakti, et af € Lipy(M) iga a € R korral, saab toestada analoogselt. Toepoolest,
(af)(0prr) =a- f(Opr) = a-0=0. Samuti kehtib iga m;, mg € M korral
dr((af)(ma), (af)(mza)) = [(af)(m1) = (af)(m2)| = |a- f(m1) —a- f(m2)| =
= lal - [f(m1) = f(m2)| = la] - dr(f(m1), f(m2)) <
<lal- Ly - dpr(ma, my),
st af on Lipschitzi tingimust rahuldav kujutus. Siit jareldub ka, et iga f € Lipy(M)
korral —f € Lipg(M), vottes a = —1.
Jargneva lause toestuse voib leida néiteks doktoritoost [6] (lausest 2.1.6).
Lause 1.2.2. Ruum Lipy(M) on Banachi ruum normi
-1z« Lipg(M) — R
f — Lf

suhtes.

Miérgime, et kuna Lipy(M) on normeeritud ruum ja R on Banachi ruum, siis
Lipy(M) kaasruum L(Lipy(M),R) = Lipy(M)* on Banachi ruum, kus normiks
on kujutuse Lipy(M) — R norm definitsioon 1.1.5 mottes. See fakt on toestatud
néiteks opikus [3].



Jargmiseks saab defineerida kujutuse ruumist M ruumi Lipy(M) kaasruumi:

Sar = M — Lipg(M)*
x> o(x),

kus §(z) on kujutus
d(x) : Lipg(M) — R
[ fx).
Jargneva lause toestus on samuti dra toodud doktoritoos 6] (lauses 2.2.1).

Lause 1.2.3. Kujutus 6pr : M — Lipy(M)* on kaugusi tapselt sdilitav injektiivne
kugutus (isomeetriline sisestus).

Et Lipy(M)* kui Banachi ruum on ka meetriline ruum, siis kujutus 6 on meetriliste
ruumide vaheline kujutus. Samuti mérkame, et

e esiteks,
631(0nr) = (6(0ar) : Lipg(M) = R, f = f(0ar)) = ...

Kuna koéik f € Lipy(M) rahuldavad tingimust f(0p7) = 0, saame vordust
jatkata:

.= ((5(0M) . Llpo(M) — R, f — 0) = OLipO(M)*'

e teiseks, dps rahuldab Lipschitzi tingimust. Toepoolest, lause 1.2.3 jérgi on
Oy kaugusi tépselt sdilitav kujutus. Seega iga mi, ms € M korral
dry (0 (ma), dar(m2)) = drip, (ar)y= (0ar(ma), dar(ma))

= dyr(my, ma).

Et tegu on range vordusega, siis Ls,, = 1.

Niiid saab defineerida ruumi
F(M) :=span 6(M) =span {d(x) | x € M} C Lipg(M)*.

Kuna span §(M) on Banachi ruumi Lipy(M)* vektoralamruum, siis tema sulund
F(M) on samuti Lipg(M)* (kinnine) vektoralamruum ([3, p. 86]). Kuna F(M)
on Lipy(M)* vektoralamruum, siis ta on ka normeeritud ruum Lipy(M)* normi
jargi. Et Lipy(M)* kui Banachi ruum on téielik, siis F'(M) kinnisusest jareldub,
et F(M) on téielik (|3, Ik 86]). Kokkuvotteks F'(M) on Banachi ruum. Edaspidi



nimetame Banachi ruumi F'(M) punktiga meetrilise ruumi (M, dps, 057) Lipschitz-
vabaks ruumiks.

Kehtib jargnev universaalomadus, mille toestuse leiab doktoritéost [6] (Teoreem
2.2.4).

Teoreem 1.2.4. Olgu (M,dps,0p) punktiga meetriline ruum ja olgu (X,|| - ||x)
Banachi ruum. Olgu f : M — X Lipschitzi kujutus, kusjuures f(0p;) = Ox.
Siis leidub iheselt madratud lineaarkujutus f : F(M) — X nii, et ||f|| = Ly
ja f(8(m)) = f(m) iga m € M korral (ehk jirgnev diagramm kommuteerub).

1.3 Kategooriad ja funktorid

Kui ei ole teisiti 6eldud, parinevad koik definitsioonid ja tulemused selles alapea-
tiikis raamatust [2].

Definitsioon 1.3.1. Kategooria C koosneb jargmistest andmetest:

1. klass Ob(C), mille elemente nimetatakse kategooria C objektideks;

2. hulk Hom¢ (A, B) iga kahe objekti A, B € Ob(C) jaoks, mille elemente nime-
tatakse morfismideks objektist A objekti B;

3. kujutus
o: HOInc(A, B) X HomC(B,C’) — HOInc(A, C),

iga objektikolmiku A, B,C' € Ob(C) jaoks, mida nimetatakse morfismide
komponeerimiseks voi korrutamiseks; morfismide f € Hom¢ (A4, B) ja g €
Hom¢ (B, C) kompositsiooni tdahistatakse g o f;

4. morfism id4 € Home (A, A) iga objekti A € Ob(C) korral, mida nimetatakse
objekti A {ihikmorfismiks,

mis peavad rahuldama jérgmisi tingimusi:

1. kui A, A’, B, B’ € Ob(C) on sellised, et A # A’ voi B # B’ siis Home (A, B) #
Hom¢ (A, B');



2. mistahes objektide A, B,C, D € Ob(C) ja morfismide f € Hom¢ (A, B),g €
Home (B, C) ja h € Home(C, D) korral kehtib

ho(gof)=(hog)of;

3. mistahes morfismi f € Hom¢ (A, B) korral kehtivad vordused foidg = f ja
dpof=1/.

Kui C on kategooria, A, B € Ob(C) ja f € Hom¢(A, B), siis titleme vahel, et f on
morfism objektist A objekti B ning tdhistame seda f: A — B.

Naide 1.3.2. Voime vaadelda koigi meetriliste ruumide kategooriat Met, mille
objektideks on koik meetrilised ruumid ning morfismideks ahendavad kujutused
meetriliste ruumide vahel (mis on Lipschitzi kujutustena ka pidevad).

Naiide 1.3.3. Voime vaadelda koigi punktiga meetriliste ruumide kategooriat Mety,
mille objektideks on koik punktiga meetrilised ruumid ning morfismideks ahenda-
vad kujutused meetriliste ruumide vahel, mis séilitavad punkti. See tdhendab, et kui
(M,dpr,0nr), (N,dn,On) € Ob(Mety), siis ahendav kujutus f : M — N kuulub
hulka Hompget, (M, N) parajasti siis, kui f(0pr) = On.

Naiide 1.3.4. Samuti voime vaadelda koigi Banachi ruumide kategooriat Ban,
mille objektideks on Banachi ruumid (iile korpuse R) ning morfismideks pidevad
lineaarkujutused, mille norm ei ole suurem kui 1.

Definitsioon 1.3.5. Olgu C on kategooria, A, B € Ob(C) ja f € Hom¢(A, B).
Morfismi f nimetatakse isomorfismiks objektide A ja B vahel, kui leidub selline
g € Home (B, A), et

gof=idg4 A fog=idg.

Definitsioon 1.3.6. Olgu C kategooria. Kategooria C duaalseks kategooriaks ni-
metatakse kategooriat C°P, mille objektideks on C objektid, s.t. Ob(C°P) = Ob(C),
morfismideks aga C morfismid, mille ldhteobjekt ja sihtobjekt on formaalselt dra
vahetatud. See tdhendab, et kui f € Hom¢(A, B), siis f € Homeop (B, A).

Definitsioon 1.3.7. Olgu A ja B kategooriad. Funktor F' kategooriast A kategoo-
riasse B koosneb jargmistest andmetest:

1. kujutus Fp : Ob(A) — Ob(B) kategooriate A ja B objektide klasside vahel;
objekti A € Ob(.A) kujutist tahistatakse F'(A);

2. kujutus FlA’A/ : Hom 4(A, A") — Homp(F(A), F(A’)) iga objektipaari A, A’ €
A puhul; morfismi f € Hom 4 (A, A") kujutust téhistatakse F(f),

mis peavad rahuldama jargmisi tingimusi:



1. mistahes morfismide f € Homy4 (A, A’) ja g € Hom4(A’, A”) kehtib
F(go f)=F(g) o F(f);
2. iga objekti A € Ob(A) korral F'(ida) = idp(4).-

Kui F on funktor kategooriast A kategooriasse B, siis tdhistame seda F': A — B.

Naiide 1.3.8. Olgu meil antud kategooria C. Lihtsaim néide funktorist on iihik-
funktor id¢ : C — C, mille defineerime igal objektil C' € Ob(C) jargmiselt

ide(C) :=C
ja igal morfismil f € Hom¢(C, D), kus C, D € Ob(C), jargmiselt
ida(f) = f.
Jargnevad néited péarinevad opikust [2].
Naide 1.3.9. Olgu C kategooria ja olgu C' € Ob(C). Siis leidub funktor
Home(C, ) :C — Set,

mis seab igale C objektile A € Ob(C) vastavusse hulga Hom¢(C, A). Morfismi-
del kiitub see funktor jargnevalt: kui A, B € Ob(C) ja f € Hom¢(A, B), siis
Home¢(C, f) on hulkade kujutus

fo :Home(C,A) — Home(C, B)
g fog.
Opikus [2] téhistatakse seda funktorit Mor(C, —).
Naide 1.3.10. Olgu C kategooria ja olgu C' € Ob(C). Siis leidub funktor
Home(_,C) : C°? — Set,

mis seab igale C objektile A € Ob(C) vastavusse hulga Hom¢ (A, C'). Morfismidel
kiitub see funktor jargnevalt: kui A, B € Ob(C) ja f € Hom¢(A, B) (ehk f €
Homeor (B, A)), siis Home(f, C) on hulkade kujutus

_ o f:Home(B,C) — Home (A, C)
grrgolf.
Opikus [2] tdhistatakse seda funktorit Mor(—, C).

Naide 1.3.11. Eksisteerib funktor U : Ban — Met kategooriast Ban kategoorias-
se Met, mis seab igale Banachi ruumile vastavusse selle ruumi enda kui meetrilise
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ruumi ning igale morfismile (pidevale lineaarsele kujutusele, mille norm on véiksem
kui 1) vastavusse iseenda kui pideva ahendava kujutuse meetriliste ruumide vahel.
Seda funktorit nimetatakse unustavaks funktoriks, sest see “unustab” dra Banachi
ruumi vektorruumi struktuuri ja jatab alles vaid meetrilise ruumi struktuuri.

Naide 1.3.12. Eelpool kirjeldatud protseduuri, kus punktiga meetrilisele ruumile
(M, dpr, 0pr) seatakse vastavusse Banachi ruum F'(M), saab kirjeldada funktoriga
F : Metg — Ban, kus

Fy : Ob(Metg) — Ob(Ban)
M — F(M)

ning iga M, N € Ob(Metg) korral

FMY - Hompget, (M, N) — Hompan (F(M), F(N))
f — 5]\7 o fv

kasutades teoreem 1.2.4 tahistusi. Toepoolest, oy o f : M — F(N) on kujutus
punktiga meetrilisest ruumist Banachi ruumi, mis tdhendab, et seda saab tegurdada

kujutuse d3s kaudu:

M—1 N

£5M LSN (2)

Edaspidi mérgime kujutust oy o f lihtsalt F'(f). Markame ka, et

kus viimane vordus kehtib, sest kujutus idp(yr) paneb diagrammi

kommuteeruma ja teoreem 1.2.4 tottu on selline kujutus iiheselt méaratud. Samuti

paneme téhele, et kui M i> NZ% o0 kategoorias Mety, siis

F(gof)=doogo f=F(g)oF(f),
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sest kujutus F'(g) paneb diagrammis

! N g 19

M
5M£ 5 jao
F(M) > F(N) —— F(0)

parempoolse ruudu kommuteeruma ning F'(f) paneb vasakpoolse ruudu kommu-
teeruma, seega F'(g) o F'(f) paneb vilimise ruudu kommuteeruma. Teoreemi 1.2.4
tottu on selline kujutus tiheselt méératud, seega dp o g o f = F(g) o F(f). Kokku-
votteks F' rahuldab funktori definitsiooni.

Jargmiseks kirjeldame monda viisi, kuidas saab kategoorias C olemasolevatest ob-
jektidest uusi konstrueerida.

Definitsioon 1.3.13. Olgu C kategooria ning A, B € Ob(C). Kolmikut (P, pa,pp),
kus P € Ob(C), pa € Home (P, A) ja pp € Home(P, B), nimetatakse objektide A
ja B korrutiseks, kui iga @ € Ob(C), f € Hom¢(Q, A) ja g € Home(Q, B) korral
leidub iiheselt madratud morfism m € Home(Q, P) nii, et diagramm

PanN

A+—P ——B
pA PB

kommuteerub.

Naiide 1.3.14. Kategoorias Set on kahe hulga A ja B kategoorseks korrutiseks
nende hulkade otsekorrutis A x B koos projektsioonidega

pa:Ax B — A (a,b) —a
pp:AxB— B, (a,b)—b.

Samas saame ragkida ka rohkem kui kahe hulga otsekorrutisest ning votta otsekor-
rutise lopmatust kogumist hulkadest. Sellest on motiveeritud jargmine definitsioon.

Definitsioon 1.3.15. Olgu C kategooria, I hulk ning 4; € Ob(C) iga i € I korral.
Paari (P, (p;)icr), kus P € Ob(C) ja p; € Home (P, A;) iga i € I korral, nimetatakse
objektide stisteemi {A;}ier korrutiseks, kui iga paari (Q, (¢;)icr) korral, kus @ €
Ob(C) ja ¢; € Home(Q, A;), leidub iiheselt maaratud morfism m € Home(Q, P)
nii, et diagramm



kommuteerub.

Mairkus 1.3.16. Mérgime, et kategoorias Set on l6pmatu hulkade siisteemi { A; }ier,
kus I on ka mingi hulk, korrutiseks hulkade otsekorrutis [ [,.; A;. Kui @ € Ob(Set)

ja q; : Q — A; on funktsioon iga i € I korral, siis funktsiooniks, mis iilevaloleva

diagrammi kommuteeruma paneb, on

el
q— (¢i(q))ier-

Analoogiliselt saame defineerida kokorrutise moiste, mis on motiveeritud hulkade
loikumatu tihendi moistest.

Definitsioon 1.3.17. Olgu C kategooria ning A, B € Ob(C). Kolmikut (P, u,up),
kus P € Ob(C), ua € Hom¢(A, P) ja up € Home (B, P), nimetatakse objektide A
ja B kokorrutiseks, kui iga @ € Ob(C), f € Hom¢(A, Q) ja g € Home (B, Q) korral
leidub tiheselt méasaratud morfism m € Home (P, @) nii, et diagramm

kommuteerub.

Naiide 1.3.18. Kategoorias Set on kahe hulga A ja B kategoorseks kokorrutiseks
nende hulkade 16ikumatu ithend A II B koos sisestustega

ias: A= AILB, a— a?
ig:B— AILB, brs b5,

kus a* tdhistab loikumatu ithendi komponendis A olevat elementi a ning b téhis-
tab loikumatu iihendi komponendis B olevat elementi b. Nagu korrutistegi puhul,
saame radkida ka lopmatu hulkade kogumi loikumatust iithendist. Sellest on moti-
veeritud jargmine definitsioon.

Definitsioon 1.3.19. Olgu C kategooria, I hulk ning A; € Ob(C) iga i € I korral.
Paari (P, (ui)ier), kus P € Ob(C) jau; € Home(A;, P) iga i € I korral, nimetatakse
objektide stisteemi {A;};cr kokorrutiseks, kui iga paari (@, (¢;)icr) korral, kus Q €
Ob(C) ja ¢; € Home(A;, @), leidub iiheselt médratud morfism m € Home (P, Q)
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nii, et diagramm

R

{
)
=

kommuteerub.

Mirkus 1.3.20. Mérgime, et kategoorias Set on lopmatu hulkade siisteemi { A; }ie7,
kus I on ka mingi hulk, kokorrutiseks hulkade l6ikumatu iihend J];.; A;. Kui
Q € Ob(Set) ja q; : A; — @ on funktsioon iga i € I korral, siis funktsiooniks,
mis iilevaloleva diagrammi kommuteeruma paneb, on

m: [[4i = Q
icl
x — q(x),

kus ¢ € I on selline (iithesel mééaratud) indeks, et x € A;.

Suvalises kategoorias saame vaadelda ka objekti “hulgaga (ko)astendamise” mois-
tet. Olgu jargnevas X € Ob(Set), C kategooria ja A € Ob(C). Jargnevad kaks
definitsiooni périnevad raamatust [5]. Anname siin nende pohjalikult lahti kirjuta-
tud variandid.

Definitsioon 1.3.21. Objekti A astmeks hulgaga X nimetatakse objektide siis-
teemi

{A}xeX

korrutist ehk paari (P, (pg)zex), kus P € Ob(C) ja iga x € X korral p, €
Homge (P, A), mis rahuldab jargnevat universaalomadust: kui (Q, (¢;)zcx) on mingi
teine paar, kus Q € Ob(C) ja iga z € X korral ¢, € Hom¢(Q, A), siis leidub selline
itheselt madratud m € Home(Q, P), et iga x € X korral ¢, = p, o m ehk jargnev
diagramm

Q

m,
N2

P —— A
kommuteerub iga 2 € X korral. Objekti P tihistatakse sel juhul AX.

Definitsioon 1.3.22. Objekti A koastmeks hulgaga X nimetatakse objektide siis-
teemi

{A}meX
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kokorrutist ehk paari (P, (uz)zex), kus P € Ob(C) ja iga z € X korral u, €
Hom¢ (A, P), mis rahuldab jargnevat universaalomadust: kui (@, (¢5)zex) on mingi
teine paar, kus @ € Ob(C) ja iga = € X korral g, € Hom¢(A4, @), siis leidub selline
itheselt madratud m € Home (P, @), et iga x € X korral ¢, = m o u, ehk jargnev
diagramm

Q
wf N
Ps+i— A

kommuteerub iga x € X korral. Objekti P tdhistatakse sel juhul X - A.

Naiide 1.3.23. Olgu astme definitsioonis C rollis Set. Siis hulga A € Ob(Set) aste
hulgaga X on hulk

AX={f: X = A}

ehk kéik funktsioonid X — A. Definitsiooni 1.3.21 téhistusi kasutades P = AX
ning iga x € X korral p, on jargnev funktsioon:

pe i AX = A
(f: X = A)— f(z).

Kontrollime ka, et AX rahuldab definitsioonis 1.3.21 toodud universaalomadust.
Olgu @ € Ob(Set) ja ¢, : Q@ — A funktsioon iga x € X korral. Siis funktsioon

m:Q — AX

g (f: X 32— q.(q) € A)

rahuldab tingimust ¢, = p, o m iga x € X korral. Kui funktsioon m’ : Q —
AX rahuldab samuti tingimust ¢, = p, o m’ iga © € X korral, siis vastavalt p,
definitsioonile ¢, (q) = m’(¢)(x) iga q € Q ja x € X korral. Tingimusest ¢, = p,om
ja p, definitsioonist saame aga, et ka ¢.(¢) = m(q)(x) kehtib iga ¢ € Q jax € X
korral. Kuna m(q),m’(¢q) : X — A, siis sellest jareldub, et m(q) = m/(q) suvalise
q € Q korral. Seega m = m/' kui funktsioonid Q — AX.

Naide 1.3.24. Olgu koastme definitsioonis C rollis Set. Siis hulga A € Ob(Set)
koaste hulgaga X on otsekorrutis X x A. Definitsiooni 1.3.22 tahistusi kasutades
P =X x Ajaigax € X korral u; on jargnev funktsioon:

Uy, A— X x A
a— (z,a).

Kontrollime ka, et X x A rahuldab definitsioonis 1.3.22 toodud universaalomadust.
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Olgu @ € Ob(Set) ja g, : A — @ funktsioon iga x € X korral. Siis funktsioon

m: XxA—Q

(z,a) — q(a)

rahuldab tingimust ¢, = mou, iga x € X korral. Kui funktsioon m’ : X x A — Q
rahuldab samuti tingimust ¢, = m’ou, iga x € X korral, siis jarelduvast vordusest
m' o uy = mouy ja u, definitsioonist saame, et

ning seda iga x € X ja a € A korral. Seega iga (z,a) € X x A korral m/(z,a) =
m(x,a) ehk m’ = m kui funktsioonid X x A — Q.

Nagu definitsioonides kirjas, siis need moéisted on (tavalises kategoorias) erijuhud
korrutise ja kokorrutise moistest. Hiljem defineerime need moisted kaalutud kate-
gooriate jaoks ning nédeme, et kaalutud juhul ei saa astmeid ja koastmeid enam téie-
likult (kaalutud) korrutiste ja kokorrutiste kaudu esitada. Terminoloogia lihtsusta-
mise huvides margime ka dra, et korrutised ja astmed on erijuhud piiri moistest,
mida on kirjeldatud néiteks opikus 2] ning kokorrutised ja koastmed on erijuhud
kopiiri moistest, mida on samuti kirjeldatud opikus [2].

Definitsioon 1.3.25. Olgu F,G : A — B funktorid kategooriast A kategooriasse
B. Loomulikuks teisenduseks funktorist F' funktorisse G nimetatakse kategooria B
morfismide siisteemi a = (a4 : F(A) = G(A)) scon(4), mille korral iga objekti-
paari A, A’ € Ob(A) ja morfismi f : A — A’ puhul jargnev diagramm

F(A) —2 5 G(A)

A
fl F| lew
A/

FA) —— G(A)

kommuteerub. Kui A € Ob(.A), siis morfismi a4 nimetatakse loomuliku teisenduse
a komponendiks kohal A. Kui a on loomulik teisendus funktorist F' funktorisse G,
tahistame seda vahel a: F = G.

Definitsioon 1.3.26. Olgu A ja B kategooriad ja F' : A — Bja G : B — A
funktorid. Olgu ¢ = (¢4,B)(a,B)cob(A)x0Ob(B) bijektiivsete kujutuste

wa,p: Homp(F(A),B) — Homy(A,G(B))

sisteem, mis on loomulik teisendus nii A kui B suhtes. Kolmikut (F, G, ¢) nime-
tatakse adjunktsiooniks kategooriast A kategooriasse B. Kui (F, G, ) on adjunkt-
sioon, siis iitleme, et F' on G vasakpoolne kaasfunktor ja G on F parempoolne
kaasfunktor ning tédhistame seda F' - G.
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Naiide 1.3.27. Eespool kirjeldatud Lipschitz-vaba funktor F' on vasakpoolne kaas-
funktor unustavale funktorile U kategooriast Ban kategooriasse Metq. Toepoolest,
iga M € Ob(Metg) ja X € Ob(Ban) puhul eksisteerib kujutus

PM,X : HomBan(F(M),X) — HomMetO(M, U(X))
f = fodum,

kasutades teoreemi 1.2.4 tahistusi. See kujutus on teoreemi 1.2.4 kohaselt bijektiiv-
ne. Samuti on mistahes Metg morfismi k£ : K — M ja Ban morfismi h: X — Y
korral diagramm

YM, X

Hompan (F(M), X) Homptet, (M, U (X))

_oF(k) _ok
Hompan (F(K), X) —nx > Homuet, (K,U(X))

ja diagramm

YM, X

Hompan (F (M), X) ————— Hompet, (M, U (X))

ho U(h)o

Hompan(F(M),Y) ————— Hompnget, (M, U(Y))

YMY

kommutatiivsed. Toepoolest, esimese diagrammi kommutatiivsus téhendab seda,
et iga f € Hompan (F(M), X) puhul kehtib vordus

fodyok=foF(k)odk.

Lipschitz-vaba funktori definitsioonist (vaata néidet 1.3.12) aga teame, et F' on
defineeritud nii, et dp o k = F(k) o di. Seega vordus kehtib ja esimene diag-
ramm kommuteerub. Teise diagrammi kommutatiivsus tihendab seda, et iga f €
Hompan (F(M), X) puhul kehtib vordus

U(h)o fodpy =ho fody.

Et U on unustav funktor, siis U(h) = h. Seega vordus kehtib ja teine diagramm
kommuteerub.

Definitsioon 1.3.28. Olgu A, B kategooriad, G : B — A funktor ja A € Ob(A)
objekt kategoorias A. Universaalne morfism objektist A funktorisse G on paar
(u, B), kus B € Ob(B) ja u: A — G(B) on kategooria A morfism, mille puhul iga
teise paari (g, B'), kus B’ € Ob(B) ja g : A — G(B') jaoks leidub iiheselt maaratud
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morfism f : B — B’ kategoorias B nii, et G(f) ou = g.

Definitsioon 1.3.29. Olgu A, B kategooriad, F' : A — B funktor ja B € Ob(B)
objekt kategoorias B. Universaalne morfism funktorist F' objekti B on paar (A, u),
kus A € Ob(A) ja u : F(A) — B on kategooria B morfism, mille puhul iga teise
paari (A’;g), kus A" € Ob(A) ja g : F(A') — B jaoks leidub iiheselt méaratud
morfism f: A" — A kategoorias A nii, et uo F(f) = g.

Teoreem 1.3.30. Olgu A, B kategooriad, F' : A — B, G : B — A funktorid ja
olgu meil adjunktsioon (F,G, ). Siis leiduvad

1. loomulik teisendus n : idg = G o F nii, et iga objekti A € Ob(A) puhul
(na, F(A)) on universaalne morfism objektist A funktorisse G ja iga f :
F(A) — B korral

@A,B(f) =G(f)ona.

2. loomulik teisendus € : F o G — idg nii, et iga objekti B € Ob(B) korral
(G(B),ep) on universaalne morfism funktorist F objekti B ja iga g : A —
G(B) korral

va'5(9) =eBoF(g).

Loomulikku teisendust n nimetatakse adjunktsioont ihikuks ja loomulikku teisendust
e nimetatakse adjunktsiooni kotihikuks.

Markus 1.3.31. Naites 1.3.27 toodud adjunktsiooni iihikuks on ¢ : idpet, =
U o F, kus iga punktiga meetrilise ruumi (M, dps,0p7) puhul 6ps on kirjeldatud
alapeatiikis 1.2. See, et 0 : idpet, = U o F' on loomulik teisendus, on toestatud
néites 1.3.12. Toepoolest, kommuteeruvat diagrammi (2) voib iga

(M, dM,OM), (N, dy, ON) S Ob(Meto)

jaiga f € Hommet, (M, N) korral vaadata ka kui (kommuteeruvat) diagrammi

M >y N
5MJ; J/(SN
U(F(M)) TUER T U(F(N))

See, et (dpr, F(M)) on universaalne morfism objektist M funktorisse U, jareldub
teoreemist 1.2.4. Samuti jéreldub néitest 1.3.27, et

emx(f) = fodmu=U(f)odum,

nagu vaja.
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2 Kaalutud kategooriate struktuur ja naited

Selles peatiikis on meie eesmérk defineerida kaalutud kategooria ning tutvustada
selle moiste olulisemaid naiteid. Seejérel uurime adjunktsioone kaalutud kategoo-
riate vahel ning moningaid piire (nimelt korrutisi ja astmeid) ja kopiire (nimelt
kokorrutisi ja koastmeid) kaalutud kategooriates.

2.1 Kaalutud kategooria moiste ja naited

Kaalutud kategooriatest radkides tuleb alustada kaalutud hulkadest, mida on voi-
malik defineerida eri viisidel. Néiteks artiklis [1| nimetatakse kaalutud hulgaks paari
(X, w), kus X on hulk ja w on funktsioon

w:X —[0,00].

Meie eesmaérk selles bakalaureuset6os on vaadelda kategooriate Met, Metg ja Ban
morfismihulki kaalutud hulkadena, kus morfismi kaaluks on tema Lipschitzi kons-
tant. Et nendes kategooriates on koigi morfismide Lipschitzi konstant intervallis
[0, 1], siis anname sellele moistele natuke teistsuguse sisu.

Definitsioon 2.1.1. Kaalutud hulgaks nimetame paari (X, w), kus X on hulk ja
w:X —[0,1]
on funktsioon.

Edaspidi nimetame kaalutud hulkadeks just definitsiooni 2.1.1 rahuldavaid paare.
Kui kontekstist on selge, et (X, w) on kaalutud hulk, siis vahel téhistame teda ka
lihtsalt téhisega X.

Jargmised moisted selles alapeatiikis péarinevad artiklist [1], kui ei ole teisiti 6eldud.

Definitsioon 2.1.2. Olgu (X, wx) ja (Y, wy) kaalutud hulgad. Kaalutud hulkade
morfismiks nimetatakse funktsiooni f : X — Y, mille puhul

Vee X wy(f(z)) <wx(z).

Markus 2.1.3. Saab vaadelda kategooriat wSet, mille objektideks on koik kaalu-
tud hulgad ja morfismideks kaalutud hulkade morfismid definitsioon 2.1.2 mottes.
Toepoolest, kui on antud kaalutud hulgad (X, wx), (Y,wy) ja (Z,wz) ning kaa-

lutud hulkade morfismid X i> Y 4 Z, siis go f: X — Z on samuti kaalutud
hulkade morfism, sest

wz(9(f(x))) < wy(f(z)) < wx(z).
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Samuti on iga kaalutud hulga (X, wx) puhul idx kaalutud hulkade morfism, sest
wx (idx(2)) = wx(z) < wx(x).

Definitsioon 2.1.4. Kategooriat C nimetame kaalutud kategooriaks, kui iga ob-
jektipaari A, B € Ob(C) korral Hom¢ (A, B) on kaalutud hulk (tdhistame lihtsuse
mottes iga morfismihulga kui kaalutud hulga kaalufunktsiooni tdhega w) ning

w(go f) < w(g) - w(f).

mistahes A, B,C € Ob(C) ning f € Hom¢(A4, B) ja g € Home (B, C) korral.

Mérgime, et kaalutud kategooria definitsioon artiklis [1] sisaldab lisatingimust, et
w(ida) < 1iga A € Ob(C) korral, sest kaalud voivad seal votta vadrtusi interval-
lis [0, 00]. Meie kaalutud hulga ja kaalutud kategooria definitsiooni puhul on aga
tingimus w(ida) < 1 iga A € Ob(C) korral vaikimisi tagatud, sest kaalud votavad
alati védrtusi intervallis [0, 1].

Mairkus 2.1.5. Artiklis [1] tuuakse vélja, et kaalutud kategooriat saab vaadel-
da ka siis, kui kaalutud hulga definitsioonis [0, 1] asendada [0, co]-ga, lisada noue
w(ida) = 0 iga A € Ob(C) korral ning néue w(go f) < w(g) - w(f) asendada nou-
dega w(go f) < w(g) + w(f). Sellist kaalutud kategooriat nimetatakse aditiivselt
kaalutud kategooriaks, meie kasutatavat definitsiooni voib nimetada aga multipli-
katitvselt kaalutud kategooriaks.

Naiide 2.1.6. Kategooria Met on kaalutud kategooria, kui vaadelda iga morfismi
f: M — N, kus M ja N on meetrilised ruumid, sealhulgas M # (), kaaluna f
Lipschitzi konstanti Ly. Toepoolest, funktsioon

w : Hompget (M, N) — [0, 1]
f — L f
on iga morfismi f € Home(M, N) korral esiteks korrektselt defineeritud, sest ka-
tegoorias Met on M ja N vahelised morfismid ahendavad kujutused, mille Lipsc-

hitzi konstant on kindlasti vahemikus [0, 1]. Teiseks kehtib iga O € Ob(Met) ja
iga f € Hom¢ (M, N), g € Hompget (N, O) korral tingimus

w(go f) < w(g) - w(f).
Toepoolest, see jareldub sellest, et

do((go f)(ma), (g0 f)(mz)) = do(g(f(m1)), g(f(m2)))
< Lg - dn(f(ma), f(ma2))
S Lg . Lf . dM(ml,mg)
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iga meetrilise ruumi O ja kujutuste f € Home (M, N),g € Hompget (IV, O) korral,
samas Lipschitzi konstandi definitsiooni kohaselt on Lo vihim selline reaalarv
L € R, et vorratus

do((go f)(m1),(go f)(m2)) < L-dpn(mi,mz)

kehtib. Seega w(go f) = Lgoy < Ly - Ly = w(g) - w(f).
Juhul, kus M = (), defineerime Met morfismi kaalu jirgnevas mérkuses.

Samal viisil morfismidele kaale andes saab kaalutud kategooriana vaadelda ka ka-
tegooriat Metq (mérgime, et tithja hulka ei pea enam selles kategoorias erijuhuna
vaatama, sest tithi hulk ei ole punktiga meetriline ruum).

Mirkus 2.1.7. Ka tiihja hulka () saab vaadelda meetrilise ruumina, kui votta
meetrikaks kujutus

d@:@X@%R

(tegu on iiheselt médratud kujutusega tiithjast hulgast hulka R). Seega (0,dy) €
Ob(Met). Olgu (M,dys) € Ob(Met) mingi teine Met objekt. Olgu f : ) — M
tiheselt méédratud morfism tiihjast hulgast ruumi M. Defineerime f kaaluna w(f) :=
0. Siis w(f o g) < w(f)-w(g) on tiidetud iga teise objekti (N,dy) € Ob(Met) ja
morfismi g € Hompget (M, N) korral.

Mairkus 2.1.8. Kui punktiga meetrilises ruumis (M, das,057) on rohkem kui iiks
punkt, siis thikmorfismi idy; Lipschitzi konstandiks on 1. Samas kui M = {0y},
siis ei ole selles meetrilises ruumis nullist erinevaid kauguseid ja kehtib

le,mg S M dM(idM(m1>,idM<m2)) = dM(ml,mg) =0 S 0 * dM<m1,m2)
ehk LidM = 0.

Naiide 2.1.9. Kategooria Ban on kaalutud kategooria, kui vaadelda iga morfismi
f:V — W, kus V ja W on Banachi ruumid, kaaluna f normi || f||.

Niide 2.1.10. Uks olulisemaid kaalutud kategooria niiteid on wSet ise. Olgu
(X,wx), (Y,wy) € Ob(wSet) vabalt valitud kaalutud hulgad. Defineerime nende
kahe kaalutud hulga vahelistel morfismidel kaalud jérgnevalt:

w : Homyget (X, Y) — [0, 1]

0, kui wx (z) = 0 iga x € X korral;
[ sup pex xU@)
wx (z)#0

muidu.

Néitame, et w toesti votab vddrtusi hulgas [0,1]. Juhul wx(z) = 0 iga z € X
korral on see selge. Leidugu seega selliseid z € X, et wx(z) # 0. Kuna iga f €
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Homysget(X,Y) rahuldab tingimust wy (f(z)) < wx(x) iga © € X korral, siis

%((;))) < 1iga z € X korral, mis rahuldab wx (z) # 0, ja seega hulk

{wy(f(w))

wx (x)

x e X,wx(z) # 0}

on iilalt tokestatud arvuga 1. Seega selle hulga vihim iilemine toke ehk w(f) ei ole
suurem kui 1. Samuti on see hulk alt tokestatud arvuga 0, sest wy (f(z)), wx(z) > 0
iga z € X korral. Seega 0 < w(f) < 1, nagu vaja.

Olgu niitid (Z, wz) € Ob(wSet) mingi kolmas kaalutud hulk ja f € Homysget(X,Y),
g € Homyget (Y, Z). Veendume, et w(go f) < w(g) - w(f). Kuiwx(z) =0igaz € X
korral, siis w(go f) = w(f) = 0 ja vorratus kehtib. Eeldame, et leidub € X, mille
puhul wx (z) # 0. Kui elemendi z € X puhul kehtib wy (f(z)) # 0, siis

wz(9(f(x)) _ wz(g(f(z)) wy(f(z))

- wx (z)

wx () wy (f(z)

~—

)
= wy (f(z)) vey  wx(z)
wx (x)#0
_uslols@)
= uy (i) W
wz(9(y)
= yes}l(l))() wy (y) ()
wy (y)#0

<

yey wY(y)
wy (y)#0

=w(g) - w(f).

Mérgime, et vorratus eelviimasel real kehtib, sest f(X) C Y ja tilemhulga supree-
mum ei saa olla viiksem alamhulga omast.

Kui wy (f(z)) = 0, siis ka wz(g(f(x))) = 0, sest kujutus g ei saa kaale suurendada.
Seega
wz(9(f(x))) 0

wx@)  wx@ W@ wl)

Saime, et igal juhul kehtib w < w(g)-w(f), kui wx(x) # 0. Vottes supree-

x (@)
mumi tle koigi z € X, mille puhul wx (z) # 0, saame
wz(g(f(x)))
. W - w
sup “EILI < () ()

wx (z)#0
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w(go f) < w(g) - w(f).

Négime, et wSet toesti rahuldab kaalutud kategooria tingimusi.

2.2 Adjunktsioonid kaalutud kategooriate vahel

Jargmiseks kirjeldame, mida tdhendab kategooriateooriast tuntud funktori ja ad-
junktsiooni moistete kooskodla kaaludega tildises kaalutud kategoorias.

Definitsioon 2.2.1. Olgu C ja D kaalutud kategooriad ning olgu F' : C — D
funktor. T&histame iga C morfismihulga kaalufunktsiooni tdhisega we ja iga D
morfismihulga kaalufunktsiooni tdhisega wp. Funktorit F' nimetame kaalutud ka-
tegooriate funktoriks, kui

VA,B € Ob(C) Vf e HOmc(A, B) wD(F(f)) < ’wc(f).

Naiide 2.2.2. Unustav funktor U : Ban — Met on kaalutud kategooriate funktor.
Toepoolest, olgu X,Y € Ob(Ban) ja f € Hompan(X,Y). Siis

wmet(U(f)) = wmet(f) = Ly = I[f]] = wBan(f).

Selgitame veidi kolmandat vordust. Téepoolest, || f|| on vahim selline reaalarv M €
R, et kehtib

@)y <M -||2||x (3)

iga x € X korral. Samas Ly on vihim selline reaalarv L € R, et kehtib

dy (f(z1), f(22)) < L-dx(z1,22) (4)

iga z1,29 € X korral. Et tegu on normeeritud ruumiga, siis voib tingimused (3) ja
(4) iimber kirjutada vastavalt kujul

dy (f(z), f(0x)) < M - dx(x,0)

[f(71 —@2)|ly < L-|[|71 — 22| x-

Seega néeme, et kui ||f|| € R on viikseim arv, mis tingimust (3) iga « € X korral
rahuldab, siis || f|| rahuldab ka tingimust (4) L rollis, kui votta x; = z ja x2 = 0.
Seega Ly < ||f||. Teiselt poolt, kui Ly on viikseim arv, mis tingimust (4) iga
x1,x2 € X korral rahuldab, siis Ly rahuldab ka tingimust (4) M rollis, kui votta
x = x1 — x2. Seega || f|| < Ly. Kokkuvottes || f|| = Ly.

Naiide 2.2.3. Lipschitz-vaba funktor F' : Metg — Ban on kaalutud kategooriate
funktor. Teame juba, et ta on funktor tavalises mottes. Jadb seega toestada, et
w(F(f)) < w(f) iga morfismi f : M — N korral. Olgu (M,das,0u), (N,dn,O0nN)
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punktiga meetrilised ruumid ja f : M — N pidev ahendav kujutus. Siis F'(f)
dn o f, kui kasutada teoreem 1.2.4 tahistusi. Selle teoreemi kohaselt ka w(F(f))

IE(DI = Lsyos = w(dn © f).

Niilid Lsyor = Ly, sest 6y on isomeetria. Toepoolest,

dpny (On (f(ma)), 0n (f(m2))) = dn(f(ma), f(m2))

iga m1,mg € M korral. Jarelikult tingimus, et L on viikseim reaalarv, mille korral
kehtib

Vmi,ma € M dpny(On(f(m1)),dn(f(m2))) < L - dy(ma, ma)

(s.t. L = Lsy o) on samavéérne tingimusega, et L on véikseim reaalarv, mille korral
kehtib

le,mg eM dN(f(ml),f(mQ)) < L- dM(’ml,mg)

(st. L = Ly). Seega w(F(f)) = Lsyof = Ly = w(f). Ndeme, et F toepoolest on
kaalutud kategooriate funktor, sealhulgas lausa kaale sailitav.

Mirkus 2.2.4. Olgu (X, wy) ja (Y, wy) kaalutud hulgad. Olgu f € Homyget(X,Y).
Siis f on isomorfism kategoorias wSet parajasti siis, kui ta on bijektiivne hulkade-
vahelise kujutusena ning kehtib tingimus

wy (f(z)) = wx ()
iga x € X korral.

Olgu meil niitid antud suvaline adjunktsioon

kaalutud kategooriate C ja D vahel. Hulkade isomorfism
Homp(F(C), D) = Home(C, G(D))

iga C' € Ob(C) ja D € Ob(D) korral adjunktsiooni definitsioonis ei pruugi tildjuhul
olla kaalutud hulkade isomorfism. Kui aga tahame, et meie adjunktsioon oleks
kaaludega kooskolas, on loomulik nouda, et see bijektsioon oleks iga objektipaari
C € Ob(C), D € Ob(D) korral kaale tépselt séilitav. See motiveerib jargmist
definitsiooni.

Definitsioon 2.2.5. Adjunktsioon (F, G, ¢) on kaalutud adjunktsioon, kui iga C' €
Ob(C) ja D € Ob(D) korral

wc.p : Homp(F(C), D) — Home(C,G(D))
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on kaalutud hulkade isomorfism.

Néitame hiljem, et kui (F,G,¢) on kaalutud adjunktsioon, siis sellest saab isegi
jareldada, et F' ja G on kaalutud kategooriate funktorid. Enne aga defineerime
lisatingimused, mida rahuldades tagavad adjunktsiooni iihik 7 ja kotiihik €, et F
ja G on lausa kaale tépselt siilitavad funktorid ning mida motiveerib isomeetria
moiste meetriliste ruumide vahel.

Olgu M, N € Ob(Met) ja f : M — N kategooria Met morfism. Néitame, et f on
isomeetria parajasti siis, kui iga L € Ob(Met) ja iga morfismi x : L — M korral
w(fox)= Loy =Ly =w(x).

L2y -—1 N

Esiteks, olgu f isomeetria, L € Ob(Met) ja z : L — M kategooria Met morfism.
Siis

dn(f(z(lh)), f(x(l2))) = du(z(l1), 2(l2)) < Ly - dr(la,12)

iga l1,ls € L korral. Et L, on x Lipschitzi konstant, siis ta on vihim arv L', mille
puhul vorratus

dy(z(lh), z(l2)) < L' - dp(ly, l2) (5)

iga l1,la € L korral kehtib. Samas on definitsiooni jérgi Lo, véhim arv L', mille
puhul kehtib

dy(f(z(l)), f(z(l2))) < L' - dr(ly,l2) (6)

iga l1,ly € L korral. Et praegusel juhul on vorratused (5) ja (6) samavadrsed, siis
L, = Lfo., nagu vaja.

Teistpidi, kehtigu Lo, = L, iga L € Ob(Met) ja iga Met morfismi = : L —
M korral. Olgu mi,mo € M sellised, et m; # mg. Olgu L = {my,ma}, kus
dr(m1,mz2) = dpr(ma, m2) ja

r:L—>M
m = m.

Siis L, = 1. Toepoolest, kasutades méarkuses 1.1.3 toodud viisi Lipschitzi konstandi
arvutamiseks, saame, et

b = sup W) 20) _ dy(a(m).x(me))

ke do(k, ) dp(mi,mo)
)

sest ainus L elementide paar (z,y), kus x # y, ongi (my, me). Vordust jatkates
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ning x ja L definitsiooni kasutades saamegi

dn (k1)

Seega ka Ly, = 1. Kasutame jallegi méarkust 1.1.3, et arvutada

dn (f(2(k)), f(x(1)))

Lfor = kskgL ay (k)
_ dn(f(x(m1)), f(z(m2)))

dr(my, me

)
_ dn(f(ma), f(m2))

dy(my, ma)

Et Lo, = 1, siis saame, et dy(f(m1), f(me)) = du(mi, ma). Kuna my,mg €
M,;mq # mo olid valitud suvaliselt, siis saame iga mq,mo € M, my # ms korral
jareldada, et dy(f(m1), f(ma2)) = dar(mi,ma). Kui mi,mg € M on sellised, et
mi = my, siis dy(f(m1), f(me2)) = 0 = dpr(mi, ma). Kokkuvotteks on f siis
isomeetria.

Uldises kaalutud kategoorias ei saa me morfismide puhul riikida isomeetriaks ole-
misest samas mottes, nagu kategoorias Met, s.t. elementide vahelisi kaugusi m6o-
tes. Toepoolest, meie kaalutud kategooria objektid ei pruugi isegi olla hulgad, et
me saaks radkida “elementidest”. Seevastu kui M, N € Ob(C) ja f € Homg(M, N),
siis tingimusest w(f o x) = w(x) iga L € Ob(C) ja x € Home (L, M) korral saame
raakida igas kaalutud kategoorias. See motiveerib jargmist definitsiooni.

Definitsioon 2.2.6. Olgu C kaalutud kategooria, M, N € Ob(C) ja f € Hom¢(M, N).
Kui

w(fox)=wx)

iga L € Ob(C) ja = € Home(L, M) korral, siis nimetame f isomeetriliseks morfis-
miks.

Saame defineerida ka duaalse moiste (vahetades koigi morfismide ldhte- ja sihtob-
jekti formaalselt dra).

Definitsioon 2.2.7. Olgu C kaalutud kategooria, M, N € Ob(C) ja f € Hom¢ (N, M).
Kui

w(zo f) =w(x)

iga L € Ob(C) ja © € Hom¢ (M, L) korral, siis nimetame f koisomeetriliseks mor-
fismiks.
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Toestame niitid eelpool lubatud tulemuse kaalutud adjunktsioonide kohta.

Lause 2.2.8. Olgu meil antud kaalutud adjunktsioon

kaalutud kategooriate C ja D wvahel. Siis F' ja G on kaalutud kategooriate funktorid.

Lisaks on see, et adjunktsiooni ihiku n : ide = G o F' C-kohaline komponent nc
on isomeetriline morfism iga C € Ob(C) korral, samavddrne sellega, et F' on kaale
tapselt sdilitav.

Analoogselt, see, et adjunktsiooni kotihiku € : F' o G = idp D-kohaline komponent
ep on koisomeetriline morfism iga D € Ob(D) korral, on samavddrne sellega, et G
on kaale tdpselt sdilitav.

Toestus. Naitame esmalt, et F' on kaalutud kategooriate funktor. Olgu Ci,Cs €
Ob(C) ja f € Home(Cy, Ca). Meie eesmérk on néidata, et w(F(f)) < w(f). Vaat-

leme esmalt diagrammi

f

C 1 02

Ulet el

G(P(cy)) —SEI G (ey)

kus nc, ja nc, on adjunktsiooni iihiku 7, mis on loomulik teisendus 7 : id¢ =
G o F, komponendid. See diagramm kommuteerub, sest n on loomulik teisendus.
Et (nc,, F(C1)) on universaalne morfism objektist C funktorisse G, siis morfism
Ne, © f tegurdub tiheselt morfismi ne, kaudu. Seega G(F'(f)) on ainuke morfism,
mis eelneva diagrammi kommuteeruma paneb.

Votame niiiid kaalutud hulkade isomorfismis
wc.p : Homp(F(C), D) — Home(C,G(D)) (7)

D rolli F(C9) ja C rolli Cy. Saame, et Homp (F'(Cy), F(Cs)) = Home(C, G(F(C2)))
on kaale sailitav bijektiivne kujutus, kus F'(f) — G(F(f)) one,. Seega w(F(f)) =
w(G(F(f)) one,) = w(ne, o f), kus viimane vordus kehtib eelneva diagrammi
kommutatiivsuse tottu.

Niud
w(ne, o f) < wne,) - w(f) < w(f),

kus viimane vorratus kehtib, sest w votab vadrtusi intervallis [0, 1]. Kokkuvottes
w(F(f)) < w(f), nagu vaja.
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Toestame niilid esimese lisavéite. Eeldame tihtepidi, et iga C' € Ob(C) korral nc on
isomeetriline morfism. Jérelikult on seda ka n¢,. Sel juhul w(ne, o f) = w(f) ehk
w(F(f)) = w(f) ja funktor F' on kaale tapselt siilitav.

Eeldame vastupidi, et F' on kaale tépselt séilitav. Olgu C' € Ob(C). Niitame, et
adjunktsiooni ithiku C-kohaline komponent 7¢ on isomeetriline morfism. Olgu C’ €
Ob(C) vabalt valitud objekt ja f € Home(C’, C) vabalt valitud morfism. Toestuse
esimeses kahes 16igus toodud arutelu korrates saame, et w(F(f)) = w(nc o f). Et
F on kaale tapselt siilitav funktor, siis w(F(f)) = w(f) ja kokkuvotteks w(f) =
w(nco f) (ehk ne on isomeetriline morfism). Et objekt C' kategoorias C oli suvaline,
siis saame Gelda, et o on isomeetriline morfism iga C' € Ob(C) korral.

Néitame teiseks, et G on kaalutud kategooriate funktor. Olgu Dy, Dy € Ob(D) ja
g € Homp (D1, D). Meie eesmérk on naidata, et w(G(g)) < w(g). Vaatleme esmalt
diagrammi

D1 9 > D2

5D1T TED2

F(G(Dy)) ——— F(G(D

(G(D1) —g FIG(D2)

kus ep, ja €p, on adjunktsiooni koiihiku € komponendid. See diagramm kommu-
teerub, sest € : F'oG = idp on loomulik teisendus. Et (G(Dz2),ep,) on universaalne
morfism funktorist F' objekti Do, siis morfism goep, tegurdub iiheselt morfismi e p,
kaudu. Seega F'(G(g)) on ainuke morfism, mis eelneva diagrammi kommuteeruma
paneb.

Votame niitid kaalutud hulkade isomorfismis (7) D rolli D9 ja C rolli G(D;). Saame,
et Home(G(D1), G(D2)) = Homp(F(G(D1)), D2) on kaale sdilitav bijektiivne ku-
jutus, kus G(g) — ep, 0 F(G(g)). Seega w(G(g)) = w(ep, o F(G(g))) = w(goep,),
kus viimane vordus kehtib eelneva diagrammi kommutatiivsuse tottu.

Niiiid
w(goep,) <w(g) wlep,) <w(g),

kus viimane vorratus kehtib, sest w votab vaartusi intervallis [0, 1]. Kokkuvottes
w(G(g)) < w(g), nagu vaja.

Toestame niitid teise lisaviite. Eeldame iihtepidi, et iga D € Ob(D) korral ep on
koisomeetriline morfism. Jérelikult on seda ka ep,. Sel juhul w(goep,) = w(g) ehk
w(G(g)) = w(g) ja funktor G on kaale tépselt séilitav.

Eeldame vastupidi, et G on kaale téapselt siilitav. Olgu D € Ob(D). Naitame, et
adjunktsiooni kotihiku D-kohaline komponent p on koisomeetriline morfism. Olgu
D' € Ob(D) vabalt valitud objekt ja g € Homp(D, D’) vabalt valitud morfism.
Eespool G kohta toodud arutelu korrates saame, et w(G(g)) = w(goep). Et G on
kaale tépselt séilitav funktor, siis w(G(g)) = w(g) ja kokkuvotteks w(g) = w(goep)
(ehk ep on koisomeetriline morfism). Et objekt D kategoorias D oli suvaline, siis
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saame Oelda, et ep on koisomeetriline morfism iga D € Ob(D) korral. O

Maérgime, et Lipschitz-vaba funktor, mida me négime naites 2.2.3 olevat kaalutud
kategooriate funktori, rahuldab lause 2.2.8 eeldust. TGepoolest, teoreem 1.2.4 {itleb
meile, et iga punktiga meetrilise ruumi (M, dyy, 057), Banachi ruumi X ja ahendava
ning tingimust f(0a) = 0 rahuldava kujutuse f: M — X = U(X) korral w(f) =
Ly =||f]] = w(f), kus f: F(M) — X. Seega

Hompan (F'(M), X) = Hommet, (M, U(x))

ei ole mitte ainult hulkade isomorfism, vaid ka kaalutud hulkade isomorfism. VGttes
lauses C rolli Metg, D rolli Ban, F rolli Lipschitz-vaba funktori ja G rolli unustava
funktori U : Ban — Mety, siis saamegi, et F' on kaalutud kategooriate funktor,
nagu me néites 2.2.3 juba nagime.

Samas on adjunktsiooni iihik d : idpjet, = UoF eriline - koik selle komponendid s
on isomeetriad. Néites 2.2.3 saime seetottu jareldada, et iga objektipaari M, N €
Ob(Metg) ja morfismi f: M — N korral w(dn o f) = Lsyor = Ly = w(f), s.t.

ON © o HOmMetO(M, N) — HomMetg(Ma U(F(N)))

on kaale séilitav kaalutud hulkade morfism. Ndgime eespool, et kategoorias Met (ja
seega ka kategoorias Metg) langevad isomeetria ja isomeetrilise morfismi moisted
kokku. Seega Lipschitz-vaba funktor rahuldab ka lause 2.2.8 esimest lisaeeldust ja
on kaale séilitav, nagu me néites 2.2.3 varasemalt ndgime.

2.3 Korrutised ja kokorrutised kategoorias wSet

Esmalt uurime, millise kuju votavad korrutised ja kokorrutised kategoorias wSet,
sest saadud teadmisi saame hiljem kasutada selleks, et defineerida (ko)korrutised
ja (ko)astmed suvalises kaalutud kategoorias.

Lemma 2.3.1. Olgu I hulk ja olgu meil iga i € I korral antud objekt (A;, wa,)
kategoorias wSet ehk kaalutud hulk. Siis objektide sisteemil {(Ai,wa,)}ier eksis-
teerib korrutis, milleks on paar ([ Lic; Ai,w), (pi)ier), kus [[;c; Ai on alushulkade
A; otsekorrutis kaaluga

w: [[4i = [0,1]
iel
(ai)iel = sup wAi(ai)
iel

ning p; on hulkade kontekstist tuntud projektsioon [[,.; Ai — A; iga i € I korral.

el
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Téestus. Kontrollime esiteks, et (] [,c; As, w) on kaalutud hulk. Méarkame, et kuna
w4, votab védrtusi [0,1]-s iga ¢ € I korral, siis reaalarv 1 on hulga {i € I |
wa,(a;)} tlemine toke. Et supreemum pole suurem tihestki tilemisest tokkest, siis
w((ai)ier) < 1iga (a;)ier € [[;c; Ai korral. Seega w on toesti kaal hulgal [],.; A;.
Teiseks veendume, et p; on kaalutud hulkade morfism ehk morfism kategoorias
wSet iga i € I korral. Fikseerime ¢ € I. Siis iga (a;);er korral kehtib vorratus

wa; (pi(aj)jer)) = wa;(ai) < Supwa, (a;) = w((aj)jer)-

Seega paar (([[;c; Ai,w), (pi)icr) koosneb kategooria wSet objektist ja morfismi-
dest.

Jargmiseks vaatame diagrammi

Q
fi

[Lier Ai —5— A

kus (Q,wg) € Ob(wSet) ja f; on kaalutud hulkade morfism iga ¢ € I korral.
Defineerime morfismi

m:Q—>HAi
el

q v (fi(q))ier-

Maéarkame, et

1. m on kaalutud hulkade morfism. Toepoolest,
w(m(q)) = w((fi(q))ier) = Sup wa,(fi(q)) < we(q)-
(S

Siin viimane vorratus kehtib seetottu, et f; on kaalutud hulkade morfism iga
i € I korral, jérelikult wa, (fi(q)) < wg(q) iga i € I korral. Seega wg(q) on
tilemine toke hulgale {i € I | wa,(fi(q))}. Et reaalarvude hulga supreemum
ei ole iihestki iilemisest tokkest suurem, siis saamegi w(m(q)) < wg(q).

2. m paneb diagrammi

Q
i fi
m,
HiEI A’L p—Az> Al

kommuteeruma ning on iiheselt médratud. Téepoolest, kuna [ [;.; A; on hul-
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kade siisteemi {A; };er korrutis kategoorias Set, siis m on iiheselt méaratud
hulkade morfism (ehk lihtsalt funktsioon), mis diagrammi kategoorias Set
kommuteeruma paneb. Kuna just naitasime m olevat ka kaalutud hulkade
morfismi, siis m on morfism kategoorias wSet ja paneb eelneva diagrammi ka
selles kategoorias kommuteeruma. Kuna iga wSet morfism on ka Set mor-
fism, siis m iiheselt méaratusest kategoorias Set jareldub ka tema iiheselt
médratus kategoorias wSet.

Négime, et (([[;c; Ai,w), (pi)ier) on toepoolest objektide {(A;, wa,)}ier korrutis
kategoorias wSet. O

Mairkus 2.3.2. Mirgime, et kui I = (), siis on eelnevas lemmas toodud objektide
siisteem tiihi ja selle siisteemi korrutise tingimust rahuldab selline P € Ob(wSet),
et iga teise objekti A € Ob(wSet) korral leidub tiheselt méaratud morfism objektist
A objekti P. Kategooriateoorias nimetatakse kategooria sellist objekti (kui ta antud
kategoorias leidub) loppobjektiks |2, 1k 36]. Kaalutud hulkade kategoorias wSet on
16ppobjektiks kaalutud hulk (1,wq), kus 1 on itheelemendiline hulk {x} ja kaal wq
on defineeritud funktsiooniga

’LU1:1—>[0,1]
* — 0.

Lemma 2.3.3. Olgu I hulk ja olgu meil iga i € I korral objekt (A;,wa,) kate-
goorias wSet ehk kaalutud hulk. Siis objektide siisteemil {(A;,wa,)}icr eksisteerib
kokorrutis, milleks on paar (([1;c; Ai,w), (ui)icr), kus [1;c; Ai on alushulkade A;
lotkumatu dhend kaaluga

w: [] A4 —[0,1]
el
s wa, (z),

kus % on element x loikumatu ihendi ]_L-el A; komponendis A; ning u; on hulkade

kontekstist tuntud sisestus A; — [[;c; Ai iga i € I korral.

Toestus. Esiteks markame, et kuna wy, votab vddrtuseid intervallis [0,1] iga ¢ € T
korral, siis ka w votab védrtuseid [0, 1]-s. Seega [ [, ; A; on kaalutud hulk ehk wSet
objekt. Teiseks mérkame, et u; on kaalutud hulkade morfism iga ¢ € I korral.
Toepoolest, olgu i € I ja z € A;. Siis

w(ui(z)) = w(z) = wa,(r)

ehk u; on lausa kaale téapselt siilitav wSet morfism. Seega paar

( (H A, w) ) (Ui)z'a)
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koosneb kategooria wSet objektist ja morfismidest.

Kontrollime jéargmiseks kokorrutise universaalomaduse kehtivust. Vaatleme diag-
rammi

Q
fi

Hz’el Ai AT A;

kus (Q,wg) € Ob(wSet) ja f; on kaalutud hulkade morfism iga ¢ € I korral.
Defineerime morfismi

m:HAZ- = Q
iel
x— fi(z),

kus ¢ € I on selline ({iheselt médratud) indeks, et x € A;. Kontrollime, et

1. m on kaalutud hulkade morfism. Toepoolest,

we(m(x)) = wo(fi(r)) < wa,(x),
kus viimane vorratus kehtib, sest f; on kaalutud hulkade morfism.

2. m paneb diagrammi

Q
. fi
[Lies Ai « u A

kommuteeruma ning on iiheselt médratud. Téepoolest, kuna [ [, ; A; on hul-
kade stisteemi {4, };er kokorrutis kategoorias Set, siis m on tiheselt méératud
hulkade morfism (ehk lihtsalt funktsioon), mis diagrammi kategoorias Set
kommuteeruma paneb. Kuna just naitasime m olevat ka kaalutud hulkade
morfismi, siis m on morfism kategoorias wSet ja paneb diagrammi ka selles
kategoorias kommuteeruma. Kuna iga wSet morfism on ka Set morfism, siis
m tiheselt méaédratusest kategoorias Set jareldub ka tema iiheselt méaratus
kategoorias wSet.

Négime, et (([[;c; Ai, w), (u;)icr) on toepoolest objektide {(A;, wa,) }ier kokorrutis
kategoorias wSet. O

Mairkus 2.3.4. Margime, et kui I = (), siis on eelnevas lemmas toodud objek-
tide stlisteem tiihi ja selle siisteemi kokorrutise tingimust rahuldab selline P €
Ob(wSet), et iga teise objekti A € Ob(wSet) korral leidub iiheselt méératud
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morfism objektist P objekti A. Kategooriateoorias nimetatakse kategooria sellist
objekti (kui ta antud kategoorias leidub) algobjektiks |2, Ik 35]. Kaalutud hulkade
kategoorias wSet on algobjektiks tiihi hulk () koos kaaluga wy : ) — [0, 1], mis on
tiheselt méératud funktsioon tiithjast hulgast hulka [0, 1].

2.4 Piire ja kopiire iildises kaalutud kategoorias

Siin alapeatiikis on meie eesmérk anda (ko)korrutise ja (ko)astme definitsioon kaa-
lutud kategooriate jaoks, mis oleks mingil moistlikul viisil kaaludega kooskolas.
Selleks meenutame esiteks korrutise definitsiooni tildises kategoorias (vt definit-
siooni 1.3.15) ja vaatame, kuidas suvalise kategooria C objektide siisteemi korrutist
saab “tolkida” kategooria Set objektide siisteemi korrutiseks.

Olgu I € Ob(Set), C kategooria ning {A;}icr kategooria C objektide siisteem.
Leidugu meil selle siisteemi jaoks objekt P € Ob(C) nii, et leidub morfism p; €
Home (P, A;) iga i € I korral. Olgu @ € Ob(C) mingi teine objekt. Rakendame
diagrammile

iga i € I korral funktorit Home(Q, ) ja saame diagrammi
Home(Q, P) —=— Home(Q, 4;)

kategoorias Set iga ¢ € I korral. Objektide siisteemil {Home(Q, A;)}ier leidub
kategoorias Set korrutis, selleks on hulkade otsekorrutis

HHomc(Q, A;)

el

koos projektsioonidega

proj; : HHomc(Q,Aj) — Home(Q, A;)
Jjel

QL A jer > (@25 4y

iga i € I korral. Seega leidub tiheselt madratud morfism (tdhistame seda tdhisega
(pj o _)jer), mis paneb kolmnurga

HOIDC(Q, P)
(pjo_)jer

Hje[ Home(Q, Aj) pr—oji> Home(Q, A;)
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kommuteeruma iga ¢ € I korral. Markuse 1.3.16 kohaselt

(pj o _)jEI : Homc(Q, P) — HHomc(Q, Aj)
jel (8)
m +— (pj o ’m)jel.

Miérkame, et paar (P, (p;)icr) on objektide siisteemi { A; };e; korrutis parajasti siis,
kui kujutus (p; o _)jer on bijektsioon iga @ € Ob(C) korral. Toepoolest, see, et
iga paari (@, (¢i)ier), kus @ € Ob(C) ja q; € Home(Q, A;) iga i € I korral leidub
morfism m nii, et ¢; = p;om iga i € I korral, on samavéérne funktsiooni (pjo _)jer
stirjektiivsusega. See, et selline m on iiheselt madratud, on samavéérne (pjo _)jer
injektiivsusega.

Et defineerida korrutisi kaalutud kategoorias C, teeme eelneva arutelu labi kasuta-
des funktorit Home(Q, ) objektide @ € Ob(C) jaoks. Sel juhul on tegu funktoriga

Home (@, ) : C — wSet,

sest kaalutud kategooria morfismihulgad on kaalutud hulgad. Olgu {4;};er niiid
kaalutud kategooria C objektide siisteem. Lemma 2.3.1 iitleb meile, et kategooria
wSet objektide siisteemi {Home(Q, A;) }ier korrutis on kaalutud hulk

(H Home (Q, Ai), w) ,

el
kus

w HHomC(Q,Ai) — [0,1]
i€l

(Q LN Aj)ier Sup WHome (Q,4;) (@ — Ai).

Seega on funktsioon (p;o_)jer (vt (8)) niitid kujutus kaalutud hulkade vahel. Kuna
tavalise kategooria puhul oli (P, (p;)icr) objektide siisteemi { A; };er korrutiseks ole-
mine samavéérne sellega, et (pjo_ ) er on bijektsioon (ehk hulkade isomorfism), siis
kaalutud kategooria puhul voiks olla méistlik nouda, et (pj o _)jer oleks kaalutud
hulkade isomorfism. Nii jouamegi jargneva definitsioonini.

Olgu siin ja edaspidi C kaalutud kategooria.
Definitsioon 2.4.1. Olgu [ hulk ja olgu (4;);er kaalutud kategooria C objektide
siisteem. Paar (P, (p;)icr), kus P € Ob(C) ja p; € Home (P, A;) iga i € I korral,

on selle objektide siisteemi kaalutud korrutis, kui iga teise paari (Q, (gi)ier), kus
Q@ € Ob(C) ja ¢; € Home(Q, A;), korral leidub morfism m € Home(Q, P) nii, et
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1. m on iiheselt médratud morfism, mis paneb diagrammi

|

|

} qi
m,

|

|

!

N2

P— 4

kommuteeruma iga ¢ € I korral ja
2. w(m) = sup;e; w(q;).

Markus 2.4.2. Kaalutud korrutise definitsioonist on selge, et kui kaalutud kate-
gooria objektide siisteemil eksisteerib kaalutud korrutis P, on P ka selle objektide
slisteemi korrutis tavalises mottes. Vastupidine ei pruugi aga kehtida. Vaatame
néiteks kaalutud kategooriat

QWCT)ZL

kus w(u) = 0 = w(v) ja koigi tihikmorfismide kaal on 1. Objektide a ja b korrutis
on objekt ¢, sest ta on ainus objekt, millest viivad morfismid nii objekti a kui ka
objekti b. Seega ainus objekt, mida saab korrutise definitsioonis votta @ rolli, ongi
¢ ise. Morfismi m rollis, mis diagrammi

C
I
I
I

/ Hide N
e

a4+—c——b
kommuteeruma paneb, on siis id.. Samas

w(ide) =1 # 0 = sup{w(u), w(v)}.
Seega on ¢ objektide a ja b korrutis, kuid mitte kaalutud korrutis.

Naéide 2.4.3. Vaatleme meetriliste ruumide kategooriat Met. Olgu I 1oplik hulk
ja {M;}ier kategooria Met objektide siisteem. Téhistame meetrilise ruumi M;
meetrikat tdhisega dpy,. Vaatleme hulka

P =] M,

i€l
millel on defineeritud kaugus
d((zi)ier, (Yi)ier) = sup ds, (i, Yi)- 9)

iel
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Néitame, et (P, d) koos morfismidega

pi:P—>Mi

(%‘)jel = X

iga ¢ € I korral on objektide siisteemi {M; };er kaalutud korrutis.

Esiteks veendume, et (P, d) on meetriline ruum. Kontrollime 14bi meetrika aksioo-
mid.

1. Olgu (Ii)iej, (yi)iej € P. Siis
d((zi)ier, (Yi)ier) =0 & sup dr, (i, yi) = 0
1€
< (Vie I dy,(zi,yi) =0)
s Viel xz=vy)

& (zi)ier = (Yi)ier,
nagu vaja.

2. Olgu (z;)ier, (yi)ier € P. Siis
d((xi)ier, (yi)ier) = sup dur; (i, yi)
1€
= sup dy, (Yi, 74)
iel
= d((yi)ier, (zi)ier)

nagu vaja.
3. Olgu (z;)ier, (Vi)ier, (2i)ier € P. Siis
d((wi)ier, (yi)ier) = Sup dg, (i, yi)
< sup(dar, (24, zi) + dar, (2, vi))

el
= sup dyy, (%, z;) + sup dag, (2, yi)
iel iel

= d((zi)ier, (2i)ier) + d((zi)ier, (Yi)ier),

nagu vaja.

Teiseks méarkame, et iga ¢ € I korral p; on Lipschitzi tingimust rahuldav kujutus,
kusjuures Ly, < 1. Toesti, olgu (x;);er, (y;)jer € P jai € 1. Siis

dar, (pi((x)jer), pi((W))jer)) = dar (@i, i) < Sup dur; (75, y5) = d((w)jer, (Y5)jer)
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ja seega p; on kategooria Met morfism iga i € I korral.
Olgu niitid (Q,dg) € Ob(Met) ja ¢; : Q — M; kategooria Met morfism iga i € I
korral. Defineerime
m:Q — P
y = (qi(y))ier-

Esiteks, m on Lipschitzi tingimust rahuldav kujutus. Toéepoolest, olgu y,z € Q.
Siis
d(m(y),m(2)) = d((ai(y))ier, (i(2))icr) = sup o, (4:(y), ai(2))

1€

<sup Ly, - dg(y,2) = <sup Lqi> ~do(y, 2).
iel il

Seega m on Lipschitzi tingimust rahuldav kujutus, kusjuures L,, < sup;c; Lg,. Et

L, < 1igai € I korral, siis saame ka, et

L, <supLy <1
el

ehk et m on kategooria Met morfism.

Naitame, et ¢; = p; om iga ¢ € I korral. Toepoolest, olgu ¢ € I ja y € Q. Siis

pi(m(y)) = pi((¢;(y))jer) = ai(y),
mis tdhendab, et kujutused ¢;, p; o m : Q — M, on vordsed iga ¢ € I korral, nagu
vaja.
Oletame niiiid, et m’ on mingi teine morfism hulgas Hompjet (@, P), mille korral

qi = p;om’ iga i € I korral. Siis iga i € I ja y € @ korral

pi(m'(y)) = ai(y)-

Seega m/(y) = (¢i(y))icr hulgas P = [[,c; M;. Et y € Q oli suvaline, siis jérelikult

m(y) = (¢:(y))icr = m'(y)

iga y € Q korral ehk m = m/. Jarelikult m on iiheselt méidratud morfism, mille
puhul ¢; = p; om iga i € I korral.

Viimaks veendume, et w(m) = Ly, = sup;cs Ly, = sup;e;w(g;). Vorratus Ly, <
sup;cs Lg, on meil juba toestatud, seega jaab nididata vorratus L,, > sup;c; Ly,
Markame, et kuna iga i € I korral p; o m = ¢;, siis Ly, - Ly, > L,,. Samas kehtib
ka L, > Ly, - Ly, sest L, < 1. Kokkuvotteks L,, > L, iga i € I korral. Vottes
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vorratusest supreemumi iile koigi ¢ € I, saame

Ly, > sup Ly,
i€l
nagu vaja.
Oleme néidanud, et meetriline ruum (P, d) koos morfismidega (p;)icr on objektide
stisteemi {M; };cr kaalutud korrutis kategoorias Met. Margime l6petuseks veel, et
hulga I 16plikkust noudsime seetottu, et meie defineeritud kaugus (9) oleks alati
16plik ja korrutise alushulk [],.; M; oleks kindlasti ka meetriline ruum.

Jargneva definitsioonini jouame, kui rakendame sarnast arutelu, nagu enne definit-
siooni 2.4.1, kuid kasutades funktorit

Home(Q, ) : C°? — wSet
iga @ € Ob(C) korral.

Definitsioon 2.4.4. Olgu I hulk ja olgu (A;);er kaalutud kategooria C objektide
stisteem. Paar (P, (u;)ier), kus P € Ob(C) ja u; € Home(A;, P) iga i € I korral,
on selle objektide siisteemi kaalutud kokorrutis, kui iga teise paari (@, (¢;)icr), kus
Q@ € Ob(C) ja ¢; € Home(A;, Q), korral leidub morfism m € Home (P, Q) nii, et

1. m on iiheselt médratud morfism, mis paneb diagrammi

Q
i ai
m

kommuteeruma iga ¢ € I korral ja
2. w(m) = sup;er{w(gi)}-

Markus 2.4.5. Naeme definitsioonist, et sarnaselt kaalutud korrutistega on ka
kaalutud kokorrutised alati kokorrutised ka tavalises mottes. Vastupidine ei pruugi
jéllegi kehtida. Vaatame néaiteks kaalutud kategooriat

a —2— ¢ +2— b,
kus w(u) = 0 = w(v) ja koigi ihikmorfismide kaal on 1. Objektide a ja b kokorrutis

on objekt ¢, sest ta on ainus objekt, milleni viivad morfismid nii objektist a kui ka
objektist b. Seega ainus objekt, mida saab kokorrutise definitsioonis votta @ rolli,
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ongi ¢ ise. Morfismi m rollis, mis diagrammi

C
I,
|
|
|

A
2N

a T) C # b
kommuteeruma paneb, on siis id.. Samas
w(ide) =1 # 0 = sup{w(u), w(v)}.

Seega on ¢ objektide a ja b kokorrutis, kuid mitte kaalutud kokorrutis.

Naide 2.4.6. Vaatleme punktiga meetriliste ruumide kategooriat Metg. Olgu
(M, dpr,0n1), (N,dn,0n) € Ob(Metg) punktiga meetrilised ruumid. Defineerime
hulgal M II N ekvivalentsiseose ~ jargmiselt (samastame vaid punktid 057 ja On):

r~ys (x=y V z,y € {0n,0n}).
Vaatleme hulka
P:=(MI N)/N

koos kaugusega

dM(:E7y)a kui az,yGM;
a(l2, ) dn(z,y), kui z,y € N;
x|, =
Y dy(z,0p7) + dyv(On,y), kuiz e M,y € N;

dn(z,0n) + dp(Opr,y),  kuix € N,y € M.
Defineerime kujutuse

uy M — P
m +— [m)]

ja kujutuse
uy : N - P

Objekt (P, 0p, d) koos morfismidega ups, uy on objektide (M, dpr, 0ar) ja (N, dn, On)
kaalutud kokorrutis kategoorias Metg. Kuna selle véite detailne téestus on pikk,
siis leiab lugeja selle lisast A.

Jargnevas olgu A € Ob(C) ja X € Ob(wSet). Alampeatiikis 1.3 defineerisime ka-
tegooria objekti astendamise ja koastendamise hulgaga X . Niiiid defineerime kaa-
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lutud kategooria objekti astendamise ja koastendamise kaalutud hulgaga (X, w).
Miérgime, et alampeatiikis 1.3 toodud definitsiooni kohaselt on P € Ob(C) ja mor-
fismide pere (p, : P — A)zex puhul tingimus P = AX (ehk P on objekti A aste
(tavalise) hulgaga X) samavéirne sellega, et kategooria Set morfism

HOHIC(Q, P) — HomSet(X7 HOI’HC(Q, A))
m — (X — Home(Q, A),  — pyom)

on hulkade isomorfism (ehk bijektsioon) iga @@ € Ob(C) korral. Seega kaalutud
kategoorias oleks loomulik nouda, et kategooria wSet morfism

Home(Q, P) — Homyset (X, Home (@, A))
m— (X — Home(Q, A), 1+ pyom)

on kaalutud hulkade isomorfism iga @ € Ob(C) korral. See idee annab meile jarg-
mise definitsiooni.

Definitsioon 2.4.7. Objekti A kaalutud astmeks kaalutud hulgaga (X, w) nimeta-
me paari (P, (pz)zex), kus P € Ob(C) ja iga = € X korral p, € Home(P, A) ning
w(py) < w(x), mis rahuldab jargnevat omadust: kui (@, (¢»)zex) on mingi teine
paar, kus @ € Ob(C) ja iga x € X korral ¢, € Home(Q, A) ning w(q,) < w(x), siis
leidub morfism m € Hom¢(Q, P) nii, et

1. m on iiheselt médratud morfism, mis rahuldab iga x € X korral tingimust
qz = pz ©m ehk paneb jargneva diagrammi

Q

m! X (10)

]\‘; — A
kommuteeruma iga z € X korral;
2. morfismi m kaal on méédratud vordusega
0, kui Vz € X w(z) = 0;

SUp zeXx % muidu.
w(x)#0

w(m) =

Objekti P tihistame sel juhul AX, samamoodi, nagu kaaludeta juhul.

Mairkus 2.4.8. Definitsioonist ndeme, et kui (X, w) on selline kaalutud hulk, et
w(z) = 1iga ¢ € X korral, siis objekti A kaalutud aste kaalutud hulgaga (X, w)
on lihtsalt objektide siisteemi {A},cx kaalutud korrutis kategoorias C.
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Naide 2.4.9. Kategoorias Ban on Banachi ruumi B kaalutud astmeks kaalutud
hulgaga (X, w) ruum

[1f(@)lls

P=<f:X—>B| sup ———=<0AVzreXwx)=0= f(z)=0p)
zeX w(x)
w(x)#0
koos morfismidega
py: P— B

(f:X = B)~ f(z)

iga x € X korral. Kuna selle viite detailne toestus on pikk, siis leiab lugeja selle
lisast B.

Jargneva definitsioonini jouame, kui rakendame sarnast arutelu, nagu enne definit-
siooni 2.4.7, kuid kasutades funktorit

Home(Q, ) : C°? — wSet
iga Q € Ob(C) korral.

Definitsioon 2.4.10. Objekti A kaalutud koastmeks kaalutud hulgaga (X, w) ni-
metame paari (P, (ug)zex), kus P € Ob(C) ja iga x € X korral u, € Hom¢ (A, P)
ning w(uy) < w(x), mis rahuldab jargnevat omadust: kui (Q, (¢z)zex) on mingi tei-
ne paar, kus @ € Ob(C) ja iga x € X korral ¢, € Hom¢ (A, Q) ning w(q,) < w(x),
siis leidub morfism m € Home (P, @) nii, et

1. m on iiheselt médratud morfism, mis rahuldab iga = € X korral tingimust
q: = m o u, ehk paneb jargneva diagrammi

’\‘w
}m

P—— A
kommuteeruma iga z € X korral;

2. morfismi m kaal on méédratud vordusega

0, kui Vx € X w(x) = 0;
w(m) - Sup zex wlge)
w(x)#0

muidu.

Objekti P téhistatame sel juhul X - A, samamoodi, nagu kaaludeta juhul.
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Maérkus 2.4.11. Definitsioonist ndeme, et kui (X, w) on selline kaalutud hulk, et
w(z) =1iga x € X korral, siis objekti A kaalutud koaste kaalutud hulgaga (X, w)
on lihtsalt objektide stisteemi {A},cx kaalutud kokorrutis kategoorias C.

Naide 2.4.12. Leiame kategoorias Ban Banachi ruumi B kaalutud koastme kaa-
lutud hulgaga (X, w). (Naitlikuse mottes kirjeldame siinkohal dra kogu protseduuri
koos detailse toestusega, et meie tulemuseks saadav konstruktsioon rahuldab kaa-
lutud hulgaga koastme definitsiooni.) Defineerime esiteks iga x € X korral hulga

{z}-B:={w(x)-b|be B}.

See hulk on esiteks Banachi ruumi B vektoralamruum, sest hulkadena {z}-B C B
jaiga b1,bs € B ja A € R korral

w(z) - by + w(zx) - by = w(x) - (b + be)
Aw(x) by =w(x) - (A by).

Ruumi B vektoralamruumina on {z} - B ka normeeritud ruum. Néitame, et {z}- B
on Banachi ruum, s.t. tdielik meetriline ruum. Selleks piisab niidata, et ta on B
kinnine alamruum. Kui w(z) = 0, siis {z} - B = {Op} on triviaalselt kinnine. Kui
w(z) # 0, siis B C {z} - B, sest siis iga b € B korral

1
: b= . b
wi@) "YW <w<x> )
ja —~-b € B. Et juba kehtib vastupidine sisaldus {2} - B C B, siis {}-B = B ja

w(z)
seega {x}- B on kinnine. Kokkuvotteks on {z} - B Banachi ruum iga = € X korral.

Vaatleme niitid Ban objektide siisteemi {{x} - B},cx kokorrutist, milleks on ruum

Pi= {<w<x> bdaex | S (@) bl < oo} c [[t=}-5

rzeX rzeX

normiga

1(w(@) - ba)wexlp ==Y llw(@) - ball5.

zeX

Toestuse, et Banachi ruumide kokorrutis on sellisel kujul, voib leida néiiteks ma-
gistritoost [4]. Ruum P on vektorruum punktiviisiliste tehete suhtes. Defineerime
iga x € X korral kujutuse

Uy : B— P
b (w(z) - b-6Y)yex,
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kus 67 on Kroneckeri delta. Et

D llw(z) - b- 6%l = lJw(z) - b- 635 = |[w(x) - bllp = w(@) - |[b]|z < oo,
yeX

siis u, tOepoolest votab véédrtusi P-s. Samuti on u, lineaarne, sest iga b1,bo € B
ja A € R korral

Eespool niagime juba, et

lua(®)l[p =Y llw(z) - b- 6|5 = w(z) - ||bl] 5,

yeX

seega ||ug|| = w(x) < 1. See tdhendab nii seda, et iga x € X korral u, on kategooria
Ban morfism (sest ||uz|| < 1) kui ka seda, et iga z € X korral ||uz|| < w(z) (nagu
noutud kaalutud koastme definitsioonis).

Néitame, et (P, (uz)zex ) rahuldab kaalutud koastme definitsiooni, s.t. et P = X-B.
Olgu esiteks @ € Ob(Ban) ja olgu (¢, ).ex selline hulga Hompan (B, Q) elementide
pere, et ||gz|| < w(x) iga z € X korral.

Defineerime kujutuse

m:P —Q
(w(z) - bg)zex — Z qz(bz).

zeX

Toestuse, et selline m on toepoolest korrektselt defineeritud (st et summa

Z Qm(br)

rzeX

eksisteerib iga (w(z) - by)zex € P korral), leiab magistritoost [4]. Teiseks, olgu
(w(x) - by)zex ja (w(x) - ¢y) sellised, et (w(z) - by)zex = (w(z) - ¢z)zex Siis koigi
x € X puhul, mille korral w(z) # 0, kehtib by = ¢, sest w(x) saab vordusest
w(z) - by = w(z) - ¢, taandada. Sel juhul ka ¢, (by) = ¢u(cz). Seevastu koigi x € X
puhul, mille korral w(z) = 0, kehtib ||g;|| = 0, millest jareldub, et ||g,(b)|lg = 0
iga b € B korral, millest omakorda jareldub, et ¢,(b) = Og iga b € B korral. Ka
siis ¢z (by) = gz(cz). Kokkuvotteks m on korrektselt defineeritud.

Néitame jargmiseks, et m on Ban morfism. Esiteks, m on lineaarne. Toepoolest,
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olgu (w(x) - by)zex, (W(T) - ¢z)zex € P ja A € R. Siis

m((w(z) - be)eex + A+ (w(2) - ¢z )rex) = m((w(z) - (b + Acz))zex)

= Z q,”t(bx + )\CCL‘)
zeX

= Z Qm + >\qgc C:Jc))
xeX

= Z qm + A Z qx Cz)
zeX zeX

=m((w(z) - bg)zex)
+A-m((w(x) - cz)rex)-

Teiseks, m on tokestatud ja ||m|| < 1. Tdesti,

Y @)l <D Maa(ba)ll

[Im((w () - bz)aex)llq =

reX Q reX
rzeX
zeX zeX
w(x)#0 w(xz)=0
_ |Ig ||
= 3 @) s+ 3 0+l
zeX zeX
w(z)#0 w(z)=0
< 3 sup Ll ) s +0
zeX w(x)
w(z)?gow(x)#o
|| gz ||
= sup . w(x) - ||bz|| B
p e T vl
w(x)#0 w(z)#0
|| gz ||
o it v bl
w(z)#0
= sup Bl b,
zeX U}<$)
w(x)#0

(Mérgime, et kui iga x € X korral w(z) = 0, siis kolmandal real vasakpoolset
summat ei eksisteeri ja ||m((w(x) - bz)zex)||@ = 0 iga (w(z) - by)zex korral, kust
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||m|| = 0.) Seega

) < sup 1]
zeX w(a?)
w(z)#£0

(kui leidub x € X, mille puhul w(z) # 0). Et iga z € X korral ||¢z|| < w(z), siis
lgz|| <ligaz € X, w(x) # 0 korral ja kokkuvotteks

\
w(z)

rzeX w(x)
w(x)#0

nagu vaja.

Olles naidanud, et m toepoolest on Ban morfism, néitame jargmiseks, et m paneb
diagrammi

Q

’\\%
}m
I

P+ —A
kommuteeruma iga x € X korral. Olgu z € X ja b € B. Siis
m(us(h) = m((w@) b 8yex) = 3 (6 -b) = 4:(63 ) = 0. (0).
yeX

Et b € B ja x € X olid suvalised, siis toesti m o u, = g, ehk iilalolev diagramm
kommuteerub iga x € X korral.

Vaja on ka nédidata, et m on liheselt méaratud morfism, mille puhul mowu, = ¢, iga
xz € X korral. Eeldame, et m’ : P — Q on mingi teine Ban morfism, mille puhul
m' ou, = q, iga v € X korral. Seega iga b € B korral

m/(uz (b)) = m'((w(z) - b 6Y)yex) = ¢u (D).

Et iga (w(z) - by)zex ruumis P saab kirjutada kujul

(w(@) - br)aex = D (w(x) - by - 6%)yex
zeX
ja m’ on lineaarkujutus, siis

m'(w(z) - by)eex) = m/ (Z(w(g;) by - 5§)yex>

rzeX

= Z m/(w(x) - by - 6%)yex)

zeX
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ehk m’ = m, nagu vaja.

Viimaks arvutame m normi. Eespool négime, et kui iga € X korral w(z) = 0,
siis ||m|| = 0. Eeldame, et leidub x € X, mille puhul w(z) # 0. Néitame, et siis

= sup ell,
reX ’Ll)(.f)
w(z)#0

Et oleme iihtepidi vorratuse juba toestanud, siis jadb naidata, et

= sup L2l
zeX w(x)
w(z)#0

Et iga x € X korral g, = m o uy, siis

gzl = [Im o ua|| < [[m] - [[uz]| = [Im]| - w(z)
ja
gz ||
<
wiy <l

iga x € X korral, mille puhul w(z) # 0. Vottes vorratusest supreemumi tile koigi
x € X, mille puhul w(z) # 0, saame

sup Nl < |ml,
zeX w(x)
w(z)#0

nagu vaja.

Oleme néidanud, et (P, (uz)zex) on Banachi ruumi B kaalutud koaste kaalutud
hulgaga (X, w).

Viimaste tulemustena toestame tdhelepanekud, et kaalutud adjunktsioonid on tea-
tud viisil kooskolas kaalutud korrutiste ja kaalutud astmetega.

Lause 2.4.13. Olgu C, D kaalutud kategooriad ning olgu antud

kaalutud adjunktsioon (F,G, ) kaalutud kategooriate C ja D vahel. Siis parempool-
ne kaasfunktor G sdilitab koiki kaalutud korrutisi, mis kategoorias D leiduvad.
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Toestus. Olgu I hulk ja olgu {D; };cr kategooria D objektide siisteem. Leidugu sel-
lel siisteemil kaalutud korrutis (P, (p;)icr). Siis on (P, (p;)icr) ka objektide siistee-
mi {D;};cs korrutis tavalises mottes. Kategooriateooriast teame, et parempoolsed
kaasfunktorid siilitavad (tavalisi) korrutisi ja ka teisi (tavalisi) piire (vt néiteks Teo-
reem 4.5.2 opikust [5]). Seega (G(P), (G(pi))icr) on objektide siisteemi {G(D;) }icr
(tavaline) korrutis kategoorias C. Néitame, et ta on ka siisteemi {G(D;)}icr kaalu-
tud korrutis.

Olgu C € Ob(C) ja olgu iga i € I korral antud ¢; € Home(C,G(D;)). Et paar
(G(P), (G(pi))ier) on (tavaline) korrutis, siis leidub iiheselt médratud morfism m
nii, et diagramm

C

|
|
|
m

G(P) —gpy— G(Di)

kommuteerub. Naitame, et m kaal on kooskolas kaalutud korrutise definitsiooniga.

Teame, et
wc.p : Homp(F(C), P) — Home(C, G(P))
on kaalutud hulkade isomorfism, sest (F, G, ¢) on kaalutud adjunktsioon. Seega
w(m) = w(pgp(m)) = w(ep o F(m))

(siin € on adjunktsiooni (F, G, ) koiihik). Vaatleme diagrammi

pi

Alumine ruut selles diagrammis kommuteerub, sest € : F o G = idp on loomulik
teisendus. Ulemine kolmnurk kommuteerub aga seetottu, et funktorit F' on raken-
datud vastavale kommutatiivsele diagrammile kategoorias C. Seega kommuteerub
ka vélimine kolmnurk. Et (P, (p;)ier) on siisteemi {D;}ier kaalutud korrutis, siis
kujutus
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(pio )ier : Homp(F(C), P) = | [ Homp(F(C), Dy)
i€l
f=(pioflier
on kaalutud hulkade isomorfism. Seega leidub iiheselt méédratud morfism objektist
F(C) objekti P, mis iilaloleva diagrammi kommuteeruma paneb, kusjuures selle

morfismi kaal on sup;c;w(ep, o F'(¢;)). Kuna négime, et ep o F(M) on selline
morfism, mis diagrammi kommuteeruma paneb, siis saame jareldada, et

w(ep o F(m)) =supw(ep, o F(¢;)) = sup w(«pa}Di(Ci)) = supw(¢;).
iel iel iel
Viimane vordus kehtib, sest ¢ p, on kaalutud hulkade isomorfism (mis omakorda
kehtib, sest (F, G¢) on kaalutud adjunktsioon).
Kokkuvotteks
w(m) = w(ep o F(m)) = supw(c;)
i€l

ja seega (G(P), (G(p;))icr) rahuldab siisteemi {G(D;)}icr kaalutud korrutise defi-
nitsiooni. Et stisteem {D;};cs kategoorias D oli vabalt valitud, siis séilitab G koiki
kaalutud korrutisi, mis kategoorias D leiduvad. O

Lause 2.4.14. Olgu C, D kaalutud kategooriad ning olgu antud

kaalutud adjunktsioon (F,G, ) kaalutud kategooriate C ja D vahel. Siis parempool-
ne kaasfunktor G sdilitab koiki kaalutud astmeid kaalutud hulkadega, mis kategoo-
rias D lerduvad.

Toestus. Olgu (X, w) kaalutud hulk, olgu D € Ob(D) ning leidugu kategoorias D
kaalutud aste DX (milleks on paar (P, (pz)zcx), kus P € Ob(D) on D objekt ja
pz € Homp (P, D) on iga x € X korral selline morfism, et w(p,) < w(x)).

Olgu C objekt kategoorias C ning olgu ¢, : C' — G(D) selline morfism iga =z € X
korral, et w(c;) < w(x). Vaatleme kategoorias C diagrammi

C

Cx

G(P) —z—=— G(D)

Margime, et iga © € X korral w(G(ps)) < w(py) vastavalt lausele 2.2.8, sest
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(F,G, ) on kaalutud adjunktsioon. Kuna (P, (p)zex) on aste DX kategoorias D,
siis kehtib samuti w(p;) < w(z) iga = € X korral. Kokkuvotteks w(G(psz)) < w(x)
iga x € X korral ning paar (G(P),(G(pz))zex) sobib seega kandidaadiks G(D)
kaalutud astmele kaalutud hulgaga X.

Vaatame ka kategoorias D eelmisele diagrammile vastavat diagrammi

Et P on D kaalutud aste kaalutud hulgaga X kategoorias D, siis

Homp(F(C), P) — Homyset(X, Homp(F(C), D))
m +— (X — Homp(F(C), D), x — pgom)

on kaalutud hulkade isomorfism. Seega leidub tiheselt méédratud morfism m : F(C) —
P nii, et m paneb diagrammi

F(C)
| $oip(ca)
m
P——mp—D
iga x € X puhul kommuteeruma ja
0, kui Vz € X w(x) = 0;
= clplca . 11
w(m) SUP zex 71”@5’(256 ) muidu. (11)

w(x)#0
Téhistame [ := oo p(m).

Néitame esmalt, et [ paneb diagrammi

C

G(P) —gon— G(D)

kommuteeruma iga € X korral. Olgu x € X. Kuna ¢¢,  on loomulik teisendus,
mille iga komponent on kaalutud hulkade isomorfism, saame iga X € X korral
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kommuteeruva diagrammi

PC,
Homp(F(C), P) &———— Hom(C,G(P))
Yop

Pz0 G(pa)o_

P,
Homp(F(C), D) ¥———— Home(C,G(D))
@E,D

kategoorias wSet. Seega
G(pz) ol = G(pz) o po,p(m) = vo.0(pe ©m) = vo.0(P0p(ca)) = Ca

iga x € X korral, nagu vaja. Margime, et siin eelviimane vordus kehtib m definit-
siooni tottu.

Niitame jargmiseks, et [ on iiheselt madratud. Oletame, et ka I’ : C — G(P) on
selline morfism, et G(p,)ol’ = ¢, iga x € X korral. Siis iilaltoodud morfismihulkade
diagrammi kommuteeruvuse tottu

v00(pzopclp(l') = Gpe) o

iga € X korral. Samas G(p;) ol' = ¢ = o, p(psp(cs)) iga © € X korral.
Kujutuse pc p bijektiivsuse tottu siis

Pz © 9057113([/) = ‘PE}D(%)
iga x € X korral. Samas on m selline iiheselt méaratud morfism, et
prom = (pE}D(CI)

iga x € X korral. Jarelikult m = goalp(l’ ). Rakendades vordusele ¢c p, saame, et
o p(m) =1'. Seega

l=pcp(m)=10
ja [ on toepoolest {iheselt médratud morfism, mille puhul
G<pm) ol =cy

iga z € X korral.

Viimaks néitame, et [ kaal on kooskolas kaalutud astme definitsiooniga. Et ¢c p
on kaalutud hulkade isomorfism, siis w(l) = w(m). Samas teame m kaalu juba
varasemast (vt (11)). Seega
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kui Vz € X w(z) = 0;

SUp zex w(<p5}(£;§cz)) muidu

w(x)#0
kui Vz € X w(z) = 0;
= w(cy)

supwg(gg );; , W) muidu,

nagu vaja. Méargime, et viimane vordus kehtib jillegi seetottu, et pc p on kaalutud
hulkade isomorfism.

Kokkuvottes oleme néidanud, et (G(P), (G(pz))zex) on objekti G(D) kaalutud
aste kaalutud hulgaga X. Et objekt D € Ob(D) ja kaalutud hulk (X, w) olid vabalt
valitud, siis sdilitab G koiki kaalutud astmeid kaalutud hulkadega, mis kategoorias
D leiduvad. O
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Kokkuvote

Kaesolevas bakalaureusettos kirjeldati kaalutud kategooria moistet ning kirjeldati,
kuidas moningad piirid (korrutiste ja astmete néitel) ja kopiirid (kokorrutiste ja ko-
astmete niitel) sellistes kategooriates vélja ndevad. Autor kahjuks kiesolevas t66s
selleni ei joudnud, aga edasi voiks néaiteks moelda, kuidas defineerida kaalutud kate-
gooriates moistlikul viisil “kaaludega kooskodlalised” muud piiride ja kopiiride liigid,
néiteks vordustajad ning kovordsustajad ja tagasitombajad ning véljatoukajad. Sa-
muti voiks uurida, kas mainitud (ko)piirid arhetiiiipsetes kaalutud kategooriates,
nagu Met, Metg ja Ban langeksid kokku selliste “kaaludega kooskolaliste” ver-
sioonidega nendest moistetest. Lisaks voiks uurida, kas t66s tutvustatud kaalutud
(ko)korrutisi ja kaalutud (ko)astmeid saaks mingitel huvitavatel erijuhtudel tikstei-
sega siduda (néiteks nagu (ko)astmeid tavalises mottes saab taielikult kirjeldada
(ko)korrutiste kaudu).

Samuti kirjeldati t66s, mida tdhendab kaalutud kategooriate vahel oleva adjunkt-
siooni jaoks “kaaludega kooskolas olemine” ning toestati, et kaaludega kooskolas
oleva adjunktsiooni parempoolne kaasfunktor sailitab kaalutud korrutisi ja kaalu-
tud astmeid kaalutud hulgaga (analoogselt sellega, kuidas tavalises mottes adjunkt-
siooni parempoolne kaasfunktor siilitab tavalisi piire). Duaalselt saaks niidata ka,
et kaaludega kooskolas oleva adjunktsiooni vasakpoolne kaasfunktor sailitab ko-
korrutisi ja koastmeid. Autor enda jaoks oleks huvitav edasi uurida, kas kaaludega
kooskolas oleval adjunktsioonil veel mingeid huvitavaid omadusi on ja millistel tin-
gimustel leidub etteantud kaalutud kategooriate funktoril vasak- v6i parempoolne
kaasfunktor nii, et tegu oleks kaalutud adjunktsiooniga.
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Lisad

Lisades toome vélja alapeatiikis 2.4 toodud kaalutud kokorrutise ja astme néidete
jaoks detailsed toestused, et antud néaited téepoolest rahuldavad definitsioone, mille
kohta nad on antud.

Lisa A. Naite 2.4.6 detailne toestus

Vaatleme punktiga meetriliste ruumide kategooriat Metg. Olgu (M, dys, 0ar), (N, dn,0n) €
Ob(Metg) punktiga meetrilised ruumid. Defineerime hulgal M II N ekvivalentsi-
seose ~ jargmiselt (samastame vaid punktid 0ps ja On):

z~ys (r=y V z,y € {0y,0n}).
Vaatleme hulka
P:=(MIIN),.

koos kaugusega

dM(x7y)7 kui T,y € Ma
d([ ] [ ]) dN(x7y)7 kui T,y € N7
xl, =
Y dM(fE,OM)“‘dN(ON,y), kUil'GM,yEN;

dn(z,0n) +dap(Onr,y), kuiz e N,y e M.

Funktsioon d : P x P — R on korrektselt defineeritud. Toepoolest, kui z ~ 2/,
kuid x # 2/, siis kas ¢ = 0p7 ja 2’ = Oy voi 2 = Oy ja 2’ = 0p7. Olgu [y] €
P, iildisust kitsendamata y € N, sest d definitsioon on siimmeetriline M ja N
kuulumise suhtes. Siis juhul x = 0y, 2’ = Oy kehtib d([z], [y]) = dar(x,0n) +
dn(On,y) = dap(On,00) + dn(On,y) = 0+ dn(0n,y) = dn(2',y) = d([2], [y])
ja juhul z = Oy, ' = 0pr kehtib samuti d([z], [y]) = dn(z,y) = dnv(On,y) =
0+ dn(On,y) = d(Oa,0nr) + dn(On,y) = d(2',0n) + dn(On,y) = d([2'], [y]).
Sarnaselt saab néidata, et kui y ~ ¢/, kuid y # ¢/, siis d([z], [y]) = d([z], [¢]) iga
[z] € P korral.

Téahistame [057] = [On] =: 0p. Néitame, et (P,0p, d) on punktiga meetriline ruum.
Kontrollime meetrika aksioome d jaoks:

1. Olgu [z], [y] € P. Eeldame, et [z] = [y]. Siis kas = y ja d definitsioonist on
selge, et d([z], [y]) = 0 voi siis = # y ja kehtib z = 0y, y = On vOi z = O,
y = 0p7. Esimesel juhul d([z], [y]) = dar(0ar, 0ar) + dn(On,0n) =0+ 0 =0.
Teisel juhul samuti d([z], [y]) = dn(0n,0n) +dar(0ar,037) = 0+0 = 0, nagu
vaja.



Eeldame niiiid teistpidi, et d([z], [y]) = 0. Kui z ja y kuuluvad samasse ruumi,
nt ruumi M, siis d definitsioonist d([z], [y]) = da(x,y) = 0, kust jareldub,
et z =y ja seega [x] = [y]. Kui z ja y kuuluvad erinevatesse ruumidesse, nt
x € M jay e N,siis d([z], [y]) = du(z,00) +dn(0n,y) = 0, kust jareldub,
et dyr(x,0p7) = 0 ja seega x = 0pr ning et dy(On,y) = 0 ja seega y = On.
Siis ka [x] = [0pr] = [On] = [y], nagu vaja.

2. Olgu [z],[y] € P. Kui z ja y kuuluvad samasse ruumi, nt ruumi N, siis
d([z], [y]) = dn(z,y) = dn(y,x) = d([y], [z]), nagu vaja. Kui x ja y kuuluvad
erinevatesse ruumidesse, nt * € N ja y € M, siis d([z], [y]) = dn(z,0n) +
dar(Oar,y) = dar(y,00) + dn(On, z) = d([y], [x]), nagu vaja.

3. Olgu [z], [y, [#] € P.Kui z, y, z kuuluvad kéik samasse ruumi, siis d([z], [y]) <
d([z], [2])+d([2], [y]), sest kolmnurga vorratus kehtib nii ruumis M kui ruumis
N.

Vaatame esiteks juhtu, kus x ja y kuuluvad samasse ruumi, ent z kuulub
teise ruumi. Uldisust kitsendamata kehtigu x,y € M ja z € N. Siis

d([z], [y]) = du(x,y) < dar(z,00r) + dar (Oar, y)
dyr (:C OM) + dN(ON, )+ dN(Z,ON) + dM(OM,y)
d([z], [2]) + d([z], [v]),

IA

nagu vaja.

Teiseks vaatame juhtu, kus z ja y kuuluvad erinevatesse ruumidesse. Uldisust
kitsendamata kehtigu € N ja y € M. Siis z peab kuuluma samasse ruumi
kas x voi y-ga. Jéllegi tildisust kitsendamata olgu z € N. Siis

d([z],[y]) = dn(x,0n) + dpr(0ar, y)
<dn(w,2) +dn(z,0n) +dr(Onr, y)
d

([z], [2]) + d([=]; [9)),

nagu vaja.

Defineerime kujutuse

’LLM:M—>P

ja kujutuse

uN:N—>P
n — [n].
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Kuna iga m1, me € M korral kehtib

d(unr(ma), up(me)) = d([ma], [ma]) = dar(ma, ms)

jaiga my,ne € N korral kehtib

d(un(n1),un(n2)) = d([nil; [n2]) = dn(n1,12),

siis ups ja uny on molemad Lipschitzi tingimust rahuldavad kujutused, kusjuures
w(upy) = Ly, = 1 = Ly, = w(uy). Samuti kehtib upr(0p7) = [0ar] = O0p ja
un(0n) = [On] = Op, seega ups ja uy on ka punkti siilitavad kujutused.

Néitame, et (P,0p,d) koos morfismidega ups, uny on objektide (M,dys,0p) ja
(N,dn,On) kaalutud kokorrutis kategoorias Metg. Selleks olgu (Q, 0¢g, dg) mingi
teine punktiga meetriline ruum ja olgu f : M — @, g : N — @Q punkti siilitavad
Lipschitzi tingimust rahuldavad kujutused. Defineerime kujutuse

m:P —Q
f(z), kuize M\{0y};
(] = S g(z), kuize N\{On};
00, kui [z] = 0p.
Esiteks, kontrollime, et m on iildse kategooria Metg morfism. Definitsioonist on

selge, et m siilitab punkti, s.t. et m(0p) = 0¢g. Néitame, et m on Lipschitzi tingi-
must rahuldav kujutus ja L,, < 1. Olgu [z], [y] € P. Vaatame lébi kaks voimalust:

1. z ja y kuuluvad samasse ruumi. Kui z,y € M, siis

d(m([z]), m([y])) = dq(f(x), f(y)) < Ly - dn(x,y) = Ly - d([«], [y]).

Kui z,y € N, siis
d(m([z]), m([y])) = do(9(x),9(y)) < Lg - dn(z,y) = Ly - d([z], [y])-

2. x ja y kuuluvad erinevatesse ruumidesse. Kehtigu tildisust kitsendamata x €
M jay € N, siis

d(m([z]),m([y])) = dq(f(2),9(y)) < do(f(x),0q) + dq(0qg, 9(v))
=dq(f(2), f(Om)) +dq(g(0n), 9(y))
< Ly -dy(z,00) + Lg - dy(On, y)
<sup{Ly, Ly} - drr(z,00) +sup{Lys, Ly} - dn(On,y)
=sup{Ly, Ly} - (dr(z,00) + dn (0N, y))
= sup{Ly, Ly} - d([], [y])-
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Néeme, et m on Lipshitzi tingimust rahuldav kujutus, kusjuures L, < sup{Ly, Ly}.
Et nii Ly <1 kui ka L, < 1, siis kokkuvottes Ly, < sup{L¢, Ly} < 1, nagu vaja.

Kontrollime, et m paneb diagrammi

Q

/mT

——— P +—
kommuteeruma. Olgu x € M jay € N. Kui x # 0y, siis

m(un(x)) = m([z]) = f ().

Kui z = 0y, siis

m(up(z)) = m([0um]) = m(0p) = 0 = f(On) = f(x).

Nieme, et f = m o uyy, nagu vaja. Kui y # Oy, siis
m(un(y)) = m(lyl) = g(y)-
Kui y = Oy, siis
m(un(y)) = m([0n]) = m(0p) = 0q = g(0n) = g(y).

Néeme, et ¢ = m o uy, nagu vaja.

Kontrollime, et m on iiheselt médratud morfism, mis selle diagrammi kommutee-
ruma paneb. Oletame, et leidub mingi teine morfism m’ : P — @, mille puhul f =
m'ouys ja g = m'oun. Et m’ on kategooria Metg morfism, siis ta on punkti siilitav
ja seega m'(0p) = 09 = m(0p). Kui € M \ {Op}, siis tingimusest f = m/ oups
jareldub, et m([z]) = f(x) = m/(up(x)) = m/([z]). Kui niitid aga x € N \ {On},
siis tingimusest ¢ = m/ o uy jareldub, et m([z]) = g(x) = m/(un(x)) = m/([z]).
Kokkuvotteks m = m/, mis toestab, et m on iiheselt mairatud.

Viimaks néitame, et

w(m) = Ly, = sup{Ly, Ly} = sup{w(f), w(g)}.

Et vorratus L,, < sup{Lys, Ly} on juba eespool toestatud, siis jadb toestada vor-
ratus L,, > sup{Ly, Lys}. Et Metg on kaalutud kategooria ja f = m o up ning
g = moup, siis
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Et Ly, Luy < 1,siis Ly, - Ly,, < Ly ja Ly, - Ly < Ly,. Kokkuvotteks seega

Lf < Lm
Ly < L,

kust jareldub, et sup{Ls, Ly} < Ly, nagu vaja.

Oleme nididanud, et (P, 0p, d) koos morfismidega uys, un on objektide (M, dps, 0pr)
ja (N,dy,0n) kaalutud kokorrutis.

Lisa B. Naite 2.4.9 detailne toestus

Kategoorias Ban on Banachi ruumi B kaalutud astmeks kaalutud hulgaga (X, w)

ruum
zeX w(x)
w(x)#0
koos morfismidega
py: P— B

(f: X = B)w— f(x)

iga x € X korral. Toestame selle viite. Esmalt nditame, et P iildse on Banachi
ruum.

1. Esiteks, hulk P on vektorruum iile korpuse R. Defineerime tehted punktivii-
siliselt - olgu f,g € P ja A € R. Siis
frg=(f+g:z— f(z)+g(z))
AMo=Afrx= A f(z)).

Néitame, et f + g ja Af kuuluvad hulka P. Esiteks, leidugu z € X selline, et
w(z) = 0. Siis

(f+9)(@) = f(z) +g(z) =05+ 05 =0g
)\f(a;) )\~f(:c):)\-OB:OB,

nagu vaja. Teiseks, kui leidub selliseid = € X, et w(x) # 0, siis

wp WD ¢ gy (W + sl
zeX

zeX ’LU(.T) w(a:)
w(x)#0 w(z)#0
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— sup <|f(ﬂf)!|B+llg(ﬂf)HB)
T€X w(x) w(x)
w(z)#0

< sup Hf($)||B+ sup llg(x)||B
vex  w(x) cex  w(x)
w(x)#0 w(x)#0

< 00

(esimene vorratus kehtib kolmnurga vorratuse ja teine supreemumi omadus-
te tottu, kolmas seetottu, et viimases summas molemad supreemumid on
16plikud f, g € P tottu) ja

o ION@IE _ @Il
zeX w(z) zeX w(x)
w(z)#0 w(z)#0
- s W@l
zeX ’UJ(ZL‘)
w(x)#0
< o0

(teine vordus kehtib supreemumi omaduste tottu ja viimane vorratus f € P
tottu). On lihtne kontrollida, et vektorruumi 8 aksioomi on selliste punkti-
viisiliste tehete korral rahuldatud. Margime, et Op on kujutus

0: X —> B
z — 0p.

. Teiseks, vektorruum P on normeeritud ruum, kus elemendi f € P norm
arvutatakse jargnevalt:

0, kui Vo € X w(z) = 0;
If1l = 1)l

SUp zex “AE muidu.
wff);éo wie

Kontrollime normi aksioome. Olgu jargnevas f € P.

(a) Eeldame, et f = 0. Kui iga x € X korral w(z) = 0, kehtib ||f|| = 0
niikuinii. Kui leidub = € X, mille korral w(x) # 0, siis

0
Ul sup W@l M08ls
z€X w(z) cex w(x) zeX
w(z)#0 w(z)#0 w(z)#0

nagu vaja.
Teistpidi, eeldame, et ||f|| = 0. Kui iga x € X korral w(x) = 0, siis ka
iga x € X korral f(z) = 0p, sest f € P. Seega f = 0. Kui aga leidub
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x € X, mille korral w(z) # 0, siis vordusest

HfH: sup ”f(x)HBfO
zeX w(:v)
w(z)#0

jareldub, et iga x € X korral, mille puhul w(x) # 0, kehtib

[f()lls

|
w(z)

=0 |[f(@)llp =0+ fz)=

0B.

Kokkuvottes iga € X korral f(x) = 0p ehk f =0.
(b) Olgu A € R. Kui leidub selliseid z € X, kus w(z) # 0, siis

1A - ()]s

Lf@)lls

M| = sup = |A[- sup Al-(Lf
il = sup I2FEE gy WD g
w(z)#0 w(z)#0

(keskmist vordust naitasime juba punktis 1). Kui ei leidu, siis |[f|] =

06 f=0jalAfl[=IA-0[l=0=|Al-0=[Al-|If]]
(c) Olgu ka g € P. Kui leidub selliseid = € X, kus w(z) # 0, siis

1f + gl

IN

oy I +0)@ls

zeX w(a;)

w(z)#£0

o @Iz @l
zex  w() z€X w(a:)
w(z)#£0 w(z)#0

A1+ Tlgll

(keskmist vorratust néitasime juba punktis 1). Kui ei leidu, siis || f|| =
0< f=0jallg|]| =0« g =0, kust saame

I +gll =10+ 0[[=0=0+0=[|f]]+ llgll

3. Kolmandaks, P on téielik meetriline ruum. Selle toestamiseks olgu (fn)nen
P elementide Cauchy jada. Margime, et iga m,n € N korral ja iga z € X
korral, kui w(x) # 0, kehtivad vorratused

| fm () =

fn(@)llB <

| fm(z) = fn(2)]|B

w(zx)

| fm(z) = fn(2)]|5

w(x)

sup
zeX
w(x)#0

Hfm - an
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(esimene vorratus kehtib, sest 0 < w(x) < 1). Seega tingimusest
Ve>03INeN nm>N=|fm—full <€ (12)
jareldub tingimus

Ve>0dNeN nm>N=

<Vw € Xw(z) #0= ’ fm _ @)

w(z)

oW

Ve>03dINeN nm>N= (VX w)#0=|fm(x)— ful@)|ls <e)
(14)

ja tingimus

kui w(z) # 0. Sel juhul on nii ({U"(—%)) N kui (fn(x))neny Cauchy jadad
ne

ruumis B. Kuna B on Banachi ruumina ka taielik meetriline ruum, siis mole-
mad need jadad koonduvad juhul w(z) # 0. Kui w(z) = 0, siis (fn(2))neny =
(0)nen kui konstantne jada on iihtlasi koonduv jada ja seega ka Cauchy jada.

Kuna oleme niiiid néinud, et lim,,_ fn(x) eksisteerib iga z € X korral, siis
defineerime funktsiooni
f:X—B

x— lim f,(z).
n—oo

Naitame, et

(a) f € P. Esiteks, kui w(x) = 0, siis f(z) = limp,—oc 0p = 0p, sest iga
n € N korral f,, € P. Teiseks,

l. T X JNn
I[f| = sup Hf(x)HB = Ssup 000 ()l

z€X w(x) z€X w(x)
w(x)#0 w(z)#0

= g @l e @)ls
zeX w() rex nooo w(T)
w(a)#0 w(z)#0

< liminf sup fn@)lls = liminf || f,||
n—oo  Lex ( ) n—00

w(z)#0
< 0.

Tuletame esmalt vorratuse kolmandal real. Iga x € X korral, kui w(z) #
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0, saame

[fn(@)lle [lfa(@)llB

w(z) xGX w(x)
w(x)#0

Et nii vasakul kui paremal pool vorratust esinevad reaalarvude jadad
on alt 0-ga tokestatud, siis saame votta vorratusest alumise piirvéartuse

g @l @l
w(x)#0
Kuna jada (f"(x)) koondub ruumis B, siis jada (‘ In(2) )
w(z) neN w(x) neN
koondub ruumis R. Seega lim inf,, % = limy, o0 Hf?u((:c))HB Saa-

me kokkuvotteks, et iga x € X, mille puhul kehtib w(x) # 0, kehtib
ka

n—o0 w(x n—0o ey w(x)

w(x)#0

Vottes sellest vorratusest supreemumi iile koigi x € X, mille puhul
w(zx) # 0, saamegi

sup lim |[fn(z)|[5 < liminf sup || (2 >HB7
zeX MN—7X (.CE n—o0 Loy ’LU(I')
w(z)#0 w(z)#0

nagu vaja.
Niitid viimane vordus lim inf,, .« || fn]| < oo kehtib seetottu, et (fi)nen
kui Cauchy jada on tokestatud ([3]).

fn — f ruumis P. Olgu meil € > 0. Siis leidub N € N nii, et

[ fml@) @) e
w(z)||lg 3

vastavalt tingimusele (13). Olgu niiiid n» > N. Tahame néidata, et siis

[|frn — fl| <e. lgazxze X, kui w(x) # 0, jaoks leidub M, € N nii, et

- ||fote) - s

w(x)

m,nZN:><VxeXw(a:)7éO

€

B 3

m > M,

sest jada (f)nen koondub punktlvusl funktsiooniks f, seega ( JET;)) N
ne

koondub punktiviisi funktsiooniks @‘ Olgu niiid x € X selline, et
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w(x) # 0. Olgu my, = max{N, M,}. Siis

lfn(x) = f@)llB _ || falx) _ f(2)
w(z) w(z)  w()
n(@)  fm, (@) +' Jmy (x) — f(x)
THwl@)  w(@) w(z)||p
e 2
<gtz=3
Votame niiiid supreemumi iile koigi € X, mille korral w(z) # 0 ja
saame
w0

Kokkuvottes saime, et
Ve>03dNeN n>N=||fu—fll<e

ehk et f,, — f ruumis P.

Oleme siiamaani nainud, et P on Banachi ruum. Jargmiseks defineerime kujutuse

X — Hompan (P, B)

15
x pr, ( )

kus p, on omakorda defineeritud jargnevalt:

pz: P — B
(f: X = B)— f(x).

Veendume esiteks, et kujutus (15) on hésti defineeritud, s.t. et p, on Banachi
ruumide morfism iga z € X korral. Olgu x € X. Esiteks, p, on lineaarne, sest iga
f,9 € Pja X € R korral

p=(f+Ag) = (f + Ag)(x) = f(x) + A g(x) = p(f) + Apz(9)-

Teiseks, p, on tokestatud ja tema norm on < 1. Naitame, et ||p,|| < w(z) < 1.
Parempoolne vorratus kehtib alati. Naitame vasakpoolse vorratuse. Selleks piisab
veenduda, et iga f € P korral ||p,(f)||p < w(z)-||f]]. Olgu f € P. Kui w(x) =0,
sits |12 (D)5 = £ @)1 = 105]15 = 0 = 0- |[f]] = w(@) - |l]. Kui w(z) #0, siis

[1f()lls f@)lls _

< sup = [I£1];
w(z) reX w(z)
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kust saame

1f(@)|lp < w(z)- ||

Kokkuvattes ||pz(f)l|z = [|f(z)|lp < w(z) - [[f]|, nagu vaja. Seega [|p.|| < w(z)
Oleme néidanud, et p, on tokestatud kujutus, mille norm on < 1. Samas oleme ka
ndidanud, et kujutus = — p, on kaalutud hulkade morfism, sest ||p;|| < w(x).

Oleme niiiidseks téielikult defineerinud kaalutud astme BX potentsiaalse alusob-
jekti (P, (pz)zex ). Kontrollime, et ta rahuldab kaalutud astme definitsiooni. Olgu
(Q, (¢2)zex) mingi teine paar, kus @ € Ob(Ban) ja

X — Hompan(Q, B)
T

on kaalutud hulkade morfism. Defineerime kujutuse

m:Q — P
y— (X = B, x q:(y)).

Kontrollime, et defineerisime m korrektselt, s.t. et (X — B, = — ¢.(y)) € P. Olgu

z € X. Kul w(z) =0, siis [|¢:(y)l|5 < llgz|| - [lyllq < w(z) - [lyllq = 0-[lyllq = 0.
Seega ¢, (y) = 0, nagu vaja. Margime, et ||¢.|| < w(x) kehtib, sest = +— ¢, on
kaalutud hulkade morfism. Kui leidub méni z € X, mille puhul w(x) # 0, siis

wp lee@lls ol - llle

vex  w(z T ozex w(z)
w(a)#0 w(a)#0

Et = — ¢, on kaalutud hulkade morfism, siis % <ligaz € X,w(zx) # 0 korral.
Saame vorratust jatkata:

< sup lylle = [lylle,
reX
w(z)#0

(llyllq el soltu a-st). Et ||y||g < oo, siis sup zex w(yx)) on loplik ja seega kok-

w(z)#0
kuvotteks (X — B, = — ¢x(y)) € P.
Kontrollime jargmiseks, et m on Banachi ruumide morfism. Esiteks on m lineaar-
kujutus. Toepoolest, olgu y, z € @ ja A € R. Siis
m(y+Az) = (X — B, =+ qz(y + \z2))

sest ¢, on lineaarkujutus iga x € X korral. Arvestades, et P-s toimub kujutuste
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liitmine ja skalaariga korrutamine punktiviisiliselt, saame vordust jatkates

o= (X =B, 2= q(y) + MX = B, x> q(2))
=m(y) + Am(z).

Seega m on lineaarkujutus. Teiseks kontrollime, et m on tokestatud kujutus normi-
ga < 1. Kuiiga z € X korral w(x) = 0, siis ka ||gz|| = 0, kust ¢,(y) = Opigaz € X
ja y € @ korral. Jarelikult iga y € @ korral ka m(y) = (X — B, 2 — 0p) =0
ruumis P. Seega ||m|| = 0. Oletame niiiid, et leidub moéni z € X, mille puhul
w(z) # 0. Olgu y € Q, siis

m(y)(x .
m) = sup @@l - lle@)lls
zeX w(x) vexy  w(z
w(@)7#0 w(@)#0
laal -l ll
< s N sup —— | - )
T ozeXx w(x) veX w(x) HyHQ
’w(x);ﬁO w(z);é()

Siit ndeme, et ||m|| < sup rex M. Kuna iga z € X, kus w(z) # 0, korral
w(z)#0

l|gz|| < w(z), siis ka Hq—””)l <1 ja seega

|
w(z

||gz||
< <1. 16
w(x)#0

Néeme, et igal juhul m on tokestatud (ja seega pidev) kujutus, mille norm on < 1.

Jargmiseks naitame, et diagramm (10) kommuteerub iga 2 € X korral. Téepoolest,
olgu z € X. Olgu ka y € @ Siis p,(m(y)) = px(X — B, © — q:(y)) = q:(y). Et
y € Q jax € X olid suvalised, siis jarelikult p, o m = ¢, iga x € X korral. Kui
niitid m’ on mingi teine morfism, mille puhul p, o m’ = ¢, iga x € X korral, siis
igay € @ jaxe X korral

m'(y)(x) = pz(m'(y)) = ¢=(y) = p=(m(y)) = m(y)(z).

Seega iga y € @ korral kehtib kujutuste X — B vordus m(y) = m/(y). Seega
kehtib ka kujutuste Q — P vordus m = m’. Kokkuvotteks m on iihesel maaratud
morfism, mis diagrammi (10) kommuteeruma paneb.

Viimaks naitame, et

0, kui Vz € X w(z) = 0;

muidu.




Juht w(z) = 0 iga € X korral on meil juba eelnevalt 14bi vaadatud. Oletame, et

leidub = € X, mille puhul w(x) # 0. Siis vorduse ||m|| = sup rex ‘qu(ﬂ)' jaoks on
w(x)#0

meil tihtepidi vorratus juba toestatud (vt (16)). Toestame, et

HmH > sup quH
zeX ’u)(.CC)
w(z)#0

Teame eelnevast, et iga x € X korral ¢(z) = py o m ning et ||gz|, ||pz|] < w(x).
Seega

lgel| < lpzll - [Iml] < w(z) - [[ml]],
vastavalt kaalutud kategooria definitsioonile. Seega iga x € X, w(x) # 0 korral

il

llg
w(x)

<|m]l.

Vottes supreemumi iile koigi z € X, w(x) # 0, saame

q
sup Ll iy,

zeX W (l‘)
w(z)#0
nagu vaja.

Kokkuvotteks nideme, et paar (P, (pg)zex) rahuldab kaalutud astme definitsiooni
ja seega voime oelda, et P = BX.
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