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EESSONA

Ulesannete kogu sisaldab niditeid ja iilesandeid mate-
maatilise analiilisl alalt integraalarvutuse ja ridade teoo-
ria ulatuses ja on mGeldud matemaatilise analiiiisi prakti-
kumi lébiviimiseks prof. G.Kangro 3piku "Matemaatilime ana-
lilis"I ja II osa jdargli Tartu Riiklikus Ulikoolis. Ulesan-
nete kogu on sobiv kasutamiseks ka teistes ENSV kjrgemates

koolides,

Ulesannete kogu igas osas on antud lihike teoreetiline
sissejuhatus, kus on dra toodud pdhilised mdisted, valemid
ja teoreemid, mida ldheb vaja vastava osa iilesannete lahen-
damisel, Samuti on toodud rohkesti nditeid tiitipiliste la-
hendusvitete rakendamise kohta.

Ulesannete kogu iiksikud peatiikid on koostanud jérgmi-
sed autorid: I, II, III ja V peatiikk - S.Baron ja E.Reimers,
IV peatiikk - E,Jiirimde ja E.Reimers.

Edigile arvutusiilesannetele on antud vastused. T&rni-
kesega (*) mdrgitud lilesannetele on vastuses antud kas la-
hendust p3hjendav mérkus, juhised lahendamiseks vGi on

dra toodud kogu lahendus.



Eédsikirja asjaliku retsenseerimise eest on autorid vi-
ga tédnulikud oma endisele Gpetajale dotsent Jakob Gabovit-
#ile. Samuti avaldavad autorid ténu matemaatilise analiiiisi
kateedri vanemlaborandile I.Réébisele ning laborant
K.Kolgile hoolika t6o eest kédsikirja vormistamisel ja sama

kateedri assistendile A.Limakile vastuste ja ndidete kont-

rollimise eest.
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I.MAARAMATA INTEGRAAL

§ 1. Vahetu integreerimine

Funktsiooni F(x) nimetatakse funktsiooni f(x) alg-
funktsiooniks piirkonnas X, kui piirkonnas X
F'(x) = £(x)
ehk, mis on sama,
dF(x) = £(x)dx.
Igal 1oigus pideval funktsioonil on olemas algfunkt-
sioon selles 1l3igus.
Avaldist F(x) + C, kus F(x) on funktsiooni f£(x) min-
gi algfunktsioon ja C suvaline konstant, nimetatakse funkt:

siooni f(x) mddramata integraaliks ja mérgitakse sumboliga
Jf(x)dx = F(x) + C. @)

Valemis (1) nimetatakse funktsiooni f(x) integraali-

aluseks funktsiooniks ja arvu C integreerimiskonstandiks.

Funktsiooni f£(x) médramata integraali leidmist nime-
tatakse funktsiooni f£(x) integreerimiseks.
Mddramata integraali definitsioonist jédreldub, et
kehtivad valemid
dff(x)dx - £(x)dx

de(x) =F(x) + C.

Seega, ldhtudes diferentseerimise pohivalemitest (osa I,



lk, 115), saame jédrgmised integreerimise pdhivalemid.

1) fo ax = C. 3) I -1
2) Idx:x-rc. 4) j-—:z«/:uc.
Yd +1
5) x*dx = +C, kul o £ =-1.
) o 41
6) Iu?dx = — ¢+ Co. 10) g cos x dx = sin x + C.
ln«
7) Iexdx =eX 4+ C. 11) = - cot x + C.
8) - = 1lnix( + C. a~

tan x + C,

12) (
x )COS;

9) Isin x dx = - cos x + C.

13) j 8X - arcsin x + C = - arccos X + Cq.
'\)1-x2

145 J'— 2 = arctan x + C = = arccot x + Cae
14x

- cthx + C.

15) J shxdx =chx +C. 17) fsﬁé;

16) I chxdx = sh x + C. 18) I X - thx +C.
ch’

Algfunktsiooni definitsiooni jédrgi loetakse algfunkt-
siooni F(x) médramispiirkonnaks integraalialuse funktsioo-
ni £(x) mddramispiirkonda X. Nditeks valemis 4) algfunkt-
siooni 2vx méiramispiirkonnaks X osutub vahemik (O, @),
mitte aga funktsiooni y = 2Vx' mddramispiirkond [O, . Va-
lemig 13) on X = (-1,1), mitte aga funktsiooni
y = arcsin x mddramispiirkond [-1,1].

Integreerimisel kasutatakse jérgmisi tehetega seotud

-8-



reegleid:

1° Icu(x)dx = cfn(x)dx, kus ¢ = const,
2° [[u(x) + v(x)]dx

30 I[u(x) - v(x)] ax

[ u(x)dx + fv(x)dx,
j u(x)dx I v(x)dx,

kus integraalide olemasolust paremal jédreldub integraalide

olemasolu vasakul.
ddédramata integraali leidmist integreerimise pShivale-
mite 1) - 18) ja reeglite 1° - 3° abil nimetatakse vahetuks
integreerimiseks.
Nédide 1. Leiame integraali
P [t
1+ x°
Lahendus, Et 1 + 2x° = (1 + x°) + x°, siis reegli 2°
ning valemite 3 ja 14 alusel saame
J = I( 2+—7)dx=-1+arctanx+c.
x 1+x x

Nédide 2. Leiame integraali

I(tanax + sin® x)dx.

Lahendus, Et 1 + tan®x = cos™2x ja 1 - cos x = 28in? 5

siis reeglite 1° ja 3° ning valemite 12, 2 ja 10 pShjal

leiame
r 1 -
J = | (—=— =14 == -=cos x)dx =
/ cos 2
= ( 2 = 1
= | ( - —=——o08 xX)dx = tan X = = = —gin x + C =
J cos“x 2 2 2

=X -dginx + tan x + C.
2 2



Ulesanded.

Vahetu integreerimise teel leida jirgmised midramata
integraalid:

1, [x" ax 16. Jsxe‘ ax
. 2 4x
2e I(Jx + 4)dx 17?.
3 walf dax 18. f
4. jwl_;ﬁdx 19. j(eSx + 1n 2)dx
20. f(‘l + e5)2ax
6. f(x3-1)2dx 2. f( 2 - 3524y
7. I(B.#x‘o'w + Lé‘)dx 22. j(cos x - 3sin x)dx
8. ”(1 -x) +5 ]dx 23, Ssin(ﬁ-tx)dx
9. —"-'-E)-Z- + —-\/;F]dx 24, scos(ﬁ- + x)ax

10. f (arcsin x + arccos x)dx
11, I}w/x(arccot x + arctan x)dx

12. -——-—12 dx 25‘ S(} - oos z)dx

Y
13t Gz + D@ -V + Dax
14, S(j - x§)5dx 26. I(}sina % - 2810 Pax
15, 510x ax 27. S(oosu- oos x)dx

~10-



dx
28. J
cos 2X + sinax

29, l‘l + co82x ax
1 + co8 2x

30, J cos8 2x dx

cosz; sinzx

1. cotax ax
32, ‘ (exp tan 2 - 2tan®x)dx

33, ‘(tan x - cot x) “dx

34, [—X
;JB - 5x°

35, [(2 '[’:—il:_L_;a)dx

36. fxzdx
x“ + 1
I(‘I + x)° ax

37. T+ 1)

jx“dx

38,
x° + 1

39.

40.

49.

2
[T
+ 4

s(eh 2 - sh x)dx

§ 2. Muutujate vahetus

Kui funktsioonil £(u) on olemas algfunkteioon F(u)

piirkonnas U ja u = u(x) on piirkonnas X diferentseeruv

funktsioon, mille védrtused kuuluvad piirkonda U, siis keh~

tib valem

=11=



If [u(x)] u'(x)dx = If(u)du. (2)

Valemit (2) nimetatakse miiramata integraali muutujate
vahetuse valemiks,

Seega nimetatud eeldustel, kuna

If(u)du

F(u) + C,

on

If [a(x)] u'(x)ax = F [ux] +c. 3

Et u'(x)dx = du(x), siis
[2[uc0)]ut ()ax = [ £ [um] auc)
ja valemi (3) voib esitada kujul
[ [am]au = #lao)] + c. D)

Integraali leidmist valemi (3') jérgli nimetatakse integree-
rimiseks diferentsiaali mérgi alla viimise teel. Nagu niha
valemist (3!), ei ole uusl muutujal u(x) omaette téhistust
u erinevalt valemist (2).

Erijuhul, kuli u = ax + b, kus a # O, saame valemist
(3) voi (3'), et

Jf(ax + b)dx = %F(ax +b) +C. (C))

Monikord on voimalik ja otstarbekohane kasutada vale-
mit (2) teisiti, vottes funktsiooni u = u(x) asemele tema
poordfunktsiooni x = x(u). Siis

jf(x)dx = ]r [x(u)]x'(n)du. (3)

eeldusel, et x = x(u) on diferentseeruv vaadeldavas piir-

konnas.

“12-



Néide 3. Leiame integraali
Jd = J dx
cos x{3 + 2tan x

diferentsiaali mérgi alla viimise teel.

Lahendus. Et

dax

—— = — d(2tan x) = = d(3 + 2tan x),
cos x 2 2

siis valemi (3') pdhjal saame

J = (43 + 2tan x) =3 + 2tan x + C.
/7 2y3 + 2tan x

Ulesanded

Kasutades valemit (3'), leida jérgmised integraalid.

50. (coa x dcos X 53.

J Jsin (2 + 1n Xx)
51. ;tan"’x dtan x 54, jeSin X dsin x
52, (41 _+ x32 55, darcsin x

) S arcsin“x

Leida jérgmised integraalid diferentsiaali mérgi alla

viimise teel.

56. s 2x dx 60. 56x-§)dx
(x® +2) S\IBxZ-Sxd-G
L (Lex= é1.
27 )x -5x + 3 Jex+
55 f x_dx Sezxdx
© 2X
2’144-1 e + 4
2 sin 2x dx
1- °
59. ij x“ dx 63 f-m



dx arctan-:
o4 . —_— 74. -3 dx
jx ln x 1+x
dx
65. I - 75. )
1 t x
\l’l - x2 arcs:l.n)x (1 + x")arceo
66. j"“ X ax 76. | tan x dx
sin™x

67. cosBX ein 2x dx 77

2x -~ arcsin X ax

f

f

f

o
69 )(__BLB._EX_‘k_. 79,& A+ x ax

f

f

f

68. yexcos o* ax 78.

(:OBZII + OOBZX

20. {x%exp x° ax 80.

82.

|
7. s—"‘- 8.
72. f

73, s(—"— - X )x dx

Ndide 4. Leida integraal

dx
V2 - 9(x + 2)2
Lahendus, Valemi (4) kasutamiseks teisendame integ-

J =

raali sobivale kujule:

J=" ax - f dax
‘JZ - [3(x + 2)]2 )2 - 3x + 6)*

Alpm



Seega a = 3/y/2. Niiiid pdhivalemist (3) ja valemist (4) saa-

J=—‘£arcsin *6+c=1arcainu+c
v2' 3 A 3 ¥z

Ulesanded.

Easutades valemit (4), leida jérgmised integraalid.

12 dx
o - e l preyreanre
84. —2—-5 94, | cos 2(Bx-§)dx

(x - 3)

=2X+3 ax

Ay

85- 7 - X dx 95.

&

3x+ln 2 ax

86. 96.

\n

<
!
w

ol

87.

97-

R
'
~

w11-1sx

88,

kb

f
5
|
S
b£O 98.5 ax
=
|
f
Erwcrery

L S T [ e T
+
o

89. cos 3x dx 99.
4 dxgxz
90, | sin(x - 4)dx 100.
1+ 9—12
91. | cos(1 - 2x)ax 101, dx
2:2 + 9
92, | ——3 102,
sin (2x - 5) 1+(5x+1)‘

“15=



103. 5 — (Zx = 108. feinzx ax

1042 Lm 109 | ::e -
105 5‘484-6:- 2 To- S1+oosx
Rl e~ B Epyrres
107. fcoa x dx 112, f :zn =

Loida jédrgmised integraalid, kasutades diforentsiaali
mirgi alla viimist ja valemit (4).

J:J"I - 1%x

113, 120. j(tanzx + tan®x)dx

’ 2
cos x J1 4+ 8in x cos x

15, s}-Zx dx 122, fsinxdx

"1 - x2 cos x
116, j dx 123, fcos x dx

x ln x lnln x sin x
117, s 3 - Zaian +.C08 X 5o

sin'

118, Sw ax 124, j

1 +cos x Noos x
119, gw ax 1253 I dx

1 -8in x cos x

16~



dx x + (arceos
126. | —3- 137, a
gsin x 37 5 1= 922 x
2
127. St x dx 138, S'(‘:_*'}?-???
128. Etan x dx 139, SS%—--- dx
2
129. o [ —ESE o
? g 40 5 (1 -1x)
130. 5 —a 1. | 2T - 5% ax
131, (&r 142,
j ;33 - 1n°x
132, S(e X 4 67 )ax 143, lx cos x° ax
133. 5 a1+ @7 T ax
(8;3 + 2?)z 3
dx
1342 145,
? [(1 + X)VX 7 jain 9x
135, Sain 1 ex 146, g
x cos 7x
136. 5 2x - Varcsin X 4. . ((sinVx + expV¥) dx

)
ﬁ -zl Jx
Nédide 5. Leiame integraali
J = j .
Qex -1

Lahendus, Teeme muutuja vahetuse ve: - 1 = z, kust
2

X - 1 = z, Diferentseerides milemaid pooli, saame

oX dx = 2z dz ehk dx = 2%

« Beega

7=



_ dz_ daz _
Jd = XQIJ_’_Z-ZIT—:‘—_Zarctanz+C.

zZ" +

Asendades tagasi endise muutuja x, saamegi vastuseks

J =2 arctanJex -1 +C,

Arvutuste lédbiviimisel on mSnikord sobiv jagada leht
pooleks ja lisaarvutused teha lehe iihel poolel ning integ-
raali leidmine teisel poolel. Kui lisaarvutusi on véhe,
siis voib nad mérkida vordusmérgi vol integraali alla, néi-
teks

dx _ ( 2z dz _ 25 dz
S ) + 1
x ' —
ex_,‘_zZ e dx=2zdz
= 2arctan z + C = ZarctanJ e -14+0.

z={eX-1
Néide 6. Leida integraal
J = j__dx_.
V(1 - 2%
Integraalialune funktsioon on mddratud piirkonnas
X = (-1,1). Teeme muutuja vahetuse x = sin u. Et oleks x €X,
votame ue (- %). Seetdttu dx = cos u du, kus cos u>0, ja

valemi (3) jérgi, arvestades, et niilid |cos u| = cos u, saa-

J-( cos u du _ r cos u du (cog udu _ ( du

\‘(‘l - sin?u)®  / Ycos®u |cosul cos n

=tanu+C=Sinu+C=-—-—-
cos u Y1 - £

+ Co

18-



Eui nditeks votta ue(g, siis ka x € (=1, 1), kuid

sel korral |cos u| = = cos u ja

cos u = -~l1 - ::2

ja jélle
J-_-( _ =89 _ _tapnu+0Cs=
7 |coe?ul 7 cos u
= llnl'g,‘_c: + Ce

-cos 1 .\/1 - x°
Néide 7. Leida integraal

J—I dx
sin 2x

Lahendus, Muu.uja vahetusega tan x = t saame,

cos™x dx = dt ehk dx = cos°x dt. Seega

g | cos®x dt _ _ 1 (cos x dt _
/2s8in x cos x 2/ sinx

=3 lnjt] +C =5 In|tan x| + C.

Néide 8. Leida muutuja vahetusega u = x + 1 intsgraal

dx

Jx +1 x4+1

2
Lahendus, Saame du = (1 = -%)dx = x—§—1- dx ehk
(12 - 1) dx = x%du. Seega

( x° du _( du -
(12 + 1)\!24 + 1 (x +

s (=42,
/ gofuf - 2

19~



Tehes veel kord muutuja vahetuse u = 1, kust du - -d—zz-

-z
Saame
J - o= { dz = = (_—d-'-z.—— - —( d
,zu\lﬂ P Y1 - 242 12 ¢
F4
= arccosy2 z + C = arccos +Cm
B V2 u

arccos—z——--rc.
N2 x< +1

Ulesanded.

Leida jérgmised integraalid (sulgudes on mérgitud

sobiv muutujavahetus).

2
18, ([ =22 (x = a sin v)

149, S (x = sin®u)
Jx - x°
150, ( dx (x = 1, x = voi x = a ch w)

151, (x =42 tan z v6i x = ﬂ:z—..)

153, | xya = x dx (Ja - x = 8)

x+1
-1 x4+1

Leida sobiva muutujavahetusega jérgmised integraalid.

155, s-——dx 156.$ex-1dx

154. (t = X - 1)

f=—

152, (2Pa-2Pax (la-x -
|
| %

-20-



157. [ex — 163, ﬂf_x__% ax
2x
158. g £ dx 164. S ’d‘x
x2Jx? + &%
159, | X ax 165, -
Ixngﬂ
160, (X 4x_ 166, |
14+ PO x° - 9
161, (x3[x =7 ax 167, S—-JLE&EJL-dx
J g8in x cos x

162, [ 1-x2 ax

§ 3. Ositi integreerimine

Kui piirkonnas X funktsioonid u - u(x) ja v = v(x) on
diferentseeruvad ja on olemas integraal ‘v du, siis on

olemas ka integraal ) u dv ja kehtib vordus
gu'dv =uv - Sv du. (6)

Valemit (6) nimetatakse midramata integraali ositi
integreerimise valemiks. Valem (6) taandab integraali
Su dv leidmise uue integraali Iv du leidmisele.

Seepiéirast on valemit (6) otstarbekohane kasutada sel
Juhul, kui uus integraal |, v du on lihtsamalt leitav. Integ-
raali jv du leidmiseks voib jédlle kasutada valemit (6).

Nédide 9. Leida integraal

J = j arcsiny{x ax.
VT - x

-21=



Lahendus, Mérkides -
dx

i

saame, kasutades valemit (4) ja pohivalemit 4),

u = arcainJx), év =

dn = A _d_.!__* V=-241'x'-
1T - o2&

Seega valemi (6) pdhjal

- 241 = x arcsinix + j :1‘ =
x

-2y1 = & arcsinvx' + 2\ + C =

2(x -1 = x' arcsinix) + C.
Ndide 0. Leida integraal

J

J = Sarctan\li“ dx.
Lahendus. Midrkides
u = arctanVyX, dv = dx,
saame

du:—L— -Lx

y V =X,
14+ x 2vx

Seega pohivalemite 4 ja 14 ning valemi (2') pshjal

J

x arctanVx' - I_._XL
(1 + x)2Vx'

X arctanvx' - I—.)_l dx -
7

(1 + x)2¥x'

= L[ e
1+x

x arctanVx' -

x arctanVx’ - /x' + arctanyx' + C

=¥x + (x + 1) arctanx'+ C,

-22=



Integraalide
an(x)f(x)dx
leidmisel, kus P, (x) on n-astme poliinoom ja £(x) on iiks
funktsioonidest a**, sinax, cos«x, shex vdi chu«x, tuleb
valemis (6) votta
u = Pn(x), dv = f£(x)dx.

Tulemuseks saame uue integraali

kus Pn_1(x) on juba (n-1)-astme poliinoom. Kui Pn_1(x) £
#£ const, siis tuleb veel kord rakendada valemit (6). See-
ga esialgse integraali leidmiseks on vaja valemit (6)

Jdrjest rakendada n korda. Niisugustel juhtudel on sobiv

kasutada nn. iildistatud ositi integreerimise valemit

l(uv(n)dx = Z (-‘I)ku(k)v(n"1'k) + (—1)nl(u(n)vdx,
k=0

mis kehtib, nditeks,kui funktsioonidel u = u(x) ja v = v(x)

on olemas pidevad n~jédrku tuletised u(n) = u(n)(x) ja

v(n) = v(n)(x).

Ulesandod.

Leida jédrgmised integraalid
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178. ((x2 - 3x + 2)e dx 179, sz a* ax

Integraalide

(R(X)s(x) ax

leidmisele, kus R(x) or ratsionaalne funktsioon ja g(x) on
iks funktsioonidest 1ln Pn(x), arctan «x, arccot «x, arcsin«x
v3i arccos« X, tuleb valemis (6) v3tta u = g(x) ja dv =
= R(x)dx (uues integraalis esinev g(x) pole enam transt-
sendentne, vaid algebraline funktsioon).

Ulesanded.

Leida jdrgmised integraalid.

180. JIn x dx 189. jx arctan x dx

181, S%ﬁ dax 190. Sx3 arccot x dx

182, Ilnzx ax 191, Sarcsin x ax

183. 1 1n(x - 1) ax 192, jln(x 41 ¢ 22 ax

184, S( + 3)ln 2x ax 193, Sx In 1t X 5¢
1-x

185. sz 1n(x + 1) dx 194, S-Jx‘ 1n2~; dx

. 2
186. Sx Inx dx (¢ 1) 195. S(-—x—) ax
187. Sln(x +1) ax 1962 Smu

188. garctan x dx
Integraalide

Ie"x sin px dx, Ie“x cog(_’,x ax
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leidmiseks tuleb valemit (6) rakendada kaks korda jérjest.

Tulemuseks saame vorrandi otsitava integraali jaoks.
Ulesanded.

Leida jérgmised integraalid.

197, J'e sin 2x dx 201, |e™ cos % dx
198. \e cos 2x dx 202. Se sin % dx
199, Se—Zx sin 3x dx 203. fez'x(sin 2x - cos 2x)dx

200. je'gx cos 3x dx
Kasutades muutuja vahetust ja ositi integreerimist,

leida integraalid.

204. S;—‘%— 213, Iarcsinzx dx
8in“x
205, X.SI1BX gy 214, (x arctan® ax
cos”’x
206. jsin 1n x dx 215, Sx—mﬁﬁ-u
207. Icos lIn x dx 216. J
208. Sx tan x dx 217, je sinx dx
209. jx cos x dx 218, \ezxcoszx dx
210. 5(1 - 3)8111 x dx 219, x sinyx dx
211, j(x + 2)cot?x dax 220, Isin 2rx ax
212, xzcoszx dx 221, {e‘r’? dx
-25-



222, Icoa{i‘dx 230, [(8XD arctan X sy

FN@ e 223
223, Iln('l +yE) dx 231, Ixa expix’ dx
224, pr exp x’dx 232, sx' exp(-x ) dx
225, x° arctan x dx 233, ScosaJx‘dx

226, I(x2 + 1)arccot x dx 234, )ainad x + 2 dx

227% Arctan X gy 235, (X BICCOE X 44
228, (-BresinX. gy 236, (—=X1BX ax
N -2’ Ha? -2

229. (x_exp arctan x ;.

§ 4. Ratsionaalfunktsiooni integreerimina

1. Ratsionaalfunktsiooni lahutamine osamurdude summaka.
Ratsionaalfunkteiooniks nimetatakse funktsiooni
£
£, @
kus £(x) ja g(x) on reaalarvuliste kordajat®ga poliinoomid,
BeOo

£(x)

-1
box‘ + b1xm + o0e + bm_1x + 'b.,

g(x) = aoxn + aqxn'1 + oo + 8 _4x + 8.

EKui m<n, 8iis ratsionaalfunktsiooni (7) nimetatakse 1ihtmur—
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ruxe, kui aga m»n, siis liigmurruks.
Eui (7) kujutab liigmurdu, siis vGime poliinoomi f£(x)
Jagamisel poliinoomiga g(x) eraldada tédisosa poliinoomi q(x)

Ja leida jédgi poliinoomi r(x), nii et kehtid

kus r(x)/g(x) on juba lihtmurd.
Vorduse (&, pdhjal voime kirjutada

kus paremal esimene integraal on leitav pdhivalemi 5) alu-
sel, Sellega taandub ratsionaalfunktsiooni integreerimine
lihtmurru integreeriiisele. Seepédrast eeldame jdrgnevas, et
ratsionaalfunktsioon (7) on lihtmurd.

Lihtmurru (7) integreerimiseks lahutatakse ta osamurdu-
de summaks jérgmiselt.

a) Kul nimetaja g(x) kdik nullkohad a,b,...,h on eri-
nevad ja reaalsed, see on

g(x) = aj(x - a)(x = b)..e(x - 1),

s8iis kehtib vordus

g{%} Sxmg txTp toeee t xgﬁ’ (9
kus kordajad A,B,..s,H on iiheselt leitavad reaalarvud.
b) Kui nimetaja g(x) koik nullkohad a,b,...,h on vord-
sed ja reaalsed, see on
8(x) = a (x - a)7,

siis kehtib vordus



kus kordajad 4,B,...,H on iiheselt leitavad reaalarvud.
¢) Kui nimetaja g(x) k5ik nullkohad on imaginaarsed

Ja erinevad, see on

- 2
g(x) = 8,(x° +px + @).uu(x® + rx + 8),
kus ruutpoliinoomide kordajad on reaalarvud ja diskrimi-

nandid p2 - 4q<O, ..., T° - 48<0, siis kehtib v5rdus
Px + + cooe "'—-,'—-—i ("")
g(x) x +px+q X“4 px + 8

kus kordajad P,Q,...,R,S on iiheselt leitavad reaalarvud.
d) Kui nimetaja g(x) k3ik nullkohad on k = n/2
kordsed kaaskompleksarvud, see on
glx) = ao(x2 + DX + q)k,
kus p ja q on reaalarvud ning p2- 4q<0, siis kehtib
vordus

Mx+N + Px+Q o+ Sx+T 12)

g(x) x 4px+q (X +px+q) (x +px+q)
kus kordajad M,N,P,Q,...,S,T on iiheselt leitavad reaal-

arvud.
e) Kui nimetaja g(x) erinevad reaalsed nullkohad
ay,b,... On vastavalt kyl,... kordsusega ja erinevad ima-

ginaarsed nullkohad vastavalt o , A ,ess kordsusega kaas-

kompleksarvud, see on

g(x) = ao(x-a)k(x-b)l...(x2+px+q)z (xPerxss) ...,
kus ruutpoliinoomide kordajad on reaalarvud ja p2 - 49 <0,
rz - 848 <0,400, 0iie om Giheselt leitavad sellised reaal-
arvod ‘3'33'""PJ'QJ'RJ’SJ"" » ot kehtid v3rdus



A A A
f(x) = L +ﬁ2 tooot '—_Ek
g(x) x-a (x-a2a) (x - a)
B B B
1 2 1
+ + Goood m————
x-b (x-b)? (x - )
+ o 0o 0o ¢ 06 06 0 0 06 06 06 0 0 0 o o ¥
Pix + Px +Q, PeX + Qe .
+ "'—p_'—-ﬂ +eeot —7—_u
X +pX4q (x“+px+q) (x“ +px+q)
R1:+S1 R21+82 Rax + S
x24rx 48 (12+r1+;32 o (xz+rx+l)“

*.Oocooottoolcoooooo.(13)

Valemeid (9) - (13) nimetatakse lihtmurru (7) osa-
murdudeks lahutamise valemiteks.

Valemites (9) - (13) leitakse tundmatud kordajad lu-
gejates médramata kordajate meetodiga, nagu esitatud all-
pool ndidetes,

2. Osamurdude integreerimine., Nagu valemitest (9) -

(13) ndeme, taandub ratsionaalfunktsiooni (7) integree-

rimine j&rgmist tiilipi integraalide leidmisele:

dx dx
= ) II = —0 k>1)»
1 j X - a I (x - a) (=)
11 = (BX 4y, v = I ix (> 1),
/X +px+q (x +px+q)

Integraalid I - II on vahetult arvutatavad.

—— = 1ln|x - a| + C,

dx 1 1
- - Ce
I(x - ajE k-1 (x- ajk'1 *
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Integraali III arvutamiseks eraldame poliinoomist

x° + pPX 4+ q tdisruudu (x +p/2)23
2 2
12+px+q=(xa+25x+%&) +q-“ =

(x+B) +q-
Niiid teeme muutuja vahetuse z = x + p/2 ja téhistame
2
>

n

b =q - siis
xz+px+q=z +b

ja seega

([ +Q 4y = %_t.éax (R = Q =P p/2),

J X +DX+a z"+b
kus
J-z-dL=-1-1n(22+b2) +C =--1n(x2 +px +q) +C,
zzib 2 2
dz _1
22405 b b b b
Ka integraali IV korral teeme muutuja vahetuse x + p/2 = z,
siis
Px + Q (_Pz + R
= dx =
PE-ENYI A
J(xzq-px-o-q)z J(z + b%)
kus
r z dx 1 1

T oTE T =
) (z° + b))% 22- 2 (z° + b1
J&édb leida integraal

dz

PX + q)
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rille jaoks kehtidb rekurrentne valem

J, = z +S2= J =
— % -
¥ b (2e-2) (2° ¢+ b)* V(em—2) 2
_ 1 X + o/2 2® =3 1 FZT3Y
v2(22- 2) =1,

Valemit (14) rakendame jérk-jérgult nii mitu korda, kuni
jouame integraalini

Ja = j dz ,
1 x2 + b2

mis o0li arvutatud eespool.
Naide 11, Leida integraal
4
- j x5 + X -8 ax.
- 4x
Lahendus, Et integraalialune funktsioon om 1liig-

murd, siis eraldame téisosa ja saame

5 4 2 -
x +x =8 _ x2 +X + 8+ 4x° 4+ 16x - 8

x - 4x x(x + 2)(x - 2)
Nimetaja nullkohad on kiik reaalsed ja erinevad, valemi
(9) pohjal saame siis

4x2 +%6x -8 _ A, _B_, C

x(x+2)(x=-2) x x+42 xX=2
Korrutades vorduse molemat poolt nimetajaga x(x+2)(x-2),
saame vorduse
4x° + 16x - 8 = A(x = 2)(x + 2) + Bx(x = 2) + Cx(x + 2).
Vottes viimases vorduses x=0, x=2, x==2,leiame kordajad
A, B ja C., Arvutuse voime paigutada jérgmiselts
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=0 -8 = A(-“) A=
=2 40 =0-2-4 c=5
= =2 =24 = B(=2)(-4) B ==3
Seega
J = [(x2 + X +4 4+ % - ;—%—z + i-é-z) ax =
= %g + %? + 4x + 2ln|x|- 31n|x + 2|+ 5ln|x - 2|+ C =
5

=21 (2x2 + 3x° + 24x) s 21X =27 Lo,

6 |x + 21~

Haide 12. Leida integraal

- j 64 x dx
(2x - 1)<(4x° - 16x + 15)

Lahendus. Et lugeja aste on védiksem nimetaja ast-
mest, siis valemi (10) pdhjal vdime kirjutada

64x . A ,_B_,C D
(2x-1)2(4x2-16x415) 2x-1  (2x=1)2  2x-3  2x-5

Nimetajates kirjutasime x - 1/2, x - 3/2 ja x - 5/2 ase-
mel 2x = 1, 2x = 3 ja 2x = 5, sest see mijustab vaid
kordajaid A, B, C ja D, mis on veel mddramata. Korruta-
des niilid vorduse mGlemat poolt nimetajaga

(2x - 1)2(4x? - 16x + 15) = (2x - D3(2x - 3)(2x - 5),
saame

64x = A(2x - 1)(2x = 3)(2x - 5) + B(2x - 3)(2x - 5) +

+c(2x - N3(2x - 5) + D(2x - 1)3(2x - 3),

Vottes x = 1/2, x = 3/2 ja x = 5/2 leiame kordajad B, C
ja D. Kordaja A saamiseks vordsustame xJ kordajad

Arvutused vGime paigutada jirgmise tabelina:
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B(-2)(-4) B

W
N
]

C 4(=2) c <12

160

D 16-2 D

W

L "
OV SIS S

0

0

"

x O =8A +8C + 8D
=A<C+D=A
A =7

8eega

J=j( L-E—-}.—E—.‘ dx
2%-1  (2x-1)  2x-3  2x-5/

- +Z 1nl2x-1| - 6 1n|2x-3|+ 2 1n|2x-5|+ C.
2x-1 2 -

Ndido 13. Leida integraal

- [ —mmy=12 ax,
)} xS(x° + 4)
Lahenaus, Arvestades, et nimetaja nullkoht x =0

on kahekordne ja poliinoomi x2+4 nullkohad on imagi-

naarsed (nimelt arvud -2i), siis valemi (13) pShjal

P + 4x -~ 12 _ A + B Cx +D
e e _5__..
xz(x 4 4) x ;2 + 4

kust saame vdrduse

+ 4x - 12 = Ax(x2 +4) +B(x +4) + (Cx + D)x2.
Vottes x = O, saame kordaja B médrata. Vottes x =~ 2i
ja vordsustades saadud vorduses reaal- ja imaginsarosad,
saame leida kordajad C ja D. Lopuks viordsustades veel
astme x° kordajad, leiame ka kordaja A. Arvutused viime

paigutada jdrgmiselt:



x=0 -12 = B &, B - =3

x =21 -12 = (2014D)(~4) = =8Ci~4D
0=-8€, 0=0
-12 = -ap D=3
1 =44C = A A =1

Seega

= ¢+ lmix| ¢ %arctnaé + C.

Naide 14, Leida integraal
3= x2 - 12)dx
6x + 13)
Lahendus. Arvestades, et nimetaja nullkohad on ka-
hekordsed ja imaginaarsed, siis valemi (12) pdhjal

sz - 12 _ AX ¢+ B . Cx + D

(;2 - 6x + 13)¢ B xz - 6x ¢+ 13 (;2 - 6x ¢+ 13)

kust

5x% - 12 = (Ax + B)(x® - 6x + 13) + Cx + D.
Kordajad A ja B saame middrata astmete 13 Ja x? kor-
dajate virdlemisel. Kordajate C ja D miiramiseks voi-

me kasutada poliinoomi 12 - 6x + 13 nullkohti x =3 + 21

vl x = 3 - 241. Samuti saame need kordajad leida, kul

votta x = 0 jJa x = 1, Arvutused viimase juhu jaoks on

esitatud jérgmises tabelis:
0 0 =4
x2 5

%



132 + D =65 + Dy, D = =77
8(h+B)+C+D=40+C-77,C=230

H

il

S O
S
N

n 1]

3 =H_.J._._ . _220.5_-_1:1__] dx.
¥ - 6x ¢+ 13 - 6x 4 13)<

(x

Teome muutuja vahetuse z = x - 3, siis

5E — ”J dz = 2 arctan — - — + 13d,.
z 4 (s +3)° 2 2z 44

Kasutadea rekurrentsat vaiemit (vittes 2¢ = 2 ja b = 2),

saame
-~
Jo = e ¢ == J. =
4.2 z 4+ 4 4.2
¢+ — arctan & + O,
8(z° +4) 16
Seega

J= 13z = .20 +(—2+-) arctan — + C =
8(z + 4) 16 2

= 13x - 129 + 22 apctan %=
8(x° - 6x + 13) 16

Eui lihtmurru £(x)/g(x) nimetajal g(x) on kordseid

+ C,

(eriti kordseid imaginaarseid) lahendeid, siis integraa-
1i arvutamine rekurrentse valemi (14).abil on tiilikas.
Sel korral kasutatakse Ostrogradski meetodit. Selleks
esitame murru £(x)/g(x) nimetaja g(x) kujul g(x) =

= gq(x)ga(x), kus gz(x) on poliinoomi g(x) kdikide erine-
vate lineaarsete ja taandumatute ruuttegurite (vSetuna
esimeses astmes) korrutis. Siis kehtib Ostrogradski va-

lem
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. £a(x)
£ 4 1
[Ba- 35 gme

kus lugejad £,(x) ja £,(x) on mééramata kordajatega po-

liipoomid, mille astmed on iihe vdrra vélksemad vastavate

nimetajate g,(x) ja gz(x) astmetest. Poliinoomide £4(x)

Ja f2(x) kordajate leidmiseks diferentseerime samasust

(15) ja kasutame seejirel miiramata kordajate meetodit.

Praktiliselt otsida lugeja fa(x) kordajaid pole otstarbe-

kohane, vaid sobivam on kohe integraali mérgl all vale-

mis (15) murd fz(x)/ga(x) esitada osamurdude summana.
Niide 15. Ostrogradski meetodiga leida integraal

( __(5x° - 12)ax

) (x° - 6x + 13)2

Lahendus, Siin integraali all on lihtmurd ning

J =

g1(x) = ga(x) =x° - 6x + 13. Seega antud juhul Ostrog-

radski valem (15) annab

f4§5x2 - = — Ax + B + I
(x2 - 6X + 1352 x - 6x + 13 x° - 6x + 13

kus A, B, C ja D on mdédramata kordajad., Nende leidmiseks
diferentseerime viimast vordust muutuja x Jjérgi, saame

vorduse

522 - 12 - A(XP-6x413) — (Ax+B)(2x—6)
(x2 - 6x + 13) (x2-6x+13)27 *
Cx+D
X" =6x413 !

+

kust
5x =12 = A(x -6x+13) - (Ax+B)(2x-6) + (Cx+D)(x2-6x+13).



Kasutades nédramata kordajate meetodit, saame jérgmise ta-

belit

x| o=c
x| 5 = A-28-6C4D = —A + D
X = 0 |-12 = 134+46B+13D
x =1 i =7 = BA+4A+4B+BC+8D - 12A+4B+8D

Seega C = 0 ja D = 5 + A, Arvestades seda, saame tabeli
kahest viimasest reast

=7
-12

12A + 4B + 42 + BA = 20A + 4B + 40 = 4(54 + B + 10)

134 + 6B + 65 + 134 = 26A + 6B + 65,
kust _
54 + B +10 = - %

264 + 6B + 65 = =12,
Viimase siisteemi lahendamine annab A = ja B =~
Jéarelikult D = 5 +
Seega
+ I 23 =
2 -
8(x - 6% +13) 8(x° - 6x + 13)

= —13x = 159 +22 arctan —~ 2 + C
B(x2 - 6x +13) 16 2

Jd =

nagu nditeski 14.
Vaadeldava integraali J leidmiseks vGib enne teha

muutuja vahetuse z = x - 3, Sils x = 2z + 3 ja
7= Jf&‘.ﬁ.ﬂ!_:,lldz,
(z° + 4)
ning Ostrogradski valemi (15) jérgi
2
Iiz + 302 + 33 4. - + (G2 +D .
(z~ + 4) z +4 Jz°4+4
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Diferentsesrides viimast samasust saame
5224302433 = A(z°e4) - 22(Az+B) + (Cz+D)(z244)-
Edasi leiame kordajad, nagu ndidatud jérgmises tabelis.

z - 21 13 4 601 = -4i(2A1 + B) = 8A - 4Bi
A = 13/8 B = =15
0 =C
z2=0 33 =4k + 48D =13/2 44D D=2
Seega

12z-120 +§1}
8(z< + 4)

- = 129 + 22 arctan =2 4 C.
8(x -6x +13) 16 2

Z+4

Kajide 16. Ostrogradski meetodiga leida integraal

rogradski valemi (15) p3hjal saame

I (x "‘22 dx Ax +BX°4Cx4D A, E . ExsG,
(x+1)(x°#1) ) ’

T@EmE ) oz 2a
kus paremal integraali mirgi all murru esitasime kohe

osamurdude summana, Diferentseerides saame

(x®-1)2 | (3ax%42Bx4C) (x241)°~(Ax? +Bx>4Cx+D) 2(x241)2x .
(x41) (x°41)° (x 1)

kust

(12-1 )2 = (3Ax2+2Bx4c) (x2+'1 ) (x4 )-4!(A15 +Bx2+Cx+D) (x+1)+
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+ E(xa+1)3+(Fx+G)(z+ﬂ)(xa4ﬂ)2.

Edasi méddrame kordajad vastavalt jdrgmisele tabelile.

x

X

=-10=88, E=0

=4 | 4 = -41(-A1-B4Ci+D)(i41) = —4(-Ai-B4Ci4D)(-14i)=
~4(A+B=C=D)-41(A-B-C+D)

[A4B—C-D = -

A«aB-C+D

n
o

2A-2c = -1, C=4A +%
E4F =F,F =

M
1]

SA-4A+G+F - ~A4G, A =G

1]
o
1]

C+4B4G = C4Gy, G =A =1=C - x = A, A =

G = %, C = B-D = - 3

1]
-
o
1]

(3442B4C)4~-8(A+B+C+D) +8E+8(F+G) =
= 8+8B-8-8B~-8D+2 = —-8D

= x + C,
x 4+ 4(x“A1)- 4

Ulesanded.

Leida integraalid, kus nimetaja juured on erinevad

Ja reaalsed.

237, | 239, x dx
J(x+M)(2x +1) 29 J.(x + N+ 2)(x + 3)
238, I Xt 5 240, ( —=xdx
(x - 2)(x +5) 3x = 2



241,

242,

243,

244,

249,

250,

251,

254,

255.

2x° + 41x - 91

dx
(x - D(x + 3)(x - 4)
Ix3 - 5x° + 6x
32x _dx
(2x - 1)(4x = 16x + 15)
sé-aﬁ+jf-9£+4
¥’/ - 5x” + 4x

245.};—_—352—_'-3;

4
246, | —r—
x°+x -2

247, f.!,_:_- dx
J ax = X

248, ﬂ_____:_ilﬂz

/x4-5x + 6

Leida integraalid, kus nimetaja juured on reaalsed.

(_(x® +1) &
J(x + 1)(x - 1)

I(x_1_2,2 ax
x -1 x

} 13 + 1

X =X

dax

( 12-5-4»2

)x(x’+2x+1)°x

‘ dx

S XT = X

x - 2)n

{ xzﬂdx
J(x +2) (x +4)°

256,

257 .

258,

259.

260%° |

(2% - 9yax

JxT =5 6x°

2
W) &

X" - 3x + 2
{ xzdx
1 %7 4 5%° 4 8x + 4

g (x° - 2x + 3dx

{(x = N)(xr - 4x + 3x)

a
J(x + D) +2x-2)

( xdx
Jx - 3% + 2

selida integraalid, kus nimetajas esinevad ka imagi-

naarsed erinevad juured.

262,

J(x + 1 + 1)

263,

-40-
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[ dx
(x + ‘1)2Zx2 +1)

265. {196: - o, (S = 8)ax

1 x* +6x° ¢ 8

264. [ —F—o 27,
Ix(x + 1) 7

266. f‘dx 273. 515125*4‘*“1:
x 1 Xt +

2
267. G_-x-%)x dx

(X -1N(x -2x +5) 274% J(x|+xz-o‘1

dx
268, 5 2752 (T___.

+x7 =x +x =1 sx*t 1

269.

276% 1 g
[(12+1)(x'+x) 7 x +1

20. -
/ I(;Z-4x+4)(x4_4x+5)

Leida integraalid, kasutades rekurrentset valemit (14).

277. J(—;t—‘ix']—)z 283. Ja-z—:x—:-ﬂ
7o [P Sl o e
279. f(—xz—i-x-;)-; 285. |y
280. jm 286. Jx(xa Tt

- 4x dx
J(x +1) (x +1)

dx

281, 287,
J(xz +2X + 10)3

dx
282, J (—2—:’2) )

X



Os.rogradski meetodiga leida integraalid.

zss.f 2% )T

134':-1
89. . 296. e
259 I(;2+9)3

x ax 2G7, *3 o a
290- ,((x . 1)3(:: - 1) 7 J?(x2 13

dx
291. 298.
J j(x 4~Zx~o-2)2 J(;#")
292. X .. 20dx 299, (9%
? J(x-‘l)‘(x <4+ n° Jxt + 1)
2 -
293. ((x° + x v 1ax 300, ( X~ +3x =2

7x? = 2x + X J(x - (X +x +1)°

6. 4,2 _ ., Oog'-cex’oux-a5
<6 + 2% _4x? - 2 =26~ =24x=2
290 BEang o Jx (x%44x45) “(x744)

Leida tingimused, mille korral Jédrgmised integraalid

kujutavad ratsionaalseid funktsioone.

2
302, fax +bx + ¢ o0 303. ( ax® + 2bx # c_ 4o
x’(x - 1) 7 (px” + 2qx 4+ T)

308t Olgu a ja m naturaslarvud ming

7= ax
s x + a)®(x + DB

Kédidata, et 3 on kergesti leitav, kni teha asendus

x+a
xX+Db

u =

Leida jdrgmised integraalid, kasutades asendust iile-
sandest 304.
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{

305. J

dx
(x + 1)2(x + 4)? 207 I(;2 -5z + 6)F

306.
(x = 2)%(x + 3)°

§ 5. Monede mitteratsionsalsete funktsioonide

integreerimine. Integraalide ratsionali-

Seerimine
Theks pohiliseks meetodiks mitteratsionaalsete fuakk-
sioonide integreerimisel on integraali ratsionaliseerimi-
ne. s.t. sobiva muutujavahetusega integraal teisendatskse
ratsionaalfunktsiooni integraaliks.
Olgu R(x,y) ratsionaalne avaldis muutnjatest x ja y.

Integraali

ratsionaliseerimiseks tehakse muutuja vahetus
n— n

Ndide 17. Leida integraal

ratgsionaliseerimise teel.

Lahendus., Muutuja vahetusega /

saame 1 = x = uz(ﬂ + x), millest

43—



Ja eeega
2 2
4u° dua _ 4u° du
T = =
J(ua-‘l)(u‘-o-‘l) o - 1
Saadud ratsionaalfunktsiooni integraali leidmiseks kasu-

tame osamardudeks lahutamise vitet. Selle pohjal
4a B _ ,Cu+Dd
ut -1 a +1 a=-1 a +1

kus!
2 ) 2 2 2
40° = A(0-1)(a“41) + B(u+1)(a“41) 4+ (CusD)(u=-1)
Leiame kordajad A, B, C Jja D,
u=1 4 = B-2-2, B =1;

a=-1 4 = A(=2)-2, A = -1
ua=1 -4=(Ci+D)(-2). 2=Ci+D,C=O,D=2,
Jéarelikult
J=j( 1 + 2 )dau = in u-'-1|+2az~ctanu+
u+1 a =1 u +1 u+ 11

Asendades tagasi esialgse muuntuja x ja arvestades, et in-
tegraalialuse funktsiooni médramispiirkond on
X = {('100)’(0)1)}1 saame

=z

-x
™=zt

+ 2 arctan-;

+ 2 arctan

+ 2 arctan

1 4+



Antud integraali sasb ratsionaliseerida ka asendusega

1-x_ =1
Fx -2 s

s8.t. asendusega

‘\/;'I—:T‘E TR

Sel korral
x=8 =1 4y -__%ugdu
0 + 1 (0@ + 1)2
ning nagu ennegi
)du =
-4 u=-1 u +1
e
Ha s
X

s (M= | _> arctan-\/;}-{-— + =

-1-"!l

= lp ——————— ¢+ 2 ArctanJ——i"—’E + Cqe
1 4+ h - 12 V1 + x
Nédide 18. Ratsionaliseerimismeetodiga leida integraal
J = ( Jx +1 -1 ax
*3[x +1 41

Lahendus. See integraal on sama tiiipi mis ndites 17,

sest voime kirjutada

—’\/11 + )7 - 1 dx.

Vix + 1)2 41

Sellepdrast saame integraali ratsionaliseerida asendusega

x+1 =,

45—



kust

=Y

=u° ax = 6u’ dx.

J=J du:&j(us-a“a +6 s u=1 =

= -r -gu ;4+2u5+3u2-6u-31n(u2+‘|)+

+ 6 arctan u + C,

6
kus u -~/ x + 1.
Ulesanded.

Leida integraalid.

ax . dx
- 16. N
7%= el roprre 7o
3
309. ](45'\]!+¢dx 249,
fo-z;‘x#z 7 )ﬁ(“’aia
[ -
310. )—\'/i T3 (TR F ) 38 ('\f-i—:—-:—)a dx
311, )(é‘[x — & 29 >
J-\jx + 1 +}J o
312, [ — 320, (——E22 ax
éJix + H3x - N [ +
ax
313‘ —t (’n = 1,2,.0.)
fn\li(z + a)n.1(z + b)n+‘l
PAT Y pu— 521 (<2 [ E
x(\fx—+-§/xz) | =
5. &
3 Lj’i‘ + /54 29 ez IQ\/ > =
x“(x - 1



323, (—X*03  4x 525.[\/%‘—-‘-'-123; ax

7 x - 1)¢
324, J df,)‘ 326. ( dx
vox =1 =qf2x -1 J —5\/(1—1)7(x +1)2
Integraali

fl?{x,--\/ ax® + bx + c)ax
ratsionaliseerimiseks kasutatakse nn. Buleri asendusi.

Juhol a> 0 kasutatakse Euleri esgimest aserpdust

t ~+fa'x

-\/axz +bx ¢+ ¢
vol
ax? +bx +c = ¢t +Ve'x,
millega minnakse integraalis iile uuele muutujale t.
Juhul a <0 peab olema b2 ~ 4ac 20 Ja 01;5'6 , kus
o ja ,3 on poliinoomi (reaalsed) nullkohad. Seega
ax® +bx + ¢ = a(x - «)(x - £)

ning sel korral kasutatakse Bulerli teist asendust

-Jax2+bx+c=t(x-°<)

voi
-Ja;2+bx+c =t(x~/B).
Juhul c> O vdlb kasutada ka Euleri kolmandat asen-~
dust
-Ja.x2+b1+c = tx ++/C
voi ™~

-Jaxz +bx + ¢ = tx =-(c

Juhul ¢ = O langevad Euleri teine ja kolmas asendus iihte.
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Naide 19, Leida integraal
J= 0 ax__

)4 4o/x2 +2x + 2

Lahendus. Teostades Euleri esimese asenduse

Jx2+x+2=86-1x,

s&ame 2 +2x+2= t2 - 2tx + xa, kust

2 2 2
x=t'2,dx=t +2e+zdt.1+t_x=gfzz
2(t+1) 2(t +‘|)z 2(t + 1)

ja saega

((t2 42t +.2)2(6 +1) 4¢ = ( 2 4 2t 42 at.

J o 2(t +1) & + 2) 7 (t +1)(t + 2)

Lahutades integraali mérgi all ratsionaalfunktsiooni osa-

murdude summaks, saame

J=f| - ,] dt = 1njt + 1]+ +C.
lt +1 (t +2) t +2

Et t =x 4412 + 2, siis
J £ +1n|x +1 +y/x° + 2x + 2]+ C

+2+-\/12+2x+2

x
x +2-Vx° +2x +2 2 4 or 2
o = + +1 x+2x+2|+c
2 4 1afx + 1 +2x+2|+c1,

kus C.‘ =C + l. .
Niide 20, Ratsionaliseerida integraal
dx

x--\/x‘-x+1

Labendus, Siin on sobiv teha Ealeri esimene asendus
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kujul

-\/12-14-1 =t +x

sest 8iis integraalis nimetaja on -t ning saame

G- 22, 282464,
B 226224, . AL +Es)
2t +1 (2t +1) (2t + 1)

Ja seega
7 =0 [(2 48 s Dat
J t(2t + 1)
Naide 21, Leida integraal
J=f dx
/ x-\/2 +x - x°
Lahendus Et 2 + x - x° = -(x + 1)(x - 2), siis tehes
Euleri teise asenduse, nditeks

-\/2+x-x2=t(x+1),
saame =(x - 2) =t (x + 1), kust

a¢

- = =(1 - dx = - t(x#1) = ~
t e’ (t-+1)2" =41
ja seega
Iitam)zse a6 _ _(dt _ (1 _ )ab =
(£°-2)3t(£541)° 22 V2 ) t-v2  t+2
= -, 1n l_t;ig‘l.'. Ce
V2

Et antud juhul x ¢ {(-1,0),(0,2)}, siis

t =v2 + x - xz/(x +1) =2 - x//x +1

ning
w/__' x - /=2,
J=$1 Ya-x - Vox+2 +c——1n,(*/2x V/2x42
2
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=—1nx+4-2-\/2_(2+x-xz) - la|x|+ Cq -
Ve I ‘ v2
Naide 22. Leida integraal

7= x

2 +-\/4 +X -x2

Lahendus. Bt siin Euleri esimest asendust teha ei saa

ning teist asendust teha pole otstarbekohane (kuna ruutpo-
liinoomi juured on irratsionaalsed), siis teeme Euleri kol=-

manda asenduse (teise kuju)

w/4+x-xz=tx—2,

mjs annab
2
4t + 1 2t ¢+ t = 2 (4t + Dt
= = dx=-2—ﬁ-dt tx =
- (t< +) ’ t< +1
Jja seega

J

2 2
2 (2t€ ¢+ t = 2)(+° ¢+ D)4t ¢+ 1) at =
I (£ + 1)7(4t + 1E(LE + 1)

2
-2[2" =2 g,
£(t% + 1)

Edasl kasutame Ostrogradski meetodit ja saame

P -
= fz-'-;—: + 41nlt|- 21n(t® + 1) - arctan t + C.
kus t = (2 'H/‘l- +X - xa)/x.
Ulesanded

Easutades Euleri asendusi, leida jérgmised integraalid.



32’. | o ax 332.

—— dx
= (x ) ) 2+ ;2
328. I dx 333, Jx -Vx® +3x 42 ax

x+-\/xa+5x+2

329, f ax_ 334, I
X =X =1 (xz+21+3)—\/x2+21-|4

331, ( 336, [ ax
’x—xa-—‘\ x+1+w/x2+x+1

Rakendades sulgude. adrgitud Buleri asendusi integraalile

r_9x
N
t3estada jidrgmised valemid ja leida nende médramispiirkon-

nad X.
337, arcsin x = 2arctan ——————— (\f‘\ - ? = ix + 13

1 41 = x

338. arccos x = Zamtan\/;r—:_% (VH -2 = t(x +1))

339, arcsin x =§ - Zan:tan\[s'—;;—; (‘\I‘l - 12 = t(x + 1))

Zarctan\/;—*—— (‘\j‘l -x% = t(x = 1))

341, arcsin x = 2arccot 1s 1 X = tx - 1)

340, arccos X

342, Ndidata, et integraali

f dx
\/ax2+hx+o
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saab asendusega u = X + teisendada integraaliks

1 j du
lal c

A+ w
Niéidata, et kehtivad valemid

f—__ = arcsin — + C,
A

f =1n|u+-\/u2+l|+c,
A+ @

Leida integraalid, kasutades iilesandes 342 tuletatud

(1e)

valemeid.
343, (X 36, (—E
}w/xz 2x -1 j'\/2:2-61-»5
344, g—“‘— 347, [ —E——
-\j‘l + X = x2 3x - 2
345, ( ax 348, ! dx

JVaxP & bx - 3 -2x - 3x°
349% Tgestada, et iga n-astme poliinoomi P(x) korral

leiduvad iilimalt (n-1)-astme poliinoom Q(x) ja konstant
Ay il et kehtid v3rdus

( = Q(x)\/ax® + bx + ¢ *)(]\____;______ix__ a2

+bx + ¢ \/ax2+bx+c
Naide 23. Leida integraal

J = I‘\/“ - 4x - ledx,
kasutades iilesannetes 349 ja 342 tuletatud valemeid.

52



Lahendus. Et
Jd = I —1-Jx_i dx'
1 - 84X -
8iis valemi (17) tdttu viime kirjutada
= (Ax +B)\/1 PRIy gu SE—
4x - x2
Tundmatute kordajate miiiiramieeks diferentseerims saadud
vorduae mGlemaid pooli, saame
1= _#x_xz_'AxfB-‘I»
‘1-4:-:2 2\/1-4!-:
D

\h-#x-xa

kust
1 -4x-x2=A(1 -4x-x2) - (Ax + B)(2 + x) + D,
Edasi méérame kordajad A, B, ja C, paigutades arvutused
Jirgmiselt:
x2 -1

-A -4, A=12
x =4 = =fA = 20 =B, =B = -4 4 6A =-1, B = 13
x=0 1 A-2B+D=1/2-2+D, D = 5/2.
Seega esimeme valemitest (16) tdttu

(zx+1)-\/1-4x-x2 g

= (14-2)"\/1-4::-
z gjw/s-(”a)z
=%(x+2)\/1-4x-xa+2 amsinxé2+c=

V1 =4x =X

=53=



= 'er(x +2)V1 - 4x - x° + Sarcein %% ;'%4' C.

12 »canded.

Easutades iilesannetes 349 ja 342 tuletatud valemeid,
leida intezraalid.

ss0. (2 =32 356, (—EzE2tl gy

Vx2 - 2x + 5 Afx® s 2x+2
2

351, ( £37 :—Zm 357. 3-,/312-5x+1 dx

)*JB _
3

352, S 358, (-X_8X
'\/‘\ 422-12 ) f22 44

353, (=X 0K 359, [ —————oX 2.

\/x + 4x + 5 B --»sz-ux-7
2 a
354, (B2 63 ¢ X =64 550 (X dx

12+4x+3 ’-\/124»4:1-5

355. {-\fxa-zx-—'\ dx

361. Olgu P(x)-iilimalt n-astme poliinoom. Ndidata, et
asendusega px + q = 1/u saab integraali

( P(x) dx

(px + q)n"""\/ ax® + bx + ¢

teisendada kujule

( u) du

T \foe? ¢+ w
kus o , '3 ja 2 on konstandid, Q(u) - {ilimalt n-astme
poliinoom,

Leida jérgmised integraalid, kasutades i{ilesandeis
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361, 349 ja 342 antud seoseid.

362. ax 367. (x = 1) d_!
I:-\/xzq-x-o- j !'\/2x2-2x+
363, - S 368 | xdx
jx-\/xz-o-Z::-‘I J(x = 1)1 + 2x - x2
3
364, dx 369, (—(xZ +x-1)
g(1-1) x +x +1 (1—1)\/124-21-1
dx dx
365. — ] 370. —
S(a-»\/ux-xz j(x-1)’\/x2+21-4
2
366. S dx 37, [;/_x__zitﬁ dx
(x~|»‘|)3'\/x2 +2x - 3 (x - 1)

372, Olgu a £ O, Leida tingimus, mille korral integraal

2
(_Rx + gx + r ax

-\/ax‘ +bx + ¢

on algebraline funktsioon.

Leida jérgmised integraalid, kasutades asendusi (vt.
néaide 8).

X 4+4==U Vol X == =1v,
- m
373, [ 2= &= 377. r/‘_+_x_ ax
2 +1/x ex +1
2
374 (1—2-"'—1 —4—‘1}—- 378, (x=1 dax
‘T xc -1vx 41 )x+1'\/x2+x+1
2 _ 1 -
375 [ = 379. (XE=2
x/x o+ 3x° + 1 ; xP '\/:24-14-
576.5 (x + 1)ax



§ 6, Diferentsiaalbinoomi imtesreerimine

Diferentsiaalbinoomi integraal
}x"‘ (axP + b), ax
kujutab elementaarfunktsiooni kolmel juhul, nimelt kui

3"

on tédisarv, Nendel kolmel juhul saab diferentsiaalbinoomi

voi

integraali ratsionaliseerida.

1) Kui F on téisarv, siis saab integraali ratsio-~

naliseerida asendusega

U,

kus n on murdude < ja (3 iihina nimetaja.

2) Eui (o + 1)/F on téisarv, siis saab integraali
ratsionaliseerida asendusega

axﬁ +Db= u‘,

kus m on murru ) nimetaja.

3) Eui 3t (ot + ’l)//.l on tédisarv, siis saab integ-
raali ratsionaliseerida asendusega

A
&x- 4D .4 40x =B
<P

kus m on murru ) nimetaja.

EKui iikski arvudest J , (o + 1)//3 voi
¥+ (A + 1)//3 el ole téisarv, siis Tsebgsovi teoreemi
kohaselt diferentsiaalbinoomi integraal el kujuta elemen—

taarfunktsiooni.



Niide 24. Ratsionaliseerida integraal

x—a/xs + 1,
Labendus, Siin o =-1, [B=5ning J = -1/3, Bt
(ot + 1)//3 = 0, 8iis integraali J saab ratsionaliseerida

g=1

agendusega
xs+,1 =03.
Seega
5x4 dx = 5u2 du, dx = x'4 u2 dua,
ning

ST e

Néide 25. Leida integraal

- s ax
11\/: + 1
Lahendus. Siin o = = 11, /5 =4 ning [J = -1/2.
Bt

% 1. .3, 2, xo 3,
2

8iis integraall J sasb ratsionaliseerida asendusega

x £ -1, x07% =2,
x
Seega
—4x77 ax = 2u du, dx = - »  u du,

x4 + 1 = 14 02

ning

=57=



1./.4 2

__1 j 2 uda _ 1 {ada
27 Mx*

Et x :a -1, siis
—%S(ua - 1)2du = -%5014 - 20° + 1)du

oy
n

280 .1 s
-7 u(-s-—T + + U
Ning 15puks, asendades tagasi

I ¢4 /x* 41
x e

Jd =

4 4 2 (&
Vx* 41 (x' +1 2x” + ) 4|,
- - == C.
< 5x 3x
NHaide 26. Leida integraal

oL+ 1 2 d+1+31=_1'

A

8iis integraali J saab ratsionaliseerida asendusega

= rx'3+1=u3.

Beega
- 2 x Z dx = 3u2 du, dx = -4:z u2 du,

14&\/13:05 !5'
ning



;=_4(__=7Aﬁ_&.,_4jﬂ_ez_3_q

——
a x7/%

= =2u® + C.

Asendades u = A/ + 1 Bsaame
J = =2( \/x'B/q' + 12 4 ¢,
Ulesanded.

Leida integraalid.

3
380, )-\/x 1+ dx 390,

—
[=1]
1’4

7 VR(Vx + 1)2
dx

st [ —B— 391,
x(1 + '\/1)3 ) i/x—z‘(ﬁ\/x * 1)3
382, [ X r 3/x dx
?
383, jx52/(x3 + 12 ax 395, S :,2;",
ax
584 g; /3 398, [ —
8 (= 398, (/2 41«
x +1
3 £2
386, 1x0(1 +2x2) ©dx  39%. (
N
387, [—gE—— 397. (= ax
xq' x +1 _\/xa + 1
388, [ —— 398, ( x8 dx
’14\/12 + 1 .“ /XZ - 1
389. | 399, ( —3=
’ x2 (x° + 2)5/3 : S 2~/ + 1

[uau-=



ax
400. S—J——"r3 t1 M2, ;——-——-—(,____xz T
e "
oo, (Mot e (AEE
. (At e e ngg;d;/x)
404, 82/1(1 - ) ax a%6., f dx
R x~/ax + b
405, Sf\/‘l +¥x ax \/1 -
v, (¥ 2z,
206, SJQ +x* ax V=
407. 52/5: -0 ax a8, j 2 :2
1+
a08. Sx’-"\/x-"m iz 419, 5}4%;\/—‘?
209. xﬁ dx 420, x dx
| S
810, [ — a1, j r ax
’x’x/(x + 1) "\/‘1 -x°
an, f—:_,-—z‘ + 1 ax 422, j—i’E—

Leida integraalid, kasutadea diferentsimalbinocomi
Ja (Johtam 3) amaloogilisi asendusi.

423, I dx _ aza, I ax

Gt ey R/ 41 (52> +3)-2/4x375




Naidata, et jirgmised integraslid ei kujuta endast

elementaarfunktsioone.

425.[ © +1 ax 429,j——szldx
a26. [~ + 3 ax 430, ( —X4x
427.5'\/:5+2dx 451.{‘2*1“2‘1:

428, )x\/xz’ +4 ax 432, ( x* - ax

Milliseid tingimusi peavad tditma ratsionaalarvud r,
et Jédrgmised integraalid kujutaksid endast elementaar-

funktsioone?
433, j-\/xl‘ +1 ax 438, Sx'\/xr +1 ax
434, er}\/x2+xdx 439, Sxa-\/xr+6 ax
435, j x* (x - 2)ax 440. | 22 - 2)T ax
436, | x*\/x + 5 ax 481, x dx

S g = + )T
437, S /x? - 3 ax

§ 7. Irigonomestriliste funktsioonide
integreerimine
Integraali

IR(sin x, cos x)dx,
kus R(x,y) on ratsionaalne avaldis muutujate x ja y suhbtes,

saab vahemikus x ¢ (-7, 37 ) alati ratsionaliseerida asen-
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dussga

tar 5 = Ue
Sel korral )
1 - u
2 du - =
= 8in x = cos8 X 3
dx P +u’ 1+ 1 4+ u

Et selline asendus viib sagell véga komplitseeritnd arvu-
tustele, siis praktikas kasutatakse vdimaluse korral ka
jdrgmisi asendusi.
1) Kui R on paaritu sin x suhtes, s.t. kul
R(-sin x, cos x) = -R(s8in x, cos x),
slis kasutatakse asendust
co8 X = U.
2) Eui R on paaritu cos x suhtes, s.t. kui
R(®in x, -cos x) = -R(sin x, cos X),
siis kasutatakss assndust
8in x = u.
3) Kui R on paaris sin x ja cos x suhtes, s.t. kui
R(-sin x, =cos x) = R(sin x, cos x),

s8iis kasutatakse asendust

tan x

n
=1

voi
cot x = u.
Trigonomeetriliste avaldiste teisendamisel on eriti

olulised Jjérgmised valemid

ainax cosax =1 1 + cotax = _1._
q 8in x
1 + tanzx = —
co8s Xx cos x tan x = sin x

= 62-



cot x =

1 4cos x =2 cos® X
tan x =

coazx - sinzx = ¢co8 2x 1=co8x=2 ain2 5

2 8in x co8 X = 8in 2x

Néide 27. Leida integraal

J = s dx
5«4 8inx + 3 cos x

Lahendus, Siin on vdimalik integraali ratsionalisee-

rida ainult iildise asendusega

u = tan
Saame
J=—( 2 du =
(1 +ud)(5 -5 B0y 43 =
14+ 14+
( 2 du _=f du
J 5 ¢+ 5u2 -8u + 3% - Buz ’ u - 4u + 4
du 1 _ 1
=j 7:— +C = + C.
(u=-2) u-2 2 _ tan ;

Nidide 28. Leida integraal

7 = o8t x 4,
J gin x

Lahendus. Siin integraalialune funktsioon on paaritu
sin x suhtes. Seepédrast teeme asenduse
co8 X = U,
kust
-gin x dx = du,

du

s8in x
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Saega
2 2
J=-j-_!,-du=,(§z—“»1=j(1+-ﬁ_—1)du=

sin" x - a

1
ws g [Ggar- g5 da=

1 -
u+x lnla—:ﬁT’ +C =

1 cog x - 1
cos X + % 1n IEBE'E'?'W +C

sin® X

+C =

.
€08 X + = 1n

cos”

co8 X + lnItan §| + C.

Baide 29. Leida integraal

3 x
cos
2 ax .

1 + Bin? E

Lahendus, Siin integraslialune funktsioon on paaritu

cos 3 suhtes. Seepiirast teeme asenduse

sin ¥ = u.

kust
ax = -2.da
cos »
Seega
T s 2¢ 032 ( 1 02 ( 2
= =2 o dua = -ZI' 1 - ) du
14 0% J1 40 ;':';2

- =2(u - 2 arctan u) + C =



= =2 sin%q-ﬂ-arctansin%i»c.

Néaide 30. Lelda integraal

dx
g 4 - 3c08°x + 5sinex

Lahendus, Siin integraalialune funktsioon on paaris

8in x jJa cos x suhtes, Seepdrast teeme asenduse
tan x = n,
kust dx = coex du.

Seega secse 1 + v~ = 1/cu8™x tHttu

=1 cos x du __du
"4 - 3c037x + ssin‘x J memgpm = 3 4 5u
cos
du (du da__ _
;4(1*' i -3 +50 Jo 4+ )1+ Gul

= arctan 3u + C = arctan(3%an ») + C.
Naide 31. Lecida integraal

ax

J=!
) 14 tan x
Lahendus, Siin inkegraallialune funktsioon on paaris
sin x ja cos x suhtes. Zecpirazt tesms asonduse
tan x - u.
Seega
_ |’ e ___
J

7 - )’ cos® x du
{u + ’!)(ué + 1)

1+

Lahutades murru osamurdude sumwsks, saams

a -1
= - - ) da -
J zj(u 1 uz+‘l “




432,

443,

435,

446,

447,

439,

450,

451,

N i i NS

[ln|1 + tan x|

{lnla 41|-% 111(112 + 1) ¢+ arctan u] +C =

fln|1 + tan x|-% 1n(1 + tan®x) + x:] +C

+ lnjcos x|+ x] +C =

(x + Injcos x + sin x|) +C .

Blesanded.

Leida integraslid.

}‘, sinax cosgx dx

| cog’2x sin 2x dx

.

j sin’2x dx

|
/ cos x

852, | —
J 08°X
493 I coa”’x
454,
2 Icos x
455. dx
s 8inx
356 { cos3x
’ ) s:l.nsx
457, j —_—
2in x ¢08 X
458, Jcotq'x dx

459. | tan’x dx
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469,

470.

471,

472,

473,

474,

)

g
|
|
!

{
)

(

J

{

)

|

(

]

1
7

|

dx
(2 4+ cos x)8in x

cos X
(1 - ¢c08 X)

G+ sin x)cos x

sinx-(ainx+5

tan x cog 2x

4

4
co8’x # 8in’X 4o

cos 2x

dx
5 = 3¢co8 X

41 4+ tan x
sin 2x

X
S + 48in x

sin 2x - 28in x

sinax —

1 - tan X

gin x - co8 X

ax
sin x + tar‘x

475.

476,

477.

478,

479.

480

481,

485,

486,

487.

S
J
f

(

Fl

1+ainx+cosx

4+tanx+4rotx

ten x dx
1+tanx+"an'x

go3 X # 33in X 4o
sin 2x

dx

(
J1 ¢ Bccsg

f__

éx

)251nx+cesx+5

(

J

—

J

S
J
F

dx o
2sin x = cos x + 5

coS X 4+ 8in X

dx

7co8 X - 48inp x + 8

ax
5cosax + 381112
dx
= 2.
8in x+Zsinxcosx-cos“x



482, { ax ag1, (_cos x - 3sinX — dx
) 8in“x - %8in x cca X J4 ~cos x +3 81w X
( co8 2x dx 492. ( ax
J cos x + 8in x 7 4 ¢ tan x

490. ( ax 295. {__8in 2x
71 + 8in x Jcns x ¥+ 8ln x

Integraalide

)sin mx sin nx dx, )cos Rx ccs nx dx, fsin mx sin nx dx
leidmisel kasutatakse valemeid

sin a sin b = %[cos(a - b) = cos(a + b)] ’

cos & cos b = %Icos(a b) + cos(a + b)] ,

sir a cos o

%fsin(a b) + sin(a b)] R
sin a + 8in b - 2 8in & % .- cos —p—,
cos d ces b =~ 2 zcs cos
cog & — ¢e8 b = =2 8in —A—~ 3in = w ~—,

N5ide 32. Leida integrasl

J = ) cof ¥ cos8“3x dx. -
Lahendus,
ul . i
J = Bjcos (" =+ cos 6x)dx =
1 X
=% sin x + -2Jcos X CO# 6X UX.
Médrame a ja b nii, et oleks
&+

r‘h = ©X,

a—b_x
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Liites Jja lahuntades neid vordusi, saame vastavalt

a=7% ja b - 5x.

Seeg&
T = sin x + 5" 8 7 [~
¢ z 1;. (co X + Co8 )x) dx =

=-§sinx’4—£~gsin7x+éasin5x+0=

a———+-‘-iq":565£+ + C.

Ulesanded.
Leida integraalid.

494,

cos x sin 3x dx 503. sinwt +y) dt

495, | sin %x cos x dx 504% . cor 2x ¢os 3x dx

sinZBx dx

0
&
b
W

——— SN S
(s}
Q0
&
Xl

496, 8 2x coz X dx 505,

£

497. i ¥ sin 2x #in 3x dx

[+ ]
-]

2x 8ir 5x dx S o (
( coe 2x sinZSx dx

499, | sin 10x sip 15x 4x 5C8., ) sin z sin sin 3 dx

cos 3 cos w dx 509. | sin *x ces“ax dx

510. | cos” 2x cos?ax dx
501, |} sin 3 cos 7- dx . . 5
511. | 8in“2x cos”3x dx

502. cos(ax+b) cos(ax-b) dx

I
f asm
feo
J
498. [sin 3x cos Sx ax  507.
Jor
f
J
5

512. TGestada, ot juhul aZ + bZ £ O vOib isida sellised
konstandid A ja B, ot kehtib valen
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kue o - acns X + b 8in x.

Leida integraalid.

sin X = co8 x = 3c08 X sin X
. ,(sin"'i_f!cﬁ x & 515. S t5o6 % # 28in x &
gx - 2coe x + 38in x
514‘5;{- &D. X 516'g3co:x+9snxd

517. TEextede, et juhai 8% + b2 £ O voib leida konme-

taadid 4, B j&« C aif, et kehtib veism

K 7
ncoax+ugsinx+r°A+Bu +%’

kus u - aces x + b ainx ¢+ Ce

Leide integraalid.

s, (B=sinz 4 522, f-8inx dx
' 2 ¢ coa x . /1 = gin x
519, (2t ee8 X a5 523, (__cos x + 28ip x ax
3 + 28in x }Qcoaxfisinx-a
520. (coe X ax 524, jsin X & 2008 X = 3 4
71 4+ zo8 x sin x = 2z08 x + 3
521, ) 3im x 4dx 525, (__(cos = ¢5) d&x
cos X + 8in x + 2' J 2co8 x - 38in X + &
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II.  XARATUD INTEGRAAL

§ 1. Mddratud jintegraali mciste olemesolu

Olgu funktsioon £(x) antud 15igus [a,b], kus a<b.
Jaotame 1digu [a,b] mingil viisil n osaks puaktldega
8 = Xo<Xq< eco <X 4<X, =L
ning igas tekkinud os2ldigus
ey = | 1» Xy (k= 1,2;00c,n)

valime vabalt punkti & e e, Ja moodustame summs
n

kus
‘I'\xk = xk - xk_.‘.
Supmat { nimetatakse funktsiooni £(x) (Riemanni) integ-

realsumnaks 13igus (a,b]. Olgu

A= BmAEX Ax
kg %

Arvu J pimetatzkse integraalsumma G piirvédrtuseks
protsessis A -» O, kul iga arva &> O korral leidub srv

d > 0, et kehtib
L]' -6 I <&
niipea kni A<d , s5ltumata 15igu [&,b] jsotamisvii-
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gsist ja punktide valikast, ja kirjutatakse

J - 1lim .
A =0

Zai sp olemas piirvéArtus J , siis fumnktsinord £(x)
nimetatukse integreeruvaks ltigus [a,b] Jja piirvadrtast J
pimetatakse funktsiooni £(x) médratud integraaliks (ehk

Piemanci iuvtegraaliks) 10%3&3 [a,b] ja kirjutatakse

1

J = ) £(x) ax,

Sesivurss arva a nimaetatakae integraali alumiseks ra-
jaks ja arva b Ulemieeks rajaks. Lolku [a,b] nimetatakee
integraerinisi5iguks.

Fronutsiooni £(x) integreeruvuseks 1l3igus I_a,b] on tar-
vilik ?mmktsiooni T(x) tokestatus selles 1digus.,

Olgu £(z) tdkestatud 15igus [a,b]. Tahistame

= sup £(x), B, = inf £(x).
x€ e X o,
Semmasid
u D_
- ¥_AXx 5 — m,. AX
k= EE ] k

nimetatakse vastavalt Darboux' iilemsummaks ja alsmsummaks.

Léigu [—a,bﬂ sara jaotusviisi puhul kentivad vorratused
B< G < S,

Arva J nimetatakse Darboux' {ilemsumma S piirvddr=
taseke protsessis 7 —» O, kul ige arve £ > 0 korral
leidub arv d > O, st kehtib vorratns

s -8|l<g ,

niipea kui acd » s0ltumate 15igu [a,bJ jactamisviisist,

Pl



Ja kirjutatakse

J = lim S.
A==0

Analoogiliselt defineeritakse Darboux’ alamsumma s
piirvéddrtus protsessis A —= o.

Kui funktsioon £(x) on integreeruv 1l3igus [E,b] , 8iis
kehtivad vordused

b
J f(x) dx = 1im S = lim 8 .
2 A-=0 A==0

Loigus [a,b] tGkestatud funktsioon on integreeruv sel-
les 13igus parajasti siis, kui

1 - = 0.
A_i:o(S 8) =0 (&)

'].‘ialhist:adesmk = Mk - m, Volme viimase tingimuse esitada
kujul n

lim ZA wkdxk = 0. (10-)
A ok

Kehtivad jédrgmised teoreemids

I. Loigus [a,b] pidev funktsioon £(x) on integreeruv
selles 1Gigus.

II. Loigus [a,b] tokestatud monotoonne funktsioon
£(x) on integreeruv selles 1l3igus.

III. Kui 15igus [a,b] tGkestatud funktsioonil £(x)
on 15plik arv katkevuspunkte selles 13igus, siis f(x) on
integreeruv selles 1ldigus [a,b] .

Mddratud integraali mdoiste laiendatakse ka juhtude-

le a=b ;]iirgmistg vordustega:

a

£(x) dx = -j £(x) dx,
a b
_75_



a
Lf(x) dx = O.

Haide 1. Kasutades miiiratud integraali definitsiooni

arvutada integraal
4

Lahendus Bt funktsioon £(x) = 2 + x on pidev ldigus
[—1 ,4] » 8iis teoreemi I t3ttu on £(x) integreeruv selles
15igus. Et antud juhul on ette teada piirvddrtuse J ole-
masolu, siis tema arvutamist voime taandada jada piirvaar-
tuse leidmisele, valides sobivalt punktid x Ja ; See-
pérast jaotame integreerimisldigu [-1,4l vordseks n osaks

punktidega
X =X, 4+ kAx,k =-1 4+ kAxk,
kus
ning valime
8iis
n
5+ (D2 n=5+3 (-
Ssega

;T



(2+x)dx=11nl_5+3}(1+1)1=5+‘ = 17,5

D=t 00

Leerp

Héide 2. Lahtudes midratud integraali definitsioo-

niet, arvutada integraal
ax .
174 ;2
Lahendus. Et £(x) = 1/x° on pidev 15igus [1/4,2],
siia teoreemi I jargli integraal J on olemas., Jaotades sel-
le 13ign osadeks o. suvaliste punktidega

1/4 = x°<X1< cee xn_1<xn = 2,
voime valida seet X _41& Xy q X<

Siie o n n

N&ide 3., Veenduda, et funktsioon

Ef— kui X¢ —_—
£(x) =
1, kui x =1,
kus k = 1,2,..., On integreeruv 1lgigus [0,1] ja arvutada
1
7= jr(x) ax.
o

Lahendus. Vaadeldaval funktsioonil f£(x) on kiill 15p-
matu hulk katkevuspunkte, kuid ta on tGkestatud ja mono-
toonselt kasvav loigus [0,1]. Seega teoreemi II pchjal on

ta integreeruv selles 16igus.
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Integraali J arvutamiseks jaotame integreerimisldigu
n osaks, valides jaotuspunktideks jérgmised f£(x) katke=

vuspunktid:

1 -1 -1 .
0, E'k 9oy = o

Saame osalgigud
~ 1 k -
S R | SN

’n-‘l"'[H’ — °n=Ln;1' ‘1]'

Moodustame integraalsumma suvaliste punktide %ke ey

korral
n n=1
(:ér( Axk=§,f( (g% - +
+ r(§19(1 = TE-éLTTE + 0(1) 7=

n-1 n-1

= o TEFTETDy * o) = 2t - ) ¢ o=

=3 =757 * oM.
Seega

Jd = 11!6:2-

D—o~ 0o
Nédide 4, Néidata, et funktsioon

12, kui x on ratsionaalne,

f(x) =
-1, kui x on irratsionaalne
ei ole integreeruv iideski 15igus [a,b].
Lahendus, Jaotame l5igu [a,b] osadeks e, ratsionaal-

sete punktidega
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a=x°<11<...< o-o(xn=bo

Et igas osalGigus ey leidub nii ratsionaalseid kui ka ir-
ratsionaalseid punkte, siis m = -1 ja = nax{xi_.‘ ,xi}
ning wy =N - m =M+ 1>1, Jérelikult

n n
S-a:Zl+1Ax>ZAx =b - a
k:‘l(k ) k k=1 hd ’

seega vaadeldaval juhul tingimus (1) ei ole tédidetud, mis
iitleb, et £(x) pole integreeruv 13igus [a,b].
{llesanded.

Lédhtudes Riemanni integraali definitsioonist arvu-
tada jédrgmised integraalid.

b

526. S x dx. 531% S x* dx, « £ -1,
a o

527. f x2ax. 532. S
2 1
3 11/2

528, | eXax. 533* ) sinxax.
0 [+
10 n

529 S 2Xax. 534, g sin x dx.
1 ]

530% dx.

1
Niéidata, et jiérgmised funktsioonid on integreeruvad
15igus [0,1].

535, P£(X) = =—— . 536. f(x) = [m]-
1]

=P =



537 (E%’ kui ZCI_]_ e 5 E) » k= 1.2,...,
£(x) = {

1 21, kui x =1

]

538%  £(x) = egn (ein &)

539% 1. [1]. kul x 4 O,

f(x)afx x
0

10, kul x
T3estada, et Jjidrgmised funktsioonid ei ole integree-
ruvad 13igus [0,1].

540, x) 2, kul x on ratsionaalne,
£(x) =
-1, kul x on irratsionaalne.
541, 15, kul x on ratsionaalne,
£(x) =
2, kul x on irratsionaalne.
5425 (1, kul x on ratsionaalne,
£(x) =
x, kul x on irratsionaalne.
543, - (1/2, kul x on ratsionaalne.
£(x) =

2x, kui x on irratsionaalnes,

Nédide 5. Lédhtudes middratud integraali definitsioonist

arvutada piirvddrtus

lugedes, et 1
s ln x dx = -1,
o
Lahendus.

= -
1ln An =z lnn! - 1lnn =
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n 11-1n2+...+1nn)-lnn
Jaotame 15igu [0,1] punktidega
xt n (k =1,2,.--.n)

n virdeeks osaks. Siis Ax, = 1/n, ning valides

=xk.
saame
62, Sk 13
= 1n X, == ln= = ln k= nlnn) =
k= ;.. LI n(k='l )
A
= - Ink=1lnn=1n A_.
nt% n
Seega

limln A = lim

N==> 0 Ne~=s 0©

l‘n!dx=-1.

]
O =2

Et logaritmfunktsioon on pidev oma midramispiirkonnas,
siis
lim 1n ‘n =1ln 1im A

D00 D—soo B
ja seega
=1
limA_ =60 .
D= 00 n
Ulesanded.

Esitada jédrgmiste jadade [An} piirvddrtused midratud
integraali abil, vaadeldes 4 sobivalt valitud funktsioo-
ni integraaleummana l3igus [0,1].

54‘6. An = ; Py 5
kA k= 4n° = k

a 1
— - 5470 4
k=1n° + k° no= kZJ‘ c:os2 Tk




Arvutada jérgmiste jadade {Ap} piirvidrtused miératud
integraali abil, kasutades iilesannete 527-532 vastuseid
ning vaadeldes A, sobivalt valitod funktsiooni integraal-

summana mingis 1Gigus.

> -

548, A_ = % 2: exp %E 550, A

n k=1 k=n+1
589, A_ = > k" 551. A =+ 2, gin X7
n k=1 n k=1

§ 2. Integreeruvate fuaktsioonide omadused

I. Aditiivsus. Kehtib vordus

b c b
) f(x) dx = S f(x) dx + I g(x) dx,
a a c

kus juures integraalide olemasolust paremal jéreldub inte-
graall olemasolu vasakul, ja vastupidi, kui c e |_a,b], siis
integraali olemasolust vasakul Jéreldub mGlema integraa-

1i olemasolu paremal.

Jareldus. Kui £(x) on integreeruv 1digus ra,b] siis
on ta integreeruv ka igas osaldigus [c,d] C [a,b] .

II. Lineaarsus. Kul funktsioonid f(x) ja g(x) on integ-
reeruvad 13igus [a,b], siis mistahes konstantide o ja /3
korral funktsioon oL f(x) + p g(x) on samuti integreeruv

15igus |a,b] ja kehtib vordus
b

g(x)ax.

© ~—g

b
[ g + peo]ax = o | £e0ax +
- a

a

Jéreldused: 1) Kui funktsioon f£(x) on integreeruv 13i-
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gus [a,b] ning o = const, siis
b b
j o«£(x) dx = o f £(x) dx,
a a
s.t. konstantse teguri vGib tuua integraali mirgl alt integ-

raall mérgi ette;

2) kui funktsioonid £(x) ja g(x) on integreeruvad 15i-
gus [a,b] slis
b

f[f(x) + g(x)_ldx = ff(x) dx +‘f g(x) dx,
a a a

s.t. summa (vahe) integraal vdrdub liidetavate integraali-
de summaga (vastavalt vahega).

III. Korrutise integreeruvus. Ldigus [a,b] integreeru-
vate funktsioonide f£(x) ja g(x) korrutis £(x)g(x) on integ-
reeruv 1digus [a.b].

IV. Monotoonsus. Kui 13igus [a,b], kus a<b, integree-
ruvad funktsioonid £(x) ja g(x) rahuldavad vGrratust

£(x) s&(x),

siis b

b
s £(x) dx € s g(x) dx.
a a

Jarelduss kui £(x) =0 (vastavalt £(x)<0) ning a<b,
siis b b
( £(x) x>0 (vastavalt [£(x) dx<0).
a a

V. Absoluutne integreeruvus. Loigus [a,b] integreeruva

funktsiooni f(x) absoluutvddrtus If(x)I on integreeruv 15i-

gus [a,b], kusjuures juhul a<b kehtib vdrratus

-81=



b b |
< dx.
j £(x) dx sa |£(x) x

a

VI. Miaratud integraali esimene keskvidrtustooreem.

Olgu funktsioonid £(x) ja g(x) integreeruvad 15igus
X = [a,b] ning

m = inf £(x), M =sup £(x),
xeX xeX

Eui g(x) sdilitab mirki 15igus X, siis leidub arv/.o, ’

mis rahuldab virratust

)
et kehtib vordus
b b
I £(x) g(x) dx = f g(x) ax.
a a

Jéreldused: 1., Kui funktsioon £(x) on integreeruv
15igus [a,b], siis leidub arv X mis rahuldab vrratust
(2), et kehtib vordus

b
f(x) dx = (b - l)o
| Ve

2. Kul 13igus [a,b] funktsioon £(x) on pidev, funkt-
sioon g(x) aga integreeruv ja séilitab adrki, siis leidumb
arv F € [a,b], et

b b
[ £(x) g ax = £(¥) [ g(x) dx.
a a

3. Kol funktsioon on pidev 15igus [a,b], siis leidud
arv ;e [asb], et N
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5 £(x) ax = £(E)(® - a). (3)
a

Ulesanded.

552. Olgw f£(x)g g(x) pidevad funktsioenid 15igus [a,b],
kus a<b, Tdestade, et kul £(x)< g(x) mingis vahemikus
(cyd) c [a,b], eiis

b b
j £(x) ax < | g(x) dx.
a a

Jédrgmisl irntegraale arvutamata otsustada, kas nad on

positiivsed v3i negatiivsed.

553, e Xax, 556, | X cos x ax.
) =1
. I x2e¥ax, 557. j ﬁgi‘i—x
3 -8
4 o
555. ( x cos8 x dx,. 558, j ar_c;gg_x dax.
2 =1/2

Jérgmisi integraale arvutamata teha kindlaks millist

mérki nad on ja kumb kahest integraalist on suurem.

1 1 5 x/2 /2
559. 5 x dx, s x"dx 562, 5 sin%x dx, I sin’x ax
[ o o °
2 x x2
560, x dx, I x“dx 563, j e~ dx, j e~ dx
o 0
n/2 x/2
561, I sin x ([ xax
o o

-83-



S6&.

565.

566,

567,

568.

569.

570.

571.

572.

573.

Jn i3
cos x dx, ) cosax dx

/2 J/2

( 1n x dx, lnjx dx
1/e 1e

1 1

('V‘I + 12 dx, j x dx

[+] o

1 1

s xzsinax dx, s xsinzx dx
° o

a 2n

j e~%cosx ax, j e~Xcos?x ax
o ]

) 2

j x sin x dx, S x 8in x dx
o .0

Naide 6. Eeskviddrtusteoreemi abil hinnata integraal

J f x dx
- A Iz x°

Lahendus. Leiame integreeritava funktsiooni
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£ = 3
rajad m ja M, mille vahel asub arv /u. vorratuses (2). Bt
£(x) on pidev integreerimisldigus X =(2,4], siis m ja M
on funktsiooni f(x) globaalsed ekstreemumid. Viimaste

leidmiseks arvutame tuletise

£ (x)

kust saame £(x) ainukese kriitilise punkti x = e. Seega
£(x) globaalsed ekstreemumid voivad olla vaid punktides
X=e,x=2 jJax=4, Bt

£(e)

e = 2,718---. f(2) = f(“) = = 2,88.--.
siis

m = min £(x) = e, M = max £(x) = 5‘2‘2.
xeX x€X

Arvestades vorratust (2), voime jidrelduse 1 pdhjal kirju-
tada
e(4 -2)<sJ 4 - 2)
ehk
5,43 < J < 5,78.
Ulesandes 552 antud vidite pghjal kehtib range vdrra-
tus tegelikult mGlemas viimases avaldises.

Nédide 7. Hinnata integraal
Vz

J = ( x arctan x dx.
g
Lahendus., Integreeritav funktsioon

¢Y(x) = x arctan x
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on kahe kzs:ava funktsioonl korrutis. Ssegz on ¥ (x)

kagvav niag

kust keskviddrtusteoreemi jidrelduse 1 pdhjal saame

oS <J
6/3V/3 335
ehk

Vahetult keskvadrtuateorcemist saame kdesoleval juhul pa-
rema hinnangu. Vdtame £(x) = arctan x ja g(x) = x. Siis
(vt. iilesanne 525)

Vi ey

| g(x) dx = f x dx = 3.

W A3

Seega virratuse

%sr(x)sg

tdttu saame keskvddrtusteoreemist, et
Siin alumine t3ke on suurem eelmisest ja dlemine tdke viik-

sem eelmisest. Eokkuvittes saame seega

Fecreil.

flesanded.

Easutades keskvddrtusteoreemi Jdreldusi hinnata in-
tegraalid.




2 1
574, j oxp(xz -x) dx 579. S\/1 x“' ax
o ()
e n/2
575. [ Pexp(=?) ax 50, | BT ax
1/e /8
n/4 - 100
PR =X
576, | xvtan x dx sg1, |
7/6 °

/2 Var

577. ( V2 + sinz; dx 582. ( cos x° dx
o r
V3 v g
578. ( x arccot x dx
e
Arvestades iilesannete 526 - 533 vastuseid, leida arv

5 nii, et antud miiratud integraali puhul kehtiks valem(3X

583 j x ax 586. z x> ax
584, ( x2 ax 567. | —

2 1

3 n/2
585. I exdx 588. 2 sin x dx
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§ 3, Midratud integraal raija nonina

Kui funktsioon £(t) on integreeruv 1Gigus [a.b], siis
funktsioon ¥
&(x) = ) £(t) dt

Y
on pidev selles ldigus.

Kui 15igus ra,b] integreeruv funktsioon £(t) on pi-
dev kohal t = x, siis funktsioon G(x) on diferentseeruv

kobal x, kusjuures
- G(x) = f(x).

Naide 8. Arvutada funktsiooni

exp x°
- ( t dt
J = In"¢
£2

tuletis vahemikus X = (1, o),

Lahendus. Funktsioon t/1ln ¢ on kiikjal vahemikus X
pidev. Middratud integraali aditiivsuse omaduse pGhjal on
mistabes arvu a €X puhul

a exp x’ exp x~ x°
T T T TR
x° a a a

Liitfunktsiooni diferentseerimise reegli kohaselt on

©__x a.2_

¥y = _d-‘ -
ln exp x° dx ln x dx

=£05513223x2_ x2 2x = 3exp 2
2 1ln|x| x

I
ul“‘



Ulesanded.

Leida jérgmiste funktsioonide tuletised kohal x.
p 4

2x
589, y = I dat 594. ¥y = S lnzt at
oyl +t + ¢ x
5904 sin t 595. 3 = j sin t2at
o ‘5
, , 10
59. ¥ = s\/'l + 62 at 596. 3y = S cos t dt
2
C0o8 X
592, y = g 597, y = cos- ITt2)at
x2 8in x
x 3
593.y=§1—:-; at s98. y= | =S

:Z‘J‘l + &

599, Leida tuletis ilmutamata funktsioonis%

Sexp tzdt + S cos tzdt = 3,

Leida parumeetrilisel kujul antud funktsioonide tu-

letised. e
x=XTxTz,dz x=Szlnzdz
eoo( 2 601. 1
t 5 1
y=sezdz )y:gzzlnzdz
3

Leida funktsiooni H(x) tuletis mirgitud punktides

x =a jax=Db,
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[}
3
jJ1 +t2at, a=2, b="V2&H

x
x2
603, H(x) = s dt, a=0, b=\3
x
vx
604, H(x) = { cos tzdt, a=1, b= J/2
1/x

Leida funktsioonide teist jérku tuletised.

605% y = T [t - 2t _+2) gt 608, y

) zsin Z 3z

t< + 7
2
1 - A\Ia.“' .
606. y = I 609. y = | zV* az
x° 1
20 . x
607. 3 = j sint dt 610. y j(t #)Sin T 4
x 0
Leida funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.
x
| gin 2
611, y = S - du 612, 3 = S——dz
| (IE‘E ;;;;) Z
2 [+)
613, y = Y t(2 - t) exp(t? - t) at
=3
x
614, y = s et(% - arctan t) dt
=1
x
615. y = f (1 + 1o wu' Y au
0,1
* .2
616. y = s e* (tl-x5 - 5) dx
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Leive funktsioonide kumerus- ja njgususpiirkonnad ning

kddnupunktid.
617. j 619. f-3/t5 - 3t2 + 8 at
2 -
x2 1 e*
618. i weV® gy 620. (-5\/(1 - 1n22)2 a4z
0,5

621. Olgu £(x)> 0 ja pidev hulgal X = [0, 00), Toesta-

? t£(t)de
H(x) =

x
j £(t)at
o

on kasvav hulgal X.

Leida jédrgmised piirvddrtused.
x

622. 1im & [ cos t2dt  e24. lim o+ (51+‘ dx

X—e 0 o U= 0 O
1 ( -2 1 ( 2
623, lim 1oz S e dx 625, 1lim =—w ( sin tSdt
Z—e O o x—= 0 X

sin x /tan x
626, 1lim j\/tan t dt S sin t dt
X—= 04+ O /

§ 4, Madratud integraali arvutamine

Kuli 13igus [a,b] integreeruval funktsioonil f£/x) on
olemas algfunktsioon F(x) 1l3igus [a,b], siis kehtib Newton-

Leibnizi valem
b
f£(x)dx = F(b) - F(a).

A=



Arvutustes on otstarbekohane téhistada viimases vale-

F(b) - F(a) = F(x)

siis saab Newton - Leibnizi valem kuju

b b
g £(x)dx = F(x) | . (4)
a a

Kui 1oigus [a,b], kus a<b integreeruval funktsioonil

on olemas algfunktsioon F(x) vaid vahemikus (a,b), siis
b

j £(x)dx = F(b=) - F(a+)

ehk lihidalt

b=
S £(x)dx = F(x) )
a+
Néide 9. Arvutada
/2
J = j (Jx =+ sin x)ax.
=

Lahendus, Madratud integraali lineaarsuse omaduse pGh-

jal voime kirjutada
/2 /2

J=| lx - Kldx + | 8in x dx .
= -7

Et avaldis |x - 77/4| on vahemikus (-77,77/4) negatiiv-
ne, vahemikus (Jr/4, 371 /2) aga positiivne, siis

[x - T/4, kul xe(TW/4, 7w/2),

LT =X, kui xe (=71, 7/4),
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Seega aditiivsuse omaduse pghjal

/4 /2 /2
J=5(ﬂ--x)d1+ I(x--j—)dx+ [ sin x ax.
-7 /4 =TT

Kasutades Newton = Leibnizi valemit (4), saame iga integ=-

raali korral

) n/4 /2 n/2
I =(F=x - 3 - cos x
n/4 -
2 2 2 2 2 2 2 2
DI, N SOURE S P Al |
s 32 T - T T - - G5 e
- cos § + cos(=7) = -1

Ndide 10. Arvutadz integraal

172
dx.

cy

1]
—
%o
[ S |

/n
Lahendus, Funktsioon [2/x] on tkestatud 15igus
[ﬂ/:n ’ 1/2] ja on katkev vaid punktides x = 1/3 ja x = 2/5
Jéarelikult teoreemi III § 1 pohjal integraal J eksisteerib

Aditiivsuse omaduse pdhjal vdime kirjutada
1/3 2/5 1/2
= S [%]dx + ; [;2:- ax + I [’—zc]dx.
1/n 173 2/5
Et vahemikes [/ , /3], (V/3, 2/5] ja (2/5, 1/2] funkt-
sioon [Z/x] on vdordne vastavalt arvudega 6,5 ja 4, siis

nendes poolldikudes funktsiooni [2/x] algfunktsioonid on

vastavalt 6x, 5x ja 4x. Valemi (5) pohjal saame siis
1/3 2/5 172
J = 6x + 5x + 4x
1/ 1/3+ 2/5+



=6(§-1—) +5(-§-§) +4(%-2‘ =a.i13-—6-.
Ulesanded.

Kasutades valemeid (4) ja (5), ervutada Jdrgmised

integraalid.
\ 2 -]
627, | (x2 - 2x + 3)ax 636. j dx

8

b
628, | @2 + A/@)ax 637. {ein® % ax
[ 37
4 2
629, \ 1_.5_1 ax 638, { 3’1_1251_"‘_1 ax
1 p 4 _ﬂ/4 x< + 1
-ﬁ /2
630, __zg_x_ 639, cos x dx
o X =1
n/4
631. es0, | 9x
n/6 Wx?
AN /4
632, [ — 641, -
o V1-x° I x© +1
n/4 3 4 >
633, (2 + tan x)dx 642, ——————=*t3 ax
-N/4 2 x -1
ln 3 1
634, ( . 643, I ch x dx
14 2 ch x A
1
dx
635. —
5) 1 ¢+x

Eui integreerimisldik on siimmeetriline nullpunkti sub-
tes, nditeks 13ik [-a,a], siis

Yl



S £(x)dx = 0,
-8

kui £(x) on paaritu, ning

a a
j fGx)ax = 2 s £(x)ax,
-8 [+]

kui £(x) on paarisfunktsioon.

Néide 11, Arvutada

ar
J = j (sinax + tan x)dx.
=

Lahendus., Et tan x on paaritu, sinzx on paarisfunkt-

n, siis
n b1 r

J = ( sinzx ax + | tan x ax = 2 ( sinzx dx =
=7 =7 o
b4

( (1 = cos 2x)dx = 7 - %sin 2x

=77 »

Ulesanded,

Arvutada integraalid

1 e
o j ~ax 5 647, 5 1n(x +-\/‘| + x2)dx
A+ x2 ~e
. 2
645. [ sin® ¥ ax 648, f (x? + x* + 1557 + 4)ax
_JJ'( -2
2 1/2
646, [ sindx ax 6494 I 1n — dx
2 iy
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Eul funktsioonidel u = u(x) ja v = v(x) on 1ldigus
[h,b] olemas integreeruvad tuletised, siis kehtib maaratud

integraall ositi integreerimise valem

f u dv - uv - 5 v du. (6)

Naide 12. Arvutada integraal
1

J = E x2ex dx .
o}

Lahendus, Ositi integreerimise valemi (6) rakendami-
seks votame u = x2, dv = e"dx, siis du = 2x dx ja v = eX.
Seega valemi (6) pdhjal on

g 1ph§
7 = x2e% - j 2xe®ax = e - 2 ) xe dx.
o <} o
Paremal oleva integraali arvutamiseks rakendame veel kord
0siti integreerimise valemit (6), vottes u = x, dv = eXax,

Siis du = dx, v = eX ja valemi (6) pdhjal

xe dx = xe

- g edx =e = ¢ } =1,
o °

Seega
J =e -2,
Eui vdhemalt iiks funktsioonidest u v6i v pole mddratud
integreerimisldigu otspunktides a ja b, kus a<b, siis
midratud integraali ositi integreerimise valem (6 ) esitub

kujul

b
S udv = uv - S v du. ©))
a+ a



Integraalide
b
J = I Pn(x) £(x)dx
¥

arvutamisel, kus Pn(x) on n-astme poliinoom ja £(x) on iiks
funktsioonidest a**, sin «x, cos «x, S8h «x v3i ch «x

tuleb valemis (6) vstta

u = Pn(x), dv = £(x)dx

Tulemuseks saame uue integraali
b
) Poa (x)£(x)ax,
a

kus P,_4(x) on juba (n-1)-astme poliinoom. Kui Poq(x) £
# const, siis tuleb veel kord rakendada valemit (6). See~
g8 integraali J arvutamiseks on vaja valemit (6) jéarjest
rakendada n korda. Niisugustel juhtudel on sobiv kasutada

nn, lildistatud ositi integreerimise valemit

n=1
s uv(n)dx = Zi; (-1)kn(k)v(n_1_k) +
a k=0 a

b
+ (=18 f u(n)vdx,
a

mis kehtib, nditeks, kui funktsioonidel u = u(x) ja

v = v(x) on 15igus [a,b] olemas pidevad n-jérku tuletised
u® o @ (x) ja @ 2 v ®(x).

Jlesanded.

Arvutada integraalid, kasutades ositi integreerimist.
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J 1

650. (x ein x ax 654. ‘ x e Xax
-J7 o]
1/2 1

651, [ arcsin x dx 655% I x 1n x dx
o o
3 ks

652. | 1n(x + 3)dx 656. S xzcos x dx
o [
1 7/2

653. f x arctan x dx 657% S eXsin x dx
o (-}

Eui funktsioonil £(x) on olemas algfunktsioon 1lGigus
[a,b] ja x = p (u) on mingis 15igus [«,8] diferentseeruv
funktsioon, mille védrtused kuuluvad 1l5iku [a,b], kusjuu=

ree Y(o) = a, = b, siis kehtib valem

p——c

é
£(x) ax = jf[ip(u)] @' (u)du, (8)
-8
eeldusel, et integraalid mGlemal pool eksisteerivad.
Ndide 13. Arvutada
J =? —— dx.
x

2
Lahendus, Teeme muutuja vahetuse

X = 2/8in u.
Vana muutuja x rajade a =2 ja b = 4 asemel saame vGrran-
ditest 2 = 2/sin u ja 4 = 2/sin u vastavalt muutuja u
uuteks rajadeks arvud e =37/2 ja ( =3/6. Et l5igus
[77/2, 71/6] on funktsioon x = 2/sin u pidevalt diferent-
seeruv ja tema védrtused x kuuluvad 15iku [2,4], siis on

see muutuja vahetus lubatud. Seega
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Ae _ =2C08 U \/ 2
-__'z—'du X =4 = 4 =
8in®u '

= 'gﬁn_ﬂ'l"“ a|= 2|cot u

n/2
du = -} ( cosau 8in u du=
/6
/2

— [ -

/6 /6

Vorreldes valewit (8) méddramata integraali muutujats

vahetuse valemiga, nideme, et miédratud integraali arvutami-
sel pole vaja tagasy minna vanale muutujale x pidrast fank-
siooni £ [p(u)] ¢'(u) algfunktsiooni F [{ (u)] leidmist 15i-
gus [a,p] 4 kus F(x) on funktsiooni £(x) algfunktsioon
13igus [a,b]. Kui valemis (8) paremal oleva integraali
arvutamisel Newton - Leibnizi valemi abil on raske lsida
rajasid o ja p o 8iis v5ib leitud algfunktsioonis

F [V(u)J minna tagasi vanale muutujale x asendusega

x = Y (u). Tulemuseks saame funktsiooni f£(x) algfunktsiooni
F(x) 13igus [a,b] ja viime kasutada otseselt valemit (4).

Néide 14. Arvutada integraal
1

o
Lahendus. Teeme muutuja vahetuse
x = sh u,

siis
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dx = ch u du

V1 e xP =-\F+ shu = ch u,

seet ch u> 0. Tdhistades p = arsh 1, saame

J‘:jchzudu=25(1+ch2u)du=;n ¥ sh 2u

Et sh 2(3 arvutamine on ebamugav, siis lédheme vanale

muutujale tagasi ja saame

sh 2u = 2sh uch u = +x2.
8eega
J‘=%u +lx-\/1+xz
Wy
22{5 +-22=
=Eﬁ+%h(1 +V/2),
sest arsh x = 1n(x + .

Madratud integraali arvutamisel kasutatakse ka dife-
rentsiaalil mérgi alla viimise vitet. Et sel korral me
uue muutuja jaoks uut tédhistust sisse ei too, siis ei
tule integraalis rajasid muuta.
Réiteks.

b b
If(dx+[3) ax = 1 If(dx'&p) d(o(x-o-ﬂ
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Seega, kui P(x) on funktsiooni £(x) algfunktsioon 15igus

[a,b], siis
b
sf(ecx+p)dx=lr(e(x+p) . 9
a

Ndide 15. Arvutada integraal

3/4 3
7= { arcsin v X 4.

—-]
1/2 ‘\/x - x°
Lahendus,Kasutades diferentsiaali mérgi alla viimise

votet, saame

/4 z 3/4 .
J = [ arcsin 'x -2 arcsin ~/x'd arcsinvx'=
a2V - 1/2
3/4 -
== arcsinu\/;' (arcain4 - arcsin’ m) =
1/2
4
= = m IJT o
Ulesanded.

Kasutades valemit (9) arvutada jérgmised integraalid.

n/w

658. 5-\/:: - 2 ax 662. f sin®(wx + P, )dx
2
-3 4 16
659, | —& _ 663 . dx
L'\/Bx +25 jo Vx -yx +9
n/4 2/3
660. S cos®x dx 664,
) 4 4+ 9x°
1/10
661, K sh®x dx 665, j —dx
V1 - 2512
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Kasutades diferentsiaali mirgl alla viimise vitet,

arvutada jirgmised integraalid.
2

2 4 —
666. 5 S 672. 5 x/x2 + 9 dx
e o
[ ] 1 .
6o, | SiRARE g, 673. | (o - 1% o* ax
1
/2 r
668. [ sin’u du 674-
o 1 x~/1 - lnéx
/2 n/2
669. ( cos X sinax dx 675 { / co8 X = cos3x dx
o -n/2
1 w/2
670, ) 676, ( cosEx s8in 2x dx
[+) o
n/4 /2
rra 1 + tan?x ax 677. }’ sin 2x dx
+ tan x o 2003§ + 751n;
Kasutades muutuja vahetust, arvutada jdrgmised integ-
raalid.
4 1
678, S 682. - B
s T x“ +4x + 5
679. ? :{x d; 683. )? __._d.i__l
1 * '\/5 + 4x - 12
1
680. S —_— 684, — 6x
7 o1 +m
dx
681, S —Tx——— . j - 2
J x +3x +12 685 2-x &
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T
dx
686. j 3 + 2co8 X 687. j —
o -0,5/8 + 2x - x

Arvutada jargmised integraalid.

dx ( eXax
688. 698
} = - 3x + 2 ? 2’ 1 4+ o5
689  ——— 699. f L
=1 4% - 9
a/4
690. T 8in % dx 700. tan x ;-
co8 X
1n2 . a 1o %
691, j‘\/‘x"' 701, | :ﬂ dx
° 4
692. f\/u - x? ax 202. j X dx
) o1 - xz
4 )
693. j 13 22 + 9 dx 703 . 5 —_—ax
) =11 +-2/1 +x
- 5
694 5 " 2w <2 70%. S x dx
=2,5 1V5 + 4x
2 13
695, [ —X4x 205, [ Ll=-e g4y
{r\/xs + 4 %, T+e
/2
696. f 7206. ( sin’x~/cos x dx
[+] x + (o]
/3 - 7'
697. cot™t at n07. ( x*
/6 w}/? 3/ + 12

~103=



w/2
708. | x°1n x dx 714. [ sin x cos®x dx ‘ l
1 o

/4
709. \y2x + x2 dx PYSOR | tan x dx
S) 7o o1+ 2tanx

/4 4 .
710. [ ZoipX o 76. |\/Ix] ax
j cos’x
V3 5 7
x 3 I
711. ) —a= dx 717. ) |cos x|sin x dx
712. ( —-gx—z dx 718. Jﬂ’\ - 28in x|ax
) X )
1//2 o
2 n/3
213, | M‘z’nﬁil dx 719. | (7172 x| +|tan x|)ax
2 H*x -n/4

Jérgmistes ﬁlesagnetes arvutada integraal

I £(x) dx

a

antud funktsioonist f£(x), vGttes integreerimisldiguks [ayb]
funktsiooni f(x) mé&édramispiirkonna.

x?, kul -1<x<0

720. f(x) = 2
x“. kui O<x<1,
rco8 X , kui - x <0
721, £(x) = |1 = x%, kui O=x<1,
lln X o kui 1gx<e.
arcsin x, kui |x|<1,
722. f£(x) =
arctan x, kui ’l<|x|sx/5'.
arcsin|x|, kui |x|=<1,
725, £{x) =

arctan x, kui 1 <|x|<+/3.

=104




( arcsin x, kul |x|<1,

724, £(x) =
|arctan x, kui
725. £(x) = VT - [xI+ arcain(x - 3).
726, £(x) = 1n(1 + x) + arccos(x - 0,1).
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IITIPAXRATUD INTEGRAALTID
§ 1, Tokestamata funktsiooni integraal

I. Kui funktsioon £(x) on integreeruv 15igu [a,b]
(a<b) igas osaldigus [a,c] (c<Db) ja on tkestamata punkti
b iimbruses (joon. 1), siis funktsiooni f£(x) integraal
v / 15igus [a,b] defineeritakse

vordusega
c

£(x)dx = 1linm S £(x)dx, (1)
ceb- )

DS

eeldusel, et piirvidédrtus pa-

remal eksisteerib ja on 1Gp-
Joon. 1 - 1lik.
II. Kui funktsioon £(x) on integreeruv 1digu [a,b]
(a<b) igas osaldigus [c,b] (a<c) ja on tSkestamata punkti
a imbruses (joon. 2), siis
funktsiooni f£(x) integraal
15igus [a,b] defineeritakse

vordusega

¥ O

£(x)dx = lim I £(x)dx, (2)

Joom, 2 Cwa+ L

eeldusel, et piirvidértus paremal eksisteerib ja on 1Splik.
III. Eui funktsioon £(x) on tSkestamata 13igu [a,b)
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sisemise punkti 1 iimbruses, siis defineeritakse

b 1 b
s £(x)dx = j £(x)dx + ) £(x)ax, 3)
a a 1

kus integraalid paremal on miédratud vastavalt definitsioo-
nidega I ja II.
IV. Kui funktsioon f£(x) on t3kestamata 15igu [a,b]

punktide 1,4, 12. lk Umbruses, kusjuures

agly<1,< <1l,<b,
siis jaotatakse 15ik [a,b] suvaliselt osaldikudeks punkti-
dega ¢4, CopeeesCy 1 nii, et igasse osaldiku

[(Becq] s ,c2]...., [°k-1

jééks vaid ks punkt 1, (1<i<gk), ja defineeritakse

b 4 c, b
s f£(x)dx = ( f£(x)dx + ] £(X)AX + ooe + s f(x)ax,
a a c4q

kus integraalid paremal on médratud definitsioonidega I, II
ja III.
Kul néiteks funktsioon £(x) on tikestamata vaid 1l3digu

l:a,b] mn3lema otspunkti a ja b iimbruses, siis integraal

c b
Sr(x)dx = S £(x)ax + s £(x)dx, (a)
a a c

kus ¢ on mingi védrtus a ja b vahel, aga integraalid pare-
mal on middratud vastavalt definitsioonidega II ja I.
Valemitega (1) ja (2) defineeritud integraale nimeta-

takse paratuteks integraalideks ehk tGkestamata funktsioo-

ni integraalideks., Kui piirviértus vdrduse (1) paremal poo-

lel eksisteerib ja on 15plik, siis deldakse, et pédratu in-
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tegraal (1) koondub, muudel juhtudel deldakse, et ta hajub,
Samasugused moisted defineeritakse ka integraali (2) kohta.
Integraalide (1) - (3) arvutamisel kasutatakse jargmi-
si valemeid.
Eui funktsioonil f£(x) on olemas algfunktsioon F(x)
piirkonnas [a,b), siis pdratu integraal (1) arvutatakse

valemiga
b-

£(x)dx = F(x) &)

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon F(x)
piirkonnas (a,b], siis pédratu integraal (2) arvutatakse

valemiga

Y f(x)dx = F(x)

a

(6)

a+

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon F(x)
piirkonnas X = {[a,c), (c,b]} , siis pédratu integraal (3)
arvutatakse valemiga

Ce=

j £(x)dx = F(x) + F(x) ¢))]

c+
Kui funktsioon F(x) on pidev 13igus [a,b], siis arvu-

tusvalemid (5), (6) ja (7) taanduvad kujule
D

j £(x)ax = F(x) (8)

Viimane valem (8) laiendab Newton - Leibnizi valemi
tokestamata funktsiooni integraalile.

Pératute integraalide (1), (2) ja (3) korral kehtivad
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aditiivsuse, lineaarsuse ja monotoonsuse omadused. Piratu-
te integraalide arvutamisel algfunktsiooni F(x) leidmiseks
kasutatakse ka ositi integreerimist ja muutuja vahetust.

Ndide 1. Arvutada pdratu integraal
1

f 1n x dx,
[}
Lahendus. lntegraalialune funktsioon on pidev piir-

konnas (0,1] ja on tokestamata punkti a = O ilimbruses. See-
ga vaadeldav funktsioon on integreeruv igas osaldigus
[e,1] < [0,1] . Et funktsioonil £(x) = 1n x on olemas ka
algfunktsioon F(x) =x1lnx -=x piirkonnas (0,1], siis

vdime kasutada arvutusvalemit (6). Seega

1 1
{in x dx = (x ln x - %) = -1 - lim x 1ln x = -1.
o+ X=> 0+
o
Ndide 2. Arvutada integraal
e
1/e

Lahendus. Tegemist on pdratu integraaliga funktsioo-
nist f£f(x), mis on tdkestamata integreerimislaigu[a/e,e]
sisemises punktis 1 = 1. Ulejd&nud punktides, s.o. piir-

konnas X ={[ﬁ/e,1),(1,e]} , on £(x) pidev. Valemi (?7) pdh-

jal saame e 1- ,
) ]
dx _ = 2 G
e R R CE IR
1Ye XN X qyey e 14

20-1+3%(1-0) =o0.

Et vaadeldaval juhul on algfunktsioon
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P(x) =3 ~/1ix

pidev integreerimislsigus [1,e,e], siis voime valemi (7)

asemel kasutada valemit (8), mis otsekohe annab

_ 4= =2 (1 -1 =0,
1J/e x qa/ln x 1/e
Maide 3., Arvutada integraal
) exp (- 1) dax.
A X
Lahendus, Tegemist on pédratu integraaliga funktsioo-
nist £(x), mis on pidev piirkonnas (0,‘1] Ja on tdkestamata
ilemise raja b = O iimbruses, Valemi (6) pchjal saame

0=
2 exp(-1) ax - f exp(- 1ya(- 1) = exp(- 1)

= linm exp(-l) - e = oo
X=> 0=

Nédide 4. Arvutada integraal
2
J = f £(x)ax,

kus
/W1 - x°, kui x€[0,1),
n/2, kui xe[1,2].
Lahendus. Funktsioon f£(x) on pidev piirkondades [0,1)

f(x) =

Ja [1,2], on t3kestamata punkti 1 = 1 {imbruses, kuigi sel-
les punktis 1 = 1 on tal 16plik véddrtus. Et funktsiooni
£(x) algfunktsioon
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arcsin x, kui xe[0,1),
. nx/2, kui xe[1,2]
on pidev integreerimisldigus [0,2], siis voime kasutada
valemit (8). Saame

P(x) =

J = F(x) 29T = aresin O =3I,

(]

Ulesanded.

Arvutada jédrgmised integraalid v5i veenduda nende

hajuvus:a. .
(% 73, | r8=
[¢] [¢]
728. j &x e [P
1 1/2
729. £ = 735, So ﬁ;
3 a/2
7304 S) aToe 7364 i cot x dx

1 1
. (=2 757, [ SES99LZ oy
A /1 - x2 ° 1 + X
1
732, ( —dax
141 = X

Arvutada paratud integraalid jérgmistest funktsiooni-
dest, vottes integreerimisldiguks funktsiooni middramispiir-

konna.
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‘arcsin X 05 xe [0,1),

738, £(x) ={ V1 - x

n /8. kui x€[1’3] .
A . kui x€
1 1+ x2)-J/ arctan®x
739. £(x) koi x = 0.
arctan 8
tan x, kui x € [0,7/2),
7240, f£(x) =
tan 1, kui xe[or/2,77] .
1+ x, kd xel-2, <],
741, £(x) = { 1a(1 + x), kul x e (<1,0],

2(1 - x) + 14/x, kud x€(0,1].

§ 2. Tokestamata funktsioonide integraalide

koonduvustunnused.

Sageli on vaja ainult kindlaks teha, kas pédratu integ-
raal koondub v3i hajub, kusjuures pdratut integraali ennast
ei ole tarvis arvutada. Selleks kasutatakse pédratute integ-
raalide vordluslauseid ja koonduvustunnuseid.

Olgu funktsioonid f£(x) ja g(x) integreeruvad igas osa-
15igus [a,c] < [a,b], kus a<b, ning tSkestamata punkti b
umbruses,

Esimene vdrdluslause., Kui raja b iimbruses kehtib vdrra-
tus

0=f(x) <sg(x),
siis integraali
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f g(x) ax e)

koenduvusest jireldub integraali
b
s £(x) ax @)

a
koonduvust teiselt peolt, integraali (F) hajuvusest jiérel-
dub integraali (@) hajuvus.
Teine vordluslause. Kul raja b iimbruses on
£(x)20 ja g(x)>0
ning en olemas 1Splik piirvédédrtus

f(x) _
11‘81 = M>0,
X b

siis integraalid (F) ja (@) iiheaegselt koonduvad v3i haju-
vad.

Analoogilised vGrdluslaused kehtivad ka alumise raja
a jaoks,

Kul pératu integraal funktsioonist [£(x)| koondub,
siis ka pédratu integraal funktsioonist £(x) koondub.

Kul pédratu integraal funktsioonist If(x)l koondub,
siis Geldakse, et pdratu integraal funktsioonist f£(x)
koondub absoluutselt. Koonduvat integraali, mis ei koondu
absoluutselt, nimetatakse tingimisi koonduvaks.

Kui £(x)= 0, siis kirjutised

b b
s £(x) dx<o» ja j £(x) dx = o0
a a

tédhendavad vastavalt, et pdratu integraal koondub ja hajub.
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Héditeks pédratu integraal
e

.s‘x;lnx

koondub (vt. ndide 2) ning integraalialune funktsioon on

15igus (1,e] positiivne, siis vdime kirjutada
e

Praktikas teise vdrdluslause rakendamisel on kiillalt

ndidata ekvivalentsust
£(x)~ Mg(x)

vaadeldavas piirprotsessis,

Sagell on integraali koonduvuse vdi hajuvuse iile kerge
otsustada jérgmise koonduvistunnusa abil,

Eoonduvustunnus., Olgu £(x)> O ja tGkestamata punkti
1€ [a,b] iimbruses. Kui leiduvad arvud k ja M, et protsessis

X 1

siis integraal

a
koondub, kui k<1, ja hajub, kui k=1,

Hdide 5. Hdidata integraali
q

koonduvust.
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Lahendus. Integraalialune funktsioon on pidev igas osa-

16igus [0,¢] < [0,1] ja on tokestamata punkti b = 1 iimbruses.
Et kehtib vdrratus

os 8in x 1

N -J1_

Jja

< oo,

8iis esimese vGrdluslause pchjal
1
( 8in x idx < oo

o2

Ndide 6. Néidata integraali

e P 3

o=
o-é/1 - x“
koonduvust.,

Lahendus, Integraalialune funktsioon on tSkestamata

punkti b = 1 {imbruses. Piirprotsessis x-1- aga on

3/4 - %/(“ + 391 + )1 - x) ?\/_4' 3A -
Seega koonduvustunnuse pdhjal
1

j__di_«,,
5 4

2'1—x

sest k = 1/3<1,
Néide 7. Otsustada, kas integraal
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( f +£2, 2/ arctan®x).
- —————— Pk
-1\ 3 x2 ,—"‘l' x|
koondub v5i hajub.
Lahendus. Siin integreeritav funktsioon on tGkestamata

punkti 1 = O iimbruses. Kuna protsessis x—= 0 on

0‘5x2+2+&uctanax=3+o(1)’ +£§2/5)=
2/_:? /< x2/3 |x;l/2

=2+ .1 4+ 0(1) . 2'
—_— ?716—' 73

siis koonduvustunnuse pdhjal paratu integraal koondub, sest
k= 2/3<1.

Mdide 8. Ndidata, et integraal
1

g arctan(5x + 2) ax

absoluutselt koondub,
Lahendus, Integraalialune funktsioon on pidev vahemikus
(=1,1) ja tokestamata rajades a = =1 ja b = 1, Et kehtid

vorratus
o Jlarctan(Sx + 2)| _ 1
1-x 2
Ja
1
1 dx< 0o,

8iis esimese vordluslause pdhjal

1

S larctan(5x + 2)I ax < oo
X

-1

=116=



als iitled, ot vaadeldav integraal koondub absoluutselt.

Ulesanded.
Naidata jirgmiste integraalide koonduvust, absoluut—

selt koonduvust vdi hajuvust,

M2, | g a9, [ x+7
f x dx 3
73, | Edx 7500 | —2tVZ) 4y
- 25
1 1
78, (xinxax ns1, ( X dx
[ oV - x4
1
745. r X dx 752, [ __x_z_d_x__
2vx - 23 - 0 V3/¢ - 235
4 3
[t B—— 753, | arctan x ..
V(x - 3% - x) JVx e D
o
77, ax 758, (———= ax
£1-x2+2\ﬁ-x2 05‘\/31-
748, 755, { dx

_Sq(}-x)'\/’\-x2 o x - ox

§ 3. Lopmatute rajadega integraalid

Eui funktsioon f£(x) on integreeruv igas 13igus [a,c],

kus ¢c> a, ja eksisteerib 13plik piirvdédrtus
c
limj £(x) dx,
Ces> ©° 3
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siis seda piirvidrtust nimetatakse funktsiooni f£(x) péra-
tuks integraaliks rajast a rajani o© ning kirjutatakse
oo c
I £(x) dx = lim j £(x) dx. C))
a Cee-c08
Eui funktsioon £(x) en integreeruv igas l3igus [c,b],

kus e<b Jja eksisteerid 13plik piirvédédrtus
b
lim S £(x) ax,

Ce —coC
siis seda piirviidrtust nimetatakse funktsiooni £(x) para-
tuks integraaliks rajaat —co rajani b ning kirjutatakse

b b
j £(x) dx = 1lim j £(x) dx. (10)
=00 Cee =00 C

Integraale (9) ja (10) nimetatakse ka l3pmatute raja=

dega integraalideks.
MSlema lpmatu rajaga pératu integraal defineeritakse

Jédrgmise vGrdusega

oo 1 oo
j £(x) dx = j £(x) dx + 5 £(x) dx, 1)
-0 =00 1l

kus 1 on suvaline arv,

Kui piirvédértus vorduse (9) paremal poolel eksisteerid
Ja on 18plik, siis teldakse, et pératu integraal (9) koon-
dub, muudel juhtudel Seldakse, et ta hajub. Samasugused
x5isted defineeritakse ka integraali (10) kohta,

Eui funktsioonil £(x) on olemas algfunktsioon F(x)
1gas soplikus loigus Ia,cJ Ja eksisteerib 15plik piirvadr-

tus
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F(o0) = 1im F(x), (12)
Xe» 0O

sils pdratu integraali (9) arvutamiseks kehtib valem

) £(x) dx = P(x) (13)

Eui funktsioonil £(x) on olemas algfunktsioon F(x)
igas 16plikus 13igus [c,b], ja eksisteeridb 1gplik piirvédr-
tus

P(=20) = lim ¥(x), (13)

X=o == 0O

siis pdaratu integraali (10) arvutamiseks kehtib valem

£(x) dx = F(x) 15)

Kui funktsioonil £(x) on olemas algfunktsioon F(x)
igas 15plikus 15igus, ja eksisteerivad 15plikud piirvidértu-
sed (12) ja (14), siis pératu integraali (11) arvutamiseks
kehtib valem

oo
£(x) dx = F(x) (16)
=00

Valemid (13), (15) ja (16) iildistavad Newton - Leibni-
zi valemi 13pmatute rajadega integraalidele.

Pératute integraalide (9), (10) ja (11) korral kehti-
vad aditiivsuse, lineaarsuse ja monotoonsuse omadused. Pé-
ratute integraalide arvutamisel algfunktsiooni F(x) 1leid-
miseks kasutatakse ka ositi integreerimist ja muutuja vahe-

tust.
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Naide 9. Arvutada pédratu integraal
oo

[ 24ra.

Lahendus. Integreeritav funktsioon on pidev ja seega
integreeruv igas loigus [1,0], kus ¢>1. Seega valemi (13)
pohjal

oo

3
Er b

X

S(—zi»x's)dx:(—l— =
1 X

[l

0-(-2) =
4 4

Nédide 10. Arvutada pédratu integraal

oo

- > S
_Jm’l + (2x - 5)2

Lahendus. Integreeritav funktsioon on pidev kdikjal
vahemikus (=o00,00) ja seega integreeruv igas 1Gplikus 15i-

gus. Seega

o dx 1
= - t - ==L = (=38)=
D ERTEEE At ] [2 ¢ 2)] 2

Nédide 11, Arvutada pédratu integraal

J

1

_:;z 1+ xz)arccotz;] =

Lahendus, Lineaarsuse omaduse rakendamiseks uurime

osade

oo oo

[ o, f ax

1x 2 (1 + x“)arccotox
koonduvust
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Esimene integraal koondub, sest

00

Idx 1

(=]
=1,
1

Valemi (13) pshjal

o

| dx .. 04 arccot x
1 (14 x)arccot®x ‘{ arccot

1

arccot x
gest arccot 1 =¥ ja lim arccot x = O,
X=o 00

Seega teine integraal hajub, Jdarelikult nédites antud
integraal hajub,

Naide 12, Arvutada paratu integraal

00
1
- 1 - (3 d ]
I 2 ( 1 +x )arccot?;) *

Lahendus. Arvestades ngg.te 11 lahendust, ndeme, et

rdx =00 Jja S
o

]

-y = [0 =] .
1+ xT)arccot X
Siin me ei saa kasutada lineaarsuse omadust Jja jireldada

8iit, et nditeks antud integraal hajub, Integraali arvuta-
miseks leiame algfunktsiooni
F(X) = X = ————o-
arccot x

piirvddrtuse, kui x-» o© , Teostades muutuja vahetuse
x = 1/u, saame
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lim F = lim (= - )
(x) = 1ia (5 - TooEC/a

X

- 12 (j_ 1 N
- u = axctan o

[ -1 4

— 1:. arctan u - u
o 04 u arctan u

u-%s- +o() - u
= lim >
Q=> O+ a

= 1im [-;no- o(u)] = 0,

U0+
sest protsessis u -0 on arctan u~u Jja Taylori valemi
pShjal punkti u = O {mbruses on arctan u = u = S 2 o(u?).
Seega valemi (13) pohjal

o0

J = F(x) =°-(°-32r-)=?1_'
(]
Ulesanded.

Arvutada jirgmised integraalid vSi veenduda nende ha-

Juvuses,

756.

757,

758,

759,

ilﬁ- Wl "l f‘ﬂ'
P

o~—g osl-—xg 8
¥

[ a3 SR g Ay



oo
764, 770, j x sin x ax
<

o-—f o—g %

765. 771, j e™% cos px dx, >0
°
66, Lo 2. V& ax
= e
oo (-4
7e7. | 5 7. [ sinxax
-0 * [
68. ?’ ax 74, ?’arctan X ax
7 ) e+2x 42 7 )' 14+x

769. ) dx

n

§4. Lopmatute rajadega integraalide koon-

duvustunnused.

Analoogiliselt tokestamata funktsiooni integraaliga
kehtivad jdrgmised pdratute integraalide vGrdluslaused ja
nendest jdrelduvad koonduvustunnused.

Olgu funktsioonid f£(x) ja g(x) integreeruvad iga=s 15i-
gus [a,c), kus c>a.

Esimene vordluslause. Kul raja oo {mbruses (vahemi-
kus (c,o2), alates teatavast c¢> a) kehtib virratus

0 < £(x) £ g(x),
siis integraali
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j’ g(x) dx @

koonduvusest jdreldub integraali
oo

j £(x) dx 6]

a
koonduvus; teiselt poolt, integraali (F) hajuvusest jédrel-
dub integraali (G) hajuvus.
Teine vordluslause. Kui raja oo iimbruses on
£(x)=0 ja g(x)>0
ning eksisteerib 15plik piirvéértus

siis integraalid (F) ja (G) iiheaegselt koonduvad voi haju-
vad.

Analoogilised vordluslaused kehtivad ka integraalide
b

I £(x) ax (10)

Zoo
Jjaoks,
Kui pdratu integraal funktsioonist |f(x)| koondub,
siis ka pédratu integraal funktsioonist f£(x) koondub.
Analoogiliselt tGkestamata funktsioonli integraaliga

kasutatakse absoluutse ja tingimisi koonduvuse mGisteid

ning siimboleid < oo ja = oo mittenegatiivse funktsiooni
pédratu integraali vastavalt koonduvuse ja hajuvuse tidhis-
tamiseks,

Praktikas teise vordluslause rakendamisel on kiillalt
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néidata ekvivalentsust
£(x)~ Mg(x)
vaadeldavas piirprotsessis.
Sageli on pératu integraali koonduvuse v5i hajuvuse
ile kerge otsustada jédrgmise koonduvustunnuse abil,
Eoonduvustunnus. Olgu £(x)= O ililemise raja oo iimbru-

ses. Kuli leiduvad arvud k ja M, et protsessis x-= oo

£(x)~ —ue,
x

siis integraal (9) koondub, kui k>1, ja hajub, kui k<1,
Analoogiline tunnus kehtib ka integraali (10) jaoks.

NHaide 13. Otsustada, kas integraal
(=]

5

1

L] B

koondub vGi hajub.
Lahendus, Bt vahemikus [1,c0) on integraalialune
funktsioon pidev ja kehtib vGrratus

-l -
oslex\ex

Jja
7 00
=X _ -X 1
ax = - e =
1 1
8iis esimese vSrdluslause pShjal
o0
s 1-; e-x dx < oo
ll

Nédide 14, Otsustada integraali
(- -]

51 e X gin 3x dx
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koonduvuse iile.
Lahendus. Et vahemikus [1,oo) on integraalialune funkt-

sioon pidev ja kehtib vorratus

e sin3x|< 7%,

8iis esimese vordluslause pohjal ndites vaadeldav integraal
koondub absoluutselt.
Néide 15, Otsustada, kas integraal
r x arctan X .
5 +2x + 3
koondub v3i hajub,
Lahendus., Siin integraalialune funktsioon on vahemikus

[0,09) mittenegatiivne ja pidev. Kuna protsessis x-»cc on

X arctan x x |:rr/2 + o(1 x 1

xj-l-ax-o-} z"[1+o(1)] 2 :?.
s8iis koonduvustunnuse pdhjal pédratu integraal koondub, sest
k = 2>1.

Ulesanded.

Nédidata jédrgmiste integraalide koonduvust, absoluutselt

koonduvust v61i hajuvust.

dx
™ e e
TO oo
7760 | =X VX' dx
7 o 779 51 TN
o
777, —ax . x_dx
i x.ﬁ + x° 780 ’( ; + 1
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X 3 d.x 783, X arcten x
(x’ + 2x° + 4)2 ) 3 &

) 1 2 ~

S——u

arc. & x ax 784, dx -
122 -1+ 2+/x°
Otsustada, kas jérgmised integraalid koonduvad abso-
luutselt v6i tingimisi.

co )
785+ 298X 788. J‘ sin x° ax

1 Vx 0

T sln x dx °=’a:ln X
786% 5 789. === ax

o o X

oo o0 23
an. g cos 2 ax 790. arctan dx
i o 1 + x" -Ioo 1+ ;;



IV INTEGRAALARVUTUSE

RAKENDUSI

§ 1, Tasandilise kujundi pindala arvutamine

Mootuvate tasapinnaliste kujunditepindalade arvutamisel

kasutatakse jargmisi pindala omadusi. Olgu kujundite K, E,

ka Ka rindalad vastavalt S, Sq ja 52'

1° Monotoonsus. Kui E4<K,, siis Sq< S,.

2° Aditiivsus. Kui kujund K jaotub osadeks E4 Ja Kz,

millel pole thiseid sisepunkte, siis

S -~ 8, + 52

1. Olgu funktsioon £(x)2 O pidev 15igus [a,b]. Siis

kSvertrapets, mis on piiratud (vt. joon. 3) vasakult ja

Joon.3
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paremalt vastavalt sirgete~
ga X = a ja X = b ning alt
x-teljega ja dilalt kovera-
ga y = £(x), on mGotuv ja

tema pindala S on arvutatav

valemiga
b



2. Olgu 15igul [a,b] funktsioonid £(x) ja g(x) pidevad
ning g(x) < f£(x), Siis kdver-
trapets, mis on piiratud (vt.
joon. 4) vasakult ja paremalt
vagstavalt sirgetega x = a ja

x = b ning alt kiveraga

g(x) ja iilalt kdveraga

M

y = £(x), on mddtuv ja tema

Joon. &4 pindala S on arvutatav valemi-
ga

S = S[f(x) - g(x)] dx. 2)

3, Olgu funktsioon h(y)=O0 pidev 13igus [c,d]. Siis
kdvertrapets, mis on piiratud

7/// (vt. joon. 5) alt ja iilalt

/. vastavalt sirgetega y = ¢ ja
¥ = 4 ning vasakult y-teljega
ja paremalt kdveraga x = h(y),

on mdotuv ja tema pindala S

Joon, 5 on arvutatav valemiga

= S h(y) ay. 3

4, Olgu funktsioon r(y )= 0 pidev 13igus [o(, .
Siis sektor, mis on piiratud (vt. joon. 6) kiirtega =
Ja p=p@ ning kiveraga r = r(¢ ), on moGtuv ja tema

pindala S on arvutatav valemiga
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Joon. &

5. Kui tasapinnalist kujundit saab jaotada loplikuks
arvuks kdvertrapetsiteks, siis see kujund on msdtuv ja
aditiivsuse omaduse pdhjal
tema pindala S on vordne
iksikute kovertrapetsite
pindalade summaga. Nditeks
joonisel 7 antud kujund

on jaotatav kolmeks kGver-

trapetsiks, mille pind~

Joon, 7 alad ja on
arvutatavad valemiga (2). Seega kujundi pindala
S -54 ¢+ 32 + 55.
6. Kui kdvertrapets on slimmeetriline y~telje suhtes
(vt. joon. 8), s.t. ta on
piiratud vasakult ja pare-
» malt vastavalt sirgetega

X = ~b ja x = b ning

ilalt ja alt vastavalt

kdveratega y = f(x) ja
Joon, 8
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7 = 8(x), kus £(x) ja g(x) pidevad paarisfunktsioonid,
siis tema pindala
b
S =2 S[f(x) - g(x)| ax. (5)
°

Eui aga kbvertrapets on siimmeetriline x~telje suhtes
(vt. joon. 9), s.t. ta on
piiratud vasakult ja paremalt

vastavalt sirgetega x = a ja

bX x =b ning iilalt ja alt vas-

tavalt kdveratega y = £(x)

ja y - =f(x), kus £(x) on

Joon. 9 pidev, siis tema pindala
D

S=2 j £(x) dx. (6)

Ndide 1. Leida kujundi pindala, mis on piiratud joon-~
tega y = x2 ja y2 = X
Lahendus, Jooniselt 10 on nidha, et vaadeldav kujund on

2 . e
kdvertrapets, mis on mgotuv

funktsioonide y = x° jay =vx
pidevuse tottu, ja tema pind-

ala S on arvutatav valemiga

(2). Integraali {ilemise rzj=

midramiseks tuleb leida joo:u-
Joon. 10 te 1gikepunkti P abstsiss,
mis osutub vdrdseks 1-ga. Antud juhul £(x) =-/X ning

g(x) = x2. Seega otsitav pindala
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oo wm-aalg gl gses

o o
Ndide 2., Leida joonega
(x? + y2)3 = 23
piiratud kujundi pindala.
Lahendus., Minnes {ile polaarkoordinaatidele, saame
Joone vdrrandiks

r= 3-\/3' sin 2p.
Seega vaadeldav joon, nn. neljaleheline roos (vt. joon.11),
on pidev ja temaga piiratud kujund on seepfrast m3stuv.

Bt kujund on siimmeet-
riline koordinaattelgede
Ja koordinaatide alguspunk-
ti suhtes, siis pindala
aditiivsuse omaduse tGttu
on kiilllalt arvutada kujundi
selle osa pindala, mis asub

koordinaatteljestikus esi-
meses veerandis. Kujundi

Joon. 11 kogu pindala 8 on siis meli
korda suurem. Seega valemi (4) pshjal

g 3

S % sin22|pd(p = I %(1 - cos lup)dp =
o o

g
%g &P- % sin 4qﬂ = = 1}31.

o0
n
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Olesanded.
Leida pindalad, mie on piiratud jirgmiste joontega.
M. y=2x-x2, x+y=0
b 4

792. = [1g x|, y=0, x=0,1, x=10

793, fi#bé=1

797. y=x21nx. y=0

798. (y - arcein x)2 =x - x?

3

a(1 + oos .p) (kardioid)

g

a sin 3‘P (kolmeleheline roos)

&

2a(2 + cos )

802. (x° + y2)2 - a®x2 - %2 = 0

803. (x2 + y9)2 = a2(x2 - y2) (Bernoulli lemniskaat)
808, (£ +y9)% = 4a2 y(=® - ¥

805. a coa’t, y=a sindt

806, X

807, r=11-t2 p=arcsint - t°

28 cos t - acos 2t, y = 2a sin ¢t - a s8in 2¢

-1 3=



Lahendada jérgmised iilesanded.

808, Leida selle kujundi pindala, mis on piiratud joo-
nega xzy' = 4(x - 1) ja selle joone kddnupunkte lédbiva sir-
gega.

809. Leida selle kujundi pindala, mis on piiratud joo-
nega y = sinxx + 0095x ja x-telje selle 13iguga, mis iihen-
dab selle joonme kahte jédrjestikust 1lGikepunkti x-teljega.

810. Leida selle kujundi pindala, mis on piiratud tsiik-
loidi

x = a(t - 8in t), y = a(1 - cos t)
iihe kaare ja x-teljega.

Leida kujundite pindalad, mis on piiratud jdrgmiste
joontega ja nende asiimptootidega.

8117 (1 + x¥)y = 1

812, y=x exp(-x2/2)

8131 y = x%T

814, xy° =8 - 4x

815. ¥

§ 2. Keha ruumala arvutamine

MGGotuvate kehade ruumalade arvutamisel kasutatakse
Jdrgmisi ruumala omadusi. Olgu kehade K, K, Ja K2 ruumalad
vastavalt V, Ja V2.

1° Monotoonsus. Kui K2’ siis VsV,
2° Aditiivsus. Kui keha K jaotub osadeks K1 Ja K2,
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millal pole iihiseid sisepunikte, siis
V = V1 + V2
1e Olgu keha piiratud tasanditega x = a ja x = b (V&.

Joon,12
joon, 12), Vaatleme keha 13ikeid tasanditega, mis on ris=

ti x-teljega. Kohal x vdetud 13ike pindala téhistame S(x)
abil. Eeldame, et iga kahe 13ike korral {ihe projektsioon
teisele asetseb tdielikult selle sees (vt. joon. 12). Kui
8(x) on pidev funktsioon oma mé#ramispiirkonnas [a,b],

aiis vaadeldava kujundi ruumala V on arvutatav valemiga
b

7 = g S(x)dx. )
8

2. Olgu joon AB 15igus |a,b| pideva funktsiooni £(x)
g graafik, Vaatleme

y=f AT\ poordkeha, mis tekib
kGvertrapetsi abBA

poorlemisel imber x—

telje (vt. joon. 13),
See poordkeha on m50=-

tuv ja tema ruumala V

on arvutatav valemiga
Joon,13
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V= [ £2(x)ax. (8)

3, Olgu jooned AB ja CD vastavalt loigus [agb] pide-
vate funktsioonide
£(x) ja g(x) graa-
fikud, kus
0sg(x)< £(x).
Vaatleme poordkeha

mis tekib kGver-

trapetsi CDBA

poorlemisel iimber
Joon. 14 x=telje (vt.joon.
14), See pdérdkeha on mostuv ja tema ruumala V on arvuta=-

tav valemiga
r
V = ) |f2(x) - 52(1)] dx. €))

4, Olgu joon., AB lgigus [a,bJ pideva funktsiooni
£(x) graafik., Vaatle-
me poordkeba, mis te-

A kib kdvertrapetsi abBA
poéérlemisel iimber y-
- — telje (vt. joon.15).
] u See poordkeha on mGG-

tuv ja tema ruumala V

- on arvutatav valemiga
b
V= 2n gxt(x)dx.('lo)
Joon,15 a
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Niide 3. Leida piiramijdi ruumala V, kui piiramiidi
pohja pindala on S ja kdrgus h ning piiramiidi tipu pro-
Jektsioon piiramiidi pshjale asetseb viimase sees.

Lahendus, Paigutame piiramiidi nii, et tema pShi aset=
seks yz-tasandil ja
tipp oleks x=telje
positiivsel poolel
l (vt. joon. 16). Vaat-
leme piiramiidi 15i-

keid, mis on risti
pohjaga. Kohal x vie=
Joon. 16 tud 13ike pindala
téhistame S(x) abil. Vaadeldaval juhul iga kahe 13ike
korral iihe projektsioon teisele asetseb tédielikult selle
sees,
Nagu teada geomeetriast, vordub piiramiidi kahe rist-
15ike pindala suhe nende kauguste (piiramiidi tipust) sub-

te ruuduga. Seega

R g2,

kust
S(x) = f‘z (x - h)z.

Et S(x) on 15igus [0,h| pidev funktsioon, siis valemi (7)
pohjal saame

- h)-dx = -hn)’ | =gSh.
[ x-max D 3

-137-



Naide 4., Leida tivikoonuse ruumala V, kui tiivikoonase

pohjade raadiused on R ja r ning kdrgus on h.

Lahendus. Tiivikoonus tekib hariliku trapetsi abBi

podrlemisel iimber x-telje
(vt. joon. 17). Leiame
sirge AB vorrandi
| e ee.
z Sasme m = tan d =R:r,
a=0
Joon, 17 c =T

Seega valemi (8) pdhjal

h
v -JTI(RErx+r)2dx=——JT%?’-

(R =) = 3-(112 + Rr + o),

Hiide 5. Leida keha ruumala, mis tekib kiveraga

yi ¥y = sin x, kus X = [0,77],
Ja sirgega y = O piiratud

_;_. ) kujundi poorlemisel iimber

1 y-telje.
/\ Lahendus, Et k3ver

4 0 A ¥ = 8in x on pidev, siis

Joon, 18 tekkiv kujund on md3tuv,
Easutades valemit (10), saame
a

V=237§xsinxdx
o

23T (sin x - x co08 X)

2:"(1' - 0) = 23’20
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Ulesande lahendamiseks v3ib kasutada ka valemit (9),
lugedes integreerimismuutujaks y, kuid lahenduskdik on
pikem. Tuleb lahendada y = sin x muutuja x suhtes, arves-

tades, et ye¢ [0,1] . Saame lahenditeks (vt. joon. 18)
x = g(y) = arcain y, kui x € [0,%],

b ¥ f(y)
Valemi (9) p&hjal

71 - arcain y, kul x € [%—, JT] .

J (2 - »]ay =

0

g [(-‘" = arcsin y)2 -

°
1

a2 ) (37 = 2arcsin y)dy
o

1
:rr5 - Zwa(y arcsin y +/1 = 72)

a3 < 2a%F -1 =292,

Ulesanded.

Leida nende kehade ruumalad, mis on piiratud jérgmis-
te pindadega.

816, Zm + Iy =1 =0
22" .
1 2 2 -2 1
817. . L, =
a= bve ¢
818. + g =C g = =C
31 b c ’



819. x2+y2=a2, y2+s2=12
820. xz+yz+:2=a2, x2+yz=ax

821, 22 = b(a - x), = + yz = ax

Laida nende kehade ruumalad, mis tekivad Jédrgmiste
joontega piiratud kujundite podrlemisel {imber x-telje.

822, y=s8inx (O<x¢ ), y=0

823, xy=4, y=0, x=1, x=4

824, x2-x7+y2=a2

2
825. y=b@ , ¥ =01/

826. y=xz, yz=x

827. (x -8y =x(x-3), y=0

828, y = arcsinx, y=0, x =1

8297 y = o X (O€xs @), y=0

830. Leida kera ruumala, kui kera raadius on r.

831, Leida kera segmendi ruumala, kul kera raadius
on r jJa segmendi kdrgus on h.

832. Leida kera sektori ruumala, kui kera raadius !
r ja sektorit moodustava koonuse kdrgus on h,

Leida nende kehade ruumalad, mis tekivad jédrgmiste
Joontega piiratud kujundite pGérlemisel iimber y-telje.

834, > +x-43=0, x=0
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835. 72=(x+4)3, x =0
836. vx' +Vy'=+a, x =0, y=0
837. X =asindt, y =D cosdt (O<t<2n)
838, (x = a(t - sin ¢),
(Ost<27), y§=0
Y = a(1 - cos t),
839% On antud kujund, polaarkoordinaatidea on

midratud seostega

Osr<r(e).
T3estada, et selle kujundi poorlemisel iimber polaartelje
tekkinud keha ruumala on
Vs J ra(p)singodtp.

o
840, Leida selle keha ruumala, mis tekid kujundi

O0< p<2m, Osr<a(l + cos ¢) podrlemisel iimber

a) polaartelje,

b) sirge r cos p = - %.

841% Leida joonega (x2 + 12)2 = az(x2 - 2) piiratud
kujundi poéorlemisel iimber

a) x-telje, b) y-telje, c) sirge x =y
tekkinud keha ruumala.

§ 3. Joone kaare pikkus

Sirgestuva tasapinnalise joone kaare pikkuse arvutami-

sel kasutatakse jirgmisi kaare pikkuse omadusi. Olgu
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Joone kaarte AB, 44B4 Ja 1252 pikkused vastavalt 8, 84 Ja
8,.
1, Monmotoonsus. Kui kaar A4B; on kaare A B, osa,
siis
B4 < By
2° Aditiivacs. Eul kaar AB jaotub kaheks kaareks
AqBy ja AjB,, siis
8 = 8a # da.
1. Olgu funktsioonil y(x) olemas pidev tuletis
y' = y'(x) 13igus [a,b]. 81is Joon
y = y(x), kus asxs<b,
on sirgestuv ja tema pikkus s on arvutatav valemiga
s = S-\/‘! + 32 ax. 1)
a
2 Olgu funktsioonidel x{t) ja y(t) pidevad tuletised
x = x(t) jJa y = y(t) 13igus [« ,p] » 8i1s joon
x = x(t),
{y = y(¢),
on sirgestuv ja tema pikkus s on arvutatav valemiga

8
s = j-\/iz + 32 at. (12)
ot

kus d.stsp,

3. Olgu funktsioonil r(¥ ) olemas pidev tuletis
r = r(p) 13igus Ex,ﬂ] o 81is joon, mille v3rrand polaar-
koordinaatides on
r=2r(p), kus o ¥ < B,
on sirgestuv ja tema pikkus s on arvutatav valemiga
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8 =Iw/r2 + 1:2 d e, (13)

Bailde 6. Leida joone (nn. poolkuupparabooli)
7 =§x - 1)
gelle osa pikkus, mis asub parabooli yz =§ sees.
Lahendus, Diferentseerides joone vdrrandi mdlemat
poolt x jérgi, saame
2yy' = 2(x - 13,
kust

Joone ja parabooli 13i-

kepunktide (vt. joon.
Joon., 19 19) leidmiseks saame
vorrandi
$x -1 =

kust x = 2,

Arvutades y", saame

12 2 =2;_3x" ad(x = 1)
7 - Ax - 1)° 2 !
kust nieme, et tuletis y' on pidev 1ldigus [1,2]. Seega on

vaadeldav joon sirgestuv. Valemi (11) pdhjal, kasutades

kaare pikkuse aditiivsust, saame

s=2  a=§@VZ-".
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Naide 7. Leida kardioidi
=2 + y92 - 2ax(x® y°) = az,z
pikkus s.
Lahendus. Valemi (13) rakendamieeks avaldame kardi-
0idi v3rrandi polaarkoordinaatides. Seoste r = r cosp,

y=rsinyp tottu

2

- 2ar’ cos @ = a“r sinzlp

ehk

ro - 2ar co8 @ = a2 einztp.

Liites niiid vdrrandi m3lemale poolele a2 cosap s 8Saame
(r - a cos P)‘ = a°,

kust

H
[}

a(1 + coa ’P)'
Et tuletis
r=<-asing
on pidev 1Gigus [0,2:n1 y 81is kardioid on sirgestuv. Ar-

vutame
‘\/ra + r2 = a‘\/(“ + cos ‘p)a + a:lnzv:1 = ay2 + 2 cos ¢ =

2a|cos %

Kardioidi vdrranditest nieme, et kardioid on siimmeetrili-
ne x-telje euhtea (vt. joon. 20).
Seega, kaeutades kaare pikkuse
aditiivsust, saame valemi (13)

X pdhjal
J
8= 2( 2a|cos-),-|dtp =
)

Joon,.20
“144-



843,

L]
=4aIcoB-5-dp=8asil-€—| = 8a.

Leida ringjoone pikkus, mille raadius on r.

Leida joone 932 =4(3 - 1)3 kaare pikkus selle

Jjoome ja y-telje l3ikepunktide vahel.,

Leida jérgmiste joonte puhul kaare pikkused mirgitud
punktide vahel,

8aa,

1,

y =%x\/x‘°‘ -1-1n(x +vx° - 1')J. x4

x,=a+‘l

845, y = ln x =a, xz:n

846. y =1 -1lncos x, x4 =0, X, =1

8a7. x=—y2-s1;1ny, =1 Jy =18

848, y = a ch =0, x, =0

2

849-12= ax_x, x1=0, 12=§a

Leida jérgmiste joonte pikkused.

850, x> s /3 = a¥/3 z(astroid)

851, x = cos’t, y = %— sin’t, c2 = a2 - b2 (ellipsi
evoluuat)

852, x = a(t = sin t), y = a(1 - cos t) (O<st<27)

853, r = ap (Os p< 2n ) (Arhimedeee spiraml)

854, 8r =1 + cos p (kardioid)

855, r = a sin’ -g-

856, r = a th (0< ps< 27)
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857. p +1) (1sr<3)

858. y -\/x - x° + arcsinvx'

859. (y - arcsin x)2 21 - x2

X
860% y = f\ﬁon t at
-n/2

861, Leida hiiperboolse spiraali ry = 1 kaare pikkus
punktide (2, Ja (%, 2) vahel.

862. Leida kivera rp = 2 suurima kaare pikkus, nis
asstsed kiirte o = § ja p =3 vahel.

863. Leida logaritmilise spiraali
r = ae
kaare pikkus, nie asetseb ringis r = a.
864, Arvutada joone

.- |

1

L3
dz, y=I11—n—5dz
1

kaare pikkus nullpunkti ja selle léhima punkti vahel, kus

puutuja on vertikaalnme,

865. TGestada, et joome y.= sin x iihele perioodile
vastava kaare pikkus on virdme ellipsi pikkusega, kui ellip-
81 poolteljed on+/2 ja 1.

§ 4. Posrdpinna pindala

Asetsegu xy-tasandil sirget c¢ nitteldikav sirgestuv

Joon. AB. Joone punktid M = (x,y) asetsegu joomest ¢ kau-
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gusel

h = h(a), s € [0,L](14),
kus s on mnutuva kaare
AM pikkus (vt. joon.21)
Ja L on joome AB pikkus.

Siis Jjoone AB péérle-

misel iimber sirge c¢
Joon, 21 tekkinud pddrdpinna

pindala S on arvutatav valemiga

L
s=2m f h ds. (15)
°

1. Kui sirge ¢ oz x-telg ja joon AB on antud para-

meetriliste vdrranditega

(x = x(t),
t (16)
{5 = s, © €00

kus punktile A vastab parameetri t vdartus o ja punktile

B vddrtus @ ning funktsioonidel (16) on olemas pidevad
tuletised x=x(t) ja y=y(t), siis valem (15) esitud kujnl

s =27 [ y-\/xa + y° dat. a7

ok
2, Kui eirge ¢ on x-telg ja joon AB on antud vérran--
diga
y =y(x), X¢€ [a.b]l (18)
kus punktile A vastab argumendil x véédrtus a ja punktile B
védirtus b ning funktsioonil (18) on olemas pidev tuletis
y' = y1(x), siis valem (}5) esitub kujul
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8 = 27 (y-\/ + ¥ (19)

3. Kul sirge ¢ on polaartelg ja joon AB on antud
polearkoordinaatides vorrandiga
r=r(¥), P e [«,4 (20)
kus punktile A vastab  védrtus o Ja punktile B véddr-

tus ning funktsioonil (20) on olemas pidev tuletis
r = siis valem (15) esitub kujul
¢ 2 2
S=2:njrain9 r“ + r“ dyp. )
o

Ndide 8., Leida tsiikloidi iihe kaare poéorlemisel iimber
x=telje tekkinud pinna pindala.
Lahendus. Tsiikloidi iihe kaare vdrrandid parameetrili-

sel kujul on

x = a(t = sin t),
Ostg2n,
y = a(1 - cos t),

Bt tuletised

a(1 - cos t),

< t € [0,2a1)

|y = asin ¢,
on pidevad, siis pdordpinna pindala arvutamisel viime ka-
sutada valemit (17). Selleks arvutame

-\/x2 + ?:-\/nz(‘l - cos t)° + asin%t =
a-\/l - 2cos t + cos’t + sin%t =
a\/2(1 = cos t) = a\/451n2 =

2a sin 5 dt,
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kuna antud juhul sin gé O. Seega
2

S =27 J a(1 = ccs t)2a sin% dt =
5 2 27
= ana? | 2ain’ § at = 8ara® [ (1 - cos? §)sinfat =
)
27
= 8T a ainndtq-ajcosatdcos%}:
2ar 2
= 8ira 2 cos +§cos % !:%naa.

Néide 9. Leida Bernoulli lemniskaadi
(x? + 322 = 8%(x® - )

péorlemisel iimber x-telje tekkinud pinna pindala,

Lahendus, Nagu vdrrandist néha, on lemniskaat siimmeet-
riline koordinaattelgede suhtes (vt. joon. 22). Seepérast
voime piirduda lemniskaadi osaga, kus x,y> O. Kogu lem-
niskaadi pédrlemisel iimber x-telje tekkinud pédrdpinna
pindala S on siis kaks korda suurem lemniskaadi vaadeldava
osa péorlemisel tekkinud pinna pindalast. Minnes iile po=-
laarkoordinaatidele, saame lemniskaadl vaadeldava osa
vorrandiks

r? = a2 cos 2¢, | ’

sest selles 1ldigus on

cos 2@ = 0. Diferentseerides
vorrandi m5lemat poolt ¢

Jéargli, saame

2rr = =2a sin 2@,
Joon.22
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kust

2
r=--a-1'.-sin ZP

Et tuletis r on pidev, siis lesniskaat on sirgestuv kver,
Valemi (21) rakendamiseks arvestame, et

2 2 2 2

r“+r=r +£zain 2¢ = -mzzp)=

= -l,(a" cos” 2¢ + a% sin® 2p) = —.
r r

Seega
n/4 2
] {
38 =27 rsein — d¢a=
°
n/h /4
= 2:1&2 f singpdp = =27 a2 coapr
o
= -Zmaz(-’é-é‘ - 1)=Jra2(2 -V,
kust

8 = 2ma2(2 =D,
Ulesanded.

Lelda Jérgmiste joonte piérlemisel iimber x-telje tek-
kinud pindade pindalad.

866. y° = 2x, Osx<4%
867. 3y - =0, Osxx<a
868, y = ach =, Osxga

869, y = tan x, O< xs-ﬂ-
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870. x2 + (y - b)2 = az, (b= a)

872. x =e%int, y=ebcost, Os<ts

Leida jérgmiste joonte psérlemisel iimber y-telje tek-
kinud pindade pindalad.
873. 3x° +ay2 = 12

g2

3
874, x=4-%, y= §— (piirduda osaga, mis j&ab

koordinaattelgedega l5ikepunktide vahele).
875. x =a(t -sin t), y =a(1 - cos t), Os t<2m
876, Leida kardioidi r = a(1 + cos p) péérlemisel
imber polaartelje tekkinud p66rdpinna pindala,
877* Leida selle pinna pindala, mis tekib joone
:r.'2 = a2 cos 2y pdodrlemisel
a) ilimber polaartelje,

b) imber telje y=
c) ilimber telje y=

878®* Tsiikloidi iiks kaar péorleb iimber oma siimmeetria-
telje. Leida tekkinud p&dérdpinna pindala,

879. Astroid x = a cos’t, y = a sin’t poorleb imber
sirge y = x. Leida tekkinud podrdpinna pindala,

880. Joome y = e"X (x> 0) l3pmatu pikkusega kaar
poorleb iimber x-telje. Leida tekkinud 1lGpmatu pinna pindala,

881% Joon x = cos t + 1ln tan y = sin t pédrled iim-

ber x-telje. Leida tekkinud 1pmatu pinna pindala.
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§ 5. Masskeskme koordinaadid

Olgu funktsioonid x(s), y(s), £(x), g(x) pidevad vaa-
deldavates piirkondades.
1° htlase joontihedusega materiaalse joone
x =x(8), y = y(8) (0ss<l),
kus paramcetriks s on kaare pikkus, masskeskme koordinaadid

(& ,n ) avalduvad valemitega
t

L L
% = - I x(8)ds, - (y(s)ds.
° °

2° Papp - Guldini I teoreem: joone pdérlemisel teda

mitteldikuva telje iimber tekkinud poordkeha pindala vordub
selle joone pikkuse ja joone masskeskme poolt moodustatud
ringjoone pikkuse korrutisega.
3° Uhtlase pindtihedusega materiaalse tasandilise ku=
Jundi
asxsb, g(x)gy<f(x)

masskeskme koordinaadid (§ s ) avalduvad valemitega
b b

§ =g ) x[f(x) - g(x)] ax, M= "E:S' j [f‘(x) - g-(x)]dx,
a a

kus S on kujundi pindala,
4° Papp = Guldini II teoreem: tasamndilise kujundi

podrlemisel teda mittelGikava telje iimber tekkinud poord=-
keha ruumala vordub selle kujundi pindala ja kujundi mass-
keskme poolt moodustatud ringjoone pikkuse korrutisega.

=152-



Ulesanded.
Leida jérgmiste joonte masskeskmed
882, x2 + y2 = aa, y=0
883, + 373 2843, 3>0
884, x = a(t - sin t), y = a(1 - cos t), Ost<2x

885, x =a coaz’t, y=a sinat, o« ts-z-
886. f= ap [} %‘ n

887. ¢= a(l +cosp), 0 P& I
Leida jérgmiste joontega piiratud kujundite masskesk-

med.
888, y =-\/r2 - x2, y=0
889, Vx'+Vy'=va, y=0, x=0

8900 » y=0, x=0
a

89", y =s8inx (0Osxs¥I), y=0
892, y° = ax’ - xV

893, x =a(t -sin t), y=a(l -cos t) (0Osts2a),

y=0
89, x=acoaBt, y=asin3t, y=0, x=0
895. Korrapdrane kuusnurk poorlebd iihe kiilje iimber.
Leida selliselt tekkinud keha ruumala,
896. Astroid poérledb iimber sirge, mis 1l&bib astroidi
kahte naabertippu. Leida tekkinud keha ruumala ja pindala.
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897. Raut péorleb tippe ldbiva sirge iimber, kusjeu-
ree ruut ja sirge aeuvad iihee tasapinnas. Milline peab
olema sirge ja ruudu vastastikune asend, et tekkinud ke-
ha ruumala oleks suurim?

898. Eelmise iilesande kiisimus kolmnurga kohta,

§ 6, Méddratud integraali fiiiisi-
kalisi rakendusi.

Et mingit suurust Q saaks leida midratud integraali
abil 13igus [a,b], peab Q kujutama endast teatavat funkt-
siooni 13igu (ayb] subtes, s.t.

QR =Q(x,p),

Ja olema aditiivme, s.0.

Q(a,b) = Q(a,c) +Q(c,b),
kus o on suvaline arv 1l3igust (a,b] . Niisugusteks aditiiv-
eoteks suurusteks Q on kdvertrapetsi pindala, Jjoone
kaare pikkus, poérdpinna pindala, lébitud tee pikkus, mass,
Jou toimel tehtud t66 jne.

Téhistame

AQ = Q(x,x + AX).

Eui leidub 13igus [a,b]integreeruv funktsioon f£(x),
nii et kehtib seos

AQ = £(X) Ax + o4, (22)
kus of on protsessis Ax--0 kirgemat jdirku 13pmata viike,

kul AX, 8,0, o = O(Ax)’ siis
b
Q= I f(x)ax, (23)
a
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Seoeest (22) on niha, et
AQ ~¥ £(x) AX,
kusjuures viga o = o(Ax), ja et funktsiooni
Q(x) = Q(a,x)
diferentsiaal dQ avaldub kujul
dQ = £(x)dx.

1® Materiaalse punkti M = (x,y), mille maas on m,
staatilised momendid koordinaattelgede suhtes on vastavalt
Qg = my Ja Q’ = mX, inertsimomendid - vastavalt L= "2
Ja I’ = llx2.

Nédide 10. Leida ringi inertsimoment diameetri suhtes,
kui selle ringi pindtihedus §f=1,

Lahendus, Siimmeetria tGttu on inertsimomendid kdikide
diameetrite suhtes vordsed. Olgu ringi raadius r. Valime
Y-teljeks vaadeldava diameetri. Seega tuleb meil leida
inertsimoment y-telje suhtes. Bt ring on siimmeetriline
koordinaattelgede suhtes, siis ringi inertsimoment y=telje
suhtes vordub koordinaattasandi
esimeses veerandis asuva osa

neljakordse inertsimomendiga.

Vaatleme iiht ribakest laiusega
Ax (vt, joon. 23). Selle riba
mass on ligikaudu y-aAx, kus=

Joon, 23 Juures selle ligikaudse vGrdu=—
se viga on kdrgemat jirku ldpmata véike Ax suhtes. Olgu
riba kauguseks y-teljest x. Sel juhul vaadeldava riba punk=-

tide kaugused y-teljest erinevad suurusest x mitte rohkem

=155



kui AX vdrra. Seega vaadeldava riba inertsimoment y~-tel-
je suhtes on ligikaudm vdrdne suurusega

tzyAx.
kusjuures viga siin on kbrgemat jérku 1l3pmata véike, v3rrel-
des suurusega AX.

Seega saame, et

J =4szydx=4)

y
[ o

x""‘\/rz - xz dx.

Tehes muutuja vahetuse x = r sin @, saame, et

n/f2
Jy = 4}( rasinawr cos?r cospd P =
o
af2 /2

4r4j ainz?coszp d = r“j ain22?d @ =
° 0

72
=t j %(‘l - cos 49)A Y =
]

a2
[o-d o arly = gms.

Ndide 11, Leida tdd, mida on vaja teha vedru kokku=-

surumisel a iihiku vGrra.

Lahendus, Votame x-telje vedru kokkusurumise suunas
ning koordinaatide alguspunktiks O
vedru vaba otsa léhteasendi (vt.joon.
24). Vastavalt Hooke'i seadusele on

rakendatav jud vordeline kokkusuru-

:
777. 7/ tud vahemiku pikkusega, s.t. f = cx.

Joon,.24
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Vedru vaba otsa surumiseks punktist x punkti x +AX on
tarvis teha t66d ligikaudu ex AX, kui AX on kiillalt

vilke., Kogu t66 hulk on seega
a
= I cx dx = ¢ ca

Naide 12, Kui suurt t656d on vaja teba silindrikujulise
(pdhja raadius r ning kdrgus h) paagi veest tiihjaks pumpa-
miseks, kul paak on asetatud iihe-
le pShjale.

Lahendus. Valime x-telje, nagu
Q ﬂ x on ndidatud joonisel 25. Veekihi
(paksus on Ax ja asub siigavusel

x) védljapumpamiseks paagist on

Joon.25 teda vaja tdsta kdrgusele x-

8,t. teha t56d (a1 r2 AX)x iihiku virra. Seega kogu to6 hulk

= I;rrrahdxsnrz% =%Jrr2k2.

Ulesanded.

Jérgmistes iilesannetes loeme kujundi joon=- v3i pind-
tiheduse vordseks iihega.

899. Leida 13igu AB (pikkus on l)inertsimoment telje
suhtes, mis asub 13iguga AB iihes tasandis ning mille kau-
gus punktides A ja B on vastavalt a ja b,

900. Arvutada kesknurgale o vastava ringjoone (raa-
dius on r) kaare inertsimoment selle kaare iiht otspunkti

lébiva diameetri suhtes. Milline on inertsimoment « = 27



korral?
901, Leida ringjoonc inertsimoment telje suhtes, mis

asub ringjoonega iihes tasandis ning ei 15ika seda ringjoont,

902, Leida ellipsi ¢+ Ix = 1 esimeses veerandis asu-
a b

va osa staatiline moment x-telje suhtes.

903. Leida joontega y = T——x-_- jay =x piirated ko-
+

jundi staatiline moment x-telje suhtes.
904, Sama y = s8in x ja y = % kerral.

905. Sama y = x2 ja y =+/x'kerral.

906. Leida kolmnurga staatiline ja inertsimememt aluse
suhtes.

907. Leida ellipsiga :; é =1 piiratud kujundi

staatilised Jja inertsimomendid koordinaattelgede suhtes.
90S. ZXeha 1iigub kiirusega v =1/1 + t Leida esi-
mese 10 sek jooksul ldbitud tee pikkus,.
909. Harmoonilisel vonkumisel m55da x-telge liigub ke~

ha kiirusega

CE Wl gy,

kus t on aeg, T vonkeperiood, o — algfaas. Leida keha
asend ajamomendil t2, kui on teada, et ajamomendil ¢, asud
ta punktis x = X4

910. Millise jGuga m3jud iiitlase tihedusega materiaal-
ne ringas (mass - M, raadius - R) materiaalsele punktile C

(mass - m), kul see punkt asub ronga keskpunkti l&bival
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F

ning ronga tasapinnaga ristuval sirgel ning asub ringa
keskpunktist kaugusel a?

911. Millise j5uga m5jub materiaalme joon (joontihe-
dus - ¢ ) ¥ = Ix| + 1 materiaalsele punktile massiga m, mis
asub koordinaatide alguses?

912. Cheopsi piiramiidi m33tmed on ligikaudu jargmised:
kdrges h = 140 m, pdhja (ruut) serv 230 m. Tema ehitamisel
kasutatud kivi erikaal om ligikaudu 2,5 Leida t66,

mis tehti piliramiidi ehitamisel raskusjdu iiletamiseks.

913, Leida t656, mida on vaja teha paraboolae reserve-

Joon, 26
914, Ristkiilikukujuline plaat (m35tmed a = 50 cm ja
b = 40 cm) poorleb konstantse nurkkiirusega w = 37 sek
imber kiilje a. Leida plaadi kineetiline energia, kui plaa-
di paksus on d = 0,3 cm ja tihedus ¢ = 8 :i?

915, Leida joud, millega vesi surub virdhaarse trapet
ei kujulisele tammile, teades, et lilemine alus a = 6,4 m,
alunine b = 4,2 m ning kdrgus H = 3 m.
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916. Ristkiilikukujuline mou on tdidetud vordees kogus-
tes vee ja Gliga (viimase erikaal on kaks korda kergem vee
omast). Toestada, et rohk igale seinale vdhened ; vorra,
kui vesi asendada Gliga. (Arvestada, et vesi pole segunenud
dliga).

917. EKera (eriksal 1) asetseb vees selliselt, et ta
puutub veepinda. Leida t©56, mie on vaja teha selle kera
viljatombamiseks veest.

918* Poolkerakujulise reservuaari (raadius R = 43 cm)
pohja tekkis auk pindalaga 8 = 0,2 cn’. Eui kiiresti jook-
seb see reservuaar veest tiihjaks?

919% Keha temperatuuriga 25° asetatakse termostaati,
milles on konstantne temperatuur 0°. Millise aja jooksul
jihtub keha 10°-ni, kuli teame, et 20°-ni jahtudb ta 20 min
Jooksul?

920. Eeha, mille temperatuur oli 30°, jahtus O®-se
temperatuuriga termostazdis 30 min jooksul 22,5°-ni. Mil-
line on keha temperatuur 3 tundi pérast katse algust?

9217 Millise kujuga peaks olema reservuaar, mis kuju-
tab emdast podrdkeha, et vedeliku kahanemine temas vilja-
Jjooksmisel oleks iihtlane?
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V READ

§ 1. Arvrea koonduvus

1. Rea koonduvus ja summa, Olgu antud rida

(- -]
§ , W =u°+u1 Fooot U Ho0e o (1)
n-o

Reast (1) avaldist nimetatakse selle rea iildliik-
meks.

Jada {Sn], kus

S. = _u (n-= (2)
n k=0 k

nimetatakse rea (1) osasummade jadaks.
Osasummade jada (2) abil v3ime rea (1) liikmed avale-
dada kujul

u, =S4

un=Sn-»Sn_1 (n-'|,2,...).
Rida (1) nimetatakse koonduvaks summaks S, kui selle
rea osasummade jada (2) koondub arvuks S, 8.0,
lim S = S. - (3
Sel korral kirjutatakse

> u, = 5.

n=o
Eui rida (1) koondub, siis koondub iga n = 0,1,...
korral ka rida
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a 2, Uyy (a)

k=n+1
mida nimetatakse rea (1) jadidkliikmeks, Rida (1) koondub
parajasti siis, kul mingi n korral koondub tema jadkliige

#).
Kui rida (1) koondub, s8iis kehtib vGrdus
= Sn + Rn
ning
lim Rn = O,

Rida (1) nimetatakse hajuvaks, kui tema osasummade
jada (2) ei koondu, s.t. kui piirvddrtus (3) el eksisteeri

v6i on 13pmatu.
o9

(2.2
Rea summa lineaarsus. Kui read Sj w  Ja :v
n=o n=o

koonduvad vastavalt summadeks U ja V, siis mis tahes arvude
A ja /u korral koondub ka rida ()(un 4-/u. vn)

summaks AU + s.t. kehtib vérdus

Ndide 1, Leida rea

o0
1
2 sy

osasummade jada ja summa.

Lahendus. Esitame rea iildliikme

Yy - n(n + 1)
kujul



Saame (nditeks middremata kordajate meetodiga) A = B = 1,

Seega osasummad
n

S 1
Sn=k=1\1k= t;(t—m =

s=11.l(1- =1,

Dlesanded.

Leida jédrgmiste ridade osasummade jadad Jja summad,.

922, 2 s =2ICa+ 1) 928, Z: ‘yh.2 = 2vosT +

n=0

0D oo "

923, Zm 929, ZB—-—E—-——l
n=o n=1 .\/n—'—"_‘

924, “ E('E'l"f)' 930, 2, x°
925. §° T B

926, 2:‘ fﬁ 932. g n
%7 1§ (2n + 1?2221 + 3)2 93¢ n;o o

Leida read, kul nende osasummade jadad iga n = 0,1
korral on jdrgmised.

934, Sn = 1n(n + 2) 935. S, =4/n + 2’

-163-



+ =
936. S, =2-t% 90, 8y = ——

n

937, S, =gt 941. S =gn(a + 1)(2n +1)

(n +1) 2. 8, = [2£22:-12]2
%9 5, =

Kasutades rea summa lineaarsust, arvutada:

938. S

=4 1 n+1
M3, 2 v, e

n=1 n=1 4

sl 1 o2 1
s, > (&= 916, Z[_l,&ﬂz_

n=o n=o [2F -

" a 2na

945 o o= t E;; - cos

2. Rea iildised koonduvustunnused. Selleks et rida

(1) oleks koonduv, on tarvilik, et
lim u, = 0. (5)

Sespdrast rea (1) koonduvuse uurimisel tuleb kdige-
pealt kontrollida tingimust (5). Kui tingimus (5) ei ole
tdidetud, siis rida (1) on hajuv. Kui aga tingimus (5) on
tdidetud, siis sellest veel ei jédreldu, et rida (1) on
koonduv, Sel korral tuleb edasi kasutada teisi koonduvus-
tunnuseid.

Cauchy kriteerium. Rida (1) koondub parajasti siis,
kui iga arvu £> O korral leidub arv N = N(£), et

lun-r‘l + Qo un+p|<"~ ’

iga naturaalarvu p puhul, kui n> N,
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Ulesanded.

Uurida jérgmiste ridade koonduvust, kasutades rea

koonduvuse tarvilikku tunnust ja Cauchy kriteeriumi.

n L]
%8, 2 (1) D
n [oad
49, 2, -/ 10-1° . )b B
" o 956 5—; CORS e
00 R oo
n_' + 1
950, g\/ﬁ‘-—’f 957+ g;:T 5o
S n \2 . 1
951, g (52r) 958% -
952, >, (n =+/n° - n + 4y 959,
n=o
955 2 & T J " —
n= o ’ 2\/ln n
954, 2% tan ——or
n=o0 o 2 t

§ 2, Positiivsed arvread

1, Positiivsete ridade v3rdiuslaused. Rida (1) ninmeta-

takse positiivseks, kui uldliige O igan = 0.1,460¢
korral, Positiivne rida (1) koondub parajasti siis, kui
tema osasummade jada (2) on tdkestatud, s.t. leidub arv

M>0, et iga n = 0,7,..s korral

n
S uy <M< oo

kK=o - %

“165=



Seepérast, kui positiivne rida (1) en koenduv, sile kirju-
tatakse
>
< oo
n=o ‘e
kul aga on hajuv, siia kirjutatakse
2,8 =o -
n=o

Positiivsete ridade esimene virdluslause. Kul ridade
o0

> )

n=0
Jja

n;o v - W
korral singist indeksist alates kehtib vGrratus

0=5nn< A\
s8iis rea (V) koonduvusest jédreldub rea (U) koonduvus ning
rea (U) hajuvusest jdreldub rea (V) hajuvus.
Positiivsete ridade teine vdrdluslause. Kul positiivse-

te ridade (U) ja (V) puhul on

up~ Gy
mingi konstandi C>O0O korral, siis need read koonduvad v3i

hajuvad iihteaegu,.

Nende vordluslausete abil saame iihe rea koonduvust voi
hajuvust kindlaks teha, kul v3rrelda seda rida teise posi-
tiivse reaga, mille koonduvus v3i hajuvus on teada. Prak-
tikas vorreldakse uuritavat rida k3ige sagedamini geomeet-
rilise v3i harmoonilise reaga,

Geomeetriline rida
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PN
n=o

koondub, kui |q|<1, ja bajub, kui |a|=1. Harmooniline rida
o0

1
n-1 n n=o (n + 1)

koondub, kui ol > 1, ja hajub, kui o < 1 (v%. niide 5).
Haide 2. Uurida rea

> !arccot (a1 + n) sin I
n=o0 2

koonduvust.
Lahendus, Vaadeldav rida on koonduv esimese vSrdluslau-~

ge pohjal, sest iga n korral

~ A

n
0 <arccot (3 + n) 8in = < F =z = v (2)

ning geomeetriline rida > ' (1/2)%< oo .
n=o

Ndide 3. Uurida rea

oo 4.1

n © arctan (3 + n)
o \/nq' +2n - ginn

koonduvust.

Lahendus, Vaadeldav rida on hajuv teise vordluslause

pohjal, sest
14+ n
n D arctan(3 + 7 mn) _ VB ———— -
o* +2n - sinn 221/ + 0 (1)

[reo][F o]l =g 340D

ning harmooniline rida i
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Ulesanded.

Kasutades vordluslauseid, teha kindlaks, millised

jédrgmistest ridadest koonduvad v3i hajuvad.

oo - oo
61. -— 1« a
961, 2 T 972, n% (1 - con &)
962, 3,= = Ei

n= n (n + 1) 973. oy tan =0

OO’ . oo
963,

p - , 974,

B="\/n® + 2n + cos(nn) n=o Vo +1
964- ——— e -

a1 975. g;; arcsin j%?

o2 2,¢ oo
965. n

g;;(z . n3) 976. g;; arctan -
66. ) 2 )
? g oo 977. Z 1n(1 +V-12;)
957+ g (EeT =2 g8, 2 1021 4,2

n- n=1

968. Ié 1 (\/n2 +1 -\/;2 -n-1
969. fT_o' 2° sin % 979. Z‘ W31 +./2
n=
970. i 2" tan ?ﬁ 980. 2 1n(1 + sin f{-‘-)
971. >, sin = 981, 2, 1n cos =

=]
I
B
]
W
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82. log(1 +/n#7 - inad1) = i ;
982 2 1og(1 +vnsT -vm) 983, R

1

984, L_'{ (2n) 2 1n(1 + sia

986. g - 1%/:? 991, _
%7 p-1 n 992 n=1 “n —

— n
995. 2, (n=r) log(1+arcsin Zy)
n=2 n

996, Z §—— arctan 1n(1 + arcsin —)
n=1 /7

2o Cauchy, D'Alembert'i ja Raabe tunnused. Positiivse
rea (U) korral tdhistame

c, D, = R, = (1 - D).

Cauchy tunnus., Kui eksisteeridb (15plik v5i 1Spmatu)
plirvdédrtus
lim Cn = C,
siis rida (U) koondub, kui 0 <1, ja hajub, kui C>1,
D'Alembert’si tunnus, Kui eksisteerib (15plik vGi 16p-
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matu) piirviadrtus
lin D =D,
siis rida (U) koondub, kui 0<D<1, ja hajub, kui D>1,
Raabe tunnus. Kui eksisteerib (15plik v5i 1lopmatu)
piirvédrtus
lim R_ = R,
siis rida (U) koondub, kui R>1, ja hajub, kui R<1,
Niéide 3. Milliste parameetri a> 0 véddrtuste puhul
koondub ja milliste puhul hajub rida
) n
> (55>)
(a—r'r *

n=o .

c an  _

a
D n4+1 1

Bl

kust

C - a,
Seega vaadeldav rida koondub, kui a<1, ja hajub kui a>1,
Kui aga a =1, siis C =1, ja Cauchy tunnus vastust ei
anna, Sel korral rida hajub, sest rea iildliige ei rahulda
koonduvuse tarvilikku tingimust, kuna

( ™x)

- 1 1
—'\—n->eﬁ0-

Ndide 4. Milliste parameetri a> O viértuste puhul
koondub ja milliste korral hajub rida

i (2n - 11
n=1 n (2n + V)2’

kus (Zn - 1)“ = 1'3'5‘...'(2!1 - 1)0
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Labendus, Et rea iildliige sisaldab faktoriaale, siis
on loomulik rakendada D'Alembert'i tunnust. Saame

_ _(2n + D11a2* 1(2n + 1) 1 1)2
D J_—_! ni(2n + _2n+1 (2n +1)
B (@a+1M)i(2n + 3) f

(2n - 1)1ta® n+1 (2n + 3)
kust
D = 2a.
Seega vaadeldav rida koondub juhul a<g ja hajub juhul

a> :',. Kui a = %, 8iis D = 1, ja D'Alembert'i tunnusega ei
saa otsustada rea koonduvuse iile, Sel korral aga rea iild-

liige

oDy 1 = {20 - DI} 1 -
o n! 22 (2n + 172 (2n)i1} (2n + 1)2
=1-2-.“-§2n-1) 1 1
24 eee’2n (2n + 1)2 (2n + 1) (n + ‘1)2
ja seega esimese vdrdluslause pdhjal rida koondub,

1
eest harmooniline rida T ——p < 0o -
(n+1)

Viimasel juhul, 8s.t. juhul a = 2‘, v3ime rakendada ka
Raabe tunnust. T3epoolest, sel korral

2
p 281 (2n+D% 1 _20+1/20 41\
B p+1 (2n+3) 2 2n+2\2n+3/

(- -y -

1 -

4 =
2n+2)[ 2n+3+(2n+3)2:|-

=1 = =2
2n + 2 2n + 3

Seega

7=



Bh=n(1 -Dn) =m+%+o(:‘£)

ning
R=1nR =z +2>1.

Kokkuvittes vaadeldav rida koondub, kui axg 1 Ja

hajub, kui a> %.
{lesanded.

Kasutades Cauchy v6i D'Alembert'i tunnust otsustada,
millised jérgmistest ridadest koonduvad ja millised haju-

vad.
(= =] Py n
. n
997 g T 1008, 2 =y (3)
(o =) Py 2
998- e~ 1006. 2—n n
2=0 (n + N® o
9990 - —— - - n
=2 e 1007, 2, (-3
2n —

1000- n;: (z-ft-vr) 1008. L’ 5 n (n + 1)1'1
1001 e - n?
O = n
n; » + 1009c n=__, 2 (-n_-i'—T)

-
1002, 2, ozl 1010. > BParesinZ o> 0
n=0 2 Ig o . n
1003. Z} (2 + y=n 1011, S0 (a-Nu
n= - 3 nl
1004, Dy rg oy 1012, >, Lo+ ]
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(a1 (,';)1Il 1015, S

oA (2a + DI —

1018, > 2wt e\

oA (2n + 1)11 42/

1

Kasutades Raabe tunnust otsustada, kas jérgmised read
koonduvad vG6i hajuvad.
n

1016, .\/nl k=1 2 .’-\/k.'
1017, n; 5 = (>0
10183 ar

n=2 k=2 VE#;-Z

109, 2 %}}—lp (2 #2)

Kasutades rea koonduvuse tarvilikku tingimust (5)
ndidata, et Jdrgmised piirvéddrtused on virdsed nulliga.

1 _2 . P
020, 1lim = 022, 1lim
nl (a1 )2

3, Integraaltmmnna. Kui rea (U) liikmed avalduvad
kujul w, = £(n), kus funktsioon £(x)> 0 monotoonselt ka-
haneb poolliigus [a,o0), siis rida (U) koondudb parajasti
siis, kui pdratu integraal

Tt(z) dx < o=,
a

Kui rida (U) koondudb integraaltunnuse pShjal, siis

173



rea (u) jadkliikme
Bt 2
Jaoks kehtid hinnang

R < Sf(x) ax.

n
Haide 5. Milliste parameetri < > O védrtuste puhul
koondudb rida

[oa-d A_.— n+-
Z n n (1 + %) n —Ln-
n=1

Hinnata rea jddkliiget.
Lahendus, Et
1 1
14 o= né =
a B (14+d) B =1 +o0)[e+ 9(1)] =,
n o

[ 1 1
=== ¢+ o(=x)~ 6 =
n°‘ n°‘

siis teise vGrdluslause pShjal vaadeldav rida koondudb para-
Jasti siis, kul harmooniline rida

2, X

n=1 n%

koondub. Viimane rida integraaltunnuse pGhjal koondub para-
Jasti siis, kui

(&
(-8
1

L]

koondub. Teades (vt. peatiikk III {ilesanne nr. 758 ), et

< oo s kul « >1,
=z=ooy kul o <1,
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saamegi, et vaadeldav rida koondub parajasti siis, kui
o > 1,

Jédb hinnata Jédkliiget

1
Ry= 5. & E (1

k
ki o> 1, Bt (k#1)t=enlnk’1 <338 (1 +p) <3,

siis juhul « > 1 on

k=n+1 x
1 ®°_ 9 1,
1=ct x _ a=-1 %=
Ulesanded.

Kasutades integraaltunnust otsustada, millised Jjédrg-
nevatest ridadest koonduvad ja millised hajuvad. Koonduvuse
korral hinnata ka jédkliiget.

1024. > '—1-"' 1026. > .

n=2 nlnan n=2nln n
[- -4

1025. z; 1027, 2
% 2 FIRE+T * 3 nlnnln®lnn
Mitu liiget tuleb vitta jérgmistes ridades, et saa~-

da rea summa veaga alla 0,001,

oo
1028, 2 1029, *, —g—— sin
' n= ;.. n=1 1ln (n#1) n
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00

oo
1
1030. 2:7 1031, E: L + =)
n=1 n=1 n

Otsustada, millised jédrgmistest ridadest koonduvad
ja millised hajuvad.

. | + | n 4+
1032, Z 1040. E -\/—4——
2 n=1 n n=oVn + 2

h 13 1
1033, __ <o 1041, _ 1n%cos” (7/m)
n=o0 2 n=2
> .
1034, n tan — 1082, ~_. in 224
n-e 2t n=2 Vn n-1
oo
1035. 1083, D
n=1
o0 o =
1036. 2 1084, D - /52—- 2n +3 4 coen
n=2 nvVvn n=o v 2n4 +3n + 4
s =
1037. sin & 1045, -
p=2 1lrn 4n n=A n P

1038, 2 P 1n(1 +5) 1086, D
n

n=2 p=3 nln nln”ln
1 3 A
039. ./, sin

n=1n n

§ 3. Suvalised arvread

1, Vahelduvate midrkidega read. Rida

2o (M a, a>o0 (6)

nimetatakse vahelduvate mirkidega reaks.
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1¢ Leibnizi tmnnus. Vahelduvate nmirkidega ridm (6)
koondub, kui a, léheneb monotoonselt nullile.
Kui vahelduvate méirkidega reas (6) suurus a, léheneb

monotoonselt nullile, siis tema jddkliikme

oo

R = =1
o k=§1( )
Jaoks kehtidb hinnang
Iknl <o €2

2. Ridade absoluutne ja tingimisi koonduvus. Rida
oo

> uy )

n=o

nimetatakse absoluutselt koonduvaks. kui rea liikmete

absoluutvddrtustest moodustatud rida
> |ugl (8)

on koonduv.

Eui rida (8) koondub, siis ka rida (1) koondub, s.t.
iga absoluutselt koonduv rida on koonduv,

Eui rida (1) koondub absoluutselt ja rea (1) summa
on U, siis deldakse, et rida (1) koondub absoluutselt sum-
maks U. Rea (8) summa v3ib olla erinev arvust U.

EKui rida (1) koondub, aga rida (8) hajub, siis rida
(1) nimetatakse migi koonduvaks, s.t. koonduvat rida,
mis ei koondu absoluutselt, nimetatakse tingimisi koon~
duvaks.

Rea (1) absoluutse koonduvuse niditamiseks vioime kasu-

tada positiivsete ridade koonduvustunnuseid, sest (8) on
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positiivne rida. Kui aga rida (8) hajub, siis sellest veel
ei jdreldu, et rida (1) hajub, sest ta v3ib osutuda tin=-
gimisi koonduvaks. Seepidrast rea (1) hajuvuse nditamiseks
el saa kasutada positiivsete ridade koonduvustunnuseid,
néditeks Raabe tunnust ja integrealtunnust. Kiill aga saame
kasutada Cauchy ja D'Alembert®i tunnuseid, kui viimastes

cn Ja D, asemel vGtta

Nédide 6. Kas rida

on absoluutselt vGi tingimisl koonduv. Hinnata rea jiik-
liiget.

Lahendus, Kuna vaadeldav rida on vahelduvate mérki~
dega rida, siis tidhistades

Gl
8p = ln n nI nInn
néeme, et
®n 8pgr =
Leibnizi tunnuse pShjal vaadeldav rida koondub. Virratu-
sest (7) saame tema jiddkliikme

Ry = ﬁiﬁ é:}%EE

B k=n+1
Jaoks hinnangu

Ral< e -

Vaadeldav rida aga ei koondu absoluutselt, sest integraal-
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tunnuse abil saame, et
oo

oo
o0
2xmx=£ =1lnln x = oo,

Néide 7. Milliste parameetri a viidrtuste puhul koon-
dub absoluutselt rida

n=0 (n + 1)1

Lahendus, Et rakendada D'Alembert'i tunnust, arvutame
P = 182"V (a » ) ey
n (n +2)1 1a1®y/n

_ lapn +1  [fin + 1\* _ ja)Vn + T fa ‘_1\n'
\ ’

n+2 n n+2 n/

kust D*
koondub absoluutselt iga a korral.

Niide 8., Milliste parameetri a viirtuste puhul koon-
dub absoluutselt rida

lim = jaj-0Vva = 0<1. Seega vaadeldav rida

n=o
Lahendus, Et

=8l (g o :“n+1 ny _ _ -
n (n + NI |al® o v n |/

= |al (1 + 1) ~lale,
sils D'Alembert'i tunnuse pdhjal rida (9) koondub absoluut-
selt, kui |al<2, ja hajub, kui |a|> Kui aga |a|= 2,

1

s.t, a = Vi a =~ 1, siis rea (9) iildliige on

u, = (&M (%)n )
kust
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- (ay A
1%l =(3) ar
Kasutades Stirlingi valemit

at ~ Vara (2)°

saame
1

my® 1 m\t 1
Il ~ @ mra(e) “ven vE
ning teise vdrdluslause pshjal on rida S :|un| hajuv,

oo n=0
sest harmooniline rida — = 0o, Seega rida (9) juhul
n=1 Vn
@a=- on hajuv, sest siis |un| = u,. Kuma |w |—=0 ja
Yl e _ A 1 _1 . _
'——-”;-:("*3)63"-1-
siis
lnnlalun¢1'
. 1
Leibnizi tunnuse pdhjal on rida >_J u Juhul @ = - <
n=o0
koonduv,

Eokkuvittes saame, et rida (9) on absoluutselt koonduv,
kui |aj<2; on tingimisi koonduv, kui @ = - X5 on hajuv, kul

1
|a|> - '61 a = =
Ulesanded

Millised jérgmistest ridadest absoluutselt koonduvad,
millised tingimisi koonduvad ja millised hajuvad?

8

1047- —_——— 1049, _1!1
9% 2 (D gy

B
[T}

1088, (P Lo e— 1050. cos na
n};l: T Gmom ; ey
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105, > (-1)“\/1 1060.

oo
1052, D (=1)B 2 C /_an B
P g TV w 1061, > (58r)
> 3
1053. (-1t A 10624 —_—
n=1 n3 I;ZW/n + (=18
1054, 2 (=12 B 1063, > S2m=-4
n=1 en 3 n='f n (?.n + 1)‘
14 a2 >°°
. 1 . , a¥ <L
1055 e - 064 25 a" arcsin ey
1056. -ne 106 -1)2 -1
o6, 2 (=0® T 50 23 =0%[va + (=17

1057- Z S'l=1)::. & # O,-1,-2,...
n=0

n+a
2n_+ 100Y* 1
1058, 3 (=1 (2B£190)" 1oes, nZ: -1®

10592 — 1067. - 211
59 ; ? ;?‘,() =

3. Ridade korrutamine. Ridade (W) ja (V) Cauchy korru-

tiseks nimetatakse rida

D W, (10)

n=o
kus
n
2 kzo Yok Vi = Z % n-k*
ja kirjutatakse Z i z
vV, = W_ o
n=o ‘o n=0 2 gp=o B

Cauchy teoreem. Kui read (U) ja (V) koonduvad absoluut-
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gelt vaetavalt summadeks U ja V, siis nende ridade Cauchy
korrutis (10) koondub absoluutselt summaks W = UV,
Néide 9. Leida ridade

(o]

- 2an# < n
8(a) = p (-1 '(?n:;’rﬂ' ja C(a) = n~L' (-1" ¢

Cauchy korrutis, Milliste parameetri a véddrtuste korral
Cauchy korrutis koondub absoluutselt? .
_Lahendus, M3lema antud rea kerral om D* = 0<1
ja D'Alembert'i tunnuse pdhjal mGlemad read koonduvad abso-
luutselt parameetri a iga vididrtuse korral. Seega Cauchy teo-
reemi p3hjal nende ridade Cauchy korrutis koondub absoluut-

selt iga a korral. Leiame Cauchy torrutise. Siin

zﬁ: 2n-2k+1
SEE e 3 o S tm‘r

S0

_ 4 a0 _2n#1 T
= T T TOREET

2n+1 -
n a (2n + 1)1%
= (D" o+ é o + 1 - !EH(ZEH =

_ 2n+1 2n+1\
= (=M '('ZF:—'TT!' > (2:l'

k=0

Arvestades Newtoni binoomvalemit
(u+ v = Z (k) Pl L
k=0

Ja et selles paariskohtadel asuvate kordajate summa vordub

paaritukohtadel asuvate kordajate summaga, siis seosest

2n#1
T\{Zn«ﬂ) = (1 + 1)2114.1 - 22:1-9-‘1

k=o'
saame
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B, one ) 22041

k= ( !/ 2

N (_1)!1 2 2n+1
R !
ning kehtib valem
2 S(a) c(a) = S(2a).

Seega on

Blesanded

Nédidata, et kehtivad jérgmised vdrdused.

1068, (Z qn)2 = ;20 (» + g% |q|<1

n=0
oo 1 (=d
1069. § m’g =1

Ndidata, et kehtivad jérgmised vdrdused parameetrite
8 ja b iga védrtuse korral, kus C(a) ja S(a) on antud
nédites 9.

(=]

E(a + b), kus E(a) = T:%:
n=o0

1070, E(a)- E(b)

1]
=

1071, 2 c2(a) = 1 + C(2a)

l
S

1072, 2 s2(a) = 1 - c(2a)
1073. s2(a) + c2(a) =1

1074, Néidata, et rida

n-1 Vo'
on tingimisi koonduv ja tema Cauchy ruut, s.o. rea Cauchy

korrutis iseendaga, on hajuv rida.
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1075. Haldata, et read

-n; @ a1 @ (2“+‘2n+

hajuvad, aga nende Cauchy korrutis on absoluutselt koonduv
rida.

§ 4. Funktsionaalijadad ia funktsionaalread.

Jada
“an
mille elemendid on mingil hulgal méératud funktsioonid
fn(x), nimetatakse funktsionaecljadaks.
Kul iga x € X korral eksisteerid
lim £ (x) = £(x),

D= 0O
siis funktsiooni £(x) nimetatakse funktsionaaljada (11)
piirfunktsiooniks ja hulka X selle jada koonduvuspiir-
konnaks. Sel korral hulka X loetakse piirfunktsiooni £(x)
maédramispiirkonnaks.

Oeldakse, et funktsionaaljada (11) koondub iihtlaselt
piirkannaa Y funktsiooniks f£(x), kui iga arva & > O kor-
ral leidub arv B = N(& ), et iga n> N korral kehtib vor-
ratus

|f(x) - fn(x)|< 3
k3ikide x € X puhul, s.t. sdltumata punkti xe¢ X valikust.
Rida

Z %(x) ’ 12

n=o
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sille 1iikmed u (x) on mingil hulgal maiératud funktsioonid,

nimetatakse funktsionaalreaks. Funktsionaaljada {Sn(,x)} ’

kus
n

S,(x) = %_o uy(x),

nimetatakse funktsionaalrea (12) o: asummade jadaks.

Kui iga x€ X korral funktsionaalrida (12) koondub sum-—
paks S(x)' Bet.

> u,(x) = 8(x),

n=o
ehk
lim Su(x) = 5(x),

N OO
aiis funktsiooni S(x) nimetatakse funktsionaalrea (12) sum-

maks ja hulka X selle rea koonduvuspiirkonnaks. Sel korral

bhulk X loetakse funktsionaalrea (12) summa S(x) médramis-—
piirkonnaks.

Oeldakse, et funktsionaalrida (12) koondub iihtlaselt
piirkonnas X summaks S(x), kul 1ga arvu ¢ > O korral lei-
duob arv N = N(& ), et iga n> N korral funktsionaalrea jédk-

liige

o0

R (x) = Z

k=n+1
rahuldad vérratust an(x)|< 3 iga x¢ X pubul, 8.t. 83ltu-
rata punkti xe X valikust.
Seega funktsionaalrida koondub iihtlaselt piirkonnas X
parajasti siis, kui selle rea jéddkliige Bh(x) koondub iiht=
lagelt nulliks piirkonnas X,
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Weierstragsi tmmnna. Funktsionaalrida (12) koondub
iihtlagelt (ja absoluutselt) piirkonnas X, kui leidub posi-
tiivne koonduv arvrida

v

mille puhul kehtidb vGrratus

Inn(x)lsvn (n=0,1,...)
iga x€¢ X korral.
Hdide 10. Leida funktsionaalrea
e
n=1 (14x°)B
koonduvuspiirkond X ja piirkond A, kus ta koondub absoluut-
selt, ning rea summa S(x).
Lahendus, Vaadeldav rida on geomeetriline rida tegu-

riga

Seega on see rida absoluutselt koonduv, kui

2ix
14+

<1

ehk
(- xp3 o,
Ja hajuv teistes punktides.

Seega X = A ={(-00,~1),(=1,1),(1, )} . Rea summa on

2x
8(x) = - 1+ §§4' = gx = > S
1+x°-2x (1 -x)
1 ¢+ x°

Vastavalt definitsioonile on funktsiooni S(x) madramispiir-
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konnaks hulk X = {(~00,-1),(~1,1),(1,e0)}
—Ulesanded.

Teha kindlaks, aillised jirgmistest ridadest on funkt-
sionaalread ja millised mitte.

1076 Z 1n[§-12n§1 -xz] 1079 < 1 [1nPicos x|
n=0

(a + 1)1 ] 2V 1,
_ n
1077. N\ aresin(nx) 1080, Z — 1p 2D (x=f{x])
=0 n=1 n} n}
1078,
n=o0

Leida Jjédrgmiste funktsionaalridade koonduvuspiirkonnad

X, piirkonnad A, kus nad koonduvad absoluutselt, ning sum—

mad S(x), lugedes 0° = 1,
1
1081, x 1085. =4
; (1 + 258 ; xt
1082. i 220 1086, )  1n"x
n=0 n=o0
oo (o]
1083, (-2x)® 1087. >  cos™x
oo n=1

1084 i (x
f=e 2"
Leida jédrgmiste funktsionaalridade koonduvuspiirkonnad

X ja piirkonnad A, kus nad koonduvad absoluutselt,

co xn 2, a
1088, £ 1089. > -2
=1 D p=1 B * X
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1090. i‘— 1097, Zn+1(2x’”)

n=1
o 1 %, (2n =1 i/ at
1091, 1098. (
7 gn(xm)n nz_,,(z::+2)u1+;z)
2 4 x N 1
1 L[] — - 10 °
092 ; sin X 99 ;nn‘1+aa§2
oo [=2=) n
Sn xz
1093. gzn h;#:l’h gi_—“: LD¥X
[~ =] 1‘ O
1094, = 101,
o
1095. 1102, (A - ;) a
£Zn+x <3lpx n+1/ x
oo ”
109, > '

=3 n“1n*n
Raide 11. Leida piirkond i, kus funkteionaaljada
fn(x) (n=1'2'o..)

koondub iihtlasslt,
Lahendus, Antud jada piirfunkteioon on

£(x) = lim\/xz +02 = [x|o
n

Et iga x€ (~c0, 0c0) puhul

55" -2
£,.(x) - £(x) =1/x% + 02 - x| = 2
+072 4+ x
1
a5 1
n ‘\/nzx2 +1 +njx| B
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siis vastavalt igale &> O on
Ifn(x) - f(x)l <¢
niipea, kui n>N = 1, Bt N ei soltu kobast x e (- oo, o), siis

antud jada koondub {ihtlaselt kogu arvteljel (—oco, o°).
Néide 12. Kas funktsionaaljada

£ (x) = nx
n 1 ¢ nz;2
koondub iihtlaselt 15igus X = [0,1]7

Lahendus Antud jada piirfunktsioon on

£ = 1i
) nm 1 + nx

Et vaadeldav funktsionaaljada koonduks iihtlaselt loigus X,

= 0.

peab iga &€ > O korral leiduma indeks N = N( &€ ) selline,
et kehtiks vorratus

< &

[£,(®)| =|e (@) - 2| =

ehk

£x2n2-2m+g > 0

iga n= N korral, sdltumata arvu x€ X valikust. Lahendades

viimase vorratuse, saame 1 korral
- S P
2
n>X 1 sV - v6i nel———= £t 0.
£X EX €x
Seega on
1
N = 1 ¢V = 82
&X

Saadud N # 0(1) punkti x = O iimbruses, sest

lim N = #0co,
X 04+
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Seega vaadeldav funktsionaaljada koondub 1Gigul X mitte-
.ihtlaselt,
Sama tulemuse saame ka funktsioonide
£.(x) - £(x) = £,(x)
globaalsete ekstreemumite leidmisega. Et viimased vdivad
esineda vaid funktsiooni kriitilistes punktides, siis ar-

vutame tuletise

K- (x) = 2n(1 + naxas - 2 2xn® 2n(1 - nzng = 0.
ax (1 + nX%) (1 + nx°)
Seega funktsioonil fn(x) on olemas vahemikus (0,1) iiks

kriitiline (statsionaarne) punkt x = :, kus

1
ZnE

Jédrelikult 15igus X
|£a(x) = 0|£€ , kut & < 1,
Ulesanded.

Kas jédrgmised funktsionaaljadad koonduvad iihtlaselt
piirkonnas X?

1M03. £ (x) =x*, X = [0,4/5)

104, £ (x) = X =[01]
105, £ (x) =2 -, x . [0,1]
1106, £.(x) =, 1=, X = (0,00)
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107. £ (x) nx [0.1]

14n+x
_ _2nx
108, £,(x) = —2EL__  x o [1,00)

109, £,(x) - 2V x + = =VD), X = (0,00)

in
M0, £ (x) = "T— X = (=00, 00) .
111, fn(x) = sin X = (=00, )
M2, £, (x) =8in %, X =[-10,20)

Nédide 13. Nédidata, et funktsionaalrida

> (=1)!

n=1 n +x +s8in 2x

on iihtlaselt koonduv hulgas X = (=oco0,0), Kas see rida
koondub absoluutselt?
Lahendus, Antud rida Leibnizi tunnuse pdhjal koondub
hulgas X, sest iildliikme absoluutvédrtus
| =)' ~d

n+x +ein 2x n+x +s8in 2x

ning ldheneb nullile monotoonselt., Et harmooniline rida

> 1

= hajub, siis teise vdrdluslause pdhjal vaadeldav

rida ei koondu absoluutselt iihegi xe¢ X korral. Seega ei
ole iihtlase koonduvuse uurimiseks Welerstrassi tunnus
rakendatav, Et vaadeldav funktsionaalrida on iga x korral

vahelduvate mirkidega, siis vdrratuse (7) pdhjal

I

-

|R“(x) = E ( )
k=n+‘|k+x + 8in 2x n+1+x +8in2x
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n+x
kui n>N = 7. Et N el 85ltu muutujast xe X, siis vaadeldav
rida on iihtlaselt koonduv kogu arvteljel X.

Niéide 14, Leida piirkond A, kns funktsionaalrida

sin nx
n=3 o +J37 + arcsin%

kcondub absoluutselt, ja piirkond G, kus ta koondub iihtla-
selt.

Lahendus. Et vorratus

8in nx A < 1
>em +arcainl—xll + n/2 -

kehtib iga x korral, mil on méddratud arcsin %, siis Weiers-
trassi tunnuse pghjal hulk A = G koosneb nendest punktidest

x, mille korral
< 1,
Et n=3%, siis vorratus kehtib, kui ]xls 3, Seega A =G =
= [-3,3].
Ulesanded.

Leida piirkonnad A, kus Jérgmised funktsionaalread
koonduvad absoluutselt, ja piirkonnad G, kus nad koonduvad

iihtlaselt,

1113, E: %!.P_x ‘ 1114, Z cos
n=1 n=1 n
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arctan mx

1115, 1124,
n=o0 2
111 -
6. 1125,
nZ—o 2% + arccoa x ?
2
117, n_arccot mx 1126.
ns=
= 2°[1 + (007
2.2
119, exp(on"x") 1128,
n=A nvn'
1120. —_— 1129,
54 +8°(
kus g masdramispiirkond om X
1
et 3 1130,
n=1
oo

122,

n=0 n + arccot x

123, S ——LE

n + |arcsin El

131,

1132,
n=2

(=1 )n‘-1

p=1i/Xi+n~-1nn

20 sin®x
5=
=1

« sin nx

n=1 é\/ + le

arceingyn}coa nx
n +8inx

n=3

o0 -1 1
cos(x/n)

1
—< (@ +x)(n +1 +x)

sin nx
(n + |x])

>

n=1

§ ’amtan-r—lq-—
= n +x +1

oo

1 1.x
1 14—
+nln2;(+ )]

n=2

Funktsionaalrea summal on jédrgmised omadused.

1) Kui funktsionaalrea (12) liikmed un(x) on pidevad

funktsioonid piirkonnas X ja funktsionaalrida (12) koondub

iihtlaselt selles piirkonnas, siis tema piirfunktsioon

£(x) on pidev funktsioon piirkonnas X, s.t. iga ae X kor-

ral kehtib vordus
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iim Z: u . (x) = Z lim  w (x) = Z, u, ().

X=8a 1n=0 n=0 X—= & n=0

2) Eui funktsionaalrea (12) liikmed u,(x) on integree-

ruvad funktsioonid 15igus [a,b] ja funktsionaalrida (12) koon-
dub iihtlaselt selles 15igus summaks S(x), siis kehtib

vordus

b w b
Is(x) ax = I u, (x) ax

n=o0 a

ehk

j Z w(x) = I u, (x)

a 1n=o n=o0 a
s.t, iihtlaselt koonduvat funktsionaalrida vGib integree-
rida liikmeti.

3) Eui funktsionaalrida (12) koondub ldigus [&,b]sum-
maks S(x) ja tema liikmetel nn(x) on olemas pidevad tule-
tised u;l(x), kusjuures funktsionaalrida

oo

> e

n=o0
koondub iihtlaselt 1Gigus [a,b] s 8lis selles 1Gigus kehtib
vordus

S'(x) = T u! (x)
n-o

ehk

v = i q‘;(x),

n=o0

i w, (x)

n=0

8.t. koonduvat funktsionaalrida vgib liikmeti diferenisee-

rida, kui tulemus on iihtlaselt koonduv.
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An:Joogilised teoreemid kehtivad ka funktsionaaljada
(11) ja tems= piirfunktsiooni £(x) kohta.

Ulesanded

Nédidata, et jérgmised funktsioonid on pidevad oma
miédramispiirkonnas.

133, £(x) = > @ ———

n=1
134, £(x) = S Arcfas nx
&= 10+ 1
oo .
135, £(x) =

—n ercsin -
oz n(z + 1) n

1136, £(x) = &rccos
2

Arvutada jérgmised piirvadrtused.

137, 1im Z-"i‘lz%n—‘l 1138, 1 >

X-= 0 n=1
1139, 1lim S—' arctan 2
X-> OF n(n + 1) x

1140, 1lim Z‘ 2 apctan 210D
-

1 =
X1+ <=3 P x

1181, 1lim \ ' — arccot Mal
X =

1
142, lim ) ———— arccot
x+3=- 0 -lon 3 -x



1143% lim —_—
X0 n;1 n+x

1144, Leida funktsiooni

n“ + s8in x

£(x) = T :'2—'——
n

maksimaalne vaartus.

1145, Leida funktsiooni

n=,1n2+5n-‘l + co8 X

minimaalne véédrtus.
1136, Leida funktsiooni
o A
£(x) = Z — arccos®™x
n=1 4
globaalsed ekstreemumid,
1147, Leida funktsiooni
Cod . n+1
£(x) = /arcsin|x )
globaalsed ekstreemumid.
Arvutada jérgmised integraalid.

2 ., . - /2
149, S > m0 +nxlax 11528 {m
[} n=03 © n=o
I oo
1150, A e
o | e e | £ e
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Naidata, et jirgmiste fumktsioonide tuletised om pi-
devad kogu midramispiirkonnas.

154, z .\—/“ arccot 1156, i — (- +1n X)

a=1 n o1 nx® n

LY
1550 2 T,

Leida jargmiste funktsioonide tuletised punktis x = 0.

nsp. S 2 arccos —X-
]

n=o Fa n+1
1158, Tn T arcsin;

§ 5. Astmeread

Funktsionaalrida

i‘nxn=a° 4‘&11"‘ cee "‘%xn"' coe (13)

n=0
ehk {ildisemalt
n
f‘:an(x-a)n=a° +a1(x-a) + cee +an(x-a) + o00 (14)
=0

nimetatakse astmereaks., Arve a, nimetatakse astmerea kor-
dajaiks.

Iga astmerea korral leidub selline R, kus Rg oo,
et astmerida (13) koondub absoluutselt, kui |x|<R, ja
hajub, kui |x|> R; rida (14) aga koondub absoluutselt, kui
|x - a|<R, ja hajub, kui |x - a|>R.

Vahemikke (-R,R) ja (a = R, a + R) nimetatakse vasta-
valt astmeridade (13) ja (14) koonduvusvahemikeks ja suu-
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rust R koonduvusrasdiuseks. Koonduvusvahemike otspunktides
v5ib astmerida koonduda tingiwisi, koonduda absoluutselt
v6i bhajuda.
Kehtib Cauchy - Hadamardi valem
1

lin supR/|ay|
N=»oc0

Astmerea (13) ja (14) koonduvusraadiuse mééramiseks

R (15)

voib kasutades jérgmisi lihtsamaid valemeid.
1. Kui a, # 0, siis koonduvusraadius

&

R = 1lim a (16)
D=9 | 8p49
voi
R = 1lim —— 7)
“V1=al

eeldusel, et vaadeldav piirvddrtus (1l5plik voi ldpmatu) on
olemas,

Sagell leitakse koonduvusraadiuse mddramiseks enne
koonduvusvahemik, kasutades positiivsete ridade koonduvus-
tunnuseid.

Ndide 15. Leida astmerea

E:: 1n(n + 1) ’§)2n+1
ST 3

= n +
koonduvusraadius R, koonduvuspiirkond X ja piirkond A, kus
ta koondub absoluutselt,

Lahendus, Antud reas esinevad ainult paarituc x astmed,

seega paaris astmete kordajad on vdrdsed nulliga., Jdreli-
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kult +alemeid (16) ja (17) kasutada ei saa. Koonduvusraa-
diuse mééramiseks kasutame Cauchy - Hadamard'i valemit
5).

Et antud juhul a,p, = 0, siis

Ve — -

e |
-un 2 G 1
Nt 0o n+ 1 e

ol-

ning Cauchy -~ Hadamard'i valemi pohjal on

R = e.
Seega vaadeldav astmerida koondub absoluutselt koonduvus—
vahemikus (-e,e) ja hajub, kui |x| > e. Uurime, kuidas
vaadeldav astmerida kditub koonduvusvahemiku otspunktides

X =+ Ja x = =e, Kui x = +e, 8iis saame arvrea

S '1ngn+1g
n=o n+t1 ?

mis hajub esimese vordluslause pdhjal, sest

ln(n + 1) 1 1
n + ZEET Zn+’f‘°°'

Eui x = -e, slis saame arvrea

- > ln(n +1)

n + 1
- ] ]
nZo n +

mis eelneva pchjal on hajuve. Seega X = A = (=e,e).

Antud astmerea koonduvusraadiuse voime médrata weel
teisiti, leides enne koonduvusvahemiku positiivsete rida-
de koonduvustunnuste abil. Nditeks D'Alembert'i tunnuse

abil saame
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1
ot | [P ___s1 |2n+
n - n+2

1n(n + 1)

_ln(n +2) n+1 |2 I_I2
1n(n +1) n + 2

Seega rida koondub, kmi |x| < e, ja hajub, kui |x|> e,
Jérelikult R = e,
Naide 16, Leida astmerea

n=o
koonduvusraadius R, koonduvuspiirkond X ja piirkond A, kus
ta koondub absoluutselt.
Lahendas. Vaadeldavas astmereas on kGik kordajad nul-
list erinevad, seega voime rakendada R leidaiseks valemit
(17). Saame

Ve e D b
kust
R = 10.
Seega vaadeldav astmerida koondub absoluutselt koonduvus-
vahemikus
(2=R, 2 +R) = (-8,12)
ja bajub, kui |x - 2| >10. Uurime, kuidas vaadeldav astme-

rida kditub koonduvusvahemiku otspunktides x = =8 ja

x =12, Kui x = 12, siis saame arvrea

L_‘ ln(n + 1) oo

n=0

Kui aga x = -8, siis saame arvrea




? (_1)11 lnnSn++ 1 !’

n=o
mis koondub(tingimisi) Leibnizi tunnuse pdhjal, Kokkuvgt-
tes oleme saanud, et

X = [«8,12), A = (=8,12).°

Ulesanded

Leida jérgmiste astmeridade koonduvusraadius R, koon=-
duvuspiirkond X ja"piirkond A, kus nad koonduvad absoluut-—
selt,

n
1159. 1167. — (%)
n=o0 -0
1160. (-2x)B 1168, T (n + DI
n=o0 n=o
161, 1169,
n=0 n=1
= n
162, > ' (%) g T S —
n=1 v
1163. i En(x + 2)11 171, T" (nx)n -
n= n=o0
M6k, z Lo(x-3" 2. __xf—z
= 10" =% (n +1)
M. S (D o 1o
n=o =1 e
n n
mes. S g (3) e $ 5
n=o0 n=1
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1175,

1176,

1177,

1178,

1179.

1180.

1181,

1182,

; . 1185,
i (-2 .1;:.‘ 1184,
n=1 n
i 2020 1185.
n=0o
; —_— 1186.

(*= )" oo 1187.
n=1

2

z (n—+,,)n £° 1188.
n=0

(1)® e
Z‘ = + 0T

n=0

o

; a%(x - 3)!
n<

> n—L,-, (x + 5281
n=1
>

n=1

n

'

Z (n )
n=1

(x + s)n
E‘ (n + V)ln“(n + 1)
20 2

2. ey (x-2P
n=

SR @) e

Astmerida (13), mille koonduvusraadius on R, koondub

iintlaselt igas 15igus [-r,r|, kus r<R.

Astmerea (13) summa £(x) on pidev funktsioon tema

koonduvusvahemikus (=R,R).

Astmerida (13) v5ib igas 15igus [0,x], kus x € (-R,R),

liikmeti integreerida, kusjuures

j 2(¢) at = yo’ n—h‘r =2+ (18)

(] n=o0

Astmerida (13) v3idb koonduvusvahemiku (-R,R) igas
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punkis8 X liikmeti diferentseerida, kusjuures
- 1
f(x)g/_lnanxn-. (19)
n=1

Astmeridade (13), (15) ja (16) koonduvusraadiused on
vordsed.

Sama kehtib ka astmerea (14) korral.

Abeli lemma, Kul astmerida (13) koondub koondavusva-
hemiku parempoolses otspunktis x = R (vaatavalt vasakpool-
ses otspunktis x = =R}, 8iis selle astmerea summa f£(x) on
vasakult pidev kohal x = R, 8.t

£(R=) = 5 a R"
n=o
(vastavalt paremalt pidev kohal x = =R, 8.t.
£(=R+) = ? (-N% R ).
n=o
Néide 17, Leida‘:?tnerea
Z x4n
n=A Blén =
summa £(x).

Lahendus, Kuna
4n-1
o2 2o - 1)_\ s w () e
8iis viime leida £(x) sel teel, et integreerime liikmeti

2 korda geoneetriliiglt rida
xun-Z = X
1 - xi
n=1

ligus [0,x] = (~1,1), mille tegur q = x* ja koonduvus-
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raadius R = 1. Kuna astmerea integreerimisel tema koon-
duvusraadius ei muutu, siis rea integreerimisel saame
) >, + 0, 4n-1
[ SdmaaS ] e
o n=1 n=1 o =1

ja tema summa integreerimisel saame

g(x)

JT_‘dx=£[_( * )--2'1+x_‘dx=

5 -X 4\1 +x 1 =x

—1nltrtx_ 1 grctan x.

4 1-ax 2

Arvestades, et

4n _4n-1 oo 4n=1
t =) mE— “*L[m““fzw
n=1 =1 o o n=1
x
=4 g S(X) dx,
[
siis iga x € (=1,1) korral saame
x
£(x) = j[ln(‘l 4+ x) = 1n(1 = x) - 2 arctan x]dx =
o

{[{1 + x)1In(1 + x) - x] - |_-(1 x)1n(1 = x) - x|

2[: arctan x - % 1n(1 + xz)]}l

(1 + x)In(1 + x) + (1 = x)1In(1

X) -
- 2x arctan x + 1n(1 + ::2).
Antud astmerida on aga koonduv (absoluutselt) 13igus
X = [-1,1] . Seepérast on £(x) Abeli lemma pshjal (iihepool=
selt) pidev ka koonduvusvahemiku (-1,1) otspunktides

x = =1 ja x =1, ning kokkuvittes saame
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£(x) = [(1 + X)1n(1 +x) + (1 = x)1n(1 - x)]-
- 2x arctan x 4+ 1n(1 + 22)
midramispiirkonnaga X = [-1,1],

Ndide 18, Leida astmerea

2o

. (n+ 2)x2n+1
n=o

summa £(x).

Lahendus, Et vaadeldava astmerea koonduvusraadius
R =1, siis iga x€ (-1,1) korral on

E , (2n + 2)12n+ﬂ = 2f(x) - 2 20+
n=o n=o

2f(x) - T—zl-z.
- X

Seega on vaja leida astmerea
oo

zz: (2n +

n=o0

summa g(x). Seda vGime leida geomeetrilise rea

£20+2

n=o0

liikmeti diferentseerimise teel, sest

x
2n+1
[ (2n + 2)x ax = x°0+*2
Euna
n=o n=o
- 2x(1 - x°) - 12 =2x) _ 2x ,
1 -x%) “ - xz)2
siis
1 x X X x(2 - x
£1(x) = - g(x) + ——= = + =-L—z-‘9
2 & -x 1 - x° 1 - xz)2 (1 =-x



mééramispiirkonnaga X = (=1,1).
Ulesarded

Leida Jjargmiste astmeridade summad.

1190, T: nx?=1 1196, i (=1)%(n - )P

n=1 n=2

+1
19, ST (M@ + Dt Mo, S (=12 ;é?-rry

n—o n=1
oo _n#1 — _ £2n
192, S T 198, D (1) " =y
n=0 n=1
1193, —_———— 1199, i (N
n=o0 n=0
=] _ _n co  2n+1
1194, Z -1 T T 1200. Z =ET
n=o n=o0
195. S5 n(n - N2

n=2
»

Kasutades eelmiste iilesannete vastuseid, leida jérg-

miste arvridade summad,

(o =]
1201, 1204, 2 -1)
20 Z Fa 0% Z 50
n=0 n=0
< n=1
1202, ST (=t & 1205, 5 o
n=o0 2 n=1
= n
1203, Z*_"_TI 1206, G
=0 (0 +1)3 4o 2n + 1
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§ 6. Funktsioonide arendamine astmereaks

EKui iga xeX = (a - R, a + R) korral on
2(x) = ay(x - )7,
=0

siis deldakse, et £(x) on vahemikus X arendatav astmereaks
(14), Astmereaks (14) saab arendada ainult niisugust
funktsiooni f£(x), millel on olemas igat jérku tuletised
vahemikus X,

Eui funktsioon on arendatav astmereaks (14), siis sel-
le rea kordajad a, avalduvad £(x) kaudu valemiga (kus
oL =1)

8y = &@T £®(a) (@ =0,1,..0) (20)

Arvu (20) nimetatakse funktsiooni f£(x) Taylori kordaja~-
teks.
Agtmerida, mille kordajad on antud valemiga (20),

8.t 8stmerida

2 (a)
S LR (- @)t @

n=o0

nimetatakse funktsiooni £(x) Taylori reaks, Kui a =0,

> x°, (22)

n=o0

siis saame rea

mida nimetatakse funktsiooni £(x) Maclaurini reaks..

Vahemikus X igat jérku diferentseeruv funktsioon
£(x) on arendatav Taylori reaks (21) selles vahemikus pa-
rajasti siis, kui £(x) Taylori valemi jédkliige <xn(x)
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rahuldab vahemikus X tingimust
lim qn(x) = O.

ne»oo

Seega, kui funktsioon f£f(x) on arendatav astmereaks
(14) (vastavalt (13)) vahemikus X, siis see astmerida on
£(x) Taylori rida (vastavalt Maclaurini rida). Seepirast
funktsiooni arendamiseks astmereaks v3ime kordajate (20)
arvutamise asemel sageli kasutada tuntud astmeridu, mil-
lest liitmise, korrutamise, liikmeti diferentseerimise
Ja integreerimise Jjne, teel ssame vaadeldava funktsiooni
astmerea, Nditeks, ndidetes 17 ja 18 on selliseks tuntul
agstmereaks vietud geomeetriline rida.

Tuntuimad astmeread on jérgmised:

(23)
2n+1
n=o
n=o

M+ 1) = =14 —=n#1) B (26)

n=o n=1

n=o
2n+1
n=o



kusjuures astmeridadeli (23), (24) ja (25) on koonduvus—
raadius R =oco, binoomreal (26), geomeetrilisel real (27)
Ja ridadel (28) ja (29) on R = 1.

Haide 19. Arendada funktsioon arcsin x Maclaurini
reaks.

Lahendus, Et x
arcein x = I —
o V1 - tE
Jja valemi (26) pShjal (vottes o = -% ja x= -tz) on

= zz: ('055) (=t2)B =
n=0

22 1+1-n)
14 Z r q)B 2 g2n
n=1 nl

1+ 1'2'.-:'(2!1 - 1) t2n =
Z 2% ny

n=1

S (en = DI .2n
— (2n)4}

n=o
kus (=1)3! =1, Et astmerea (26) koonduvusraadius R = 1,
siis iga x € (=1,1) korral viime saadud astmerea liikmeti

integreerida. Seega iga x € (=1,1) korral on

arcsin x = z f2n =)t ( t20at = T (2n = x2n+1
= (an)t a=e (2n)ii(2n + 1)

Saadud astmerida on aga koonduv (absoluutselt) ka punkti-
des x = + 1, kuna sel korral on tegemist arvreaga
S __(en =Dt

njy n + ’
mille jaoks
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(2n + 1)18¢ (2n)$3(2n +1) _2n +1 2n +1

n = (2n + 2)11(2n + 3) (2n - 1)1} 2n +2 2n + 3
_ (2n + 1)2 —_—
(2n + 2)(2n + 3)
Et
_ (2n +1)2
R,=n(1=-D)=n1-

(2n + 2)(2n + 3) |

(402 +10n+6-4n°-4n=1) =
2(n + 1)(2n + 3)

= ntsn + —.2 > 1
2(n +1)(2n 3) 2

siis Raabe tunnuse pdhjal on rida koonduv. Abeli lemma

’

pdhjal j&&b saadud reaksarendus kehtima ka punktides
x = +1, Seega iga x ¢ [—1,'1] on

(2n = 131 _2n#
a i = X .
resm ¥ T (2n)is(2n + 1)

Nédide 20. Arvutada

1im 2(tan x - sin x) = 0
X=> © b o

Lahendus, Arendame lugeja Taylori valemi pShjal kuni
astmeni jdékliikmega Peano kujus. Seda on kerge teha
valemite (24) ja (25) pohjal, kust punkti x = O {imbruses

saame

15 15 =
sin x = x = +ormy + o(x ),
2 4
cos x = 1 --’%4»—1» o(x?)
ning jagades leiame

tanx=x+3-+,|-25x5+ o(xs).

-210-



Jsrelikulg

lim 2(taax - - 15 + §- + 0(15)]- 23
X~ 0 15

- 1im + o(x?)

h X=» 0 3

1
[% +* 0(1)] = E.
Ndide 21, Arvutada integraal
172
I sin x 4

tédpsusega kuni 1074,
Lahendus., Integraalialuse funktsiooni viGime asendada

funktsiooniga

B0 X ka1 x£o0,
f(x) =

1, kui x =0

mis on pidev ka punktis x = O, Valemit (24) saame
2n

- D L R —
£(x) =1) on 2 1

n=0
Et viimase astmerea koonduvusraadius R =oo, slis vGime

teda liikmeti integreerida igas vahemikus. Seega

1/2 - Y2 o,
= =1 n dx =
o« 5 e [ 2
S (=12 2041 e
-nZo: - (2n + 1)1i(2n + 1)

°o 1
= -2
Z( ) (en + 1) 1(2n

n=i

=]
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Saame
1
o 350
L = A = = =— = 0,00694
515.2° 6-5:8 144
1 1 1
a, =
27 535.27 120-5.52 52:600
Euna saadud rida on vahelduvate mérkidega, siis valemi (7)

p3hjal nieme, et juba |R4|< aa<10—4. Seega
1/2

) ®18 X ax = 0,5 - 0,00694 ¢ 10°% = 0,49506 ¢ 10~*.
[+]

Arvutatud integraali tépsust vGime teisiti hinnata
ka Taylori valemi jéddékliikme kaudu Lagrange'i v3i Cauchy
kujul.

Ulesanded

Olgu

exp(-x-a), kul x £ 0,
0, ¢+ kui x =0,

Kas jérgmised funktsioonid £(x) on arendatavad Taylori

?(x) =

reaks punkti x = a iimbruses?
1207, f£(x) = .P(x) +8inx, a=0

.P(x) 4+ 1n(1 +x), a=0

1209, f£(x)

V(x-1)+1nx, a=z=1

1210, f(x) = p(x=-1) +1lnx, a=2
Leida jérgmiste funktsioonide f£(x) Maclaurini rea (22)

osasumma kuni astmeni x5 kaasa arvatud.
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121, £(x) = (1 + x)* 1215,

1212, £(x) = 1n(1 + eX) 1216,

1213, £(x) = tan x 1219%
12214, £(x) = th x 1218%
1
% = cotx, kul
1195 £(x) =
0. kui
- -1
12200 f£(x) = B+

£(x) i
1-x =X

£(x) ~—
1¢x+X

f(x):arctanzx

f(x)=1n1;x

X £ 0y

x=0

Arendada jérgmised funktsioonid Taylori reaks punkti

x = a iimbruses.

1221, f£(x) ==, a =2 1224,

1222, £(x) =1lnx, a =1 1225,

1223, f£(x) = eXsin x, a =0

1226, f£(x) = log(1 +x), a =0
Jérgmised funktsioonid f£(x)

reaks, kasutades valemeid (23) -
koonduvusraadiused R.

1227' r(x) =0 1252-
2

1228, £(x) = e~ X 1233,

1229, f£(x) = sin -’2‘ 1234°

1230, f(x) = cos 2x 1235,

1231, f£(x) = sin’x 1236.
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f(x) =cos xchx, a =0

£(x) = sin 3’%, a =2

arendada Maclaurini

(29) ja mddrata nende

£(x) = cos’x

£f(x) = a

£(x) = (x - tanx)cos X
f£(x) = sh x

£(x) =ch x



1237.

1238,

1239.

1240,

1241,

1242,

1243,

1244,

1253,

1254,

1255,

1256,

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

£(x) =

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

= s 1245,
1 -x
= 1246.
= #.5 1247,
(1 =-1x)
= 1248
=3 .
= 12 :—; 1249.
R . S 1250.
6 = 5x +
=12 =-5x 1251,
6 - 5x + x°
1252,

T -0 -39

1n [(1 + x)“’x] + ln[(“ - 1)1—1]

(1 +x)e X

(=%

- (1 = x)e*

kui

kui

kui

kui x =0

£(x)

£(x)

£{x)
£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

x 1n(1 + x

1n(1 + %)

1n(8 + x)

1n(1+x+xz+

——
VT -2

=‘\/1 + 12'

———|

27 - X0

x2

-x

Jiargmised funktsioonid f(x) arendada Maclaurini

reaks, integreerides tuletist f£'(x), ja midrata nende

koonduvusraadius R.

1257,

1259.

£(x)

£(x)

arsh x

x arctan x - 1n(1 + x

1258,

=214
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£(x)

= arth x



1260, £(x) = arccos x

1261. £(x) = x arccos x --\/'l - x°

1262, £(x) = x arcsin x +/1 - x°
1263% f£(x) = x arsh x =~/1 + x2.

Jargmised funktsioonid f(x) arendada Taylori reaks
Taylori kordajaid arvutamata ja médrata koonduvusraadius R.

lng_"..!

1264, f£(x) + 2arctan x

1265, £(x) = 2x arctan x - 1n(1 + x°)

1266, f(x) = sin 3‘4— 1267, f£(x) 1n(2 - x)

8in(1 - xa)

1270, £(x) = arctan(2 - x) 1271. £(x) = —E——QE---

XT = 3x + 2

1268, f(x) = cos(x - 3) 1269% £(x)

das

X
1272. f(x) = )
o]

at

X
1273, £(x) = ln|x| - j

1274, r(x) = x4 = x° -4 arcsiné
1 & x )
1275, f£(x) = {%—dt-ﬁ lnix| 1276, £(x) = f exp(=-t")dt
X
x
1277, £(x) = j de 1278, £(x) = V1 +t dt
o 1 - tq' o
X
1279, f£(x) = I arctan t at
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1280.

1281,

1282,

1283,

1284,

1285,

1286,

1287,

1288,

1297,

1298,

1299.

1300,

b 4
£(x) = exp x° j exp(~t2)at
]

> m®

Leida jérgmiste astmeridade summad.

1289. S—'_‘ (_1)11___3”

n=1 n=0

- =2 - _:2n+1
Z (=1) (o -1)x2 1290, Z ( RIS
n=1 B=0
Taa-nd e 3 et Gl
n=2 n-o
i (=1)B(n + )32 1292, Z —_—t
n=o0 n=o0

e— 1293. i(_.‘)n ‘2 - 1;1:12111-1
n=o0 . n=0
o 1
Z (=1)"~ 1294,
n=1 n=o0
L) +2 oo
> emt ==, 1295, 5 {Zpmendtl £
n=0 n=o

=, aam (2n=3)11 _2n
> ln + 1)1 1296, Z . n
n=o0

£(x) = n =

£(X) = =———w, D =
1 +x
4

£(x) = x° V1 o+ x,
5 4

£(x) = V1 + X,

Easutades valemit (20), arvutada @) (a),

6, a=0
5, a=0
n=4, a=0
n=5 a=0

=216=



1301, £(x) =x%%, n =10, a=0

1302, £(x) = x**, n =10, a =1

1303. £(x) !2 sin x, n = 7, a=0

1304, £(x) =x°sinx, n=7, as=3

Kasutades Taylori rida, arvutada jirgmised plirvéér-

tused.

1305, 1lim —— 1306. 1im 1n1n(‘ls+ xx -X
X== 0 X O=

1307% 1im X% + x2 - x)
X=» 0 x s8in x

1308. lim 2(1 "E 4+ < + lng‘\ - X + 122
X=+ 0 (e” = 1)tan x

1309, lim l_x - len(‘l + ;)J 1310, lim (cot%: - —1—)
X=» 00 X=» 0 X

1311, 1lim - —1,) 1312, 1im (.é,, - 2.:0_%3)
x>0\ X x X0 | X x’sin x

Arvutada ligikaudu jé&rgmised integraslid tépsusaga

1313, )’ o ax, =107 1319, | e28%ar, o=10™
o /e
1/4 1/2
1314, e'x'zdx, ol = 1072 1318, f ax , o= 102
° 'o 1 + xq'
4 1 1 5
1315, j e* ax, o= 1072 1319, & ax, «= 107>
2 1710
1 0,2
1316, sinx 4, o - 1070 1320. _gx_x. o=107
o * 031
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-
1321, ( eBINT 5 =10 1326, f =~ ax, o= 10

-
S

1325, In(1 +Vx)dx, =107

o] o]
1322, f \/Tos Tdx, o =102 327, ( AZEBLAX gy,
o (] o = 10-3
12
1323, S arctan x ax, o - 10~3
[+]
1 1
1324. | cos x% dx, o=10"2 1328, ] cos Vx ax,
[+] o o =
f

§ 7. Fourier' read

Olgu funktsioon f(x) kas mddratud vahemikus (=77, )
v3i perioodiline perioodiga 2.
Funktsionaalrida

a oo

‘ (ancos nx + bn sin nx)
n=1

nimetatakse funktsiooni f(x) trigonomeetriliseks Fourier'

reaks vahemikus (=J1,37) ja kirjutatakse

f(x)rsz + T (ancoa nx + bnsin nx), (30)
n=1
kui Fourier' kordajad ja bn on mddratud valemitega
T
8 =- I f£f(x)cos nx dx (n=0,1,.¢.), 31
=T
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Ju

= = [ £(x)sin nx dx (n=1,2,e00)0
-t

Igal absoluutselt integreeruval funktsioonil £(x) on
olemas trigonomeetriline Fourier' rida, kusjuures f£(x)
voib olla ka tdkestamata.

Kul funktsiooni f£(x) on vaja esitada Fourier' reana
mingis teises vahemikus (a, a+237), siis kordajate Jaoks
kehtivad samad valemid, kuid integreerimisldik on siis
[a, as27] «

Kui £(x) on paarisfunktsioon vahemikus (-sv,7), s8iis

a oo
f(x)fv?o- + a_cos nx, (32)
n=1

kus Fourier' kordajad
ar
a =, J £(x)cos nx dx (n=0,1,.¢.)s (33)
°
Kui £(x) on paaritu funktsioon vahemikus (=i ,7 ),
s8iis

£(x) ~v P tnsin nx,

n=1
kus Fourier' kordajad
k14
z-_'-? [ f(x)sin nx dx (B=1,2,¢00)¢
o

Dirichlet® teoreem. Kul absoluutselt integresruv

fuaktsioor £(x) on perioodiline perioodiga 277, siis igas

punktis x, kus on olemas 1oplikud iihepoolsed tuletised
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£'(x+) ja £'(x-), koondub funktsiooni f£(x) Fourier' rida

summaks

S(x) =

Erijubul, kui £(x) on pidev punktis x, siis S(x) = £(x).
Teoreem kehtib ka juhul, kui £(x) pole perioodiline,
aga on mi#dratud 1Gigul [-J' ,J']. Viimasel juhul punktides

X = =7 jax =3 on

S(JT) = S(—JT) =

EKui funktsioon £(x) on midfratud vaid 1ldigus I_—O,JT],
siis saab funktsiooni f(x) arendada Fourier' reaks sel
teel, et arendame Fourier’ ritta poolldigus (-, selli-
se absoluutselt integreeruva funktsiooni g(x), mille kor-
ral g(x) = £(x) 15igus [0,77] . Valides

£(x), kuli xe¢[0,7],
B = "£(-x), kui xe¢[-m,0],

saame paarisfunktsiooni 13igus [~77,77] ja tema Fourier'
rida tuleb koosinusrida (32), mille kordajad arvutatakse
valemiga (33). Valides
£(x), kui x¢ [O,JT],

8(x) ' <f(-x), kut x¢€[-7,0],
saame paaritu funktsiooni 13igus [-1,7] ja tema Fourier'
rida tuleb siinusrida (34), mille kordajad arvutatakse
valemiga (35).

Eui £(x) on antud 15igus [~T,T] v3i on perioodiline
perioodiga 2T, siis tema Fourier' rida tuleb kujul

a o
..‘?(x)'v!2 + Z a cos + bnsin (36)
n=1
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x
an = ; £ r(x)coe dx (n=0,1'--o)’

n % ( f(x)cos dx (0=1,25000)0
-7
Rea (36) koonduvuse uurimisel kasutatakse Dirichlet'
teoreemile analoogilist teoreemi.
Punktsiooni £(x) nimetatakse integrearuva ruuduga
funktsiooniks 13igus [a.b]. kul korraga on olemas (hari-
likud v5i pdratud) Riemanni integraalid

?t(x) ax ja [ £2(x) dax.
a a

Kui £(x) on integreeruva ruuduga funktsioon 1l5igus

[-.n,.n], siis Fourier' kordajate ruutude rida on koonduv,

n=1

ning kehtidb Parsevali vordus

2 oo

a

2902(&§+bn)=5 jrz(x) dx.
n=1 =TT

Kui
oo
> Clagl + [pa]<
n=1
s8iis Fourier!' rida (26) koondub absoluutselt ja iihtlaselt
kogu arvteljel (=oo,o0).
Jérgmine tunnus voimaldab otsustada Fourier' rea

{ibtlase koonduvuse iile mitte Fourier' kordajate kaudu,
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vaid funktsiooni f£(x) omaduste pdhjal.

Uhtlase koonduvuse tunnus. Kul 1l3igus {-7,77] pideval

funktsioonil on £(=Jr) = £(3r) ja eksisteeridb integreeruva
ruuduga tuletis £'(x), siis funktsiooni £(x) Fourler' rida
(30) koondub 13igus [-m,71] absoluutselt ja iihtlaselt
funktsiooniks £(x).

Funktsiooni £(x) Fourier' rida (30) voib igas 15igus
10,x| C o71| liikmeti integreerida, kusjuures tulemus
on iihtlaselt koonduv rida lgigus [—J‘r ,JT] ning kehtid

vordus
X [=%]
a b
j £(t)dt = - x = (k sin nx - — cos nx),
0 n=1

(siin vdrduse parema pool on vasakul oleva funktsiooni
Fourier' rida).
Néide 22. Arendada funktsioon
o, kul O<x<h,
£(x) =
|x - b, kul hgxgm,
Fourier' silnusreaks ja koosinusreaks ning uurida nende

koonduvust. Leida arvridade

symmad .
Lahendus. Et arendada £(x) Fourier' siinusreaks (34),
loeme ta loigus .-71,77| paarituks funktsiooniks. Siis

a, = 0 ja valemit (35) saame
3

bn=3-'r-

)(x-h)sinnxdx=
h
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7 k4
+ fcosnxde
h

B>

cos ux |
'n

< - Jn
T ['( 7 - n) 2087, —5 sin nx ! J
1h

2 [(-1)“*“ Z=h sin nhl
n n-
Bt £(x) on pidev 15igus |0,ar] ja £'(x) = O, kui Osx<h,
£'(x) =1, kui h<x€a, ning £'(h-) = O, £'(h+) = 1,
siis 13igus [O,Jt] on Dirichlet' teoreemi pdhjal tema Fou-
risr' rida koonduv ja
£(x) :_,,% Zl:(-‘l)m’ﬂl Z=b  simohlyp oy,
n=1
Vottes siin b = O, saame funktsiooni f£(x) = x jaoks
koonduva Fourier' rea

x =2
n=1

(-1 )n+1 sin nx

Valides x = saame
n
Z =2 (-1 sin 7
n=1

=2 in(2k - 1)% _
2 N ()14 2 Z . ) (=1

n=1 n=1

ST - o
n

Ema £(x) = x on pidev ja jérelikult integreeruva ruudu-

kust

g, siis Parsevali vdrduse pdhjal
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[==] I
Z 1 j 2. 22 " _2.2
4 = - dx_-.— = JT’
kust
N B
2 =5 "
n=1 B

Et arendada funktsioon f£(x) Fourier' koosinusreaks
(32), loeme ta 15igus [~J7,77] paarisfunktsiooniks. Siis
b, =0 ja vgrlemi (33) pohjal sasme n = 1,2,... korral

a, =, j = h)ecos nx dx =

n
=2 (x—h)sm—nxﬂ-ljsinnxdx‘
o n
h h
J¥
cosnx’ -2 l(-1)n-cosnh]
sn Jn
Jja
Jv
= —— L !
G ) Gx-maxs— ‘ - L

Bt £(x) on pidev, £(-3r) = £(3r) ja £'(x) on integreeruva
ruuduga funktsioon, siis f£(x) Fourier' rida koondub

funktsiooniks £(x) ldigus [O,J'l] absoluutselt ja iihtlaselt.

Seega
s n
£(x) = + 2 Z -L-Lz—'q =,co8 b ;o9
n=1 n
Ulesanded

Arendada jédrgmised funktsioonid Fourier' reaks ja

uurida nende koonduvust.
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1329*
1330,

1331,

1332,

1333,
1334,

1335.

1336,

1337¢
1338,
1339.
1340,
1341,
1342,
1343,
1344,
1345,
1346,
1347,
1348,
1349,

£(x)

£(x)

£(>)

£(x)

£(x)
£(x)

£(x)

£(x)

£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)

= 8gn X, vahemikus [-J7,77)
{1, kui -nwgx<0,

=

3, kui O<x<m

2y kui O=sx<Tg

=

|0, kui T<x<2®

( Xy kul =-7<x<O,
Y f 2, kul x =0,

{31, il O<x <7

X, Zul -TT<xgI

x, kuli Osxs27

.27..2. X vahemikus (0,27)

="1:—- vahemikus (=37,7)
= |x| 13igus [=a1, 7]

= |x| vahemikus (=%,T)
15igus [~ 71|

vahemikus [0,2 aT)

[]

n
2] '{N N\N Nl\) NI'\)

vahemikus [=37,37)
vahemikus (0,237)

[]

e" = 1 vahemikus (0,2)
= eX vahemikus (=Jr,37)

= ¢ vahemikus (-T,T)

[ |

= cossrx vahemikus (=ur,37)
= sin stx vahemikus (=3J1,3v)
= gin mx vahemikus (0,2)

= 72 — x° vahemikus (-37,7)
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1350, f£(x) = x sin x vahemikus (-37,77)
13517, £(x) = ch x vahemikus (=37,J7)
1352, £(x) = sh x vahemikus (~J7, )
1353, £(x) = (7% - x2)2 1sigus [ 1,77
Arendada jargmised perioodilised funktsioonid Fourier!

reaks ja uurida nende koonduvust.

1354% f£(x) = |sin x| 1359. £(x) = x - [x]
1355. f£(x) = |cos x| 1360, £(x) = ln|sin 3|
1356, f£(x) = sgn cos x 1361, f£(x) = lnlcos
1357. £(x) = arcsin(sin x)1362% £(x) = 1n|tan %I

1358, £(x) = arcsin(cos x)
Arendada jérgmised funktsioonid Fourier'! koosinus-

reaks 15igus [0,7] Jja uurida nende koonduvust.

1363, f£(x) =1 1369. £(x) = x co8 x
1364, f£(x) =s8in x 1370, £(x) = x( 7 = x)
1365. £(x) = x 1371, £(x) = =1n(2 sin %)
1366, £(x) = X 1372. £(x) = -1n(sin 3)
1367, £(x) = X 1373, £(x) = 1n(2 cos %)
1368% £(x) = sin 7x 1374°  £(x) = % 1n cot ¥

Arendada Jjérgmised funktsioonid Fourier' siinusreaks

15igus [0,757] ja uurida nende koonduvust.

1375, £(x) = 1 1378, £(x) = L=
1376, f£(x) = cos x 1379, f£(x) = x2
1377. £(x) = cos 7nx 1380, f£(x) = x(7 = x)
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1381, f£(x) = eh x 1382, £(x) = =x €08 X
1383, :, kui 0 5
£(x) = ( 1 kit sx<EE,

—=, kui —~sxs<.

Leida Jjérgmiste arvridade summad.

ety (-0 azes. > &
n=1 n=1 B
o0 (o= ‘
1385% 1389,
2 @ 2t @
-1
1386% O _L-l)f_? 1390, Zq‘l,
o (2o =1 n=1 B
n-1
1387%
n="1 n

1391, Integreerides funktsiooni £(x) = x Fourier' rida
(vt. ndide 22), leida funktsioonide x2, xz' Ja Fourier!
read vahemikus (=J7,37),

1392, Koostada Parsevali vdrdus funktsiooni

1, kul |x|<a,
£(x) =
0, kul a<|x|<J

jJaoks ning leida arvridade oo
2
eos” na
sin_na 4, 2 o808
n=1 n=’

summad .
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VASTUS E D.
I. peatiikk.
s 1.

1. 3‘;5-+c. 2. g/ 2uxec, 3. 3240, 4. 4B Buc,

Se -(;;Hx‘)-O-C. 6. 5,—0-14-6. Ze 4,10x0'85_ %fw.
B+

8. x= 1 =21ln|x]) x7/5+c. X= 1+21n|x|+'!;T-+C. 10. '%x-o-C.

. 25'-14/5 + Co 12, 5124/5 - %x'“"/s +C. 13. §x5/2 +

+x+C. Kasutada valemit (a+b)(a=b) = az-bz.

An.a%x- Ga/35/3,3a2/357/5. 135-4-0. S

o eX-1n Ix|=

18. 5x-

()

4C. 19, we”“+ln 2.x4C. 20, x426%450°%4C. 21,  y -

- 22. sin x+3cos x+C. 23, -cos(u-rx)-fc.

24, sin(+x)4C. 23. £x- 76in x4C. 26. 2% - 2sin x-

-2x 81n? £4C. 27. X cosc -sin x+C. 28. tan x+C. 29, 2x-

- -}tan x4C. 30. -tan x-cot x+C. 31. =cot x-x+C,

32. x exp tan 2-2 tan x-2x4C. 33. tan x-cot x-4x+C,.

34, -=marcsin x+C. 35. 2x- ——2arcsin x4C. 36. x=-arctan x+
+C. 32. ln|x|+arctan x+C. 38. x?- -x+arctan x+C. 39, x-
-2arctan x+C. 40. x sh 2-ch x+C. 41. sh x+C. 42, %x%sh x+

+C. Kasutada valemit 2ch2(x/2) = 1+ch x. 43, %x— %sh x+C.
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Kasutada valemit 2sh®(x/2)mch x=1. 44, x-th x+C. Kasutada
valemit 1-th%x = 1/chzx. 45, x-cth x+C. Kasutada valemit
cth®x1 = 1/8bPx. 46, th x4C. 47. pxegth x4C. 48, th x-

-cth x+C, 49, =2 cth 2x+C.

$ 2.

50. +c.§1.L‘§5l+c.§2.2%ox3+c.

8i 1
ﬂ.-cot(2+lnx)+c.24.e nxi'c-ii.-m-f

26. - + C. iz. lnlxa - 5x ¢ 3|+ Ce 28. 1‘2(!4*1)4/5

4+ Ce 59~ 3(1 - ::2)3/2 + C. 60. 2-\/3::2 -5x 46 +C.
61. 1n(e¥+ln 3)4C. 62. wln(eZX44)4C. 63. 1ln(2-cos®x)+C.
64. ln|ln x|4C. 65, = ————n=4C. 66. = —:1—-:,—+c.

2arcsin x
67. = %cossx«ﬁc. 68. sin eX4C. 69, -2Jcoez‘1+coszx+c.

1nl+1 2

X.n aresin 3% A,-x°_
“gr BB T1n3 " L7

4
—V1-x"4C. 24, BECEED X0, 95, e —tC, 76, -lnfcos X4

4C. 77. lu|sin x|+C. 78. —2y1-x°- %arcsinz'/ 2x4c.

70. %exp . .

79. arcsin x-y1-x-+C. 80. arctan e 4C. 81. 27+ch x+C.
13
1 4 X
82, 1+th C. 83, +C. 84, - 4+Co
. jlten 0. g1, S o -5 o
85. = 7 (7-0)%34c. 86.- §/5-9x+C. 8Z. pln|2x-7|«C.
88. 11n|ax+b|ﬂnc. 89. y sin 3x+C. 90, -cos(x=4)+C.
1
9. - lein(1-2x)4C. 92. - Zcot(2x-5)4C. 93. - ztan(2-5x)-

3x+41ln 2

€. 94, %tan(}x— 2)4C. 95. -z~ +C. 96. i
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97. ;"-_arcsin 4x+4C. 98. arcsin v——g-yc. 9. larcsin %*C-

100. " rctan 3x4C. 101, ;‘E@rctan‘[;}ﬁ. 102, %arctan(5x+1)+
+C. 103. Jarcsin(2x-3)+C. 104, arcsin(x-2)+C. Juure all
eraldada tdisruut. 105. zarcsind®34C. 106. garcsindXtli
107. 5+UR oo, 108, § - BB 20, 109, —cotFac.

110. tan$+C. 111, tan(F-F)+C. 112, tan(F++C.

113, arcsin 1n x+C. 114, é(tan x-3)5/5+c. 115, 3arcsin x+
+7-,fl-x2l+c. 116, in 1n 1ln x+C. 117. 2cos x-3cot x- Fl'l_x*c'

118. 2tani—x+C. 119. 2tan(Z+%)=x+C. 120. ztan’x+C.
T % z

121, 1n(2+sin 2x)+C. 122.

- ;5—0-0. 124, 2ycos

+C. Asendada ’I/cos2

- ln|cos x[+C. 123, —< =

=1)+C. 125. tan x%tan3x+

cos _x

——

3sin x
1 2, 1 3

127. mtan“x+ln|cos x|+C. 128. gtan’x-tan x+x4C.

x = 1+tan°x. 126, - - gz-cot x+C.
129, arcsin x—\/1-x2+c. 130. %1n(x2+9)- %arctan§+c.

131, ;Iarctan22x+c. 132, - X %e-zx-vc. 133, B(8x3+27)1/5+
+C. 134, 2arctanyX+C. Teisendada, et oleks dvx.

135, cos;w. 136, -2J1-x2- %(arcsin x)5/2+c.

139, - %i_-\ﬁ-9x2+(arccos 3x)2]+c. 138. arcsin x+ —=xtC.

2
139, x+1n(x“+1)+C. 140. - +
97(1-x)7"  49(1-x)7° 99(1-x)?’

Kasutada vordust x° = (1-x)2=2(1-x)+1. 141, 5| —— -

-/ 3
- Jl:ZLLC. Kasutada vordust x = 1/3=-(1-3x)/3.
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in x
142. arcein*BXE,c, 143, Toin 2200, 144,

145. - geot 9x+C. 146, mwtan 7x4C. 142. 2(expvX-cosvx)+C.

2

a
148. &yarceink - %./a2x%ic. 149. 2arcsinyEsc.
150. = -‘larcs:u&« . 151, = wln“/i_@

Sa-x 2 123 x225 c. 12 2
VBxe a1
th'.' 1{ +

+C.

_ngy_ —g¥ia=x) ’+C.

+C. 155, 26V*4C. 156, 2/eF1-

154. - _ln
Ve

— 4

-2arctanye™=14C. 157, 1n&Zlic, 168, h(3eX+4)/(e%1) 4c.
e

159. - garcsin® lac. 160. §|x3/‘*-1n(1+ 4 P)} +C.

161, s%(l&x-r})(x-'\)q'/af»c. 162, = %arcsin x+C.

1—62-\/12-4-251'0003‘3-2‘,&. 164. - +C. 165, %QJQ-12+
+2&rcsin§+c. 166, = %arcahéi-c. 167. %lnztan x+C.

§ 3.

168, sin x=-xco8 x+C. 169, xsin x+cos x+C. 170, —_—

- ik-ztﬂcos 2x+C, 171, %_8008 3x+ ——E.Zﬂein 3x4C.
172, = ——cos 2x+3sin 2x+C. 173. x ch x-gh X4C.
174, 9%2*3311 3x- Feh 324C. 175. (12x°-96)cos}+
+(2x-48x)e1n F+C. 126. ~(x+1)8"%4C. 172, -

178, ~2(x2+xsa)e ™ 24c. 179, &¥(E— - lax 2 ..

ln a n“a ln’a
180, x(ln x-1)+C. 181, = =——=5(21n x+1)+C. 182, x(1n°x -
4x

2 a - vj
~2ln x+2)+C. 183. Eg-1n(x-1)= ——+C. 184, (3-+3x)1n 2x-
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- % -3x4C. 185.
186. —r(ln x= —x)4C. 187. x 1n(x2+1)+2arctln x=-2x4C,

188, xarctan x~ 11n(1+x2)+c. 189. _x;_ﬂ

arctan x- §+c.
190. ‘(x"-‘l)arccot x- —X4C. 191, xarcsin x+71-x24C,
192, x ln(x++x2)—4x24C. 193, x-

194 §2°/2(10%- $1n x4d)4c. 195, - 2(1nxs21n x42)4c.

X
196, Integreeride ositi, vottes m=xs .

197. sin 2:;200. 2X X.c. 198. CAS Zx+28in z:'x"C

199, =28ln 3x-3ces zx!-inc 200. 3x=2c08 5.-21".c

201, x/2-4ces x/2 88 X/2 ~X o 50p, =R8im x/2-2csa x/2,-X .

203. -.r,;(ain 2x-3ces 2x)+C. 204. -x cet x+lm|mim X[+C.

205, —X - - —tan x4C., 206. %(sin 1lm x-cos la X)+C.
2cou§ 2 2 22

207. x/2(cos la x+sim lm x)+C. 208, xten x- Tlnlcolx [+Ce
209. —%nin 214}00. 2x+C, 210, ;(2:2-12::-00- 2x+68in 2x-
-2xsin 2x)+C., 211, lnllinxl-(x+2)cot X é =2x4C.,
212, %134%12'11 2x4%xcu 2x- pain 2x+4C. 213, xarcoinzx+
+28rcsin x-\/‘\-xz-Zxoc. 214, %‘—(mtln x)z-xu-ctan x4+
+x1a{1 +x2)+c. 215, —/1+x2u-ctu x—ln(x+1/1+12)+c.
x° 0oX

216, 1m sinx|- xcot x- 34C. 217, p(9sin’x-3s1a 2x+2)<C.

2x
218, 38-(2c0l§-|11 2x+1)+C, 219, 6(x=2)sin/Xx+2vX(6=x)cosvX+

+C, 220, 3 [(2-3\’::2)(:0- }\/142 %/x‘ sin i/x']w.
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o 26"%¢/mn )+C. 222, 2(cnv§‘+~fi'lin-ﬁ)+c-
223. (x-")ln(‘lwi)- .0, 20n, JB-1)e% uc,
225. -;-rccu x- %2-%1.(14,: )4C. 226, 6|mcdexPe3 s
+21a(14x%)-sizarc taa x-2x7arctan x] e 227, h(l!ll‘m =
%)

= —arctak x- 'garctnna.t«rc. Kagutada vordust 1=(1+4x =2,

228, ;»3-11]‘1-x2!+c. 229, - (1-x)exp arctan
21/1412
2%0. {sx)exp . 231, 2e"x(x21/x‘—5x2+20x~/x-60x+
2/5e? 2

+120X4120)4C, 232, Zom=(x"43xT46x46)4C. 233. p(2x+

+2VXsin 2vX4ces 2vA)+C. 234, ;(2x—2#x+2' sin 2vx+2-

—cos 2vVX+2)4C. 235. %%x ;lnl |+C 236. arccos|- -
dax,,

§ 4.

237, 1a(|x#1| /~/2x41)4C. 238. 1n|x=2| +1n|x+5|+C

239, 3ln|—<X2) |, 240, dinf(x-2)2 /2 |4<.
22 .(x+‘|)(x+3)’ e 20 Bln[(x 2" x4

211, 1,[&1&!,7-&2
(x+3)

+2381n|x-3| +C. 243, 1n|2x=1| =61n|2x=3| +51n|2x=5]+C.

+Co 242, X4g ln|x|= ln|x=2|+

244, 3;1; )(x"")3|+c. 245, n#ln|3x41|+
+3§ln|21-3|- 3ln|x|+C. 246, - %+31+§1n|x-1‘ - j-?-ln,x+2|

+C. 287, gx+ln|x|- rfln|2x-1] - xgln|2x] 4.
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250. 4la|x|-31a|x-1|= psC. 251, xetslnlTlc.
252, 1n|x—f-.,-| -x%, IC. 253, ;éln'%_-r +C. 254. 1n|x=2|=-
.2 x+4 gx-r c
= + +C. 2 ¢ 2 ln - - . 2 ° -
3(x-2)° 2(x~2) 2 l‘;z x“+6x+18 28 2%
- #laix|+201n(x-3| - 4Z1n|x-2[+C. 257, 41n|Eom|- —2EEsc.

X =3X4+2
258, —1+1n|x+1l+c. 259, -—11-4»1:&})4’—'2-«:.

260, %h|12+21-2|- 3h|x+‘||+c. Eelnevalt teha muutuja vahe-
2

tus u=x“+2x~-2, 261, - = x+2|‘ 262, %lrctan X+

1 -1 1
+Eln x| e 263, Ilnl':x:_ﬂ' - ?arctln x4C,

264, ln(|x|f\/x2+‘l)-oc. 265. zln —SuxiqL:/—arctln ==L,
X =X+ 5

2
2x+1 X =2x+5
—_— _.6' +Co 267. la =T -+

éarcbu 5!1--0»0. 268, i——-—+1n -arctan x+C.
4

h g

1 1 1
269, #1ln - t +C. 2 = t -2
=2 PR PR IvLY A -

9 5 )22 =arctan x 70 x-3 —8rc an(x~-2)+
+C. 271, -glnlx-ﬂl - g-ln(xz-ﬂ )= =Cry*Ce 2720 1n —14=, +

écrctan § - }?gnrctln X +c. 273, -2~ -+21n(x2+21+2)-

~2arctan(x+1)+C. 274, zlan x x4l 3 g rctan T—4C. Lahutada

xCex+1 2¢3 xv3'

nimetaja teguriteks, kasutades vordust x'+x2+1=(x+1)%-x2,
275, :%gln '-x-ﬁ‘/-g—*“—i-‘/garctan xiz-,-rc. Lahutada nimetaja tegu-
X =xv241 1-x

riteks, kasutades vordust x“+1=(x2+1)2-2xz.
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° — I —e———— 5
278 N ‘/34 tan x+zarctan x”+C. Kasutada vrdust

2
x°4 =(x2+1 )3 -514.512. %rc tan x+C.
8

(x+1)< 8
278 — —arctan 24+, 279, T
18(9+F) 54 - 216(?+9) 36(x +9)
+ :‘-arctan X0, 280, ——I“;"L—-ojamtm(x+1)w-
648 3 2(x +2x42) 2
28, lm“n 1, 26xe1) |, 18(x) | g0, e
3 x 42x410 (x~+2x410) J
+ _arctan XiC, 287, ! »- —=arctan
Wz vz 7% 6(x%ex41)2 3(X2ex41) B3
84, aeretan(xo-‘l)% ;x 2)2 #C, 285, gerctan(xﬂ )=
1.3 +1.  +8 1 2 2
- . Inix|= spln(x +'|)o?g31n(x )=
8(x“+2x42) i3 T8

- . 287, I3 -ln|x#| 21n(14x?)4C,
24(x +4) x“#1 2

288, —Qz—léla‘ s rctan x+C. 289, —arctan Z4C,
8(x“"M)< 8 216(x +9)“ 648 . 3

2
X 4x42 1 1Y) 4C
- ==X b —lIn|—4C. 291, —z—~-—+arctan(x+ )
8(x—1)(x+1) 16

x—‘l x“+2x42 32
_ g w51
4(x—1)(:z+1) 4 xx-o:) rotan xuC. 29: - Zz(r-:—)-
- 61n|--loc. 294, mﬂnJ x°414C, 295, 4;:‘;)‘ +
+ garctan x+C. 296. prem +2):1::. (x ;2) - l-wzgrctan \7;’0'
PP .
- 2%;223‘—;23 - 2gamt:an x4C, 298, 5—(:‘1:-)-4
’%h x:m*;_,/}amt 2\7; Co 2. TEIY dovd e

(z-1) tanZY.c.
- —z-a.rctanx,g 1IC. 300, —(%:—x:;)"glnxzu'm I}‘Earc an—;%&c
~
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301, - LO+2XC430x480 | A ean X arctan(xe2)eC.
2

8(x #4)(x +4x+5) 16

302, a+2b+3c=0. 303, pc+ra=2qb. 304, Arvestada, et

9=14(a=b)/(x#b)+ 305, —  =1-484151n [¢| -20t+ 262-267+
2187\ 22 ¢ 2

+)4C, kus tEk. 306, -31n[t]), kus t=535

1 2 ¢ -
307, (- ;{5";% N -%-201n|t|+15t-3t £2)4c, kus t53,
§ 5.
308. 2VZ-21n(1+/D)+C. 309. gt~ 2t°= 2in[t-1| + g1n(t2st42).

- gj-ggrctan 3;—73.14-0, kus t=%/2+x. 310 » "x;-z +C.

2 R
n°-| ;
N yZarctan
L’Iz. - é'lé. m—\/%q{:. é‘l - ln._qrﬁ.__p

(1e~/D 0

+6 —/x+48 "—2\/x¥31n(1+ 1—2\/1') +2%1n(—\/x— 1—%/::‘4-2)-
12/
- %/L;‘a.rctan 2 8/x1 0, 316, 21n

X
4 (14D °(1-yxs2 </X)7

- 2 arctan ————+C. 317, 1‘?{ o - : Lo
V7 /7' 1+ /%) 1+ /X

318, %n— %lnlu-ﬁ | %ln( 4%~us1)~ %ﬂrctan %%;_‘Juoc, kus

uen[2EBE. 319. 6[gxs1)/20 FGe)¥ B a(xs1)7/0m (x41)+

2 (x#1)%/ 8- g(xe1)?3]4c. 320. - +C.

-Bln‘ e

321, = 25(1 5+’10x+812) \/x(’l-x)'-t-garcsinv:'-oc, (0<x<1).
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22.+/ 3arc 22~1 5
32/Farctan 2551 cus £ =3/TF

1=z+z x

2
. -1 - ! j 3 2
- 52 VxBes | f‘ﬁ 324. 3(5+Epiteln| e,
ke t="\/2x-T. 325, 3g(x___r)a/a_ 326. 3 (:_:;)1/3
z.
327. 1a 511%1[ -ﬁ:*x__‘?;c 328, wrstoryt

7 T 529, § +vx®1- Jinfes
ﬁ/?-ﬂl#C. 350. ln,—.‘-’_aamtan Z"‘c. kus z,"-‘L;&-—x—.

Iy | I
331. + (x -1) +C. 2o —ln —"'].n 1 +C.

Hk j*e- 222 V2 \2+2x +x Gxne41)

2 16

3. = 18(z+1) B 6(z+1)2+ ;1n|z-1|_ ?71‘|"2|' .m-gln|z+‘l |+,

" ;
-————— 334. In |t — —srctan 3’—-|-+C, kus u=v§2+21+4.

21 h/BH1e2z __
335. 5(1-b52)f5/§h \/5_1_225— kus z=-x+/x(1+x).

2.1 142x42
336, -\/‘l+x+x +=lp —— s tC. 337, X=|=1,1],
2 (2+x42v/ Vaxex—)" [ ]

338, X=(-1,1]. 339. X=(-1,1]. 340. X=[-1,1). 341, x={[1,0),

5

345, lln|ax#++4\/4x2+4x-3 |+c. 346, fln\ux-6+2vZszz-6x+5
' 2

(0.1]] . 343, 1n|21+2+2w/x2+2x-‘| |+c. 344, -arcsin —_\/:*C-

. 347, =arcsin(3-2x)+C. 348, —arcsin —*—2—5+C. 349, Arves-

v
tada, et (xk"‘-\/ a.x2+bx+c)'=pk(x)/\/ax2+bx+c, kus p, (x) on
k astme poliinoom, ja vdtta P(x)-A+ S P(x), Cy on

Mingld kordajad. 350. X-/XP-2x#5-51n(x=1+~/x —2x+5)4C.
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351, 1aarcsin = 3(3x-10)/3-2x-x% 4C. 352. =
%-/1 +2x=x°—narcsin 353, ‘—"%&0-\/1244!6 ~51n(x+2s

+-\/xzo4x+5)+c. 354, (;;2- - —;—2-437) +41+}-661n]x+2+

|4c. 355, H(x-1)~/x2-2x-1-1nlx-14~/xP=2x1 |4c.
356 (3= = Goag)/x242xe2egln(xe) +~/x242x42) 4C0

357 =Ga- PrxP=3xet —ta| /3x%-3xA x| ac.
358. (-4- &/ %h}u«/&%‘l)«;. 559, (x245x436)
t+/x2=83=7 411 21n |x-24/x°=4x-7 |+C. 360. 22-2—— -
- 132)\/xPshx454301n(x 42422 08x45) 4C.

. 1ln lxl & z2C2 PRy iy x-1 an 2CH —

24342~/ X_4+x4] Ve A

3 2-/ 3 (x“+x41 /i _1;2
|343x+ -\/x-axzx ) C. E.___Pllxo-e«fz\xggx 5 |

8(x+#1)<  '°

26_8.%&:‘3_ éhl_——lﬁc 369. -12(14»1):(

~/ x“#2x=1 +21n|2x+2+2\/x +21-‘| 1.n|‘l§124£}/|1—E I

370, =Sp-/x°42x-84887CE1IN e +1n|2x+2+2\/x +2x4 +C.

321.1n|2xe242+/x%+2x ‘4‘““'45—44@'

x2e2x4 4C. 372, 4a(cp+bq) = 8a°r+3v%p (af0).

1
3 aArccos _..x_.w. zz‘ -l —— . (,
= x T vE x =1
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Y

3. 21a 2 Esleyartenn .
226. hl X242/ x¥ 4350 >x P

41
— 1—142&#:4»1
Be 21n‘ +
-fx.'ﬂ -x/2 iz x*

|2x+1+2-\/x§_+x¢;|..c. 379. 2+/x 22 4x 1 A/T4C.
G 6.
380. ?Jxo%rq’x - 15',%,2 —\/xoéxz-&'«rgxa -\/13106.
S TE e e
2(1+
- t].nl-\/(xzn 12e~/x26141 |o%u~etln 2__ 9.,
383. g -\/(1+x5)8 -\/(1+x5)5+c. 384, -Bln u'z
= —arctan ———-— kusu-_-ﬁ-f‘- %1;1—-——_

1 5\/124»;“ 1 1+x2
= warctan ——==4C, 86, = .
a 2 ==

L]

387, ;:-“2(#.1)5 +C. 388, ————— 4+ C.
389O - - +C. . - .
5 x(2+r’)575 390. arctan ~/x —2——-4-(1* s c

3 o = = ° ° - _ 3— = 1«
N zmw 392, 6(-p = o 187-t)4C, kus ¢ A2

? 245 .
393, & J—?—.thtw kus t=1/x2-1. 398, - E+tec, kus

e 50 395, 5 - 37405, e

1 %
3%. 61n|’m'|*°- kus b= (= 398. — 2
W = L 1_2]_;1 —|+c, kus t=1/Z5-.
48(1 -t )5 192 (1-t%) 384 Pt 768 114t x
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399. B(t- kus b= f), 200, =
= y

? Ja 2641 44
4+—1n =————————-——arctan +C, kus t=- =——g=,
243 14t4t° 84/% -3 =
501. z;ln -1 +C. 402, ;(lwi:o- /x=3)4/ 1+ %/xq.c.

o ’H—x3 [
— . 404,
x/3' x (;-91)

- ——arctan ——4C, kus naﬂ- .
6 W/u A3
I IRV Y

406, z'v(xd-xz)'— - /X4 4-81n(yx+-/1_+x) kul x> 0.

5
407, 2 - -ln — - tan ———C, kus zoYoX=X_
207, S - m g ~ ereten 50, :

403, —arctan

- =ln

+C, kus u=1+-/X,

408. -;(144-1)5/4-0-(3 409, (z;x3 gx) /x +1+g1n(x+ x +1)+c.
15x #5%=2 15, |-A+x=1 |v2xs1-1
410, —L?-i—— l +« . 411, 1
-A+x gy peyy A+x4 ”

&
Ve

4x n/2x+T+1
2
412, ——etC. 813, =In Etin B 0280, A oropan 2ic, kus
x2 +,1 6 z41 12 z"-a+1 2
kus z- —/1+16. 414, 6[112/3-0%1 /2+12x1’3+11/6+ln|-6\/x—1 |]+c.
1n +C. 416, -—ln|-2Xt___
(_\/x_._l‘)s \/&Ifb‘f\/b

117, 2G/x=1)¥24c. s, l-_:l a3 flean? juc.
B\/(%axz)}-jfhaxz

1,6 5 3 -
=21 / . - + > =yl+ .
-3 2larctan x / “+C, 420 gz 2z” +3z4, kus z J‘; W

14x
421, -z+§z3- %40, kus z=-/1-x°. 422, gz*- 3z9+c, kus

4[5
N , It""l 1 - v a1
z= {/14-2. 423, —gln |- marctan t+C, kus t-\ —q

s, 419, §x¥/6ux"/2418x"/54
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423, .

33 - 3 ——— —}fc, kus —
V3

435. Topy kus k=t1,42,... 434, r=2k+! Vi r=2k-

k=0,11,42, 435. iga r korral. 436. r=k vG1 r=k+g,

kﬂ.!’l '121 :"970 r=0,f\,12, 428, 1‘=E' k=t1112 vol r=2%z,‘

k=0,41,42, 439. 1’%' k=41,42, voi k=0, 41,42,

440, r=k V61 r-k» £, k=0,11,#2. 441, r=k voi r:% -k,

k=0,+1,%2,

442, T?,co.—5x(5cosax-5)+c. 443, - geos*2xeC,

3
4o, SOS2E _ OB XX o, s, 1n|tan(-3,}-+§)| +C. 446, 1n|tang|+

- +C, 448, 1ln|t - ——?c.
Bco?x cos X I o XI 2sin

4489, %(tanzx-cotax)eln tan|x|+c. 450, tan x+}sin 2x=- 3:4-0.

+C. 447,

451, —élnltan §|- £o8___,c, 452, 8—1-“-—--11;.';“(5,.;:.); c.
2sin x 2c08%x 2 2 4

1...3
453, 8in X (_1_.9111 X 41n|tan(Z+Z-)| «C. 454, tan x+stan’x+C.
4¢cos X 8 cos“x ’_Jk

~ — = =2ln|sin x[+C. 456, = eot*xec,
2sin x

455.

2 4
=1 /
457. (tan x )(t:an;-HOt:anax-'-‘l)_#C. 458, x= ! ot5x+cot x+C,
3tan x 2

459, Etanq'x- %tanax-1n|cos x|4C. 460, x- ;cot'?x-o%cotsx-

1.3 1 1—cos x
- wcot”’x+cot x+C. 4671¢ woo—z—mp+Ce 462, =ln ——=—— +
3¢ cos x= 6 (1+4cos x)”
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+zln(2+cos x)+C. 463. ;l,cot - - -Bcot3 o+Ce 464. F¥81in X

- 1-co08 2t
- ’\%l'ulsii X+1 I"C' Eln|ﬁn x-; |+C. —_ ces 2t I
+C. 467, Eln]— %sin xcos x+C. 468, =arctan(2tam:)+

+C. 469, %tan x+121n|tan x|+c. 470. %arctan 5-59—13# +C.

4 8 X(ces x-8in X
n m Elnltan%lw. 472, £o £ o J -

Xe= |
61/—1_:&1_1 x+tan x+1

-'ﬁamtan .Z_"_a_n_fx..flm 4y - -1-|cot x+—1arctan( an x)J+C
? V3 V2

- gln|cos x=-sin x'+c. 473, 1n

475. 1n!1+tan §{+c. 476, 2%1— éln!tan x+2‘+ 5Tten 3727

- glnlcos x|4C. 477, x- -%arctan
' 3

V3
1 cos x=1)}(148in x 1 tan x
428- Eln CoB X4 =81in X . 222- zamtan(-—r)fco
» 3tank+1
480, arctan(1+tan -2)+C. 451, _\—/Sarctan +Co

1 tan x
482, mtan x+— _arctan(/Ztan x)+C. 483, arctan = -
_1 vz 2vZ V2’
- Lot xec. 484, 3%1n|tan(§+§)|+c. 485. 1n|(tan = 5)

:(tan § -3)|+C. 486, —arctan Y2E2B X0, 487, -«

A5 A5 VA3
+. 488, gln,-"-‘é%x—;ih C. 489, - —3/2

+ C, 490, —arctan V2 tan x) + C.
VZ

2tan x+3-\ﬁ 3
2tan I+3+*ﬁ3

= gin 2x
V2 + sin 2x

491, —x~ %ln'lﬁr%glw. s|-71n|4cos x+sin x|+1-7x.
2 (=08 4x
493, arctan(tan“x)+C. 494, - ——é-—-rcos 2x)+C,

xln

x1ln

495, = %cos Yx— T}cos 6x4C, 496, msin Bx%sin x+C.
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£37. Eein 3x- psin 7x+C. 498, 202X _ co 8.

499, 23R.2% =£;‘5321-‘ +C. 500, gein 2Z4381n geCe

s, écos 3 - Ecos x+C, 502, si —rﬁg"—%"-.c 507, £°.3§_.
-—_— . 504. %(in-sin 2x+w sin ll»x-tgsin 6x)+C.

505. -zgycos 7X= a-?cos S5x=cos x+C. 506. zgcos 6x- ,!%ccs 4x-
- gcos 2x+C. 507. ppsin 12115-'-ein 8x- ﬁain 2x+C.
5Q8. %:os . 08 cos %'23"“ -‘3-+c.

509, - o8 11x+26'cos Sx= %cos 3x+C. 510, ‘1#’-

B Sy s, - rdeos 2xugdeon bregos ox-

- Ticoa 8x+,rg-2cos 12x4Ce 513, = T - |sin X42¢08 x'#C.
54, g%f—fz%lnlsnn x+3cos x|+C. 515. %%lnﬁcos x+
+28in x|+C. 516. ) ,|-§ln|231n x+3c08 x|+C.

518, —arctan

ln|2+cos xl+C.
x
519. —/—arcban —4—1n|3+2sin x|+C. 520, x—tamf-rc.

521, = %tan(i - 3)- %1n(\/§'1ﬁin x+cos x)+C. 522, -x+tan x+

+558 x-o-C. 523, BX- -gln' 3s8in x+4cos x-2|+

4 J7+/3(2tan x/2-1), x4
N +C. 524, - _
"5 V7-5¢2tan x/2=1) +gln|sin x-2cos x+

5tan 2 1
+3 - b—arctan ——s——+C. 525, -éln|2cos x-3sin x+

.',q,l ?mtan Mw.
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II peatiikk.

§ 1.

526, ——— 527. 19/3. 528, e>-1. 529.
:;E 3_|n(as 2
530. 255/4. EKasutada valemit k =[—£E——)-} . 531,

Valida xy nii, et nad moodustaksid geomeetrilise progres-
siooni. 532. ln 2. 533. -1. Easutada valemit /. sin kx=

— sin =%, 534, 2. 538. Easutada teoreemi; kui to-
8in 3

kestatud funktsioonil on loenduv hulk katkevuspunkte, siis
on ta integreeruv (vt. Kangro, Matem. analiiiis, I osa,
1965, 1lk. 363). 539. vt. juhist iilesandele 538. 542. Ndi-
data, et £(x) ei ole integreeruv j$ba 13igul [p’q/g].
gahe [V ax. 545, L"Ti—iz 546. l_f‘;‘z, 547. ?gm.
548, 549, —re 550. 1n 2. 551. 4.
§ 2.

553, positiivne. 554. negatiivne. 555. negatiivne.
556. negatiivne. 557. positiivne, 558. negatiivne. 559. po-
sitiivaed, esimene. 560. positiivsed, teine. 561. positiiv-
sed, teine., 562, positiivsed, esimene. 563. positiivsed,
esimene. S64. negatiivsed, teine., 565. positiivsed, esi-
mene. 566. positiivsed, esimene, 567. positiivsed, esimene.

568, positiivsed, teine. 569. negatiivsed, teine. 570. po-
sitiiveed, esimene. 571, positiivsed, teine. 572. positiiv-
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sed, teine., 573. esimene positiivne, teine negatiivne; esi-
mene. 574, 2exp(- )« J< 202, (e21)exp(1-ed) e 7«
s e 2(e21). 526, n¥72%/Fs  n%/48. 572.xVZ€ 23% 13,

578. 2n ¢ 9J€ 4% . 579. 1s 580, n 22,

=100 . =100
ﬁ. ':l_m—- —m— io 0sJd« (\E‘ H‘;‘)-

ﬂo‘\/ . 2§2. 1n 'Q‘ilo 2860 HZ)??n 2§2¢ m

+ arcsin —,

2R

§ 3,
289. j\;—:g,- 590. 2 53%-5. 9. A, 592, -

xe™%, 59%. 212°2+41n(2+x)+1n%x. 595. "'13:-.
2

2

223

597. (sin x—cos x)cos(s sin°x). 528- _\/—+—2 _\/1+
22

£0

2
« 3" = —e7 cosx°. 600, y' = _t-:'E-_' 601, -2t>,

2, =3, =5, 603, =1, 2/3 e~ 9-e"3. 604. 2 cos 1, 8 cos =X,

- - T) Teise tuletiso leidmisel

1
605. yn = y|(_+ ] +
2 =1 x +2 X~ 47

kasutada logaritmimist. 606, y" = Z§- \/wx_zl
7 arccos X
-1
Cheyh:n 2 %) gy - GPelixio,

| ~5==
(x *-8-;‘\/1 -x arccos x° X

inx nin X
-—l-g———¢zcot X4+ ). 608, x°®
(.f:r VA -x2 arccos Xx (==

+¢0s xln x). 609, 2x? X(2x 1n x+2x41). 610. (x ,,1)sin x

. 611, maksimum kohal x = e,

x[cos xln(x‘-t‘\)-l—% sin x
x ¥

612, maksimum kohal x = (2k+1)x .
miinimum kohal x = 2k¥ , k = 1,2,.00
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613, maksimum kohal x
614, maksimum kohal x

2 miinimum kohal x = O.
1.

615, miinimum kohal x = o 616, miinimum kohal X = -\ g
617. kumer vahemikus (2,e), ndgus vahemikus (e,°°), kohal
X = e on ki#nupunkt. 618, ndgus vahemikus (1,°). 619, ku=
mer vahemikus (0,2), ndgus piirkon.nas{(—1 ,0),(2,00)}, kidd=
nupunktid kohtadel x = 0, x = 2, 620, kumer vahemikus
(==% i »1), ndgus piirkonnas -(%, 241 Yy (1,oo)},

kdd@nupunktid kohtadel x = x =1, 622. 1. 623, 1,

624, 1, 625, 1/3. 626. 1.
s 4.

627. 7/3. 628. 100/3. 629. ln 4+4%. 630. 3lng.

631, 1- 652 J-o 633.7 o 634. th(ln 3)-th(ln 2) = 5
635. 636. -ln 5. 637. 7. 638. ¥psarctan  639. 1.
640. 6., 641,  -arctg 642, 95 643, o~  Ga4, Ty

645. 7. 646. 0. 647. 2e In(e+-/1+62). 648, 28,8, 649, O.

550, 27 . 631, %(F = 1). 632, 3(1n 12-1). §55. - -

654, 1= 655, = %. Kasutada valemit (7). 656, =27 ,

657. %(eg'&‘l). Rakendada valemit (6) kaks korda ja lahendada
saadud vdrrand integraali suhtes. 658. 3-5. 659, = 3z

660, F-4y. 661, gsh 27—  662. 663, <12, 664.

665, 666, 1ln 2, 667. 1=cos 1. 668, 669. w.

670. arctan - 671, lm 2. 6p2. 32g. 673, —(9-;‘—)-3
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Z-. 675. 626.  677. 678. 4-21n 3.
629. 2ln 2-1. 680. 35 -321n 3. 681. 1n-2 - —2—arctan¥39.
T
682, arctan e 683, 684. 2-1n 2. 685,
686. —arctan —, 687.  688.6In 3. 683. F-+3. 690. 3n/8.

61, 2-71/2. 692.7/3+/5/2. 693. 2828. 634. - ln 3.

623 3ln 626. 692, .93 -: . 698, 1n(1+e).
3
699. - 7gln 5. 200. 5. 201. 202. 1. 203. 3(ln 2- ).

204, 17. 205. 1n  206. 207. 6. 208. -gln 2-

1 . 1
m.‘\/?— zln(a‘rﬁ)o Z10. il 1 m. /2= \7;+ln T2

212. 8. 213. 0. 74, 3+ 215. 3In 2. 716, 6. 217 =
218 43-4= Zg. 719, ERedin 2. 220. yp. 221. §. 722, O.
223. w-2. 224, 7 - ;',;5— "zln 2. 225. 3+\/2+;j3 - %

726. 2,11n 2,1-0,11n 0,1-2+7 ,

III peatiikk.
8§ 1.
727. 2. 228. 1ln 2. 729. hajub. 730. hajub. 2}_1_. n/2
732, 7. 733, hajub, 734. hajub. 735. 1/1n 2. 736. hajub.
737, 3n2/32. 738. 3 n2/B. 739. 3<m /4. 740. bajub.

241, 1/2.
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742, koondub absoluutselt. 743. koondub, 744, koondub
absoluusselt. 745, koondub, 746. koondub. 747. koondub,
748. koondub, 749, koondub absoluutselt. 750. koondub ab-
soluutselt. 751, koondub. 752. hajub. 753. koondub.

754. koondub. 755. hajub.
§ 3.

756. hajub. 757. 1. 758. 1/(k-1) jubhul k>1; hajudb
Juhul k<1, 759. 7. 760, /A5, 261, hajub. 762. 1/2,
763. 14 o 26&4. 1/1n 2, 765. 2. 766, hajub. 767. O. 768, = .
769. hajub. 770. bajub. 271. «/(«%+ p?). 772, 2.

273. bajub. 77%. /8.
§a,

775. koondub. 776. koondub, 777. koondub. 778. koon=-
dub. 779. koondub. 780. koondub. 781, hajub., 782. koondub,
783, hajub, 784. koondub.785. koondub tingimisi., 786. koon-
dub tingimisi. 787. koondub absoluutselt. 788. koondub tin-

gimisi, 789. koondub absoluutselt., 790. koondub absoluutselt.
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IV peatiikk.
§ 1.
791. 4,5, 792. 9,9-8,%1lcg em6,38. 793. ab.
79. aa2/3, 295, a2(27 -4/3). 296. 27 p°416p>/3 ja 271 p>-
-16p%/3. 292. 1/9. 798. 7/4. 299. 3 a%/2. 800. na/a.
801. 187 a2, 802. m(a2+b2)/2, 803. a2. 804. a°.
805, 31 a%/8. 806. 67 a2, 807. /4. 80B. 8(~/1+2/ /3

-arctan~/142/~/3). 809. 5+/2/3. 810. 37 a2, 811, 7. Et

vaadeldav kujund om tSkestamata ja siimmeetriline y-telje
suhtes, siis tuleb algul leida kujundi osa pindala, kui

Oex<h,ning siis minna piirile h— o, Sellega tSkestamata
kujundi pindala leidmine taandatakse paratu integraali ar-
vgtamiselo. 812, 2. 813. ~/7'/2. Kasutada virdust
Iexp(-xz)dx 2 +/7/2. 84, 4n . 815, 3782,

o

g 2.
816. 2abe/3. 817, &4 irabe/3. 818. 8uabe/3.
819. 16a3/3. 820. 283 (3m -4)/9. 821. 16a>~/sb/15, 822. n°.
823. 12,824, 22ma>/9. 825. 4mab>/15. 826, 31/10.
827. n(15-161n2)/2. 828. 1(37°-8)/4. 829, 7/2. Vordl.
miirkust iilesandele 811. 830. &nr>/3. 831, 7nb (r-1/3).

832. 27 r2(r=h)/3. 833. 4 ab/3. 834. 2'm /15.

835. 1177/2. 836. ma>/15. 837. 327a°b/105. 838. 6 noa.
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839, Kasutada valemit (9), minnea iile polaarkoordinaatidele
840, 8) 8na’/3; b) 13 72a>/4, 841, a) na® |VZ ln(1+V2)-
-2/3]/46 b) n2e>+/2/8; ¢) n2a>/4. Minna dle polaarkoordi-
naatidele. Juhul ¢) votta uueks polaarteljeke sirge y=x.

§ 3.

842, 2 nr. KEagsutada valemit (12). 843. 28/3.

844. a(as2)/2. 845. 1n[(eP-e~0)/(s"-e"%)]. 846. 1n tandl
= In(v/2#41). 847, (e%41)/4. 848. a sh  849. 4a(143\51ng).
850. 6a. 851. 4(a-b>)/(ab). 852. 8a. 859. 7a /14472 4
+ & In(2m +v1447 D). 854. 1. 855. 371 a/2. 856. a(27 -th n)
857. 2+0,5ln 3. 858. 2. 853. 8. 860. 4. Veenduda, et joon
on midiiratud, kul =J7< 2x< 5. 861. ~/5/241n(1,5+-/5/2).
862. 5/6+2ln 1,5. 863. aV1+m*/m. 864. 1n(7/2).

§ a.

866. 141 /3. 862. n(~/(1+a%)7=1)/9. 868. ma(eh 2+

+2)/2. 863, n[(V/F-VD)+In |- 820. 4 nan.
871, 1271 a%/5, 872. 2nV2(e" =2)/5. 873. 21 (4+31n 3).
87%. 29,671, 875. 167 %82, 826. 327 a%/5. 877. a) 27 a(2-
-/2); b) 2na2v/2; ¢) 4ne°; kasutada valemit (15), kus
b =|3=x|/~/Z = (x=y)/~/2. 8728. 87 a(xm -4/3).

879. 37 a2(4+/2-1)/5. 880. 7 [/Z#la(1+~/32)|. Vt. mirkus
iilesandele 811.
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g 5.
882. (0, %-). 883. (0, go). 884, (na, 3). 885.(a.
g, meg, (- 8 %:,,i":’% s 'f,’,' i?-';,"-,@. 887. (3a, B8).
- 0, 2. 889, &, ). 830. 35, ). 891, (F, -
392. (§u, 0). 293, (  ga). gom.
895. % we’. 83c. m &’y 6/Zna%, 897. Sirge peab olema

ristl ruudu diagonaaligs., 898. Sirge peab olema risti medi-~
aaniga.
§ 6.
899, (azwabz),l}. 900. 0,51}(01 -oin ccoe )3} ar.
201. nrbz, kus r on ringjoone raadius ja b on kesk-

=h

.2
punktl kaugus teljest. 202, arcein £, kus & on ellip-

si ekstsentrilisus. 903. 904, .&4 905. 3/20.
906. a.n2/6, ah3/12. kus a on kolmnurga alps ning h on k3r-—
gus. 907. Q =Gy - 0y Iy = e/, Iy = n 85b/4.

2t
908. 23,7 m. 909. X, = x.‘-min(g-’irti+ (fo)-.in(—-!-:‘-f Y’o)‘
010. ——me———. 9. 2kmp . 912. 1,63 10" kGm. .
~Srn2oalyD
(R€+2°) 3 2
913, T‘s’ab 52 » 230 kGm. 4. e 21,16 ka.
5. 22,2 t. NP, 4nrt/3. 918, ®1 t 6 min 53 sek Torri-
celli valemi p3hjal v kus h on vedeliku samba kSr—

gus, g - reskuskiirendus. 919. ~82 min Newtoni seaduse
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pGhjal on jahtumise kiirus vordeline keha ja iimbritseva
keskkonna temperatuuride vahega. 920. =» 5°. 921. Nu peab
olema tekkinud joone y = Cxq' podrlemisel iimber y-telje.
Vt. Ulesande 918 juhist.

V. peatiikk.
§1.

222. Sn = 3(1- m), S = 3. u. Sn

]

=3 228 5y = ~ R T B T S =nge
222. 5, = 575 D545 T 2317), S =
926. S = 1-(a#1)72, 5 = 1. 922. & = 1-(2043)7%, § = V8.
928. S S =-.929. 5, s =1,
230. 8, = =ps 8 = qmp IxI<1. 21 8, = 2*),
S =3. 932. 5, = S = . 933. S_ = n(n+1)(20+1)/6,
S =00 , 934, ) , 1n — 935.'\/2"" 2 ) (\/n+2—Vn+1).

n=o n=1

(o]

zs.;—im 937. 1-23-(};,7.32.21

1
== ; e U 2. :{(n-’\)zﬁ n® +2]
941, Z n®. 9a2. & . 983, 2/3. Q4. 17/2. 945. 7/2.

n=o0

946, 11/4. 947, -2/7. Veenduda, et Z z—ncos =

=2 (-1

= 2 ;k‘-'z - ?FT';_B'E)' 948. hajub. 949. hajub.

950. hajub. 951. hajub. 952. hajub. 953. hajub. 954. hajub.
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255. hajub. Kasutada iilesannet 953 ja vdrratust tan x> x,
kuwl 0<x < /2. 956, hajub. 957. bajub. 958. hajub. Easu-
tada iilesannet 953 ja v3drratust ln n<n. 959. hajub.

960. hajub,

§2.

967. koondub. 962. koondub. 963. hajub. 964. koond 1be
965. koondub. 966. hajub. 967. koondub. 968. hajub.
969. koondub. 970. koondub. 971. hajub. 972. koondub.
973. bajub. 974. koondub. 975. hajub. 976. koondub. 977. ha-
Jjub. 978. bajub. 979. koondub. 980. koondub. 981, koondub.
982. hajub. 983. koondub. 984, koondub. 985. hajub. 986. ha-
Jub. 987. hajub. 988. koondub. 983. koondub. 990. koondub.
Easutada seost ln n = 0(n®) iga &> O korral. 991, koondub.
992. koondub, kui o>1/2. 993. koondub, kui o>1. 994, ha=-
Jub iga « korrale, 995. koondub. 996. hajub. 997. koondub.
998. koondub. 999.koondub. 1000. koondub., 1001. koondub.
1002. koondub. 1003. koondub. 1004, koondub iga < korral.
1005. koondub, 1006. hajub. 1007. koondub. 1008. koondub.
1009. koondub. 1010. koondub o < 1 korral, hajub o> 1
korral. 10%1. koondub. 1012. koondub. 1013, koondub.
1014, hajub. 1015. koondub. 1016. koondub. 1017, koondub,
kui a+b>1, 1018. hajub, oD, = (2+~/n+#)~/ns, = =2yn+ls
+0(1). 1079. koondub, kui p> 2., 1024. koondub, R, < ypn*
1025, hajub. 1026. koondub o > 1 korral, hajub « <1

korral g —————=—r—. 1027. koondub juhul o« >1, ha-
’ Rn\ (c(-‘\)lnd n - ’

jub juhul <1, R.< « 1028. N>1000.
(« =1)1n ln n
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1029. N>e  10%0. N>23. 1031, N>e2>, 1032. koondub.
1033, koondub. 1034, koondub, 1035. koondub., 1036. koondub
iga o korral.1037. koorndub., 1038. koondub. 1039. kcondudb,
kui «> C. 1040. koondub. 1041, koondub, kui «> 1/2.
1042. koondub. 1043. koondub. 1044, hajube. 1045. koondub,
kul 2p>3. 1045. kui «>1 koondub iga 3 korral; kui

« =1, koondub f >1 korral Jja hajub ps1 korral;- kui o<1
hajub iga P korral.

§ 3.

1047. koondub tingimisi. 1048. koondub abseluuiselt.
1049. koordub tingimisi. 1050. koondub absoluutselt.
1051, koondub tingimisi. 1052, hajub. 1053. koondub abso-
luutselt. 1054, koondub absoluutselt. 1055. koondub abso=
luutselt iga a korral, 1056. hajub, 1057, koondub tingimi=
si iga a kcrral. 1058, koondub absoluutselt. 1059. koondub
tingimisi. Kasutada v3rratust ln(1+41/n) <1, 1060. koondub
tingimisi, 1061. koondub absoluutselt, kui jaj<1,
1062, hajub. Kasutada Cauchy kriteeriumi, arvestades rea

1 4

( -
Vo#lel  ~/ned-1
kui |a|<1/2., 41064. koondub absoluutselt, kui |a|<1;

) hajuvust. 1063. koondub absoluutselt

koondub tingimisi, kui a = =1, 1065, koondub absoluutselt,
kul o <-=2; koondub tingimisi, kui =-2< o« < =1, 1066, hajub.
1067. hajub.

§ 4.

1076, ei. 1077. ja. 1078. ja. 1079. ja. 1080. ja.
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1081, X = 4 = (-co,00), 8(x) = (1422)/x. 1082. X=4A-=

= (1,1, 5(x) = 1/(1=x%). 1083. X = 4 = (- ’z- S(x) =
= 1/(1+2x). 1084. X = 4 = (1,5), S(x)= 1/(5~x). 1085. X =
= 4 ={(=20,-1)(1,00)},8(x) = x/(x=1). 1086, X = & = (=),
S(x) = (1-1n x)~'1n x. 1087. X = A = (k,(k#1) 7), kus

E = 0,41,42,..05 S(x) = 1/(1—cos x). 1088. X = 4 =[-1,1].
1085. X = A = (-o00, 00), 1090 X = A = (1,00). 1091, X =
={(=29,-2],(0,0) A ={(=00,=2),(0, %)}. 1092. X = (=0o0,00

= {0}. 1093. X = 4 = (=2, 0). 1094, X = (-99,00), A - &.
1095. X = (-0,00)\{0,-1,-2,¢00}s 4 = P. 1096. X - A =
(=c0,00) « 1097 X = A4 ={(~00,=1),(~ gy00)} 1098. X =
{(=00,1), (1,090}, & ={(=20,=1),(=1,1),(1,00)}. 1099. X =
A:{(= 0,0),(0,°)}, kui jaj>1. 1100, X = 4 = (1,09).
1M01. X = A ={(-oa,.1) (=1,1)(1,00)}. 1102, X =

={(=c0,-1], 1,0}, & {(-oo,.1) A, )}, 1103, ja.
1104, ei. 1105. ja. 1106. ja. 1107. ja. 1108. ja. 1109, ei.
1110. ja. 1111, ei. 1112, ja. 1113, A = G = (=00, 00),

114, 4 =G = (-o,00). 1115, A = G = (~00,00). 1116. A =
=6 =[-1,1]. 1117, 4 = G = (~o0,00). 1118, & = G - (=00,00)
1119. A = G = (-09,00), 1120, A = G = X. 1121, A = P,
= (=00,00)e 1122, & = P, G = (~e0,009). 1123, A = P,
G =[—2,2}.1124- A=p, G= [a,00) iga a< 0 korral.
1125. & = G =[kn - /6, kn+7/6], kus k = 0,11,42,... .
1126, A = G = (=00, 00). 1127. A = G =[-3/2, 3/2].
128, A =P G = (-00,00). 1129, & = (=00, 00\ {=1,=2,...};
=[a,oo)\{-1,-2,...}.iga a<O0 korral. 1130. A = G =

]

= (-w.m)! 11310 A=G-= (—oo,oo).
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132, 4 = {(=00,-1),(0,00)}, G = {(~,-1- £], (0,00)} 1ga
€ > 0 korral. 1137, 0. 1138. 1. 1139, =/2. 1140, -7,
1181, 0. 1142. 0. 1143, 1n 2. Kasutada valem (28) lk. 208
1144, 1/2. 1145, 11/18. 1146, max £(x) = £(-1) = 71/(4= )
min £(x) = £(1) = 0. 1147, max £(x)= £(#1) = = /(2e-77),
min £(x) = £(0) = 0. 1148. 1/2. 1149, 6. 1150, 575 /2.

1151, 1/3. 1152, (571 -2)/10. Arvestada, et ) . 2 “cosBy- =
n=o0

-]

- 2: (<1/a)E. 1153, 1. 1157, 1. 1158, 1,
=0

§ 5.
1159. R = 1/3, X = 4 = (-1/3,1/3). 1160, R = 1/2,
X =4 =(-172,172). M61. R =5, X = 4 = (=5,5).
1162. R =00, X = A = (=00,00). 1163. R =1/2, X = A =
= (=5/2,=3/2). 1164, R = 10, X = A = (=7,13), 1165, R = 1,
X =(-1,1], A = (=1,1). 1166. R = 4, X - A = (-4,4).

1167. R = 10, X = [-10,10), 4 = (-10,10). 1168. R = O,
X =4 ={0}.1M69. R =1, X = 4 = [-1,1]. 1170. R = 4,
X =4A=(-4,48). M. R=0, X =4 ={0}. 1M72. R =1,

X=4a=[11.173. R =1, kul «>1, siis X = A =[=1,1]
kui O<« <1, 8iis X = [=1,1), 4 = (<1,1). 1174, R = o,

X = A =(=00,00), 1175, R =00, X = A = (=00,00),

1176, R = 1; kul «> 1, siis X = A = [-1,1], kui O<a< 1,
siis X = (=1,1], A = (=1,1). M?7?2. R = 1/~7/2, X = A =
(-1//2, 1/~/2). 1128. R = 1/e, X = [-1/e,1/e),

A = (-1e,1/e). 11729, R = 1/e, X = A = (<1/e,1/0).

1180, R = e, X = A = (-e,0)e 1181, R =00, X = A = (=00, 02)

1182. R =00, X = A = (~c0y00). 1183, R =0, X = 4 ={3],
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184. R =2, X = A = (=7,~3), 1185. R = ¢, X = A = (~e,0).
1186, R =1, X = A = (=2,0). 1187. R = 1, X = A =[=3,-1].
1188. R = 1/e, X = A = (2-1/e,241/8). 1189, R = 1, I =
=[1,1), 4 = (=1,1). 1190, (1-0)73, X = (=1,1). 2191, (1+
+x)™2, X = (=1,1). 1192, -1n(1-x), X = [=1,1). 1193. (2~
-x)~"1n(3-x), X = [1,3). 1194, x~1n(1+x), X = (=1,1].
1195, 2(1-x)"3, X = (~1,1). 1196, 2x2(1+x)2, X = (=1,1).
1197, (1+4x)1n(1sx)=x, X = [=1,1]. 1198, x~2(1+x®)x

xln(14x?)-x?, X = [-1,1]. 1199, nrotas x, X «[-1,1].

1200, arth x, X = (<1,1). 1201, 2. 1202, -2/9. 1203. 31n%.

1204, 5/32. 1205. 2la 2-1, 1206, /4.

§ 6.

1207, ei. 1208. oi. 1209. ei. 1210. jm. 121, 14x%/2-
- D/24x*-355/8. 1212, 1n 24 %/2+x°/8-x*/192, 1213, x4
+00/3420°/15. 1218, 1-x0/342x7/15. 1215, 1exexex>/2+
5x%/28419/15. 1216, 1-xex/6-x"/24. 1217, x°-2x"/3. Kaso-
tada valemit (29), vittes jiikliikme Pemno kojul o(xs).
1218, x-(141/2)X24(141/261/3)0~(141/241/3/8)x o (T / 24
+1/5+1/4+1/5)15. Kasutada valemit (28). 1219, x/5+x5/45+
+2x7/945. Kasutada valemeid (23) ja (25). 1220, 1-x/2~
~x?/12-x>/ 28-19x*/720-3x7/160. Arvutada jagatia 1/ (1 +x/2¢
s34 /4+x5/5+...). 1221, Y_' =12 Sx-zg

1222, D (<12 1223, ZWEMJ_;
n= n=1
1 e
1224, (=12 mx‘*(n—“). 1225, ; (<1)B (i-y_)anx

OO

[- =]
«(x-2)2, 1226, 1/1n 10 2, ()™ 2Mn, 1229, 5



R = oo, 1228. Tiﬂ)——* R moos 1229, D , (<1)%x

n=o n=0
x R =oo. 1230, ) (=17 %‘ R =o00.
e E—
2 (2n+‘1)l' n=o0 !
1231, ! R= °
121. » = L(ZE')T' +oo _ o

1232, 145 D, ————— R =oco. 1253, D
n= n=0

20
R =00 . 1234, E (M2 =227 x28* R = oo . Kasutada

e, 2n+1
valemeid (24) ja (25). 1235. Z (m R=z=oo.
oo 2n '
12360 ’ R = . 1237, (n-l-1)xn R =1,
o T R = 22
1238. 21, R =1, 1230, > | (a)&D, R = 1.
n=10 n=o0
) oo
1240.2 r,n_z. 124‘!.23 R = 3.
n=0

1242. Z(——n?‘f——j—)xn, R = 2. 1243, Z ('—"-—)xn R =

n=o0

1 K C
208, 5 2, ——r“,n=1.ﬂ245.11(-1) ,

R=1.1286. (-1 —, R =2. 1207, 1n 8+
(& =]

. 2 (=121 —xiﬁ, R== 8. 1248, ) kus &_ =
n=i

= ( 1)n+1+lt‘+(_1)n] (-“)z » R = 1, Kasutada aamasust

Tax4xer = (1+x)(1+::2). 1249, Z 2nn 1! 5":1“*1, R = 1-5-
n=o

1250, 4 = -4y {2n-1 ll' 5 2n#2 =1, 1251,
azg0. 1+ 3 (1" BEAH ) R 513 4
+Z(1)n&2—4—§M R = 3.
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Z; 1‘” 2n+2 R = 1. 1253, nx , R =1,

Lm R=oo, 1 22.1¢ 2 -n R =oo.
n= n= !n*",ll

25 2 " . 2n
226.' Z‘ m' R=co. 1 2' 2 (_1)11 .f.] o -

[e=]

R =1.1258. » | R = 1. 1259. Gk -&’(’-52%—211’
n=

R=1,1260. 4 - =Ry, R

1261, -z-x- e s kus (<1)11 =1; R =1,
1262. Z%&‘:}nﬂ T R R P ;(_‘I)n

2n+2

x R =1, Euns £'(x) = arah X, siis tuleb £(x) saami-

seks kaks korda integreerida £''(t) = (14t2)"0s2 15igus
[0,:]: (-1,1), kasutades binoomvalemit (26).

1267. 1n 2= 3—' x -£—, R =2, 1268. -nt
n=1 n Zn 4 (i 1) n=
m—4
R =oo. 1269, §1' (=18 f-n—!—- o8 s R =oco ., Kasutada

valemit sin(a-b) = sin a cos b=-cos a sin b.

1270, nZ;: (-1)3’“'1 -—, R=1, 1271, 3 nz 1= -é;)!ns

o2 2n+1
Aul - ~
R=1| 1222. (-1) W’ R:w ®

. n . n—1 ’ =00 ®
1222- 3 ;""mw;("’ =T k=

124, S (o=D1(a¢l) 2043 o,
n=8 (2n+2)1(2n43)2
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o

1 n oo, 2 —2n+1
m-:m- R =000 1226, 2, (17 mrrEmeTy

(o= ANy _&4ns

seT— R =T,
1278. x+ —————7!‘5‘"’1’ Ra1,
~2n#1 1
g (<1)® . B =1. 1280, ’ZM %)1(.;).
R =00, 1281, s X = (=1,1). 1282, - X =(1,%.
== 1?2 =) ()2 !

1=x
. ’ a (=1,1). 1 . + X = (=1,1).
1283, <, T = (1,0 1280 1y, x 0 ()

1285, ———= juhul x £ O ja 1 juhul x = 03 X = [=1,1].

1286, Z=18{1T) yunul x £ 0 ja 1 juhal x = 05 X = (<1,1].
1287. x~ 1n(14x), X = (=1,1]. 1288.

1 juhul x 4 0 a1
juhul x = O. 1289. x°-x sin x. 1290, ~298 X junyl x £ 0 ja O
= (=1,1]. 1292, 2--/1=x,

X = [-1,1]. 1293. 2~ /1e2, T a[1,1]. 1208, 2x- B

- zl.n(x-c-‘-\/‘i-rxz), I = [—1,1] . 1295, H a29%. 2—\/‘?,

Juhnl x = 0, 12910

X = [=1,1]. 1297. 0. 1298. 1. 1293. -3/32. 1300. 7/128.
1301, 1/61 1302. 8501e/101 1303. 1/51 1304. #¢ cos 3~

1305. 0. 1306, =o. 1307.1/6. Kasutada seost 8in x~x, kui
x->0. 1308. 1. 1309. 1/2. 1310. =2/3. 1311, =1/3. 1312, o .
1313. 0,747. 1314. 0,24488. 1315, 2,835. 1316. 0,946.

1317, 0,3230. 1318. 0,4971. 1319, 3,518, 1320. 32,831,

1321, 0,6449. 1322, 0,511, 1323, 0,488, 1324, 0,905,
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1325, 0,072. 1326. 0,783. 1327. 0,507. 1328. 0,76A4.

§7.

1329, —t- koondub antud funktsiooniks

£(x) . Koonduvus jireldub Dirichlet' teoreemist. 1330, 2 +
&4 sin(2n+1)x
+ 5 ; —%;ﬂ—)—, koondub. 1331.

xsin(2n+1) koondub, 1332. Ty - so_ 2

(2n41
1
+4 ; ENad ——— koondub. 1333, 2 2:‘ (-1)°+! sloEx

~

o0 —
koondub,1334, 7= 2 ) , SR EE yoonaun, 1335, Loy ——
koondub, 1336, T = 2, (~1)™¥' BLEX yoonaup, 1337, & -

- zﬁ %?E koondub absoluutselt ja iihtleselt. Kasu-
¥

tada iihtlase koonduvuse tunnust. 1338, % - &gx

L2 008
ya
nso (§n+1)

Ao |
1339, 35— + 4/ . (=12 S28,2X yoondub absoluutselt ja iiht=~
n

» koondub absoluutselt ja iihtlaselt.

oo

2 L=2=]
laselt. 1340. %ﬂ—m 208X 4 g 8ln nx  yoondud.

n
oo

2
1341, (=1)2 -~ —)sin nx, koondub. 1342, 25+

+4 z‘Uzcos nxo%-i'—cin nx, koondub., 1343, £

44  —— . DBin "x].n, koondub, 1344, +
n= 14n°

\n

+ ) (3N ]
nE# 1+n o x .
= T oos Sy 7n sin 5=
’22 =n? 2. 2.2
n=’ Tcen" 7

cos nx-n sin nx)], koondab, 1345, sh ? [!r +

] koondub. 13460 —':"
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l:-,—f >=ﬂ‘ -1)? _1_!_05__?_”1]’ koondub absoluutselt ja iihtla-
n 7€en

selt. 1347, —J_ > . (=1)® 210X xoondub.
o T A =D

1348, 1zc08 }: —L"-gf-g(ainarzcoe nx+ncos 72sin nx),
2 n= o =-n

2 o (_1\n+1
koondub. 1349, g + L{ A—4y— cos nx, koondub absoluut-
n<= n

. 1 (= 81
selt ja iihtlaselt. 1350. 1= =cos x+2 ) ——1——cos nx,
n=2 n -

koondub absoluutselt ja iihtlaselt. 1351, 2sh7n [%4-
(SR 208 nx] koondub absoluutselt ja iihtlaselt.
n=A 14n° |’ J
2 shn
1352, =

48 Z (<1)P £o8_nx
n

1354, J,g -: . g:.L_Z%_x’ koondub piirkonnas (=co,oc0)
m= n =

absoluutselt ja iihtlaselt. Arendada Fourier' reaks (36),

arvestades, et:£(x) on paarisfunktsioon perioodiga = .

1355, - -(?%T cos 2nx, koondub iihtlaselt ja abso-
n <

luatselt. 1356. = 5 , (<17 208(Zn+VX roondud.

1357, J% Bﬁm sin(2n+1)x, koondub iihtlaselt ja absoe
n +

Luntselt. 1358, 5 ) 208(2BEIE, koondub iibtlaselt ja ab-

= @
solautselt. 1359. » - .. 88 yoondub. 1360. -1n 2-
(- -]
- coannx’ koondub funktsiooniks f£(x) piirkonnas
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{E-JT,O),(O, 7]}, bajub kohal x = 0. 1361. -ln 2+

-1
. (D" co8 8X  y,onqub funktsiooniks £(x) vahemikus

* cog(Zas1)
(=71 ,a1), bajuv punktides x = ¢ . 362, =2 S " cos En-f x’

koondub funktsiooniks £(x) piirkonnas {(-n.o),(o. n )}.
Punktides x = O, X = ¢ hajub. Easutada iilesannete 1360

o0
ja 1361 vastuseid. 1363. 1. 1364. 2 : 2_1, '('5%?%('547‘7'

koondub absoluutselt ja iihtlaselt. 1365. =m/2 -

-3 koondub absoluutselt ja iihtlaselt.
T n=1  (2n-1)
1366. £08(28-)X yoondub absoluuteelt ja ihtlaselt.

1367, 2 £08(20#DX yoonauh absoluutselt ja iibtlaselt.

2, 2
1368. —22 sin® - L‘ — 8in? n—'"z——— cos nx, koon=-
dudb absoluutselt ja iihtlaselt. Arvestada, et sinz(n:n/2+t)=

= sinz(nmlz—t). 1369, - ,%-'zcos X= ‘-"Z.—-z——z cos 2nx,

(4n )
koondub absoluutselt ja iihtlaselt. 1370. - ) 008 2nx
n: n

[-.-]
koondub sbsoluutselt ja iihtlaselt, 1371, ) . S8 DX poon.

dub vahemikus (0,7] , hajudb punktis x = 0. 1372. 1ln 2+

+ g 222X, koondud vahemikus (0,7] , hajub punktis x=O.
1
1373. Z (-1)P~" 98 BX o ondub vahemikus [0, ), hajuv

punktis x =7 , 1374, )

koondudb vahemikus
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(0,7 ), bajab puaktides x = O ja x =7, Kasutada iilesannete

1371 ja 1373 vastuseid. 1375. X i: £18(3_1x yoendud.
oo n=o

1376, 2 ein 2nx, koondub.

- n+1

, 2
aspp. £ alls . co8 52) 41n nr. Koomaud.
- N

_ .2
1378. 2 ain znx koond b. 1579- - ;{ -1 o+ :'_4‘
- === —» koondu z (=1)

’é[(-“ )‘-1]} sin nx, koondud. 1380. ,12 ;

(2n41)”
1
koondub iihtlaselt ja absoluutselt. 1381, = ./ .

1 ¢+n¢
«38in nx, koondub, 1382. wsin x+2 2 .17 & 1oin nx,
n by

koendub. 1383, g;_/ii[%g)_; -

a=e| (6n41) 2 (6m45)“
absoluutselt ja iihtlaselt. 1384, . Kasutada iilesande

1339 vastost. 1385. —»—. Kasutada iilesande 1365, 1366,
1337 v51i 1339 vastust. 1386. ? Kasutada iilesande 1380
vastust v3i iilesannete 1379 ja 1336 vastuseid. “58‘7é .
Kasutada iilesande 1353 vastust. 1388. wr—. 1389. wzpy.

koordub

8 2 .
1390, 1391, 22 = § i 2, (<1)® cos nx
a=l —

13 = 2,'2 ; (_1)]."’1 M’12 L‘dJ (-1)n sin nx . xﬂ- = 1 11“-‘.
n n=?!

n#
+8 7 (=1)B S08.BX ,q =1 con nx; a2 4
nmy n n=h n
+*2 i,\ -'—12,2‘-5 = na- .
=1 )
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