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О ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЯХ, 

ПАРАМЕТРИЗУЮЩИХ ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ЭЛЕКТРОВАКУУМНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ЭЙНШТЕЙНА-МАКСВЕЛЛА С ИЗОМЕТРИЯМИ 

Г. А. Алексеев 

МИАН СССР (Москва) 

В [1,2] был изложен новый метод, наиболее подходящее на

звание которому - "метод изомонодромных деформаций", предна

значенный для интегрирования электровакуумных уравнений Эйн-

штейна-Максвелла для гравитационных и электромагнитах полей, 

зависящих только от двух координат. При этом выяснилось, что 

все множество, решений этих уравнений локально можно описать, 

естественным образом установив взаимно однозначное соответ

ствие между всевозможными решениями, компоненты которых явля

ются аналитическими функциями прорстранственно-зременных ко

ординат (?, 1)) в некоторой окрестности Ц выбранной начальной 

точки С? ,т) ),и произвольно выбираемыми парами голоморфных 

функций u(w),v(ta) комплексного параметра ш, не зависящими от 

координат ?,т) (но зависящими, однако, от выбора начальной то

чки ?0>т)0) и определенными в некоторой области Q на плоскости 

w. Область 0 должна состоять из двух непересекающихся одно-

связных областей fl и 0_ (имеющих, возможно, общую границу): 

Q=Q+ и Q_, причем области 0+ и Q_ должны содержать пары точек 

w=£, и щ=т), ы=г) соответственно, а так же соединяющие их 

разрезы L+ и L_. Таким образом, фактически мы имеем не две, а 

в общей сложности четыре произвольных голоморфных функции 

и+( ы) и Y+( ы), определенных в соответствующих областях Q+. В 

случае полей в вакууме v = 0 и остается только две 

произвольных голоморфных функции и+(ш). 

Если произвольно задать голоморфные функции и( ш) и уСw),то 

согласно [13,для определения соответствующего решения уравне

ний поля необходимо решить вполне классическую задачу - ли

нейное скалярное (т. е. не матричное) сингулярное интегральное 

уравнение на упомянутом выше составном разрезе L=L+u L_. Ядро 

этого интегрального уравнения является эрмитовой формой вто

6 



рого порядка от и и v. По его решениям компоненты гравитаци

онного и электромагнитного полей определяются в квадратурах. 

Из всей этой конструкции совершенно очевидно, что многие 

геометрические и физические свойства конкретных решений урав

нений поля должны быть тесно связанными со свойствами отве

чающих им функций u(w) и vCtiü. В настоящей заметке мы опишем 
эту связь более детально. Прежде всего, напомним, как возник

ли функции uC и>) и YC Ш) . В основе предложенного подхода лежит 

рассмотрение структуры на плоскости комплксного параметра и 

решений следующей переопределенной линейной системы 

комплексных 3x3-матричных уравнений: 

2Kw-^d^ = U'Y асш-Tp^Y = V'Y си 

где координаты ?,т) - вещественные (запаздывающее и опережаю

щее времй) - для волновых полей или комплексно сопряженные 

для стационарных полей с осевой симметрией; матричные коэф

фициенты и системы (1) имеют явные выражения 

через метрику и электромагнитный потенциал и их первые произ

водные. Условия совместности системы (1) с учетом структуры 

ее коэффициентов в точности совпадают с уравениями поля. 

Структура системы (1) такова, что элементы матрицы ее фун

даментального решения Y, нормированного при всех ui на единич

ную матрицу в начальной точке ((й>т/ ) (в которой метрика вы

брана совпадающей с метрикой Минковского, а электромагнитный 

потенциал обращается в нуль) голоморфны во всей плоскости ш, 

исключая составной разрез L, имеют скачок на L и ветвления на 

его концах. Характер ветвления определяется функцией 
t/2 t/2 

\=[(ш-?)(ш-т))] /[(Ш-? Хш-Т) )] , а ветвящиеся элемента Y 

(с отброшенной голоморфной на L частью) имеют структуру: 

9k(w), где к(ш) = <1 ,и(ш) (2) 

Так возникают функции и(и) и YCш), определяющие собой вместе 

с характером ветвления (т.е. видом функции X) полный набор 

"данных монодромии" решений системы (1), т.е. данных, опреде

ляющих ветвление решений (1) на плоскости ы. 
1 • Вычисление uCw) и vCu) по даннымна границе. Если на неко-

? 



торой граничной кривой в пространстве ?, т) заданы компоненты 

полей и их первые производные по нормали к ней, то составляя 

подходящую линейную комбинацию уравнений (1), получим систему 

обыкновенных уравнений для у, содержащую производные не по ? 

и т) отдельно, а вдоль граничной кривой, по ее параметру. Ко

эффициенты этой системы определяются данными на границе. Ее 

решение Y(s,и) (где s - параметр вдоль границы) имеет тот же 

характер ветвления (2) на плоскости ш, поэтому решая эту сис

тему и выделяя ветвящуюся на L часть ее фундаментального ре

шения, нормированного в некоторой начальной точке (лежащей на 

граничной кривой), получаем функции и( ш) и v( ш). 

2.Вычисление и(ш) и v(u) для заданного_известного решения. 

Если для некоторого решения известны компоненты полей, то по 

известным формулам [1,21 можно вычислить коэффициенты U и V 

системы (1). Решив эту линейную систему и выделив ветвящуюся 

часть ее нормированного фундаментального решения, обязательно 

имеюшэго вид (2), легко вычисляем функции и( ш) и v( ш). 

3. Ф^гнкции ц(ш) и у(ш)__и п0тенциалы_э£нстг_для_£ешений_с_ge-

г^ля£най_0сью_сишет£ии. Если для стационарных полей с осевой 

симметрией или цилиндрических волн рассматриваемая область 

пространства-времени содержит отрезок оси симметрии, на кото

ром гравитационное и электромагнитное поля не имеют каких-ли

бо сингулярностей, то начальную точку нормировки решения мож

но расположить на самой оси. При этом две из четырех точек 

ветвления совпадут друг с другом, а области голоморфности 

функций и и ц_(и аналогично v+ и v_) будут иметь общие точ

ки, так что и+ и и_(так же как и v+ и v_) будут являться 

аналитическими продолжениями друг друга. В этом случае можно 

явно выразить функции и(и) и v(u) через граничные значения 

потенциалов Эрнста Е и Ф на оси симметрии: 

Е(ш)-ЕСß ) +2Ф(ß )СФСы) —ФС/3 )] 
'О о о 

ФС ш) -Ф( /3Q) 

u(u) = -
гКы-ß )e2wo ' О 

, v(ü))-
SiCw-ß )е^о 

1 о 

•е[ Хе ECß ) +Ф( ß Ж ß ) ]; на оси симметрии рО, что 



отвечает ?=т), а дополнительная координата ß есть либо z (при 
для €=-1, т.е. для стационарных• полей), либо t (е=+1 -для ци

линдрических волн); ß есть значение ß в точке нормировки, 
лежащей на оси (ро=0); E(u)=E(p=0,/3=u) и <Ки))=Ф(р=0,/3=ш). 

4. Связь и( ш) и v( ш) с м^льтипольной стр^кт^ой для асимпто

тически плоских полей. Для асимптотически плоских полей фор

мулы для и(ш) и vCu) значительно упрощаются, если точку нор

мировки zQ=ßoустремить к бесконечности. Тогда 

где потенциалы Е, Ф выбраны так,что при zo*> -m Е •» 1, Ф + 0. 

Отсюда видно, что мультипольные моменты в разложении потенци

алов Эрнста на пространственной бесконечности непосредственно 

связаны с разложением функций u(w) и v(w) при ы -» ш. 

5. ül ёля статических полей. Из приведенных 

выше формул видно и еще одно полезное свойство функций u(u) и 

vCuö: для статических полей,когда метрика является диагональ
ной, а потенциалы Эрнста вещественными, эти функции удо вле-

творяют соотношениям: и( ш) =-и( ш), v( ш) =-v( w). 

ё элементарных фикциях. В заключение 

напомним, что если функции и+ и и_, так же как v+ и v ЯБ; 

ются аналитическими продолжениями друг друга, а получавшиеся 

при этом две функции и(ш) и vCu) являются рациональными, то 

компоненты гравитационного и электромагнитного полей вычисля

ются в элементарных функциях [2]. 

Перечисленные свойства функций u(w) и v(u) могут оказаться 

весьма полезными при рассмотрении различых задач теории гра

витации для электровакуумных полей, зависящих от двух коорди

нат: при конструировании новых решений, при постановке крае

вых задач, при идентификации и классификации решений и, 

возможно, ряде других. 
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О СИММЕТРИЯХ УРАВНЕНИЙ РОБИНСОНА - ТРАУТМАНА ДЛЯ 

ОСЕСИММЕГРИЧНЫХ ПОЛЕЙ. 

А. Т. Ильичев 

МИАН СССР. С Москва) 

Нелинейные эволюционные уравнения, обладающие 

бесконечномерной алгеброй Ли внутренних симметрии ,можно 

подразделять на две категории по свойствам их алгебр. К 

первой относятся уравнения, алгебра симметрий которых имеет 

конечномерные представления в алгебре эндоморфизмов 

соответствующего векторного пространства, т. е. гомоморфна 

некоторой конечномерной алгебре Ли. В этот класс входят 

уравнения, интегрируемые методом обратной задачи теории 

рассеяния ( вполне интегрируемые системы ), уравнения, 

обладающие преобразованиями Бэклунда в себя. Конечномерные 

алгебры, получающиеся в результате процедуры замыкания 

бесконечномерных в методе продолженных структур [ 11, несут 

информацию о бесконечномерных симм'.-'':".;:чх, достаточную для 

построения целых семейств решений ' например солитонных ). 

Ко второй категории относятся уравнения, для 

бесконечномерной алгебры симметрий которых не удается найти 

нетривиального конечномерного представления. Такого рода 

уравнения не поддаются исследованию существующими методами 

интегрирования нелинейных систем С групповой метод [2], 

метод обратной задачи теории рассеяния и т. п. ). Кроме 

упомянутых видов эволюционных уравнений имеют место 

уравнения, обладающие естественной конечномерной алгеброй Ли 

внутренних симметрий, которая может быть получена как 

частный случай бесконечномерной алгебры другого 

эволюционного уравнения. Таковым является уравнение 

Робинсона - Траутмана 

ъ ъ - [Сz )*-z ] = С С1) 
i X п п 

ко герое описывает осесимметричные поля, обладающие 

с::-,1ара«етрическим семейством бессдвиговых изотропных 

• :"м&йиХностей с расширением С см. С31 5. Метрическая 

имеет з этом случае вид : 



ds" - C6K - ?.4r lj- rz 'z) dtZ+ 2dt dr - l/12rz Cdx+ dф\ 

Здесь г - афинный параметр вдоль конгруенции изотропных 

геодезических, выстилающих гиперповерхности t= const, KCz) = 

- zVlnz) X и ф - локальные координаты на 2 -

поверхностях, образованных пересечением уровней г и t. 

Величина KCz) имеет смысл гауссовой кривизны поверхностей с 

г г 
метрикой 0,5 z(dxT dф). Численные исследования уравнения 

С1) [41 обнаружили свойства, аналогичные свойствам решений 

линейных параболических систем, например выглаживание 

решений С1) с течением времени ( стремление геометрии 

упомянутых 2 - поверхностей к сферической с течением 

времени ). 

Конечномерная нильпотентная алгебра симметрий уравнений 

CID была получена в [51 методом продолженных структур 

Эстабрука - Уолквиста С1 ]. Ненулевые коммутаторы ее 

генераторов имеют вид: 

[ X ,Х ]=Х , [ X ,Х ]=-Х , [X ,Х ]=-Х , [X ,Х ]=-[Х ,Х ] = 
1 2 3  1 3  4  1 4  3  Z  5  1  < 5  

=[Х ,Х ]=[Х ,Х ]=х С23 
г 5  3  4  7  

Из тождеств Якоби, примененных к С 2) следует, что вектор 

X , коммутирует с остальными шестью, т.е. является центром 

алгебры. Этот вектор несуществен при рассмотрении свойств 

алгебры С 2) и потому его можно положить равным нулю. 

Конечномерные алгебры, гомоморфные бесконечномерным 

существенным образом отличаются от естественно конечномерных 

алгебр по той информации о симметриях уравнений, которая, в 

них содержится. Так исследование естественно конечномерных 

алгебр не дает ничего, кроме построения соответствующих Ска:-: 

правило нелокальных ) законов сохранения. Такие закон:-, 

сохранения для уравнения С1) были получены в [5] из 

линейного представления алгебры С 2). 

Рассмотрим далее уравнение 

z + z = 0 3" 
t хххх 

полученное из С!) линеаризацией на фене ггест.тянк.-г: •jzjsss.v. 
Сметам, что уравнение СЗ) возникает также = «taxier?-



жидкости при описании распространения длинных линейных волн 

под вязкой пленкой, которая может моделировать, например 

битый лед. При исследовании групповых свойств уравнений 

методом продолженных структур t1] рассматриваются 1 - формы: 

u
k=dyk+ Fkdx + G^dt 

k 
где у - псевдопотенциалы, существование которых 

обуславливает нетривиальную групповую структуру уравнений, 

к к 
F и G зависят от полевых функций, их последовательных 

производных (до 3 порядка для (3) ) и псевдопотенциалов. В 

случае СЗ) они подчиняются уравнениям: 

k k  к  к  к  k k k i k i k  
F+G =0, F = F = F =0, uG+pG+qG+GF -FG =0 (4) 
z  q  u p q  z u p y y  

i i 

где u=z , p=z , q=z . Решения (4) можно записать в виде: 
X XX XXX 

kk kk к к к к к 
F = X +zX , G =-qX - рХ + uX -zX + X 

1  2  2  3  4  5 . 6  

к 
где Х.(у) - константы интегрирования С4) и компоненты 

образующих алгебры: 

СХ ,Х ]=Х , CX ,Х ]=-Х ,СХ ,Х 1-  ,СХ ,Х ]-СХ ,Х ]=0 
1 2 3  1 3  4 1 4  3 1 3  z  в  

[X ,Х ]=[Х ,Х ]=[Х ,Х ]=[Х ,Х 1=0 (5) 
1 6  2 3  2 4  2 5  

Алгебра (5) бесконечномерна. В частном случае [X ,Х 1=0, 

(5) в точности совпадает с алгеброй С 2) уравнения (1). Таким 

образом интересующая нас алгебра симметрий является частным 

случаем бесконечномерной алгебры симметрий линейного 

эволюционного уравнения. Этот факт позволяет надеятся на 

получение нетривиальной информации о способе построения 

решений уравнения CD. 
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ВЕКТОРНОЕ ПОЛЕ ВОКРУГ БЕСКОНЕЧНОЙ НИТИ 

С.Л.Парновский 

Украинский центр стандартизации и метрологии (Киев) 

Поведение ряда физических полей с источником в виде бес

конечно длинной массивной нити было исследовано в работе 

[lj, где были найдены соответствующие точные решения урав

нений гравитации. В ней было показано, что напряженность 

электростатического поля заряженной нити при удалении от 

нее вначале падает, а затем из-за самогравитации возрастает 

до бесконечности, образуя истинную особенность пространства 

-времени на конечном расстоянии от оси. Этот эффект связан 

со спином фотонов и полностью отсутствует для скалярного 

поля [I]. На сколько он определяется еще и безмассовостыо 

фотонов? Ответ на этот вопрос заранее не очевиден. С одной 

стороны эффекту самогравитации поля способствуют дополни

тельные члены в тензоре энергии-импульса массивного вектор

ного поля, связанные с его массой 

т: „ = - t;" - f.; ff 

С другой стороны на больших расстояниях от источника это 

поле экспоненциально затухает, понижая плотность энергии. 

Рассмотрим бесконечную нить - источник векторного поля, 

компоненты которого ( %,%, %) могут зависеть только от 

радиальной координаты р, как и компоненты метрики 

a2( " (2) 

x L =  г )  
Уравнения поля требуют выполнения условия %--0 при гп\0. 

Кроме того недиагональные компоненты уравнений Эйнштейна 

для (2) дают нам ß;^ = 0, откуда =0 при Для случая 

электромагнитного поля это условие приводит к тому, что из 

трех возможных компонент поля , Hz отличной от нуля 

может быть только одна. Для действительного векторного поля 

то же самое относится к компонентам его вектора ̂  и . 

Для комплексного поля ненулевыми могут быть две из этих ве

личин, но их фазы должны тогда отличаться на ̂ /2. 
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Рассмотрим теперь диагональные уравнения Эйнштейна. Обоз

начив штрихом производные пс Р , запишем их правые части 

т ;% 7 V*'. I ъи/ %7 V:'- % I о;; 

T'r'sм)^'/и"-Г№ "-/% '"с 

Мы пока не определили ненулевых компонент вектора поля. При 
^Ро=0 игГ1=0 мы имеем дело с магнитным полем вокруг нити. Б 

этом случае особенность на конечном расстоянии от нити от

сутствует [l,2]. При т kO она не может появиться, поскольку 

все эффекты, связанные с массой поля - дополнительные члены 

в (3) и экспотенциальное затухание поля - действуют в другую 

сторону. Случай ^0, ̂  = Г- Чл=0 ит=0 соответствует ради

альному электростатическому полю. При этом пространство-вре-

мя всегда имеет особенность при Р = ß , а координата Р изме
няется от 0 до £ (lj. Значение Р€ не связано с плотностью 

заряда и массы нити и может быть любым, поскольку соответв.у-

ющая метрика не имеет характерного масштаба по Р. Величину 

с размерностью длины попросту нельзя составить из безразмер

ных линейных плотностей массы и заряда (мь; полагаем скорость 

света и эйнштейновскую гравитационную постоянную равными 

единице). Рассмотрим интересующий нас случай ^^0,т^0. Со

ответствующую ему систему уравнений поля 

m2if- Ч>"+( ^ С> 

J." + cL1 (aL' rß'+ X 1 ) ~ j Р̂с Го 2 + 2т 2 j % Го 
et' + * ~ß -ß'(r=L fß  ̂

= -У-['(J-'+ß' +*') 4'ic 'l2o ~2 

решить не удается. Однако из нее видно, что при малых мас

сах соответствующими членами в (4) можно принебречь и 

особенность при 3= ?с не уничтожается. Поскольку же мо

жет быть сколь угодно малым, это условие может выполняться 

при любом т. Таким образом особенность при конечном р есть 

и в случае массивного векторного поля. 

То, что характер пространства-времени с источник .ж гра



витационного и массивного векторного полей в виде бесконеч

ной нити не может зависеть от массы квантов последнего, вид

но и из того, что из величин, характеризующих источник, 

нельзя составить величину с размерностью массы, которая мог

ла бы играть роль критической массы при "базовом переходе" 

по величине . Отсутствие масштаба по т видно и из того, 

что после преобразования координат 0п-Г^р уравнения (4) пе

реходят в ту же систему уравнений, но с W =1. А так как слу

чай малого iv не может качесвенно отличаться от случая ей =0 

при любом значении Рс , то особенность на конечном расстоянии 

от источника должна существовать при любом т . 

Для источников конечной длины, когда поле имеет характер

ный размер - длину отрезка нити - эти рассуждения становятся 

неправомерными. По-видимому в этом случае должно появиться 

критическое значение массы m , при котором характер решения 

качественно меняется. Но эта задача существенно сложней 

рассмотренного здесь случая источника бесконечной длины, 

для которого решение (4) не получено. По-видимому критичес

кое значение и соответствутащие точные решения не могут быть 

построены. 
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ФИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ МЕТРИКИ ВАН ШТОКУМА 

С.Л.Парновский 

Украинский центр стандартизации и метрологии (Киев) 

Хорошо известное в общей теории относительности решение 

ван Штокума [i] традиционно трактуется как пространство-

-время, содержащее вращающийся бесконечно длинный пылевой 

цилиндр. Ниже мы укажем на обстоятельства, противоречащие 

такой интерпретации и предложим другую трактовку физического 

смысла метрики ван Штокума. Это решение имеет вид 

о1$2;р(г)Л±:!~2М(-г-)ЛЬЛУ-1.(г)с?^А-Н('>-Хс/г\ d г') (J) 

Входящие в него функции зависят от параметров ß и Oi , рас
сматриваемых как радиус и угловая скорость цилиндра. Внут

ри него при расположена пыль с плотностью ß и 4-ско-
ростыои1'. В этой области решение имеет вид 

Н r e~a'z2 L --bV-O^), H = Ql\ Р -i j 
(2)  

23Ср 

При 1>R имеются три внешних вакуумных решения, сшиваю

щихся при t= Q с внутренним решением (2). 

Н  -  e " ° i ß L  

М = г sb F= 2-  sbft (3) 

0=^1 ib£-fMfa*£2. 

H --e'V/o'4. L=b(l3A|l"i i 

^ _ е"й2£\&к)2а L- (3S+öJcx;Sec2£sec^ 

H- г S.,U^ec2g , P=2ß"W^bsecS 
( а е > г )  < 5 >  

//6 



Выбор внешнего решения зависит от значения aß . Поскольку 
все они зависят от одной пространственной координаты t , то 

с помощью преобразования координат они должны переводиться в 

известные решения, зависящие от одной пространственной коор

динаты X, описанные в [2]. Это пространственная метрика 

Казнера (6), а также пространственные метрики Казнера с рав

ными (7) или комплексными (8) показателями, имеющие вид 

а ̂=ocPid tz-of X2- x2piof У2 - x̂ c/z2, 

р,*р*+р5-р<1*?2 1 <б) 

c|c,2--'2oc2p'c/ucfv -dxz± ос - ос bdz ,  ̂

где (рррз) равны (0,1) или (2/3,-1/3) и o£=coK>st 

ols2=x2p[(du2-c(v2)to^-2ofuJvsuio^-fl/9c2-x 

^^1?"tnipU), 2p'+i>3 x2-p' - 2p" cl~co»st <6) 

Существуют еще три точные вакуумные решения, зависящие толь

ко от одной пространственной переменной, но они в отличии от 

(3-5) регулярны во всем пространстве. Решений такого типа с 

особенностью х=0, кроме (6-8), не существует [2J. Нетрудно 

убедиться, что решения (3-5) переходят в (6-8) после замены 

t* = 0Lt- + ̂ , ±,$.Х,£~со»и (9) 

При этом (3) переходит в (6), (4) в (7) при pj=2/3, а (5) в 

(8). Мы не будем приводить здесь выражения для AJ3, Г и S 
для каждого преобразования из-за их громоздкости, однако их 

при желании нетрудно получить. Таким образом внешние решения 

ван Штокума эквивалентны метрикам (6-8), физический смысл 

которых был исследован ранее. Так (6) описывает пространст

во-время вокруг неподвижной массивной бесконечно длинной 

нити или цилиндра [з], а в (7) с pj=2/3 эта нить имеет опре

деленную линейную плотность массы и окружена гравитационной 

4f 
з 



волной (рулевой частоты [4j. Таким образом решения (3,4) опи

сывают неподвижную нить или цилиндр во вращающейся системе 

координат (9). Аналогично тому как метрика Шварцшильда после 

преобразования (9) не превращается в решение Керра, (3) и (4) 

не могут описывать вращающийся цилиндр. Решение же (8) дейст

вительно соответствует вращающейся особенности [4]. Так, в нем 

есть вращение геодезических, а в (3,4) - нет. Однако при пе

реходе в форму (5) при albi особенность х=0 преобразуется в 

1 = оо , что полностью противоречит стандартной интерпретации 

(5) в этом случае и делает сшивку с (2) чисто формальной. О 

трудностях обычной интерпретации метрики ван Штокума при йй>1 

было отмечено в статье Боннора [б]. 

Итак, из трех внешних решений ван Штокума (3-5) простран

ство-время вокруг вращающегося цилиндра описывает только (5) 

при 1/2^0^1. При этом параметра, характеризующий угловую 

скорость вращения должен лежать в определенном интервале. Его 

верхняя граница связана с некорректной сшивкой с (2). Эта 

трудность вполне преодолима. Наличие же нижней границы более 

интересно. Оно приводит к мысли о том, что при малых угловых 

скоростях вращения все пространство-время увлекается вращаю

щимся цилиндром, имеющим бесконечную массу. При такой интер

претации мы имели бы дело с конкретным воплощением принципа 

Маха. 

Остальные решения (3,4) описывают неподвижный источник во 

вращающейся системе координат. Поскольку при преобразовании 

(9) циклическая координата Ч" входит в новую временную коор

динату, последняя также может рассматриваться как цикличес

кая. Это обстоятельство, являющееся следствием неудачного 

выбора координат в (3), позволило тем не менее Типлеру рас

сматривать (3) как машину времени, что заведомо неверно [б]. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕХНИКИ КРАЕШХ ЗАДАЧ ТФКП ДЛЯ ШСТРОЕНИЯ 

ОБЩЕГО РШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ СТАЦИОНАРНОГО ОСЕСИШЕТРИЧНОГО 

НЕЙТРИННОГО ЭЛЕКТРОВАКУУМА 

М.Н.Зарипов 

Московский Государственный университет (Москва) 

Как показано в работе [l ], чтобы найти потенциалы 

Эрнстаd'flyV) и , определяющие метрику и 

электромагнитное поле в случае стационарного осесиммет

ричного нейтринного электровакуума, нужно решить некоторую 

краевую задачу на плоскости комплексного переменного 6" , 

т. е. взять на (Г/б") замкнутый жорданов контур Г , 

делящий (Г на 2 области У * и (f~ , причем точки 6'= 

принадлежат X + , а области tr ~~ . 

б — -/-</ 

^ О" 
и найти функции , ßL , голоморфные в jr и функции 

у , ls у голоморфные в , для которых бы на jf 

выполнялись следующие краевые условия: 

Ру = ß I у + , £г = f- t /?3 -f <Г 

^ ŝr t ~ о 

™ h-ta)>e-*sfefs*r> 

s-

I -- г 

V \ + ) okr 
ß/O- , - evf 

Tj,j 

w - гармонический потенциал нейтринного поля £ 2 J , £ 

49 



J- условия на оси симметрии поля еСв)^6(г, &), f(ž) ftPfeß) 
g некоторый контур, соединяющий точки e'=-i и <rW/. 

Если потребовать нормировку j - / то £ к ф 
можно найти по формулам *=•*« 

В статье [l] было получено интегральной уравнение, 

однако построение общего решения такого уравнения затруд

нительно, поскольку аналог подхода, использованного в 

работе [2] применим, только если ß ( с) алгебраическая 
функция. При этом необходимо униформизировать В ( f ) , 

например, автоморфными функциями £ 3 ] и применить разложе
ния в ряды по автоморфным функциям. 

В данной работе предполагается, что ft , е , j 

произвольны и предлагается подход, позволяющий получить 

формулы для ^ и 

Для этого вначале получим краевую задачу с регулярным 

условием на контуре. Переходом от £ к 0 

с •= (р+ J/0)/£ , /7•* - £7 - {£> - </Р)/& 

отображающим CfcJ ^ на / образ контура j? делит 

£/&) на 2 области: ž С? и ,5? ~ э ̂  / и заменой 

^ Y + ~ ^ = -г Fj 

К  ̂ - Fl - Fl j А - s , 6', / 

F + ft?) ̂  F-{•//&) , ̂  - /<Г2 У Ä 

\Ze"z-i - JFy - r% 

ßj, - ^ 

£3~ - /Р3 vfc*-/' - ' 
F
f  

верв£цвм к задаче на плоскости if /^ на функции F *, 
голоморфные ъ ъ. F } *£? голоморфные в <£f 
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Полученная задача допускает деформация контура £ в & , 
которые не выводят его из окрестности, в которой 

г о л о м о р ф н ы  а * ,  }  , т  *  и  е  +  е *  t  J L j - i  *  о  . E a  

деформированном контуре & краевая задача будет регуляр

на. Поэтому F Л можно разложить по положительным 

степеням функции, конформно отображающей ̂  на внутрен

ность единичной окружности, ,R~ - по отрицательным 

степеням функции, конформно отображающей !£' на внешность 
единичной окружности и эти разложения будут сходиться в 

окрестности £ абсолютно и равномерно; подставив эти 

разложения в задачу, получим бесконечную систему линейных 

алгебраических уравнений на <£ , Ф и коэффициенты 

разложений, откуда по формулам Крамера будем иметь £ ж 

Я> в виде отношений бесконечных определителей, из 

которых можно найти потенциалы Эрнста с любой степенью 

точности. 
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О РЕШЕНИИ ДЛЯ ИЗОЛИРОВАННОЙ МАССЫ 

В ГАРМОНИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ 

Р.М.АЕЭКЯН 
Ереванский государственный университет (Ереван) 

Рассмотрим гравитационное поле, создаваемое статическим 

сферически-симметрическим распределением материи. Запишем 
четырехмерный интервал в форме ( с = к = i ): 

, &) г *(*) г г_ /"Ч 2. з.п , z\ 
eit -e ö/v - t e (a/e +SÜV 6J4> ) . ( 

Тогда уравнения Эйнштейна примут вид: 

• г- , , , , > 
Ju + JL- . iL + •*ТГ + 1 + * * 2. V2- ' 

+ f" ( > 1 , • /V-fV-A1 
= ЛгРе: 

1 T 4 * 2* V 

(3) 

(4) 

где J и В - плотность и давление вещества, связанные урав
нением состояния Р = J?(f) . Для функций , %(*) , j»(b) 
и плотности S(V) имеем всего три уравнения. 3 качестве не

достающего уравнения воспользуемся условием гармоничности 

II]. Для метрики (I) оно имеет вид: 

j / 2 
. (5) 

Вначале систему (2)-(5) решим в пустоте ( f- Р =0 ). Лег

ко заметить, что одно из уравнений (2)-(4) является следстви

ем двух остальных. Ретив их, выразим и ХС*) через J'f*): 

g*W 
= (d̂ S (?) 
\ 0L1 / R-2M ' 

где введена удобная переменная 
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R(*0 = (8) 

имеющая скысл жарцшильдоЕСкой координаты. Подставив (6)-(8{ 

в (5) и проинтегрировав его, получим: 

(9) 

В (6)-(9) М , Сл И Ca. - постоянные интегрирования. При 

t мы должны иметь поведение t/R —» 1 , откуда 
С2 — i .Из поведения на больших расстояниях ( 9°о~ 

i + 2-Ч , Ч' - ньютоновский потенцииал) следует, что И -

масса тела, которая должна определиться из внутреннего реше

ния. Открытым остается вопрос о значении С< . Вывод С,=0 

[i] , обосновываемый тем, что при -R -<• 2 М получается 

|.ц во , нельзя считать корректным. Действительно, извест

но, что шварцшильдовский радиус тела R s не может быть 

меньше 2. М . Поэтому при R 2 М мы с неизбежностью вхо

дил Е область, занятую веществом, где внешнее решение (6)-(9) 

неприменимо [2]. 

Постоянная (как и М ) должна быть найдена из сшив

ки внешнего решения и внутренним на границе тела т = ts ( 

определяемой условием P(*s) = О . Во внутренней области 

уравнения поля (2)-(4) совместно с условием гармоничности (5) 

были проинтегрированы для нескольких значений центральной 

плотности в случае уравнения состояния вещества из реального 

газа барионов [3^ . При этом для численного интегрирования 

от точки *с = о до границы необходимо наряду с 

центральным значением давления Рс. (или плотности f с ) 

подобрать также те значения ^ с , Хс = Jv , при которых 

обеспечивается сшивка внутреннего решения с Енелним. Резуль

таты численных расчетов приведены'в таблице. Для сравнения в 

таблице приводятся также значения кварцпшльдовского радиуса 

Rs тела. Как видно из таблицы, постоянная отлична 

от нуля, положительна, но её значение не так сильно зависит 

от центрального давления, как масса f"| . 



Таблица параметров сверхплотных конфигураций 

-=3— 
г см 

f. 

3.55 Ю±0 

6.81 IO15 9.79 IO15 1.69 IO15 

£L 
М® 

0.35 0.77 1.05 1.39 

•Cs(km) 15.65 11.70 19.48 8.39 

Rs(km) 16.16 12.86 12.06 10.49 

Ci (кы) 2.9 2.8 2.6 2.2 

В заключение отметим следующее важное обстоятельство. В 
любое внешнее решение уравнений гравитационного поля входят 

постоянные интегрирования (или неизвестные функции). Часть 

этих постоянных определяется из поведения метрических коэффи

циентов на бесконечности. Остальные могут быть определены 

только цутем сшивки внешнего решения с внутренним и на них 

нельзя поэтому накладывать произвольные ограничения. 
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ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 

ЖНШТЕЙНА-МАКСШША ДДЯ ЖИДКИХ СФЕР 

М.П.Коркина, О.Ю.Орлянский 

Днепропетровский университет (Днепропетровск) 

Метод получения решений уравнений Эйнштейна для стати

ческих жидких сфер £l,%} обобщен на случай наличия элек
трического и скалярного полей. Получен новый класс точных 

решений совместной системы уравнений Эйнштейна, Максвел

ла, Клейна-Фока, описывапций заряженные жидкие сферы. 

Искомая метрика является статической, сферически сим

метричной. Выберем ее в виде: 

ds=£ ШМг-£АМс/гг- %s(ct&%sui*&dV*) ( 1 ) 

Тензор энергии-импульса жидкости в нашем случае имеет че

тыре ненулевые компоненты 

г:=£,  т:=т?= т!=-р ( 2 )  

где F - плотность энергии, р - давление. 

Для тензора энергии-импульса электромагнитного поля не

нулевыми компонентами являются 

Т°~~Г* =-T s  ~—Т 3  —& ( з ) 
I Ом 5W ' SSW '351/ gyj 

Дня тензора энергии-импульса скального поля 

(24*V>a -81П) 

ненулевые компоненты - это: 

~Г° — - т* — т~а — т3 —  ̂ _52 - О 
! ОСК 1 -YCk~ ! 2СК~ '3C*r gtyj £- V  4  ;  

где 0/т)= Ч17 Jß - электрический заряд сферы 
радиуса % ? , t 

G/zJ- t/T7j o g:*:£ r .  a t  -  величина, характернзугщая 
скалярный заряд сферы радиуса г , jp - плотность за

ряда. 

Система уравнений Эйнштейна при наличии обоих полей: 

е~х(1~* г) = i- %г(е+ То с* +TŽ^) ̂  {ъ) 
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e*(i+0 'г) =1-г Y'p - Тос„+ Tt^) 

Третье уравнение получим из закона сохранения тензора 

энергии-имщгльса 

i'/canl-n'j. OG' — (£+P)~Pf+ • - —-GJžL-р-Ь-п 2 <t+r' г Ч71^ч е. -и 
( 6 ) 

Предположим, что тензоры энергии-импульса обоих полей 

пропорциональны целочисленной степени радиуса и получим 

следующий класс решений системы уравнений (5),(6): 

Давление и плотность энергии равны: 

8 v S 1 + H +2s)£z F(A,y.,n,t)-

2 2ti _ , 2£ 
-f -+<7~ilf -щ > (8) 

рттх 2 (s-3)(2s+i)Lj.4- (s+6)£z3. F(A,y>h>L)+ 

c "   *rct-nw)ifJiT* 

,3+(3+s)k* .-yS+lS+sytf . r/e 

ffi+e+S) £J 1 4 4 ̂  S)& * 
где 

F(A,y> n, £)=А+У(#.)+Г< R(y>h)-OI к (Ц, t) 

У(%)~ У-'2 [i+ d+s)^3** + „ 

+?с1*«ГТиГ"с£ 
K=0 S~l гь=о s-3 Q+WH+s) 
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К(ё, п)^5ГкС ТнГС р- ) 
K-Ü S-I Т-0 П+К-I ^5^7) TN+2- У 

-t—o •/ .2*7 -j—° V ?£L 
ÄV ~ ̂ 2 ̂  ̂ Cjt ~ ̂Гг ,i 

to - постоянная размерности дайны, Л , в - постоянные 

интегрирования; о; и CQ. - постоянные определяпцие величи

ну зарядов. Чтобы решение не имело сингулярности при 7. = 

= 0 нужно выбрать /7 •>. 3, £ 5^ 2. Постоянная з опреде

ляет решение и принимает любые целочисленные значения. При 

S = I, Т-, = <fi= О - решение (7)-(9) - это 4-ое решение 

Толмена И , при s = 2 - решение, полученное Куховичем 

[4j и Адлером [5] при s = 3 - решение, полученное 

одним из авторов [б J , при S = 3, И = 3 - решение, полу

ченное в KJ. 

Для всех решений в центре конфигурации € й ( 0 ) - в ,  
ß YО)- I. Плотность энергии и давление при Q = О за

висят от параметра s , определявшего решения и произ

вольной постоянной А . 

~̂е(а)--з(з-А~2), r*̂ ßproj=s-hA+2 < ю ) 
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гравитишщая МАТЕРИЯ ВО ВРАЩАЮЩИХСЯ КОСМОЛОГИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ 

В. Г. Кречет 

ЯПШ / Ярославль / 

В настоящее время в связи с обнаружением асимметрии поля

ризации излучения космических радиоисточников, объясняемой 

возможным космологическим вращением /Берч,1982/, усилился ин

терес к исследованиям вращающихся космологических моделей. В 

нашей работе [ i ] была предложена метрика нестационарной вра

щающейся космологической модели без сдвига 

d$ X- - dt Z+ R z(t)[dx+К C?(-£)<iy ZWk*) dyd t (I) 

в которой при к^0 существует причинная структура (отсутствие 

замкнутых времени-подобных кривых) ; если f?(tj = I, то имеем 

стационарную вращающуюся космологическую модель с причинной 

структурой - обощение вращаетцейся модели Геделя, в которой 

к =- 1/2, шг-зd jZ . Условия однородности пространства и оди

наковости угловой скорости вращения и) модели во всех точках 
Л  . . . J .  » 4 > г ,  .  e l i f J x -  .  Ci > n s . t  

-  а д  ( 2 )  

приводят к однозначному выражению метрических коэффициентов 

ait) и &{z): aix,)- Ых) = е.К:х-. 

Возникает вопрос о видах материальных распределений, опре

деляющих существование и Эволюцию однородной вращающейся ко

смологической модели <VI), (2) . Показано, что гравитирутощая 

система, состоящая из идеальной жидкости, свободного безмас 

сового скалярного поля V и потока тепла опре

деляет эволюцию рассматриваемой вращающейся космологической 

модели. Точное ранение совместной системы уравнений Эйнштей

на и гравитиругацей материй 

i(3j 

ДЗЕЕ метрики (I) , (2j следующее:* 

RM-zk't; (4j 

/(XlK+iJi 3-); ч*ХЪ; У?РЯ г=<Х/Ш*0> £—3/> 
г»®, имеем вращащуюся космологическую модель с причинной 

структурой (к?0), с постоянной скоростью расширения, равной 

A /(ZYic) и с начальной сингулярностью. 
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Аналогичные результаты получаются при рассмотрении гравитиру

гацей системы, состоящей из идеальной жидкости, заряженной 

двухкомпонентным безмассовым скалярным полем и излуче

ния ( тензор энергии-импульса излучения определяется выраже

нием Соответствующее точное решение имеет вид1 

V - Л  J m  t г - £ft/(1 +2 н]', (5) 

Viep » -ZK(1*Z*rbKi)/(ta'(UK)O^H.li); ß X 

f>, ". K/t̂ Cu*)r EJt1. 
Здесь pt, Px плотности зарядов. скалярных полей V, у . Решение 
(5} также определяет однородную вращающуюся космологиче

скую модель е постоянной скоростью расширения С- но 

с наличием замкнутых времени-подобныг кривых. 

Показано, что гравитирутацая жидкость с внутренним момен

том ̂LßP' £<1ЦР(Г определяет стационарную вращающуюся кос

мологическую модель с причинной структурой (к^О) . Тензор 

энергии-импульса спинирующей жидкости следующий £ 2 J: 

T+t>~(p*W44A + pfo+v(Jttps-)fyXfr uv 
f £-t>LixpriUfi)V*(uf'S>ar) 

Здесь вектор плотности внутреннего момента удовлетворя

ет закону сохранения 

\7(л =• ( 7rи*)s0*- (v*uc) s0" (7) 

Соответствующее решение следующее: 

S'L-S3 (~Х); р=£-^-лг; Н=0: U-^ч'1'. j8) 

В полученной стационарной вращаицейся космологической мо
дели, в отличие от модели Геделя, где <ог= £эе А2 нет 

замкнутых времени-подобных кривых и не обязательно присутст
вие космологического члена А. . 
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О ФИЗИЧЕСКОМ ИСТОЛКОВАНИИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ ОТО 

С ПОМОЩЬЮ ЯВЛЕНИЯ УВЛЕЧЕНИЯ 

Н.В. Мицкевич 

УДН им. П. Лумумбы (Москва) 

Физическое истолкование решений уравнений Эйнштейна час

то вызывает значительные трудности ввиду универсальности 

гравитационного взаимодействия (не существует "нейтральных" 

по отношению к гравитации объектов, с движением которых бы

ло бы можно сравнивать движение пробных масс и фотонов, как 

не существует и глобального плоского пространства Минковско-

го, с которым было бы возможно сравнение). Поэтому приходит

ся апеллировать к относительному движению пар или большего 

числа пробных частиц, в том числе в мысленных экспериментах. 

Одним из явлений (т.е. не отдельных эффектов, а их сово

купностей), позволяющих сравнительно наглядно анализировать 

гравитационные поля на основе поведения в них пробных час

тиц, является явление увлечения. Представления о нём форму

лировались многими авторами (см., например, [i, 2]), однако 

чёткость этих формулировок оставляет желать лучшего. Можно 

понимать увлечение в более или менее широком смысле. Во вто

ром случае (увлечение в узком смысле) речь идёт о квазимаг

нитном гравитационном взаимодействии, и фактически (явно или 

неявно) так чаще всего понимают увлечение вообще. Справедли

во утверждение: всякому электромагнитному полю или эффекту 

соответствует его гравитационный аналог (обратное, конечно, 

было бы неверно). Поэтому под квазимагнитным гравитационным 

полем следует понимать гравитационный аналог магнитного по

ля, если аналогом электрического поля в теории гравитации 

считать, например, поле Шварцшильда (по крайней мере, вне 

горизонта). Выделим два главных пути проведения такой анало

гии: на уровне кривизны (см., например, [3], стр. 140) и на 

уровне характеристик систем отсчёта, [4]. Так как нас будут 

интересовать уравнения геодезической, а не девиации, сосре

доточим внимание на втором пути; тогда аналогом магнитного 

поля в гравитации будет вращение системы отсчёта. В отличие 

от теории электромагнетизма, такие квазимагнитные (да и ква

зиэлектрические) гравитационные поля устраняются выбором 

системы отсчёта (принцип эквивалентности) локально, а также 
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в конечной области, где нормальная геодезическая конгруэнция 

ещё не самопересекается. Однако такая система отсчёта в не

тривиальных случаях может уступать перед вращающейся и даже 

ускоренной системой, если последняя отвечает симметрии зада

чи (изометрии пространства-времени). В первом случае (увле

чение в широком смысле) возможно к всеобъемлющее толкование 

увлечения, однако оно представляется менее плодотворным. 

Мы говорим о рассмотрении пар или большего числа пробных 

частиц, но не об анализе уравнений девиации геодезических. 

Это не парадокс, таккак каждая из частиц по отдельности 

должна двигаться (в смысле внешних или внутренних степеней 

свободы) особым образом, дискретно отличаясь в этом отноне-

нии от других частиц рассматриваемого множества. Только тог

да и можно выделить эффекты явления увлечения. 

С другой стороны, для чёткой интерпретации увлечения нуж

но, чтобы вращающаяся система отсчёта была привилегирован

ной, т.е. чтобы вращалась киллингова конгруэнция (в нестаци

онарных задачах чёткая формулировка ещё не достигнута). Зна

чит, речь идёт пока о существенно стационарных гравитацион

ных полях (в статических квазимагнитного гравитационного по

ля нет). Очевидным примером такого поля является поле Кврра. 

В этом случае вращение центрального "тела" (мы не касаемся 

проблемы внутреннего решения) генерирует квазимагнитное гра

витационное поле вокруг него, отвечающее за эффекты увлече

ния. Глобальное вращение, сопутствующее вращению центрально

го "1ела", невозможно, и это обстоятельство объективизирует-

смысл эффектов увлечения, связывая их не с выбором системы -

отсчёта, а-с природой самого поля и его источников, т.е. по

зволяя надеяться на плодотворность предлагаемого подхода с 

точки зрения истолкования решений уравнений ОТО. 

Другим примером квазимагнитного гравитационного поля яв

ляется поле световой нити [5], источник которого движется 

вдоль самого себя со скоростью света. Такому движению невоз

можно сопутствовать, что опять-таки объективизирует и саяо 

квазимагнитное поле, и эффекты увлечения в нём. Менее наг

лядны, яо также относятся к проявлениям явления увлечения 

эффекты в поле НУТ, хотя стационарность этого поля не 

связана ни с вращением, ни со светоподобкым характером дви
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жения источника. Ясно, что это же касается некоторых других 

точных ренений уравнений Эйнитейна, начиная с метрики Кер-

рвг-Ньшена. Как мы ухе сказали, в нестационарных полях яв

ление увлечения объективизировать труднее, и первые наги в 

этом направлении несомненно связаны с анализом вращающейся 

метрики Вайдья. 

Коротко укажем суть эффектов увлечения в названных полях. 

В поле Керра анализ проводился особенно подробно (см. [2, б, 

7]). Он касался и прецессии гироскопа, и движения бесструк

турных частиц. В последнем случае период обращения частиц в 

направлении вращение центрального тела и в противоположном 

направлении различается на kit а. (а - параметр Керра). Дяя 

световой нити эффект состоит как в увлечении свободно падаю

щей на нить частицы вдоль нити, так и в полном отсутствии 

взаимодействия между взаимно параллельными (не антипараллель-

шши!) нитями, т.е. в аддитивности соответствующих решений. 

В поле НУТ явление увлечения проявляется как сдвиг плоскости 

орбите пробной частицы в направлении орбитального момента. 

Все эти аффекты имеют свои аналоги в электродинамике. 

В заключение вспомним, что явление увлечения - одно из 

выражений принципа Маха, который, хотя, быть может, не впол

не реализуется в ОТО, но фундаментален для физики. 18 февра

ля 1988 года исполняется 150 лет со дня рождения учёного, 

внёсшего важный вклад во многие разделы физики, большого гу

маниста и антиклерикала [8]. 
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ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ПОСТУЛАТЫ ОТО И ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 

В.А.Унт 

Институт астрофизики и физики атмосферы 

АН ЭССР (Тыравере) 

1. Часто ОТО дополняют постулатами без исследования не

противоречивости результирующей системы уравнений. Хорошо 

известный пример недопустимого дополнения уравнений Эйнш

тейна - постулирование независимых уравнений движения ис

точников: в ОТО уравнения движения содержатся в уравнениях 

поля. Несовместимыми с уравнениями Эйнштейна оказываются и 

условия гармоничности. Последние применимы только в тех 

случаях, когда можно пренебрегать энергией излучения [I]. 

Цель данного сообщения показать, что анализ точных реше

ний может выявить внутреннюю противоречивость системы, со

стоящей из уравнений Эйнштейна и дополняющих их постулатов. 

На примере решения Райсснера-Нордетрема покажем, что посту

латы аналитического (или &к ) продолжения и условие энерго

доминантности несовместимы. 

2. В ОТО принято считать, что физическое ПВ (пространст-

во-время) можно максимально продолжать, а локальная плот

ность энергии вещества всегда положительна. Эти положения 

сформулированы в виде следующих постулатов. 

I. Модель ПВ должна быть С* нерасширяемой ([2], стр.70). 

Недопустимо, чтобы из ПВ были удалены регулярные области. 

II. Источники гравитационного поля должны удовлетворять 

условию энергодоминантности ([2], стр. 104): T^u^uy ?0, 

Т'исц^- непространственно-подобный четырехвектор. Здесь 

Ту' - ТЭИ (тензор энергии-импульса) вещества, а и4 - четы-

рехскорость произвольного наблюдателя. В случае покоящегося 

в стационарном ПВ наблюдателя из условия энергодоминантнос

ти следует То^О, 

На постулатах I и II базируются теоремы о сингулярностях 

[2], на постулате II - теорема о положительности полной 

энергии (см. обзор [3]). 

3. Решение Райсснера-Нордстрема следующее: 
си1 -- и -2та + еглг)оЦ.г- н-2мд + ега2) oi*1-

,  ( I )  
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где m. - масса, а е- электрический заряд источника; исполь

зованы единицы, в которых гравитационная постоянная Ньютона 

f = 4 и скорость света Далее ограничимся случаем 

гг> , когда 4- + егЛ* >о при всех <г>0 
Я4 SS 

Электрон имеет г т 10 см, гп.^ Ю см. 

Решение (I) описывает гравитационное поле точечного за

ряда, а также внешнее поле любого заряженного центрально-

симметрического источника включая нестатические конфигура

ции [4]. Далее рассмотрим регулярные источники конечных 

размеров. 

4. В случае метрики 
, а V , г А (*>Л) г % i «,i . li , 

d - i  -  I  O i l  -  С  c i x  -  1  { d v  +  4 c a  V  I  

уравнение Эйнштейна [5] 

a (t-4)4 -«т^то 
CVL 

имеет регулярное решение 

е-Ч 4. li j T 0Va, и-^ ^ Iт° 0  
г о 1- -п. ü 

Пусть Тд - М/ч + £/! , где Е/, - электромагнитная чарть 

ТЭИ . Пусть m : М(М. В электровакууме То * Е °0 - • > 
М(о,п.) - и (о,о°)- М(Л, co)--m.-z~/2>i, и мы имеем решение (I). 

Когда электровакуум продолжен до точек оС<е /2*v полу

чаем М(o.a.) < О , что ведет к противоречию с условием 

энергодоминантности: М(о,а^Ат|Т0<° • Этому 

факту можно дать следующее объяснение [63. Масса т. - это 

полная масса, включающая массу как электромагнитного поля, 

так и других источников. Продолжая решение внутрь сферы 

радиусом а , получаем для электромагнитной массы >т . 

Плотность энергии электромагнитного поля Е0 всюду положи

тельная. Следовательно, должно существовать вещество с от

рицательной плотностью <0 , которое дает п пох -
оо о - *Ьг J Mo<0.Действительно, когда rwee 2 j к"<bv > т. 
о ® п 

мы имеем ^ = ̂ е£ + ^ mcd. только при ^ мл* < и • 
В случае точечной заряженной массы нужно ввести беско

нечную отрицательную массу , которая вместе с беско

нечной положительной электромагнитной массой md дает 

конечную отрицательную массут.[7]. 
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5. Отрицательная плотность вещества ' о вызывает гра

витационное отталкивание. Кроме того, область ПВ с грави

тационным отталкиванием существует также при Т° , если 

т:<т;+т|+п . Примером этому может послужить точное 

решение для сферы, состоящей из равновесной заряженной 

идеальной жидкости [8]. 

6. Для преодоления возникших выше противоречий можно со

гласно Маха/яну и др. [9], отказаться от условия энергодо

минантности, следуя Широкову [10], Пекерису [II] и многим 

другим, вырезать из пространства конечные сферы радиусом 

1. - *о . Удаление конечных областей пытаются часто завуали

ровать переходом к новой координате ч, (Ю 

t(0)--ao. Наконец можно развивать и теорию протяженного элект

рона, совместимого с постулатами I и II. Лишнеровикс [12] 

считает, что мировую линию сингулярности нужно всегда за

менить мировой трубкой. Допустимые значения диаметра труб

ки определены условиями энергодоминантности. 

При всех отмеченных здесь подходах возникают трудности. 
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МЕТОДОДОГИЧЕОМЕ ОСНОВЫ НЕРЕПЯТИШСТСКОГО АНАЛИЗА 

РБШШЙ УРАВНШИЙ ГТАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ 

А.А.Коппель 

ТГУ (Тарту) 

В теории Эйнштейна модели релятивистского /рел./ гравита

ционного поля /г-поля/<j) определяются решениями эйнштей

новых уравнений /ЭУ/ г-поля 

Rc^ll <=? fys'fys (i) 

(ßc - тензор Риччи для псевдориманова 4-пространства ; 

flju = -kg/u>7~), где - компоненты тензора материи). 

Определенные решения ЭУ обычно задаются конкретными видами 

метрики 2 Е какой-то локальной коорд.системе /х'/для об

ласти OciJ' . В то se время всегда можно в векторном каса

тельном расслоении задать поля ортореперов Минновского Г(*£)= 
}], определяемых в V(p€D с точностью до обобщен

ных преобразований Лоренца. Таким образом, для метрической 

формы /м-формц/ будем иметь 

а'sz (**} а', я,.* jdxarfx ''-со1 ы' - '•? г(со *) , (2) 

причем = У^с'« 1) - "предельная" нерелятивистская /НР/ 

скорость, x^z-v^xf- т.наз. "ракетное вреыя"; со*-

а', а1',- свободные, параметры решения. 

Исходя из возможности задания как ЭУ (I), так и их реше-

швй в виде »-форм (2) в определенных коорд.реперах и в то же 

время Б определенных полях Г(£) и пользуясь параметром » , 
нш р&аработан общий подход к нахождению HP пределов (ана

логов) данных рел. моделей г-поля, который, на наш взгляд, 

с одной стороны, опирается на возможно меньшее число общих 

(обязательно нужных и естественных) предположений, а, с дру

гой стороны, мокет служить универсальным строгим способом 

евделеаия "ИР ингредиентов* любых рел. моделей. Учитывая ос

новные работы по HP пределу ОТО, начиная с Картана [I], и 

подводя определенный итог, мы пришли к выводу, что такими 

общиии предположениями являются |2-5] : 

А/ Фундаментальный следует считать единую геометризиро-

ваннук формулировку как рел., так и HP теорий гравитации. 

Дрк этск рел. модели (и ̂ cj) нужно рассматривать как зависящие 
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от определенного единого параметра у , фиксированное значе

ние которого f- О ввделяет HP модели Г-поля. 

Б/ Физика модели ^ j как решения ЭУ открывается самым 

естественньа! образом цри задании этого решения в определен

ной системе отсчета /С.О./, в качестве которой мы рассмотрим 

поле ортореперов Ff-f) и в которой оказывается возможным 
четкое (3+1)-расщепление l\ на пространство и время. После 

задания в определенной С.О. "пара" заменяется уже 

"тройкой" Z'?;' h,°>4 •> где вырожденный 4-мерный тензор h , 
ортогональный временной I-форые со" , имеет составляющие 

= kt <=> 
L 

(3) 

и характеризует метрику локальных 3-мерных сечений % . Рел.л 

модель г-поля ФА*») характеризуется базисными I-формами и)л, 

коэффициентами связности » тензором кривизны к 

тензором h j причем в эти величины теперь четко должен вой

ти параметр у - либо непосредственно Б силу (2), либо через 

свободные параметры afy). afv),... 

В/ HP модели г~поля ($11 (j а)?), являющиеся строгими преде
лами рел. моделей •• получаются в результате О как 

их асимптотический вид при обязательных условиях: L 

ЗсЬ*, -ihßp , c/efy /О, £tm(d*uß)-0 (4) 

(здесь тильда обозначает аднечные (керасходящиеся) предель

ные значения.* ̂ 5й»У )• - 4-прсстракство,котором 
связность и кривизна определяются величинами Гаа? и » 
причем должна удовлетворяться предельная форма ЭУ (I): 

Re-П. (5) 
^ С" 'V 
2 ~ " определяет в ^ вырожденную метрику с сигнатурой 

( + , + , + ,0); oi' = Теперь (3+1)-расщепление лерешю в аб

солютное; поле Г И - Б поле r(0f.) 3-мерных декартовых ор

тореперов со скалярным полем абсолютного KP времени х' ; ло

кальная Лоренц-ковариантность - в Галилей-ковариактность. 

Вышеприведенными общими предположениями А, Б, В даны основы 

•универсального и единого подхода к т.наз. KP анализу решений 

ЗУ. Можно убедиться, что строгие следствия, получаемые при 

таких предположениях из соотношений ОТО, уже обязательно от

носятся к KP пределу этой теории. Иерархия таких следствий 
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рассмотрена нами в ряде работ (см., напр., [2-ö]). Перечис
лим здесь кратко лишь основные выводы. 

1° С методологической точки зрения для строгого ввделения 
HP предела особо важным является точная явная запись зависи

мости величин от характеристического параметра у . 

2° Конкретный вид основных уравнений HP г-поля задается 
уравнениями (5), которые также налагают дополнительные усло

вия, с одной стороны, на структуру тензора материи Т, а, с 

другой стороны, на предельные значения тензоров кривизны как 

Щ , так и KP физического 3-пространства . Динамические 

свойства HP г-полей определяются предельным видом уравнений 

геодезических линий и геодезического отклонения. Аксиомати

ка, специально сформулированная во многих работах для по

строения геометризированных моделей ньютоновых HP г-полей, 

при нашем подходе по существу излишня. 

3° Чтобы физически осмыслить коорд. систему [х*] , в кото
рой задано определенное решение ЭУ (2), следует ft} связать 

с полем Г(Х) , пользуясь определенными калибровочными усло

виями для eß . Далее, из требования выполнения (4) полу
чается нужная т.наз. ̂ -структура как e°f , так и (см. 

[3-5]). Отсвда следуют основы систематического анализа воз

можностей включения *1 в свободные параметры а'^>),а"^, „.. 
различного типа в м-формах (2) при условии существования HP 

предела, а также основы строгого анализа проблемы однознач

ности HP предела определенного решения ЭУ [4J. 

4° Получаются строгие соотношения между различными пред
ставлениями одного и того же HP г-поля (в различных С.О. с 

нежесткими и жесткими 3-мерными координатами, с помощью 4-

мерных и 3-мерных характеристик). 
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НЕРЕЛЯТИВИСТСКИЙ ПРЕДЕЛ КЛАССА НЕСТАЦИШАШЫХ ВАКУУМНЫХ 

ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ ЭЙНШТЕЙНОВЫХ УРАВНЕНИЙ ДЛЯ рр-ВОЛН 

А.А.Коппель К.П.Пало 

ТГУ (Тарту) Ю АН ЭССР (Тарту) 

В данной работе метод нерелятивистского /НР/ анализа (см. 

[i], а также [2]) применяется в случае релятивистской /рел./ 

вакуумной метрики (tf; (j) , описьшащей плоско-фронтовые гра

витационные волны /г-волны/ с параллельными лучами, т.е. 

рр -волны в вакууме (см. [з], а также [4], § 21.5). Согласно 
формуле (21.38) в [4] запишем данную метрику в виде 

cfsz= (c/oc^i-idx1)2- 2cfu<ji^-2Hcf<iz - LüctOL-y(U)'') } (I) 

где вакуумном случае функция Н = fi (х*х* и) должна удовлет

ворять единственному уравнению 

Hi, = О, (2) 

причем зависимость от координаты ю остается произвольной 

(запятая с индексом означает дифференцирование по соответст

вующей координате). 

Связь коорд. системы (x' /x zu /t>-) с полем ортореперов 

Минковского Г(Л трактуемым как система отсчета /С.О./, 

устанавливается выбором т.наз. хронометрических коорд. сис

тем. Для базисных I-форм со* в (I) получаем 
^i-Afc{xs=cfx'< '•X)^-^<ixs=^xz $3d3? = <е. cfx(g) 

ои^ф/-г = iLV4x3t еУс/х*, 

где пространственная координата ос3 и т.наз. ракетное время 

V^x" определяются соотношениями 

jt (4а) 

или, наоборот, 

p s =  Г г f 2 y * = X , - * - y x  .  (46) 

Поскольку зависимость функции И от м. ничем не ограничи

вается, то с точки зрения перехода к HP пределу естественно 

принять в качестве нового волнового аргумента ps^zju) при-

= мру,?). (5) 

Для независимых и ненулевых коэффициентов связности в % 



получаем (L/MI... = I/2J Z/pSF^O 

'Wf l4^ , rüi = -f'4F ̂ гв0), _ (6) 

%i - ftii ~~7 'У1 > ^t3 ~~ 'Pe*K~^"Ч1- ; 
а для независимых и ненулевых компонент тензора кривизны -

%*V = f(4̂  + 2 4LU „ )  =  £ f " ( < l + H ) ,  ( 7 )  

rtsät = = 7 > zrtx =f rttte-
Формулы для тензора Риччи и скалярной кривизны: 

/??; = 1*[ 10+ НУ'=f4v ' (8) 
= о ; ß~ О, 

Формулами (3)-(8) изучаемая модель рел» г-поля ̂ ^ j теперь 

уже задана "тройкой" h,и)к)причем вырожденный 4-мерный 

тензор h (см. формулу (3) в [2]) имеет компоненты 

4«» £4,%., (9' 
Чтобы модели рел. г-полей, заданные метрикой (I) и соот

ношениями (3)-(9), имели HP предел, т.е. выполнялись условия 

(4) в работе [2] и вытекающие из них условия для ̂ -структу

ры компонент тетрады -L^ в (3): х 

Жф-^ЧМ, 

обязательно должно иметь место ^ 

 ̂4r(t/) = q(v) <=> ü=lfl/i-oico)> (п) 

причем и больше не содержит Параметра *> . (Здесь , 

• <\V) означает, что &^п(Ь "п1)'0 при любом положитель
ном £ .) ^° 

4-мерное описание получаемой HP модели г-поля задается 

тройкой &>ч ) гДе 4-мерное искривленное многообразие 

% определяется предельными значениями связности (6) и 

кривизны (7) (см. Il—2]). В силу (II) ненулевыми являются 
S-* '"v 

/7 =-lI R.*-** = U, (12) 

(отсвда сразу вытекает, что HP г-поле ньютоново). Из^(9) сле

дует для предельной вырожденной метрики h в ^ : 

tipIhtfy&lAO), а I-форма oü4-di'' определяет скалярное по

ле абсолютного HP времени t-Vj'x'' . В данном случае 3-мер

ное представление предельного HP г-поля задается в евклвдо-

вом с декартовыми координатами 5^ ЗсХ/ х3 , причем сог
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ласно общей теории (см. [1-2] и соответствующие ссылки в них) 

ньютонов потенциал имеет вид 

(13) 

Учитывая (4)-(5), в силу уравнений (2) этот зависящий от вре

мени потенциал HP г-поля определяется уравнением 

7J -t- fj = О (14) 

sv и-

Динамическое воздействие HP г-поля на пробные частицы описы

ваются предельными уравнениями геодезических линий и геоде

зического отклонения, принимающими в силу (12) вид 
dz£" _ 77 ЫгЪ" _ _ гу 
(dx*)* >*' ^  {c/sv2 • (i5) 

В направлении координаты 3? силы тяготения и гравитационно

го отклонения в HP пределе отсутствуют. 

Итак, определенные характерные черты рел. г-поля /р-волн 

по существу сохраняются и в HP пределе. Конкретная зависи

мость амплитуды рел. г-волны от волнового аргумента и, (ЕЛИ 

в силу (46) от р ) "имитируется" зависимостью HP потенциала 

ф (13) от времени х* . В частном случае метрики (I) именно 

с этой точки зрения изучил ее HP предел Элерс [5]. 

Дополнительно отметим, что, как известно, рел. метрика 

(I) может описывать также г-волны с изотропн^ электромагнит

ным полем. Поскольку в силу (5), (8) и (II) мо

жет иметь и конечное ненулевое предельное значение, то, как 

показывает соответствующий анализ, отсюда вытекает и возмож

ность существования такого нетривиального HP предела, при ко

тором сохраняется определенная плотность энергии (массы) 

электромагнитного поля как источника HP г-поля. 
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ПРИМЕНЕНИЯ НОВОГО МЕТОДА АНАЛИЗА ЫУЛЬТШОЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ: 

НАХОЖДЕНИЕ И АНАЛИЗ НОВЫХ ТОЧНЫХ СТАЦИОНАРНЫХ АКСИАЛЬНО-

СИММЕТРИЧНЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ 

А.А.Кошель, А.А.Ихерманн 

ТГУ (Тарту) 

На основе разработанного нами нового практичного метода 

вычисления и анализа мультипольной структуры асимптотически 

плоских /АЛ/ стационарных аксиально-симметричных /САС/ элек

тровакуумных /элвак./ и вакуумных /вак./ 4-пространств [l-2] 

оказывается возможным решать различные задачи. С точностью 

до определенного приближения можно вычислить соотношения меж

ду свободными параметрами конкретных АЛ САС элвак. или вак. 

решений эйнштейновых уравнений /ЭУ/ и щ ль запальными момента

ми типа Торна или Хансена. С помощью этих соотношений можно 

провести на единой основе сравнительный анализ различных 

классов АЛ САС решений, можно получить в определенных коорд. 

системах и полйх локальных ортореперах общие мультипольные 

разложения для метрических функций и других различных физи

ко-геометрических характеристик АЛ САС гравитационных и 

электромагнитных полей и т.д. 

Пользуясь данным нами методом и предполагая АЛ характер 

исходных и новых решений, нами проведен анализ мультиполь

ной структуры определенных новых классов АЛ САС элвак. и 

вах. метрик, которые могут быть найдены с помощью некоторых 

вариантов современных эффективных методов генерации новых 

точных решений ЭУ [3-5J. Выяснен механизм изменения мульти

польной структуры (до квадрупольного или октупольного при

ближения включительно) в процессе генерации новых точных 

решений (см., напр., [б-7]). Подчеркнем здесь особо, что та

кой анализ возможен уже до явной генерации новых конкретных 

решений и таким образом можно также получить в определенных 

пределах рецепты для нахождения решений ЭУ с заданной муль

типольной структурой. 

Нами разработаны и внедрены в конкретные исследования 

пакеты программ для системы аналитических вычислений REDUCE 

3.1 на ЭШ, позволяющие автоматизировать вышеперечисленные 
зачисления (напр. [8]). 

кг 



В качестве примера нахождения новых решений ЭУ по выше

упомянутым "рецептам" приведем здесь явные аналитические фор

мулы для точной трехпараметрической АЛ САС вак. метрики, най

денной нами с помощью метода генерации односолитонных АН 

САС вак. решений типа Нойгебауэра [3] при определенном ис

ходном (фоновом) АЛ статическом АС решении. Если записать 

САС метрику в виде z 

то в случае нашего нового точного решения получим для метри

ческих функций 2 =e£C/, А , к (см. также J?J): 

у =2ßd~,̂ f>(2{/0), (2) 

А  =  В  ' - г  2 a ß e x p £ z i £ ) ] e x f > ( - 2 i r j ,  (3) 

<žtk= l~1 в exp ], (4) 

где R = <f(x2+y*-'t)/z
} а 

üe = ß̂'3j ^ 

D = D^f>(kUt)-t2^ СЩ)+ & , (6) 

}  (7) 

В (8) 

p̂ 2actr'3(x2-i)(̂ -i) f (9) 

ao) 

a -- 4)[y- hj2±2x[H?~ HztJ+ 

•+§г-ц)[4+н_-н+]г±2у [1-HIHZ7, (ii) 

d =лх(h+ - // j ) i-sg )j (12) 

21 =&- 1) (H_ -HJ[H.H+(4?)]t 

1)(4ч~Н+Н.)[Н_ (** j) + 7% (X+ i)Jj Ш) 

2 (I4) 

H t~-tfa-i-f) Wp(&г,<f~*{4-<J 3lc 3[x^L()t^Lij)j) ̂ i 5j 

hi> 



При вычислении метрических функций (2)-(4) также была исполь

зована система аналитических вычислений REDUCE 3.1 ЭВМ. 

Мультипольная структура приведенной здесь новой метрики, 

вычисленная нами в октупольном приближении уже до получения 

явных формул (2)—(15), определяется тремя свободными парамет
рами решения 4-, , а, , которые взаимно однозначно соот

ветствует трем независимым мультипольным моментам Хансена -

массе М0 , импульсному моменту и квадрупольному моменту 

массы Мь . При этом будем иметь Jc - М, ' - М} - Q ; 

Полученная нами метрика (1)-(4) является решением 

Керра при О • Если [faJ^O , гдey-fyc~' 

- "предельная" нерел. скорость, у-*о <=>с-*оо)ъ то это най

денное точное решение ЭУ пока единственное, которое в нерел. 

предела соответствует компактному источнику, обладающему кро

ме массы М0 независимым ненулевым нерел. дипольным^вихре

вым моментом при исчезающем вихревом монополе Зо~0 [?]. 

Метрика (I)—(4) существенно отличается от нового трехпа-
раметрического точного обобщения решения Керра, полученного 

в [9] с помощью НКХ-метода, изложенного в [4], причем исход

ным было решение Эреца-Розена. Этот результат непосредствен

но вытекает из вычисления мультипольной структуры по нашему 

методу и может служить примером познавательных ценностей ме

тода при инвариантном сравнении решений ЭУ. 
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ОБОЩНШЫЁ КООРДИНАТЫ БОЙЕРА-ЛЮКДШСТА-ШВАРЦРНЬДА И 

ЗАВИСИМОСТЬ СТАЦИШАШОЙ АКСИАШО-ООШЕЕРИЩОЙ ВАКУУМНОЙ 

МЕТРИКИ ОТ ШЬТИПОЛЬШК МОМЕНТОВ ХАН США 

А.А.Коппель Т.Р.Лембер 

ТГУ (Тарту) ТПедИ (Таллин) 

Пусть 4-мерные многообразия (lfcg/квх стационарные аксиаль

но-симметричные /САС/ вакуумные /вак./ решения эйнштейновых 

уравнений /ЭУ/ будут заданы в коорд.системах, присоединен

ных к соответствующим киллинговым векторный полям. Без ог

раничения общности мохем таким метрикам придать ввд 

где метрические функции , А > к  зависят от координат ЯГ : 

j>o, w /;/ , 7 a^-efOzn) ^2) 
.?€ Eo, oo), ЛО, X-etL-U ,  ̂

U и <г0 - пока произвольные коорд. параметры, -&•„ } а 

UT)\(з) 

Далее, полагая i=ßx-a^ö, введем для любых САС вак.метрик 
координаты г , К*, * как обобщенные координаты Бойера-

Диндквиста-Шващдильда /ОБЛШ-координаты/: 

£*rr-j<., sft=e^9-sxf oc3=?f (4) 

Если функции J ,/f, к в (I) зависят от вейлезых циживдри-

ческих координат ф г) или сферических (&,$) , то с учетом 

(4) переход в ОБШ-коощинатам совершается с помощью формул 

^-ßcob$/ £~'-S@£1f\ $>х; (5) 

где S:=[4-^WTÄ, £^r(i-jcr-<). 

В работах [l-2] показано, что для изучения асюютотически 

плоских /АЛ/ САС вак. решений ЭУ целесообразно пользоваться 

комплексным потенциалом Эрнста f-0-S)0+£) , заданным в 
сферических координатах (#, 0J я полностью характеризуя^ САС 

вак. решения ЭУ. Для АЛ САС вак. метрик f имеет т.наз. Ol -

разложение /-£?/()(/£"*' . Нами показано jl,2], что если най-
^ с 

ти коэффициенты U[ -разложения f на верхней полуоси сявиет« 

рии(ё»?^=У <r=> f-0 /  z=H>0) 

к5~ 



то действительные постоянные Мс и Je являются такими црак-

тически сравнительно просто вычисляемыми величинами, кото

рые к тому же очень близко связаны с общепризнанными систе-

мультипольных моментов для АЛ САС 4-пространств [S-4j. 
- / 

Поэтому дм краткости будем трактовать и Mt и Je как 2 -поль-

ные моменты массы л шпульсного ыомента источника АН САС вак. 

гравитационных полей, соответственно. Как нами доказано [l-2j, 

в октупольном приближении (? 3) величины Mt и J, точно 

совпадают с моментами Хансена. С помощью преобразования 

Элерса f ' е'7^ -bwc- - Д/ J0 всегда можно обеспечить выполнение 

условия ~7С - О , т.е. отсутствие вихревого гравитационного 

монополя ("члена НУТ"). 

Рассмотрим теперь общий случай АЛ САС вак. метрик как ре

шений ЭУ, заданных с помощью формул (2)-(4) в ОЕШШ-координа

тах г , гУ, V, ~t. С учетом взаимоотношений между комплексными 

потенциалами Эрнста f и 0 , а также между /X/ в) и (г, "У) , мо

жем после прямых выкладок получить в ОБЛШ-координатах мульти-

польные разложения для с , а затем для Я ,74, к в (I). При 

выполнении условия J0 = О будем иметь 

z-reb, (7) 
л-~, it] ' 

' ̂  !, „-л 
L=fZkf 

<J KZf L*J ' <J *b-ZL*d (8) 

где в октупольном приближении 

(9) 

-М.(3хг- i)-а;ц (x*-4)+;,r~J, (Ях:-1)], (ic: 
cv л " ' 

^-Mf^xt-3)x-MeA1ßxl4)-2j'xi-A1^{pc4) +Щгх*-<-АШ&Зс1к Г 

JJ ' • iii j. -• ? -

4* J, (Sx'-l)-**GM Zcc-Z ri' J~n-r-...' > 1 (13) 
il! u - ' - " ' - j 

' см) 

i s H ~ x 4 ~  UJ 
~MMt il'x t 3M, A1;, -rMf+Jf- t 



На основе сравнения с шварцшильдовским полем параметр j*, в 
(7)-(15) уже выбран равным массе к- Второй коорд. параметр 

°-0 (или V1 ) пока остается произвольным. В случае поля Керра 

О равен удельному импульсному моменту источника CL , а для 

 ̂имеет место З3 'f̂ 3, 

Подчеркнем, что формулы (V)—(15) являются общими для всех 

классов АП САС вак. решений ЭУ. С использованием конкретных 

соотношений между моментами Хансена и свободными параметра

ми определенного решения, сравнительно легко получаемых по 

(^-разложениям конкретных функций f на верхней 

полуоси симметрии, можно теперь сравнить между собой на еди

ной основе рассматриваемые мультипольные разложения для лю

бых классов точных АП САС вак. решений ЭУ. Пользование ОБШС-

координатами является весьма целесообразным, если поставлена 

задача сравнить произвольный класс САС вак. решений с хорошо 
известными решениями Шварцпильда и Керра. 

Исходя из формул СI)—(4) и (7)-(15) можно далее получить 
общие мультипольные разложения в ОВДШ-координатах для раз
личных других физико-геометрических характеристик ап сас 

вак. метрик (см., напр., [5J), а также для интегралов геоде
зического движения в этих 4-пространствах [б]. Дополнитель
но отметим, что при вычислении всех упомянутых мультнполь-
ных разложений по денному шши методу (в пркближвнии> пред
ставляющем интерес) с успехом можно пользоваться системой 

аналитических вычислений RED ОСЕ 3.1 на ЭШ [7]. 
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СВОЙСТВА ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН В ПУСТОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ-ВРЕМЕНИ И ИХ ПОГРУЖЕНИЕ В £е. 
В.Р.Кайгородов 

Казанский государственный университет (Казань) 

1. В теории гравитационных полей исследование структуры 

пространственно-временных многообразий разделяется на 2 эта 

па. Первый состоит в установлении локальных законов (диффе-

ренвдальных уравнений на многообразии), которым удовлетвори 

вт физические поля. Второй этап состоит в изучении глобаль

ных свойств решений таких уравнений. 

2. ПОЛЕ гравитационного излучения в ОТО предлагается рас 

сматривать как волны кривизны, т.е. тензор Римана подчиняет 

ся уравнениям, описывающим как линейные так и нелинейные ко 

лебательные процессы: 7Г=У®Г + Г% > где Г = 

= С + £ С*j C.SC* - соответственно тензор Вейля конформ
ной кривизны и дуальный к нему. В пустоте ( 1сС =0), когда 

решения указанных уравнений определяют пространст

венно-временное многообразие с метрикой $üz = Q33 = 

%&<t
z=2§A(xz,X'\xii)<lx3, ̂ =2ßy1+24>j где j.=A+LB -

аналитическая функция на комплексной плоскости а 

функция ф удовлетворяет уравнению Пуассона ^ггФ+*Ъ,3Ф = 

-l\ (^B)j'Acix3+2ßj,(4A)^3t2j'(4^}^3_2/iZ. При Аг Oj 

ßs 0 волны линейные и относятся к типуеЛг Петрова, при 

саг&)г+(М/у=о волны нежнейные и относятся к типу Ш 

Петрова. Указанные многообразия суть обобщения симметричес
ких многообразий. В частности, при А =0, ß=0, ф — 

~  ̂  ̂ ( j), . = 2,3) имеем g -сим

метрическое пространство (YV- • • vRrO) , не сводимое к сим
метрическому ("V R =о). 

3. В работе Гаврилова С.П. (Геодезическая полнота и ка

нонические формы плосковолновых метрик. Сб."Грав.и теор. 

относит.", вып.23. Изд-во КГУ, Казань, 1986) показано, что 

в классе указанных выше многообразий содержатся многообра

зия (IL.fy), состоящие из открытого множества 2d — fR 3Х Ü 
с индефинитной метрикой , и они геодезически пол

ны тогда и только тогда, когда! s Iß - Их метрика в этом 

Н2 



случае не расширяема. 

4. Многообразия линейных волн допускают погружение в 

псевдоевклидово шестимерное пространство Eg с сигнатурой 

(— » + - +). Функции погружения имеют вид: 

^ = а; (v+ (<§>-i)x4) } г2 = >2, 23=х3, 2* =' 

P+X* Zl £6={(Ф'~ХА%). 

Независимо от выбора точки ( Ж1, xz> .X3» и вида 

функции ф (класса Сг) минор четвертого порядка (в левом 

верхнем углу) для дифференциала отображения j4!—» ра~ 

вен 2 и, следовательно, имеем погружение в целом. Можно 

показать, что многообразия, реализуемые как 4-поверхности 

в представляют собой минимальные пленки в данном псе

вдоевклидовом пространстве. 

кэ 
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СИШЕТРИй И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 

НА ИЗОТРОПНОЙ БЕСКОНЕЧНОСТИ БУДУЩЕГО -

А.И.Нестеров 

Институт физики СО АН СССР (Красноярск) 

В работе используется формализм Ньюмена-Пенроуза в фор

мулировке [1,2]. В стандартных обозначениях имеем следующие 

определяющие соотношения: = 

5 - m А <?/ Э А - к"1 <V Ъ xj 

£ + £ - те -о, р ̂  Р, r = £ = s+,p. 

Группа асимптотических симметрий определяется из решения 

приближенных уравнений Кшшшга jP q, - . где по-
X #/* v  

казатедь п зависит от выбора компонент. Будем предполагать 

что асимптотический вектор Киллинга, касательный к изотроп

ной бесконечности будущего ($ ), распространяется "внутрь" 

в соответствии с уравнением девиации геодезических 

= o (i) 

с граничными условиями: 

f 3 (,2) 

Пусть £ = AD + В & + С Š + С с». С (.1,2) совместны при

ближенные уравнения Киллинга: 

+ д + >)с + v с - 0 (я, 

' [  Ь К - - - t ) C =  0 ( i ) f  ( S 6 )  

iC +sc -2-pa +l/+-p')b 43--£k '(cL'^)C^ Oit' 1)^) 

• ~ sb = 0(O. \3г) 
Представляя функции К , % и С в виде 

к- + А0 V г"1 
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V +?,о+ V 1 * •••, с = <- в. *• c.tt +...., 
X используя асимптотические форцуяы [2,3], находш 

в "во, в, -b.^...-о, 

At-- -(VtX3c4 * Эс4) = -fe» t')B + Qf 

a0= -МЭС0 + 1С0)\Чг)(Г°+рЪ^/гЪ% + г£д 

A.t= Re(B^-2t°3ß), С,= С(^ 

C0 - - 3 ß + e-C,, C.^Bt» 

где gc - асимптотический сдвиг, • i-d/'iu. Все соотношения 

записаны в системе координат Бонда. Система уравнений (1-3), 

если рассматривать {Зг)в более высоких порядках, чем это 

сделано выше, в общем случае решения не имеет. 

Основная идея выделения "группы" Лоренца из бесконечно-

параметрической группы асимптотических симметрий заключа -

ется в том, чтобы наложить дополнительные связи на функции 

В и Cit определяющие асимптотический вектор Киллинга 

Ш) = ВЭ/эы +  CJT -0,5° 
Перепишем уравнение (Зг) в ввде 

Ъ С  -  g a + л в  + ( Z - $ ) C  =  x ,  

где X - неизвестная функция, у - у ^ * •• •В при

ближении t и t , после исключения С„ и At, получаем 

К ^ О ,  ( « )  

3*8 + "эг-(б7г)(5эс1-ас1)-с15с0-с4э^=вг (5) 

где положено X.J = Функция 8 , удовлетворяющая (5), 

имеет следующий вид: 

в ( 6 )  

где 0 , а В, и ^ находятся из дифференциальных урав
нений: 

3 ßo= ö, (7) 

Si 

f Röa^i--;.«koon3 



- ̂ g°^0. (8) 

Уравнения (7,8)выделяют из группы асимптотических симметрий 

квазигруппу Пуанкаре, которая при отсутствии на $ излуче -

ния изоморфна группе Пуанкаре [3]. 

Вычислим интегралы зацепления L4], предполагая, что ?(/) 

распространяется в соответствии с (I). Координатно=незави -

симое выражение имеет вид [3]: 

+ » г с* 3 5° • j(e*s")jj л. о) 

Несмотря на внешнее сходство (9) с интегральынми величинами 

Тамбурина и Виникура [4], есть принципиальное отличие. Ояо 

заключается в том, что в (9) функции ft и Ct подчиняются 

дифференциальным уравнениям (4,5). Интегральный 4=импульс 

системы равен 

p. эгёвш, 

где = 0. Потери энергии^импульса за счет излучения опре

деляются стандартной формулой Бонда: 

Р > = - д А | Я \ | Я .  
Момент импульса равен 

к - Ш м ю .  

где3£ д=0, *2g°3š° + 3(б°ё°) + 

* 3 3?(t° + е"л' - эге°) +(4-a)(2f\ 2")-3%°). 
отсюда г 
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О ПР ИВ ЖЕГ ИР (ЗВАННЫХ СИСТЕМАХ КООРЛИНАТ 

КОНФОРМНО-ПЛОСКИХ ПРОСТРАНСТВ ЭЙНШТЕЙНА 

В.С.Митяовский, А.В.Шаповалов 

ТГУ (Томск) 

При исследовании заттачи о классификации пространств Эйн

штейна: RLj = Я aLj размерности 4 и сигнатуры t 2, допускав

ших в уравнении эйконала: А,j =0 полное разделение 

переменных вина: А = I а' п  х п  • I u> A  с х 4, а >, а = са п  ,а А>-

саплД. в некоторой /привилегированной/ системе координат (X), 

выясняется, что существует весьма многочисленннй класс мет

рик конформно-плоских пространств: С^ке =0, удовле

творяющих условию рассматриваемой задачи, но не позволяющих 

полностью разделить переменные в уравнении Гамильтона-Якоби: 

cpJA,LA,. = ; m* , и следовательно, отличных от штеккаяе-

внх пространств вакуума типа (n.n') /n= 0, 3 *• n' = О, I/. 
Указанные конформно-плоские пространства Эйнштейна с мет

рикой |j_j = ? <^Lj определяются системой уравнений: 

c liH •». Rij - i »ij • Ti-j . "> 

t4 ' - *'?ч ' - b" ь' • 

* jü'-

где <^lJ- метрический тензор пространства Штеккеля типа 

(n .im ). Эта система совместна по отношению к конформному мно

жителю f с максимальным произволом в решении, так как усло

вия интегрируемости уравнений Эйнштейна: С1,.» f / 2 f = • j ' 
- - С в данном случае выполняются тождественно при 

любых t /в сипу нулевого значения тензора конфордао#, кривиз

ны/. 

В качестве конкретного пршера приведем единственное ре

шение системы (I) дня класса аксиально-симметричных стацио

нарных пространств Эйнштейна, конформных пространствам Штек

келя типа (2.0) /но не типа (2.0) П (I.I), (2.0) П (1.0), 

(2.0) П (3.0)/: 

v 7 -a ; 6 , с , 0 i  d. < i , е = сопл* ; 
3 о 
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У = с& г>/н • c*,v/h • г feс >х/-|^-£ 3  

£ 
* i j . 

ег = s</n x • a, ej = sen x - а 

r * s *  
5- (2 )  

i 
г  . з  5 -  г  з  

=  ьопсX • е )  • stncx •  е),  о »  сол (х  • е  > • соъ (х  + е  > 

н = 
\ а  - d ž щ г -

^ ^ < ^ Р 4 Р  - ( d - d 4 l 4 p  4 P  
метрика (2) не может принадлежать пространству Минковско-

ro / 1 * 0/ и при & - 0 или с = О относится к конформно— 

плоскому штеккелеву пространству вакуума типа (2.0) [I ]. 

Если Я = 0, то соотношения (I) позволяют указать все при

вилегированные системы координат (X) плоского пространства-

времени, в которых уравненвю эйконала интегрируется метолом 

полного разделения переменных. Например, из равенств (I) для 
2 3 

метрики j сX , X > пространства Штеккеля типа (2.0) с нуле

вой скалярной кривизной / R = 0/, а также при условии, что 
{ 2 3 

конформный множитель ( ( х , х , х > содержит только одну игно

рируемую переменную х1 , эти системы координат генерируются 

двумя волновыми решениями /в случае, когтта Я = 0/: 

&, с ,  d  ,  е  = согиЛ.  ;  I  =  2 c d  
i г з г . . 

*4 _ [  F  с х  > »  У с х  ,  х  > J  ч  
d д о 

ч 
3  
л 

о  1  d  г  г  з  
I  F = b X У = - - Д + с < х  -  х  > 

h 

- i 

( 3 )  

*• fe 
с I  г  

F - j <х > 

• 2 с с 5 г - 53 ) 

1 » cl, У = е eotp с ? 

°̂° = Е д/5г 5,, д = 5 

X X ) * еоср (- - ) + 

' г  w  з > 

5 г = eoc-p X * , 8 j = £ еоор (- х3), £ = - 1. 

При Ч" = С метрики (3) принадлежат штеккелевым пгостран-

ствам вакуума типа (1.0) с постоянной кривизной [I]. 
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РЕ1Ш2£1Я КЕРРА-НЬКМЕНА-ЭРНСТА И ИХ ФИЗИЧЕСКАЯ 
ИНТЕРПРЕТАЦИЯ 

А.Н.Алиев 

Шемахинская астрофизическая обсерватория (г. Шемаха) 

Д.В.Еальцов 

Московский государственный университет (г. Москва) 

В последнее время уделялось много внимания обсуздению точ

ных решений системы уравнений Эйнштейна-;,(аксвелла, описывающих 

так называемые "замагниченные" черные дыры. Такие решения 

представляют интерес в связи с астрофизическими моделями ядер 

галактик и квазаров, в которых используется представление о 

черной дыре Керра, погруженной во внешнее крупномасштабное маг

нитное поле, которое в хорошем приближении можно считать одно

родным и постоянным. "Замагниченные" решения получаются с помо

щью преобразования Харрисона из решения Керра-Ньюмена [I-2J , 

они не являются уже асимптотически плоскими, однако по-прежне

му обладают несингулярным горизонтом событий и в своем классе 

являются единственными [з]. Характерным масштабом напряженно
сти магнитного поля, при котором необходимо учитывать влияние 

поля на метрику пространства-времени является величина Вщ=1/М= 

=2.4 I019 Mq/M (Гс). В случае, если напряженность магнитного 

поля в окрестности Черной дыры значительно меньше этой величи

ны, существует промежуточная асимптотическая область 

в которой цространство-время является плоским, а магнитное- поле 

постоянным и однородным , направленным вдоль полярной оси (ис

пользуется геометрическая система единицQ = с =1). Однако 

при попытке истолкования точных "замагниченных" решений с уче

том нелинейны* эффектов возникают трудности во-первых в овязи 

о 'неплоским характером метрики на бесконечности, во-вторых с 

возникновением конических особенностей при "наивном" примене

нии преобразования Харриоона к метрике Керра-Ньюмена. На су

ществование конических особенностей в оригинальном решении Кер-

ра-Ньюмена-Эрнста [2]было указано Хискоком [з], хотя в его ра
боте имеются некоторые неточности. Присутствие конических особен

ностей фактически означает, что рассматриваемое решение не яв

ляется решением уравнений электровекуума всюду, но соответству

ет наличию дополнительного материального источника в виде син-

SS . 



гулярной струны. Более того, как будет показано ниже, такая 

струна обладает отрицательной плотностью энергии, поэтому ре

шение Керра-Ныомена-Эрнста в его первоначальной форме не мо

жет быть истолковано даже о привлечением представления о кос

мических струнах, метрика которых с хорошей точностью аппрок

симируется метрикой Минковского с коническими точками вдоль 

струны. 

Покажем, что возникновение конических особенностей является 

общим свойством преобразования Харрисона, и его следует допол

нить правилом, с помощью которого в результирующих решениях 

можно избавится от конических точек. Рассмотрим некоторое ста

ционарное аксиально-симметричное пространство-время 

с1бг= J- (d^-oüdi)1- 5"1 [ё2*(с/р +d?0 +рг<^-М ?:) 

где j- , СО и "У - вещественные функции двух переменных 

Р и 2 , Преобразование Харрисона состоит в применении 

к потенциалам Эрнста^=/\y+tßy и ̂  tr ^ (где Aj -ком

понента 4-потенциала, генерирующего максвелловский тензор, а 

В9 - соответствующая компонента потенциала, генерирующего ду

альный тензор электромагнитного поля, Ф* - твист-потенциал) 

следующей операции 

& А-% , ф-*0Ф-Вё>/2)Л~', ЛИ-, 

где В - вещественный постоянный параметр, интерпретируемый 

в рассматриваемом контексте как напряженность постоянного я 

однородного внешнего магнитного поля. Преобразованное значе

ние метрической функции равно 

J ' - I A I - f '  ( 3 )  

в то время как функция остается неизменной. Из (I) яс

но, что при отсутствиии конических особенностей в исходном 

решении, т.е. при выполнении условия на оси 

С Р i'^eocp У ) = 1 
р-»0 j (4) 

требование отсутствия конических точек в преобразованном ре

шении означает 

U  I A I H  
(5) 
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В общем случае это условие не выполняется. В частности, оно 

не имеет места и для решения, полученного в[2}. Именно, под

ставляя в (3) потенциалы Эрнста решения Керра-Ньюмена [2], на-

ходим UIА ГИЛ J = (U ъъ'лТ+вХв.'апе?. 
р-*о (6) 

Соответствующая сингулярная часть тензора энергии-импульса, 

обязанная своим происхождением коническим особенностям на 

оси симметрии, будет иметь вид 

"п--т1»(|ао(г-1к&т^1лв|гг1г^) 7 (7> 

что мошо интерпретировать как бесконечно тонкую прямолиней

ную космическую струну. 

Устранение конической особенности осуществляется домноже-

нием азимутальной координаты в преобразованном решении на 

что цриводит к "исцравленному" решению Керра-Ньюмена-Эрнста 

M l * -
причем у изменяется в стандартных пределах о £ f < 2тг, Ре
шение (8) приводит к иным соотношениям между параметрами за

травочного и преобразованного решений (подробнее см.{Ч-5]), 

чем это бйло найдено в[бJ, где было использовано нефизичес

кое решение, содержащее сингулярную струну. В частности, 

площадь поверхности горизонта событий замагниченной дыры 

£= j,lc]ff у96 (1/^а--^тмо1*сг+г+а*;; (9) 

соотношение между затравочным и физическим зарядами есть 

Q = 2 ! Ао!г 1ы (Ф(6) - ФСУ)) - QsZaMb - <£в%Ш 
Нетривиальной чертой решения (6) является предсказание 

"магнитного" увлечения систем отсчета около невращающейся 

заряженной черной дыры в магнитном поле. Соответствуюпря 

угловая скорость вблизи горизонта при равна <?оВ/м. 
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КВАЗИКОНИЧЕСКИЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ 

В КЛАССЕ МЕТРИК ТОМИМАТСУ-САТО: ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 

Н.Н.Костюкович 

Институт физики АН БССР (Минск) 

Одним из путей исследования структуры вакуумных решений 

уравнений гравитационного поля является анализ поведения 

геодезических, причем наиболее обстоятельно он может быть 

проведен на основе точных решений соответствующих уравнений 

движения. Поскольку рассмотрение лишь простейшего типа ор

бит - круговых, которым часто ограничиваются при анализе ре

шений со сложной структурой метрического тензора Qjjy , зна

чительно сужает рамки исследования, представляет интерес 

получение точных решений уравнений геодезических'для случая 

некругового движения. В данной работе на основе общих формул 

из [1,2] , характеризующих геодезическое и негеодезическое 

движение пробных тел по экваториальным квазиконическим 

/квазикеплеровым/орбитам в стационарных аксиально-симметрич

ных полях тяготения, предложен и с помощью системы аналити

ческих вычислений schoonschip [3] реализован на ЭВМ алгоритм 

точного решения уравнений геодезических в классе метрик То-

миматсу-Сато [4] . 

В сферической системе координат Глэ сса-Ямадзаки однопа-

раметрический класс решений Томиматсу-Сато определяется ли

нейным элементом [5,6] 

где . 

В экваториальной плоскости /у = 0/ функции А$ . ßf и 
имеют вид 

S* 4S* . 

ArZ.aA.xl\ <» 
' W *" ° 1=0 1=0 

je 



а подстановка в общие выражения из [1,2] дает для 

времениподобных геодезических следующее дифференциальное 

уравнение траектории: 

где iL = Г~* . а t и h, . - интегралы движения, генерируе

мые векторами Киллинга и . Из (1)-(4) сле

дует, что выражение в скобках имеет вид F(X)= AF^F^ (X.) , 
где полином степени AI =3,(£$*Н) относительно X . 
Если же числитель коэффициента при делится на без 

остатка, т.е. . 
. , Л(В%4) 

, f,= g е,-х\ «> 

то F(X) преобразуется в полином f^(x) степени N = Л($*+4)<. 
, а уравнение (4) принимает вид 

ш I *  4^ „ • .  
l*f) *(U)' 

Как показано в [1,2] , выделение из функции Р(ц) полино

миального множителя вида l^fckjU.) гарантирует возможность 

получения точного решения дифференциального уравнения тра

ектории в виде квазиконического сечения 

еиху (<?))> (7) 

где б и р - эксцентриситет и фокальный параметр орбиты. 

Для уравнения (6) соответствующее решение имеет вид 

\x(Asü)k-Esa)/ дг \<k 
X 'л 

ro { ex(Agü)k-£se)/ дг \%, 

1 I A,** (VV^/ ̂  

г=!>(4+есац>(ч))~\ В=j- , (в) 

8* 
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& - Ä  =  fe.r(k%eJ 

Полином /у_М) определяется равенством 

£foW*-

а его коэффициенты ß>£ связаны с коэффициентами oLt- поли

нома F^(U) рекуррентными соотношениями . 

dc ~ ~Д'-а ^ £>£-4 pi А' > 0} i> ...j И/. (9) 

Из (9) следует также система двух биквадратных уравнений от

носительно S к Ju , решение которой определяет явную за

висимость интегралов движения от параметров орбиты (7). 

Отметим, что предложенный алгоритм точнбго решения урав

нений геодезических в классе метрик (I) существенно исполь

зует то обстоятельство, что в сферической системе координат 

Глэсса-Ямадзаки полиномиальный характер функции F[X) не на
рушается после перехода от X к переменной U. = . 
Последнее не имеет места при использовании сферических ко

ординат, используемых Томиматсу и "Сато [4] . 

В качестве примеров рассмотрено приложение описанного 

алгоритма к метрикам Томиматсу-Сато для значений параметра 

К « 1,2,3 . Все вычисления, связанные с проверкой условия 
(5), установлением явного вида уравнения (6) и квадратур 

(8) проведены на ЭВМ ЕС-1060 с помощью программы, написан

ной на языке системы аналитических вычислений SCHOONSCHIP. 
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О ТОЧНЫХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ ПОЛИ ГРАВИТАЦИИ, 

ПОСТРОЕННЫХ ПО ЗАДАННОМУ ДВИЖЕНИЮ ФОТОНОВ 

Р.С.Сингатуллин 

Башкирский государственный педагогический институт (Уфа ) 

I. Развивается метод для решения уравнений поля,который 

заключается в подключении к уравнениям Эйнштейна условий до

пуска частных интегралов движения пробных частиц в гравитаци

онном поле. Наличие информации динамического характера расши

ряет систему уравнений Эйнштейна и тогда возникают новые воз

можности для их интегрирования. Продемонстрируем это на сле

дующем примере. Будем искать осе-симметрические метрики 

, гф г л(*-Ф), з , а ~*4 % 
c/S = в cix4 - & ( d§ + da ) - j> 6 du , 

где (j>у V - Функции от J> и 2 в координатах Вейля (j> , <х , г) , 

удовлетворяющие уравнениям Эйнштейна в вакууме. Достаточно 

полный обзор о них можно найти в [i] . Пусть частные интегра

лы уравнения изотропных геодезических линий имеют вид 

где С j,, - произвольные постоянные. Решая обратную задачу 
динамики фотонов, можно получить ^2^ формулы 

iL vf + 
где F tu) - произвольная» V - левая часть решения уравнения 

}2 ctj - f f elz = ° -»• tf"= comt. 

Теперь решаемая система уравнений поля с учётом заданных тра

екторий фотонов будет такой 

fl) 

<2) 

L + *е>ч>(At.). (3) t(4) 

Уравнение (2) является условием интегрируемости системы (I) , 

и,ввиду его линейности и изученности,оно в гравитации обычно 

используется для получения различных решений уравненяй 

Вместо такого способа мы выберем другой путь. 

а 



При ° из (I) и О) получим равенства 

!s  [ д у ( ч + ! l * ) ] .  

( 5 )  

Усдовием интегрируемости такой системы является уравнение 

jrV^H* + 4rö> yt't+fy. с6) 

которое мы назовём квазилапласовским. Задача свелась к пробле

ме решения квазилапласовского уравнения, удовлетворяющего ди

намическому условно С 4) . 

2. Приведём решение этой проблемы в частном случае. Пусть 

г = ы. * С х х 

*• ^*,2) - w \l(f+«(l+as---fcs-a.)1+2i' = , 
то есть траектории фотонов - двухпараметрическое семейство 

гипербол с фокусами на окружности £ = о . J>= а- . Для та

ких траекторий имеем из условия (4) : 

i- J(V) - J £n(vA-U?-)+-tnU., 

где , U +fA •, ß(r) - произвольная функция. Функцию 
ß(v) можно определить из квазилапласовского уравнения (6) для 
функции t . Используя найденное / , можно показать,что 

Ugt-s^š\k), I • c o > i s t •  

Тогда правые части системы (5) будут конкретными функциями 

координат, эту систему удаётся решить и найти функцию <р : 

Ф- ln(liad$)± L[{^-+v'h<t-(fe-9^)"'J, 
4 Двум знакам (.-) отвечают два точных решения из класса метрики 

Вейля : , д 

* с /А-А) 

&&(** + 1  -(&-&? )х 

(2а -»"W-fcл { cftfi-pj'Jx4X 

С%-&У* fa + №-(!х-Ь)1 f 

£2 



it. - (Ф -

A b  

_ <*** j/. v^-(b-f^ f 
c (^+х№ч^Г^ f (jA _1а^ 

где Л , § , С - параметры,_ß= У(?+а^+»z
5 j>4= V 

3. Новую информацию об источниках найденных полей тяготе
ния можно получить, исходя из допускаемых групп движения. В 

результате анализа уравнений Киллинга для полученных стати -

ческих осе-симметрических метрик сделан вывод о том,что они 

не допускают дополнительных симметрий. 

4. Решения имеют физическую особенность при ,£=0., г» о. 
Заметим,что интерпретация метрики,основанная на особенностях 

самой метрики, может оказаться ошибочной. Курзон,например,ре

шение с ф= - т (fzi-2z)~ ̂ интерпретировал как поле,порождаемое 

точечной массой УП . Впоследствии, исследуя инварианты поля, 

в работе [з] было показано, что источник этого поля не имеет 
топологию точки. Известно IM , что в случае вакуума простей

ший базис поля тяготения составляет система инвариантов 

второго порядка. Результаты анализа этих инвариантов примени

тельно к найденным решениям будут даны в докладе. 
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ГЕОДЕЗИЧЕСКАЯ ДЕВИАЦИЯ И МУЛЬТШШШЯ 

СТРУКТУРА ИСТОЧНИКА ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ 

Е.Ю.Мелкумова 

Научно-исследовательский институт впервой физики 

при Московском государственном университете им. 

Ц.В.Ломоносова, 

В.И.Хлебников 

Институт проблем механики АН СССР 

(Москва) 

Релятивистские физико-механические эксперименты на 

спутниках, свободных от сноса, привлекает в настоящее вре

мя всё возрастающее внимание как теоретиков, так и специа

листов в области практической космонавтики. Ярким свиде

тельством тоцу служит наличие ряда фундаментальных научных 

програш в крупнейших релятивистских центрах мира, среди 

которых выделяется весьма дорогостоящая программа Стан-

фордского университета ((Ж) по реализации гироскопическо

го эксперимента Шиффа [l] . Значение указанного экспери

мента, предложенного в качестве "теста" для верификации 

эйнштейновской общей теории относительности в слабых ста

ционарных (не статических!) гравитационных полях, не ис

черпывается возможностью проверки той или иной метрической 

теории тяготения. В равной мере это замечание относится ко 

всей области теоретических исследований, связанных с пре

цизионными физико-механическими экспериментами на борту 

искусственных спутников Земли. Новое содержание этой ста

рой области исследований определяется её неразрывной 

связью с перспективно ориентированными разработками по 

косигаеской гравиметрии. Дело в том, что характер движения, 

пробного тела относительно кабины стабилизированного кос-

иического летательного аппарата позволяет судить о прилив

ных силах на орбите и тем самым о тонкой структуре отвеча-

пцего этим силам внешнего гравитационного поля. 

В настоящем докладе сформулированная выше програлма те

оретических исследований обсуждается на примере эффекта 

Широкова [2] , подучившего дополнительное освещение в мо

нографиях [3] и [4^ . Мы рассматриваем гравитационное 

М 



поле абстрактного источника, ньютоновский потенциал кото

рого в надлежащим образом ориентированной сферической сис

теме координат задаётся выражением 

u = - l  1 - Z  J, (<х5 0) m 
im 2m ч 

где Р (со-ьЭ) - чётные полиномы Лежандра: 
2т 

Р2 (*)=-, (х»-1) ; * = «*е> 

2 (2rr.)J da2" 

а М - масса источника, выраженная в единицах размерности 

длины ( М =6М. источника ̂  с ^ * 

Метрика пространства-времени, отвечающего потенциалу 

(i), в постньютоновском приближении ткет вид [б] : 

cU2=(l-2ür + 2&UZ)c2d^- (l+2yU)[dj)+pa(dea+ *Сп в dip*)] (2) 

где (Ь , £ - коэффициенты параметризованного постньигоо
новского разложения, характеризующие тип применяемой тео

рии гравитации (в общей теории относительности ^ = 

= I). Заметим, что мы пользуемся так называемыми изотроп

ными сферическими координатами, отличающимися от шварц-

шильдовских координат работы £2^] . 
Предполагается, что в спутнике достигнут достаточно вы

сокий уровень компенсации паразитных негравитационных ус

корений и положение его центра масс с постньютоновской 

степенью точности задаётся экваториальной круговой геоде

зической ( 0 = ccns± = j) Q  , 0 = const = ЛГ / 2 )  

в пространстве-времени (2). Для такой геодезической нетри

виальные компоненты 4-скорости и.1" ( г = ОД,2,3) имеют 

вид: 

i wc 

u = 1+ > (3> 

£<Г 
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Л . Ц - i -
эр 
о 

(4) 

где U0 = U знаки плюс 
г w° ъу\ or г зс = ji 3 

или "минус" в формуле (4) отвечают обращению спутника по 

часовой или против часовой стрелки соответственно, если 

смотреть в положительном направлении полярной OCHJ. В ка

честве примера выпишем одну из величин, подлежащих измере

нию внутри кабины спутника, свободного от сноса,- круговую 

частоту колебаний материальной точки в плоскости орбиты: 

ж 

Ч' (5) 

Ъ% д2и 

где введено обозначение 

п* 
-kci6 = "j> 

зс . Сущест-

ч ч 
вуют и другие характеристики девиации, которые можно изме

рить автономным образом в спутнике, свободном от сноса. 
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О СОВПАДЕНИИ УРАВНЕНИЙ ДЕВИАЦИИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ 

ЦИУШИНИ И ХОДЖКИНСОНА 

Р.Р.Таымело 

Институт физики АН ЭССР (Тарту) 

Недавно Циуфолини вывел [i] т.н. обобщенное уравнение де

виации геодезических, которое допускает произвольно большую 

относительную скорость пробных частиц. При немного более об

щих предположениях было ранее [2] Ходжкинсоном выведено т.н. 

модифицированное уравнение девиации геодезических. Естест

венно, возникает вопрос о взаимосвязи уравнений девиации 

Циуфолини и Ходжкинсона. Мы покажем, что уравнение Циуфолини 

можно рассматривать как частный случай уравнения Ходжкинсона, 

как оно и должно быть. Более того, эти уравнения являются 

частными случаями т.н. формального точного уравнения девиа

ции геодезических Александрова-Пирагаса [3]. Выводы Циуфоли

ни и Ходжкинсона осуществимы при помощи нековариантных разло

жений. Ниже мы укажем ковариантную схему вывода этих уравне

ний. 

Проведем вычисления с помощью математического аппарата 

двухточечных тензоров [4]. Пусть буквы *(А,^«Г.. обозна

чают тензорные индексы, принадлежащие опорной точке 2 , а 

буквы of IJ2, у, . - возмущенной точке X . Рассмотрим в об

ласти пространства, где любые две точки можно соединить 

единственной геодезической, две кривые: опорную г*= 

и возмущенную Р - х*4 = Тогда мировая функция </-

— с/(г,х) и ее ковариантные производные, которые обозначают
ся тензорными индексами у мировой функции, являются одно

значными функциями параметра f . Напомним, что битензор 

Ч* — - (д ,х) , называемый геодезическим радиус-векто

ром, является в точке ?• вектором, касательным к геодези

ческой и направленным от Н к X , а его длина S равна 

геодезическому расстоянию между 2 и X . Ниже мы исполь

зуем в качестве вектора отклонения не вектор 1* , а непо

средственно битензор . Дифференцируя его по об

щему правилу, мы имеем 

4а < 
< 1 = 6  А 2  +  0  * *  ( I )  

Gl 
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Точкой над величиной и символом мы обозначим абсолют

ную производную по параметру % . 

При помощи пропагаторов Якоби о # и 

kV = hV\ можно из (I) выразить возмущенную скорость 

как 

x- - K V - H V *  .  < * >  

Повторно дифференцируя (I) и подставляя (2), мы получим 

точное уравнение девиации Александрова-Пирагаса [ 3] в виде 

Г- (vv + z<<v к", + cpk*,C)z»i 

. а) 
Уравнение (3) весьма общее. При его выводе других ограничи

тельных предположений кроме единственности геодезической, 

соединяющей соответственные точки, не сделано. Расстояние 

между кривыми & и Я может быть конечным, они могут быст

ро расходиться и не быть геодезическими. 

Пусть далее 0 и Р произвольно параметризованные 

геодезические, т.е. 

з^г'-О , ^,=|( г,гТ'^(г,2 л) ,<4) 

Тогда 

xV-o i p-H^f^(v") ,(5) 

(Рг'Рх^ (б> 

Предположим далее, что  *• <! •*" 0 (^) малые первого по
рядка, в то время как о конечная. То есть кривые 0 и 

J близкие, но быстро расходятся, их относительная ско

рость dU~ - d* может быть релятивистской [i,2 J. Раз

лагая теперь уравнение (3^ методом ДеВитта-Брима в ковари-

антный ряд по вектору <i , мы имеем 

6S 



о и '  ( v )  

% - [(v4)ö"- <")]•' [ оv4) (*"- ̂  + 

+ Rr*« №ЛЧ iV WJ + оИ.«' 

Считая параметр <J. вдоль 0 каноническим Р2 -2^2 =0 , и 

предполагая, что вектор отклонения ортогонален к опорной ли

нии 2, уравнение (7) принимает вид модифицирован

ного уравнения девиации Ходжкинсона [2, уравнение (2.52)]. 

Перейдем теперь к выводу уравнения Циуфолини. Сокращая 

выражение (2) оператором параллельного переноса и 

разлагая по методу ДеВитта-Брима, мы получим 

р*:« fv-j"« (9) 

lv, ivv. f f>* ̂  л v;^). 

Эдесь мы сохранили квадратичные по 4 члены, так как при 

дифференцировании малая величина d переходит в конечную 

величину О . Дифференцируя последнее выражение и подстав

ляя уравнения (7) и (9), мы имеем 

i"iVx + г"Ь7Л 
+ 

i W + i R V i ^ Y 1 «  

+  ( р г - Р « У ^ +  Р ^ < +  .  с ю )  
Считая, что геодезические 0 и ? параметризованы канони

чески, т.е. рг = рх = 0 , уравнение (10)принимает вед обобщен

ного уравнения девиации геодезических Циуфолини [i, уравне

ние (14)]. 
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ОБ МЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЯХ СТЕРЖНЯ В ПОПЕ ГРАВИТАЦИОННОЙ ВОДНЫ 

Э.А.Весман, Р.Р.Таммело 

Институт физики АН ЭССР (Тарту) 

Изучение отклонения Кировых линий в искривленном прост

ранстве вызывает многогранный интерес, в том числе в связи с 

анализом физического содержания приближенных и точных реше

ний уравнений гравитационного поля. При этом обычно ограни

чиваются линейным по вектору отклонения приближением, считая, 

что внешне члены дают только малые поправки. Однако в некото

рых физически интересных случаях симметрия пробной системы и 

фонового поля могут оказаться таковыми, что последнее допу

щение не верно. Здесь мы приведем пример, где доминирующий 

вклад дают квадратичные по вектору отклонения приливные силы, 

хотя и линейные приливные силы присутствуют. Именно, мы рас

смотрим колебания стержня под воздействием гравитационных 

волн, выбирая его длину так, что имеет место резонанс для 

первой изгибной моды, возбуждаемой квадратичной приливной 

силой. 

Пусть наша пробная система состоит из сплошного стержня 

с равновесной длиной ? и радиусом ^ и из опорного пробно

го тела большой массы. Прикрепляя один конец стержня к опор-

ному пробному телу, мы обеспечим геодезичность движения это

го конца. Пусть до прихода гравитационной волны вдоль оси х' 
стержень направлен по оси хг . Гравитационная волна обуслав

ливает в стержне наряду с поперечными приливными силами типа 

Пирани-Вебера, , также ̂ продольные прилив-
нне силы L< = - fr RS - 2. с R1 ̂с.з [l-4] > 

где с - скорость света, -ti - вектор отклонения элемента 

массы и точкой над символом обозначено дифференцирование по 

времени. Поперечные приливные силы вызывают Веберовские коле

бания вдоль оси стержня, а квадратичные по вектору отклоне

ния продольные приливные силы - изгибные колебания стержня. 

Пусть гравитационная волна линейно поляризована, т.е. 'к'га.зй -• 
и слаба. Неисчезающие компоненты тензора кривизна перепмием 

в виде ~ С- . Тогда единственным!, неисчезаю-

щими компонентами приливных сил являются 

_  L / =  
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где = x4+ и X1" равновесный радиусвектор элемента массы. 

лПри сделанных предположениях иэгибные колебания стержня 
х< = » вызванные продольной приливной силой, описы
ваются уравнением 

•ц&Ь + + ж). ̂ j $ tt) _ 
Q>K/- ^ \ х )  

с граничными условиями ^  Ф  B P  I M H i l J  J  »  W Л  

((,чм -шзд =^д1гш\ =эдй>\ =0 
V'^'W |ys.« зк'Т W V? I«1-! ; 
Здесь at- модуль Ehra, ^ - плотность, •бь -

поперечное сечение стержня, "3 - момент инерции поперечного 

сечения стержня и t, - время затухания изгибных мод. 

Принимая нулевые начальные условия 

V ^ U = 0 .  ̂ U " 0 '  
при монохроматической волне ~ и ^ оо£ 
(здесь круговая частота волны и W - амплитуда возму

щений метрики в поперечной бесследовой калибровке) мы полу

чим решение 

ц*ч)= ечё. 
S 1  W=A 

где 

Ж^зг~ 
кл='1|«5) = ц.уэч ( 

= a" v2-^ ~м , ^ = ч5", • 

X ̂ \ ч* *Х) = (Ok VC Д -V СЛЪ kJS) (civ vk1, - o>s vcKx^~ 

- ( jk кJL - v-w vckt)(*av ^ x^x1)^ 

tw(t) = г 

1 L 

- ̂ 1̂ 4 - + qq,) g^cotr i 

j  -

Tl 



_ "fc <*•„ •*" л*- w4" _ ž»\.vv ww+ ̂а^ч'^созъо 
1+ 4 t>tc«^+w,f 1 + цх^ c«vtw.f j 

^=4^ni". 
При подборе параметров стеркня таким образом, чтобы выпол

нялось условие резонанса °<-4 = ̂  , мы имеем 

За счет изгибных колебаний (для первой моды которых имеет 

место резонанс) стержень поглощает на единицу массы мощность 

4i = i в -ao"1 ^ ̂ ̂  х« 
« с* 

а за счет Веберовских колебаний (которые нерезонансные) -

мокдаость 

wx= ц,(о--<0" 
-S R-

v.x,' 

где v<_ - скорость звука в стержне и "оА - время затухания 

Веберовских колебаний. Отсюда следует, что 

= L, \ n~i. 
SNj_ v 

При использовании для получения оценок значений частоты 

пульсара ио3 = 380 с и скорости звука в алюминии М& = 

= 5-I0Öcm/c получим резонансную длину стержня для первой 
изгибиой модк I =   т[я см и 

= q14 bib, 
1 -r 

Следовательно, стержень может получать больше энергии за 

счет квадратичных по вектору отклонения приливных сил чем 
линейных. 
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РЕШЕНИЕ КОНЕЧНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

В РИМАНОВОЙ ГЕОМЕТРИИ 

В.И.Башков 

Казанский государственный университет (Казань) 

При исследовании расположения различных объектов в кос

мическом пространстве возникает следующая задача: 

С объекта А с координатами (УА. УА, -?а, ) посыла

ется сигнал в направлении объекта ß> , достигающий & , 
когда он имеет координаты (Хв, ) . вообще го

воря, неизвестные. Отразившись от & он возвращается на 

объект , имеющий уже координаты (Хл, VA, 2А, -Ь'А) 
Зная начальные и конечные координаты объекта Д и направ

ление излучения и приема сигнала относительно реперов, сэя- " 

занных с объектом А , метрические свойства пространства, 

в котором проводится эксперимент, определить координаты 

объекта В в момент приема сигнала. _» 
Используя понятие вектора конечного смещения ЯАвИ'ен 

удовлетворяющего уравненияме 

=0 ci) 

с условиями R l ( A , A )  =  0  (2) 

приходим для решения задачи к уравнениям , 

- R1(A,B)+& l(AAO = $a^A'&) (3) 

где Ыа'-~а.ь) компоненты вектора fUA'ei перенесен
ного параллельно из точки Л' в точку А вдоль кривой 

движения объекта А . в случае сферы получаем форму

лы сферической тригонометрии для геодезических треугольни

ков на сфере. 

В случае метрики Шварцшильда также получены соответ

ствующие формулы. 
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IIOJIE ТОЧЕЧНОГО ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ЗАРЯДА 

В РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ТЕОРИИ ГРАВИТАЦИИ 

Ю.П.Выблый 

Институт физики АН БССР (Минск) 

Как известно, уравнения Эйнштейна могут быть получены в 

рамках теории безмассового тензорного поля У" ̂  в простран

стве Минковского [i ,2} , при этом они должны быть дополнены 

условиями, ограничивающими поле по спину 

(i) 

где b^u. - ковариантная производная по метрике Минковского 

Хм-i/ • Рассмотрим гравитационное поле точечного электриче
ского заряда, удовлетворяющее уравнениям Эйнштейна при усло

вии (I). В стандартных координатах оно описывается 

решением Рейсснера-Нордстрема 

и-Ы-е-^л 
Интерпретация решения (2) затруднена тем, что тензор Минков

ского, соответствующий стандартным координатам, неизвестен. 

Перейдем к сферическим координатам И,^б>ч>), при этом метри

ка должна удовлетворять уравнению (I) с тензором 

Записывая преобразование радиальной координа

ты в виде /^получим следующее выражение для метрики в 

сферических координатах 

(i-zJE+E. S L_£—£± d- ± I 

где функция удовлетворяет уравнению 

ß"(f ~/z)f =ош (4) 

Уравнение (4) может быть сведено к линейному уравнению 

второго порядка, в котором *1 рассматривается в качестве ис

комой функции 

? = (5)  

я-ч 



Общее решение уравнения (4) в виде £ = 't(ß) может быть полу

чено в элементарных функциях. В зависимости от знака величи

ны /пх-К получим следующие решения: 

(6) 

1 -6iR 1 + ^ J- ) 

- С, R + S±_ 
R*- 1 

Константы интегрирования должны находиться из требования 

исчезновения поля на бесконечности, что равносильно требо

ванию ^ 9R/H / . 

4- *. i->c~ (9) 

Это приводит к следующим условиям на константы 

(io) 

Таким образом, выражение для метрики при условии 

(I) ( в  гармонических сферических координатах) д ля поля 

Рейснера-Нордстрема, и в частности для поля Шварцшильда, ко

торое можно получить, полагая в (6),(3)/C*tf, может быть обоб

щено. При этом в метрику может войти новая константа. С точ

ки зрения общей теории относительности эта константа харак

теризует систему координат, задаваемую преобразованием />=* 

= J>M • Однако, с точки зрения теории гравитации в плоском 
пространстве решение найдено в обычных сферических коорди

натах и интерпретация константы должна быть связана со свой

ствами поля. 
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ГРАВИТАЦИОННЫЙ КОЛЛАПС В РЕПЯТИВИСТСЖОЙ 

Тл)ОР№1 ГРАВИТАЦИИ 

А.А.Власов 

Московский государственный университет 

В paöoTaxfl] на простейшем примере гравитационного 
сжатия однородного по сопутствующему времени пыле

видного облака(задача Толмена) был разобран коллапс в ре

лятивистской теории гравитации (РТГ) и подчеркнуто его 

отличие от коллапса в ОТО.ВШ показано,что плотность ве

щества в сопутствующих координатах не обращается в беско

нечность, никакого самозамыкания вещества внутри сферы Шва-

рцшильда не происходит,не возникает областей,отрезанных 

от внешнего мира: в РТГ не образуется объектов с радиуса

ми .меньшими радиуса Шварщиильда.Можно сказать,что данный 

результат в РТГ связан с тем,что все задачи в'теории,как 

и задача о коллапсе.рассматриваются в определенном смысле 

с точки зрения пространства Янковского,то есть начальные, 

граничные и другие дополнительные физические условия за

даются с точки зрения базисного в РТГ пространства - прост 

ранства Минковского.Эффективное искривленное пространство 

и его координаты в РТГ теряют определяющую роль.которую 

они играют в ОТО, и становятся вспомогательными величина

ми, смысл которых определяется прежде всего их связью с ко

ординатами исходного пространства Минковского.Для описания 

последнего в РТГ достаточно взять одну карту (например,га-

лилеевы координаты t, К 2 с областью изменения 

-oo $ t * °° ).Такое разделение ролей в РТГ воз

можно, так как уравнения PIT содержат метрику пространства 

Минковского(см..например,[1,2] ).Таким образом РТГ позво

ляет отделить инерционные эффекты,вызванные изменением си

стемы координат,от истинно гравитационных,решающим при этом 

является обращение к картине явления в пространстве Минков

ского.В частности,при описании гравитационного коллапса ре

шающим является рассмотрение по времени t пространства 

Минковского,тогда как собственное время V играет вспомога

тельную роль.(То,что собственные координаты нельзя вообще 

говоря рассматривать как определяющие,отмечалось в[3,4],то, 

те 



что поверхность — не является поверхностью Коши, 

отмечалось в [5] ). 

Конечно,для описания явлений можно использовать любые 

допустимые координаты(типа обобщенных в теоретической ме

ханике) ,но смысл этих переменных определяется не из интер

претации полученных в зтих переменных решений,а прежде все 

го из связи переменных с исходными координатами базисного 

пространства; только после установления такой связи можно 

корректно определить динамику в заданной координатной сет

ке базисного пространства.Именно так и поступают в РТГ. 

Отметим,что рассмотрение в собственном времени"скрываеш" 

некоторые реальные физические эффекты и только аппеляция к 

исходной координатной сетке базисного пространства помога

ет эти эффекты "восстановить".Действительно,рассмотрим 

столкновение двух тел (£) и (i ) .движущихся равномерно 
и прямолинейно в пространстве Минковского(гравитации нет): 

~ £о * I to" t); £-12) - i-o * i/x (бе ~ t~). 

Тела it) и (J) сталкиваются в точке Ы при 

t- .Запишем теперь уравнения движения этих тел 

в собственном времени t .определяемом как 

(dt) - (ßt) Oli) . Тогда уравнения 

движения примут вид 

£а> = £ /3. с й. - 2- а,) j f« = (i- UV'** ; & = ̂  â  

a так как вообще говоря ,то ия этого вида уравне

ний увидеть столкновение частиц нельзя.^олько вернувшись к 

исходной постановке задачи можно увидеть,что собственные 

времена Vtü и Рц) чел не являются независимыми,а связа

ны соотношением ^ / а ^ к , л . , , 
fit - 2-ca) - ZU)) = ts -t. 

Тогда легко заключить,что тела сталкиваются и по собствен

ным временам каждой из частиц: tlti = и ta> - &г . 

Аналогичные рассуждения можно провести и в задаче о кол

лапсе в РТГ.Рассмотрение по .времени t пространства Минков

ского радиально падающих частиц во внешней метрике Шварц-

шильда позволяет обнаружить столкновение частиц на сфере 

Шварцшильда,которое происходит как с точки зрения удаленно

го наблюдателя ( по времени Ь ),так и с точки зрения сопу-
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тствуюцего любой из частиц наблюдателя (повремени % ). 
Поэтому и для задачи о коллапсе сферически симметричного 
облака пыли начальные данные надо ставить по времени Ь . 
Решение такой задачи в РТГ еще не получено,однако так как 
внешнее(для пыли) решение долуно совпа,?;ать(в соответству
ющих координатах) с решением ^варцшильда,то предыдущий bl-
вод справедлив и здесь: eg,ера шварцыильда является грани
цей области применимости рассматриваемой модели,происходит 
пересечение слоев коллаисирующего вещества .Это явльние 
возникает вследствие естественной для РТГ постановки зада
чи по времени t пространства ьинковского. 
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КЕРР-НЬШЕНОВСКОЕ РЕШЕНИЕ В РТГ 
П.В.Карабут, Ю.В.ЧугрееЕ 

НИИЯФ МГУ (МОСКЕЭ) 

Релятивистская теория гравитации (РТГ) [il, построен
ная на основе пространства-времени Минковского, принципа 
геометризации и представлений о гравитационном поле 4'"как 
о физическом поле в духе Фарадея-Максвелла, объясняет все 
известные гравитационные эксперименты и дает новое предска
зание о развитии Вселенной, коллапсе и т.д. 

Система уравнений РГГ имеет вид: 

" 1 kt ft- = ^ (I) 

(2)  

Здесь -ковариантная производная по метрике прост
ранства Минковского. Метрика эффективного римановв простран
ства-времени д1к: связана с и с гравитационным полем(р'К 

соотношением 

R 9'*= Фи)-

Из (2) следует уравнение, определяющее связь галилеевых( 
координат пространства Минковского и координат, в которых 
задано решение одних только уравнений Эйнштейна (I) 

J- 2- (fZan ) - п 
fj Их? "г* dz')' °- (3) 

В работе[2 J рассматривалось внешнее аксиально-симметри
чное решение для вращающегося тела в РТГ. Следуя методике 
[z] , в [3] было получено решение для заряженного вращающе
гося тела массы т , заряда Cj . обладающего моментом враще
ния то, и. следовательно, магнитным моментом. В этих рабо
тах не поднимался вопрос о единственности, но взаимная од
нозначность преобразования кярдинат была доказана. В работе 
Руиза [4] была предложена схема разделения переменных в 
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уравнении (3) для случая, когда метрика является метри
кой Керра, взятой в координатах Бойера-Линдквиста (БЛ) £5^. 
Однако среди приведенных в [4j решений не содержится решен-
ил [_23 .Этот факт ввязан с тем, что решение уравнения (3), 
полученной в [4 J , не является наиболее общим. Применение 
схемы разделения переменных £4] для более общего случая 
метрики Керра-Ншена [бJ , позволяет получить наиболее об
щий вид ревения уравнения (3) и выделить из него то реше
ние, которое удовлетворяет условно взаимно однозначного со
ответствия декартовых координат пространства Минковского и 
координат Бойера - Линдквиста. Только при выполнении этого 
условия решение уравнения (3) будет являться решением РТГ. 

Для метрики Керра-Ньшена в координатах ЕЛ имеем выра
жение для ковариантного даламбертиана 

vfi- 07 » -

' sb ih') г$<.\-

гд6 г- /7vj Л >-*+ 

A* r*4-aL-Zmrf q*= (г-г.)(г- п), Л = >» ?/<, 

ju с 2 rtt^z ah у1, -А - аг)&- ti~AS', у? ß. 
Решение (3) будем искать в аксиально-симметричном виде: 

X - А (ъ $-)co<,(f + efn> $)s<nLPs ГТТ, 

у- А /с/J s!n f ~ ?=- -f(nS). 
причем при г~~* <х> должно быть А г sin ßjS-tD; /-S rCOSß. 
Разделение переменных по методике [ 4] дает 

A(rß)=[(r-m)C£S,V - asin (cQS.$j 

В(г>Ю= Ž &(jr -tf'%)cew- %%s'f^d)^ 

f= f Z itQ( (- v= Jj 777 , 

n* € = (г_ r-")/Иц > ^tßlj 9( - пючъьолшые oenstj — 

го 



присоединенная функция Лежандра, Qp - функция Лежандра вто
рого рода, - действительные полиномы степеней 
9. и £-4 соответственно, определяются соотношением [4]: 

У (~jf ({+«)! Цл+{н) к_ Qlü, ,, $е~% А2-) д - ~ • 
«Т((-к)! ГОс+Н Ц (и,л), /4 

Для внешнего решения взаимно однозначное соответствие коор
динат I' и координат X' должно выполняться в области 
Oš-^o <Zir ,04 1<'5Г , Г > Г+ , где 60 , 4L - сфериче
ские угловые координаты пространства Минковского. Из рас
смотрения предельного перехода Г -*• т~+ ( Х~+ - горизонт метри
ки Керра-Ныомена) можно показать, что взаимно однозначному 
преобразованию координат из всей области существования реше
ния Керра-Ньшена отвечает единственный набор коэффицентов 
^=^=0, , ^ = о , = ае =£$ = о , Окончатель
но, связь между координатами пространства Минковского и коор
динатами эффективного риманова пространства представляется 
в виде 

' / = Т7 

J X = + C\Z W-1 $ Ceo(i> + V-b}-t-^r) 

J ^ - ][((*—+ »I & (-$+ V—CJ-+ % ) ̂ 

\ Z = (*--h<~) un &-
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ШТЕККЕЛЕВЫ ПРОСТРАНСТВА ВАКУУМА В 
ТЕОРИИ БРАНСА-ДИККЕ 

В.Г.Багров, В.В.Обухов, К.Е.Осетрин 
ИСЭ СО АН СССР, ТГПИ (Томск) 

Штеккелевым пространством называют риманово пространство с 
метрическим тензором ^'у , в котором уравнение Гамильтона-
Якоби для пробной массивной частицы 

S,J -т* = 0 

/77 =  ̂

может быть проинтегрировано методом полного разделения перемен
ных. Основные определения и теоремы, относящиеся к штеккелевым 
пространствам, и ссылки на литературу можно найти в работах 
[l,s]. Нашей целью является нахождение для штеккелвых прост
ранств всех неэквивалентных решений полевых уравнений теории 
Бранса-Дикки (ТВД) для вакуума [з]: 

ßjj — у •+ (2) 

ffsi/+ & о) 

где - скалярное поле, Ойпб/ ; - тензор Риччи. 
Эквивалентными считаются решения, сводящиеся друг к другу пре
образованием координат и конформными преобразованиями метрики. 

Воздействие гравитации на физические системы в ТВД и ОТО 
полностью эквивалентно и определяется метрическим тензором. 
В ТВД как и в ОТО, пробные частицы движутся по геодезическим, 
поэтому штеккелевы пространства в ТВД имеют такое же значение, 
что и в ОТО. С другой стороны, при нахождении точных решений 
уравнений пате ТВД штеккелевы пространства играют более важ
ную роль, чем в ОТО, поскольку в этих пространствах имеется 
возможность найти общее решение скалярного уравнения (3). 

В данном докладе рассматривается классификация изотрошшх 
штеккелезнх пространств. Для иллюстрации рассмотрим штеккеле-

sz 



во пространство тша (2.1). Метрический тензор в системе ко
ординат tOCl , связанной с приведргированной системой коорди
нат U1 (где происходит разделение переменных) соотношени
ем 

Т°= Ц2 
} 3?'= £/*, ЗГ3Г=6/3 

ТГ 2= W->-

запишется в виде 

= д j [ - Oj (Xsj ß2/C] d ôZ-h2c/st^-

- 2 &/$ - Жг* 2] (5) 

где А = To + z> fa3), 

В = -fo (*°) О} + 

Q = -Az/lf = fi>Z*3 +2f*4 + 

Поскольку на скалярное поле ^ заранее не накладывается ни
каких ограничений, то существенную роль играет исследование 
условий совместности системы (2) - (3). При этом возникают 
две несводящиеся друг к другу возможности. 

i. fö* + ft* ž & (7) 

п' ft* ~ ft? - & (8) 

Условия совместимости накладывают довольно жесткие ограниче
ния на функции, входящие в метрические коэффициенты. В част
ности нетрудно показать, что в случае (7) -f0 — £? . 

В случае (7) исследование уравнений совместности позволя
ет найти явную зависимость от Сс а?* . Полагая дви 
обеспечения разделения переменных в уравнении (3) 

/ = (>) 

и 
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и используя условия (6), после простых, хотя и громоздких 
расчетов можно получить все решения системы (2)-(3). 

В случае 8 задачу удалось решить благодаря тому, что в 
системе (2)-(3) оказалось возможным выделить й проинтегри
ровать автономную подсистему уравнений только на функции L , 
а , Y . 

При ;£ - О функциональные условия (6) дополнительно 
конкретизируют решения автономной подсистемы. В случае О 
роль уравнений (6) более существенна. С их помощью задают
ся все входящие в функции с точностью до некоторых 
произвольных постоянных. Это осуществляется путем разложения 
оставшихся уравнений по линейно независимым функциям от пе
ременной X3 , которые возникают при решении автономной 
подсистемы. Заметим, что часть вычислений проводилась с 
использованием системы аналитических вычислений ЭВМ "£е<Л<се". 

В частности, расчитаны спиновые коэффициенты, компоненты 
тензора Вейля и тензора кривизны, осуществлена алгебраиче
ская классификация полученных решений. Была также составле
на программа, позволившая в автоматическом режиме рассмот
реть условия совместности полевых уравнений. В дальнейшем 
предполагается осуществить полную классификацию неизотроп
ных штеккелевых пространств. 

ЛИТЕРАТУРА 
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ ПЕРЕНЕННОГО ВО ВРЕМЕНИ КВАДРУП01Я 
В ЛИНЕАРИЗОВАННОЙ ТЕОРИИ ГРАВИТАЦИИ 

Н.В.Мицкевич, Санджай Шарма 
УДБ их. П.Лумумбы (Москва) 

Основываясь на работе [i], ш исследуем частный случай 
гравитационного поля неподвижного и меняющегося во времени 
кассового квадруполя в линеаризованной теории. Плотность 
метрического тензора имеет вид у* . . ft, так что 
ицется точное решение уравнений поля 

• у^„ =о, у Г v = о, 

которое имеет вид 

y^v = J /d),^ , 

где 
Q*P = = 0» D:> u^R* ; R"1 = Ot 

R °  =  t  -  t ' ;  R 1  »  X 1  -  u *  »  d x ^ / d e 0  =  * 4 ^ .  
Нава основная цель - исследование полученного решения в 

ближней и волновой зонах. Вычислены необходимые конкомитан
ты метрики, которые, однако, слишком громоздки даже в лине
аризованном случае, так что их невозможно здесь привести. 
В частности, явно проиллюстрирована теорема Сайса о асимп
тотическом расцеплении тензора конформной кривизны Вейля. 
Ввиду задания фоновой метрики Минховского (стандартное 
предположение линеаризованной теории) при вычислении энерге
тических характеристик поля используется псевдотензор Папа-
петру. Результаты находятся в согласии с известной "квадру-
польной формулой" теории гравитационного излучения. 

Точное решение линеаризованной теории гравитации, охваты
вающее сразу и ближнюю, и волновую зоны, может быть важно 
при анализе нелинейной задачи о гравитационном излучения, 
так как в ней приходится сшивать подученные по отдельности 
приближенные решения для этих областей где-то между ними, 
тогда как линейная теория даёт явный аналитический вид поля 
во всём пространстве; к тому же в области сшивания гравита
ционные поля ещё достаточно слабые. 

ЛИТЕРАТУРА 
I. Мицкевич Н.В.// Гравитация и электромагнетизм - 1986. 

Минск: Университетское. 1987. 
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два аксисишетшных решения уравнений ото 

Г.Г.Арутюнян, В.В.Паиоян 
Ереванский государственный университет (Ереван) 

Обобщенная теория тяготения (OTT), или как ее иначе назы
вают тензорно-скалярная теория гравитации, на наш взгляд, 
не альтернативна ОТО, а скорее родственна ей, являясь, по 
сути, обобщением ОТО в духе Калуцы-Клейна. Такое мнение сло
жилась в результате анализа основ OTT, формулированных Йор
даном [il и стало более зримым после того, как удалось обна
ружить возможность отыскания решений ОТО из известных: реше
ний OTT и наоборот в случае аксисимметричных электровакуум
ных  г р а в и т а ционных  п о л е й  [ 2 ]  .  

В настоящем сообщении эта возможность демонстрируется ис
пользованием статического сферически-симметрического решения 
OTT для заряженного тела, найденного в [3] . Получено новое 
решение ОТО, относящееся к классу Вейля. Во втором разделе на 
основе этого решения генерируется соответствующее стационар
ное типа Керра-Ньюмана. 

I. Статическое решение ОТО для источника с зарядом е в 
координатах кривизны Г , 0 имеет вид 

гае 

- 1 [  s] , 

(Ь-Т) 
Вытянутые сфероидальные координаты x, связаны с коорди
натами и и Vc Cdi© следующим образом , 

( а ) - £ л ±  j  

Тело обладает квадрупольным моментом 
£>s jm ±)/а п5 
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При *i=I (I) совпадает с решением Райснера-Нордстреыа, 
а при в = 0 с решением, полученным в [4] . 

2. Ньшаном L5] разработан алгоритм, который позволяет 
из статического решения ддя заряженной сосрецоточенной массы 
(базисная метрика) получить соответртвующее стационарное 
(типа Керра-йьшана). Использование этой процедуры обоснова
но Талботом [6] . 

Выберем в качестве базисной метрики найденное решение (I), 
переписав его в расширяющейся системе координат Эдцингтона-
Финкельштейна сН: в Ли 4^.« /д»о и введем, следуя 
Ньюману комплексную изотропную тетраду так, чтобы 

tf vC1 + - m14 m? - mi1 fivr , 

(*,) = (FZ si t '*vU,e) 

(черта над буквой означает комплексное сопряжение). Считая 
координаты г и U. комплексными, выполним преобразование 
г в г--it ель в , U. « М. + L & са*>0, предполагая при этом 
что новые координаты г-' и к' действительны. В результате 
компоненты изотропной тетрады преобретают вид 

l'.*l . + 

Все штрихованные величины должны быть взяты из преобразо
ванных к координатам U. , Х~ выражений (I) о учетом 

l/r -» г/?4 , г-г — $>* , ̂  4ce^8 . 

Для того, чтобы записать найденную метрику в обычной , 

форме ега с<н- с\ av?)1- e?«ar-a - е*мвг- е"т<*4 



преобразуем ее согласно 
Тогда 

е?А" 3~ i ^ = а С3" - 3»0^3~ ' 

ef= 3-' 8" / с з~ а'„ - а' д.*) , (2) 

ет= (а'з.; - , ег = - д„ , 

ГЛв А-̂ е-ЯГ , 
0  FF- ^x  + i y  

При П. = I полученное совпадает с известным решением Кер-
ра-Вьшана и поэтому является его обобщением на случай, ког
да и в отсутствие вращения тело-источник обладает аксиальной 
симметрией (квадрупольный момент содержит член, не зависящий 
от угловой скорости). 
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ БИМЕТРИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ 
Э.В.Чубарян, О.А.Григорян, Б.ВДачатрян 

Ереванский государственный университет (Ереван) 

Несмотря на широкое развитие численных методов решения 
задач теорий гравитации, нахождение точных аналитических ре
шений привлекает всегда особый интерес в изучении этих тео
рий. В случае рассмотрения широкого класса реальных моделей 
звезд, сильно выраженная нелинейность уравнений поля бимет-
рической теории не позволяет найти аналитических решений. 

Однако, к проблеме нахождения аналитических решений можно 
подойти также с иных позиций, а именно - не задавая изначаль
но уравнение состояния звездного вещества, попытаться его оп
ределить так, чтобы уравнения поля приводились к аналитичес
ки разрешимым уравнениям. 

Последний метод был применен в задаче сферически - и ак-
сиально-симметрических стационарных полей, разработанной в 
работах £ 1-2J . Таким путем найдены аналитические решения 
для модельного уравнения состояния f = а (Р , где па
раметр а имеет значение 0.4641. 

При выборе плоской и искривленной метрик r/s- и c/s для 
стационарных полей в виде 

губ-* = *z.z<rlpc- t2 

etli7- e^/žf Siu ?Pq, 

полевые уравнения и уравнение гидродинамики в сферически-
симметрическом случае будет иметь вид 

(2^ 

<?аеф*Аф(? - Wb*, 
rfž &•> vr,& 

g>'+ o. 

Последнее в случае выбранного уравнения состояния сразу 
интегрируется 

12 
гз 



(Tu ) - Pc e xp[(o+ 0('PC - (3) 

где и Фс - значения давления и компоненты метрического 
тензора в центре конфигурации. В качестве границы конфигура
ции можно выбрать поверхность сферы, на которой отношение 
P(Re)/f^ очень мало и полученные решения сишть с решением 
уравнений Розена Ене распределения масс [3J . Из системы 
уравнений (2) следует 

Итак, задача сводится к интегрированию следующей системы 

<г/£ т(х) с/пъ _ - f(x) 

с начальными условиями ?yi(c)-C , Ffc)-L , Здесь 4= о с^ г  

Р(х) = Ф(х) , f-f = р т. , ТТЛ, где величины О- , р 
и f определяются из соотношений 

oi - С ̂  ^-/>у* = /(5) 
\<3 -t J] 

Система (4) решается численно. Переобозначение функций по
зволяет только одним численным интегрированием определить 
интегральные параметры конфигураций для любых значений пос
тоянной О- и центральной плотности. 

В случае et = //£-?> у сс= С и система (4) аналити
чески интегрируется 

т =  4 ^  7  ^  ̂ о .  о т  

Для массы и радиуса конфигурации имеем ^ 

ft, £&# е " * - 4-г* е Л • 
'Гс В случае аксиально-симметрического распределения масс ме

тод, развитый в [4 J , позволил определить момент инерции 
(первое приближение по угловой скорости вращения) 

/ VV3A/>? 
с 
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где -постоянная, зависящая от /<? , 2 = 0.2%\ л2. Для опре
деления массы квацрупольного момента и формы вращающейся кон
фигурации задача решается в квадратичном по угловой скорости 
вращения приближении. 

Этот метод обратной задачи мсжно развить и для нахождения 
аналитических решений, непротиворечащих физической реальнос
ти. Такая попытка для биметрической теории была сделана в 
случае сферически-симметрического распределения массы Г5.J. 

Метод заключается в следующем: выбирается определенный 
вид одного из потенциалов поля и решаются полевые уравнения 
без конкретного выбора вида уравнений состояния р - p(ß*J . 
При этом на внутренние решения накладываются следующие необ
ходимые условия: на границе конфигурации давление и плотность 
звездного вещества превращаются в нуль; в центре конфигура
ции давление и плотность имеют конечную величину; давление и 
плотность монотонные и положительные функции от радиуса; ско
рость звука в звездном веществе не может превышать скорости 
света. 

В качестве примера рассмотрена следующая модель: 

•f 
3  V S  s- t*-  fC f*  30-t  

1 v&nrR* f 1 i г ^ 

M~ re > 
>Л./Я> deC' c JV 

где -радиус конфигурации, x-Ro/ъ ,a произвольно 
задаваемая положительная постоянная. 
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ПРОСТРАНСТВА ШТЕККЕДЯ ТИПА (2. И.) .ДОПУСКАЮЩИЕ ВЕКТОР ЯНО. 
В.Г. Багров, A.B. Шаповалов, A.A. Евсеевич 

Томский государственный университет, 
Институт сильноточной электроники 

СО АН СССР (Томск) 

Найдены классы метрик 4-мерных пространств Штеккеля типа 
(2. П) ( V(2.П)) лсренцевой сигнатуры, допускающих вектор
ное поле Яно. Проведено разделение переменных в уравнении 
Дирака в этих пространствах. 

Пространство V ( 2,П) есть, по определению, риманово 
пространство, в котором существует полный набор 

{ Yp'w, XiJ(x)j, i, j,к -о з, =o,i, (I) 
состоящий из взаимно коммутирующих векторных полей { У Р] 
и тензорного поля )(lJ Киллинга, линейно независимых друг 
от друга и от метрики пространства g-tJ(x), а также удовлет
воряющих специальным алгебраическим условиям, которые здесь 
не приводятся. Общее определение штеккелевых пространств 
дано в работе [ I] . 

В пространствах V (2. П) допускает полное разделение 
переменных уравнение Гамильтона-Якоби gV d5/õJ:L dS/dx'~ 

' т = 0. Этого, однако, недостаточно для полного разделения 
переменных в уравнении Дирака. Таким образом, возникает 
проблема нахождения подпространств штеккелевых-пространств, 

допускающих полное разделение переменных в уравнении Дирака. 
К таким подпространствам относятся пространства V(2.ai), 

допускающие векторное поле Яно. 
Векторное поле Яно ^1(х) определяется уравнением 

u/ = i 9ij Ъ к,1с, 
где запятой обозначена ковариантная производная. 

Определение. Пространство V(2.П) допускает векторное 
поле Яно *2с(х), если тензорное поле Киллинга Хг</ 

из полно
го набора (I) определяется по формуле 

г  X й  =  Ъ *  1 J ' < 3 >  

£ = а. 
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Метрики пространств v (2.л) общего вида в привилегиро
ванной системе координат приведены в [2] . Условия (2), (3) 
выделяют из них искомые метрики, которые, с точностью до 
эквивалентности [2] , определяются следующими выражениями, у 

Пространство V (2.0). 

dt>
2-ip1(z1)[oLt,^(xi)dxpclx','+(c/xz)-i-e(dx') ] (4) 

Ч' =(0,0, 1,0). 

Здесь ^(х1) , te3) - произвольные функции указанных пе
р е м е н н ы х ,  e - l t  .  

Пр остранство V (2.1). 

dS = %(x^lß^(x^ lU t)dx'+dx ,)*2dx'dx^(dx%)\ (5) 
= . ( 0 , 0 ,  О ,  / ) .  

Здесь % (хъ) ,ßs (я2), °*2 * произвольные функции. 
Уравнение Нирака в пространстве V (2.П-) запишем, исполь

зуя обозначения работы [3, с. 253] : 

^ Н¥=(^ кР к  -m)V = 0. (6)  

Здесь <f - матрицы Дирака, jfk/J •+J/J/k= 2-3 . 

ковариантная производная, Q ~ <f,j ̂  . Для раз
деления переменных в уравнении Дирака в пространствах вида 
(4), (5) используется спиновыи оператор сишетрии (с мат
ричным коэффициентами при производных) 

X = r s [ / U J ]  У  P k  r l b i / f ) K c 4 k  

Необходимо также провести преобразование искомой функции 
цг неособенной матрицей S : 

У -  S ф. 

При этом уравнение (6) переходит в эквивалентное ему уравне 
ние _ 

н Ф = (  S  H S )  Ф = 0. 

Разделение переменных проводится в уравнении эквивалентно« 
уравнению Дирака (6), 

В качестве иллюстрации приведем результат для пространств 
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ва V(2.0) вида (4), когда 

di 2 - %l~Š }  [(^х°) 2+(р з  dx*) +2^ d l  "ci x ' j i-  (dx г ) -  (dx*j J 

где (Р2(̂ г), с<ь(хъ) ,Д (2})t Кл (хъ) _ произвольные функции, 

Sl - (с<3 ]3j)2 - <Г3
2 ><9. 

Для зашей матриц Дирака в подивленном пространстве лсрен-
цевой сигнатуры, согласно [ 3 ] , вводится комплексная свето
вая тетрада, { (?', я' , fftL} , которая в данном 
случае выбирается в виде 

I*".- %'г(о, o,i,-i), in <рг)'(iBf -ё<х3го, о), 
nf- %( О, О, /, / ;, ß s ( J3 + t ^ ) с/-\ 

Решение уравнения Дграка представляется следующим обра-

30М 3/2 п 1/2 Р / ^ 
мг = ф2 £ exp(ikp X р) expft />3 63)Ф. 

Спикер ф(1,2*) определяется системой в разделенных пере
менных 

[ д/дХ 2^ /77 % iPi -J- Л Р 3  ] Ф = 0, 

{ ы ь х ъ  +  { k d  - в а ъ  +  ъ )  +  

+ аг к<6< + L Re(F) - i /1 õ, } Ф = ö. 

Здесь F-C<^j & "ßofj)/?!? , точкой обозначена производная 
по X3 ; /с Л - параметры разделения переменных, £ = 

= tn С Ф2 /^2), 6^ t t к = 1,2, 3 _ постоянные матрицы барака 
Г4, с. 12J . 
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ДИАГОНАЖЗАЦИЯ КВАДРИРОБАННОГО УРАВНЕНИЯ ДИРАКА-ФОКА 
В.Г.Багров, В.В.Ооухов 

Институт сильноточной электроники СО АН СССР (Томск) 

Используя стандартные обозначения формализма Ньюмена-Пен-
роуза [1-3], запишем уравнения Дирака-Фока в виде: 

f)4t -Ж)'0, а, 

где aja , мл - спинорные поля, ?,• - матрицы Паули; 

ц, + Ы-Xš-ZS + W), , 

о = 'fe(<vk ~ ̂ )flVrAe)- ,̂ Л + , £ = £>+( fit j / сГ-f 

-Hm'Aj t , w = l(p-y) + Z(T-fi) + 3(*-т!)+$(£-р) , 

л  / 0 О \  л  м  0 \  л  / 0 1 ]  1 _ { 0  0 \  l _ ' f O O \  
"'(o 0/ '  ^ =  (oo/' 2~\0o)' \1 o )  '  • 

Для получения квадрированного уравнения Дирака-Фока исполь
зуем следующее представление 

? г/6 ъоЛ) А* о На ЛМ а /ß к) 

''"mia, а на 21f stj. U )  

Предположим, что оператор п можно диагонализовать выбо
ром матрицы Ä : Л Л «а /Л 

7Л =Я.< ,  ( 3 )  
где 

1-(£ öLi /? ЭЬ 1>?°к !>>Ч 

l6Va1siif-(sÄJJ+> 

- диагональные с-матрицы. Тогда интег
рирование уравнения Дирака-Фока сведется к интегрированию 
скалярных уравнений . 

£$ = 0. 
Поставим задачу отыскать все пространства и электромагнитные 
поля, в которых условия (3) непротиворечивы, и, следователь
но, квадрированное уравнение Дирака-Фока допускает диагона-
лизацию. Отметим следующие обстоятельства. Во-первых, без 
потери общности достаточно ограничиться рассмотрением той 
части системы (3), в которой не содержатся матрицы со знач
ком *. Во-вторых, решения системы (3) нужно проклассифици
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ровать по группе допустимых преобразований. В эту группу 
входят преобразования Лоренца и преобразования вида: 

•Л / ^ А А Л. 
ä=äj 1^7'Ul , -Л ' J 

где J - с-матрицы, £' - диагональный оператор. Таким 
образом, для решения поставленной задачи необходимо пере
числить неэквивалентные относительно группы допустимых пре
образований решения системы 

Ав +Г„В =BR + 

Jbä + r eš=šf &у + г (у=9г 
* S\  ̂ Л £ Л Л 

б У  +  Щ у ^ У Х  ( 4 )  

-у /•> л а Л — А -А Л, -Л i 

< f ß + Q ß = 8 ^  < f  У  -f - f Z j  Y  — Y N  
a -v л л и л л  л ,  лд 

IЦВ-ZtfB + ZBP-O \Н ЛУ + It fY + 2-УР ~0 , 

ГДе Ц -(y+yyiy<)S) + (y+y-£-i)A+(J-7+p-z)J+ (Л-T+je~^)(I 

-Ял+JJ+ JoT-21г^+^А-^^7^[л({-р^З(г-^)-(/з-г)(р'Г)+1р-^у}4-

+Ш(*-/<)+ь№+р-?хх-«)-(р-^-х)]+Жя(р-^+<}(ге)+(/*-т£-?М*-Шу^ 

+4&р<-ук, 9=-«зЪ-2% +3% ,£= £3у+ 
Л *1 n  ̂ Л 1 п -Л .—\ il и »1 •*! 

+2V-37, Г(-< 3̂Е+Х'Я~Зк/ Г^бзР+Зр-З*, %=0у*+2Л-Зр . 

Опуская промежуточные расчеты, приведем окончательные ре
зультаты. а 

j к=б=р=т = %- о/ L~D-z{jI}'d-l-&~'<d-pJ+b£-<f[i~ 

-рр+£р-?НФ4]+ Ч §£+£&-pJ-* J+A£-Jj3 -pp+ 
» -Л ХЛ Л А. 

4)ß=4 ,  . 

z)8 = -f , У ̂ fesitX+lcosx ,<%=&,%=%, %='2Л . 

Функция я. удовлетворяет вполне интегрируемой системе 
уравнений 

[kO. -t-ЖУ-ЮЬ iSsi+Qfy^fluHX = 0. 

j, к-сг=р^т=у^л = у~ /н= г <&-'?х = о 

4) 8 = 4+$, L^a- [А£-3/З-

- р р - г у ]  - > - $ [ < £ < - З у J }  ̂  

а) у-о ; j)v=1У<+$уг ,%=е. t) у^гу,+%у^%=!е. 
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Матрица У удовлетворяет вполне интегрируемой системе 
уравнений дУ + у - у Уег3 =О 

Ä У •+ £ $ 3У - / У?з = 0 , 
.l А  ̂ CV ̂   ̂Jy + ръ3У - У сг3 = О 
А -Л А _ _ Л -Л. 

Jy + *<s3 у - р У <г3 - О , 

2) B = /l/ L ~D ~Z j^/S+S^-^^-jbcT-с-сГ^з-

~РР-?х]'1 +z{f<^ +?л-рЗ~-^^-('% +<$)#-Js-h**+£j] lj 
Л -\ ' 

а) У=Ч , 

<Г) У -3&sinK +%C0SK t %-е r <% = <?}/ii <£ =-2А ^ 

•В~ё, Sl=si )  н~х-const. 
функция S2 удовлетворяет вполне интегрируемой системе 

\Ш-Я (£+Е)1+ 1аЯ ~<2(у+?)1+ ISSI -2(*+/J)/+IJSI -Я(«+р)1 = 0. 

Условия к p -г=<%-0 являются необходимыми и достаточ
ными для диагонализации квадрированяого уравнения Дирака-
Фока, если в качестве вектора €' тетрада выбрать главное 
световое направление тензора Вейля. Таким образом, диегона-
лизация возможна только в алгебраически специальных прост
ранствах. 

В заключение рассмотрим диагонализации уравнения Вейля, 
следующего из (I) при -0A=t*i = 0 . Опуская доказательство, 
сформулируем 

Утвервдение: Уравнение Вейля допускает диегонализацию 
только в алгебраически специальных про
странствах. При этом спинор ц* имеет 
представление ü =(Sl8^exу- (tip)/ 

где 1.9=?+$, y=£«tf = A = ̂  = ̂  = 0 , x=jp-$T+3T-^H , 

M.y= i  t  з г  
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ДИРАКА В ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ да СВОБОДНОЙ ЧАСТИЦЫ 

В.Вкдьяньба, Г.В.Шишкин 
Белгосуниверситет имени В.И.Ленина (Минск) 

"Свободные" решения волновых уравнений, т.е. уравнений в 
отсутствие полей играют важную роль, как с точки зрения по
нимания природы распространения волн различных типов и гео
метрий в пространстве, так и с точки зрения построений тео
рии взаимодействий. Последняя, как известно, наиболее изящ
на, если она оперирует свободными плоскими волнами, полагая 
взаимодействие короткодействующим. Методически трудно при -
яять за истинно свободные широко известные цилиндрические , 
сферические и другие типы волн, меняющие свою амплитуду с 
расстоянием: южно, правда^ говорить об естественном ослаб
лении расходящихся цилиндрических либо сферических волн; но 
как примириться со *Ьв8рхвстественшаГ усилением сходящихся 
вол* — что за могущественный источник их порождает на бес
конечности и заставляет сходиться по заданным конгруанциям? 
В этом плане, если опереться на примитивное соответствие 
"свободная частица — свободная волна" и вспомнить, что сво
бодная частица движется с сохранением импульса и энергии 
(т.е. направления и амшпггуды в волновом понимании), то в 
качестве истинно свободной выступает единственно возможная 
нжоская волна де Бройля, снискавшая себе всеобщее уважение 
за свое постоянное "свободолюбие". 

Поэтому, вполне отдавая себе отчет в весьма условной сво-
бодиости сложных в геометрическом отношении волн, мы пред -
с?авалем в данной работе точное решение уравнения Дирака в 
параболических цилиндрических координатах в отсутствие по -
лей, т.е. "свободные" параболические цилиндрические спинор-
нне волны. 

Уравнение Дирака в параболических цилиндрических коорди
натах 

X О"2-I)')/2 , у-/М О, ZF (I) 

можно записать в виде 

/ V . 0) 1^/42) 

где /" — "плоские" матрицы Дирака. 
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Выполкяя< попарное разделение переменных, согласно мето
дике ,предложенной В [I] , 

а ) о \ ji>=õt0) 

где к — константа разделение, имеем 

ф~ ejcpifäž- £/). (4) 
Здесь kj — .? -компонента волнового вектора, /£ — энергия. 

Тогда в стандартном представлении матриц Дирака 

f-'ß.f) (5) 

для разделения уч ъ t> переменных в уравнении (За) необхо
димо подвергнуть его некоторому преобразованию подобия с 
помощью оператора 

^ ,i)^ /сгза-/*УЧУ*. (6) 

В итоге зависимость биспинора jK от /ь и 9 определяется 
уравнениями вырожденных гипергеометрических функций и ока
зывается возможным записать точное решение уравнения (I), 
которое ввиду громоздкости мы здесь не приводим. 

Особенно изящна система уравнений, определяющая зависи
мость биспинора г/ от pi и 2? переменных,в представлении 

/'<? ) У ̂  /О О- 3 ) ГЗ-/С СГ-!) /7 о j 
( а *  с  / у  ^  (а 3  о  /'  ^  ~ ( о  '> *  '  (о-Т У ,  ( 7 )  

Решения при этом снова записываются через гипергеометрн-
чесоше функции, а для структуры р~ в зависимости от^ пере
менной имеем 

_ Ч)(Ъ-}Ъ)\ 
~ С% * ̂  ?(ъ _г (8) 

V w ~ )(-¥>2 -1<Ъ) ) 
— <л- ;(< г̂ -itsj) 

Аналогична структура по г? переменной. 

жгература 
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до. Сер. I, физ., мат. я мех. 1965. Jt 3. С. 26; 1966. 
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РАЗДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ В МТРИЩО-ДИФФЕРЕНЩШСШОМ 
ОПЕРАТОРЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
Г.В.Шжшкжн, А.И.Тжмощенко 

Белгосуниверсжтет жмени В.И.Ленина (Мкнск) 

Если говорить о ^еом Т̂£жческом_адпеете современного эта
па развития теоретической физики, то нет необходимости до -
называть, сколь огромную роль играет наша убежденность в 
том, что фи:уще£КОе_двост^анство-время четывехмердо и обла
дает сигнатурой 

г%л ̂ Ж-су (/ у •/ -у/ (1) 

В частности, это может быть пространство Минковского, если 
мы строим теорию без учета гравитации, либо это пространст
во Римаяа (точнее псевдорнманово пространство), если мы же
лаем последовательно учесть влияние гравитационного поля. 

Заметим также,что не случайно даже в очень модных на се
годняшний день многомерных теориях большинство авторов уде
ляет специальное внимание обеспечению естественных возмож -
ностей редукций к реальному физическому четырехмерно [lj . 
Этого требует здравый смысл неумолимого цринципа соответст
вия. 

Обращаясь к дифф^ендиапьнсэму аспекту современной теоре
тической физики, следует отметить, что уравнения движения 
подавляющего большинства сегодняшних реалистичных теорий 
представляют собой дифференциальные уравнения первого либо 
второго порядка (либо системы уравнений) в пространстве (I) . 
Более того, представляется возможным записывать уравнения 
движения на языке систем дифференциальных уравнений в част
ных производных первого порядка[2]. Заметим, что с система
ми дифференциальных уравнений в частных производных первого 
порядка приходится иметь дело даже, если мы изучаем движе -
ние дтппт. одной частицы на квантовом уровне с учетом всего 
многообразия собственных характеристик частицы, связанных с 
собственней степенью свободы. В таком случав к четырехмер -
ному многообразию известным ооразом подключается расслоение, 
и именно в расслоенном пространстве оказывается возможным 
учесть все физическое богатство собственного мира интересу
ющего нас объекта. Систему дифференциальных уравнений, соот-
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ветствующих такому слою, можно записать на языке одного эк
вивалентного матрично-дифференциального уравнения в простра
нстве (I) с алгеброй матриц, диктуемой физическим содержани
ем конкретного расслоения. Укажем, что и здесь оказывается 
возможным прийти к матрично дифференциальному уравнению пер
вого порядка. 

Таким образом, системы уравнений в частит производных 
первого порядка в пространствах (I) либо эквивалентные им 
матритао^дифферещщальные уравнения первого по^я^кй играют 
важнейшую роль в современной теоретической физике. Разработ
ка методов точных решений таких уравнений с ^Дзжческжх пози
ций представляет собой проблему первостепенной важности. По
скольку на сегодняшний день не существует сколь-либо универ
сальных методов решения систем уравнений в частных производ
ных, проблема эта имеет важную роль и с позиций чистой мате; 
матики^. 

Что касается одного дифференциального уравнения в частных 
производных, то к наиболее эффективным методам его решения 
следует отнести метод разделения переменных, предложенный 
еще в 1822 году Фурье для задачи теплопроводности [3]{метод 
Фурье). Успехи метода Фурье преопределены тем фактом, что 
уравнение в частных производных сводится в этом методе к хо
рошо изученным обыкновенным дифференциальным уравнениям. Но 
даже для одного уравнения в частных производных наиболее об
щего вида развитие метода бурье продолжается по сей день [41 
Естественно, что при изучении систем уравнений в частных 
производных усилия многих исследователей также сосредоточе
ны на развитии методов разделения переменных. 

Здесь мы рассматриваем некоторое наиболее общее матрично-
дифференшальное уравнение первого порядка в пространстве (I) 

I f'-- О, L - rfä * ГА), 1 = •/, 1, з, 4 fr, у, г, +), (2) 
где и ЛД — матрицы 4x4, зависящие от _х л  . 

При этом для (2) удается доказать следующую теорецу: 
Теорема I. Для того чтобы в уравнении (2) можно быяо 
разделить переменные оч J(ß { и уз — собирательные 
индексы разделяемых переменных), необходимо и достаточ
но, чтобы оператор L можно было представить в виде 

/ - А (L ̂ /3), сз) 

AOd 



и Л 
TMß Let и Lp определяют зависимость неизвестной функции 
£/ (матрицы-столбца) от своих переменных и А — некото
рая зависящая от X* матрица. 

В случае конкретизации jr* и /J в (2), оперируя дополни -
теяьиоЁ информацией, можно конкретизировать операторы и 
Lfi , фигурирующие в (3). В частности, когда, например, речь 
идет об уравнении Дирака во внешних векторных либо гравита

ционных полях, для оператора/, в общих криволинейных коор -

динагах при нормальной калибровке тетрады имеем 

t-fYg<4) 

Здесь /Зх -вектор-потенциал, £ —обобщенные коэффициенты Ла
ме и 52ц —компоненты метрического тензора, т.е. 

 ̂ fa>xJ) % рлз Се/ж'; К ̂  {e/xV - ̂  fctjriJ* (5) 
Учитывая (4), теоерему I удается переформулировать следу

ющим образом: 
Теорема 2. Для того чтобы в уравнении Дирака (уравне -
ние (2) с оператором (4)) можно было разделить перемен
ные -Х*' и , необходимо и достаточно, чтобы оператор 
/- , либо ему эквивалентный можно было представить в ви
це суммы коммутирующих операторов 1 Ч -F 1 Л * 

L ~* L^ -//^ 4 е^ ~ &• (б) 
Теорема 2 является основой метода разделения переменных 

в  у р а в н е н и и  Д и р а к а ,  р а з в и в а е м о г о  в  н а ш а  р а б о т а х  [ 5 — 8 ] .  
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ОБ ОПЕРАТОРЕ ОБОБЩЕННОГО ИМПУЛЬСА В ИСКРИВЛЕННОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ-ВРЕМЕНИ 

А.К.Горбапевич 
Белгосуниверситет имени В.И.Ленина (Минск) 

При нахождении и интерпретации точных решений уравнений 
Эйнштейна большую роль играют группы движений (см., напр., 
[ I ] ). Более того, с изометриями пространства-времени тесно 
связан вопрос о законах сохранения в ОТО (см., напр., [2]). 
В частности, не последнюю роль играет подвижность пространст
ва-времени при нахождении точных решений (особенно на уровне 
разделения переменных) уравнения Дирака во внешних гравитаци
онное полях, В этой связи большой интерес представляет введе
ние в явном вице операторов переноса (вернее их инфинитези-
мальных генераторов, которые в дальнейшем будем называть 
операторами обобщенного импульса) в квантовомеханические 
уравнения движения, построенное исходя из обгаековариантного 
уравнения Дирака. 

Ранее нами было показано [з ], что общековариантное 
уравнение Дирака в общем случае можно рассматривать как не
которое специальное (с неортономмированными базиендаи векто
рами) координатное представление обычных квантовомеханические, 
уравнений движения в гильбертовом пространстве ) 

а )  , ( D  

которые для определенности мы записали в картине Шредингера. 
Здесь нормированный на единицу вектор состояния, Jt 
— оператор Гамильтона, — произвольный самосопряженный 
оператор, описывающий некоторую наблюдаемую L , t — па
раметр, играющий роль времени, введение которого осущест
вляется посредством системы отсчета. 

Для описания системы отсчета зададим конгруэнцию» миро
вых линий тел отсчета хг = *4^, t) , где —числа, 
обозначающие "номера" мировых линий те* отсчета; t — не
прерывный параметр, определенный вдоль каждой мировой лкяии. 

Определим одно параметрическое семейство пространствен-
ноподобных гиперповерхностей fit") '• - Con&t . Каждой 
точке гиперповерхности $ сопоставим четыре вектора из ̂  

  



I С 1.А , которые являются собствен

ными векторами самосопряженного оператора координатн 

^ | и л ц д у > =  х ч ^ - о  •  ( 2 )  

Из самосопряженности оператора следует, что векторы 

11)л ^ в °^ем сяу48® удовлетворяют соотношению 

1  ̂  ц ' =  ^  )  '  ( 3 )  

где G — некоторая эрмитова матрица G Ч) — 
3-мерная Ъ -функция Дирака 

*1*ЦЛ • * ; (4) 

Здесь ) — 4-мерная функция Дирака ( di={) , 

- 'ЭхЧ^'О/Эг , П.^ - dii. . (5) 

Под координатным представлением будем понимать такое 

представление, когда в качестве базисных векторов в ̂  ис

пользуются векторы Отожествляя биспинор чу , 

входящий в общековариантное уравнение Дирака, с вектором 

состояния в координатном представлении, т.е. полагая "Ц* -
= 1 V "/> (здесь и далее используется матричная фор

ма записи), находим, что общековариантное уравнениё Дирака 

эквивалентно уравнению (1а) в координатном представлении, 

если базисные векторы выбраны так, что эрмитова матрица (Ъ 

имеет следующий вид: & =(Уц*^(подробнее см. [3) ). 

Этот факт позволяет найти оператор Гамильтона в координатном 

представлении, как функцию некоторых дифференциальных опера

торов, действующих в пространстве представлений. С целью 

последующей физической интерпретации найденного таким обра

зом оператора Гамильтона эти операторы выразим через генера

торы инфинитезимальных перемещений вдоль гиперповерхностей 

ta* 

Рассмотрим пространственноподобную конгруэнцию 

на гиперповерхности f , порождаемую векторным полем 1. 

Под перемещением на { будем понимать такое преобразова

ние, при котором каждая точка {- смещается вдоль соответ

ствующе! линии конгруэнции на одно и то же параметрическое 



расстояние g . Очевидно, что оператор перемещения 9^ 

Сон действует в ) зависит от выбора векторного поля 4 

И удовлетворяет соотношениям 

= 9 1 ^  =  ,  ( 6 )  

я; ^ - т. (?) 

В случае бесконечно малого переноса оператор принимает 

вид =1 - ^' 'ь 5 . Самосопряженный оператор |г^ 

будем называть оператором обобщенного импульса. Найдем явнь>'~ 

вид этого оператора в координатном представлении( р у 

Из очевидного равенства ^ 

q1 s6 (з) 

следует 

U , -Ьч<п . (9) ,а 
Используя перестановочные соотношения (9) и определение 

3-мерной §-функции Дирака (4), находим 

^  -  т 1  v  ̂  * i l v u -  i w . i  ]  ,  ( 1 ° >  

где » а матрица ̂  есть решение алгебраичес

кого уравнения 6 ~ ^ (явный вид ^ приведен в [3] ). 

Нетрудно убедиться, что найденный оператор удовлетворяет 

очевидным перестановочным соотношениям 

[ р,, h] ' \ Рад Ц1Л1-- 1,^ ") . (II) 

где \ и "S произвольные векторные поля на f ( Т п; = 

= V v\; --о). 
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ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ОБЩЕКОВАРИАНТНОГО 

УРАВНЕНИЯ КЛЕЙНА-ГОРДОНА 

Р.И.Манкин 

Педагогический институт (Таллин) 

I. Рассмотрено скалярное волновое уравнение во внешнем 

гравитационном поле, описываемое метрическим тензором %-к 

(i,к *4,2,3,4) риманова пространства-времени V4с сигнатурой 

( + ): 

L ум •- (91'" V.V* f PR + т1) Г(Х) = fix), (I) 

где V - ковариантная производная, £ - постоянная, м - мас
са скалярного поля и R - скалярная кривизна пространства-

-времени. В физических приложениях большое значение имеет 

фундаментальные решения б1 (функции Грина) уравнения (I). 

Хотя общая теория Фундаментальных решений известна [I , 2.1, 
всёже точное вычисление их довольно сложная задача. Точные 

Фундаментальные решения уравнения (I) известны в настоящее 

время только в некоторых: частных случаях ГI , 3J. Одна воз

можность изучения общего случая состоит в применении различ

ных приближенных методов для определения ГЗ, 4]. Запазды
вающее (+) и опережаицее фундаментальные решения уравнения 

(I) имеют вид flj: 

6 ±(х,х ,)-(4/п г)[К\41ж,х'))+У(х,х')И1б1*;*')).1, (2) 

где 6~, К , V — скаляры двух точек х,х'<е у?, бискаляр <f(x,x') -
- квадрат геодезического расстояния между точками х их'; 

Supp о с Ct(x')) где С}x'Jи С(*')являются соот
ветственно изотропными конусами будущего и прошлого с вер

шинами в  точке У  •  S U  р р  Н ±  ,  X ' ) )  с  3  i  ( x ' J  >  
3f(x') - C*(x'JODf(x'J, где D *(*') определены как внутренности 
характеристических конусов С *( x'j . 

Для полного описания фундаментального решения приходится 

ограничиться рассмотрением причинной области Я <= V4
) 

в которой однозначная функция CiL В области 

$%ПО*(х') бискаляр /(x;x'j удовлетворяет уравнению 

l v ( x , x ' )  =  о  о )  
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и граничному условию на характеристическом конусе (fix,*']* о: 

2 3lKV(6VKV + ($£,eVL V/-4}\/= -tK . (4) 

Известно, что функция К(х,*') имеет вид 

где УЩ - определитель метрического тензора в точке X и 

Dfx,*') - так называвший определитель Ван Флека tl , 2]. 

Найти решение уравнения (3) в замкнутом виде удается толь

ко в исключительных случаях, например, для пространства 

постоянной кривизны [j] . 

2. Если выполняется условие 

( 1 - м г ) К  =  а  К  W )  +  ,  ф ( ° ) » о ,  ( 5 )  

где о( - малый параметр, - произвольная постоянная и 

Ф(б') - ограниченная функция при X, х'е Ä , то решение урав
нения (3) можно искать в виде ряда по степеням t* : 

И(х,х'; = /<(х,х')ГА0(^ + 2 ы."А п(<Г) ] , ( 6 )  

причем в силу 

i t K 4 < r v , K *  W ' W S - g ) K - о ,  ( 7 )  

условие (4) принимает вид 

VI<Г=о = -(р*/ч) Kl<r = 0  , (8) 

Подставляя (6) в (3) и учитывая соотношение (7), получаем 

уравнение для функции Ае '• 

SÄ0  + 2 Ä0+ (рг/ч) А 0  = О , А 0  •= ctA./cfS. ( 9 )  

Из (8) следует граничное условие 

Л0 (О) - - р /Ч. (i0j 

Для остальных функций А„ Ю подстановка (б) в (3) дает ре

куррентные уравнения 

4 К  * * * fysW) А„ -  ( 4 M  ф ( ( Г )  А„_, ( П )  

м 
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с граничными условиями 

ап (о) - о ) п / . (12) 

Нетрудно проверить, что решение задачи (9) - (12) имеет 

вид 

до = -  ) j, ( * ) *  

А„ = (i/tfz)L Jf U) jVАя., (+)ф(ФУУ,а)сИ -

-y,(z) jV A„-, ̂  J, # > ca jf (I3) 

где J(tz), ̂  f*,) являются соответственно функциями Бесселя пер

вого и второго рода и введено обозначение z = 

Равенства (13) и решают подставленную задачу. В случае 

oi = О (Ьункция^имеет особенно простую структуру: 

и(х,х7 - - ! < { * , * ' ) ( р / 2 г ) Э <  ( 2 ) .  (id 

При этом метрика пространства V4 должна удовлетворять 

уравнению 

( L - M l ) K = f K ,  .  (15) 

Равенство (15) выполняется, например, при метрике плоско

го пространства-времени (у- - о) , при метрике плоской гра

витационной волны If-' о) и метрике Робертсона-Уокера (ста

тический случай), f ' * (4-6$) . 
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О ЦИЛИНДРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНЫХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ 

ЭйНШТЕйНА-ЯНГА-МИЛЛСА-ХИГТСА И ЭЙШТЕЙНА-ХИГГСА 

Д.В.Гальцов, Э.Масар 

Московский государственный университет (Москва) 

Калибровочные теории Великого объединения, основанные 

на механизме Хиггса спонтанного нарушения калибровочной 

симметрии, предсказывают возможность образования в процессе 

фазовых переходов в ранней Вселенной одномерных топологи

ческих дефектов структуры фоновых (вакуумных) скалярного и 

векторного полей в виде космических струн с массой на еди

ницу длины порядка массы объединения [i} .В последнее 

время гипотеза космических струн привлекла большое внимание 

как возможная основа теории происхождения структур во Все

ленной [2-3]. В связи с этим возникает вопрос о гравитаци

онном поле космической струны. Анализу самогравитиругащих 

решений, описывающих космические струны, посвящено пока 

сравнительно мало работ (см., например,[4-5]). Точные ре
шения систем уравнений калибровочных полей и уравнений Эйн

штейна, обладающих цилиндрической симметрией построить не 
удается, однако для струн, возникающих в теории с локально 

нарушенной симметрией удается показать, что пространство-

время имеет асимптотически коническую структуру на больших 

расстояниях от струны. В случае же "глобальных" струн, воз

никающих в калибровочных теориях с нарушением глобальной 

симметрии, ситуация менее определенна [5] . В связи с этим 

был проведен анализ цилиндрически симметричных решений в 

калибровочной модели (Jd) с самосогласованнш учетом гра

витации, в которой единым образом можно исследовать как ло

кальные, так и глобальные струны. Лагранжиан теории: 

(i) 

где 

ф - комплексное скалярное поле, - векторное (кали

бровочное) поле. В общем виде этот лагранжиан соответствует 

теории с локальной, спонтанно нарушенной симметрией U(4) . 

Переход к теории с глобальной симметрией осуществляется иск

лючением векторного поля Д — Q • 
Г 
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Цилиндрически симметричную метрику выбираем в виде 

<5^ oli*)- е. Ok f ^ 

где о< , f\ , / - функции радиальной координаты ^ . 

Нетривиальные компоненты тензора Эйнштейна удобно предста

вить в виде 

£ { & i ~  £ z ) ~  [ U -  с*р -  f )  (з) 

(4) 

= е*р с* ~т > (5) 

в *р (6) 

где штрихом обозначены производные по ^ 

Рассмотрим струнное решение с наинизшим топологическим 

зарядом, параметризуемое двумя вещественными функциями £,т= 

<ф =£.(<») e'v , (?) 

удовлетворяющими граничным условиям 

, ~F ^ J , К~> "I , Г -* О 
р-»о <?-><? р-»~> (8) 

Тензор энергии-импульса имеет диагональный вид, причем 

т*-т:- т,+т 1  +  

Т|=-Т,-Тг.Т3-Т, ;Т^=-Т1+Тt-T3+Tt (9) 

^ V~^)LjVh^2 

Переход к глобальной струне- осуществляется, если положить 

F * -/ . Система материальных уравнений для Р и Р- : 

S-le* p'/if = 2ег 

/ (f fc7 =Я^ 2Ае г~7^-^9 + ( 1 0 )  

и для ее замыкания необходимо записать уравнения Эйнштейна, 

связывающие (3)-(6) с (9). 

Вблизи оси симметрии уравнения Эйнштейна для локальной 

и глобальной струны совпадают. Можно показать, что метрика 

струны (локальной и глобальной) будет регулярна на оси сим
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метрии (т. е. у -» ^ и у ограничены при -» О ) 
тогда и только^огда, когда она плоская на оси симметрии, 
причем всюду в области изменения <j> должно выполнятся 
соотношение 0 

f ty = Z ос ф (п) 

Анализируя с учетом (II) и (8) уравнения Эйнштейна в 
асимптотической области, отдельно для случая локальной и 
глобальной струны, можно показать, что в обоих случаях ос 

асимптотически принимает постоянное значение, которое все
гда может быть выбрано нулевым, причем для £ получаем 
асимптотическое выражение вида 

</ ~ Ь ^ + CS При -» eö (J2) 
где Ь и (У - постоянные параметры. 

Учитывая (II) и (12) из уравнения Эйнштейна для ö* 
получаем соотношение у 

Ь  ~  1  - h G j U  -  J d " 1  /  - т -
7 0 

где JM « 1-к JT* £ представляет собой плотность 
О 

энергии струны на единицу длины, определяемую как интеграл 
от Tj по двумерной поверхности -t «cons^ t -z = cons£ , 

Величина Ь характеризует коническую структуру простран
ства-времени на бесконечности. Соотношение (13) уточняет 
результат [5] и распространяет его на случай глобальной 
струны. 

Для астрофизических приложений достаточно приближение 
локально плоского конического пространства 

d * 1  —  -  U z ! 1  -  ( 1  -  h  c d f 1  

Нами исследовано движение пробных частиц в асимптотически 
конических пространствах, описывающих струны в гравитирую
щих системах. 
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МНОГОМЕРНЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ С НЕТРИВИАЛЬНОЙ ТОПОЛОГИЕЙ 

В.Р.Гаврилов 

Физический факультет МГУ (Москва) 

Не опираясь непосредственно на принцип калибровочной сим

метрии и используя риманово многообразие размерности, боль

шей четырех, удается объединить калибровочное и гравитацион

ное взаимодействия в единую геометрическую схему [I - 5]. 

Как правило, все теории подобного рода используют гипотезу о 

компактности физического пространства-времени по дополнитель

ным измерениям с чрезвычайно малым характерным масштабом ком-

пактификации / порядка 10 см. /, что согласуется с ненаблю

даемостью дополнительных размерностей в обычном смысле. Про

цедура усреднения по зависимостям от дополнительных координат 

/ размерная редукция / позволяет из исходных многомерных вы

ражений получить стандартные 4-мерные лагранжианы. 

В серии работ I - 3] развиваются многомерные теории с 

топологией M^x S'*S*S', объединяющие гравитационное взаимо
действие с электрослабыми и электросильными. При этом, как 

правило, приходится выходить за рамки римановой геометрии 

/ использовать геометрию с кручением, либо комплексифициро-

ванную метрику /. 

Однако можно получить неабелеву структуру калибровочных 

взаимодействий оставаясь в рамках римановой геометрии [.5] , 

если использовать внутреннее пространство более сложной то

пологии, а именно Мч* 5г<5. При этом расщепление и размерная 

редукция скалярной кривизны *R приводят к лагранжиану систе

мы из гравитационного поля и 2>U(i)xU(D -симметричных полей 

Янга-Миллса. Группа калибровочной симметрии соответствует 

группе изометрий метрики внутреннего пространства. 

Аналогично работам [i - 3^ осуществляется генерация масс 

калибровочных полей. Конформное преобразование, нарушавдее 

исходную SUU-)*U0) -симметрию метрики внутреннего простран

ства, приводит к появлению конформно-выделенных слагаемых, 

которые после размерной редукции образуют массовые вклады 

калибровочных полей и члены взаимодействия скалярного поля 

Хиггса с ними. При этом конформный фактор Уу разлагается в 

ряд по гармоническим функциям, коэффициенты которого подби

раются соответствующим образом. 
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Как и во всех теориях подобного рода фермионное поле "У 

вводится в геометрию извнедобавлением к лагранжиану бозон-

ных полей слагаемого L V ГА Da У • Его расщепление и 
размерная редукция позволяют получить ставдартный лагранжи

ан фермионного сектора модели Вайнберга-Салама, вюшчащий 

члены взаимодействия с хиггсовскйм и векторными полями, а 

также массовые слагаемые. Последние обязаны своим происхож

дением множителю У/ в исходном многомерном выражении. Без 

него фермионы остались бы безмассовыми. Примечательно, что в 

данной модели проблемы планковских масс не возникает. Волно

вые функции известных частиц / их левые и правые компоненты/ 

выделяются должным образом из 8-компонентного спинора в 

7-мерном многообразии. 

Радиусы сферы fl и окружности Г внутреннего простран

ства S1 и S1 оказывются связанными соответственно с констан

тами £ и модели Вайнберга-Салама [б] и эйнштейновской 

гравитационной постоянной : 

„ 9  3  / „ П *  1 6 Н &  
I  ~  2 r (з ) Г ~  

и представляют собой длины порядка планковских. 

Таким образом, изложенная схема позволяет на основе рима

новой геометрии 7-мерного многообразия с топологической 

структурой в виде прямого произведения M4*S1*S>i объединить 

лагранжианы гравитации и стандартной модели электрослабых 

взаимодействий Вайнберга-Салама. 
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НЕИЗБЕЖНОСТЬ ВРЕМЕННОЙ ВАРИАЦИИ НЬЮТОНОВСКОЙ 

ПОСТОЯННОЙ В ТЕОРИИ СУПЕРСТРУН 

В.Д.Иващук, В.Н.Мельников 

ВНИЦПВ (Москва) 

1. Высказанная в 1937г. Дираком идея о возможности вре

менной вариации ньютоновской постоянной (j[I ] получила ес

тественную реализацию в  работе(2J в  рамках IO-мерной £ 0 ( 3 2 ) ,  
Eg* Eg -супергравитации [3] с лоренцевым членом Черна-Сай-

мона [4] и членом Гаусса-Вонне, имеющими суперструнное про

исхождение [ 5  J  .  
Действие рассматриваемой модели имеет следующий вид j*2j : 

- - Г го ir FMV (I) 

" ( & M I V P Q  "  ̂  ̂ м ы  *  R Z ) ] }  + $F • 

В (I) -метрика, <р-дилатонное поле,/^д/-напряженность 

калибровочного поля Af4 » принимающего значение BüdQ, где 
4= So (32), е8®ел ; НМЫР -антисимметричный тензор: 

н = з1 hMA/pdxMAdxMAdxp=dß-arSY+tv3l . (2) 

В (2) B-2-форма, и/зу=^)^А"(ХЛР-зЛ/1ДЛА) -янг-миллсовская 

3-форма Черна-Саймона, -tr(Ш/KSI~ jfWAWAW) -лоренцев-
ская 3-форма Черна-Саймона, где LW -спиновая связность, от

вечающая некоторому реперу, диагонализирующему метрику, _St? -

- dar + urл и г  .  
2. Рассмотрим десятимерное многообразие 

H i 0  =  I R * t t % x K ,  ( 3 )  

где М% = S3, IR3, L' при К,-1,0,-1 соответственно, 

а К -многообразие Калаби-Яо [6] . Пусть тензор-энергии-им-
пульса имеет вид: 

Т= и )  

ri (Ъ) КЛ 3 />(С) * ̂ ' 
где # -каноническая метрика на г\ ̂  , у -метрика на 

К • Действие (I), источник (4) и анзатц: 
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$ a o )=-d.t®dLt+a%<A)g. a  
J +a%(t)g(6), (5) 

H  - 0 ,  (6) 
P = n t ) ,  (7) 

A - ad(i(w<6>)), (8) 

порождают космологическую модель "Фридмана-Калаби-Яо". В 

(8) 1^(6-спиновая связность на К, t ' SOС6)~^ ̂  -вложе

ние алгебры £0(6) . Нетрудно доказать существование В> , 
такого, что и=о . 

Уравнения движения, отвечающие действию (I) и источнику 

(4) в подстановке (5-8) эквивалентны следующей системе урав

н е н и й :  ъ а - * ( 1 с + а £ )  =  ( $ / № ) ( ( Г * ф г +  +  А ( > ( g f t )  

a>l?(k+äž-*2cL3ä3)=-( 9/юр*фг-х% + b6i (5б) 

afctc+äl +a3ä3)= -ез/isyp-гф3 - ('/3) р61 

x + п.) 
* - * 9  ( 7 а )  

где ^ б , Bg, С6 , Dg обращаются в 0 при CL£ti)^£&n£t-
3. В работе [2] рассматривался частный случай К=-1 , 
рЗ-Рб=0 , (pCt) = Cen&t . В этом случае авторам [2] 

удалось найти ассимптотику Cl^/Ci^ при t-*oо , и Как 

следствие оценить вариацию в современную эпоху: 

£ / £  «  * 1 0 ~ n ± i  Щ ~ !  
В общем случае система уравнений (5а-в), (7а) замыкается 

двумя уравнениями состояния десятимерной материи: 

F i ( t  >Р>Рз,рв)=0 , г = 4,2. о) 

Естественно требовать, что 

Р > О , рзЪО. (Ю) 

Возникает вопрос: существуют ли такие состояния материи (9), 

при которых реализуется космологическое решение с dgCt)-
= mu,t ? Нами получен отрицательный ответ на этот вопрос: 

при наличии ограничений (10), ни при каких уравнениях состо

яния (9) не существует решения (5а-в), (7а) с Q^Ci)=Cfftli/i . 
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Поскольку, как легко убедиться из (I), 

(j = г 

то тем самым доказана неизбежность временной вариации G .  
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ЧАСТИЦЫ, СТРУНЫ, МЕМБРАНЫ И ГРАВИТАЦИЯ 
П.Кууск 

Институт физики АН ЭССР (Тарту) 

I. Теорию бозонной струны и теорию гравитации Эйнштейна 

можно рассматривать как два члена в ряду теорий, опискваицих 

движение п. -мерных объектов в D -мерном пространстве-времени 

при помощи действий, имеющих определенный геометрический 

смысл: 

и = О - частица с массой jn , S ~ ~ t *  >  

rvt 1 - бозонная струна , S = j'f" , 

(г = 2, - мембрана , S J~$c" > 

П-3 D=4 - пространственноподобные 5 = jof** R I-«'" 
гиперповерхности (теория ' 
Эйнштейна в формализме АДМ). 

Все эти теории можно привести к виду (и+Л}-мерных теорий 

поля: 

n=0: s = -

n - i :  s -  f f ?  f  *  г  х и  4  _  ,  

n - Ä ;  

к = 3;d«4: s = j«*»* r («з*-") . 

Здесь |л, и D и - метрика Минсковского в D-мерном 
пространстве-времени. В перша трех действиях введены (но
мерные метрики V~", g'' , ̂  как вспомогательные независимые 
переменные. Геометрическое происхождение действий теперь вы
ражается в том, что все они общековариантны в (к + -О -мерном 
пространстве-времени своих координат. Следовательно, при пе
реходе к гамильтоновой формулировке мы получим во всех слу
чаях исчезающий гамильтониан и 6*-И) связей НА , входяцие в 
действие с множителями Лагранжа N" : 

s ж fd1""** < р<^ — n*h„) , а л-ч4. 

Имеем: 

«.«о: , рм = , n=v ,h=£(fv.p"-4-

  



ri-4: + , 

N °' ĵ r ' w < = - 1 h  • 

h.»x<p*,p.„ + ä*",401 #„-p"4*~ . 

При п=2 соответствующие выражения даны, например, в обзо
рах [1,2]. При п=3 получим известный формализм ДДМ [з]. 

В итоге мы можем исследовать бозонную струну методами, 

выработанными в рамках формализма АДИ для теории гравитации 

Эйнштейна, и наоборот. Такое сравнительное исследование в 

наиболее красивом виде проведено Тейтелбоймом [4]. 

2. Если мы переходим к соответствующим суперобъектам, все 

эти наглядные геометрические картины исчезают. В слинорной 

части суперпространства нельзя ввести метрику непротиворечи

вым образом и, следовательно, там понятие л-мерного объема 

не определено. Поэтому невозможно обобщать действия бозонных 

объектов на случай суперобъектов исходя из их геометрическо

го смысла (экстремальная длина, поверхность, объем). Нужны 

какие-то иные принципы, пригодные для обобщения действий в 

виде (ц+/() -мерных полевых теорий. Оказывается, что такие 

обобщения далеко не однозначны. Для суперчастицы, например, 

предложены действие Бринка - Шварца [5], действие Зигеля [6] 
и действие Баталина - Каллош - Ван Пройена Г7]• Для супер
струны имеем действия Грина - Шварца [8 J и Зигеля [9], для 

супермембраны - действие Бергсхоффа - Сезгина - Таунсенда 

[Ю]. Все они имеют свои преимущества, но у всех них струк
тура связей достаточно сложна и имеет по меньшей мере один 

из следующих недостатков: а/ разделение связей первого и вто

рого рода не является ковариантным относительно преобразова

ний Лоренца; связи второго рода порождают скобки Дирака, 

имеющие очень громоздкий вед» б/ калибровку относительно ло
кальной 5С -суперсимметрии нельзя фиксировать Лоренц-кова-

риантно; в/ связи первого рода не являются независимыми, сис

тему независимых связей нельзя ввделить Лоренц-ковариантнс. 

В отличие от этого, при обобщении теории гравитации Эйн

штейна к NM, D -Ц супергравитации никаких принципиальных 

трудностей не возникает. Требование локальной эг-суперсим

метрии (в данном случае это тросто суперсимметрия между гра
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витоном и гравитино) практически однозначно фиксирует 

действие. В нем сохраняется каноническая структура теории 

Эйнштейна, к которой добавляется фермионная связь S , гене

рирующая суперсимметрию [il]. 

Наиболее обнадеживающим подходом к изучению суперчастиц 

является недавно предложенное гармоническое пространство но

вого типа [12,13]. Перечисленные вше трудности в нем пре

одолеваются ценой введения дополнительных степеней свободы 

в виде внутреннего пространства с группой сишетрии Н = 
-50(8)*SOU,4) с S0M,3J = Gi . При помощи гармонических пе
ременных можно перейти от величин ковариантных по отношению 
к <3 к величинам ковариантнш по отношению к Н , не нарушая 
при этом G -ковариантности. В наиболее простой конструкции, 
например, используются гармонические переменные , 

где А* 4,..., IC - SO(1,9) MB спинорные ивдексы и a., d = 

- V.., * - Soft)спинорные индексы. Теперь каждому 5<ЖЗ) спи
нору 0Л можно сопоставить восьмикоыпонентные величины 
9"лг* , , являющиеся 50(4,9) -скалярами и 50(») -

спинорами. 

Непротиворечивое применение нового подхода к теории супер-
струн и супермембран пока отсутствуют. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Henneaux М. // Phys. Repts. 1985. V. 126. P. 1. 
2. Фрадкина Т. // Труды ®АН. 1986. Т. 167. С. 180. 
3. Arnowitt R., Deser S., Misner С. // Gravitations An Int

roduction to Current Research, ed. Ii.Witten. Hew York: 
Wiley, 1962. P. 227. 

4. Teitelboim C. // Quantum Theory of Gravity. Essays in 
Honour of B.DeWitt, ed. S.Christensen. Bristol: A.Hilger, 
1983. P. 327. 

5. Brink L., Schwarz J. // Phys. Lett. B.1981.7.100B.P»310. 
6. Siegel W. // Class. Quant. Grav. 1985. V. 2. P. L95. 
7. Batalin I., Kallosh R., van Proeyen A, II Preprint KUL-

TP-87/17 (1987). 
8. Green M., Schwarz J. // Nucl. Phye.B. 1984. V. B243. 

P. 285. 
9. Siegel W. // Nucl. Phys. E. 1985. Т. B263. P. 93. 
10. Bergshoeff E., Sezgin E., Townsend P.K. II Pbys. Lett.B, 

1987. V. 189. P. 75. 
11. Deser S., Kay J.H., Stelle K.S. 11 Phys. Rev. D. 1977. 

V. D16. P. 2448. 
12. Sokatchev E. // Phys. Lett. E. 1986. V. 169. P. 209j 

Class. Quant. Grav. 1987. V. 4. P. 237. 
13. Niseimov E.R., Pacheva S.J. // Phys. Lett. B. 1987. 

V. 189. P. 57; Preprints WIS 87/28,87/43,87/44 (1987),. 

Щ  



УРАВНЕНИЕ ЛИНЕАРИЗОВАННОЙ СУПЕРГРАВИТАЩИ 

Р.-K.P. Лойде, П.А. Суурварик 

Таллинский политехнический институт (Таллин) 

Исходя из массивного суперполевого уравнения движения 

для суперспина 3/2 [l,2], рассмотрим безмассовое уравне-

ггvz. 2. р° _ сс 

о 

lEti с Ег 

= 0> (I) 

где - векторное суперполе, фг. = 4 "• скалярное су-
перполе, - суперпроекторы. 

Привлечение дополнительного скалярного суперполя ф для 

суперспина позволяет вывести калибровочное преобразование 

и ограничение на источник прямо из уравнения (I). Запишем 

уравнение (I) в виде Ti<£ = О, тогда инвариантность при ка
либровочном преобразовании следует из оператор

ного равенства TiQ?= 0. В случае уравнения с источником 

71 <£ = f ограничение на источник = 0 вытекает из ра

венства О.1!? = 0. Общие калибровочное преобразование запи

шется в виде [3] 

8ф., - , (2) 

где £.3 биспинорное суперполе. Елъ и являются линей

ными комбинациями суперпроекторов и . Уравнение 

(I) калибровочно инвариантно тогда и только тогда, когда Q, 

Ь и с ограничены условием 

at = - —  с .  (3) 

и с< Ограничение на источник = 0 дается опера

тором 

Q, = j SEj*l > ( 4 )  

где Е31 , Esi выражаются через Eji и Е,г , и -у = 2-tS . 

Исходя из аналогии с обычными калибровочными полями, где 

калибровочное преобразование и ограничение на источник ли

нейны по производным, требуем, чтобы калибровочное преобра

зование (2) и ограничение на источник являются линейными 

по ковариантным спинорным производным . Это определяет 
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однозначно вид операторов Еп, Ег-j , и Ei7.. 

В итоге получим следующее суперполевое уравнение 13] 

( к = - а = 3/2) 

§[• -
dd = о (5) 

-i-5d3^ - £(бй)гф = о 

Уравнение (5) инвариантно относительно калибровочного преоб

разования 

§1Л*,&) -b^fetx.e) , 8ф(.*,в)-DfiCX.Q) (б) 

и имеет ограничение на источник 

(^0)«|1"М) - D^M)-О (7) 

Если фиксировать калибровку 4> = 0, получим из (5) в слу

чае внешнего источника следующее уравнение 

hlQ - £ £va?5,yf dkx - jr 

^•d02xkx - } 

Уравнение (8) инвариантно относительно преобразования 

su*m) (9) 

при условии Dz = 0. 
Уравнение (8) является модифицированным вариантом уравне

ния Огиевецкого-Сокачева линеаризованной N = I суперграви

тации [4-6]. Калибровочное преобразование и ограничение на 

источник выткавт прямо из уравнения. Калибровочное преобра

зование (9) угадано в работе [7], ограничение на источник 

(7) выведено в Г4] как условие для супертока, вьщеляющее из 

^Ч*,©) суперспины 3/2 и 0. 

При а = fe = с = 0 получим уравнение, рассмотренное в ра

ботах [4-6]. Калибровочное преобразование для поля tv^Cx,©) 
имеет общий вид (2), но не является линейной по D* . Из (2) 

т 



получается преобразование [8] 

sw4*,©)« ci d/fccx.e)-^dd-dfiu©) (10) 

а из (4) ограничение на источник [4,5] 

[c^d^bd •+2-0(^d)gl]^()(,e) - о. (и) 

Из уравнения (8) вытекает компонентное уравнение для 

симметричного тензорного поля 

+ ̂v3^su?f-^(n^r-3''3yjk'!
r jr" (12) 

с калибровочным преобразованием SlJ*v = - Zy^" и 

ограничением на источник = 0. Полученное уравнение от

личается от линеаризованного уравнения Эйнштейна и от линеари

зованного уравнения релятивистской теории гравитации. Функция 

Грина уравнения (12) имеет вид 

&rv + +чгч<;*). (13) 

Рассмотренный здесь формализм применим и в случае N -

расширенной суперсимметрии. 
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КАЛИБРОВОЧНО-ИНВАРИАНГНЬЕ УРАВНЕНИЯ 

ДЛЯ СИММЕТРИЧНОГО ТЕНЗОРНОГО ПОЛЯ 

Р.-K.P. Лойде, А.Р. Польт 

Таллинский политехнический институт (Таллин), 

Институт физики АН XGP (Тарту) 

Исходя из массивного уравнения спина 2 [I], получим об

щее безмассовое калибровочно-инвариантное уравнение для 

симметричного тензорного поля lj" 

•w*v + (-г - + 

+ (I) 

где а и (о два произвольных ненулевых параметра. Калибро

вочное преобразование имеет вид 

3v - to + э? £*. (2) 

Внешний источник имеет ограничение 

'  ( 3 )  

Инвариантная билинейная форма имеет вид 

  « tv+
r ч 0 - (4) 

Уравнение (I) выводится из лагранжиана 

l 29,lt+jv'3etk
r, + (^r-j:xajlf,

r'iffu,c+ 

+ Э''ЦдУ 
+ ^1Л> (5) 

л-

варьированием относительно сопряженной функции . 

Для уравнения (I) можно выбрать ковариантную калибровку 

- -žru """fr)'2''k-'v ~ о- (6) 

Функция Грина уравнения (I) в калибровке (6) имеет вид 

~ • (7) 

Рассмотрим два преобразования параметров а и I . 

I) Преобразование а. -> а , I -» a.t, (JC Ф 0) оставляет ин
вариантным лагранжиан и ввделяет подмножество уравнений. 
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соответствующих одному и тому же калибровочному преобразо

ванию, но различным билинейным формам и ограничения на ис

точник. Преобразование а, -» a, Ь -> и-Ь эквивалентно следую

щему переопределению уравнения (I): W* + ^ VW\ = О, 

где уравнение (I) обозначено через W ̂  =0. 2) Преобразо

вание си-»я.а, t, -> Ь (Je ̂  0) выделяет подмножество уравне

ний, соответствующих одному и тому же ограничению на источ

ник, но различным билинейным формам и калибровочным преоб

разованиям. Преобразование <х лл , t -> 4 эквивалентно 

следующему переопределению полевых переменных: КГ -+ 

4г 
Линеаризованное уравнение Эйнштейна, применяемое в су

пергравитации [2], соответствует параметрам а = 4, = -\Г?/2. 

d - u l * v - ^ 3 ? t v < v - 4  э ^ ц  + ч г э ? ^ ^ г _ у ] г а ц " 0 -  ( 8 )  

Из (2), (3) и (6) получим 

ar - -jr £» ч , о , 9rtv^ - 4; 9vr - о. (9) 

В релятивистской теории гравитации [3,4] применяется 

уравнение, которое соответствует а = = vfi/2. 

• ̂-ЭГЭ^-Э^'Г-^ГоЦ - О. (Ю) 

Из (2), (3) и (б) получим 

згиг»=о. (ii) 

Уравнение (10) следует применять и в ковариантной теории 

замкнутых бозе струн [5], где требуется поле к1*" , удов

летворяющее Ъ^ЬХ" = 0. В данном случае последнее условие 

вытекает из выбора калибровки. 

Функций Грина уравнений (8) и (10) совпадают. 
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НЕЙТРОННЫЕ ЗВЕЗДЫ И ПИОННАЯ КСВДЕНСАЦИй 

Ю.Л.Вартанян, Г.Б.Алавердян, Г.С.Аджян 

Ереванский госуниверситет (Ереван) 

Путем численного решения релятивистских уравнений гидро

статического равновесия (уравнения Тодмена - Оппенгеймера -

Волкова),дополненных уравнением для определения релятивист

ского момента инерции, исследуются интегральные характерис

тики и внутреннее строение холодных сферически-симметричных 

небесных тел, вещество которых содержит развитый пионннй 

конденсат. г .. 

Явление пиокной конденсацииLJ , как известно, приводит 

к ван-дер-ваальсовскому характеру уравнения состояния Р(П) 

(Р - давление,П -плотность барионов). При этом оказывается, 

что энергия £ , приходящаяся на один барион, как функция 
плотности барионов в зависимости от значения недостаточно 

точно определенного из теории сильного взаимодействия мно

гих частиц параметра CL = g^d-lD/F2 ( $А - аксиальная 

константа, F - константа распада пионов, а У - фактор, 
учитывающий корреляционные эффекты) может иметь как отрица

тельный минимум (Ehin
< О ), так и положительный (Sn,in> О ), 

Это обстоятельство приводит к двум альтернативным возмож

ностям: 

а) Если в природе реализуется случай , то одно

временное сосуществование развитого пионного конденсата и 
нормального вещества нейтронной звезды невозможно. Звезда с 

центральной плотностью больше порога рождения пионного кон

денсата в этом случае состоит только из Л -конденсированно

го вещества, так что помимо белых карликов и нейтронных 
звезд может существовать новая ветвь сверхплотных устойчивых 
космических объектов, названных пионннми звездами [2,3] . 

Плотность на поверхности таких звезд скачкообразно падает от 
сверхядерных значений до нуля. Кельвиновское время остывания 
таких объектов обусловлено только фотонным каналом потерь 
энергии? и гораздо меньше, чем у обычных нейтронных звезд. 
Протекание специфических ядерных процессов на поверхности пл

енных звезд при акреции вещества может привести к феноыецу 

/!2э 



TT - пульсара. Здесь мы не рассматриваем более плотные объек

ты - странице звезда, состоящие из кваркового вещества [4]. 

б) Если же пионная конденсация хоть и приводит к миниму

му £ , но £„^>0, то при плотностях больше пороговой плот
ности рождения 7Г - конденсата происходит фазовый переход 

первого рода со скачком плотности. Звезда из такого вещества 

в области центральных плотностей вше порога рождения кон

денсата является слоистым объектом, в центре которого нахо

дится сверхплотное ядро из Л - конденсированного вещества, 

а оболочка состоит из обычного вещества нейтронной звезда. 

Вычисления проводились с четырьмя разными уравнениями со

стояния, полученными путем комбинации двух уравнений состо

яния нормального вещества Пандерипавде (PN) к Бете-Джонсо-
на (ВО ) с несколькими значениями параметра развитого пион
ного ковденсата а. 

Уравнение состояния PN а =0,6 приводит к случаю £т^0 
(пионные звезды). Для трех других уравнений состояния £mi>0 
и возможен фазовый переход первого рода с параметрами, при

веденными в таблице. 

Уравнение состояния 
im* 

Pi 
10'5 г/см3 

п2 

fm-3 

?г 
WVcm3 

Po 
103 дин/см2 

PN а = 0,475 
BJ а* 0,411 
ВЗ а - 0,5 

0,198 

0,471 

0,322 

0,338 

0,845 

0,568 

0,985 

0,674 

0,655 

1,713 

1,280 

1,180 

0,546 

8,311 

3,166 

На Рис.1 представлены результаты численного расчета ра

диальной (е Л a gTt) и временной (е ̂ s goo) компонент метричес

кого тензора в зависимости от расстояния до центра звезды. 

Кривая I соответствует конфигурации пионной звезда с массой 

М =1,15 1% в случае уравнения состояния PN а=0,6 , кривая 

2 - конфигурации слоистой звезда с массой М=1,12 М0 в слу

чае уравнения состояния В J CL =0,5 . Излом кривой ё х  в 

случае I происходит на поверхности пионной звезда, а в слу

чае 2 - на поверхности ядра слоистой нейтронной звезда. 

На Рис.2 представлена зависимость массы М от радиуса R. 

Кривая I соответствует случаю пионной звезды, кривые 2-4 — 
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слоистым звездам с ТС - конденсатным ядром. 
В случае слоистых звезд кривая N - R имеет излом в 

точке, соответствующей критической конфигурации с централь

ным давлением Р0 ( Р0- давление фазового перехода ). 

1,0 

0,5 

0,0 

0 5 

2 

е 

е 

о 

0 5 10 15 Г 

Рис.1. Рис.2. 

При значениях параметра скачка плотности Л - PtA9,+PJ<*) боль
ше 3/2 кривая М - R. зависимости имеет локальный пилообраз

ный максимум( кривые 2 и 3 на Рис.2.). Конфигурации с малыми 

ядрами в этом случае неустойчивы относительно радиальных 

колебаний, что может приводить к взрывообразному выделению 

энергии, нападобие взрыва сверхновой. 
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