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1 Sissejuhatus: pohitulemuste tutvustus, moisteid ja
tahistusi

Olgu X®Y Banachi ruumide X ja Y projektiivne tensorkorrutis (vt. definitsioon 4.6).
On hésti teada, et iildiselt ei séilita projektiivne tensorkorrutis alamruumi struktuuri
(vt. naiteks |2, lk. 230-231]). Teisisonu, kui X ja Y on Banachi ruumid ja Y on
isomorfne Banachi ruumi Z alamruumiga, siis ruum X®Y ei pruugi olla isomorfne
ruumi X ®Z alamruumiga. Grothendieck on oma kuulsas ,,Memuaaris“ [4, pt. I, lk. 40,
laused 1 ja 2| tdestanud jargmised tulemused tdiendatavate alamruumide kontekstis
(operaatorite tensorkorrutise S ® 1" definitsioon on antud osas 5.1).

Teoreem 1.1 (Grothendieck). Olgu X, Y, Z ja W Banachi ruumid. Olgu S : X —
W ja T :Y — Z isomorfsed kujutused. Kui ran S on tdiendatav ruumis W ja ranT
on tdiendatav ruumis Z, siis SQT : XQY — W®Z on isomorfne kujutus.

Teoreem 1.2 (Grothendieck). Olgu Z Banachi ruum ja olgu Y ruumi Z niisugune
kinnine alamruum, mis on tdiendatav oma teises kaasruumis Y **. Olgu Iy« kaasruumi
Y™ dihikoperaator ja tihistagu j 1Y — Z dihiksisestust. Siis loomulik sisestus Iy« ®j :
Y*QY — Y*®Z on isomorfne kujutus parajasti siis, kui alamruum 'Y on tdiendatav
ruumis Z .

On hésti teada, et ||S @ T|| = ||S||IIT]|. Seega, teoreemi 1.1 pdhjal leidub ¢ > 0
nii, et
cllullz < (S @ Thullz < [SIITHull= Yue XY,

kus || - || téhistab projektiivset tensornormi (vt. definitsioon 4.4).

Isomorfsete kujutuste ,headust® iseloomustab injektsioonimoodul. Té&histagu
L(X,Y) koigi ruumist X ruumi Y tegutsevate pidevate lineaarsete operaatorite Ba-
nachi ruumi.

Kui T € L(X,Y), siis tema injektsioonimoodul i(7) on defineeritud vordusega

i(T) =sup{c =0 : c||z|| <|Tz| Vze X}

(vt. nditeks [15, 1k. 26]). On ilmne, et i(T") > 0 parajasti siis, kui 7" on isomorfne
kujutus ehk teisisonu, ruum X on isomorfne ruumi Y alamruumiga.

Kaéesoleva magistritoé pohieesmérgiks on toestada teoreemi 1.1 kvantitatiivne
tugevdus ja teoreemi 1.2 kvantitatiivne versioon. Need on vastavalt allpool toodud
teoreemid 1.3 ja 1.4.

Edaspidises vajame jatkuoperaatori moistet. Olgu Y Banachi ruumi Z kinnine
alamruum. Operaatorit ® € L£(Y™*, Z*) nimetatakse jdatkuoperaatoriks, kui (®y*)(y) =
y*(y) iga y* € Y* jaiga y € Y korral. Mérgime, et jatkuoperaatori olemasolu on
samaviidrne tingimusega, et ruumi Y annulaator Y+ = {y* € Y* : ¢y*(y) =0Vy € Y}
on taiendatav ruumis Z*.



Teoreem 1.3. Olgu X, Y, Z ja W Banachi ruumid. Olgu S € L(X, W) ja T €
L(Y,Z). Kui leiduvad jitkuoperaatorid ® € L((ran S)*,W*) ja ¥ € L((ranT)*, Z*),
siis ST : XQY — WRZ rahuldab vorratusi

1 . ) . ; ;
W@(S)@(T) <i(S®@T) <i(9)i(T).

Banachi ruumide Z ja nende kinniste alamruumide Y paare, mille korral leidub
jatkuoperaator U € L(Y*, Z*) uurisid siistemaatiliselt Fakhoury [3] ja Kalton [7],
ning mitmesuguseid néiteid on toodud artiklis [12, osa 5.5].

Selleks, et vorrelda teoreemide 1.1 ja 1.3 viiteid, mérgime jargmist. Kui ruum Y
on tdiendatav ruumis Z projektoriga P ruumist Z ruumile Y, siis P* : Y* — Z* on
jatkuoperaator (vt. tdpsemalt lause 6.13). Teiselt poolt, iga Banachi ruumi Y korral
on loomulik sisestus jy« : Y* — Y*** jatkuoperaator, aga on hasti teada, et néiteks
Y = ¢; el ole taiendatav oma teises kaasruumis Y™ = [,.

Kui Y on ruumi Z kinnine alamruum, siis projektsioonikonstant \(Y, Z) on defi-
neeritud vordusega

AY,Z)=1inf{||P| : P € L(Z,Z) on projektor nii, et ran P =Y},

kus (Y, Z) = oo siis ja ainult siis, kui Y ei ole taiendatav ruumis Z (vt. néiteks,
[19, Ik. 112]). Kasutades ka iildlevinud kokkulepet, et 1/00 = 0 nédeme, et teoreem 1.2
sisaldub teoreemis 1.4.

Teoreem 1.4. Olgu Y Banachi ruumi Z kinnine alamruum ja olgu j : Y — Z
tihiksisestus. Kui ruum Y on tdiendatav oma teises kaasruumis Y**, siis kehtivad
jargmised vorratused:

1 1 1

< <i(ly- ) S MY, V™) o ———
Y. 2) MAKZ)Z(Y®ﬁ ( )MKZ)

Seetottu on Iy~ ® j isomorfne kujutus parajasti siis, kui alamruum Y on tdiendatav
ruumis Z ming parajasti sis, kui ruum Y on lokaalselt tdiendatav ruumis Z.

Lokaalselt tdiendatava alamruumi definitsiooni voib leida osast 7, kus on definee-
ritud ka lokaalse projektsioonikonstandi Aj.(Y, Z) moiste.
Grothendicki teoreemi 1.1 eeldustel jareldub meie teoreemist 1.3 (vt. teoreem 7.2),
et
. i(S) i(T)
S®T) > . )
isel)= AMran S, W) A(ranT, Z)
Tegelikult annab meie teoreem 7.2 siin parema hinnangu, kus projektsioonikonstan-
tide asemel on hoopis lokaalsed projektsioonikonstandid. Hoolimata sellest on iilal-

toodud hinnang konstandile i(S ® T') tépne, sest teoreem 1.4 niitab, et

Wy ®0) =377



niipea, kui Y on tdiendatav oma teises kaasruumis Y** projektoriga, mille norm on
1; naiteks siis, kui ruum Y on refleksiivne.

Magistrit6o koosneb seitsmest osast.

Magistrit6o pohiteoreemid 1.3 ja 1.4 toestatakse vastavalt osades 6 ja 7. Tegelikult
toestatakse teoreemi 1.3 asemel tugevam tulemus — teoreem 6.1 (vt. osa 6), mis néitab,
et teoreem 1.3 kehtib iga tensornormi a korral. See tulemus on néiteks kasulik Chevet—
Saphar’i tensorkorrutiste kontekstis. Teoreemi 6.1 arendatakse edasi ja teoreemis 6.14
toestatakse, et eksisteerib jitkuoperaator ruumide paari ran(S ®7T) C W®,Z korral.
Teoreeme 6.1 ja 6.14 rakendatakse osas 7 tensorkorrutiste lokaalselt tdaiendatavatele
ja tdiendatavatele alamruumidele. Seejuures toestatakse teoreem 7.2, mida voib pida-
da kéesoleva magistrit6é pohitulemuseks. Teoreem 7.2 kujutab endast Grothendiecki
teoreemi 1.1 kvantitatiivset tugevdust lokaalselt tdiendatavate alamruumide jaoks,
mis kehtib iga tensornormi korral. Teoreemi 7.2 kasutatakse teoreemi 1.4 toestamisel
osa 7 Iopus.

Osade 2-5 eesmargiks on arendada tensorkorrutiste teooriat tasemeni, mille taustal
Grothendiecki teoreemid ja magistritéo tulemused maoistetavad oleksid. Nende osade
koostamisel on tuginetud raamatule [18| ja artiklile [12], lisaks on kasutatud Gpikut
[13] ning raamatut |2]. Osas 2 uurime vektorruumide tensorkorrutist puhtalt algebra-
lisest vaatenurgast. Kolmandas osas anname Banachi ruumide algebralise tensorkor-
rutise tiksikasjaliku késitluse tuginedes raamatus [18] leiduvatele vihjetele. Neljandas
osas defineerime Banachi ruumide tensorkorrutisel projektiivse normi ning uurime
projektiivse tensorkorrutise X ®Y kaasruumi. Osutub, et ruumi X®Y kaasruumi voib
identifitseerida ruumina £(X, Y™*) (vt. lause 4.7). Viiendas osas vaatleme operaatorite
tensorkorrutist ning defineerime tensornormi.

T66s on kasutatud jargmisi tahistusi.

Olgu X ja Y vektorruumid iile korpuse K, kus K = R voi K = C. Ruumist X
ruumi Y tegutsevate lineaarsete operaatorite ruumi tdhistame L(X,Y). Ruumi X
algebraliseks kaasruumiks nimetame lineaarsete funktsionaalide ruumi L(X, K) ning
tahistame X* Kui X ja Y on Banachi ruumid iile korpuse K, siis ruumist X ruu-
mi Y tegutsevate pidevate lineaarsete operaatorite ruumi tahistame £(X,Y"). Ruumi
X kaasruumiks nimetame pidevate lineaarsete funktsionaalide ruumi £(X,K) ning
tahistame X*. Ruumi X {ihikoperaatorit tdhistame Ix. Vaatleme Banachi ruumi X
ruumi X** alamruumina, vottes iihiksisestuseks loomuliku sisestuse jx : X — X**
(vt. definitsioon 6.8). Kui £ on ruumi X osahulk, siis ruumi F lineaarset katet tahis-
tame span F.



2 Vektorruumide tensorkorrutis

Kaéesolevas osas defineerime vektorruumide algebralise tensorkorrutise tuginenedes
pohiliselt raamatule [18]. Téiendame raamatu [18| késitlust, lisades tulemuste iik-
sikasjalikud toestused.

2.1 Tensorkorrutise moiste, tensori iildkuju, elementaartensor

Tensorkorrutise elemendid — tensorid — defineeritakse kui teatavad lineaarsed funktsio-
naalid, mis tegutsevad bilineaarsete vormide vektorruumil.
Olgu X, Y ja Z vektorruumid.

Definitsioon 2.1. Kujutust B otsekorrutisest X x Y vektorruumi Z nimetatakse
bilineaarseks, kui
(Z) B()\ll’l + )\21’2, y) = >\13($1, y) + )\QB<$2, yg),
(i) B(w, payr + poy2) = 1 B(x, y1) + paB(x,y2)
igaz;,ze X, y,yeY, \i,u; €K, i =1,2 korral.
Bilineaarset kujutust B : X x Y — K nimetatakse bilineaarseks vormiks.

Bilineaarsete kujutuste (otsekorrutisest X x Y ruumi Z) vektorruumi tidhistame
B(X x Y, 7). Bilineaarsete vormide ruumi B(X x Y, K) tdhistame B(X x Y).

Olgu z € X ja y € Y. Vaatleme lineaarseid funktsionaale z @ y : B(X xY) — K,
mis on defineeritud jargneval viisil:

(z®@y)(B) = B(z,y)
iga bilineaarse vormi B € B(X x Y') korral.

Definitsioon 2.2. Vektorruumide X ja Y tensorkorrutiseks nimetatakse hulka
X®Y =span{z®@y:r€ X, yc Y} C (B(X xY))

kus
(z ®y)(B) = B(z,y).

Tensorkorrutis X ® Y on ruumi (B(X x Y))* alamruum, seega on X ® Y vektor-
ruum.

Lause 2.3. Kehtivad jargmised vordused:
(1) (T1+22) Y =11 QY+ 12 @Y,

(1 )x®(y1+y2) =T QY+ TR Yo,

(i) Mz ®@y) = (A\zr) @y =2 ® (\y),

(i) 0@y=2®0=0.



Toestus. (i) Olgu B bilineaarne vorm. Siis
(214 22) @Y)(B) = B(w1 +22,9) = B(a1,y) + B(a2,y) = (11 ®y)(B) + (22 ®y)(B),

seega (11 +22) QU =21 QY+ T2 @ .

(77) Olgu B bilineaarne vorm. Siis
(® (1 +12))(B) = B(x,y1 +y2) = B(w,51) + B(x,52) = (x @31)(B) + (x ©2)(B),

seega T ® (Y1 +y2) = T @ Y1 + T ® Y.

(77i) Olgu B bilineaarne vorm. Siis
Az ©y))(B) = M(z @ y)(B)) = A(B(z,y)) = AB(z,y) = B(Ar,y) = (\z @ y)(B).

Samas
AB(z,y) = B(z, \y) = (z ® A\y)(B).

Seega A(z®@y) =@y =12 A\y.

(iv) Olgu B bilineaarne vorm. Siis
0=0(z®y)(B) = (0x@y)(B) = (v @ 0y)(B),
seega 0@y =2 0=0. [

Kuna X ® Y =span{z ® y : z € X, y € Y}, siis tiiiipiline tensor ruumis X ® Y’
on kujul

u = z”: i @ Yi,
i=1

kus n on naturaalarv, \; € K, x; € X ja y; € Y. Oluline on panna téhele, et selline u
esitus ei ole ithene — iildiselt on mitmeid erinevaid viise antud tensori kirjutamiseks
iilaltoodud kujul. See on selge lausest 2.3. Muuhulgas saab elemendi ©u € X ® Y
esitada (kasutades tingimust (7)) kujul

u = le & Y;.
i=1

Selline tensori tldkuju on traditsiooniline ning edaspidises kasutamegi viimast ele-
mendi u esitust.

Iga nullist erineva tensori u € X ® Y korral leidub véikseim naturaalarv n, mille
korral on olemas u esitus, mis sisaldab n liiget. Olgu > | 2; ® y; selline esitus.

Lause 2.4. Kui n on vdiikseim naturaalarv, mille korral element u € X @ Y esi-
tub kugul w = > @ ® vy, siis hulgad {x1,..., 2.} ja {y1,....yn} on lineaarselt
soltumatud.



Toestus. Olgu n viikseim naturaalarv, mille korral element © € X ® Y esitub kujul

u =Y, x; ®y. Oletame vastuviiteliselt, et néiteks hulk {zy,...,x,} ei ole li-
neaarselt soltumatu. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et element x,, on esitatav
elementide x4, ..., 2,_; lineaarse kombinatsioonina:

Ty = NT1 + AoTo + -+ N1 Tp1.
Siis
Ty & Yn = ()\1!12'1 + -+ An—lxn—l) ® Yn = )\11’1 & Yn +--+ An—lxn—l ® Yn =

=1 ® Alyn +o T, Q )\n—lyn-

Niiiid saame elemendi u esitada kujul

n—1 n—1
U= Z(% R Yi + T @ NYn) = sz ® (Yi + Ain)-
i=1 =1

Seega leidub elemendi u esitus, mis sisaldab n — 1 elementi, mis on aga vastuolus
eeldusega. O]

Arvu n lausest 2.2 nimetatakse tensori jarguks. Tensorit, mille jark on 1, nimeta-
takse sageli elementaartensoriks. Elementaartensori iildkuju on x ® y, kus z # 0 ja

y #0.



2.2 Nulltensor ja lineaarse soltumatuse iilekandumine kom-
ponentruumidelt tensorkorrutisele

Olgu X ja Y vektorruumid ning X ® Y nende tensorkorrutis. Kiisimus, kuidas aru
saada, et kaks tensorit on omavahel vordsed, taandub kiisimusele, millal " | z; @ y;
on nulltensori esitus.

Lause 2.5. Olguu =Y ,z; ®y; € X @Y. Jargmised viited on samavidrsed:
() u=0;

(i) Soi p(z)o(y:) = 0iga ¢ € X*, ¢ € Y* korral;

(4i6)> " o(z:)y; = 0 iga ¢ € X* korral;

(iv) S°i, ¢(yi)zi = 0 iga ¢ € Y korral.

Toestus. (i) = (it). Olgu u =Y | x; ® y; = 0. Peame néitama, et
> ele)dly) =0
i=1

iga © € X* ¢ € Y* korral. Olgu ¢ € X*, ¢ € Y*. Vaatleme bilineaarset vormi, mis on
defineeritud jérgnevalt: B(z,y) = ¢(x)¢(y). Kuna u = 0, siis ka u(B) = 0 ja seega

u(B) = ZB(%,Z/O = Z@(%)Qﬁ(yz) = 0.

Jarelikult >0 o(z:)d(y;) = 0 iga p € X*, ¢ € Y* korral.
(ii) = (iiz). Olgu >_i, w(z:)d(y;) = 0 iga ¢ € X*, ¢ € Y* korral. Siis ¢ lineaarsuse
tottu

0= Zw(%)@b(%) = (b(z ©(25)ys),

millest jareldub, et 7" | ¢(x;)y; = 0 iga ¢ € X* korral.
(43i) = (iv). Olgu ¢ € Y*. Kui Y7, p(z;)y; = 0, siis

n

0= Cb(z o(T:)ys) = Z@(sz(yz) = SO(Z P(yi):)

i=1
sest ¢ ja o on lineaarsed. Seega ka Y., ¢(y;)x; = 0, sest viimane vordus kehtib iga
¢ € X* korral.
(iv) = (i). Olgu D7, ¢(yi)z; = 0 iga ¢ € Y* korral. Olgu A € B(X x Y). Olgu
E C X ja F' CY jargmised alamruumid:

E =span{ry,...z,} ja F = span{yi, ...y}

Olgu B kujutuse A ahend hulgale F x F'. Ruumid E ja F' on 16plikumo6tmelised, seega
saame neile valida 16plikud baasid. Olgu {ey, ..., e/} ruumi E baas ning {f1,..., fn}
ruumi F' baas. Leiduvad koordinaatfunktsionaalid

£1,...,a € B ja o1, ..., pom € F*

9



nii, et saame iga elemendi z = Zf;:l ae; € E jaiga elemendi y = > 7 b;f; € F

esitada vastavalt kujul

l m
=) a@)e jay=> @iu)f
i=1 =1

Niitd

=

= B(Zéi(az)ei,Z%(a:) 252 Ble;, f;)-

Elemendid B(e;, f;) soltuvad ainult baasidest, seega voime téhistada a;; := B(e;, f;).
Siis
l m m l
SN ci@)eiw)Blen f;) = Z Z ayei(r) = Yo (y)(Y_ age)(@).
i=1 j=1 j=1 = 7j=1 =1

Tahistame l
GJ = Zaijéi € Eﬁ.
i=1

Oleme saanud kujutuse B esituse
Blx,y) =Y _0;(x);(y),

kus 0; € E* ja p; € F*.
Valime ruumidele E' ja F' algebralised tdiendid G ja H nii, et
X=F®dGjaY =F&H.

Laiendame funktsionaale 6; ja ¢; vastavalt kogu ruumile X ja Y jargneval viisil: kui
r=x1+x9 € X, kus x1 € FE ja xs € G, siis defineerime

0;(x) = 0;(x1).
Laiendame funktsionaali ¢; ruumile Y sarnasel viisil. Niitid voime vaadelda kujutust
B kui bilineaarset vormi ruumil X x Y kasutades iilaltoodud B esitust. Kujutused A
ja B voivad olla erinevad bilineaarsed vormid ruumil X x Y, kuid nad iihtivad ruumil
E x F. Seega saame

= ZA(IEZ‘,yi) = ZB(%,%‘) = ZZ%‘(QM@Dj(yi) =

i=1 j=1

= Z 9]'(2 o;(yi)ri) =0

Viimane vordus on saadud kasutades eeldust (iv). Seega u(A) =0iga A € B(X xY)
korral. [

10



Lause 2.6. Olgu X ja Y wvektorruumid.
(a) Kui E C X ja F CY on lineaarselt soltumatud alamhulgad, siis {z ® y : = €
E, y€ F} onruumi X @Y lineaarselt soltumatu alamhulk.

(b) Kui {e; : i € I} ja {f; : j € J} on vastavalt ruumide X ja Y baasid, siis
{es® fj:(i,7) € I xJ} onruumi X @Y baas.

Toestus. (a) Olgu E C X ja F' C Y lineaarselt soltumatud alamhulgad. Oletame
vastuviiteliselt, et hulk {x ® y : x € E, y € F'} ei ole lineaarselt soltumatu. Sel juhul
leidub element

uzzn:&il?i@)yi:oa

i=1
kus x; € E, y; € F ja nditeks \; # 0. Siis lause 2.5 pohjal

D Aip(a)y: =0
=1

iga o € X* korral. Hulk F on lineaarselt sdltumatu, seega
Xip(x;)) =0, i=1,...,n,

iga o € X* korral. Kuna \; # 0, siis ¢(2;) = 0 iga ¢ € X* korral. Jérelikult z; = 0,
mis on aga vastuolus hulga F' lineaarse soltumatusega.
(b) Olgu hulgad E = {e;,i € I} ja F' = {f;,j € J} baasid. Siis elemendid

Gi,i S -[7 ja fj)] € ‘]7
on lineaarselt s6ltumatud ning osa (a) pohjal on ka elemendid
€Z‘®fj,i < ],j < J,

lineaarselt soltumatud. Naitame, et iga element x @y, x € X, y € Y, avaldub elemen-
tide e; ® f; lincaarse kombinatsioonina, sest siis avalduvad ka kdik tensorkorrutise
X ®Y elemendid Y ; ® y; elementide ¢; ® f; lineaarsete kombinatsioonidena.
Kuna hulgad E ja F' on baasid, siis leiduvad 16plikud hulgad Z C I ja J C J nii, et

= e, y= Bif;

i€l jed
Seega
$®y22@i€i®25jfj = Z e ® Bif; = Z a;Bi(e; @ [;).
i€T jeg i€T, jeT i€Z, jeJ
Jarelikult on hulk {e; ® f; : (4,j) € I x J} ruumi X ® Y baas. O
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2.3 Tensorkorrutis X ® Y kui ruumi L(X* Y) alamruum

Osas 2.1 defineerisime tensorkorrutise X ® Y kui lineaarsete funktsionaalide ruumi
(B(X x Y))* alamruumi. On olemas veel teisi, vordselt loomulikke lihenemisviise.
Kaéesolevas osas ndeme, et tensoreid on voimalik vaadelda ka lineaarsete kujutustena.

Teoreem 2.7. Tensorkorrutis X®Y on algebraliselt isomorfne ruumi L(X*Y) alam-
TUUMLGa.

Toestus. Olgu u = > z; ® y;. Defineerime kujutuse 7' : X @ Y — L(X%Y)
vordusega

(Tu)(p) = Zsﬁ(ﬂ?z‘)yi, ¢ € X",

=1

n m

1 1 2 2

UIIE 171'@?/1'7“2:2 T; QY-
i1 i=1

Olgu

Siis iga A € K korral

n+m

ul+AuQ=ix§®y3+A§:x?®yfz Y rl @yl
=1 =1 =1

kus .
3 xi,t=1...,n,
i Ae? i=n+1,...,n+m,

3 {y},izl,...,n,
Yi = 2 s
yi,t=n+1,....,n+m.

Veendume koigepealt kujutuse Tu : X* — Y definitsiooni korrektsuses. Néitame,
et Tu ei sdltu elemendi u esitusest. Kui u; — uy = 0, siis iga ¢ € X* korral

(Tur) () — (Tus) () = Z o))y — Z p(al)y? = Z p(zd)yy,

kus

1
3 x;,1=1,...,n,
! —22 i=n+1,....,n+m,

3 yil,'L.:]_,...7TL7
Y, = 2
yi, t=n+1....,n+m.

Lause 2.5 pohjal > o(23)y? = 0, seega (Tuy) () — (Tua)(¢) = 0. Jérelikult

TU1 = TUQ.

12



Niitame, et Tu € L(X*Y). Olgu o1, 92 € X, X € K. Siis

n n

(Tu)(p1 + Apa) = D> (01 + dpa) (@) = > (pr(:) + Apa(:) )ys =

i=1 =1

= Z(gm(xi)yi + Apa(xi)yi) = Z ©1(zi)ys + Z o2 (i)Y =

- Z 901 xz Yi + A ZQDZ xz Yi TUJ)(S@l) + )‘(TU)(‘p2)

Niitame, et T’ on lineaarne. Olgu ¢ € X* ja

n+m

wy =y = S P @

Siis
(T'(u1 + Auz))(p) = (Tus)(p) = Z ()Y} = Z Dyp + Z

—-§:¢> %-%A§:49 = (Tur)() + A(Tus) ().

Néitame, et T" on injektiivne. Olgu Tu = 0. Siis
0= (Tu)(p) =Y pla:)y Yo € X,
i=1

Lause 2.5 pohjal u = 0.
Jarelikult on kujutus 7' algebraline isomorfism ning seega voime vaadelda ten-
sorkorrutist ruumi L(X* V') alamruumina:

X®Y cLXYY).
O

Analoogiline tGestus néitab, et tensorkorrutis X ® Y on algebraliselt isomorfne ka
ruumi L(Y*#, X) alamruumiga.
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3 Banachi ruumide algebraline tensorkorrutis

Raamatus [18| on tileminekud vektorruumide tensorkorrutiselt Banachi ruumide ten-
sorkorrutisele tehtud vihjamisi ja ilma iiksikasjalike toestusteta. Naiteks praktikas
vaadeldakse Banachi ruumide tensorkorrutist sageli ruumi (B(X x Y))* alamruumi-
na, mitte aga ruumi (B(X x Y))* alamruumina. Kuid raamatus [18] ei ole see tule-
mus antud ilmutatud kujul. Kéesolevas osas anname Banachi ruumide algebralise
tensorkorrutise tiksikasjaliku késitluse tuginedes raamatus [18] leiduvatele vihjetele.

3.1 Banachi ruumide algebralise tensorkorrutise moiste ja null-
tensor

Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kuna X ja Y on vektorruumid, siis on defineeritud
nende kui vektorruumide tensorkorrutis (vt. definitsioon 2.2).

Definitsioon 3.1. Banachi ruumide X ja Y algebraliseks tensorkorrutiseks nimeta-

takse hulka
X®@Y =span{z®@y:2€ X, ye Y} C (B(X xY)),

kus
(z®y)(B) = B(z,y)
iga bilineaarse vormi B € B(X x Y') korral.

Kaasruumid X* ja Y* on {ildiselt tunduvalt véiksemad kui algebralised kaasruumid
X* ja Y*. Jdrgnev lause niitab, et nulltensori tuvastamiseks ei ole tarvis kasutada
koiki algebralise kaasruumi elemente nagu véidab lause 2.5, vaid piisab ka kaasruumi
elementidest.

Lause 3.2. Olgu X ja'Y Banachi ruumid, olguu =Y,  x;Qy; € X QY. Jargmised
vdited on samavdadrsed:

(4) u = 0;

(i6) 0 p(w)d(y:) = 0 iga o € X, ¢ € Y* korral;

(1id)> "7 p(xi)y; = 0 iga ¢ € X* korral;

() >0 o(yi)x; = 0 iga ¢ € Y* korral.

Toestus. (i) = (ii). Kaasruumid X* ja Y* on vastavalt ruumide X* ja Y* alam-
ruumid. Olgu v = Y7 2; ® y; = 0. Lause 2.5 pohjal Y " o(z;)¢(y;) = 0 iga
o € X* ¢ € Y* korral. Jarelikult >0 o(z;)¢(y;) = 0 iga ¢ € X*,¢ € Y* kor-
ral.

(i) = (d4i). Olgu > 7" | p(x:)o(y;) = 0 iga ¢ € X*, ¢ € Y* korral. Siis ¢ lineaarsuse
tottu

0= Zw(%)@b(%) = (b(z ©(w4)ys)-

14



Kasutades teoreemi piisavast arvust funktsionaalidest, saame, et > " ¢(z;)y; = 0
iga ¢ € X* korral.
(ii1) = (iv). Olgu Y o | ¢(z;)y; = 0 iga ¢ € X* korral, siis iga ¢ € Y* korral

= cb(z o)) = Z ()b (y;) = ¢(Z d(yi)z,).

Teoreemi piisavast arvust funktsionaalidest pohjal >\ | ¢(y;)x; = 0iga ¢ € Y* korral.
(iv) = (2). Olgu > | ¢(yi)x; = 0iga ¢ € Y* korral. Olgu A € B(XxY).Olgu £ C X
ja F' C Y jargmised alamruumid:

E = span{zy,...z,} ja F = span{yi, ...y, }.

Olgu B kujutuse A ahend hulgale E x F. Ruumid F ja F on Ioplikumootmelised,
seega saame neile valida baasid. Olgu {ey,..., ¢} ruumi E baas ning {f1,..., fm}
ruumi F' baas. Leiduvad koordinaatfunktsionaalid

€1,..., € X jap,...,on €Y"

vt. [13, lk. 227]) nii, et saame iga elemendi 2 = S0, a;e; € F ja iga elemendi
=1
y= Z;n:l bjf; € F esitada vastavalt kujul

1 m
- Zsi(x)ei jay = Z%’(y)f

Niitd

= B aiwlen 3o wile)f) = 3D ae)Bles £

j=1 i=1
Elemendid B(e;, f;) soltuvad ainult baasidest, seega voime tahistada a;; := B(e;, f;).
Siis
I m l m l
ZZ& Blei, f;) = Z% )Zaijgi(x) = Z%(y)(z aijei) ()
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
Téhistame

l
9] = Z&i]fi € X
=1

Oleme saanud kujutuse B esituse

B(x,y) = > 0;(x)¢;(y),



kus 6; € X* ja ¢; € Y*. Niitid voime vaadelda funktsionaali B kui bilineaarset vormi
ruumil X x Y kasutades iilaltoodud B esitust. Bilineaarsed vormid A ja B voivad
olla erinevad ruumil X x Y, kuid nad iihtivad ruumil £ x F. Seega saame

w(A) =3 Alwiys) = 3 Blawy) = DD 0i(w)ei(y) =

i=1 j=1

Viimane vordus on saadud kasutades eeldust (iv). Seega u(A) =0iga A € B(X xY)
korral. [

Maérkus 3.3. Raamatus [18] on lausele 3.2 viidatud jérgnevalt: It is easy to see that,
in applying the proposition (lause 2.5 kidesolevas t60s), the functionals used may be
restricted to lie in separating subsets of the relevant duals* [18, k. 4].
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3.2 Tensorkorrutis X ® Y kui ruumi (B(X x Y))* alamruum

Vektorruumide X ja Y tensorkorrutis defineeriti kui ruumi (B(X x Y))? alamruum.
Seega on ka Banachi ruumide X ja Y algebraline tensorkorrutis ruumi (B(X x Y))*
alamruum. Selles osas naitame, et Banachi ruumide X ja Y algebralist tensorkorrutist
voib vaadelda ka tokestatud bilineaarsete kujutuste B(X x Y') kaasruumi alamruumi-
na.

Olgu X, Y ja Z Banachi ruumid.

Definitsioon 3.4. Oeldakse, et bilineaarne kujutus B : X x Y — Z on tokestatud,
kui leidub positiivne konstant C' nii, et | B(z,y)| < Cllz||||ly]| iga x € X jay € Y
korral.

Defineerime tokestatud bilineaarsete kujutuste (ruumist X x Y ruumi Z) ruumis
normi jargnevalt:

1Bl = sup{[[B(z,y)[| : =]l < 1, |yl <1}

Saadud normeeritud ruumi téhistame B(X xY, Z). Osutub, et B(X xY, Z) on Banachi
ruum. Kui Z = K, siis tdhistame vastavat ruumi B(X x Y).

Teoreem 3.5. Kuit X ja 'Y on Banachi ruumid, sits alamruum
Vi=span{r @y, v € X, y € Y} C (B(X xY))",

kus (x ® y)(B) = B(z,y), B € B(X xY), on algebraliselt isomorfne algebralise
tensorkorrutisega X ® Y .

Toestus. Vaatame operaatorit 7T': X ® Y — V. kus
Tu= U|B(X><y), ueX®Y.

Néitame, et T on isomorfism. Margime, et T' on lineaarne, sest ahendamise ope-
ratsioon on lineaarne.

Néitame, et 7" on injektiivne. Olguu =", 2;®y;, € X ®Y korral u|gxxy) = 0,
st. iga B € B(X x Y') korral

u(B) = ZB(%,%) =0.

Olgu p € X* ja ¢ € Y*. Defineerime kujutuse B : X x Y — K vordusega

B(x,y) = p(x)d(y), v € X, y €Y.

Siis B € B(X x Y). Seega
> plr)p(y) =0Vp e X" oY,
=1

17



Kasutades lauset 3.2 saame, et u = 0.
Naitame, et T" on siirjektiivne. Vaatleme ruume

V=span{z®@y,z € X, y €Y}, kus (z®y)(B) = B(x,y), B B(X xY),

XY =span{z®@y,z € X, ye Y}, kus (z®y)(B) = B(z,y), Be B(X xY).

Seega piisab néidata, et iga v = x ® y € V korral leidub v € X ® Y nii, et Tu = v.
Olguv=2z®y e V. Votame u=2x®y € X ® Y. Siis ilmselt Tu = v.
m
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3.3 Tensorkorrutis X ® Y kui ruumi £(X*Y) alamruum

Vektoruumide X ja Y tensorkorrutist X ® Y vaatlesime osas 2 ruumi L(X*Y") alam-
ruumina (vt. teoreem 2.7). Kui X ja Y on Banachi ruumid, siis analoogiline samas-
tamine annab, et

X®Y CLX"Y).
Seda niitab alljargnev teoreem.

Teoreem 3.6. Banachi ruumide X ja Y algebraline tensorkorrutis X ® Y on iso-
morfne ruumi L(X*,Y) alamruumiga.

Toestus. Olgu uw = """  x; ® y;. Teoreemi 2.7 pohjal on kujutus

T:X®Y — LIXLY), (Tu)(p) = lz)y, ¢ € X,
i=1
algebraline isomorfism. Vaatleme kujutuse T'u ahendit

Tu:=(Tu)

v+ € L(X*Y).

Teoreemi 2.7 toestuse pohjal on kujutus 7u,u € X ® Y, korrektselt defineeritud ja
lineaarne, st. 7u € L(X*,Y).
Kujutus 7u on tokestatud, sest iga ¢ € X* korral

[T =1 pleuill < D el < el S il i

Seega Tu € L(X*)Y),u € X ® Y, ning oleme defineerinud kujutuse
T XY — L(X"Y)
vordusega

(Tu)(p) = Z e(xi)yi, ¢ € X7

i=1
Naitame, et kujutus 7 on isomorfism. Olgu u;,us € X ®Y ja A € K. Siis teoreemi
2.7 pohjal
T(Ul + /\Ug) = Tu1 + )\TUQ

Kujutus 7u on kujutuse T'u ahend ruumile X*, jarelikult
T(Ul + )\Ug) = ’Tu1 + )\TU27

st. kujutus 7 on lineaarne.
Néitame, et 7 on injektiivne. Olgu 7u = 0. Siis iga ¢ € X* korral

0= (Tu)(p) = Zw(%)yzu

19



Lause 3.2 pohjal u = 0.
Jérelikult on kujutus 7 algebraline isomorfism ning seega voime vaadelda ten-
sorkorrutist X ® Y ruumi £(X*,Y") alamruumina:

X®Y CLX"Y).
[l

Analoogiline tGestus néitab, et tensorkorrutis X ® Y on algebraliselt isomorfne ka
ruumi £(Y*, X) alamruumiga.

Sageli samastatakse operaator 7 u tensoriga u ning kasutatakse seda samastamist
tensorkorrutise definitsioonina (vt. néiteks [12]).

Definitsioon 3.7. Banachi ruumide X ja Y algebraliseks tensorkorrutiseks nime-
tatakse vektorruumi

X®Y:{in®yi, neN, ;€ X, y;, €Y} CLX"Y),

i=1

kus r ® y,x € X,y € Y, on defineeritud vordusega

(x®@y)(z") = 2" (2)y, " € X"
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4 Banachi ruumide tensorkorrutis

4.1 Banachi ruumide tensorkorrutise moiste, projektiivne ten-
sorkorrutis

Kéesolevas osas defineerime Banachi ruumide X ja Y tensorkorrutisel X ® Y projek-
tiivse normi ning veendume, tuginedes raamatus [18] toodud tdestusele, et defineeri-
tud norm on ristnorm.

Definitsioon 4.1. Normi || - ||, tensorkorrutisel X ® Y nimetatakse ristnormiks (ehk
tensorkorrutisnormiks), kui

[z @ ylla = llzllllyll Ve € X, Yy €Y.
Algebraline tensorkorrutis ristnormiga || - ||, on normeeritud ruum. Téhistame
X®aY =(XQY, | ]a)

Definitsioon 4.2. Normeeritud ruumi X, tdieldiks nimetatakse Banachi ruumi X,
kui leidub ruumi X koikjal tihe alamruum X; nii, et ruum X, on isomeetriliselt
isomorfne ruumiga Xj.

Analoogiliselt sellega, kuidas toestatakse, et igal meetrilisel ruumil eksisteerib
taield (vt. naiteks [13]), saab toestada, et igal normeeritud ruumil eksisteerib téield.

Definitsioon 4.3. Ruumi X ®, Y téieldit nimetatakse Banachi ruumide X ja Y
tensorkorrutiseks (normiga || - ||o) ja téhistatakse X®,Y .

Kuna ruum X ®, Y on isomeetriliselt isomorfne tensorkorrutise X ®,Y alamruu-
miga, siis X ®, Y samastatakse selle alamruumiga ning vaadeldakse ruumi X ®, Y
tensorkorrutise X®,Y alamruumina:

X®,Y CX®,Y.

Definitsioon 4.4. Projektiivne norm || - ||, algebralisel tensorkorrutisel X ® Y defi-
neeritakse jargmiselt

lulle = EY  llzallllyall = u =) 2 @il
i=1 i=1

Lause 4.5. Projektizune norm || - || on ristnorm.

Toestus. Veendume koigepealt, et || - ||, on norm. Olgu u = >  z;Qy; € X QY.
Siis iga ¢ € X* ja ¢ € Y™ korral

1> elz)dya)l < Y Nelllzalllohlvall < lellllll D lalllyll-
i=1 i=1 i=1
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Kuna vorratus kehtib elemendi u iga esituse korral, siis

|Z¢xz yo)l < llellllelllull- (1)

Néitame, et ||ull, = 0 parajasti siis, kui v = 0. Olgu v = 0. Siis u on esitatav
kujul v = 0 ® 0 ja kehtib vorratus

0 < flull= < [lOffj0] = 0.

Olgu ||ul|r = 0. Vorratuse (1) tottu

n

| ) _wlx < lellliefllullz =0
=1

iga ¢ € X* ja ¢ € Y* korral. Seega >, ¢(x;)¢(y;) = 0 ning lause 3.2 pdhjal u = 0.
Néitame, et ||[Au|lz = |M||ul|-. Kui A = 0, siis on vorduse kehtimine ilmne.
Vaatleme juhtu, kus A # 0. Kui u =Y | 2; ® y; on elemendi u esitus, siis

n

M= (Az;) ® yi

i=1

ja seega
[Aullx < ZH (Azi)[llyill = |MZH%HH%H

Vorratus kehtib iga u esituse korral, seega || Au||, < |Al]jul|;. Sellest jareldub ka, et
lulle = 1A Al < IATH Al

ehk |Alfjullx < |[Mu||r. Kokkuvottes |Al||ul|- = ||[Au||--
Olgu uy,us € X ® Y ja olgu € > 0. Valime elementide u; ja uy esitused

n m
= w0y, us =) 2 ey
i=1 =1
selliselt, et
n m
S ety < Huslle + 50 >~ I llg2] < sl + .
i=1 =1

Siis

utuy =Y w eyl + Yy #l ey
=1 =1
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mistottu
n m
lur + ualle < N2 Hly |+ 21521 < ulle + uzllx + <.
i=1 i=1

Vorratus kehtib iga e > 0 korral, seega ||uy + uz||» < |Jui|lx + ||uz||«-

Lopetuseks néitame, et || - || rahuldab ristnormi tingimust. Vastavalt projektiivse
normi definitsioonile kehtib vorratus ||z ® y||» < ||z||||y||. Olgu funktsionaalid ¢ € X*
ja ¢ € Y* sellised, et ||| = ||6]| =1 ja o(z) = ||z||, ¢(y) = ||ly||. Kasutades vorratust
(1) saame, et

lz @ yllx =z @yll-llelli¢ll = le(@)e)] = [yl

Kokkuvottes kehtib vordus
[z @yl = [zl

ning || - || on ristnorm.

Definitsioon 4.6. Projektiivseks tensorkorrutiseks nimetatakse tensorkorrutist
XQY = X®,Y.

Projektiivsel tensorkorrutisel on lihtne kirjeldus tdnu Grothendieckile [4] (tGestust
voib vaadata niiteks [18, Ik. 21-22] ): iga u € X®Y esitub kujul

=Sy ks 3 ol < oo
i=1 i=1
kusjuures rida Y .2, z; ® y; koondub absoluutselt normi || - ||, jargi. Veelgi enam,
fulle = 603 el cu = 2 @ 0}
i=1 i=1
Edaspidi, kui me kirjutame
u = ixz Ry; € X®Y,

i=1

siis eeldamegi, et Y7 ||z ||| < oo
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4.2 Projektiivse tensorkorrutise kaasruum

Olgu X ja Y Banachi ruumid ja X®Y nende projektiivne tensorkorrutis. Kiesolevas
osas kirjeldame projektiivse tensorkorrutise X®Y kaasruumi (X®Y)* — niitame, et
teda voib identifitseerida ruumina £(X, Y™).

Siinkohal 1dheb meie késitlus oluliselt lahku raamatu [18] késitlusest. Raamatus
[18] antud toestuse skeem projektiivse tensorkorrutise kaasruumi kirjeldamiseks on
suhteliselt raskepérane — toestus on labi viidud bilineaarsete vormide terminoloogias
ning soovitud tulemuse saavutamiseks on kasutatud operaatorite pidevat jatkamist.
Alljargnevas anname alternatiivse toestuse projektiivse tensorkorrutise kaasruumi kir-
jeldamiseks, tuginedes Grothendiecki projektiivse tensorkorrutise kirjeldusele.

Lause 4.7. Kehtib vordus (X®Y)* = L(X,Y*), mis tihendab, et kujutus
T:L(X,Y") = (XQY)*,

kus
TN @) = Y (A, A€LXY), u=Y nopeXay, ()

on isomeetriline isomorfism ruumide L£(X,Y*) ja (X®Y)* vahel.

Téestus. Veendume koigepealt funktsionaali T(A) : X®Y — K definitsiooni korrekt-
suses.
Olguu= 3" = ®y € X®Y. Siis

[e.o] o0

Z|sz vi)| ZHA%HH%H D MAllzllyal = 1A syl
=1 =1

Rida Y%, ||z |||yl koondub, seega rida »:°, (Ax;)(y;) koondub absoluutselt. Jére-
likult (T'(A))(u) € K ning

|(T( Z (Awi) (o)l < D 1(Aza) (o)l < A il (3)
=1 i=1 i=1
Kuna vorratus (3) kehtib elemendi u iga esituse u = > .o, #; ® y; korral, siis
(TA)) ()] < JANnf O lzalllyall v =Y~ av @y} = | Allllull, (4)
i=1 i=1

kus vorratuse vasakul pool olev arv on defineeritud vordusega (2) (soltuvana elemendi
u esitusest).
Olgu uy,us € XQY,

oo oo
_ 1 1 o 2 2
—§ xz‘®%’7u2—§ T; QY.
i=1 i=1
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Naitame, et

(T(A))(ur — up) = (T'(A))(wr1) — (T'(A))(u2) (5)
Vaatleme vahet
uy — Uy = Zx ®y; — Zaz ® y? —Z(aﬁ Ry —1; ®Y) =

=5 @y — 2Ryl + 2, @Yy, — 15 D Ys +
Siis
(T(A)) 1 — ) = (Aah)(0}) — (Ao2)(42) + (Ach) () — (Axd)(o8) + - =

oo oo oo

> (s () = (Aed) ()] = Y _(Aeh(yi) — Y _(Aed)(y) =

i=1 i=1 i=1
= (T(A))(ur) = (T(A))(uz).
Néitame, et arv (T'(A))(u) ei soltu elmendi u esitusest. Olgu u; = us, st.
[ur — uz|x = 0.
Siis vorduse (5) ja vorratuse (4) pohjal
((T(A)) (1) = (T(A))(u2)| = [(T(A))(wr = us)| < [JAl[Jur = uallx = 0.
Jarelikult

(T(A)(ur) = (T(A))(u2).

Kontrollime funktsionaali T'(A

~—

lineaarsust. Koigepealt néitame, et

)(Au) = A(T'(A))(w).
Olguu=> " r;®y; € XQY. Siis

(T'(A

~—

((T(A))(Au) = (T'(A))(A Z T ® Yi) = (T(A))(Z Mz @ yi)) =
= (T A))(Z AT; @ yi) = Z(A(sz))(yz) = Z)‘(A< ))(y) =
= AZ(A(%))(%) = ANT(A))(w).

Veel jiib niidata funktsionaali T'(A) aditiivsus. Olgu uy, us € X®Y'. Siis vorduse (5)
tottu

(T(A) (w1 + uz) = (T(A)) (1 = (—ug)) = (T(A)) () = (T(A))(—uz) =
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= (T(A)(u1) + (T(A)) (uz).
Funktsionaal T'(A) on tokestatud, sest vorratuse (4) pohjal
(T(A) @) < [Allllull- Yu € XBY
Jérelikult on vordusega (2) defineeritud T(A) € (X®Y)*, kusjuures
1T (A < [A]l- (6)

Niitame, et kujutus 7' : L(X,Y*) — (X®Y)* on isomeetriline isomorfism ruu-
mide £(X,Y™) ja (X®Y)* vahel.

Kontrollime kujutuse 7' lineaarsust. Olgu A, B € L(X,Y™) ja A € K. Peame
niitama, et T(A + AB) = T(A) + AT(B). Olgu u = >7° ;@ y; € X®Y . Siis

T(A+ AB)(u) = Z((A + AB)z;)(y;) = Z(Axi + ABz;)(y;) =
Z (Azi)(yi) + (ABzi)(yi) = Z(A:vz-)(y» + Z(AB:vi)(yi) =

Z (Az;)(y;) + AZ Bx;)(y;) = T(A)(u) + AT(B)(uw).

Niitame, et kujutus 7 on siirjektiivne ehk iga funktsionaali f € (X®Y)* kor-
ral leidub A € £(X,Y™) nii, et T(A) = f. Defineerime operaatori A € L(X,Y™)
vordusega

(Az)(y) = f(z®y), € X, yeY.

Siis iga u =Y oo, 7; ® y; € X®Y korral

(T ) = D (A () = D Flas & 32) = D@y@ - f(w)

Tdestuse 16petuseks veendume, et kujutus 7" on isomeetriline. Olgu A € L£(X,Y™).
Vorratuse (6) pohjal on ||T(A)| < ||All. Néitame, et || Al < [|[T(A)]] :

[All = sup [[Az[| = sup [(Ax)y| = sup [(T(A))(z@y)| <

ll=lI<1 ll[l, [yl <1 llzll, [yl <1

< sup  |[[TA)lz @yl = [T sup(lzlllyll = IT(A)]-

=[], [yl <1 =l llyll<1

Kokkuvattes | T(A)|| = [|A]l-
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Analoogiline toestus niitab, et projektiivse tensorkorrutise X®Y kaasruumiks on
ka ruum L£(Y, X*) ehk (X®Y)* = L(Y, X*), mis tihendab, et kujutus

T: LY, X") — (XQY)*,

kus
o0

(T(A)(w) =) (Ag)(w:), A€ LY, X"), u=) 2,0y € XY,

i=1 i=1

on isomeetriline isomorfism ruumide £(Y, X*) ja (X®Y)* vahel.
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5 Operaatorite tensorkorrutis ja tensornormi moiste

5.1 Operaatorite tensorkorrutis

Olgu X, Y, Z ja W Banachi ruumid ning olgu X®,Y ja W&zZ tensorkorrutised.

Definitsioon 5.1. Operaatorite A € L(X, W) ja B € L(Y, Z) algebraliseks tensorkor-
rutiseks nimetatakse operaatorit A ® B : X ®,Y — W®zZ, mis on defineeritud
eeskirjaga

i=1 i=1

Lause 5.2. Operaatorite algebraline tensorkorrutis A ® B on lineaarne operaator.

Toestus. Olgu
Z{L’ Ry}, uy = Z[L’ RYEX®Y.

=1

Koigepealt veendume, et operaatorite algebraline tensorkorrutis on korrektselt
defineeritud. Olgu u; = us ehk (vt. lause 3.2)

Zw*( Za: Ny Vot e X*
i=1
Paneme téahele, et

(A® B)(u ZAZ‘ @Byl € ZaW,

=1

(A® B)(u ZAx @By € ZQW.

=1

Niitid iga funktsionaali z* € Z* korral A*z* € X* ning seetottu

n n n

> Z(Axh)Byl = B(Y_ =" (Az})y}) = B(Y_(A"=")(z})y}) =

=1 =1 =1

m

= (Z(A* ) zm:z* zm:z* Az?)By:.

=1 =1 =1

Seega (vt. lause 3.2)

iAm}@Byz ZAx ® By?, kui Zx Ry = Zx ® Y2

=1



Kontrollime, et (A ® B)(u; + uz) = (A ® B)u; + (A ® B)uy. Vaatleme summat

n+m

wtuy =y wleyl+) Bey=) doyl
=1 =1 =1

kus
{x},z—l, n,
T, = 2
i, t=n+1,...,n+m,
y}, 1=1,...,n,
yz: 2 _
yi,i=n+1,....,n+m
Niud

n+m n+m

(AR B)(u1 +up) = (A@ B)(D_ 2 @y)) = Az} @ By} =
=1 =1

n+m

:Zn:Ax§®By§+ > Ax?@Byg”:zn:Ax;l@By}Jrf:Ax?@By?:

i=1 i=n+1 i=1 i=1

= (A® B)u; + (A ® B)us.
Veel jaib niidata, et (A® B)(Mu) = AM(A® B)(u). Olgu u = """, z; ® y;. Siis

(A@B)Au) = (A2 BYA) m®y) = (A B)(D_Mzi®y) =

=1 =1

=(A®B)) M @y) =» A(\x;) @ By; = Y MAw; © By; =

=1 =1 =1
=AY Az; ® By; = M(A® B)u.
=1

]

Markus 5.3. Lause 5.2 toestusele on kirjanduses enamasti viidatud iihe lausega —
néiteks ,Evidently A® B is a well-defined linear operator” |2, lk. 228|. Raamatus [18§]
toodud toestuse skeemis kasutatakse tensorkorrutise lineariseerivat omadust, mida
me kéesolevas t00s ei vaatle.

Lemma 5.4. Olgu X normeeritud ruum, Y Banachi ruum ja Xo ruumi X alamruum.
Kui Xo on koikjal tihe ruumis X, siis igal operaatoril Ay € L(Xo,Y) on olemas tihene
jatk A € L(X,Y). Seejuures | A|| = || Ao]l-
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Lemma tdestuse voib leida naiteks opikust [13, lk. 149-151]. Uhest jitku A lem-
mast 5.4 nimetatakse operaatori Ay pidevaks jatkuks. Pideva jatku saamiseks laien-
datakse operaatorit Ay jargneval viisil: kui 2 € X on suvaline element ja (z,) C Xj
on selline jada, mille puhul z = lim,, x,,, siis defineeritakse

Ar = lim Agz,,.

Definitsioon 5.5. Olgu A € L(X, W) ja B € L(Y, Z). Kui operaatorite algebraline
tensorkorrutis A®B : X®,Y — W& 34 on pidev, siis tema pidevat jatku nimetatakse
operaatorite A ja B tensorkorrutiseks ja tdhistatakse samuti A® B. Sel juhul A® B €
LIX®Y,WR37).

Kui operaatorite tensorkorrutis eksisteerib, siis vastavat ristnormi kutsutakse iiht-
laseks. Uhtlase ristnormi definitsioon on jargmine:

Definitsioon 5.6. Oeldakse, et a = || - ||o on diktlane ristnorm, kui || - ||, on ristnorm
koikide Banachi ruumide X ja Y tensorkorrutistel X ® Y ning iga A € L(X, W) ja
B € L(Y, Z) korral operaatorite algebraline tensorkorrutis AQ B: X®,Y — W®,Z
rahuldab tingimust

lA® Bl < |Al|BI.

Lause 5.7. Olgu « iihtlane ristnorm. Kui A € L(X, W) ja B € L(Y, Z), siis eksis-
teerib A® B € L(X®,Y,W®,Z) ja |A® B|| = || Alll| B]-

Téestus. Lemmast 5.4 on selge, et eksisteerib A ® B € L(X®,Y, W®,Z) ja
[A® Bl < [A[lBI,

sest v on iihtlane ristnorm. Vastupidise vorratuse |A @ B|| > ||A]|||B|| toestamiseks
valime (z,) C Bx ja (y,) C By nii, et ||A|| = lim, ||Ax,|| ja ||B| = lim, ||By,||. Siis

[ANBI] = lim || Az, [ 1im [| By, || = lim || Az, [|[| By

Kuna « on tihtlane ristnorm, siis ||Az||||By|| = ||[Ax ® By|| iga x € X jay € Y korral.
Jérelikult

lim [| Az [[[| Bya|| = lim || Az, @ By, || = lim [|(A © B)(z, @ ya)|

<[[A@ Blllim [z, @ yo|| < [[A @ B.

]

Lause 5.7 on ildtuntud tulemus. Oma pohitulemuste toestamiseks vajame aga
allolevat lauset 5.9, mis annab operaatorite tensorkorrutise injektsioonimooduli jaoks
hinnangu iilalt. Lause 5.9 toestus tugineb jargmisele abitulemusele.
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Lemma 5.8. Olgu « thtlane ristnorm. Kui A € L(X, W) ja B € L(Y, Z), siis
A B=(A®Iz)(Ix ® B).

Toestus. Tensorkorrutise definitsiooni arvestades piisab vordus toestada elementaar-
tensoritel. Olgu r ®@y € X ® Y. Siis

(AR I7)(Ix @ B)(x®y)= (AR Iz)(x® By) = Ar® By = (A® B)(x ® y).
]

Lause 5.9. Olgu « thtlane ristnorm. Kui A € L(X,W) ja B € L(Y,Z), siis ope-
raatorite tensorkorrutis A® B : X®.Y — W&,Z rahuldab vorratust

i(A® B) <i(A)i(B).

Toestus. Olgu c||ullo < ||(Ix ® B)ul|o iga u € X ® Y korral, Valime tensori v = 2 ®vy
nii, et ||z|| = 1. Siis ¢||y|| < ||By|| iga y € Y korral. Seega i(Ix ® B) < ¢(T'). Sarnase
arutelu pohjal saame ka, et i(A® Iz) < i(A). Teame, et AQ B=(A® Iz)(Ix ® B)
(vt. lemma 5.8). Jérelikult

i(A® B) <i(A® Ip)i(Ix ® B) < i(A)i(B).

Héstituntud néide iihtlase ristnormi kohta on projektiivne norm.
Lause 5.10. Projektiiune norm on thtlane ristnorm.

Toestus. Definitsioonist 4.4 teame, et projektiivne norm on defineeritud koikide Ba-
nachi ruumide X ja Y tensorkorrutistel X ® Y ja lause 4.5 pohjal on projektiivne

norm ristnorm.
Olgu A € L(X,W) ja B € L(Y,Z). Vaatleme operaatorite A ja B algebralist
tensorkorrutist AQ B: X ®,;Y — X ®, Z,

(A®B)(>_xi®@y) =Y Ar; ® By,

i=1 i=1

Olguu=> " 2y € X ®,Y. Sel juhul kehtib vorratus

I(A® Bullx = | Az; @ Byilla < 3 || Az © Byl

=1 =1

<Y MAIBIz: @ yill= < TANBID S sl lly:ll-
i=1 i=1
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Kuna vorratus kehtib elemendi u iga esituse u = Y"1 | x; ® y; korral, siis
(A @ Bull= < [[A[lIBll[[ullz, ve X @Y.

Jérelikult ||A ® Bl < ||A||||B]]-
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5.2 Tensornorm; naited; tensornormi kaas-operaatorideaal

Tensornormiks nimetame 16plikult genereeritud iihtlast ristnormi (vt. [18, lk. 130]).

Definitsioon 5.11. Oeldakse, et iihtlane ristnorm a = ||-||, on loplikult genereeritud,
kui
lul| xo.y = inf{||u||pg.r : v € E®F, dimE < oo, dim F < oo},

kus £ C X ja F C Y on alamruumid. Tensornormiks nimetatakse 16plikult generee-
ritud tihtlast ristnormi.

Me teame (vt. lause 5.10), et projektiivne norm on iihtlane ristnorm. Projektiivse
normi definitsioonist (vt. definitsioon 4.4) on selge, et ta on 16plikult genereeritud.
Projektiivne tensornorm on vaid iiks ndide Chevet—Saphari tensornormide hulgas.

Definitsioon 5.12. Chevet-Saphari tensornormiks nimetatakse normi g, = || - ||,,,
mis on defineeritud vordusega

lully, = L@l )l = w= 25 ®y,},
j=1

kus 1 < p < o0, }—17 + é =1, [|(z})[l, on vektori (x;) = (x;)}-; norm ruumis /,(X), st.

(@)l = (5= )7 ja [l (ys)lly on vektori (y;) = (y;)7—y norm ruumis [7'(Y),
st 1)1y = sup{ (25 [y (wp)l) /e -y € Y7, |yl < 1}

Lause 5.13 ([18, lk. 135, lause 6.6]). Olgu 1 < p < oo. Siis Chevet-Saphari ten-
sornorm g, = || - ||g, on tensornorm ja g, thtib projektiivse normiga ™ = || - ||~

Definitsioon 5.14. Kui v = > z; ® y; € X @Y, siis tensori u transponeeritud
tensor u' on defineeritud vordusega u’ = > | y;®@x; € Y ® X. Kui a on tensornorm,
siis transponeeritud tensornorm o' on tensornorm, mis on defineeritud vordusega
luflar = fu'fla, v e X @Y.

Meil ldheb veel tarvis Banachi operaatorideaali moistet. Méargime, et (Banachi)
operaatorideaalide teooria on loodud Pietschi poolt (vt. [15]).

Definitsioon 5.15. Olgu £ koigi Banachi ruumides tegutsevate pidevate lineaarsete
operaatorite hulk. Hulka A C £ nimetatakse Banachi operaatorideaaliks, kui koikide
Banachi ruumide X ja Y korral ruumist X ruumi Y tegutsevate operaatorite hulka
A kuuluvate operaatorite hulk A(X,Y") on vektorruum, millel on defineeritud norm
|| - |].4, kusjuures on téidetud jargmised tingimused:

(i) A sisaldab koik 16plikumdotmelised operaatorid,

(i) kui S € A(X,Y), T € LW, X) ja R e L(Y, Z), siis kompositsioon RST kuulub
hulka A(W, Z) ning | RST .4 < [RI|S]AlIT]

(73) (A(X,Y),] - |l.4) on Banachi ruum.
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On teada (vt. naiteks [18, 1k. 187-190]) et iga tensornormi « korral leidub Banachi
operaatorideaal A nii, et (X®,Y)* = A(X,Y*) iga Banachi ruumi X ja Y korral (ka-
sutades tahistust raamatust [18], A = L,/). Sel juhul iitleme, et .4 on tensornormi «
kaas-operaatorideaal. Niiteks, kuna (X®Y)* = L(X,Y™) (vt. lause 4.7), siis projek-
tiivse tensornormi kaas-operaatorideaal on L.
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6 Isomorfsed kujutused ja jatkuoperaatorid

6.1 Teoreem 1.3 uildise tensornormi korral

Olgu X ja Y Banachi ruumid. Tuletame meelde, et T': X — Y on isomorfne kujutus,
kui T" on isomorfism ruumide X ja ranT vahel. See tdhendab, et operaator 7' on
lineaarne ning leiduvad konstandid ¢ > 0 ja d > 0 nii, et

clle]l < Te| < djz]] ve € X.

Tuletame ka meelde (vt. [15, 1k. 26]), et operaatori 7" € L(X,Y) injektsiooni-
moodul ¢(7) on defineeritud jargmiselt:

i(T) =sup{c>0 : c|z| < ||[Tz] Yz € X}.

Seega on T isomorfne kujutus parajasti siis, kui (7") > 0.
Tdestame teoreemi 1.3 (vt. Sissejuhatus) suvaliste tensornormide jaoks jargmiselt.

Teoreem 6.1. Olgu X, Y, Z ja W Banachi ruumid. Olgu S € L(X,W) ja olgu
T e L(Y,Z). Olgu o tensornorm. Kui leiduvad jitkuoperaatorid ® € L((ran S)*, W*)
ja ¥ e L((ranT)*, Z*), siis S@T : X®oY — W®Z rahuldab vorratusi

1

e (@) <A@ T) <i(S)(T).

Markus 6.2. Jatkuoperaatori olemasolu on oluline tingimus selleks, et S ® T oleks
isomorfne kujutus, ja injektsioonimoodulile (S ®T') antud hinnangud on teoreemides
1.3 ja 6.1 tapsed. Toepoolest, olgu Y Banachi ruumi Z kinnine alamruum, olgu j :
Y — Z iihiksisestus ja olgu loomulik sisestus Iy- ® j : Y*®Y — Y*®Z isomorfne
kujutus. Siis, nagu toestatud artiklis [12, teoreem 3.1| (vt. ka teoreem 7.6), leidub

jatkuoperaator ¥ € L(Y™*, Z*) nii, et i(ly- ® j) = m

Teoreemi 6.1 toestuse pohiosa sisaldub jargmises tulemuses.
Lause 6.3. Olgu X, Y ja Z Banachi ruumid ja olgu T :'Y — Z isomorfne kujutus.

Olgu « tensornorm. Kui leidub jatkuoperaator ¥ € L((ranT)*, Z*), siis Ix @ T :
X®Y — X®aZ on isomorfne kujutus, kusjuures

1 .
MZ(T)HUHa < lUx @ Tulla Yu e X@aY.

Toestus. Olguu =Y, z; ®y; € X ® Y. Piisab néidata, et

i(M)[ulla < [NII(Ix @ T)ullo-
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Kuna T on isomorfne kujutus, siis saame vaadelda isomorfismi Ty : Y — ranT
nii, et Toy = Ty iga y € Y korral. Veelgi enam, ||Ty|| = ||T|| ja i(T) = || Ty || ~* (vt.
niiteks 15, lk. 26]). Olgu A tensornormi « kaas-operaatorideaal. Kuna (X®,Y)* =
A(X,Y™), siis leidub operaator A € A(X,Y™) normiga ||A||4 = 1 nii, et

ol = (A ) = 3 (A (w) = S((T5) ™ Awe) (Ti)
= > (T) (T,

Operaator ¥ on jatkuoperaator, seega

n n

Z((TS)_IA%)(T%) = Z(‘I’(TS)_IA%)(T%)'

i=1 i=1

Teiselt poolt, W(T;)tA € A(X, Z*) = (X®42)*. Jarelikult

D (U(T7) ™ Awi) (Tys) = (W(T) A, (Lx @ T

< (T5) " Allall(Zx ® Thulla < [T I (Ix @ Thulla.

Me teame, et
ICTE) = (T = 1757 = (1)~
Jarelikult kehtib vorratus

lulla < TENGT)) M I(Ix @ T)ulla.

Teoreemi 6.1 toestus. Lemma 5.4 pohjal kehtib vordus
SRT=(S®1z)IxT).
Lause 6.3 pohjal

1. .
mz(T)HuHa < (Ux @ Tulla Yu € X®,Y.

Rakendades lauset 6.3 transponeeritud tensornormi o' korral saame, et

1. .
—Hq)Hz(S)HvHa < (S®@IZ)v|la Yv e XR®,Z.
Seega iga u € X®,Y korral saame
1 1
oD ulle < N(Ux @ Tulla < 1= (1S © T)ulla.
gl i(S)

Jarelikult vasakpoolne vorratus kehtib. Samas, lause 5.9 pohjal, kehtib ka parem-
poolne vorratus. O
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Markus 6.4. Lause 6.3 erijuht, kus Y on ruumi Z kinnine alamruum, 7’'=j5: Y — Z
on iihiksisestus ja o = m on projektiivne norm, toestati artiklis [12, teoreem 3.1].
Omakorda, selle tulemuse erijuhu, kus ||¥|| = 1, see tdhendab, et ¥ on normi séilitav

jatkuoperaator, toestas Randrianantoanina [16] ( vt. ka [1, teoreem 1.6] ja mérkus
7.4).

Anname niitid kaks vahetut jireldust teoreemist 6.1.

Jareldus 6.5. Teoreemis 6.1 on S ® T isomorfne kujutus parajasti sits kui S ja T
on isomorfsed kujutused.

Jareldus 6.6. Olgu o tensornorm. Olgu W ja Z Banachi ruumid, olgu X C W ja
Y C Z kinnised alamruumid. Olgu 7 : X — W ja k 'Y — Z dhiksisestused. Kui
leiduvad jatkuoperaatorid ® € L(X*,W*) ja ¥ € L(Y™*, Z*), siis loomulik sisestus

i@k X&) — We.Z

on isomorfne kujutus ja kehtivad jargmised vorratused:

1
e (k) < 1.
IRSNING

Maérgime, et kui jatkuoperaator ® € L(Y*, Z*) siilitab normi, st. || Py*|| = [|v*|
iga y* € Y* korral, siis || ®|| = 1. T6epoolest,

||| = sup [|Py*|| = sup ||y = 1.
ly* =1 ly* =1

Seetottu jareldub jareldusest 6.6 kohe

Jareldus 6.7. Olgu « tensornorm. Olgu X ja Z Banachi ruumid, olguY C Z kinnine
alamruum ja olgu 7 1Y — Z fdihiksisestus. Kui leidub normi sdilitav jatkuoperaator
® € L(Y*,Z*), siis loomulik sisestus Ix ® j on isomeetriline ja tensorkorrutis X @Y
on tensorkorrutise X®4,2Z alamruum.

Definitsioon 6.8. Olgu X normeeritud ruum. Operaatorit
jx X — X,
mis on defineeritud vordusega
(jxx)(z*) =2"(x), v € X, z* € X7,

nimetatakse ruumi X loomulikuks sisestuseks ruumi X ™**.
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Lemma 6.9. Olgu X normeeritud ruum. Siis loomulik sisestus jx on isomeetriline
isomorfism ruumide X ja ran jyx vahel.

Lemma 6.9 on héstituntud tulemus, selle tdestuse voib leida néiteks opikust [13,
k. 172-173|.

Tuginedes lemmale 6.9, vaadeldakse ruumi X ruumi X** alamruumina ning kir-
jutatakse X C X, samastades elemendid x € X nende isomeetriliste kujutistega
Ixxr € X*.

Erijuhul, kui Z = Y** ja & = jy« ning a = 7, saame jareldusest 6.7 Grothendiecki
klassikalise tulemuse, mis viidab et loomulik sisestus tensorkorrutisest X ®Y tensorko-
rrutisse X®Y** on isomeetriline ning ruum X®Y on alati ruumi X®Y** alamruum
(seda tulemust iildistab ja arendab jareldus 6.16 jargmises osas 6.2).

Jareldus 6.10 (vt. [4, pt. I, Ik. 41]). Olgu X ja Y Banachi ruumid. Siis loomulik
sisestus tensorkorrutisest XQY tensorkorrutisse X QY™** on isomeetriline.

Toestus. Vaatleme ruumi Y ruumi Y** kinnise alamruumina, samastades elemendid
y € Y nende isomeetriliste kujutistega jyy € Y**. Siis jarelduse 6.7 pohjal on loomulik
sisestus Iy ® j tensorkorrutisest X®Y tensorkorrutisse X ®Y** isomeetriline niipea,
kui leidub normi séilitav jatkuoperaator ® € L(Y™*, Y**).

Votame ¢ = jy-. Siis ||jy~y*|| = ||y*]| iga y* € Y* korral (vt. lemma 6.9). Ning
tegemist on jatkuoperaatoriga, sest

mistottu
Uy=y" )W) = Uvy)W") =y (y) Yy € Y™, Vy e Y.

Seega on loomulik sisestus tensorkorrutisest X®Y tensorkorrutisse X @Y ** isomeet-
riline.

]

Definitsioon 6.11. Olgu W Banachi ruum ja X tema alamruum. Oeldakse, et X
on tdiendatav, kui leidub projektor P € £L(W, W) nii, et X = ran P.

Teoreemi 6.1 ja tema jéarelduste 6.5, 6.6 ja 6.7 eeldused on taidetud tdiendavate
alamruumide korral. Kehtib nimelt jargmine tuntud tulemus.

Lemma 6.12. Olgu W Banachi ruum ja X tema alamruum. Operaator P € L(W, W)
on projektor ja ran P = X parajasti siis, kut ran P C X ja Px = x iga x € X korral.

Lemma 6.12 tdestuse voib leida néiteks opikust [13, lk. 259].

Lause 6.13. Kui Banachi ruumi W alamruum X on tdiendatav ja P € LW, W) on
vastav projektor, siis leidub jatkuoperaator ® € L(X*, W*) nii, et ||| = || P||
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Toestus. Kuna ran P = X, siis saame vaadelda operaatorit p € L(W, X), mis on

defineeritud vordusega
pw = Pw, we W.

Operaatori p kaasoperaator p* € L(X* W*) on defineeritud vordusega
(p*z")(w) = 2" (pw), =" € X*, w e W.
Kuna pxr = = iga x € X korral, siis
(p*x*)(x) = 2*(px) = 2*(z), 2* € X*, v € X.

Seega on operaator p* jatkuoperaator. Seejuures ||p*|| = ||p|| = || P||- O

Lause 6.13 tottu jareldub Grothendiecki teoreem 1.1 vahetult jareldusest 6.5. Tule-
tame meelde (vt. Sissejuhatus), et alamruumi taiendatavuse ndue on rangelt tugevam
kui jatkuoperaatori olemasolu noue.
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6.2 Jatkuoperaatori olemasolu tensorkorrutiste korral

Me négime jarelduses 6.5, et kui S ja 7" on isomorfsed kujutused, siis S ® T on
isomorfne kujutus. Néitame, et sel juhul leidub jatkuoperaator.

Teoreem 6.14. Olgu X, Y, Z ja W Banachi ruumid. Olgu S € L(X, W) ja olgu
T € L(Y,Z). Olgu « tensornorm. Leidugu jatkuoperaatorid ® € L((ran S)*, W*) ja
Ve L((ranT)*, Z*). Kui S ja T on isomorfsed kujutused, siis leidub jatkuoperaator
F e L((ran(S@T))", (WRaZ)*) nii, et |F| < ||®][¥].

Toestus. Olgu Sy : X — ran S ja Ty : Y — ranT sellised isomorfismid, et S = jSy ja
T = Ty ihiksisestuste j : ran S — W ja k:ranT — Z korral. Siis

ST = (j ®@k)(So®Tp)

ja jarelikult

ran(S®7T) Cran(j @ k) C (j®k)(ranS®ranT) =ranS @ ran T’
=S@T)(X®Y)Cran(S®T) =ran(S®1T),

sest S ® T on isomorfne kujutus (vt. jareldus 6.5). Seega
ran(S®7T) =ran(j @ k) =ran S @ ran 7.

Niisiis voime iildisust kitsendamata eeldada, et S = j, ran S = X, T =k, ranT =
Y jaran(j ® k) = X ® Y. Peame konstrueerima jatkuoperaatori

F e L(ran(j @ k))*, (W®,2)%).

Olgu J isomorfism ruumist X®,Y ruumile ran(j ® k) nii, et Ju = (j ® k)u
iga u € X®,Y korral; siis | J|| = ||j ® k|| = 1. Olgu A ja A! normile « ja tema
transponeeritud normile o vastavad kaas-operaatorideaalid. Kui f € (ran(j ® k))*,
siis J*(f) € (X®aY)* = A(X,Y*), WJ*(f) € A(X, Z%) ja (WJ*(f))"jz € A (Z,X7).

Jérelikult saame defineerida
F:(ran(j ® k)" — (W@a2)" = AW, Z%)
vordusega
(Ff,u) = (@(WJ"(f))jz,w'), f€ (ran(j®@ k)", ue W Z
Kuna

(Efu) < NI () izl acllu e < [T ()] allulla
< @I Mella = NSNS el
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siis £ € L((ran(j ® k)", (W@aZ2)") ja [|F]| < [¥[[]|®]. Kuna iga f € (ran(j ® k))*
jax € X,y €Y korral

(Ffiz@y) = (®(VJ(f)jz,y @ x) = (P((LJ(
= ((VJ* () y)(z) = (VT (flz)(y) = (J*(f)z)(y)
=(J'(f),zy) =f(J(z®y) = flr®y)

jaran(j ® k) = X ® Y, siis F' on jatkuoperaator.
O

Markus 6.15. Teoreemi 6.14 erijuht, kus X ja Y on vastavalt ruumide W ja Z
kinnised alamruumid, S = 5 : X — W jaT = k : Y — Z on iihiksisestused,
|¥]| = ||®|| =1 ja a = € on injektiivne tensornorm, toestati artiklis |9, lause 2.2].

Teoreemidest 6.1 ja 6.14 jareldub vahetult tuntud tulemus, mille esimene viide
on toestatud raamatus [18, lause 6.4] tuginedes lokaalse refleksiivsuse printsiibile ja
teine véide jareldub artiklist |8, lause 2.2 (vt. mérkus 7.4).

Jareldus 6.16. Olgu X ja Y Banachi ruumid ja olgu o tensornorm. Siis jx ® jy

sisestab ruumi X ®,Y isomeetriliselt ruumi X**®4,Y** ja leidub normi sdilitav jitku-
operaator ruumist (X @,Y)* ruumi (X*®,Y *)*.
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7 Lokaalselt taiendatavad ja taiendatavad alamruu-
mid
7.1 Lokaalne taiendatavus tensorkorrutistes

Olgu Z Banachi ruum ja Y tema kinnine alamruum. Sissejuhatuses oli defineeritud
projektsioonikonstant A(Y, Z) vordusega

AY,Z) =inf{||P|| : P € L(Z,Z) on projektor nii, et ran P =Y}
kus \(Y, Z) = oo siis ja ainult siis, kui Y ei ole tdiendatav ruumis Z.

Definitsioon 7.1. Olgu A > 1. Banachi ruumi Z kinnist alamruumi Y nimetatakse
lokaalselt \-tdiendatavaks ruumis Z, kui iga 1oplikumootmelise alamruumi £ C Z ja
iga € > 0 korral leidub lineaarne operaator 7': ' — Y nii, et Tx =zrigaxr € ENY
korral ja [|T']| < A +¢. Kui alamruum Y on lokaalselt A-tdiendatav ruumis Z mingi A
korral, siis 6eldakse, et alamruum Y on lokaalselt tdiendatav ruumis Z.

Lokaalselt tdiendatava alamruumi korral defineerime lokaalse projektsioonikonstan-
di vordusega

Noe (Y, Z) =inf{A > 1 : Y on lokaalselt A\-tdiendatav ruumis Z}.
On lihtne nédha, et infiimum saavutatakse. Seega
Xoe(Y, Z) =min{A > 1 : Y on lokaalselt \-tdiendatav ruumis Z}.

Niisiis, kui alamruum Y on lokaalselt téiendatav ruumis Z, siis Y on lokaalselt
Noc(Y, Z)-tdiendatav. Muuhulgas A.(Y,Z) = 1 tdhendab seda, et Y on lokaalselt
1-tdiendatav ruumis Z.

Téahistame A\j,.(Y, Z) = oo, kui alamruum Y ei ole lokaalselt tdiendatav ruumis
Z.

Kui Y on taiendatav ruumis Z projektoriga P ruumist Z ruumile Y, siis Py =y
iga y € Y korral, mistottu Y on lokaalselt || P||-tdiendatav ruumis Z. Jarelikult

Aloc(Y7 Z) < A(K Z)

Need kaks projektsioonikonstanti voivad olla erinevad isegi juhul, kui codim Y = 1.
Niiteks, olgu E suvaline Banachi ruum ja olgu F' = ¢y voi [,, 1 < p < oo. Kui
A(E,F) on ruumi £(FE, F') niisugune kinnine alamruum, mis sisaldab kompaktsete
operaatorite alamruumi K(E, F'), siis \,o(K(E, F), A(E, F)) = 1 (see jareldub John-
soni héstituntud tulemusest [6, lemma 1]). Kui aga seejuures codim A(FE, F') = 1, siis
AM(K(E,F),A(E,F)) =2 (vt. |11, jareldus §]).

Allolev teoreem 7.2, mida vo6ib pidada kéesoleva magistrit6o pohitulemuseks, on
Grothendiecki teoreemi 1.1 kvantitatiivne tugevdus lokaalselt tédiendatavate alam-
ruumide jaoks, mis kehtib iga tensornormi « korral.
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Teoreem 7.2. Olgu X, Y, Z ja W Banachi ruumid. Olgu S € L(X, W) ja T €
L(Y,Z) isomorfsed kujutused. Olgu o tensornorm. Kui ran S ja ranT on lokaalselt
tdiendatavad vastavalt ruumides W ja Z, siis SQT : X®,Y — W®aZ on isomorfne
kugutus, mis rahuldab vorratusi
i(S) iT)
Aoc(ran S, W) ' Aoc(ranT') 7))

<i(S®T) <i(S)i(T)

ja
Moe(ran(S @ T), W@, Z) < Nge(ran S, W) Noo(ran T, 7).

Toestus. Meenutame koigepealt moningaid teadaolevaid tulemusi. Lokaalse refleksiiv-
suse printsiip (vt. néiteks [14]) vdidab, et iga Banachi ruum on lokaalselt 1-tdiendatav
oma teises kaasruumis. Fakhoury [3, teoreem 2.14] ja Kalton |7, teoreem 3.5] toestasid
soltumatult, tuginedes lokaalse refleksiivsuse printsiibile, et Banachi ruumi Z kin-
nine alamruum Y on lokaalselt tdiendatav parajasti siis, kui leidub jatkuoperaator
U e L(Y*, Z*). Sel juhul (vt. [14, lause 3.3]), Aoe(Y, Z) < || ¥||. Teiselt poolt, kui Y on
lokaalselt A-taiendatav ruumis Z, siis tuginedes Lindenstraussi t66le [10], saab ndidata
(vt. [3, teoreem 2.14] v6i |7, teoreem 3.5]), et leidub jatkuoperaator ¥ € L(Y™*, Z*) nii,
et || V]| < A. Jérelikult leidub jatkuoperaator ¥ € L(Y™*, Z*) nii, et ||¥|| < Noe(Y, Z),
mistottu || U] = Noe(Y, Z).

Ulalmainitud tulemuste tttu on teoreemide 6.1 ja 6.14 eeldused téidetud, kus-
juures leiduvad jatkuoperaatorid ® € L((ranS)*, W*) ja ¥ € L((ranT)*, Z*) nii, et
1P|l = Noe(ran S, W) ja ||[¥|| = Noe(ran T, Z). Seega on S ® T' teoreemide 6.1 ja 6.14
pohjal isomorfne kujutus ning soovitud vorratused kehtivad. O]

Jareldus 7.3. Olgu Z ja W Banachi ruumid. Olgu X ja Y wastavalt ruumide W
and Z lokaalselt 1-tdiendatavad alamruumid. Olgu 7 : X — W ja k 1Y — Z
iihiksisestused. Olgu o tensornorm. Siis loomulik sisestus j @ k : X®oY — W®oZ
on isomeetriline kujutus ja X®,Y on tensorkorrutise W®4,Z lokaalselt 1-tdiendatav
alamruum.

Toestus. Jéreldub vahetult teoreemist 7.2, sest
i(7) = i(k) = Noe(X, W) = Nioe(Y, Z) = 1,
teoreemi 7.2 vorratuste pohjal i(j @ k) = 1 ja \ee(ran(j @ k), W®,Z) < 1 ehk
Moc(ran(j @ k), X®,Y) = 1.
[

Mirkus 7.4. Jarelduse 7.3 on toestanud Lima |8, laused 1.2 ja 2.2] tildise tensornormi
« korral ning Rao [17, teoreem 1 ja lemma 2| projektiivse ja injektiivse tensornormi
korral.
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7.2 Tensorkorrutise Y*®Y loomulik sisestus

Kéesoleva osa pohieesmérgiks on toestada teoreem 1.4 (vt. Sissejuhatus), mis kujutab
endast Grothendiecki teoreemi 1.2(vt. Sissejuhatus) kvantitatiivset versiooni.

Olgu Z Banachi ruum, olgu Y ruumi Z kinnine alamruum ja olgu j : ¥ — Z
{ihiksisestus. Vaatleme projektiivse tensorkorrutise Y*®Y loomulikku sisestust
Iy-®j: Y*®Y — Y*®Z. Grothendiecki teoreemis 1.2 eeldatakse, et Y on tiiendatav
oma teises kaasruumis Y** ning vaidetakse, et loomulik sisestus Iy« ® j on isomorfne
kujutus parajasti siis, kui alamruum Y on taiendatav ruumis Z.

Koigepealt anname tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et tensorkorrutise Y*®Y
loomulik sisestus Iy- ® j tensorkorrutisse Y*®Z oleks isomorfne kujutus Banachi
ruumi Z mistahes kinnise alamruumi Y korral. Selleks vajame {ildist abitulemust.

Lemma 7.5. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Olgu T € L(X,Y) isomorfne kujutus.
Siis 1ga x* € X* korral leidub y* € Y* nii, et THy* = x* ja
1 1

[l < Nyl < == [l2"]]-
177l iT)

Lemma tdestuse voib leida néiteks artiklist [5, 1k. 109].

Teoreem 7.6 (vt. [12, teoreem 3.1|). Olgu X ja Z Banachi ruumid, olgu Y C Z
kinnine alamruum ja olgu 7 1Y — Z tihiksisestus.
(a) Kui leidub jitkuoperaator ® € L(Y™*, Z*), siis loomulik sisestus

Ix®j: XQY - X7
on isomorfne kujutus ning kehtib vorratus

1

= Sillx ® ).
1l

(b) Kui loomulik sisestus Iy~ ® j : Y*®Y — Y*®Z on isomorfne kujutus, siis
leidub jdtkuoperaator ® € L(Y™*, Z*) nii, et

1

1]l oY)

Toestus. (a) Jarelduse 6.6 pohjal on Iy ® j isomorfne kujutus ning kehtib vorratus

1
= < i(lx ® 7).
1l

(b) Kasutades projektiivse tensorkorrutise kaasruumi kirjeldust, vaatleme ope-
raatori Iy- ® j kaasoperaatorit

(Iy« ® )"+ L(Y*, Z%) — L(Y*, V™).
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Loomulik sisestus Iy« ® j on isomorfne kujutus, seega lemma 7.5 pohjal leidub ope-
raator ® € L(Y*, Z*) = (Y*®Z)* nii, et (Iy- ® j)*® = Iy~ ja kehtib vorratus

1 1
Q| < ——=lIvl| = 57—
1] i ®j)|l i Y
Kuna iga y* € Y* jay € Y korral
(@y")(y) = (P,y" @y) = (@, (Iy- @) (y" ®@y)) = ((Iy- ® )P, y" ®y) =

= Iy, y" ®@y) =y (v),

siis ® on jdtkuoperaator. Eelnevalt tdestatud osa (a) pohjal

1 4 .
W < ’L(Iy* ®j)
Seega kehtib ka vordus
1 (Iy+ ® )
T = Wy 9 7).
1]

Teoreemi 7.6 tdiendab jargmine tulemus.

Teoreem 7.7 (vt. [12, teoreem 3.4]). Olgu Z Banachi ruum ja olgu Y C Z kinnine
alamruum. Sits jargmised vdited on samavddrsed.

(a) Loomulik sisestus tensorkorrutisest X®Y tensorkorrutisse X ®Z on isomorfne
kujutus iga Banachi ruumi X korral.

(b) Loomulik sisestus tensorkorrutisest Y*®Y tensorkorrutisse Y*®Z on isomorfne
kugutus.

(¢) Leidub jatkuoperaator ® € L(Y™*, Z*).
Sel juhul

i(Iy- ® §) < i(Ix ® j)

1ga Banacht ruumi X korral ja
i(ly- ® j) = max{1/||®|| : & € LY, Z") on jitkuoperaator},
kus j:Y — Z on thiksisestus.

Toestus. (a) = (b). Banachi ruumi Z kinnine alamruum Y on Banachi ruum. Ruu-
mi Y kaasruum Y* on Banachi ruum. Kui loomulik sisestus tensorkorrutisest X ®Y
tensorkorrutisse X®Z on isomorfne kujutus iga Banachi ruumi X korral, siis on ta
isomorfne kujutus ka Y* korral.

(b) = (c). Olgu loomulik sisestus tensorkorrutisest Y*®Y tensorkorrutisse Y*®Z iso-
morfne kujutus. Siis teoreemi 7.6 osa (b) pohjal leidub jatkuoperaator ® € L(Y™*, Z*).
(¢) = (a). Leidugu jatkuoperaator ® € L(Y™*, Z*). Siis teoreemi 7.6 osa (a) pohjal
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on loomulik sisestus tensorkorrutisest X®Y tensorkorrutisse X ®Z isomorfne kujutus
iga Banachi ruumi X korral.
Kehtigu samavaarsused (a) < (b) < (c¢). Néitame, et

i(Iy+ ® j) = max{1/||®| : & € L(Y™, Z") on jatkuoperaator}.

Olgu ® € L(Y*, Z*) jatkuoperaator. Siis teoreemi 7.6 osa (a) pohjal on loomulik
sisestus Ix ® j isomorfne kujutus ning

. , 1
i(Ix®Jj) > ol (7)
iga Banachi ruumi X korral. Siis ka
(Iy+ ®7) = !
iy ®J) 2 —-
1]l

Jérelikult
i(Iy« ® j) = sup{l/||®| : ® € L(Y™, Z") on jatkuoperaator}.
Teoreemi 7.6 osa (b) pohjal leidub jatkuoperaator @y« € L(Y™*, Z*) nii, et

1
[Py«

i(Iy- ® j) =
Seega saame, et
i(Iy+ ® j) = max{1/||®| : & € L(Y™, Z") on jatkuoperaator}.

Teoreemi toestuseks jaab veel ndidata, et i(ly« ®j) < i(Ix ®7) iga Banachi ruumi
X korral. Veendume selles. Kuna @y~ € L(Y*, Z*) on jitkuoperaator ja

. . 1
i(ly- ®J) = 72—

[@y- |’
siis vorratuse (7) pohjal
! <i(lx ® 7).
|| Dy
Seega
i(ly- ® j) <i(Ix ® j)
iga Banachi ruumi X korral. O

Lopetuseks anname teoreemi 1.4 toestuse.
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Teoreemi 1.4 toestus. Olgu Z Banachi ruum ja Y C Z kinnine alamruum ning olgu
7 Y — Z iihiksisestus. Eeldame, et Y on tiiendatav oma teises kaasruumis Y **.
Tuleb toestada, et kehtivad jargmised vorratused:

1 1 1
< <i(Iye ® ) < MY, Y™) - .
V.7 S z) S @) SAVYT) - T (8)

Kuna Y on tdiendatav ruumis Y** siis \(Y,Y*™*) < oo. Kui i(ly- ® j) = 0,
st. Iy~ ® j ei ole isomorfne kujutus, siis teoreemi 7.2 pohjal ei saa ruum Y olla
lokaalselt tdiendatav ruumis 7, st. Aj,.(Y, Z) = co. Seega ka A(Y, Z) = oo, ja vajalikud
vorratused kehtivad.

Olgu i(Iy- ® j) > 0. Siis projektiivse tensorkorrutise Y*®Y loomulik sisestus
Iy. ® j projektiivsesse tensorkorrutisse Y*®Z on isomorfne kujutus, seega teoreemi
7.6 pohjal leidub jatkuoperaator ® € L(Y™*, Z*) nii, et

1 . .
w = Z([y* ®j)

Operaatori ® kaasoperaator rahuldab tingimusi
OF € L(Z, V™), (@ 2)(y) = 2 (By*) V2™ € 2, V" € V™.
Vaatleme operaatorit ®*|y : Y — Y** ehk tdpsemalt operaatorit ®*j,j. Siis
(©*y)(y") = Uzy) (") = (Py")(y) =y (y) = Gyy)(Y") Vy" € Y™, Vy €Y,
sest ® on jatkuoperaator. Kuna vordus kehtib iga y* € Y* korral, siis saame, et
Py =y Vy ey.

Lisaks paneme tahele, et
1
i(Iy+ ®j)
Olgu P € L(Y™,Y™") suvaline projektor nii, et ran P = Y. Kunaran P C Y C
Z, siis saame vaadelda projektoriga P seotud operaatorit p € L(Y**,7), mis on
defineeritud vordusega

7] = |2 =

py** — Py**7 y** e Y**'
Niitid p®*|, € L(Z, Z) on projektor alamruumile Y, sest ran p®*|, C Y ning

(p®*|z)y =pPy=py=Py=yVyeY.

(Kasutasime lemmat 6.12). Vaatleme projektori p®*|, € L(Z,Z), ranpd*|; = Y,
normi:

2]

|zl < Iplll[@7] 21l < IPIN@7]| = ———"—.
Ip@®izll < llptlietlzll < WP = 77 =57
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Vastavalt projektsioonikonstandi definitsioonile kehtib seega vorratus

1P|
Y, Z) < ||p®*|z]| < ———,
( ) ”p ’ZH Z(Iy* ®j)

mistottu
MY, Z)i(Iy~ ® j) < ||P]).

Kuna viimane vorratus kehtib iga projektori P € L(Y**Y**), ran P =Y, korral, siis
Y, Z2)i(ly- @ §) < MY, Y™)
ehk

1
Y, Z)

i(ly- ®j) < MY, Y™)-
Teoreemi 7.2 pohjal saame ka, et

1 1
<
MY, Z) = Noe(Y, Z)

Veendume 16puks, et vorratustest (8) jareldub, et jargmised véited on samavéérsed:
(a) Iy« ® j on isomorfne kujutus,
(b) Y on taiendatav ruumis Z,
(¢) Y on lokaalselt tdiendatav ruumis Z.
Tdepoolest, kui kehtib (a), siis i(ly~ ® j) > 0, mistottu A(Y, Z) # oo, st. kehtib (b).
Kuid sel juhul A\j,.(Y, Z) # oo, st. kehtib (¢), mistottu i(ly- ® j) > 0, st. kehtib (a).
Teoreem 1.4 on toestatud.
O]

Jareldus 7.8. Olgu Z Banachi ruum, olgu Y ruumi Z kinnine alamruum ja olgu
7Y — Z diliksisestus. Kui'Y on refleksiivne, siis jargmised vdited on samavdidrsed.
(a) Projektiivse tensorkorrutise Y*®Y loomulik sisestus projektiivsesse tensorkor-
rutisse Y*®Z on isomorfne kujutus.
(b) Alamruum Y on lokaalselt tdiendatav ruumis Z.
(c) Alamruum Y on tdiendatav ruumis Z.
Sel juhul kehtivad vordused

oy — L1
NS =N (Y. 2) T NY, Z)

Y

Toestus. Teatavasti nimetatakse Banachi ruumi Y refleksiivseks, kui jy(Y) = Y**
ehk Y = Y™**. Siis Y on ilmselt tdiendatav oma teises kaasruumis Y** =Y, kusjuures
projektoriks P on tihikoperaator Iy. Seega A(Y,Y™**) = A(Y,Y) = 1 ning me saame
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rakendada teoreemi 1.4. Viidete (a)—(c) samavédrsus kehtib teoreemi 1.4 pohjal. Teo-
reemi 1.4 vorratused (8) omandavad kuju

o < <l ©4) <
~ X 1 * NS
A(K Z) /\loc(}/, Z) Y J

ehk , 1
@) =372 = v, 2)

]

Jareldus 7.8 rakendub néiteks juhul, kui Y =1, voi Y = L,(a,b), kus 1 < p < oc.
Sel juhul Y* = [, vdi vastavalt Y* = L (a,b), kus le + % —1
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Summary

Into isomorphisms in tensor products of Banach spaces
Vaiki Randala

Grothendieck proved, in his famous Memoir [4, Chapter I, p. 40, Corollaries 1
and 2|, the following two results for complemented subspaces.

Theorem 1.1 (Grothendieck). Let X, Y, Z, and W be Banach spaces. Let S : X —
W and T : Y — Z be into isomorphisms. If ran S is complemented in W and ranT

is complemented in Z, then S@T : XQY — W®Z is an into isomorphism.

Theorem 1.2 (Grothendieck). Let Y be a closed subspace of a Banach space Z and
let 7 :'Y — Z denote the identity embedding. Assume that Y is complemented in
its bidual Y**. Then the natural inclusion Iy« ® j : Y*QY — Y*®Z is an into
isomorphism if and only if Y is complemented in Z.

It is well known that [|[S®T|| = ||.S]||T||. Thus, by Theorem 1.1, there exists ¢ > 0
such that
cllulls <[5 @ Tulle < [SHITullx Vo e XY

Theorem 1.1 does not provide more information about the size of the constant c.
In particular, it does not provide any estimate from below of the injection modulus
i(S®T) of the into isomorphism S ® T". Neither Theorem 1.2 gives any estimate from
below of i(ly- ® 7).

The main purpose of the present master thesis is to establish a quantitative
strengthening of Theorem 1.1 and a quantitative version of Theorem 1.2. This will be
done in the following Theorems 1.3 and 1.4, respectively.

Theorem 1.3. Let X, Y, Z, and W be Banach spaces. Let S € L(X, W) and T €
L(Y,Z). If there exist extension operators ® € L((ran S)*, W*) and ¥ € L((ranT)*, Z*),
then ST : XQY — WRZ satisfies

1

e (@) <A@ T) <i(S)(T).

Theorem 1.4. Let Y be a closed subspace of a Banach space Z and let j : Y — Z
denote the identity embedding. Assume that Y is complemented in its bidual Y**.
Then the following inequalities hold:

1 1 1
< <i(lye ®§) < A(Y.Y™) - .
V.2 S v z) S @0) SAVYT) T
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In particular, Iy« ® j is an into isomorphism if and only if Y is complemented in Z
if and only if Y is locally complemented in Z.

The master thesis consists of seven sections.

Section 1 is an introduction. The purpose of Sections 2-5 is to develop the treat-
ment of tensor products of Banach spaces to the level where Grothendieck’s theorems
and the results of the master thesis would be comprehensible. Theorem 1.3 and The-
orem 1.4 will be proven in Section 6 and Section 7, respectively. Our Theorem 6.1
(see Section 6) shows that Theorem 1.3 actually holds for any tensor norm «. This is
useful in the context of the Chevet—Saphar tensor products, for instance. Theorem 6.1
is developed further to prove, in Theorem 6.14, the existence of an extension operator
for the pair ran(S ® T) C W®,Z. Applications of Theorem 6.1 and Theorem 6.14 to
locally complemented and complemented subspaces of tensor products are presented
in Section 7.
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