
Tartu ÜlikoolLoodus- ja täppisteaduste valdkondMatemaatika ja statistika instituut

Mathilda Rebane

Daugaveti- ja delta-punktide
kirjeldused Lipschitzi-vabades

Banachi ruumides

Matemaatika erialaBakalaureusetöö (9 EAP)
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Märksõnad: Banachi ruumid, normeeritud ruumid, Lipschitzi funktsioonid.

Characterizations of Daugavet and delta-points in
Lipschitz-free spaces

Bachelor’s thesisMathilda Rebane
Abstract. In this bachelor’s thesis, we provide detailed proofs of the main resultsof the following article:T. Veeorg, Characterizations of Daugavet points and delta-points in Lip-

schitz-free spaces, Studia Math. 268 (2023), 213–233.
CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier analysis, functional analy-sis.
Keywords: Banach spaces, normed spaces, Lipschitz functions.

2



Sisukord
Sissejuhatus 4

1 Vajalikud eelteadmised 51.1 Lipschitzi funktsioonide Banachi ruum Lip0(M) . . . . . . . . . . . 51.2 Lipschitzi-vaba Banachi ruum F (M) . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.3 Daugaveti-punkti, deltapunkti ja hammaspunkti mõisted . . . . . 61.4 Abitulemused . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Sissejuhatus
Käesolev bakalaureusetöö on funktsionaalanalüüsi valdkonda kuuluv referatiivneuurimus. Töös uuritakse Daugaveti- ja delta-punkte Lipschitzi-vabades Banachiruumides, eesmärgiga käsitleda üksikasjalikult artikli [10] põhitulemusi. Viidatudartikkel on oluline jätku-uuring tööle [9], mis oli esimene põhjalik Daugaveti- jadelta-punktide käsitlus Lipschitzi-vabades Banachi ruumides.Bakalaureusetöö koosneb neljast peatükist. Esimeses peatükis antaksevajalikud definitsioonid ja eeltulemused, mis on põhiosa mõistmiseks tarvilikud.Järgnevad peatükid järgivad aluseks võetud artikli struktuuri ja teemajaotust.Teises peatükis tõestatakse, et Lipschitzi-vaba ruumi ühiksfääri element onDaugaveti-punkt parajasti siis, kui ta asub kõigist ühikkera hammaspunktidestkaugusel 2. Tulemus, et Daugaveti-punkt on alati kõigist hammaspunktidestkaugusel 2, on teada juba artiklist [9], kus tõestati ka selle pöördväideerijuhul, kui Lipschitzi-vaba ruumi aluseks olev meetriline ruum on kompaktne.Artiklis [10] (ja seega ka käesolevas töös) on see (piisavuse) osa laiendatudkõigile meetrilistele ruumidele.Kolmandas peatükis antakse näide meetrilisest ruumist, millele vastavalLipschitzi-vabal ruumil on ühtaegu nii Radon–Nikodými omadus kui kaDaugaveti-punkt. Selline näide on märkimisväärne (ja spetsialistide hinnangulüllatav), kuna Daugaveti omadus (mille korral kõik ühiksfääri elemendidDaugaveti-punktid) on olemuselt diametraalselt erinev Radon–Nikodýmiomadusest.Neljandas peatükis keskendume delta-punktidele Lipschitzi-vabadesruumides. Iga Daugaveti-punkt on ühtlasi ka delta-punkt, kuid Lipschitzi-vabasruumis ei pruugi delta-punkt olla Daugaveti-punkt (vt [9, näide 4.4]). On teada,et molekul mxy on delta-punkt parajasti siis, kui iga ε > 0 ja ühikkera viilu Skorral, mis sisaldab molekuli mxy, leiduvad u, v ∈ M nii, et u ̸= v , muv ∈ Sning d(u, v ) < ε (vt [9, teoreem 4.7]). Kuigi ei ole teada, kas sama kirjelduskehtib ka kõigi ühiksfääri elementide puhul, on piisavuse osa võimalik sarnaselttõestada iga ühiksfääri elemendi µ korral. Neljandas peatükis tõestatakse katarvilikkuse osa üldistus juhul, kus molekul on asendatud molekulide kumerakombinatsiooniga, mille norm on 1.Bakalaureusetöös vaatleme ainult reaalseid normeeritud ruume. Kasutamenormeeritud ruumide teooria tavalisi tähistusi. Olgu X normeeritud ruum. Temakinnist ühikkera, ühiksfääri ja kaasruumi tähistame vastavalt BX , SX ja X ∗.Tähistega B(x, r) märgime kinnist kera keskpunktiga x ja raadiusega r .
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1 Vajalikud eelteadmised

1.1 Lipschitzi funktsioonide Banachi ruum Lip0(M)
Definitsioon 1.1. Olgu (M, d) meetriline ruum ja f : M → R. Funktsioon frahuldab Lipschitzi tingimust, kui leidub L ⩾ 0 nii, et mis tahes kahe elemendi
x, y ∈ M korral

|f (x) − f (y)| ⩽ L · d(x, y);vähimat sellist arvu L tähistame Lip(f ) ja nimetame f Lipschitzi konstandiks.
Lause 1.2 ([12, lause 1.32]). Mis tahes Lipschitzi funktsioonide g, h : M → R
korral on Lipschitzi funktsioonid ka M → R, p 7→ min{g(p), h(p)} ja p 7→max{g(p), h(p)} kusjuures nende Lipschitzi konstandid ei ületa arvumax{Lip(g), Lip(h)}.

Teoreem 1.3 (McShane’i jätkamisteoreem, vt nt [12, teoreem 1.33]). Olgu M
meetriline ruum, N tema alamruum ja g : N → R Lipschitzi tingimust rahuldav
funktsioon. Leidub funktsiooni g Lipschitzi tingimust rahuldav jätk f : M → R
nii, et Lip(f ) = Lip(g).
Definitsioon 1.4. Nullpunktiga meetriline ruum on meetriline ruum, milles onfikseeritud üks nullpunktiks nimetatud element, mida tähistame sümboliga 0.Olgu M nullpunktiga meetriline ruum ja olgu Lip0(M) kõigi selliste Lipschitzitingimust rahuldavate kujutuste M → R hulk, mille korral 0 7→ 0. Hulk Lip0(M)on Banachi ruum punktiviisi defineeritud vektorruumi tehete ja normi ||f ||Lip =Lip(f ) suhtes.
Definitsioon 1.5. Banachi ruumi Lip0(M) nimetatakse Lipschitzi funktsioonide
(Banachi) ruumiks.On teada, et Lipschitzi funktsioonide ruum on kaasruum ja tema loomulikukseelruumiks on Lipschitzi-vaba ruum.
1.2 Lipschitzi-vaba Banachi ruum F (M)Olgu (M, d) nullpunktiga meetriline ruum. Tähistame x ∈ M korral sümboliga
δx kaasruumi Lip0(M)∗ elemendi f 7→ f (x).
Definitsioon 1.6. Kaasruumi Lip0(M)∗ alamruumi span{δx : x ∈ M} nimetatak-se Lipschitzi-vabaks (Banachi) ruumiks (üle M) ja tähistatakse F (M).Lipschitzi-vaba ruumi F (M) elementi δx−δy

d(x,y) , kus x, y ∈ M ja x ̸= y, nimeta-takse molekuliks ja tähistatakse mxy.
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1.3 Daugaveti-punkti, deltapunkti ja hammaspunkti mõistedOlgu X mittetriviaalne Banachi ruum üle R.
Definitsioon 1.7. Ühikkera BX viil on X osahulk kujul

S(x∗, α) := {x ∈ BX : x∗(x) > 1 − α},

kus x∗ ∈ SX ∗ ja α > 0.
Definitsioon 1.8. Olgu x ∈ SX . Ütleme, et x on• BX hammaspunkt, kui ühikkeral BX leidub kui tahes väikese diameet-riga viil, mis sisaldab punkti x; kõigi BX hammaspunktide hulka tähistamedent(BX );• Daugaveti-punkt, kui ühikkera BX iga viilu S ja iga ε > 0 korral leidub

y ∈ S nii, et ||x − y|| ⩾ 2 − ε;• ∆-punkt ehk delta-punkt, kui iga punkti x sisaldava BX viilu S ja iga
ε > 0 korral leidub y ∈ S nii, et ||x − y|| ⩾ 2 − ε.

Märkus. Iga Daugaveti-punkt on ∆-punkt.
Lause 1.9 ([9, lause 3.1]). Olgu x ∈ SX Daugaveti-punkt. Iga y ∈ dent(BX )
korral ||x − y|| = 2.

Tõestus. Olgu y ∈ dent(BX ). Ilmselt ||x − y|| ⩽ 2. Oletame, et ||x − y|| < 2ja näitame, et tekib vastuolu. Olgu ε > 0 selline, et ||x − y|| < 2 − ε. Olgu Sselline ühikkera BX viil, et y ∈ S ja diam(S) < ε/2. Kuna x on Daugaveti-punkt,peab leiduma z ∈ S nii, et ||x −z|| ⩾ 2−ε/2. Teiselt poolt peab sellise z puhulkehtima ||y − z|| ⩽ diam(S) < ε/2, seega saame
||x − z|| ⩽ ||x − y|| + ||y − z|| < (2 − ε) + ε/2 = 2 − ε/2,

mistõttu ||x − z|| < 2 − ε/2. Jõudsime vastuoluni, järelikult on ||x − y|| = 2.
1.4 Abitulemused
Lemma 1.10 ([10, lemma 1.1]). Olgu µ ∈ SF (M). Iga ε > 0 korral leidub δ > 0
nii, et kui u, v ∈ M ja 0 < d(u, v ) < δ, siis ||µ − muv || ⩾ 2 − ε.

Märkus. Artiklis [10] on see lemma esitatud tõestuseta ja märgitud, et see on [9,teoreemi 2.6] ekvivalentne ümbersõnastus. Bakalaureusetöö täielikkuse huvidesesitame lemma tõestuse [9, teoreemi 2.6] tõestuse eeskujul.
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Tõestus. Lipschitzi-vaba ruumi mõiste kohaselt on µ ∈ span{δx : x ∈ M}, see-ga µ ∈ span{δx : x ∈ M} või µ on alamruumi span{δx : x ∈ M} (normeeritud)elementidega lähendatav. Järelikult piisab vaadelda ainult juhtu µ ∈ span{δx :
x ∈ M}. Seega eeldamegi, et µ on mingite elementide δx1, . . . , δxn lineaar-kombinatsioon, kus x1, . . . , xn ∈ M , ning tähistame N = {x1, . . . , xn} ∪ {0} ja
α = min{d(x, y) : x, y ∈ N, x ̸= y}.Oletame, et leidub ε > 0 nii, et iga δ > 0 korral leiduvad u, v ∈ M nii, et0 < d(u, v ) < δ ja ||µ − muv || < 2 − ε. Fikseerime ühe sellise arvu ε ∈ (0, 1).Lemma on tõestatud, kui jõuame vastuoluni.Tehtud oletuse kohaselt leiduvad u, v ∈ M nii, et

0 < d(u, v ) < 12εα ja ||µ − muv || < 2 − ε.

Kui x, y ∈ N ja x ̸= y, siis
2d(u, v ) < 212εα ⩽ εd(x, y),

mistõttu
d(x, y) + d(u, v ) ⩽ d(x, u) + d(y, v ) + 2d(u, v )

< d(x, u) + d(y, v ) + εd(x, y),
järelikult (1 − ε)d(x, y) + d(u, v ) < d(x, u) + d(y, v ).Olgu f ∈ SLip0(M) selline, et f (µ) = 1 (niisugune f leidub Hahn–Banachiteoreemi põhjal). Vaatleme Lipschitzi funktsiooni g : N ∪ {u, v} → R, kus g|N =
f |N ning

g(u) = max
x∈N

(
g(x) − 11 − εd(x, u))

ja
g(v ) = min

y∈N∪{u}

(
g(y) + 11 − εd(y, v )).

Vahetult on kontrollitav, et Lip(g) ⩽ 11−ε .Näitame, et g(v ) − g(u) ⩾ 11−ε d(u, v ). Olgu x ∈ N ja y ∈ N ∪ {u} sellised,et g(u) = g(x)− 11−ε d(x, u) ja g(v ) = g(y)+ 11−ε d(y, v ). Vaatleme eraldi juhtusid
y = u ja y ∈ N . Kui y = u, siis

g(v ) − g(u) = (
g(u) + 11 − εd(u, v )) − g(u) = 11 − εd(u, v ).
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Kui y ∈ N , siis
g(v ) − g(u) = (

f (y) − 11 − εd(y, v )) −
(
f (x) + 11 − εd(x, u))

= f (y) − f (x) + 11 − ε
(
d(x, u) + d(y, v ))

> f (x) − f (y) + d(x, y) + 11 − εd(u, v )
⩾

11 − εd(u, v ).
Olgu h : M → R funktsiooni g jätk, mille puhul Lip(h) = Lip(g) (selline jätkleidub näiteks teoreemi 1.3 põhjal). Paneme tähele, et

2 − ε > ||µ − muv || ⩾
h

||h|| (µ − muv )
= 1Lip(g)(g(µ) − g(u) − g(v )

d(u, v ) )
⩾ (1 − ε)(1 + 11 − ε

) = 2 − ε,

järelikult 2 − ε > 2 − ε, mis on vastuolu.
Lemma 1.11 ([10, lemma 1.2]). Olgu x, y, u, v ∈ M sellised, et x ̸= y ja u ̸= v
ning olgu ε > 0. Järgmised väited on samaväärsed:(i) ||mxy + muv || ⩾ 2 − ε;(ii) d(x, v ) + d(u, y) ⩾ d(x, y) + d(u, v ) − ε max{d(x, y), d(u, v )}.

Tingimustes (i) ja (ii) kehtib võrdus samaaegselt ning sel juhul kehtib võrdus

||mxy + muv || = |d(x, y) − d(u, v )| + d(x, v ) + d(u, y)max{d(x, y), d(u, v )} .

Tõestus. Vaatleme ainult juhtu d(x, y) ⩾ d(u, v ), sest lemma on sümmeetrilinepunktipaaride (x, y) ja (u, v ) (vahetuse) suhtes.
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(i) ⇒ (ii). Eeldame, et ||mxy + muv || ⩾ 2 − ε. Siis
2 − ε ⩽ ||mxy + muv || = ∥∥∥δx − δy

d(x, y) + δu − δv

d(u, v ) ∥∥∥
= ∥∥d(u, v )(δx − δv + δu − δy

) + (
d(x, y) − d(u, v ))(δu − δv )∥∥

d(x, y)d(u, v )
⩽

d(u, v )(||δx − δv || + ||δu − δy||
) + (

d(x, y) − d(u, v ))||δu − δv ||
d(x, y)d(u, v )

⩽
d(u, v )(d(x, v ) + d(u, y)) + (

d(x, y) − d(u, v ))d(u, v )
d(x, y)d(u, v )= d(x, v ) + d(u, y) + d(x, y) − d(u, v )

d(x, y) .

Järelikult
d(x, v ) + d(u, y) ⩾ (1 − ε)d(x, y) + d(u, v )= d(x, y) + d(u, v ) − ε max{d(x, y), d(u, v )},s.t kehtib (ii).(ii) ⇒ (i). Eeldame, et
d(x, v ) + d(u, y) ⩾ d(x, y) + d(u, v ) − ε max{d(x, y), d(u, v )}ehk

d(v, x) + d(y, u) − d(u, v ) ⩾ (1 − ε)d(x, y).Vaatleme funktsiooni f : M → R,
f (p) = min{d(y, p), d(v, p) + d(y, u) − d(u, v )} + a,kus konstant a ∈ R on valitud nii, et f (0) = 0.Lause 1.2 järgi on f ∈ Lip(M) ja ||f || ⩽ 1, sest funktsioonid g : p 7→ d(y, p) ja

h : p 7→ d(v, p) + d(y, u) − d(u, v ) on Lipschitzi funktsioonid, kusjuures Lip(g) =Lip(h) = 1.Eelduse põhjal
f (x) = min{d(y, x), d(v, x) + d(y, u) − d(u, v )} + a ⩾ (1 − ε)d(x, y) + a.Lisaks märgime, et
f (y) = min{0, d(v, y) + d(y, u) − d(u, v )} + a = a,
f (u) = min{d(y, u), d(v, u) + d(y, u) − d(u, v )} + a = d(y, u) + a,
f (v ) = min{d(y, v ), 0 + d(y, u) − d(u, v )} + a = d(y, u) − d(u, v ) + a.
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Seega
||mxy + muv || ⩾ f (mxy + muv ) = f (x) − f (y)

d(x, y) + f (u) − f (v )
d(u, v )

⩾

((1 − ε)d(x, y) + a
)

− a
d(x, y)

+ (
d(y, u) + a

)
−

(
d(y, u) − d(u, v ) + a

)
d(u, v )= (1 − ε) + 1 = 2 − ε.

Järelikult kehtib (i).Sellega on tingimuste (i) ja (ii) samaväärsus tõestatud. Kusjuures tõestusepõhjal kehtivad võrratustes (i) ja (ii) ranged võrratused samaaegselt, järelikultkehtivad neis ka võrdused samaaegselt. Kui mõlemad võrdused kehtivad, siis
||mxy + muv || = 2 − ε = 2 − d(x, y) + d(u, v ) − d(x, v ) − d(u, y)max{d(x, y), d(u, v )}

= 2d(x, y) −
(
d(x, y) + d(u, v ) − d(x, v ) − d(u, y))max{d(x, y), d(u, v )}= d(x, y) − d(u, v ) + d(x, v ) + d(u, y)max{d(x, y), d(u, v )}= |d(x, y) − d(u, v )| + d(x, v ) + d(u, y)max{d(x, y), d(u, v )} .
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2 Lipschitzi-vaba ruumi Daugaveti-punktide kirjel-
dus

Käesoleva alapunkti põhieesmärgiks on esitada üksikasjalikult järgmise teoreemitõestus.
Teoreem 2.1 ([10, teoreem 2.1]). Olgu µ ∈ SF (M). Järgmised väited on sa-
maväärsed:(i) µ on Daugaveti-punkt;(ii) iga ν) ∈ dent(BF (M)) korral ||µ − ν)|| = 2;(iii) kui u, v ∈ M, kus u ̸= v , ja r, s > 0 jaoks leidub δ > 0 nii, et

[u, v ]δ ⊂ B
(
u, rd(u, v )) ∪ B

(
v, sd(u, v )),

siis ||µ − muv || ⩾ 2 − 2r − 2s.Teoreemi tingimuses (iii) kasutasime tähistust
[u, v ]δ := {x ∈ M : d(u, x) + d(x, v ) < d(u, v ) + δ},

kus u, v ∈ M ja δ > 0. Teoreemi tõestamisel rakendame järgmisi abitulemusi.
Lemma 2.2 ([10, lemma 2.2]). Olgu u, v ∈ M ja δ > 0 ning olgu x ∈ [u, v ]δ . Siis
leidub selline δ ′ > 0, et

[u, x ]δ ′ ∪ [x, v ]δ ′ ⊂ [u, v ]δ .

Tõestus. Kuna x ∈ [u, v ]δ ehk
d(u, x) + d(x, v ) < d(u, v ) + δ,

siis leidub δ ′ ∈ (0, δ) nii, et
d(u, x) + δ ′ + d(x, v ) < d(u, v ) + δ.

Sellise δ ′ ja suvalise y ∈ [u, x ]δ ′ korral saame
d(u, y) + d(y, v ) <

(
d(u, x) + δ ′ − d(x, y)) + d(y, v )

⩽ d(u, x) + δ ′ + d(x, v )
< d(u, v ) + δ,

järelikult [u, x ]δ ′ ⊂ [u, v ]δ ning sümmeetria põhjal ka [x, v ]δ ′ ⊂ [u, v ]δ .
11



Lemma 2.3 ([10, lemma 2.3]). Olgu u, v ∈ M ja δ > 0 ning lisaks olgu r, s > 0
sellised, et [u, v ]δ ⊂ B(u, r) ∪ B(v, s).
Iga ε > 0 korral leiduvad x ∈ B(u, r), y ∈ B(v, s) ja δ ′ > 0 nii, et(1) d(u, x) + d(x, y) + d(y, v ) + δ ′ < d(u, v ) + δ;(2) [x, y]δ ′ ⊂ [u, v ]δ ;(3) d(x, y) ⩽ d(u, v );(4) [x, y]δ ′ ⊂ B(x, ε) ∪ B(y, ε).
Tõestus. Fikseerime vabalt ε > 0. Vaatleme kõigepealt juhtu, kus δ < ε. Olgu
α > 0 selline, et δ + α < ε. Näitame esmalt, et hulk

{t ⩾ 0 : [u, v ]δ ⊂ B(u, t) ∪ B(v, s)}
sisaldab oma alumist raja r′ ehk

[u, v ]δ ⊂ B(u, r′) ∪ B(v, s).
Ilmselt on 0 ⩽ r′ ⩽ r ja iga t > r′ puhul

[u, v ]δ ⊂ B(u, t) ∪ B(v, s).
Olgu p ∈ [u, v ]δ . Siis kas p ∈ B(v, s) või p ∈ B(u, t) iga t > r ′ korral.Vaatleme viimast juhtu, kusjuures eeldame, et p /∈ B(v, s). Kui p /∈ B(u, r′) ehk
d(p, u) > r′, siis d(p, u) > t mingi t > r′ korral ehk p /∈ B(u, t) ning seegapeab kehtima p ∈ B(v, s), mis on vastuolus eeldusega. Järelikult p ∈ B(u, r′).Juhul r′ ⩽ ε võtame x = u. Vastasel juhul (s.t juhul r′ > ε) fikseerime vabalt

x ∈ [u, v ]δ \
(
B(u, r′ − α) ∪ B(v, s)),

kusjuures paneme tähele, et ilmselt r′ > ε > α ja [u, v ]δ ̸⊂ B(u, r′ − α)∪ B(v, s),mistõttu [u, v ]δ \
(
B(u, r′ − α) ∪ B(v, s)) ̸= ∅. Igatahes x ∈ B(u, r′) ⊂ B(u, r).Kuna x ∈ [u, v ]δ , siis leidub lemma 2.2 põhjal selline γ > 0, et

[x, v ]γ ⊂ [u, v ]δ ,

kusjuures eeldame, et γ on nii väike, et
d(u, x) + d(x, v ) + γ < d(u, v ) + δ (2.1)
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(kui γ > 0 on piisavalt väike, siis viimane võrratus kehtib, sest x ∈ [u, v ]δ ehk
d(u, x) + d(x, v ) < d(u, v ) + δ).Kuna [u, v ]δ ⊂ B(u, r′) ∪ B(v, s), siis ka [x, v ]γ ⊂ B(u, r′) ∪ B(v, s). Tõestusealguses vaadeldud olukorraga sarnaselt on võimalik näidata, et hulk

{t ⩾ 0 : [x, v ]γ ⊂ B(u, r′) ∪ B(v, t)}
sisaldab oma alumise raja s′. Ilmselt on 0 ⩽ s′ ⩽ s. Juhul s′ ⩽ ε võtame y = v .Vastasel juhul (s.t juhul s′ > ε) fikseerime vabalt

y ∈ [x, v ]γ \
(
B(u, r′) ∪ B(v, s′ − α)) ,

kusjuures paneme tähele, et ilmselt s′ > ε > α ja [x, v ]γ ̸⊂ B(u, r′)∪B(v, s′ −α),mistõttu [x, v ]γ \
(
B(u, r′) ∪ B(v, s′ − α)) ̸= ∅. Igatahes y ∈ B(v, s′) ⊂ B(v, s).Kuna y ∈ [x, v ]γ , siis leidub lemma 2.2 põhjal selline δ ′ > 0, et

[x, y]δ ′ ⊂ [x, v ]γ,

kusjuures eeldame, et δ ′ on nii väike, et
d(x, y) + d(y, v ) + δ ′ < d(x, v ) + γ (2.2)

(kui δ ′ > 0 on piisavalt väike, siis viimane võrratus kehtib, sest y ∈ [x, v ]γehk d(x, y) + d(y, v ) < d(x, v ) + γ).Võrratused (2.1) ja (2.2) annavad kokku
d(u, x) + d(x, y) + d(y, v ) + δ ′ < d(u, x) + d(x, v ) + γ

< d(u, v ) + δ,

järelikult on tingimus (1) täidetud.Ka tingimus (2) on täidetud, sest
[x, y]δ ′ ⊂ [x, v ]γ ⊂ [u, v ]δ .

Kontrollime tingimuse (3) täidetust, s.t veendume, et d(x, y) ⩽ d(u, v ). Selleksvaatleme eraldi läbi kolm juhtu: r′, s′ ⩽ ε, r′ > ε ja s′ > ε.Kui r′, s′ ⩽ ε, siis x = u ja y = v , järelikult d(x, y) = d(u, v ).Kui r′ > ε, siis x /∈ B(u, r′ − α), mistõttu
d(u, x) > r′ − α > ε − α > δ

ja seega saame võrratuse (1) põhjal
d(x, y) < d(u, v ) + δ − d(u, x) < d(u, v ).
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Kolmas juht on analoogiline teise juhuga. Kui s′ > ε, siis y /∈ B(v, s′ − α),mistõttu
d(y, v ) > s′ − α > ε − α > δja seega saame võrratuse (1) põhjal

d(x, y) < d(u, v ) + δ − d(y, v ) < d(u, v ).
Järelikult on tingimus (3) rahuldatud.Näitame, et kehtib sisalduvus (4), s.t [x, y]δ ′ ⊂ B(x, ε) ∪ B(y, ε). Selleksfikseerime vabalt p ∈ [x, y]δ ′ . Kuna

[x, y]δ ′ ⊂ [x, v ]γ ⊂ B(u, r′) ∪ B(v, s′),
siis p ∈ B(u, r′) ∪ B(v, s′).Vaatleme ainult juhtu p ∈ B(u, r′) (juht p ∈ B(v, s′) on analoogiline). Kui
r′ ⩽ ε, siis x = u ja p ∈ B(u, r′) ⊂ B(x, ε). Kui aga r′ > ε, siis x /∈ B(u, r′ −α),mistõttu d(u, x) > r′ − α ning võrratuse (1) põhjal

d(x, p) < d(x, y) + δ ′ − d(p, y)
< δ − d(u, x) + d(u, v ) − d(v, y) − d(p, y)
⩽ δ − d(u, x) + d(u, p)
< δ − (r′ − α) + r′= δ + α < ε.

Seega p ∈ B(x, ε) ∪ B(y, ε) ja järelikult on tingimus (4) täidetud.Lõpuks vaatleme juhtu δ ⩾ ε. Olgu x ∈ B(u, r), y ∈ B(v, s) ja δ ′ > 0sellised, et(1′) d(u, x) + d(x, y) + d(y, v ) + δ ′ < d(u, v ) + ε/2;(2′) [x, y]δ ′ ⊂ [u, v ]ε/2;(3′) d(x, y) ⩽ d(u, v );(4′) [x, y]δ ′ ⊂ B(x, ε) ∪ B(y, ε).(Niisugused x , y ja δ ′ leiduvad tõestuse esimeses pooles käsitletud olukorraerijuhu δ = ε/2 põhjal.) Paneme tähele, et tingimused (1)–(4) on täidetud. Tin-gimused (3) ja (3′) on täpselt samad ning (4) ja (4′) samuti. Võrratusest (1′)järeldub võrratus (1), sest ε/2 < δ . Sisaldumisest (2′) järeldub (2), sest ilmselt[u, v ]ε/2 ⊂ [u, v ]δ . Niisiis oleme leidnud sobivad x , y ja δ ′.
14



Lemma 2.4 ([10, lemma 2.4]). Olgu u, v ∈ M ja δ > 0 ning olgu r, s > 0 sellised,
et r + s < d(u, v ) ja [u, v ]δ ⊂ B(u, r) ∪ B(v, s).
Täieliku M korral leiduvad x ∈ B(u, r) ja y ∈ B(v, s) nii, et mxy ∈ dent(BF (M)).Selle lemma tõestamisel kasutame järgmist fakti, mille tõestust bakalau-reusetöö piiratud mahtu arvestadades ei esita.
Lemma 2.5 ([2, teoreem 4.1] ja [5, teoreem 2.4]). Olgu M täielik nullpunktiga
meetriline ruum ja olgu x, y ∈ M erinevad punktid. Siis on mxy ∈ dent(BF (M))
parajasti siis, kui iga ε > 0 korral leidub δ > 0 nii, et

[x, y]δ ⊂ B(x, ε) ∪ B(y, ε).
Lemma 2.4 tõestus. Eeldame, et meetriline ruum M on täielik. Sobivad x ja yleiame kahe jada (xn) ja (yn) piirelementidena, kus iga n ∈ N korral

xn ∈ B(u, r) ∩ [u, v ]δ ja yn ∈ B(v, s) ∩ [u, v ]δ .

Me defineerime need jadad induktiivselt ning selle protsessi käigus defineerimelisaks kaks abistavat positiivsete reaalarvude jada (δn) ja (εn).Olgu ε1 > 0 selline, et r + s + 2ε1 < d(u, v ). Rakendame lemmat 2.3 juhul
u = u, v = v , r = r , s = s, δ = δ ja ε = ε1, et leida elemendid x1 ∈ B(u, r) ja
y1 ∈ B(v, s) ning δ1 ∈ (0, ε1) nii, et(11) d(u, x1) + d(x1, y1) + d(y1, v ) + δ1 < d(u, v ) + δ ;(21) [x1, y1]δ1 ⊂ [u, v ]δ ;(31) d(x1, y1) ⩽ d(u, v );(41) [x1, y1]δ1 ⊂ B(x1, ε1) ∪ B(y1, ε1).Eeldame, et mingi n ∈ N korral on leitud xn, yn, δn ja εn. Fikseerime vabalt
εn+1 ∈ (0, δn/6). Rakendame lemmat 2.3 juhul u = xn, v = yn, r = s = εn,
δ = εn+1 ja ε = εn+1, et leida elemendid xn+1 ∈ B(xn, εn) ja yn+1 ∈ B(yn, εn)ning δn+1 ∈ (0, εn+1) nii, et(1n+1) d(xn, xn+1) + d(xn+1, yn+1) + d(yn+1, yn) + δn+1 < d(xn, yn) + εn+1;(2n+1) [xn+1, yn+1]δn+1 ⊂ [xn, yn]εn+1 ;(3n+1) d(xn+1, yn+1) ⩽ d(xn, yn);(4n+1) [xn+1, yn+1]δn+1 ⊂ B(xn+1, εn+1) ∪ B(yn+1, εn+1).
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Jne. Seega oleme leidnud M elementide jadad (xn) ja (yn) ning positiivsetearvude jadad (δn) ja (εn), kusjuures εn+1 < δn/6 < εn/6 iga n ∈ N puhul.Jada (xn) on Cauchy jada, sest m, n ∈ N ja m > n korral
d(xn, xm) ⩽ m−1∑

i=n
d(xi, xi+1) ⩽ m−1∑

i=n
εi < 65εn < 2εn → 0,

Ruumi M täielikkuse tõttu koondub Cauchy jada (xn) mingiks elemendiks x ∈ M .Sümmeetria tõttu on ka (yn) Cauchy jada ning seega koondub (yn) mingikselemendiks y ∈ M .Iga n ∈ N korral xn /∈ B(v, s), sest
d(xn, v ) ⩾ d(u, v ) − d(u, x1) − d(x1, xn) > d(u, v ) − r − 2ε1 > s;

teisalt
xn ∈ [xn, yn]δn ⊂ [u, v ]δ ⊂ B(u, r) ∪ B(v, s).Seega xn ∈ B(u, r) iga n ∈ N korral. Järelikult x ∈ B(u, r) ning analoogiliseltsaame, et y ∈ B(v, s). Muuhulgas järeldub sellest, et x ̸= y, sest r +s < d(u, v ).Näitame, et mxy on BF (M) hammaspunkt. Selleks on lemma 2.5 põhjal vajanäidata, et iga ε > 0 korral leidub γ > 0 nii, et

[x, y]γ ⊂ B(x, ε) ∪ B(y, ε).
Fikseerime vabalt ε > 0. Olgu n ∈ N selline, et d(xn, x) < ε/2, d(yn, y) < ε/2ja εn < ε/2. Võrratustest (1) ja (3) saame, et

d(xn, xm) + d(yn, ym) ⩽ d(xn, xn+1) + d(yn, yn+1)+d(xn+1, xm) + d(yn+1, ym)
< d(xn, yn) + εn+1 − d(xn+1, yn+1) + 2εn+1 + 2εn+1
⩽ d(xn, yn) + 5εn+1 − d(x, y)

iga m > n puhul, millest
d(xn, x) + d(yn, y) ⩽ d(xn, yn) + 5εn+1 − d(x, y).

Seega saame iga p ∈ [x, y]εn+1 korral
d(xn, p) + d(yn, p) ⩽ d(xn, x) + d(x, p) + d(yn, y) + d(y, p)= d(xn, x) + d(yn, y) + d(x, p) + d(y, p)

< d(xn, yn) + 5εn+1 − d(x, y) + d(x, y) + εn+1
< d(xn, yn) + δn.
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Järelikult [x, y]εn+1 ⊂ [xn, yn]δn.Edasi paneme tähele, et B(xn, εn) ⊂ B(x, ε), kuna
εn + d(xn, x) < ε/2 + ε/2 = ε,

mistõttu saame iga p ∈ B(xn, εn) korral
d(p, x) ⩽ d(p, xn) + d(xn, x) ⩽ εn + d(xn, x) < ε.

Analoogiliselt saame B(yn, εn) ⊂ B(y, ε) ning kokkuvõttes
[x, y]εn+1 ⊂ [xn, yn]δn ⊂ B(xn, εn) ∪ B(yn, εn) ⊂ B(x, ε) ∪ B(y, ε),

järelikult [x, y]εn+1 ⊂ B(x, ε) ∪ B(y, ε). Lemma 2.5 põhjal on mxy hammaspunkt.
Teoreemi 2.1 tõestus. (i) ⇒ (ii) kehtivus on selge lause 1.9 põhjal.(ii) ⇒ (iii). Eeldame, et kehtib (ii), s.t ||µ −ν)|| = 2 iga ν) ∈ dent(BF (M)) korralja näitame, et kehtib (iii). Olgu u, v ∈ M , u ̸= v , ja r, s > 0 sellised, et mingi
δ > 0 korral [u, v ]δ ⊂ B

(
u, rd(u, v )) ∪ B

(
v, sd(u, v )).Vaja on veenduda, et ||µ − muv || ⩾ 2 − 2r − 2s. See võrratus kehtib triviaalselt,kui r + s ⩾ 1, sest sel juhul on 2 − 2r − 2s ⩽ 0. Seega eeldame edasises, et

r + s < 1.Vaatleme kõigepealt juhtu, kus meetriline ruum M on täielik. Lemma 2.4põhjal leiduvad x ∈ B(u, rd(u, v )) ja y ∈ B(v, sd(u, v )) nii, et mxy on hammas-punkt. Tingimuse (ii) põhjal kehtib ||µ − mxy|| = 2. Me teame, et
d(u, x) + d(v, y) ⩽ rd(u, v ) + sd(u, v ) = (r + s)d(u, v ) < d(u, v ),

järelikult d(u, x) + d(v, y) < d(u, v ). Olgu d > 0 selline, et d(u, x) + d(v, y) =
d(u, v ) − d ja tähistame

ε = d + d(x, y)max{d(x, y), d(u, v )}.

Siis
d(u, x) + d(v, y) = d(x, y) + d(u, v ) − ε max{d(x, y), d(u, v )}.
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Seega saame lemma 1.11 teise osa abil
||mxy − muv || = ||mxy + mvu|| = d(x, u) + d(v, y) + |d(x, y) − d(u, v )|max{d(x, y), d(u, v )}

⩽

(
d(u, x) + d(v, y)) + (

d(u, x) + d(v, y))max{d(x, y), d(u, v )}
⩽

2(
rd(u, v ) + sd(u, v ))max{d(x, y), d(u, v )} ⩽ 2(r + s).

Järelikult
||µ − muv || ⩾ ||µ − mxy|| − ||mxy − muv || ⩾ 2 − 2(r + s) = 2 − 2r − 2s.

Vaatleme nüüd juhtu, kus meetriline ruum M ei ole täielik. Olgu M̃ tematäield. Siis F (M) = F (M̃) ja seega saame eelduse (ii) kirjutada kujul ||µ−ν)|| = 2iga ν) ∈ dent(BF (M)) korral. Vahetult on kontrollitav, et meetrilises ruumis Mkehtiv sisaldus [u, v ]δ ⊂ B(u, rd(u, v )) ∪ B(v, sd(u, v )) jääb kehtima ka vastavatehulkade vahel täieldis M̃ . Seega saame eelnevalt vaadeldud juhu põhjal ||µ −
muv || ⩾ 2 − 2(r + s) = 2 − 2r − 2s.(iii) ⇒ (i). Eeldame, et kehtib (iii). Näitame, et kehtib (i), s.t µ on Daugaveti-punkt. Selle jaoks fikseerime ε > 0 ja BF (M) viilu S(f , α). Tõestame, et mingite
u, v ∈ M , u ̸= v , korral on muv ∈ S(f , α) ja ||µ − muv || ⩾ 2 − ε. Sel juhul oleks
µ tõepoolest Daugaveti-punkt.Vaatleme kõigepealt juhtu, kus α ⩽ 1. Kuna ||f || = 1, siis leiduvad u0, v0 ∈
M nii, et

f (u0) − f (v0) > (1 − α)d(u0, v0).Seega f (mu0v0) > 1 − α ehk mu0v0 ∈ S(f , α).Lemma 1.10 põhjal leidub γ > 0 nii, et alati, kui u, v ∈ M ja 0 < d(u, v ) < γ ,siis ||µ − muv || ⩾ 2 − ε. Paneme tähele, et leiduvad sellised n ∈ N ja δ > 0, et(1 + δ − ε4)n
d(u0, v0) < γ (2.3)

ja
f (u0) − f (v0) > (1 − α)(1 + δ)nd(u0, v0). (2.4)(Selgitame, miks sellised n ja δ kindlasti leiduvad. Olgu esmalt paaritu n ∈ Nselline, et δ = ε/8 korral kehtib (2.3); kuna δ = ε/8 korral on 1 + δ − ε/4 < 1,siis selline n ∈ N muidugi leidub. Ja kui lisaks kehtib ka (2.4), siis oleme sobivad

n ja δ leidnud; kui aga mitte, siis sama n korral valime δ < ε/8 nii, et kehtiks(2.4) ja märgime, et selliste n ja δ korral kehtib ka (2.3).)
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Kui ||µ − mu0v0|| ⩾ 2 − ε, siis võiksime võtta u = u0 ja v = v0 ning sellegaoleksime sobivad punktid u ja v leidnud. Eeldame edasises, et
||µ − mu0v0|| < 2 − ε. (2.5)

Tähistame ρ = δd(u0, v0). Kui
[u0, v0]ρ ⊂ B

(
u0, ε4d(u0, v0)) ∪ B

(
v0, ε4d(u0, v0)),

siis tingimuse (iii) kohaselt peab kehtima ||µ−mu0v0|| ⩾ 2−2ε/4−2ε/4 = 2−ε,mis aga eelduse (2.5) põhjal ei kehti. Järelikult ei kehti ka viimane sisaldumine,mistõttu leidub
p ∈ [u0, v0]ρ \

(
B

(
u0, ε4d(u0, v0)) ∪ B

(
v0, ε4d(u0, v0)))

.

Arvestame, et tingimus p ∈ [u0, v0]ρ tähendab definitsiooni kohaselt, et
d(u0, p) + d(p, v0) < d(u0, v0) + δd(u0, v0) = (1 + δ)d(u0, v0).

Seega saame võrratuse (2.4) (ja α ⩽ 1) abil, et
f (u0) − f (p) + f (p) − f (v0) > (1 − α)(1 + δ)nd(u0, v0)

⩾ (1 − α)(1 + δ)n−1(d(u0, p) + d(p, v0)).

Järelikult kas
f (u0) − f (p) > (1 − α)(1 + δ)n−1d(u0, p) (2.6)või
f (p) − f (v0) > (1 − α)(1 + δ)n−1d(p, v0). (2.7)Kuna p ∈ [u0, v0]ρ ja p /∈ B

(
v0, ε4d(u0, v0)), saame ka

d(u0, p) < (1 + δ)d(u0, v0) − d(v0, p) <
(1 + δ − ε4)

d(u0, v0).
Analoogiliselt saame

d(v0, p) < (1 + δ − ε4 )d(u0, v0).
Kui kehtib võrratus (2.6), tähistame u1 = u0 ja v1 = p, vastasel juhul kehtibvõrratus (2.7) ja võtame u1 = p ja v1 = v0. Nüüd oleme leidnud u1, v1 ∈ M nii,et

f (u1) − f (v1) > (1 − α)(1 + δ)n−1d(u1, v1)
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ja
d(u1, v1) < (1 + δ − ε4 )d(u0, v0).Vaatleme edasist olukorda üldisemalt. Kui mingi k ∈ {1, . . . , n − 1} korraloleme leidnud punktid uk , vk ∈ M nii, et

f (uk ) − f (vk ) > (1 − α)(1 + δ)n−kd(uk , vk )ja
d(uk , vk ) < (1 + δ − ε4 )kd(u0, v0),siis ||µ − muk vk || ⩾ 2 − ε korral võtame u = uk ja v = vk ning sellega olemesobivad punktid u ja v leidnud.Vastasel korral on ||µ−muk vk || < 2−ε ning oleme võrratusega (2.5) sarnasesolukorras ja jätkame vastavalt ning leiame punktid uk+1, vk+1 ∈ M . Jne.Paneme tähele, et kui vajadusel nii jätkates oleme leidnud un, vn ∈ M nii,et

f (un) − f (vn) > (1 − α)(1 + δ)0d(un, vn)ja
d(un, vn) < (1 + δ − ε4 )nd(u0, v0),siis 0 < d(un, vn) < γ ning γ tähenduse tõttu saame ||µ − munvn|| ⩾ 2 − ε,mistõttu võime võtta u = un ja v = vn ning sellega oleme sobivad punktid u ja

v leidnud.Kui α > 1, siis tõestuse vaadeldud juhu põhjal leiduvad u, v ∈ M , u ̸= vnii, et muv ∈ S(f , 1) ja ||µ − muv || ⩾ 2 − ε. Kuna
f (muv ) > 1 − 1 > 1 − α,siis muv ∈ S(f , α). Järelikult on µ Daugaveti-punkt ja sellega on teoreem 2.1tõestatud.Erijuhul, kui µ on molekul, s.t µ = mxy, saame lemma 1.11 abil teoreemi 2.1tingimust (iii) teisendada.

Järeldus 2.6 ([10, järeldus 2.5]). Olgu x, y ∈ M sellised, et x ̸= y. Järgmised
väited on samaväärsed:(i) mxy on Daugaveti-punkt;(iii′) kui u, v ∈ M, kus u ̸= v , ja r, s > 0 jaoks leidub δ > 0 nii, et[u, v ]δ ⊂ B

(
u, rd(u, v )) ∪ B

(
v, sd(u, v )),

siis

d(x, u) + d(v, y) ⩾ d(x, y) + d(u, v ) − 2(r + s) max{d(x, y), d(u, v )}.
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3 Näide Radon–Nikodými omadusega Lipschitzi-
vabast ruumist, millel leidub Daugaveti-punkt

Selles peatükis esitame näite sellisest loenduvast ja täielikust meetrilisest ruu-mist M , et Lipschitzi-vabal ruumil F (M) on nii Radon–Nikodými omadus kui kaDaugaveti-punkt.Bakalaureusetöös me Radon–Nikodými omadust ei defineeri, sel omaduselon mitmeid samaväärseid tingimusi, millest igaüht võib seega selle omadusedefineerimisel aluseks võtta, näiteks on üks samaväärne tingimus, et vaadelda-val Banachi ruumil leidub mittetühi kinnine tõkestatud osahulk, mis ei sisaldaekstreemumpunkti [7, teoreem 4]. Selles alapunktis antava näite puhul kasutameaga järgmist Radon–Nikodými omaduse kriteeriumit Lipschitzi vabade ruumidejaoks.
Teoreem 3.1 ([1, teoreem 4.6]). Lipschitzi-vaba ruumi F (M) puhul on järgmised
väited samaväärsed:(i) ruumil F (M) on Radon–Nikodými omadus;(ii) ruumil F (M) on Schuri omadus.

Definitsioon 3.2. Banachi ruumil X on Schuri omadus, kui temas iga nõrgaltkoonduv jada koondub, s.t xn → x alati, kui iga f ∈ X ∗ korral f (xn) → f (x).
Lemma 3.3 ([3, lemma 2.16]). Olgu M täielik meetriline ruum. Kui M on loenduv,
siis on ruumil F (M) Schuri omadus.

Lemma 3.4 ([12, järeldus 3.44], [2, teoreem 4.1]). Olgu M täielik meetriline ruum.
Siis iga ν) ∈ dent(BF (M)) on molekul, s.t kujul muv mingite u, v ∈ M, u ̸= v
korral. Kusjuures, kui muv ∈ dent(BF (M)), siis iga ε > 0 puhul leidub δ > 0
selline, et [u, v ]δ ⊂ B(u, ε) ∪ B(v, ε).
Näide 3.1 ([10, näide 3.1]). Selles näites vaatleme tasandil R2 loenduvat punk-tihulka M erilise kaugusega. Olgu x := (0, 0), y := (1, 0) ja S0 := {x, y}. Iga
n ∈ N korral defineerime

Sn := {( k2n , 12n

) : k ∈ {0, 1, . . . , 2n}
}

.

Olgu M := ⋃∞
n=0 Sn (vt joonist 1) ja defineerime hulgal M kauguse seosega

d
((a1, b1), (a2, b2)) := {

|a1 − a2|, kui b1 = b2,min{a1 + a2, 2 − a1 − a2} + |b1 − b2|, kui b1 ̸= b2.
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Joonis 1: Meetriline ruum M , mille puhul on Banachi ruumil F (M) Radon–Nikodými omadus ja mille puhul mxy on Daugaveti-punkt.
Näitame, et meetriline ruum M on täielik. Olgu (un) Cauchy jada ruumis

M . Näitame, et (un) koondub mingiks ruumi M elemendiks. Vaatleme kahtealternatiivset juhtu.
1. Leidugu selline m ∈ N, et un ∈

⋃m
n=0 Sn iga n korral. Kuna ⋃m

n=0 Sn onlõplik, on (un) statsionaarne, seega koonduv.2. Vaatleme juhtu, kus iga m ∈ N puhul leidub k > m ja n ∈ N nii, et
un ∈ Sk . Siis leidub osajada (unk ) nii, et unk = (ank , bnk ) ∈ Smk ning
m1 < m2 < · · · . Definitsiooni järgi on selle osajada iga kahe elemendi
unk = (ank , bnk ) ja unl = (anl, bnl) vaheline kaugus

min{ank + anl, 2 − ank − anl} + |bnk − bnl|.Kuna (un) on Cauchy jada, siis ka (unk ) on Cauchy jada ja seega
d(unk , unl) = min{ank + anl, 2 − ank − anl} + |bnk − bnl| → 0.

Seelest järeldub, et min{ank + anl, 2 − ank − anl} → 0 ja |bnk − bnl | → 0.Seega kas ank + anl → 0 või 2 − ank − anl → 0. Esimesel juhul unk → xja teisel juhul unk → y. Kuna Cauchy jada (un) osajada koondub, siiskoondub ka jada (un).
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Järelikult on M täielik. Lemma 3.3 järgi on ruumil F (M) Schuri omadus jaseega ka Radon–Nikodými omadus.Näitame, et mxy ja myx ei ole hammaspunktid. Oletame, et vastuväiteliselt,et mxy ∈ dent(BF (M)). Siis lemma 3.4 järgi leidub δ > 0 nii, et[x, y]δ ⊂ B(x, 12 ) ∪ B(y, 12 ).Iga n ∈ N korral võtame z := (12 , 2−(n+2)). Siis
d(x, z) = 12 + 2−(n+2), d(z, y) = 12 + 2−(n+2), d(x, y) = 1ja seega

d(x, z) + d(z, y) − d(x, y) = 2 · 2−(n+2) = 2−(n+1) ⩽ 2−n.Niisiis z ∈ [x, y]2−n . Samal ajal
d(x, z) = 12 + 2−(n+2) > 12 ja d(y, z) = 12 + 2−(n+2) > 12 ,millest saame z /∈ B(x, 12 ) ∪ B(y, 12 ). Kuna [x, y]δ ′ ⊂ [x, y]δ iga δ ′ ⩽ δ korral,valime n nii, et 2−n < δ . Siis

z ∈ [x, y]2−n ⊂ [x, y]δ ,mis on vastuolus ülaltoodud sisalduvusega. Seega sellist arvu δ ikkagi ei leidu.Järelikult mxy /∈ dent(BF (M)). Analoogiliselt saame myx /∈ dent(BF (M)).Veendume nüüd, et mxy on Daugaveti-punkt. Teoreemi 2.1 järgi piisab sel-leks näidata, et ||mxy − ν)|| = 2 iga ν) ∈ dent(BF (M)) korral. Fikseerime ν) ∈dent(BF (M)). Lemma 3.4 järgi leiduvad sellised u, v ∈ M , u ̸= v , et ν) = muv .Olgu u = (a1, b1) ja v = (a2, b2). Ilmselt {u, v} ⊂ [u, v ] ja näitame, et kehtib kateistpidi sisalduvus.Võtame suvalise p ∈ [u, v ], s.t d(u, p) + d(p, v ) = d(u, v ). Oletame vas-tuväiteliselt, et p /∈ {u, v}. Kuna muv ∈ dent(BF (M)), leidub viil S(f , α) nii, et
muv ∈ S(f , α) ja diam S(f , α) < ε/2, kus ε := min{||muv −mup||, ||muv −mpv ||} >0. Paneme tähele, et kui f (mup) ⩽ 1 − α ja f (mpv ) ⩽ 1 − α , siis

f (muv ) = d(u, p)
d(u, v ) · f (mup) + d(p, v )

d(u, v ) · f (mpv )
⩽ 1 − α,mis on vastuolus sellega, et muv ∈ S(f , α), s.t f (muv > 1 − α . Seega peabkehtima kas mup ∈ S(f , α) või mpv ∈ S(f , α). Kuna muv ∈ S(f , α) ja vähemaltüks punktidest mup, mpv kuulub samuti viilu S(f , α), saame

diam S(f , α) ⩾ min{||muv − mup||, ||muv − mpv ||} = ε > ε2 ,
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mis on vastuolu. Järelikult p ∈ {u, v} ja seega [u, v ] = {u, v}.Näitame, et ||mxy − muv || = 2. Hoiame eelnevat koordinaatide tähistust u =(a1, b1) ja v = (a2, b2). Vaatleme esiteks juhtu b1 = b2. Oletame vastuväiteliselt,et |a1 − a2| ≠ b1. Kuna u, v ∈ Sn mingil n korral, on a1, a2 ∈ {k2−n : k ∈
{0, 1, . . . , 2n}} ja b1 = 2−n; seega |a1 −a2| on b1 kordne. Niisiis |a1 −a2| > b1.Kui a1 ⩽ a2, siis punkt p := (a1 + b1, b1) ∈ Sn ja

d(u, p) + d(p, v ) = |a1 − (a1 + b1)| + |a2 − (a1 + b1)|= b1 + (a2 − a1 − b1) = a2 − a1 = d(u, v ).
Lisaks a1 < a1 + b1 < a2, seega p ∈ [u, v ] \ {u, v}, mis on vastuolus võrdusega[u, v ] = {u, v}.Kui a1 > a2, siis punkt p := (a1 − b1, b1) ∈ Sn ja

d(u, p) + d(p, v ) = |a1 − (a1 − b1)| + |a2 − (a1 − b1)|= b1 + (a1 − a2 − b1) = a1 − a2 = d(u, v ),
ning a2 < a1 − b1 < a1, seega p ∈ [u, v ] \ {u, v}. Taas vastuolu!Järelikult |a1 − a2| = b1. Edasi saame

d(x, u) + d(y, v ) = (a1 + b1) + (1 − a2 + b2)= 1 + (a1 − a2) + (b1 + b2)
⩾ 1 + |a1 − a2|.

Kuna d(x, y) = 1 ja d(u, v ) = |a1 − a2|, annab Lemma 1.11 võrduse ||mxy −
muv || = 2.Vaatleme juhtu b1 ̸= b2. Kui a1 + a2 ⩽ 1, siis

d
(
u, (0, b1)) + d

((0, b1), v
) = a1 + (a2 + |b1 − b2|) = d(u, v ),

mistõttu (0, b1) ∈ [u, v ]. Et vältida punkti [u, v ] \ {u, v}, peab siis a1 = 0 ningsamal põhjusel ka (0, b2) /∈ [u, v ] annab a2 = 0. Analoogiliselt jõuame juhul
a1 + a2 ⩾ 1 võrdusteni a1 = a2 = 1. Niisiis a1 = a2 ∈ {0, 1}.Sellest tuleneb d(u, v ) = |b1 − b2| ning

d(x, u) + d(y, v ) = (a1 + b1) + (1 − a2 + b2) = 1 + b1 + b2
⩾ 1 + |b1 − b2| = d(x, y) + d(u, v )

Rakendame taas lemmat 1.11 ja saame ||mxy − muv || = 2.Kokkuvõttes mxy −muv = 2 kõigil juhtudel ja järelikult on mxy on Daugaveti-punkt.
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4 Lipschitzi-vaba ruumi deltapunktide kirjeldus
Artiklis [9] on toodud järgmine teoreem Lipschitzi-vaba ruumi molekulide kohta.
Teoreem 4.1 ([9, teoreem 4.7]). Olgu x ̸= y ∈ M. Siis mxy on ∆-punkt parajasti
siis, kui iga viilu S := S(f , α) korral, kus mxy ∈ S ja α ∈ (0, 1), ning iga ε > 0
puhul leiduvad u, v ∈ M nii, et 0 < d(u, v ) < ε ja muv ∈ S.Nagu artiklis [10, alapunkti 4 sissejuhatuses] tõdetakse, kehtib viimases teo-reemis ühtpidi implikatsioon üldiselt, kui mxy asendada suvalise elemendiga
µ ∈ SF (M), kusjuures selle tõestus on vaadeldud erijuhuga sarnane.
Lause 4.2 ([10, lause 4.1], vrd [9, teoreem 4.7]). Olgu µ ∈ SF (M) selline, et iga
ε > 0 ja BF (M) viilu S korral, kus µ ∈ S, leiduvad u, v ∈ M nii, et u ̸= v ,
muv ∈ S ja d(u, v ) < ε. Siis µ on ∆-punkt.Pole teada, kas viimase teoreemi teistpidi implikatsioon kehtib üldiselt, kui
mxy asendada suvalise elemendiga µ ∈ SF (M). Käesoleva peatüki põhieesmärkon näidata, et see kehtib juhul, kui µ on suvaline molekulide kumer kombinat-sioon.Olgu µ ∈ SF (M). Defineerime

M(µ) := {muv : µ = λmuv + (1 − λ)ν) mingite λ ∈ (0, 1] ja ν) ∈ SF (M) korral}.Paneme tähele, et kui f ∈ SLip0(M) ja f (µ) = 1, siis f (muv ) = 1 iga muv ∈ M(µ)korral.
Põhjendus. Tõepoolest, fikseerime muv ∈ M(µ) ja f ∈ SLip0(M) selliselt, et f (µ) =1. Definitsiooni järgi leiduvad λ ∈ (0, 1] ja ν) ∈ SF (M) nii, et µ = λmuv +(1−λ)ν).Kuna f ∈ SLip0(M) ja muv , ν) ∈ SF (M), siis f (muv ), f (ν)) ⩽ 1. Seega1 = f (µ) = λf (muv ) + (1 − λ)f (ν))

⩽ λ · 1 + (1 − λ) · 1 = 1,mis annabki f (muv ) = 1.Olgu n ∈ N, λ1, . . . , λn > 0 sellised, et ∑n
i=1 λi = 1, ja mx1y1, . . . , mxnyn ∈

SF (M) sellised, et
µ = n∑

i=1 λimxiyi ∈ SF (M).
Teoreemi [4, teoreem 2.4] järgi kehtib iga järjendi k1, . . . , km+1 ∈ {1, . . . , n}korral, kus k1 = km+1, võrratus

m∑
j=1 d(xkj , ykj+1) ⩾ m∑

j=1 d(xkj , ykj ). (4.8)
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Veel enam, kui eelmine võrratus on tegelikult võrdus ehk kehtib
m∑

j=1 d(xkj , ykj+1) = m∑
j=1 d(xkj , ykj ), (4.9)

siis mxkj ykj+1 ∈ M(µ) iga j ∈ {1, . . . , m} korral, kus xkj ̸= ykj+1 .
Põhjendus. Eeldame niisiis, et kehtib (4.9).

Erijuht, kus k1, . . . , km on paarikaupa erinevad. Tähistame
λ0 := min

i∈{1,...,n}

λi

d(xi, yi)ja
li := {

λi − λ0d(xi, yi), kui i ∈ {k1, . . . , km},
λi, kui i ∈ {1, . . . , n} \ {k1, . . . , km}.Ilmselt li ⩾ 0 iga i ∈ {1, . . . , n} puhul. Arvestame, et

m∑
j=1 d(xkj , ykj )mxkj ykj

= m∑
j=1 δxkj

−
m∑

j=1 δykj

= m∑
j=1

xkj =ykj+1
δxkj

+ m∑
j=1

xkj ̸=ykj+1
δxkj

−
m∑

j=1
xkj =ykj+1

δykj+1 −
m∑

j=1
xkj ̸=ykj+1

δykj+1

= m∑
j=1

xkj ̸=ykj+1
δxkj

−
m∑

j=1
xkj ̸=ykj+1

δykj+1

= m∑
j=1

xkj ̸=ykj+1
d(xkj , ykj+1)mxkj ykj+1 .
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Seega
µ = n∑

i=1
i∈{k1,...,km}

λimxiyi + n∑
i=1

i /∈{k1,...,km}

λimxiyi

= m∑
j=1

(
lkj + λ0d(xkj , ykj )) mxkj ykj

+ n∑
i=1

i /∈{k1,...,km}

limxiyi

= n∑
i=1 limxiyi + λ0

m∑
j=1 d(xkj , ykj )mxkj ykj

= n∑
i=1 limxiyi + λ0

m∑
j=1

xkj ̸=ykj+1
d(xkj , ykj+1)mxkj ykj+1 .

Eeldusest tuleneb, et
n∑

i=1 li + λ0
m∑

j=1 d(xkj , ykj+1) = n∑
i=1 li + λ0

m∑
j=1 d(xkj , ykj ) = 1.

Üldine juht, kus me ei eelda, et k1, . . . , km on paarikaupa erinevad. Tõestameväite induktsiooniga m järgi.
1. Baas. Kui m = 1, siis k1 = k2. Ilmselt mxk1yk2 = mxk1yk1 ∈ M(µ).2. Samm. Olgu m ⩾ 2 ja eeldame, et iga järjendi k1, . . . , kp+1 ∈ {1, . . . , n}korral, kus k1 = kp+1 ja p < m, võrdusest

p∑
j=1 d(xkj , ykj+1) = p∑

j=1 d(xkj , ykj ),
järeldub, et iga j ∈ {1, . . . , p} korral, kus xkj ̸= ykj+1 , kehtib mxkj ykj+1 ∈
M(µ).Kui k1, . . . , km on paarikaupa erinevad, kehtib väide vaadeldud erijuhupõhjal. Kui ei ole, leiduvad i, j ∈ {1, . . . , m} nii, et i < j ja ki = kj . Kuna
ki = kj , siis

j−1∑
l=i

d(xkl, ykl+1) ⩾ j−1∑
l=i

d(xkl, ykl) (4.10)
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ja
m∑

l=j

d(xkl, ykl+1) + i−1∑
l=1 d(xkl, ykl+1) ⩾ m∑

l=j

d(xkl, ykl) + i−1∑
l=1 d(xkl, ykl). (4.11)

Kui vähemalt ühes võrratustest (4.10) ja (4.11) kehtiks range võrratus, siis
m∑

l=1 d(xkl, ykl+1) >
m∑

l=1 d(xkl, ykl),
mis on vastuolus eeldusega. Järelikult on mõlemad võrratused (4.10) ja(4.11) tegelikult võrdused ning induktsiooni eelduse põhjal saame

mxkl ykl+1 ∈ M(µ)
iga l ∈ {i, . . . , j−1} puhul, ning iga l ∈ {j, . . . , m, 1, . . . , i−1} puhul.

Artiklis [10] on esitatud järgmine lemma koos tõestusega.
Lemma 4.3 ([10, lemma 4.2]). Olgu n ∈ N, λ1, . . . , λn > 0 omadusega

∑n
i=1 λi =1 ja mx1y1, . . . , mxnyn ∈ SF (M) sellised, et µ = ∑n

i=1 λimxiyi ∈ SF (M). Siis leidub
selline f ∈ SLip0(M), et f (µ) = 1 ning kõikide i, j ∈ {1, . . . , n} korral, kus xi ̸= yj ,
on järgmised tingimused samaväärsed:(i) f (mxiyj ) = 1;(ii) mxiyj ∈ M(µ).Tõestame selle lemma tuginedes peamiselt uuemast artiklist pärit [11, lem-ma 2.1] tõestusele ja vähesel määral [10, lemma 4.2] tõestusele. Ka on lemma4.3 tõestamiseks vaja järgmist abitulemust.
Lemma 4.4 ([4, lemma 2.3]). Olgu n ∈ N ja iga k, l ∈ {1, . . . , n} korral βkl ∈
R valitud nii, et βkk = 0 iga k ∈ {1, . . . , n} korral. Kui suvalise järjendi
k1, . . . , km+1 ∈ {1, . . . , n} puhul, kus k1 = km+1, kehtib

m∑
j=1 βkj kj+1 ⩾ 0,

siis leiduvad reaalarvud α1, . . . , αn nii, et

αk ⩽ αl + βkl

iga k, l ∈ {1, . . . , n} korral.
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Lemma 4.3 tõestus. Implikatsioon (ii) ⇒ (i) kehtib iga f ∈ SLip0(M) korral, misrahuldab tingimust f (µ) = 1. Seega piisab leida selline f ∈ SLip0(M), et f (µ) = 1ja iga i, j ∈ {1, . . . , n} korral, kus xi ̸= yj , kehtib ka (i) ⇒ (ii).Tähistame iga k ∈ {1, . . . , n} korral akk := 1 ja βkk := 0, ning mis tahes
k, l ∈ {1, . . . , n}, k ̸= l, korral

akl := max{ ∑m
j=1 d(xkj , ykj )∑m

j=1 d(xkj , ykj+1) : m ∈ N, k1, . . . , km+1 ∈ {1, . . . , n}

on paarikaupa erinevad, k1 = km+1 = k, k2 = l
}

ja
βkl := akld(xk , yl) − d(xk , yk ).Võrratusest (4.8) järeldub, et akl ⩽ 1 iga k, l ∈ {1, . . . , n} korral.

Samm 1: lemma 4.4 rakendamine. Näitamaks, et lemma 4.4 eeldused ontäidetud, tuleb tõestada, et mis tahes järjendi k1, . . . , km+1 ∈ {1, . . . , n}, k1 =
km+1, korral kehtib ∑m

j=1 βkj kj+1 ⩾ 0.
• Kui k1, . . . , km on paarikaupa erinevad, siis iga l ∈ {1, . . . , m} korral

aklkl+1 ⩾
∑m

j=1 d(xkj , ykj )∑m
j=1 d(xkj , ykj+1) ,ning seega

m∑
j=1 akj kj+1 d(xkj , ykj+1) ⩾ min

l∈{1,...,m}
aklkl+1 ·

m∑
j=1 d(xkj , ykj+1) ⩾ m∑

j=1 d(xkj , ykj ),
millest ∑m

j=1 βkj kj+1 ⩾ 0.• Kui k1, . . . , km ei ole paarikaupa erinevad, siis kasutame induktsiooni mjärgi. Baasjuht m = 1 on triviaalne. Induktsioonisammus leiduvad 1 ⩽ p <
q ⩽ m, nii et kp = kq. Sel juhul jaguneb kogu summa kaheks:

m∑
j=1 βkj kj+1 = q−1∑

j=p
βkj kj+1 + m∑

j=1
j /∈{p,...,q−1}

βkj kj+1.

Induktsiooni eelduse põhjal on mõlemad osasummad mittenegatiivsed, see-ga ∑m
j=1 βkj kj+1 ⩾ 0.
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Lemma 4.4 põhjal leiduvad sellised α1, . . . , αn ∈ R, et iga k, l ∈ {1, . . . , n}korral kehtib αk ⩽ αl + βkl.Defineerime funktsiooni f hulgal {x1, y1, . . . , xn, yn} seostega
f (xi) = αi + d(xi, yi), f (yi) = αi, i ∈ {1, . . . , n}.Siis iga i, j ∈ {1, . . . , n} korral

f (xi) − f (yj ) = αi − αj + d(xi, yi) ⩽ βij + d(xi, yi) = aijd(xi, yj ),
f (yi) − f (xj ) = αi − αj − d(xj , yj ) ⩽ βij − d(xj , yj )

⩽ d(xi, yj ) − d(xi, yi) − d(xj , yj ) ⩽ d(yi, xj ),
f (xi) − f (xj ) = αi − αj + d(xi, yi) − d(xj , yj ) ⩽ βij + d(xi, yi) − d(xj , yj )

⩽ d(xi, yj ) − d(xj , yj ) ⩽ d(xi, xj ),
f (yi) − f (yj ) = αi − αj ⩽ βij ⩽ d(xi, yj ) − d(xi, yi) ⩽ d(yi, yj ).Seega Lip(f ) ⩽ 1. Kasutades McShane’i teoreemi 1.3 jätkame funktsiooni f koguruumile M ning liidame sellise konstantse funktsiooni, et summa puhul 0 7→ 0;nii saadud funktsiooni tähistame sümboliga f .Näitame, et kõikide i, j ∈ {1, . . . , n} puhul, eeldades, et xi ̸= yj , järeldubvõrdusest f (mxiyj ) = 1 sisaldumine mxiyj ∈ M(µ). Juht i = j on siin ilmne.Seepärast fikseerime i, j ∈ {1, . . . , n}, i ̸= j , ja eeldame, et xi ̸= yj ning

f (mxiyj ) = 1. Siis
1 = f (mxiyj ) = f (xi) − f (yj )

d(xi, yj ) ⩽ aij ⩽ 1,

ehk aij = 1. Seega leiduvad m ∈ N ja paarikaupa erinevad k1, . . . , km+1 ∈
{1, . . . , n} nii, et k1 = km+1 = i, k2 = j ja ∑m

j=1 d(xkj , ykj ) = ∑m
j=1 d(xkj , ykj+1).Enne (vt võrduse (4.9) juures) näitasime, et sellisest võrdusest järeldub, et iga

j ∈ {1, . . . , m} korral, kus xkj ̸= ykj+1 , kehtib mxkj ykj+1 ∈ M(µ). Seega mxiyj =
mxk1yk2 ∈ M(µ).
Lemma 4.5 ([6, lemma 3.6]). Olgu x ̸= y ∈ M, u ̸= v ∈ M, ε > 0 ja

fxy(u) − fxy(v )
d(u, v ) > 1 − ε.

Siis (1 − ε) max{d(x, v ) + d(y, v ), d(x, u) + d(y, u)} < d(x, y).
Lemma 4.6 ([10, lemma 4.3], vt ka [11, lemma 2.2]). Olgu n ∈ N, λ1, . . . , λn > 0
sellised, et

∑n
i=1 λi = 1, ja mx1y1, . . . , mxnyn ∈ SF (M) sellised, et

µ = n∑
i=1 λimxiyi ∈ SF (M).

Siis leiduvad fµ ∈ SLip0(M) ja δ > 0 nii, et
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(1) fµ(µ) = 1;(2) iga u, v ∈ M ja α ∈ (0, δ) korral, kus u ̸= v ja muv ∈ S(fµ, α), leiduvad
i, j ∈ {1, . . . , n} nii, et xi ̸= yj , mxiyj ∈ M(µ) ning

(1 − α) max{d(xi, v ) + d(yj , v ), d(xi, u) + d(yj , u)} < d(xi, yj ).
Tõestus. Lemma 4.3 põhjal leidub g ∈ SLip0(M) nii, et g(µ) = 1 ja iga i, j ∈
{1, . . . , n} puhul, mille korral xi ̸= yj , kehtib g(mxiyj ) = 1 parajasti siis, kui
mxiyj ∈ M(µ). Iga i ∈ {1, . . . , n} korral defineerime funktsiooni hi : M → R,

hi(p) = max{ g(xi) − g(yj )
d(xi, p) + d(yj , p)d(xi, p) : j ∈ {1, . . . , n}, xi ̸= yj

}
.

Kuna g(xi) − g(yi) > 0, on hi iga i korral mittenegatiivne.Defineerime funktsiooni fµ : M → R,
fµ(p) = max

i∈{1,...,n}
{g(xi) − hi(p)} + a,

kus konstant a ∈ R valitakse nii, et fµ(0) = 0.Iga x, y ∈ M , x ̸= y, korral olgu fxy : M → R,
fxy(p) = d(x, y)2 · d(y, p) − d(x, p)

d(x, p) + d(y, p) .Lemma [6, lemma 3.6] kohaselt on fxy Lipschitzi funktsioon ja ||fxy|| ⩽ 1.Fikseerime i, j ∈ {1, . . . , n} ja olgu fij : M → R,
fij (p) = (

g(xi) − g(yj )) · d(xi, p)
d(xi, p) + d(yj , p) .Näitame, et fij on Lipschitzi funktsioon ja Lip(fij ) ⩽ 1. Fikseerime p, q ∈ M .Tähistame a := d(xi, p), b := d(yj , p), c := d(xi, q) ja d := d(yj , q). Kuna

|g(xi) − g(yj )| ⩽ d(xi, yj )ning ∣∣∣ a
a + b − c

c + d

∣∣∣ ⩽ |a − c| · d + |b − d| · c(a + b)(c + d)
⩽

max{|a − c|, |b − d|} · (c + d)(a + b)(c + d)
⩽

d(p, q)
d(xi, yj ) ,
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saame |fij (p)−fij (q)| ⩽ d(p, q). Järelikult fij on Lipschitzi funktsioon ja Lip(fij ) ⩽1. Järelikult on ka hi ja fµ lause 1.2 järgi Lipschitzi funktsioonid ning Lip(hi) ⩽ 1ja fµ ⩽ 1.Iga i ∈ {1, . . . , n} korral
fµ(xi) ⩾ g(xi) − hi(xi) + a = g(xi) + a.

Fikseeritud j ∈ {1, . . . , n} korral valime i ∈ {1, . . . , n} nii, et fµ(yj ) = g(xi) −
hi(yj ) + a.Kui xi = yj , siis fµ(yj ) = g(yj ) − hi(yj ) + a ⩽ g(yj ) + a. Ja kui xi ̸= yj , siis

fµ(yj ) = g(xi) − hi(yj ) + a

⩽ g(xi) −
g(xi) − g(yj )

d(xi, yj ) + d(yj , yj )d(xi, yj ) + a = g(yj ) + a.

Seega fµ(xi) − fµ(yj ) ⩾ g(xi) − g(yj ) iga i, j ∈ {1, . . . , n} korral ja järelikult
fµ(µ) ⩾ g(µ) = 1. Kuna ||fµ|| ⩽ 1, siis fµ ∈ SLip0(M) ja fµ(µ) = 1.Valime δ > 0 nii, et kui g(xi) − g(yj ) < d(xi, yj ) mingite i, j korral, siis
g(xi) − g(yj ) < (1 − δ)d(xi, yj ). Näitame, et tingimus (2) on täidetud. Fikseerime
u, v ∈ M , u ̸= v , ja α ∈ (0, δ) nii, et muv ∈ S(fµ, α). Olgu i selline, et
fµ(u) = g(xi) − hi(u) + a. Siis fµ(v ) ⩾ g(xi) − hi(v ) + a, millest

(1 − α)d(u, v ) < fµ(u) − fµ(v ) ⩽ hi(v ) − hi(u).
Leidub j ∈ {1, . . . , n}, mille puhul xi ̸= yj ja

hi(v ) = g(xi) − g(yj )
d(xi, v ) + d(yj , v )d(xi, v ).

Kuna hi on mittenegatiivne, siis g(xi) − g(yj ) ⩾ 0. Järelikult saame
(1 − α)d(u, v ) < hi(v ) − hi(u)

⩽
g(xi) − g(yj )

d(xi, v ) + d(yj , v )d(xi, v ) −
g(xi) − g(yj )

d(xi, u) + d(yj , u)d(xi, u)
= g(xi) − g(yj )

d(xi, yj ) (
fxiyj (u) − fxiyj (v ))

⩽ min{g(xi) − g(yj )
d(xi, yj ) d(u, v ), fxiyj (u) − fxiyj (v )}.

Lemma 4.5 kohaselt
d(xi, yj ) > (1 − α) max{d(xi, u) + d(yj , u), d(xi, v ) + d(yj , v )}.
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Lisaks
g(xi) − g(yj ) > (1 − α)d(xi, yj ) > (1 − δ)d(xi, yj ).Kui kehtiks g(xi)−g(yj ) < d(xi, yj ), siis peaks ka g(xi)−g(yj ) < (1−δ)d(xi, yj ).Seega g(xi) − g(yj ) = d(xi, yj ) ja mxiyj ∈ M(µ).Nüüd oleme valmis põhitulemuse tõestamiseks.

Teoreem 4.7 ([10, teoreem 4.4]). Olgu µ ∈ conv({mxy : x ̸= y ∈ M}) ∩ SF (M).
Siis µ on ∆-punkt parajasti siis, kui suvalise ε > 0 ja hulga BF (M) suvalise viilu
S korral, kus µ ∈ S, leiduvad u, v ∈ M nii, et u ̸= v , muv ∈ S ja d(u, v ) < ε.

Tõestus. Piisavuse osa on lause 4.2.Olgu µ ∆-punkt ja olgu n ∈ N, λ1, . . . , λn > 0 sellised, et ∑n
i=1 λi = 1, ja

mx1y1, . . . , mxnyn ∈ SF (M) sellised, et µ = ∑n
i=1 λimxiyi .Lemma 4.6 järgi leiduvad fµ ∈ SLip0(M) ja δ > 0 nii, et fµ(µ) = 1 ning iga

u, v ∈ M , u ̸= v , ja α ∈ (0, δ) korral, mille puhul muv ∈ S(fµ, α), leiduvad
i, j ∈ {1, . . . , n} nii, et xi ̸= yj , mxiyj ∈ M(µ) ja

(1 − α) max{d(xi, v ) + d(yj , v ), d(xi, u) + d(yj , u)} < d(xi, yj ).
Iga i, j ∈ {1, . . . , n} korral, mille puhul mxiyj ∈ M(µ), olgu lij ∈ (0, 1] ja
ν)ij ∈ SF (M) sellised, et µ = lijmxiyj + (1 − lij )ν)ij .Fikseerime ε > 0 ja BF (M) viilu S = S(f , α) nii, et µ ∈ S . On teada (vt [8,lemma 2.1]), et α võime valida kui tahes väikese. Seega olgu α selline, et α < δja

α < 1 −

√1/
(

εmaxi,j∈{1,...,n} d(xi, yj ) + 1)
.

Siis ( 1(1 − α)2 − 1) max
i,j∈{1,...,n}

d(xi, yj ) < ε.

Tähistame g := f + fµ . Siis g(µ) = fµ(µ) + f (µ) > 2 − α ja
g

||g|| (µ) > 2 − α
||g|| = 1 −

(1 − 2 − α
||g||

)
,

seega µ ∈ S(g/||g||, 1 − (2 − α)/||g||). On teada (vt [9, märkus 2.4]), et kui Xon Banachi ruum, A ⊂ BX , conv(A) = BX , x on ∆-punkt ja x kuulub mingisseühikkera viilu S , siis iga η > 0 korral leidub y ∈ S ∩ A nii, et ||x − y|| > 2 − η.Seega leiduvad u, v ∈ M nii, et u ̸= v , g(muv ) > 2 − α ja
||µ − muv || ⩾ 2 − α min{lij : i, j ∈ {1, . . . , n}, mxiyj ∈ M(µ)}.
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Nüüd fµ(muv ) > 1 − α ja f (muv ) = g(muv ) − fµ(muv ) > 2 − α − 1 = 1 − α ehk
muv ∈ S(f , α). Näitame nüüd, et d(u, v ) < ε.Kuna fµ(muv ) > 1− α ja α ∈ (0, δ), leiduvad i, j ∈ {1, . . . , n} nii, et xi ̸= yj ,
mxiyj ∈ M(µ) ja

(1 − α) max{d(xi, v ) + d(yj , v ), d(xi, u) + d(yj , u)} < d(xi, yj ). (4.12)
Siis ||µ − muv || ⩾ 2 − αlij ning võrdusest µ = lijmxiyj + (1 − lij )ν)ij saame

2 − αlij ⩽ ||µ − muv || ⩽ lij ||mxiyj − muv || + (1 − lij )||ν)ij − muv ||
⩽ lij ||mxiyj − muv || + 2 − 2lij ,

seega ||mxiyj − muv || ⩾ 2 − α . Kuna mxiyj ∈ M(µ), siis fµ(mxiyj ) = 1 ja
||mxiyj + muv || ⩾ fµ(mxiyj ) + fµ(muv ) > 2 − α.

Lemmast 1.11 järeldub
min{d(xi, v )+d(yj , u), d(xi, u) + d(yj , v )}

⩾ d(xi, yj ) + d(u, v ) − α max{d(xi, yj ), d(u, v )}
> (1 − α)(d(xi, yj ) + d(u, v )). (4.13)

Kuna α < 1, siis võrratus 4.13 annab
d(xi, v ) + d(yj , u) + d(xi, u) + d(yj , v ) > 2(1 − α) (

d(xi, yj ) + d(u, v ))
ja võrratus 4.12 annab

d(xi, v ) + d(yj , u) + d(xi, u) + d(yj , v ) <
2d(xi, yj )1 − α .

Järelikult
d(u, v ) <

d(xi, v ) + d(yj , u) + d(xi, u) + d(yj , v )2(1 − α) − d(xi, yj )
<

2d(xi, yj )2(1 − α)2 − d(xi, yj )
⩽

( 1(1 − α)2 − 1) max
i′,j ′∈{1,...,n}

d(xi′, yj ′) < ε.

Seega leidsime u, v ∈ M nii, et u ̸= v , muv ∈ S ja d(u, v ) < ε.
34



Kasutatud kirjandus
[1] R. J. Aliaga, C. Gartland, C. Petitjean, and A. Procházka, Purely 1-

unrectifiable metric spaces and locally flat Lipschitz functions, Trans. Amer.Math. Soc. 375 (2022), no. 5, 3529–3567. MR 4402669[2] R. J. Aliaga and A. J. Guirao, On the preserved extremal structure of
Lipschitz-free spaces, Studia Math. 245 (2019), no. 1, 1–14. MR 3863062[3] R. J. Aliaga, C. Noûs, C. Petitjean, and A. Procházka, Compact reduction
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kättesaadavaks tegemiseks
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