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Sissejuhatus

Kaesolev bakalaureuset66 on funktsionaalanaliitsi valdkonda kuuluv referatiivne
uurimus. T66s uuritakse Daugaveti- ja delta-punkte Lipschitzi-vabades Banachi
ruumides, eesmargiga kasitleda tksikasjalikult artikli [10] pohitulemusi. Viidatud
artikkel on oluline jatku-uuring toéle [9], mis oli esimene péhjalik Daugaveti- ja
delta-punktide kasitlus Lipschitzi-vabades Banachi ruumides.

Bakalaureuset6o koosneb neljast peatiikist. Esimeses peatiikis antakse
vajalikud definitsioonid ja eeltulemused, mis on p&hiosa méistmiseks tarvilikud.
Jargnevad peatiikid jargivad aluseks voetud artikli struktuuri ja teemajaotust.

Teises peatiikis tdestatakse, et Lipschitzi-vaba ruumi thiksfaart element on
Daugaveti-punkt parajasti siis, kui ta asub koigist thikkera hammaspunktidest
kaugusel 2. Tulemus, et Daugaveti-punkt on alati koéigist hammaspunktidest
kaugusel 2, on teada juba artiklist [9], kus tdestati ka selle poordvaide
erijuhul, kut Lipschitzi-vaba ruumi aluseks olev meetriline ruum on kompaktne.
Artiklis [10] (ja seega ka kaesolevas to6s) on see (piisavuse) osa laiendatud
koigile meetrilistele ruumidele.

Kolmandas peatiikis antakse naide meetrilisest ruumist, millele vastaval
Lipschitzi-vabal ruumil on thtaequ nit Radon—-Nikodgmi omadus kui ka
Daugaveti-punkt. Selline naide on markimisvaarne (ja spetsialistide hinnanqul
ullatav), kuna Daugaveti omadus (mille korral koik hiksfaari elemendid
Daugaveti-punktid) on olemuselt diametraalselt erinev Radon—Nikodymi
omadusest.

Neljandas peatikis keskendume delta-punktidele Lipschitzi-vabades
ruumides. Iga Daugaveti-punkt on thtlasi ka delta-punkt, kuid Lipschitzi-vabas
ruumis et pruugi delta-punkt olla Daugaveti-punkt (vt [9 ndide 4.4]). On teada,
et molekul m,, on delta-punkt parajasti siis, kui iga € > 0 ja thikkera viilu S
korral, mis sisaldab molekuli m,,, leiduvad u,v € M nii, et u # v, m,, € S
ning d(u,v) < € (vt [9 teoreem 4.7]). Kuigi ei ole teada, kas sama kirjeldus
kehtib ka koigt tihiksfaari elementide puhul, on piisavuse osa véimalik sarnaselt
toestada iga Uhiksfaart elemendi p korral. Neljandas peatiikis toestatakse ka
tarvilikkuse osa uldistus juhul, kus molekul on asendatud molekulide kumera
kombinatsiooniga, mille norm on 1.

Bakalaureusettos vaatleme ainult reaalseid normeeritud ruume. Kasutame
normeeritud ruumide teooria tavalisi tahistusi. Olgu X normeeritud ruum. Tema
kinnist Ghikkera, thiksfaart ja kaasruumi tahistame vastavalt By, Sx ja X
Tahistega B(x, r) margime kinnist kera keskpunktiga x ja raadiusega r.



1 Vajalikud eelteadmised

1.1 Lipschitzi funktsioonide Banachi ruum Lipy(M)

Definitsioon 1.1. Olgu (M, d) meetriline ruum ja f: M — R. Funktsioon f
rahuldab Lipschitzi tingimust, kut leidub L > 0 nii, et mis tahes kahe elemendi
X,y € M korral

() = Hy)l < L-dlx, y);

vahimat sellist arvu L tahistame Lip(f) ja nimetame f Lipschitzi konstandiks.

Lause 1.2 ([12 lause 1.32)). Mis tahes Lipschitzi funktsioonide g, h: M — R
korral on Lipschitzi funktsioonid ka M — R, p +— min{g(p) h(p)} ja p —
max{g(p), h(p)} kusjuures nende Lipschitzi konstandid ei (ileta arvu

max{Lip(g), Lip(h)}.

Teoreem 1.3 (McShane'i jatkamisteoreem, vt nt [12) teoreem 1.33)). Olgu M
meetriline ruum, N tema alamruum ja g: N — R Lipschitzi tingimust rahuldav
funktsioon. Leidub funktsiooni g Lipschitzi tingimust rahuldav jitk f: M — R
nii, et Lip(f) = Lip(q).

Definitsioon 1.4. Nullpunktiga meetriline ruum on meetriline ruum, milles on
fikseeritud tiks nullpunktiks nimetatud element, mida tahistame stiimboliga 0.

Olgu M nullpunktiga meetriline ruum ja olgu Lip,(M) koigi selliste Lipschitzi
tingimust rahuldavate kujutuste M — R hulk, mille korral 0 — 0. Hulk Lipy(M)
on Banacht ruum punktiviist defineeritud vektorruumi tehete ja normi [|f{|, =
Lip(f) suhtes.

Definitsioon 1.5. Banachi ruumt Lip,(M) nimetatakse Lipschitzi funktsioonide
(Banachi) ruumiks.

On teada, et Lipschitzi funktsioonide ruum on kaasruum ja tema loomulikuks
eelruumiks on Lipschitzi-vaba ruum.

1.2 Lipschitzi-vaba Banachi ruum F(M)

Olgu (M, d) nullpunktiga meetriline ruum. Tahistame x € M korral simboliga
Oy kaasruumi Lipy(M)* elemendi f — f(x).

Definitsioon 1.6. Kaasruumi Lipy(M)* alamruumi span{d, : x € M} nimetatak-
se Lipschitzi-vabaks (Banachi) ruumiks (ile M) ja tahistatakse F(M).

Lipschitzi-vaba ruumi F (M) elementi ix(;iy), kus x,y € M ja x # y, nimeta-
takse molekuliks ja tahistatakse m,,.




1.3 Daugaveti-punkti, deltapunkti ja hammaspunkti méisted

Olgu X mittetriviaalne Banacht ruum tle R.

Definitsioon 1.7. Uhikkera By viil on X osahulk kujul
S(x*,a)={x € Bx: x*(x) >1—a},

kus x* € Sy- ja a > 0.

Definitsioon 1.8. Olgu x € Sy. Utleme, et x on

e Bx hammaspunkt, kut thikkeral By leidub kui tahes vaikese diameet-
riga viil, mis sisaldab punkti x; kdigi Bx hammaspunktide hulka tahistame
dent(Bx);

e Daugaveti-punkt, kut thikkera By iga viilu S ja iga € > 0 korral leidub
yeSni,et|x—yl|=2—c¢

e A-punkt ehk delta-punkt, kui iga punkti x sisaldava By viillu S ja iga
€ > 0 korral leidub y € S nii, et |[x —y|| = 2 —&.

Midrkus. 1ga Daugaveti-punkt on A-punkt.

Lause 1.9 ([9, lause 3.1)). Olgu x € Sx Daugaveti-punkt. Iga y & dent(By)
korral ||x — yl|| = 2.

Téestus. Olgu y € dent(Bx). Ilmselt ||[x — y|| < 2. Oletame, et ||x — y|| < 2
ja naitame, et tekib vastuolu. Olgu € > 0 selline, et |[|x — y|| < 2 — €. Olgu S
selline tihikkera By viil, et y € S ja diam(S) < €/2. Kuna x on Daugaveti-punkt,
peab leiduma z € S nii, et ||x — z|]| = 2— /2. Teiselt poolt peab sellise z puhul
kehtima ||y — z|| < diam(S) < €/2, seega saame

=zl <l —yll+lly -2l < 2— &) + 2 =2 €2

mistottu ||x — z|| < 2 — /2. Joudsime vastuoluni, jarelikult on ||x —y|| = 2. O

1.4 Abitulemused

Lemma 1.10 ([10, lemma 1.1)). Olgu u € Sgpw. lga € > 0 korral leidub 6 > 0
nii, et kui u,v € M ja 0 < d(u,v) <9, siis ||t —my|| =22 — e

Mirkus. Artiklis [10] on see lemma esitatud tdestuseta ja margitud, et see on [9,
teoreemi 2.6] ekvivalentne iimbersdnastus. Bakalaureusetoo taielikkuse huvides
esitame lemma tdestuse [9, teoreemi 2.0] téestuse eeskujul.

6



Téestus. Lipschitzi-vaba ruumi méiste kohaselt on ¢ € Span{d, : x € M}, see-
ga u € span{d, : x € M} voi py on alamruumti span{0o, : x € M} (normeeritud)
elementidega lahendatav. Jarelikult piisab vaadelda ainult juhtu p € span{9, :
x € M}. Seega eeldamegi, et p on mingite elementide 0d,,, ..., Oy, lineaar-
kombinatsioon, kus xi, ..., X, € M, ning tahistame N = {x, ..., x,} U {0} ja
a=min{d(x,y):x,y € N, x #+ y}.

Oletame, et leidub € > 0 nii, et iga d > O korral leiduvad u,v € M nii, et
0 < d(u,v)<ojallg—myl|l <2— e Fikseerime the sellise arvu € € (0,1).
Lemma on toestatud kut juame vastuolunt.

Tehtud oletuse kohaselt leiduvad u, v € M nii, et

1
0<du,v)< S€a ja |lp—mull <2—c¢.
Kut x,y € N ja x # y, siis

1
2d(u,v) < 2sea < €d(x, y),

2
mistottu
d(x,y)+ d(u,v) < dx, u)+dy,v)+ 2d(u,v)
< d(x,u)+dy,v)+ ed(x,y)
jarelikult

(1—¢e)d(x, y)+ d(u,v) < d(x,u)+d(y,v).

Olgu f € Sipym selline, et f(u) = 1 (niisugune f leidub Hahn-Banachi
teoreemi pdhjal). Vaatleme Lipschitzi funktsioont g: NU{u, v} — R, kus g|y =
f|n ning

1
g(u) = max(g(x) = 7——d(x u))
ja
1
glv) = yermu} (9(y) + 7—dly.v)).

Vahetult on kontrollitav, et LLp(g) <

Naitame, et g(v) — g(u) > ad( V). O[gu x € Njay e NU{u} sellised,
et g(u) = g(x)— ﬂ:d(x, u) ja g( ) = gly)+ sd(g, v). Vaatleme eraldi juhtusid
y=uijaye N Kuiy=u,siis

1 1
g(v) — g(u) = (g(u) + =—d(v,)) = glu) = ——d(u,v)



Kut y € N, siis
1

g(v) = glu) = (fly) — T4 v)) = (f(x) + T4 u))
= ly) = f(x) + - 1g(d(x, u)+ d(y,v))
> f(x)—fly) + d(x, y) + de(u, V)
1
> 1 _gd(u,v).

Olgu h: M — R funktsioont g jatk, mille puhul Lip(h) = Lip(g) (selline jatk
leidub naiteks teoreemti [T.3] pohjal). Paneme tahele, et

h
2 — & > H,LI - muv“ > W(u - muv)

A
~ Lip(g)
> (1 —e)(1+- !

|
(Q(U) B 9(2)(_ Q(V))

jarelikult 2 — € > 2 — g, mis on vastuolu. O]

Lemma 1.11 ([10/ lemma 1.2]). Olgu x,y, u,v € M sellised, et x #+ y ja u + v
ning olgu € > 0. Jdrgmised viited on samaviidrsed:

(L) meg + muv“ 2 Z — &/
(i) d(x,v)+d(u,y) = d(x,y)+ d(u,v) — emax{d(x, y), d(u, v)}.
Tingimustes (i) ja (i) kehtib vordus samaaegselt ning sel juhul kehtib vérdus

|d(x,y) — d(u,v)| + d(x,v)+ d(u, y)
max{d(x, y), d(u,v)} '

meg + muv” =

Téestus. Vaatleme ainult juhtu d(x,y) = d(u, v), sest lemma on siimmeetriline
punktipaaride (x, y) ja (u, v) (vahetuse) suhtes.



(i) = (ii). Eeldame, et ||m,, + m,|| = 2 — €. Siis

0, — 9, N Oy — Oy

dix,y)  d(u,v)
_ Hd(u, V)(0y — 0, + 0y — 0y) + (d(x, y) — d(u,v))(d, — 5V)H

d(x, y)d(u,v)

d(u, v)(116, = 0.l + 1160 — 8,1l) + (d(x, y) — d(u, v))[|6s — &.]]

d(x, y)d(u, )

d(u,v)(d(x v) + d(u, y)) ( (x,y)—d(u, v))d(u,v)
d(x, y)d(u,v)

d(x,v)+d(u,y) +dx,y) —d(u,v)

d(x, y) |

2—e<||my +myl = ’

//\

N

Jarelikult
dix,v)+d(u,y) =2 (1 —¢€)dx, y)+ du,v)
=d(x,y)+ d(u,v) — emax{d(x, y), d(u, v},

s.t kehtib (i).
(it) = (i). Eeldame, et
d(x,v)+d(u,y) = d(x,y)+ d(u,v) — emax{d(x, y), d(u, v)}
ehk
dv,x)+d(y,u)—d(u,v) = (1 —e)d(x, y).
Vaatleme funktsiooni f: M — R,

f(p) = min{d(y, p). d(v.p) + d(y, u) — d(u,v)} + a,

kus konstant a € R on valitud nii, et f(0) = 0.
Lause[T.2jargi on f € Lip(M) ja ||f|| < 1, sest funktsioonid g: p +— d(y, p) ja

h: pr—d(v,p)+d(y, u)—d(u,v) on Lipschitzi funktsioonid, kusjuures Lip(g) =

Lip(h) = 1.
Eelduse p&hjal

f(x) = min{d(y, x), d(v,x) + d(y,u) —d(u,v)} + a > (1 — e)d(x,y) + a
Lisaks margime, et

fly) = min{0, d(v, y) + d(y, u) — d(u,v)} + a = a,
f(u) = min{d(y, v) d(v,u) + d(y, u) — d(u,v)} + a = d(y, u) + a
f(v) = min{d(y,v),0+d(y,u) —d(u,v)} + a =d(y,u)—d(u,v) + a.



Seega
fx) = fly) | fu) = 1(v)

||mxy+muv|| = f(mxy+muv) = d(X,y) + d(U,\/)
(1 —&)d(x,y) +a) —a
>
d(x, y)
L (9. 0) + 0) = (dly.v) — d{v.v) + o]
d(u,v)

—(1—g+1=2—¢

Jarelikult kehtib (i).

Sellega on tingimuste (i) ja (il) samavaarsus toestatud. Kusjuures téestuse
pohjal kehtivad vorratustes (i) ja (ii) ranged vorratused samaaegselt, jarelikult
kehtivad neis ka vordused samaaegselt. Kut molemad vérdused kehtivad, siis

dx,y)+d(u,v)—d(x,v)—d(u,vy)
max{d(x, y), d(u,v)}
2d(x, y) — (d(x, y)+d(u,v)—dx,v)—d(u, g))
max{d(x, y), d(u,v)}
dx,y)—d(u,v)+dx v)+du,vy)
max{d(x, y), d(u,v)}
dx,y) — d(u, v)| + d(x,v) + d(u, y)

- max{d(x, y), d(u, v)} | :

||mxy+muv||:2—$=2—
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2 Lipschitzi-vaba ruumi Daugaveti-punktide kirjel-
dus

Kaesoleva alapunkti péhieesmdrgiks on esitada tksikasjalikult jargmise teoreemt
toestus.

Teoreem 2.1 ([10, teoreem 2.1)). Olgu y € Sgpy. Jdrgmised viited on sa-
mavddrsed:

(i) p on Daugaveti-punkt;
(it) iga ) € dent(Br) korral ||y — || = 2,
(iit) kui u,v €M, kus u # v, jar,s > 0 jaoks leidub 6 > 0 nii, et

lu,v]s € B(u, rd(u,v)) U B(v, sd(u,v)),
siis [|p—my|| =2 —2r—2s.
Teoreemti tingimuses (iii) kasutasime tahistust
[u,v]s ={x € M:d(u x)+d(x,v) <d(u,v)+ 0},
kus u,v € M ja 0 > 0. Teoreemi toestamisel rakendame jargmisi abitulemust.

Lemma 2.2 ([10, lemma 2.2)). Olgu u,v € M ja 0 > 0 ning olgu x € [u, v]s. Siis
leidub selline o' > 0, et

[u, x|y Ulx, v]y Clu, vls.
Téestus. Kuna x € [u, v]s ehk
d(u,x)+d(x,v) < d(u,v)+9,
siis leidub 0" € (0, 0) ni, et
d(u,x) + 0+ d(x,v) < du,v)+ 0.
Sellise 0’ ja suvalise y € [u, x|y korral saame

d(u,y)+dy,v) < (d(u,x) + 0" —d(x, y)) +d(y, v)
< d(u,x)+ 0 +d(x,v)
< d(

u,v)+o,
jarelikult [u, x]s C [u, v]5 ning simmeetria pohjal ka [x, v]s C [u, v]s. O
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Lemma 2.3 ([10} lemma 2.3)). Olgu u,v € M ja 6 > 0 ning lisaks olgu r,s > 0
sellised, et
[u, v]s C Blu, r)U B(v, s).

lga € > 0 korral leiduvad x € B(u, ), y € B(v,s) ja 0’ > 0 nii, et
(1) d(u,x)+d(x,y)+dy, v)+ 0 <du,v)+9,
(2) [x.yls Clu,v]s
(3) dx.y) < d(u,v),
(4) [x, yls C B(x, €) U By, e€).

Tdestus. Fikseerime vabalt € > 0. Vaatleme kéigepealt juhtu, kus 0 < €. Olgu
a > 0 selline, et 0 + a < €. Nditame esmalt, et hulk

{t=0:[u,v]s C Blu, t)UB(v,s)}
sisaldab oma alumist raja r’ ehk
[u,v]s C B(u,r') U B(v, s).

[lmselt on 0 <

< rijaiga t > r’ puhul
[u,v]s C Blu, t) U B(v, s).

Olgu p € [u,v]s. Siis kas p € B(v,s) voi p € B(u,t) iga t > r’ korral.
Vaatleme viimast juhtu, kusjuures eeldame, et p & B(v, s). Kui p & B(u, ') ehk
d(p,u) > r', siis d(p,u) > t mingi t > r’ korral ehk p & B(u, t) ning seega
peab kehtima p € B(v, s), mis on vastuolus eeldusega. Jarelikult p € B(u, r).
Juhul r" < € votame x = u. Vastasel juhul (s.t juhul " > &) fikseerime vabalt

x €[u vl \ (Blu, " —a)UB(v,s)),
kusjuures paneme tahele, et ilmselt ' > ¢ > aja[u,v|s ¢ B(u, ' —a)UB(v,s),
mistottu [u, v]s \ (B(u,r’ — a) U B(v,s)) #+ @. |gatahes x € B(u, ') C B(u,r).
Kuna x € [u, v]s, siis leidub lemma pohjal selline y > 0, et
(x,v], Clu,vls,

kusjuures eeldame, et y on nit vdike, et

du,x)+d(x,v)+y <duv)+0 (2.1)
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(kut y > 0 on piisavalt vaike, siis viimane vorratus kehtib, sest x € [u, v|5; ehk
d(u, x)+d(x,v) < d(u,v)+9).

Kuna [u, v]s C B(u, r') U B(v, s), siis ka [x, v], C B(u, ') U B(v, s). Toestuse
alguses vaadeldud olukorraga sarnaselt on véimalik naidata, et hulk

{t>0:[x,v], C Blu,r'YUB(v, t)}

sisaldab oma alumise raja s’ Ilmselt on 0 < 5" <'s. Juhul s" < € votame y = v.
Vastasel juhul (s.t juhul s" > €) fikseerime vabalt

y € x, v\ (Blu,rYUB(v,s —a)),
kusjuures paneme tahele, et ilmselt s > € > aja [x, v], ¢ B(u, r')UB(v,s'—a),
mistottu [x, v}, \ (B(u, ) U B(v,s' — a)) # @. lgatahes y € B(v,s') C B(v, s).
Kuna y € [x, v),, siis leidub lemma [2.2| p&hjal selline 0" > 0, et
b yls < lx, vy,
kusjuures eeldame, et 8" on nii vaike, et

dix,y)+ d(y,v)+ 0 < dx,v)+y (2.2)

(kut 0" > 0 on piisavalt vaike, siis viilmane vorratus kehtib, sest y € [x, v],
ehk d(x, y) + d(y, v) < d(x,v) + y).
Vorratused (2.1) ja (22) annavad kokku

du,x)+ d(x,y)+ d(y,v)+ 0" < d(u,x)+ d(x,v)+y
< d(u,v)+o,

jarelikult on tingimus (1) taidetud.
Ka tingimus (2) on taidetud, sest

X, yly C Ixovly Clu,vis.

Kontrollime tingimuse (3) taidetust, s.t veendume, et d(x, y) < d(u, v). Selleks
vaatleme eraldi labi kolm juhtu: ', s" < e, > ¢ejas > e

Kui r',s" < g, siis x = u ja y = v, jarelikult d(x, y) = d(u, v).

Kut r" > ¢, siis x & B(u, r' — a), mistottu

dux)>r—a>e—a>0
ja seega saame vorratuse (1) pohjal
d(x,y) < d(u,v)+0—du,x) <du,v).
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Kolmas juht on analoogiline teise juhuga. Kut s > ¢, siis y & B(v, s’ — a),
mistottu
dly,v)>s'—a>e—a>0

ja seega saame vorratuse (1) pohjal
dx,y) <d(u,v)+0—dy,v) <du,v).

Jarelikult on tingimus (3) rahuldatud.
Naitame, et kehtib sisalduvus (4), st [x, yly C B(x,€) U B(y, €). Selleks
fikseerime vabalt p € [x, y]s. Kuna

(X, ylsy C[x,v], C Blu,r'yUB(v,s"),

sits p € B(u, r') U B(v, s').

Vaatleme ainult juhtu p € B(u, r’) (juht p € B(v,s’) on analoogiline). Kui
r'<esiisx=ujapeBlur)cB(x ) Kutaga r' > g, siis x & B(u, ' —a),
mistottu d(u, x) > r’ — a ning vorratuse (1) pohjal

Seega p € B(x, €) U B(y, €) ja jarelikult on tingimus (4) taidetud.
Lopuks vaatleme juhtu 6 > € Olgu x € B(u,r), y € B(v,s) ja o' > 0
sellised, et

(1) d(u, x) + d(x, y) + d(y, V) + & < d{u, v) + /2,
(2) [yl C [u, V]ep;

(3") dlx,y) < d(u,v);

(4) [x. yly € Blx, €) U By, €).

(Niisugused x, y ja 0" leiduvad tdestuse esimeses pooles kdasitletud olukorra
erijuhu 0 = €/2 pohjal.) Paneme tahele, et tingimused (1)—(4) on taidetud. Tin-
gimused (3) ja (3') on tapselt samad ning (4) ja (4') samuti. Vorratusest (1')
jareldub vorratus (1), sest €/2 < 0. Sisaldumisest (2') jareldub (2), sest ilmselt
(U, V]ep C |u, v]s. Niisiis oleme leidnud sobivad x, y ja 0". O
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Lemma 2.4 ([10, lemma 2.4)). Olgu u,v € M ja d > 0 ning olgu r, s > 0 sellised,
etr+s<d(u,v)ja
[u, v]s C Blu, r)U B(v, s).

Tdieliku M korral leiduvad x € B(u, r) ja y € B(v, s) nii, et m,, € dent(Br).

Selle lemma tdestamisel kasutame jargmist fakti, mille tdestust bakalau-
reusetod piiratud mahtu arvestadades ei esita.

Lemma 2.5 (2 teoreem 4.1] ja |5l teoreem 2.4]). Olgu M tdielik nullpunktiga
meetriline ruum ja olgu x,y € M erinevad punktid. Siis on m,, € dent(Bzry)
parajasti siis, kui iga € > 0 korral leidub 0 > 0 nii, et

[x,yls C B(x, €) UBly, €).

Lemma [24 toestus. Eeldame, et meetriline ruum M on taielik. Sobivad x jay
leiame kahe jada (x,) ja (y,) piirelementidena, kus iga n € N korral

X, € Blu,r)Nu,vls ja y, € Blv,s)N[u,Vls.

Me defineerime need jadad induktiivselt ning selle protsessi kaigus defineerime
lisaks kaks abistavat positiivsete reaalarvude jada (0,) ja (&,).

Olgu &1 > 0 selline, et r +s + 2¢; < d(u, v). Rakendame lemmat [2.3] juhul
U=uv=v,r=r,s=s0=0jac=e&,etleida elemendid x; € B(u,r) ja
y1 € B(v,s) ning 01 € (0, &) ni, et

(14) d(u, x1) +d(x1,y1) + d(yr, v) + 0 < d(u,v)+ 0;
(21) [x1, yals, C [u, vl

(31) dlxi,y1) < dfu,v);

(41) [x1, yrls, C B(xa, €1) U By, &1).

Eeldame, et mingt n € N korral on leitud x,, y,, 0, ja &, Fikseerime vabalt
grs1 € (0,0,/6). Rakendame lemmat 23] juhul v = x,, v = yn, r = s = €,
0 = €y ja € = €,41, et leida elemendid x,.1 € B(x,, €1) ja yni1 € Blyn, €5)
ning 0p41 € (0, €,41) Nii, et

(1n+1) d(Xn: Xn—H) + d(Xn+1: yn+1) + d(gn—H: gn) + 5n+1 < d(Xn: gn) + Ent1,
(2n41) [Xns1, Un+1]5n+w C [xn, g/7]5n+1;
(3n+1) d(Xn+1r gn+1) < d(an gn);

(4541) [Xo11, Un+1]5n+w C B(Xot1, €n1) U B(yny1, €041)-
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Jne. Seega oleme leidnud M elementide jadad (x,) ja (y,) ning positiivsete
arvude jadad (0,) ja (&,), kusjuures €,:1 < 0,/6 < €,/6 iga n € N puhul.
Jada (x,) on Cauchy jada, sest m,n € N ja m > n korral

m—1 m—1

6
dxe, xm) < ) dlxi,xiet) S )& < e < 28, >0,

i=n

Ruumi M taielikkuse tottu koondub Cauchy jada (x,) mingiks elemendiks x € M.
Stummeetria tottu on ka (y,) Cauchy jada ning seega koondub (y,) mingiks
elemendiks y € M.

lga n € N korral x, & B(v, s), sest

d(x,,v) = d(u,v) —d(u,xi) —d(x, x,) > d(u,v) —r —2&1 >s;
teisalt
Xn € X0, Ynls, C[u,v]s C B(u, r)U B(v,s).

Seega x, € B(u,r) iga n € N korral. Jarelikult x € B(u, r) ning analoogiliselt
saame, et y € B(v, s). Muuhulgas jareldub sellest, et x + y, sest r+s < d(u, v).

Naitame, et m,, on Brpy hammaspunkt. Selleks on lemma @ pohjal vaja
ndidata, et iga € > 0 korral leidub y > 0 nii, et

[x.yly C Blx, €) U Bly, €).

Fikseerime vabalt € > 0. Olgu n € N selline, et d(x,, x) < €/2, d(y,, y) < €/2
ja €, < €/2. Vorratustest (1) ja (3) saame, et

d(anXm) + d(yn: ym) g d(anXn-H) + d(ynr gn+1)
+d(Xp11, Xm) + d(Uns1, Ym)
< d(Xn, Yn) + €np1 — d(Xng1, Yng1) + 28051 + 2041
< d(xp, yn) + D€ — d(x, y)

iga m > n puhul, millest
d(Xn:X) + d(gnr U) < d(Xn: Un) + 5€n+1 - d(Xr 9’)
Seega saame iga p € [x, yl,., korral

(Xn, X) + d(x, p) + d(yn, y) + d(y, p)
(Xn, X) + d(yn, y) + d(x, p) + d(y, p)

(Xn, Yn) +5€n1 — d(x, y) + d(x, y) + €p41
(X0 Yn) + On-
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Jarelikult
X Yleyar C a0 Yals,-
Edasi paneme tahele, et B(x,, €,) C B(x, €), kuna

€+ dx,, x) < el2+ €2 =¢,
mistottu saame iga p € B(x,, €,) korral
d(p,x) < d(p, x,) + d(x,, x) < €, +d(x,, x) < €.
Analoogiliselt saame B(y,, €,) C B(y, €) ning kokkuvottes
X, Yle,s C[Xa ynls, © Blxn, €4) U Blyn, €5) C B(x, €) U Bly, €),

jarelikult [x, yl.,., C B(x, €) U B(y, €). Lemma pohjal on m,, hammaspunkt.
O]

Teoreemi [2]) toestus. (i) = (il) kehtivus on selge lause [T.9) pohjal.

(i) = (iii). Eeldame, et kehtib (i), s.t |[u— V|| = 2 iga V) € dent(Br) korral
ja naitame, et kehtib (iit). Olgu u,v € M, u # v, ja r,s > 0 sellised, et mingi
0 > 0 korral

lu,v]s € B(u, rd(u,v)) U B(v,sd(u,v)).

Vaja on veenduda, et ||y — my,|| = 2 — 2r — 2s. See vorratus kehtib triviaalselt,
kui r +s > 1, sest sel juhul on 2 —2r — 2s < 0. Seega eeldame edasises, et
r+s<1.

Vaatleme kéigepealt juhtu, kus meetriline ruum M on tdielik. Lemma
pohjal leiduvad x € B(u, rd(u,v)) ja y € B(v, sd(u, v)) nii, et m,, on hammas-
punkt. Tingimuse (ii) pohjal kehtib || — m,,|| = 2. Me teame, et

du,x)+d(v,y) < rd(u,v)+ sd(u,v) = (r+s)d(u,v) < d(u,v),

jarelikult d(u, x) + d(v, y) < d(u,v). Olgu d > 0O selline, et d(u, x) + d(v, y) =
d(u,v) — d ja tahistame

d +d(x,y)
max{d(x, y), d(u,v)}

Siis
d(u,x)+d(v,y) = d(x,y) + d(u,v) — emax{d(x, y), d(u, v)}.
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Seega saame lemma [T.T7] teise osa abil

d(x,u) + d(v, y) + |d(x, y) — d(u, V)|
max{d(x, y), d(u, v)}
o (d(u,x) + d(v, g)) + (d(u,x) + d(v, y))
h max{d(x, y), d(u, v)}
2(rd(u,v) + sd(u,v))
<
max{d(x, y), d(u,v)}

||mXU - mUVH = ||me + mvu|| =

< 2(r+s).

Jarelikult
= my | Z [l = myll = llmyy — mu || 2 2 =2(r +5) =2 —2r — 2s.

Vaatleme niitd juhtu, kus meetriline ruum M et ole tdielik. Olgu M tema
taield. Siis F(M) = F(M) ja seega saame eelduse (ii) kirjutada kujul [|[y—|| = 2
iga V) € dent(Brpy) korral. Vahetult on kontrollitav, et meetrilises ruumis M
kehtiv sisaldus [u, v]s C B(u, rd(u, v))U B(v, sd(u, v)) jaab kehtima ka vastavate
hulkade vahel taieldis M. Seega saame eelnevalt vaadeldud juhu pohjal ||y —
myl|l =22—=2(r+s)=2—-2r—2s.

(iii) = (i). Eeldame, et kehtib (iii). Naitame, et kehtib (i), s.t ¢ on Daugaveti-
punkt. Selle jaoks fikseerime € > 0 ja Br viilu S(f, a). Toestame, et mingite
u,veM,u=v korral on m,, € S(f, @) ja |[u—my|| = 2— e Sel juhul oleks
u toepoolest Daugaveti-punkt.

Vaatleme kdigepealt juhtu, kus @ < 1. Kuna ||f|| =1, siis leiduvad ug, vy €
M nii, et

f(uog) — f(wo) > (1 — a)d(uo, w).

Seega f(my,,) > 1 — a ehk m,,, € S(f, a).
Lemma [T.T0]p&hjal leidub y > 0 nii, et alati, kui u,v € M ja 0 < d(u,v) <y,
siis || — my,|| = 2 — €. Paneme tahele, et leiduvad sellised n € N ja 0 > 0, et

(1+5—%)nd(uo,v0)< v (2.3)
ja
fuo) — F(vo) > (1 — a)(1 + 8)"d(uo, o). (2.4)

(Selgitame, miks sellised n ja 0 kindlasti leiduvad. Olgu esmalt paaritu n € N
selline, et 0 = ¢/8 korral kehtib (23); kuna 0 = €/8 korral on 1+ 0 — €/4 < 1,
sits selline n € N muidugt leidub. Ja kut lisaks kehtib ka (2.4), siis oleme sobivad
n ja 0 letdnud; kut aga mitte, siis sama n korral valime 0 < €/8 nii, et kehtiks
(Z4) ja margime, et selliste n ja 0 korral kehtib ka (23).)
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Kut ||y — my,,|| = 2 — €, siis voiksime vdtta u = ug ja v = v ning sellega
oleksime sobivad punktid u ja v leidnud. Eeldame edasises, et

||/J - mUoVoH <2-e (25)
Tahistame ¢ = dd(ug, v). Kul

[Uo, Vo]g C B(Uo, Zd(UO, \/0)) U B(\/o, %d(UO, \/0)),

siis tingimuse (iit) kohaselt peab kehtima ||g—myy, || = 2—2¢/4—2€/4 = 2—¢,
mis aga eelduse (25) pohjal et kehtt. Jarelikult et kehtt ka vitmane sisaldumine,
mistéttu leidub

€ €
p € [up, vl \ (B(uo, Zluo, v) U B(v, Zd(uo, ) )
Arvestame, et tingimus p € [ug, v, tahendab definitsiooni kohaselt, et
d(ug, p) + d(p, vo) < d(ug, vo) + 0d(uog, vo) = (1 + 9)d(uo, vo)-

Seega saame vorratuse (2.4) (ja a < 1) abil, et

f(uo) = f(p) + f(p) — f{vo) > (1 — a)(1 + 0)" d(uo, o)
> (1—a)(1+0)" ' (d(uo, p) + d(p. w)).
Jarelikult kas
f(uo) — f(p) > (1 — a)(1 + 8)"'d(uq, p) (2.6)
VOl
f(p) — f(vo) > (1= a)(1+0)" 'd(p, w). (2.7)

Kuna p € [ug, vol, ja p & B(w, £d(uo, w)), saame ka

d(uo, p) < (1+ 8)d(ug, vo) — d(vo, p) < (146 — %)d(uo, ).

Analoogiliselt saame
€
d(Vo,p) < (1 + 0 — Z)d(UO, Vo).
Kut kehtib vorratus (2.0), téhistame vy = ug ja vy = p, vastasel juhul kehtib
vorratus (2.7) ja votame uq = p ja vi = v. Nuid oleme leidnud vy, vi € M nig,

et
Flug) —f(v) > (1 —a)(1+0)" "d(uy, vi)
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ja

d(ur, ) < (1406 — %)d(uo, V).

Vaatleme edasist olukorda iildisemalt. Kui mingt k € {1
oleme leidnud punktid vy, vi € M nii, et

Flug) — f(ve) > (1= a)(1 + 0)" " d(ug, vi)

..... n —1} korral

ja
€
d(ug, i) < (1+0 — Z)kd(uo, Vo),
siis ||g — my,,,|| = 2 — € korral votame u = uy ja v = v ning sellega oleme
sobivad punktid v ja v leidnud.
Vastasel korral on ||u—my,., || < 2— € ning oleme vorratusega (25) sarnases
olukorras ja jatkame vastavalt ning letame punktid vy i1, virr € M. Jne.
Paneme tdhele, et kui vajadusel nii jatkates oleme leidnud u,, v, € M nij,
et
f(un) = F(va) > (1= a)(1+ 6)°d(up, va)
ja
€
d(up, va) < (140 — Z)”d(uo, ),
stis 0 < d(u,,v,) < y ning y tahenduse tottu saame ||g — my,,, || = 2 — ¢
mistottu voime vétta u = u, ja v = v, ning sellega oleme sobivad punktid v ja
v letdnud.
Kut a > 1, siis tdestuse vaadeldud juhu péhjal leiduvad u,v € M, u #+ v
nii, et m,, € S(f,1) ja ||t —my|| =2 — e Kuna

flmy)>1—-1>1—aq,

sits m,, € S(f, a). Jarelikult on p Daugaveti-punkt ja sellega on teoreem [2.1]
toestatud. O]

Erijuhul, kut 7 on molekul, st y = m,,, saame lemma m abil teoreemi @
tingimust (iit) teisendada.

Jareldus 2.6 ([10] jareldus 2.5)). Olgu x,y € M sellised, et x + y. Jargmised
viited on samavddrsed:

() my, on Daugaveti-punkt;
(i) kuiu,v e M, kus u + v, jar,s >0 jaoks leidub 6 > 0 nii, et
(u, v]s C B(u, rd(u, v)) U B(\/, sd(u, v)),
siis
d(x,u)+d(v,y) = d(x,y)+ d(u,v) = 2(r + s)max{d(x, y), d(u, v)}.
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3 Naide Radon-Nikodymi omadusega Lipschitzi-
vabast ruumist, millel leidub Daugaveti-punkt

Selles peatikis esitame naite sellisest loenduvast ja taielikust meetrilisest ruu-
mist M, et Lipschitzi-vabal ruumil (M) on nit Radon—Nikodmi omadus kut ka
Daugaveti-punkt.

Bakalaureuset6os me Radon—Nikodmi omadust ei defineeri, sel omadusel
on mitmeid samavaarseid tingimusi, millest igatiht véib seega selle omaduse
defineerimisel aluseks votta, naiteks on (iks samavaarne tingimus, et vaadelda-
val Banachi ruumil leidub mittetiihi kinnine tokestatud osahulk, mis et sisalda
ekstreemumpunkti [Z] teoreem 4]. Selles alapunktis antava néaite puhul kasutame
aga jargmist Radon—Nikodgmi omaduse kriteeriumit Lipschitzi vabade ruumide
jaoks.

Teoreem 3.1 ([Tl teoreem 4.6)). Lipschitzi-vaba ruumi F (M) puhul on jirgmised
viited samavddrsed:

(1) ruumil F(M) on Radon—-Nikodymi omadus;
(it) ruumil F(M) on Schuri omadus.

Definitsioon 3.2. Banachi ruumil X on Schuri omadus, kut temas iga norgalt
koonduv jada koondub, s.t x, — x alati, kui iga f € X* korral f(x,) — f(x).

Lemma 3.3 ([3) lemma 2.16)). Olgu M tdgielik meetriline ruum. Kui M on loenduy,
siis on ruumil F(M) Schuri omadus.

Lemma 3.4 ([12 jareldus 3.44], [2 teoreem 4.1)). Olgu M tdielik meetriline ruum.
Siis iga Y € dent(Bru) on molekul, st kujul m,, mingite u,v € M, u # v
korral. Kusjuures, kui m,, € dent(Br), siis iga € > 0 puhul leidub 6 > 0
selline, et

[u,v]s C Blu,e) UBv, €).

Naide 3.1 ([10) naide 3.1)). Selles naites vaatleme tasandil R? loenduvat punk-
tihulka M erilise kaugusega. Olgu x = (0,0), y = (1,0) ja So = {x,y}. Iga
n € N korral defineerime

k1
So={(5.5:) ke to.1.. 21}
500 5n | k€ }
Olgu M ="y S, (vt joonist 1) ja defineerime hulgal M kauguse seosega

a; — as|, kut by = by,
d((a1,b1),(02,b2)) — {| 1 2| 1 2

min{ay + a2,2 — ay — ax} + |by — b, kut by = b>.
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Joonis 1: Meetriline ruum M, mille puhul on Banachi ruumil F(M) Radon-
Nikodymi omadus ja mille puhul m,, on Daugaveti-punkt.

Naitame, et meetriline ruum M on taielik. Olgu (uv,) Cauchy jada ruumis
M. Naitame, et (u,) koondub mingiks ruumi M elemendiks. Vaatleme kahte
alternatiivset juhtu.

1. Leidugu selline m € N, et u, € |J]_, S, iga n korral. Kuna [ J7_, S, on
loplik, on (u,) statsionaarne, seega koonduv.

2. Vaatleme juhtu, kus iga m € N puhul letdub kK > m ja n € N nii, et

U, € Si. Siis leidub osajada (up,) nii, et u, = (a,,, bs) € Sm, ning
my < my < ---. Definitsiooni jargi on selle osajada iga kahe elemendi
Up, = (ap,, bpn,) ja un, = (an,, by,) vaheline kaugus

min{a,, + a,,2—a,, —a,}+ |b, — byl
Kuna (u,) on Cauchy jada, siis ka (u,,) on Cauchy jada ja seega
d(un,, uy) = min{a,, +a,,2—a, —an}+ |by, — bs|— 0.
Seelest jareldub, et min{a,, + a,,2 —a, —a,} — 0ja |b,, — b, | — 0.
Seega kas a,, + a,, = 0 vdi 2 —a,, — a, — 0. Esimesel juhul u,, — x

ja tetsel juhul v, — y. Kuna Cauchy jada (u,) osajada koondub, siis
koondub ka jada (u,).
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Jarelikult on M taielik. Lemma [3.3)jargt on ruumil F(M) Schuri omadus ja
seega ka Radon—Nikodymi omadus.

Naitame, et m,, ja m, el ole hammaspunktid. Oletame, et vastuvaiteliselt,
et my, € dent(Brpy). Siis lemma [3.4] jargi leidub 0 > 0 nii, et

X, yls € Blx, 3) U Bly, 3).

lga n € N korral vétame z = (1, 27("*?)). Siis

dix,z) =3 +27" dz,y) =3 +27" d(x,y) =1
ja seega
d(x,z) +d(z,y) — d(x,y) = 2- 27" = 27 < 271,
Niisiis z € [x, y],-». Samal ajal
dix,2) =3 +27 > 1 ja dyz)=3+27" > 1

millest saame z € B(x, 1) U B(y, ). Kuna [x, yly C [x, yls iga &' < o korral,
valime n nii, et 27" < 9. Siis

7z € [x, yh C[x, yls,

mis on vastuolus tlaltoodud sisalduvusega. Seega sellist arvu 0 ikkagi et leidu.
Jarelikult m,, & dent(Bz(). Analoogiliselt saame m,, & dent(Br).

Veendume niitid, et m,, on Daugaveti-punkt. Teoreeml@jérgl piisab sel-
leks naidata, et ||m,, — V|| = 2 iga v € dent(Br) korral. Fikseerime 7 &
dent(Bry). Lemma ja'rg'L leiduvad sellised u,v € M, u #+ v, et Y = m,,.
Olgu u = (a1, by) ja v = (az, by). Ilmselt {u, v} C[u, v] ja nditame, et kehtib ka
teistpidi sisalduvus.

Vétame suvalise p € [u,v] st d(u,p) + d(p,v) = d(u,v). Oletame vas-
tuvaiteliselt, et p & {u, v}. Kuna my,, € dent(Bry), leidub viil S(f, a) nii, et
my, € S(f, @) ja diam S(f, @) < €/2, kus € == min{|[my,—myp||, |[mu,—mp ||} >
0. Paneme tahele, et kui f(m,,) <1 —aja f(m,) <1—a, siis

_ d(u, p) d(p,v)
f(my,) = duv) f(myp) + ) (mpy)
<1—aq,

mis on vastuolus sellega, et m,, € S(f,a), st f(m,, > 1 — a. Seega peab
kehtima kas m,, € S(f, a) vét m,, € S(f, a). Kuna m,, € S(f, a) ja vdhemalt
tiks punktidest m,,, mp, kuulub samuti viilu S(f, a), saame

£
diam S(f, a) = min{||my, — myp||, [[Mmu, — mp||} = € > 5
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mis on vastuolu. Jarelikult p € {u, v} ja seega [u,v] = {u, v}.

Naitame, et ||m,, — my,|| = 2. Hotame eelnevat koordinaatide tahistust v =
(a1, bq) ja v = (a2, by). Vaatleme esiteks juhtu by = b,. Oletame vastuvaiteliselt,
et |a1 — az| # by. Kuna u,v € S, mingil n korral, on aq,a, € {k27" : k €
{0,1,..., 2"}}ja by = 27"; seeqga |ay — ay| on by kordne. Niisiis |a1 —az| > by.

Kut ay < ay, siis punkt p .= (a1 + by, by) € S, ja

d(u, p) +d(p,v) = |a1 — (a1 + by)| + [a2 — (a1 + by)]
=b1 +(02—CI1 —b1)=02—01 =d(u,v).

Lisaks ay < a1+ by < a, seeqa p € [u, v]\ {u, v}, mis on vastuolus vordusega
[u,v]={u, v}
Kui @1 > ay, siis punkt p := (a1 — by, by) € S, ja
d(u, p) + d(p,v) = |ar — (a1 = b1)[ + |az — (a1 — by)]
= b1 +(G1 —02—b1)=G1 —02=d(U,V),

ning a; < a1 — by < aq, seega p € [u, v]\ {u, v}. Taas vastuolu!
Jarelikult |ay — a,| = by. Edasi saame

dix, u) + d{y,v) = (a1 + b1) + (1 — as + b))
=1+ (ay —az) + (b1 + b))
> 14 |ay — ay.

Kuna d(x,y) = 1ja d(u,v) = |ay — a,|, annab Lemma vorduse [|my, —
my || = 2.
Vaatleme juhtu by # b,. Kui a1 + a, < 1, siis

d(u,(0,b1)) + d((0, 1), v) = a1 + (a2 + |by — byl) = d(u, v),

mistottu (0, by) € [u, v] Et valtida punkti [u, v]\ {u, v}, peab siis a1 = 0 ning
samal pohjusel ka (0, by) €& [u,v] annab a, = 0. Analoogiliselt jouame juhul
ay + a; = 1 vérdustent a = a, = 1. Niisiis a1 = a, € {0,1}.

Sellest tuleneb d(u, v) = |by — b;| ning

d(X,U)+d(y,V)=(G1+b1)+(1—02+b2)=1+b1+b2
=1+ |by— byl =d(x,y)+d(u,v)

Rakendame taas lemmat [1.11|ja saame ||m,, — m,|| = 2.
Kokkuvottes m,, —m,, = 2 kdigil juhtudel ja jarelikult on m,, on Daugaveti-
punkt.
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4 Lipschitzi-vaba ruumi deltapunktide kirjeldus

Artiklis [9] on toodud jargmine teoreem Lipschitzi-vaba ruumi molekulide kohta.

Teoreem 4.1 ([9 teoreem 4.7)). Olgu x #+ y € M. Siis m,, on A-punkt parajasti
siis, kui iga viilu S = S(f, a) korral, kus my, € S ja o € (0,1), ning iga € > 0
puhul leiduvad u,v € M nii, et 0 < d(u,v) < € jam,, € S.

Nagu artiklis [10, alapunkti 4 sissejuhatuses] todetakse, kehtib viimases teo-

reemis uhtpidi implikatsioon dldiselt, kut m,, asendada suvalise elemendiga
t € Srpv, kusjuures selle téestus on vaadeldud erijuhuga sarnane.

Lause 4.2 ([10] lause 4.1}, vrd [9] teoreem 4.7]). Olgu u € Sz selline, et iga
€ > 0 ja Bryy viilu' S korral, kus p € S, leiduvad u,v € M nii, et u # v,
my, € S ja d(u,v) < e. Siis y on A-punkt.

Pole teada, kas viimase teoreemt teistpidi implikatsioon kehtib tldiselt, kui
m,, asendada suvalise elemendiga € Srp). Kaesoleva peatiiki pohieesmark
on ndidata, et see kehtib juhul, kut ¢ on suvaline molekulide kumer kombinat-
stoon.

Olgu p € Sgp. Defineerime

M) = {my, : = Am,, + (1 — A mingite A € (0,1] ja V) € Sr korral}.

Paneme tahele, et kui f € Syip v ja f(u) = 1, siis f(m,,) = 1 iga m,, € M(u)
korral.

Pohjendus. Toepoolest, fikseerime m,, € M(u) ja f € Siip,my selliselt, et f(u) =
1. Definitsioont jargi leiduvad A € (0, 1]ja Y € Sguy nit, et p = Amy, + (1 — AW,
Kuna f € Sgip,m) ja my,, Ve Srmy, stis f(myy), f) < 1. Seega
1= 1(u) = Af(my) + (1 = AW
<A T+(T=A4-1=T1,

mis annabki f(m,,) = 1. O

Olgun e N, Ay, ..., An > 0 sellised, et Y " A =1, ja myy,, ..., My,y, €
Srm sellised, et

n
H=) Ay € Sru).
i=1

Teoreemi [4, teoreem 2.4] jargi kehtib iga jarjendi ki, ..., kmir € {1,..., n}
korral, kus k1 = k44, vOrratus

m

> dlxgyi) =) dix k), (4.8)
j=1

j=1
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Veel enam, kui eelmine vorratus on tegelikult vordus ehk kehtib

>l yi) = ) dlxgy), (4.9)
j=1 j=1

siis My g, ., € My)igaje {1, ..., m} korral, kus x, # Yy, .

Pdéhjendus. Eeldame niisiis, et kehtib (4.9).
Erijuht, kus ky, ..., Ky on paarikaupa erinevad. Tahistame

ja
| A — Aod(x;, i), kut i € {ky, ..., kn},
A kuiie {1,..., ni\{k,..., k.
Ilmselt {; >0iga i€ {1, ..., n} puhul. Arvestame, et
m m m
Z d(Xk/r gk/)kajyk/ = Z 5ij - Z 5Ul<j
j=1 j=1 J=1
m m m m
= 2 Ot ) b= ) Gu,— ) G,
j=1 j=1 j=1 Jj=1
Xy =Yk X F Yk Xk =Yk X F Yk
m m
=) ) b,
j=1 j=1
X FYk; Xk F Yk
m
— Z d (X, Uk/ﬂ)ka/ykm .
j=1
ij%ykjﬂ
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Seega

n n
H = E )\im)qg1 + E )\imxlgl
= =

ze{lq ..... km} léE{/q ----- km]’
- Z (lk/ + AOd(Xk/, ykl)) mxkjykj + Z ll’mxt%
=1 =T

n m
— § limyy, + Ao E d(x;, gkj)mxkjyk/_
i=1 j=1

n m
= : limXiUL + )\0 : d(Xk/’ gk/+1)mxk/ykj+1 .
i=1 j=1

Xk F YK
Eeldusest tuleneb, et
Y Lty diu,yi,) =Y Li+h) dixgyg)="1
i=1 j=1 i=1 j=1
Uldine juht, kus me ei eelda, et ky, .. ., k. on paarikaupa erinevad. Téestame

vaite induktsiooniga m jargi.

1. Baas. Kui m = 1, siis ki = ky. Ilmselt my, = my y, € M(u).

2. Samm. Olgu m > 2 ja eeldame, et iga jarjendi ky, . . ., ko1 e {1,..., n}
korral, kus k1 = k,4q ja p < m, vordusest
p
> Ak yi) =) dlxg y),
j=1 =

jareldub, et iga j € {1,..., p} korral, kus x; # ., kehtib my €

M(p).
Kut kq, ..., k., on paarikaupa erinevad, kehtib vdide vaadeldud erijuhu
pohjal. Kut et ole, leiduvad i, j € {1,.. ., m} nii, et i < jja ki = k;. Kuna
k[ = k/, siis

j—1 j—1

D Al yi) = ) dlx, yi) (4.10)

[=i [=i
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ja
m i—1 m i—1

A, Yi) + ) A g,) =) dig ye) + ) dixeg, ye). (411)

I=j =1 I=j =1

Kut véhemalt thes vérratustest (4.10) ja (#.T7) kehtiks range vérratus, siis

> dlxi, Y > Y dixg, yi),
(=1 (=1

mis on vastuolus eeldusega. Jarelikult on mélemad vorratused (#.10) ja
(4.17) tegelikult vérdused ning induktsioont eelduse pahjal saame

Myyi., € M(p)
igale {i,..., j—1} puhul, ningigal € {j,..., m1, ..., (—1} puhul. O

Artiklis [10] on esitatud jargmine lemma koos téestusega.

Lemma 4.3 ([10/ lemma 4.2]). Olgun € N, Ay, ..., Ay > 0 omadusega ) | A =
1ja My, .. My, € Sruy sellised, et p =73 ", himyy, € Srpm. Siis leidub
selline f € Sy ), et f(u) =1 ning kéikide i, j € {1, ..., n} korral, kus x; + y;,
on jargmised tingimused samavddrsed:

() F(myy,) =1,
(i) myy, € M(u).

Toestame selle lemma tuginedes peamiselt uuemast artiklist parit [11] lem-
ma 2.1] toestusele ja vahesel maaral [10, lemma 4.2] téestusele. Ka on lemma
[4.3] toestamiseks vaja jargmist abitulemust.

Lemma 4.4 (|4, lemma 23]). Olgu n € N ja iga k,l € {1, ..., n} korral By €
R valitud nii, et By = 0 iga k € {1,..., n} korral. Kui suvalise jdrjendi
ki, ..., ko1 €{1,..., n} puhul, kus ky = ky, 41, kehtib

m

Z Brk = 0,
=1

siis leiduvad reaalarvud oy, . . ., a, nii, et

e < o + B
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Lemma[4.3 toestus. Implikatsioon (ii) = (i) kehtib iga f & Sy, v korral, mis
rahuldab tingimust f(y) = 1. Seega piisab leida selline f € Sy ), et f(u) =1
jatgaije{1, ..., n} korral, kus x; # y;, kehtib ka (i) = (ii).

Tahistame iga kK € {1, ..., n} korral age =1 ja Bi = 0, ning mis tahes
kle{1, ..., n}, k # [, korral

ZTZ’I d(Xk/’ yk/)
= -meN k...,
Z/=1 d(Xk/’ gk/'+1)

on paarikaupa erinevad, k1 = k11 = k, ky = l}

g = max{

ja
Bri = awd(xe, y1) — d(xc, yg)-
Vorratusest (4.8) jareldub, et ay, < 1iga k,le {1,..., n} korral.
Samm 1: lemma rakendamine. Naitamaks, et lemma [4.4] eeldused on
taidetud, tuleb tdestada, et mis tahes jarjendi ki, ..., knor € {1,..., n}, ky =
k.1, korral kehtib Z;L Bikr = 0.

o Kut k¢, ..., ki, on paarikaupa erinevad, siis iga [ € {1, ..., m} korral
Z/ 1d Xk yk
kot 2 > i dxg Yk,
ning seega
m m
Z Uk/kjﬁ d(Xk/, yk/H) = ZE{TLH }Gk,/(l+1 Z d X/( yklﬁ) = Z d(Xk/, Uk/):
- e m = =
millest Z;’; Bijk. =0
o Kut kq,..., k, et ole paarikaupa erinevad, siis kasutame induktsiooni m

jargi. Baasjuht m = 1 on triviaalne. Induktsioonisammus leiduvad 1 < p <
g < m, nii et k, = kq. Sel juhul jaguneb kogu summa kaheks:

m qg—1 m
§ Bk = E Biik,i + § Brik;.r-
J=1 I=p =1

Induktsioont eelduse pohjal on mélemad osasummad mittenegatiivsed, see-
" >0
9a )4 Bk, = 0.
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Lemma pohjal leiduvad sellised oy, .. ., a, € R, etigak, le{l,.. ., n}
korral kehtib o < a; + Bt
Defineerime funktsiooni f hulgal {xy, y1, ..., Xp, Yn} seostega

fix)=oa+dx,y), fly)=a, (€ {1 ..... n}.
Siisiga i, je {1, ..., n} korral
f(X[) — f(gj) = Q; — C(/' + d(Xl', yl) <
Hyi) = (x) = ar — oy — d(x;, y;) < By — dlx;, y;)

f(xi) = f(xj) = o — oy + d(xi, yi) — d(x;, y))
< dx, y)) —dlx;, yp) < d(x, x)),
fly) — fly) = o — oy < By < d(xi, y;) — dxi, yi) < dlyi y)).

Seega Lip(f) < 1. Kasutades McShane't teoreemi[T.3]jatkame funktsioont f kogu
ruumile M ning liidame sellise konstantse funktsiooni, et summa puhul 0 — O;
nit saadud funktsiooni tahistame stimboliga f.

Naitame, et koikide i, j € {1,..., n} puhul, eeldades, et x; # y;, jareldub
vordusest f(my,,) = 1 sisaldumine m,, € M(uy). Juht i = j on siin ilmne.
Seepérast fikseerime ,j € {1,..., n}, i # j ja eeldame, et x; # y, ning
f(myy,) = 1. Siis

f(x) — fly;
1= flm,,) = IO g <
d(x. y;)
ehk a; = 1. Seega leiduvad m € N ja paarikaupa erinevad ki, ..., Kpi1 €

{1,..., n}nit, et ki = ko =i, ko = jja )L dixg, yr) = 3L dxkg, Ykg,y)-
Enne (vt vorduse (4.9) juures) naitasime, et sellisest vordusest jareldub, et iga
je {1, ..., m} korral, kus x, # yy ., kehtib My y,, € M) Seega m,,, =
My, g, € MH). [
Lemma 4.5 (6l lemma 3.6)). Olgux +ye M, u#+ve M, e >0 ja
Fy(u) — fey(v) o
d(u,v)

Siis

(1 —&e)max{d(x,v) + d(y,v), d(x, u) + d(y, u)} < d(x,y).
Lemma 4.6 ([10) lemma 4.3], vt ka [11} lemma 2.2)). Olgu n € N, A, ..., Ay >0
sellised, ety | (A =1, jamyy,, ..., My, € S sellised, et

n
p=) iy, € Srm.

i=1
Siis leiduvad f, € Sy, ja 0 > 0 nii, et
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(2) iga u,v € M ja a e (0,0) korral, kus u # v ja m,, € S(f,, a), leiduvad
Lje{1, ..., n} nii, et x; # y;, myy, € M(u) ning

(1 —a)ymax{d(x;, v) + d(y,, v), d(xi, u) + d(y;, u)} < d(x: y;).
Téestus. Lemma @ pohjal leidub g € Syp,my nii, et g(u) = 1 ja iga i,] €

{1...., n} puhul, mille korral x; # y;, kehtib g(m,,,) = 1 parajasti siis, kut
My, € M(p). lgaie {1,..., n} korral defineerime funktsioont h;: M — R,

hi(p) = max{d(jF)Z; ; Zizj)’p)d(xi,p) = i nt, x; + g/}.

Kuna g(x;) — g(y:) > 0, on h; iga ( korral mittenegatiivne.

Defineerime funktsioont f,: M — R,

fu(p) = max }{Q(Xz) — hi(p)} +a,

ie{1,..n
kus konstant a € R valitakse nii, et £,(0) = 0.
lga x,y € M, x # y, korral olgu f,y,: M — R,
folp) = dlx.y) dly.p) —dx p)
’ 2 dx p)+dly,p)

Lemma [0} lemma 3.6] kohaselt on f,, Lipschitzi funktsioon ja [|f,|| < 1.
Fikseerime i,j € {1, ..., n} jaolgu fj: M — R,
dp)

xi,p) +dly;. p)

f(p) = (g(x) — gly;)) - l

Naitame, et f;; on Lipschitzi funktsioon ja Lip(f;) < 1. Fikseerime p,q € M.
Tahistame a = d(x;, p), b .= d(y,, p). ¢ = d(x, q) ja d = d(y;, g). Kuna

lg(xi) — g(y))| < d(xi, y))

ning

a < <|a—c|~d—i—|b—d|~c
a+b c+dl ™ (a + b)(c + d)
o max{|a — c|, |b — d|} - (c + d)
h (a + b)(c + d)




saame |f;;(p) —fi;(q)| < d(p. q). Jarelikult f;; on Lipschitzi funktsioon ja Lip(f;;) <
1. Jarelikult on ka h; ja f, lause @ja’rgl Lipschitzi funktsioonid ning Lip(h;) < 1
jaf, <1

lgaie {1, ..., n} korral
fu(xi) = gxi)) — hi(x;) + a = g(x;) + a.

Fikseeritud j € {1,..., n} korral valime i € {1,..., n} nii, et 1,(y;) = g(x;) —
hi(y;) + a.
Kui x; = y;, siis f,(y;) = gly;) — hi(y;) + a < g(y;) + a. Ja kut x; # y;, siis

fulyj) = gxi) — hily)) + a
gxi) —gly;)
X gg) + dly;y;

<90 =g jday) +a=gly) +a
Seega f,(xi) — fu(y;) = g(x) —gly;) iga i,j € {1,..., n} korral ja jarelikult
ulb) > glu) = 1. Kuna [[f, ]| < 1. siis f, € Stpyun ja fult) = 1.

Valime 0 > 0 nii, et kut g(x;) — g(y;) < d(x; y;) mingite i, korral, siis
g(x)—gly;) < (1—0)d(x;, y,). Naitame, et tingimus (2) on tdidetud. Fikseerime
uv e M, u # v, jaa e (0,0)ni, et m,, € S(f,, a). Olqu ( selline, et
fi(u) = g(x;) — hi(u) + a. Siis f,(v) = g(x;) — hi(v) + a, millest

(1 —a)d(u,v) < f,(u) = 1u(v) < hi(v) = hi(u).
Leidub j € {1,..., n}, mille puhul x; # y; ja

gl —gly))
M) = G+ d(gj-, V)

d(x;, v).

Kuna h; on mittenegatiivne, siis g(x;) — g(y;) = 0. Jarelikult saame

g(x:) — gl(y;) g(x) — gly;) ‘
S Qv+ a0 T d )+ gy 0 )
g(xi) — gly;)
d(XirUj)j (fx‘yf(u) fXﬁUJ(V))
< mm{g(zzxz 5}F)gj)d(u ). g (0) = Fr, 0}
Lemma kohaselt

d(x;, yj) > (1 — a)max{d(x;, u) + d(y;, u), d(x;, v) + d(y;, v)}.
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Lisaks
glxi) —gly;) > (1 —a)d(x, y;) > (1 = 9d)d(x;, yj).

Kut kehtiks g(x;) —g(y,) < d(x;, y;), siis peaks ka g(x;) —g(y;) < (1—0)d(x;, y;).
Seega g(x) = gly;) = dx. yj) ja myy, € M(u) O

Nuid oleme valmis pohitulemuse toestamiseks.

Teoreem 4.7 ([10, teoreem 4.4)). Olgu p € conv({m,, : x + y € M}) N Sz,
Siis 1 on A-punkt parajasti siis, kui suvalise € > 0 ja hulga Br suvalise viilu
S korral, kus p € 'S, leiduvad u,v € M nii, et u # v, m,, € S jad(u,v) < €.

Toestus. Piisavuse osa on lause [4.2

Olgu p A-punkt ja olgu n € N, Ay, ..., A, > 0 sellised, et Y 7 ;A =1, ja
Mgy My,y, € Srov sellised, et p =73 " Aim,y,.

Lemma [4.6] jargt leiduvad f, € Sy ja 0 > 0 nii, et f,(y) = 1 ning iga
uv e M u+vijaae(00) korral, mille puhul m,, € S(f,, a), leiduvad
Lje{1, ..., n} nii, et x; # yj, my,, € M(p) ja

(1 — a)ymax{d(x;, v) + d(y;, v), d(x;, u) + d(y;, u)} < d(x, y)).

lga i,j € {1,..., n} korral, mille puhul m,, € Mi(y), olgu ;; € (0,1] ja
7)[/- € Sr(u sellised, et y = lm,,, + (1 — l[/-)a)[/-.

Fikseerime € > 0 ja By vitlu S = S(f, a) nii, et p € S. On teada (vt [8|
lemma 2.1]), et a véime valida kut tahes vaikese. Seega olgu « selline, et o < 0

ja
£
a<1— 1/( +1 ) '
\/ maX[,/e{1 ..... n} d(Xi' y/)
Siis ]
((1 — a)? 1 ) L/en{q1a..>-<-.n} A gj) < €

Tahistame g .= f 4+ f,. Siis g(y) = f,(1) + f(1) > 2 — aja

g 2—a 2—a
= (u) > =1—(1——),
gl gl

seega 1t € S(q/l|g|], 1T — (2 = a)/||g||). On teada (vt [9, markus 2.4]), et kui X
on Banacht ruum, A C By, conv(A) = By, x on A-punkt ja x kuulub mingisse
ithikkera viilu S, siis iga n > 0 korral leidub y € SNA i, et [|x —y|| > 2—n.
Seega leiduvad u,v € M nii, et u # v, g(m,,) > 2 —a ja

|t —my || =2—amin{l;:i,je{1,..., nk, mey € M(u}.
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Naad f,(my) > 1 —aja f(my) = g(my) — fu(my) > 2 —a—1=1—a ehk
m,, € S(f, @). Naitame nuid, et d(u,v) < €.

Kuna f,(my,,) >1—ajaa € (0,0), leiduvad i,j € {1, ..., n} nii, et x; # y;,
Myy, € M(p) ja

(1 — o) max{d(x, v) + d(y;, V). dix. o) + d{y;, u)} < dlx.y).  (412)
Siis ||y — my,|| = 2 — aly; ning vordusest p = [;m,, + (1 — Zl-j-)1)[-,- saame

2 —aly < ||u—my|l < Ljllmgy, — mu ||+ (1= 0) [y — mu||
< Ljllmay, — mul| +2 = 21,
seega ||mw/ —my || =2 — a Kuna Myy, € M(p), siis f,(my,,) =1 ja
1My, + M| = fulmyy,) + fu(my,) > 2 — a.
Lemmast [T.T1] jareldub

min{d(x;, v)+d(y, u), d(x;, u) + d(y;, v)}
> d(x;, y)) + du,v) — amax{d(x;, y;), d(u, v)}
> (1= a)(dx, y;) + d(u, v)). (4.13)

Kuna a < 1, siis vorratus [A.13] annab
d(x, v) +dly;, u) +dx,u)+dy;v)>2(1—a) (d(xi, y;j) +d(u, v))

ja vorratus [4.12] annab

d(xi, v) +d(y;, u) + d(x;, u) + d(y;, v) < %
Jarelikult
d(u.v) < d(xi, v) + d(y/,ztgtc;()xil u)+dly;v) dix. y)
S~ dt )
< (1_1—0()2 — i/,/én{?f(..,n} dixv,yy) < €.
Seega leidsime u,v € M nii, et u #+v, m,, € Sjad(u,v) < e O
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